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5. Interpolace a aproximace funkćı

Pr̊uvodce studiem

Často je potřeba
”
složitou” funkci f nahradit funkćı

”
jednodušš́ı”. V této

kapitole budeme předpokládat, že u funkce f známe jej́ı funkčńı hodnoty fi =

f(xi) v uzlech xi pro i = 0, . . . , n. Budeme rozlǐsovat dvě úlohy.

Interpolačńı úloha: Hledáme funkci ϕ, pro niž je

ϕ(xi) = fi, i = 0, . . . , n. (5.0.1)

Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u: Hledáme funkci ϕ, pro niž je

ϕ(xi) ≈ fi, i = 0, . . . , n, (5.0.2)

kde přibližná rovnost
”
≈” je určena tak, aby součet druchých mocnin odchylek

mezi předepsanými hodnotami fi a předpokládanými hodnotami ϕ(xi) byl mi-

nimálńı.

Jestliže tyto úlohy znázorńıme graficky, bude řešeńı interpolačńı úlohy pro-

cházet přes body (xi, fi), i = 0, . . . , n, kdežto řešeńı aproximačńı úlohy bude

(obecně) procházet jejich bĺızkým okoĺım.

Formulace obou úloh je zat́ım př́ılǐs obecná, protože jsme neřekli jakého typu

má být funkce ϕ. Ukážeme tři volby: polynom, splajn (spline-funkce) a lineárńı

kombinace obecných funkćı. Polynom je jednoduchý z hlediska matematických

operaćı (snadno se derivuje, integruje atp.), jeho graf však často osciluje. Lepš́ı

tvary grafu maj́ı splajny. Kombinace obecných funkćı se použ́ıvá zpravidla v

situaćıch, kdy je známo, jakou závislost daná data popisuj́ı (pro periodickou

závislost je dobré použ́ıt funkce goniometrické, pro strmě rostoućı data se hod́ı

funkce exponenciálńı atp.).
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5.1. Interpolačńı polynom

Ćıle

Ukážeme metody pro sestaveńı interpolačńıho polynomu a odvod́ıme vzorec

pro interpolačńı chybu.

Předpokládané znalosti

Polynomy. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Věta o středńı hodnotě dife-

renciálńıho počtu.

Výklad

Funkci ϕ v úloze (5.0.1) budeme hledat jako interpolačńı polynom stupně

nejvýše n, tj. polož́ıme ϕ = pn, kde

pn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anxn. (5.1.1)

Začneme př́ıkladem.

Př́ıklad 5.1.1. Jsou dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Určete interpolačńı polynom p3.

Řešeńı: Hledaný polynom má obecný tvar

p3(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3.

Koeficienty a0, a1, a2, a3 urč́ıme tak, aby platilo (5.0.1). Každá interpolačńı rov-

nost určuje jednu rovnici:

p3(−2) = 10 ⇒ a0 − 2a1 + 4a2 − 8a3 = 10,

p3(−1) = 4 ⇒ a0 − a1 + a2 − a3 = 4,

p3(1) = 6 ⇒ a0 + a1 + a2 + a3 = 6,

p3(2) = 3 ⇒ a0 + 2a1 + 4a2 + 8a3 = 3.
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Dostali jsme soustavu lineárńıch rovnic⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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,

jej́ımž řešeńım (na tři desetinná mı́sta) jsou koeficienty a0 = 4.500, a1 = 1.917,

a2 = 0.500 a a3 = −0.917. Interpolačńı polynom má tvar

p3(x) = 4.500 + 1.917x + 0.500x2 − 0.917x3.

Jeho graf je na obrázku 5.1.1.
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Obrázek 5.1.1: Graf interpolačńıho polynomu p3.

Rozborem postupu z př́ıkaldu dokážeme následuj́ıćı větu.

Věta 5.1.1.

Necht’ jsou dány vzájemně r̊uzné uzly xi a funkčńı hodnoty fi, i = 0, . . . , n.

Existuje právě jeden interpolačńı polynom stupně nejvýše n.

Důkaz: Dosazeńım obecného tvaru polynomu (5.1.1) do interpolačńıch rovnost́ı
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(5.0.1) dostaneme soustavu lineárńıch rovnic

pn(xi) = a0 + a1xi + a2x
2
i + . . . + anxn

i = fi, i = 0, . . . , n,

kterou lze zapsat maticově jako⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 x0 x2
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.

Matice této soustavy má nenulový determinant (Vandermod̊uv determinant).

Odtud plyne existence jediného řešeńı soustavy lineárńıch rovnic a také inter-

polačńıho polynomu. �

5.1.1. Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu

Ukážeme postup, při němž se obejdeme bez řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

Interpolačńı polynom budeme hledat ve tvaru

pn(x) = f0ϕ0(x) + f1ϕ1(x) + . . . + fnϕn(x). (5.1.2)

Rovnosti pn(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n budou splněny, jestliže bude platit

ϕi(xj) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 pro i = j,

0 pro i �= j.

Z věty 5.1.1. v́ıme, že interpolačńı polonom je stupně nejvýše n, takže také

všechny funkce ϕi muśı být polynomy stupně nejvýše n. Uvedeným požadavk̊um

vyhovuje následuj́ıćı definice:

ϕi(x) =
(x − x0) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
(5.1.3)
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pro i = 0, 1, . . . , n. Čitatel je totiž polynom, který nabývá nulových hodnot

ve všech uzlech kromě xi. V uzlu xi pak nabývá nenulové hodnoty, která je

obsažena ve jmenovateli zlomku, takže plat́ı ϕi(xi) = 1.

Polynomům ϕi, i = 0, 1, . . . , n se ř́ıká Lagrangeova báze interpolačńı úlohy

a vzorec (5.1.2) se nazývá Lagrange̊uv tvar inteprolačńıho polynomu.

Př́ıklad 5.1.2. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste Lagrange̊uv tvar interpolačńıho

polynomu.

Řešeńı: Nejdř́ıve sestav́ıme Lagrangeovu bázi. Podle (5.1.3) je

ϕ0(x) =
(x + 1)(x − 1)(x − 2)

(−2 + 1)(−2 − 1)(−2 − 2)
= − 1

12
(x + 1)(x − 1)(x − 2),

ϕ1(x) =
(x + 2)(x − 1)(x − 2)

(−1 + 2)(−1 − 1)(−1 − 2)
=

1

6
(x + 2)(x − 1)(x − 2),

ϕ2(x) =
(x + 2)(x + 1)(x − 2)

(1 + 2)(1 + 1)(1 − 2)
= −1

6
(x + 2)(x + 1)(x − 2),

ϕ3(x) =
(x + 2)(x + 1)(x − 1)

(2 + 2)(2 + 1)(2 − 1)
=

1

12
(x + 2)(x + 1)(x − 1).

Dosazeńım do (5.1.2) dostaneme výsledek

p3(x) = −5

6
(x + 1)(x − 1)(x − 2) +

2

3
(x + 2)(x − 1)(x − 2) −

−(x + 2)(x + 1)(x − 2) +
1

4
(x + 2)(x + 1)(x − 1).

Poznámka

Interpolačńı polynom je podle věty 5.1.1. určen jednoznačně. Úpravou Lagran-

geova tvaru proto muśıme nutně doj́ıt k polynomu, který jsem vypoč́ıtali

v př́ıkladu 5.1.1. (ověřte).
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5.1.2. Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu

Uvažujme zápis polynomu ve tvaru:

pn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+. . .+an(x−x0) . . . (x−xn−1). (5.1.4)

Jestliže dosad́ıme do interpolačńıch rovnost́ı pn(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n, dosta-

neme soustavu lineárńıch rovnic s dolńı trojúhelńıkovou matićı:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 . . . 0

1 (x1 − x0) 0 . . . 0

1 (x2 − x0) (x2 − x0)(x2 − x1) . . . 0

...
...

...
. . .

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0

a1

a2

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f0

f1

f2

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.1.5)

Odud můžeme postupně vyjádřit koeficienty ak:

a0 = f0, a1 =
f1 − a0

x1 − x0

=
f1 − f0

x1 − x0

,

a2 =
f2 − a1(x2 − x0) − a0

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

f2 − f1

x2 − x1
− f1 − f0

x1 − x0

x2 − x0
,

atd..

Výrazy na pravých stranách jsou poměrné diference, jejichž označeńı zavád́ıme

v následuj́ıćı definici.

Definice 5.1.1.

Necht’ jsou dány vzájemně r̊uzné uzly xi a funkčńı hodnoty fi, i = 0, . . . , n.

Poměrné diference k-tého řádu f [xi+k, . . . , xi], i = 0, 1, . . . , n − k definujeme

rekurentně:

• pro k = 0 : f [xi] = fi;

• pro k = 1 : f [xi+1, xi] =
fi+1 − fi

xi+1 − xi
;

• pro k ≤ n : f [xi+k, . . . , , xi] =
f [xi+k, . . . , xi+1] − f [xi+k−1, . . . , xi]

xi+k − xi
.
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Porovnáńım poměrných diferenćı s koeficienty ak vid́ıme, že

ak = f [xk, . . . , x0], k = 0, 1, . . . , n.

Dosazeńım do (5.1.4) dostaneme Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu:

pn(x) = f0 + f [x1, x0](x−x0)+ . . .+ f [xn, . . . , x0](x−x0) . . . (x−xn−1). (5.1.6)

Při jeho sestavováńı potřebujeme vypoč́ıtat poměrné diference. Vše ukážeme v ná-

sleduj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 5.1.3. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste Newton̊uv tvar interpolačńıho

polynomu.

Řešeńı: Potřebujeme vypoč́ıtat poměrné diference:

f [x1, x0], f [x2, x1, x0], f [x3, x2, x1, x0].

Podle definice je

f [x1, x0] =
4 − 10

−1 + 2
= −6,

f [x2, x1, x0] =
f [x2, x1] − f [x1, x0]

x2 − x0
=

6−4
1+1

+ 6

1 + 2
=

7

3
,

f [x3, x2, x1, x0] =
f [x3, x2, x1] − f [x2, x1, x0]

x3 − x0
=

3−6
2−1

− 6−4
1+1

2+1
− 7

3

2 + 2
= −11

12
.

Dosazeńım do (5.1.6) dostaneme výsledek

p3(x) = 10 − 6(x + 2) +
7

3
(x + 2)(x + 1) − 11

12
(x + 2)(x + 1)(x − 1).

Přehledně můžeme výpočet poměrných diferenćı provést v tabulce (tabulka 5.1.1),

kde do prvńıch dvou sloupc̊u zaṕı̌seme zadané uzly a funkčńı hodnoty a v každém

daľśım sloupci pak vypoč́ıtáme všechny (!) poměrné diference postupně se zvy-

šuj́ıćıch řád̊u. Pro napsáńı interpolačńıho polynomu potřebujeme z této tabulky

hodnoty diferenćı z prvńıho řádku.
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Tabulka 5.1.1: Výpočet poměrných diferenćı.

i xi fi f [xi+1, xi] f [xi+2, xi+1, xi] f [x3, x2, x1, x0]

0 −2 10 −6 7
3

−11
12

1 −1 4 1 −4
3

2 1 6 −3

3 2 3

5.1.3. Interpolačńı chyba

Předpokládejme, že hodnoty fi jsou funkčńımi hodnotami funkce f v uzlech xi,

tj. fi = f(xi). Bude nás zaj́ımat interpolačńı chyba

f(x) − pn(x).

V uzlech xi je interpolačńı chyba nulová, ale mimo uzly může být velká.

Věta 5.1.2.

Necht’ uzly xi, i = 0, 1, . . . , n, jsou vzájemně r̊uzné a lež́ı na intervalu 〈a, b〉. Necht’

funkce f má na tomto intervalu n+1 spojitých derivaćı. Pak pro každé x ∈ 〈a, b〉
existuje ξ = ξ(x) v (a, b) tak, že plat́ı

f(x) − pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
πn+1(x), (5.1.7)

kde πn+1(x) = (x − x0) . . . (x − xn).

Důkaz: Pro x = xi je rovnost (5.1.7) splněna, protože obě jej́ı strany jsou nulové.

Pro pevně zvolené x �= xi definujme funkci

g(t) = f(t) − pn(t) − πn+1(t)

πn+1(x)
(f(x) − pn(x)) , (5.1.8)

kde t je proměnná a x je parametr. Funkce g má zřejmě n+2 kořen̊u, kterými jsou

body x0, . . ., xn a x. Každá derivace funkce g má o jeden kořen méně, takže (n+1)-

ńı derivace má jediný kořen v nějakém bodě ξ ∈ (a, b). Derivujeme-li (n+1)-krát
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výraz (5.1.8) (podle t) a použijeme přitom p
(n+1)
n (t) = 0 a π

(n+1)
n+1 (t) = (n + 1)!,

dostaneme

0 = g(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) − (n + 1)!

πn+1(x)
(f(x) − pn(x)) .

Jestliže odtud vyjádř́ıme interpolačńı chybu, vznikne rovnost (5.1.7). �

Na pr̊uběh interpolačńı chyby v intervalu 〈a, b〉 má podstatný vliv tvar poly-

nomu πn+1, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 5.1.4. (Rungeho př́ıklad) Nakresĺıme graf funkce

f(x) =
1

1 + x2

a graf interpolačńıho polynomu odpov́ıdaj́ıćıho uzl̊um xi = −5+i, i = 0, 1, . . . , 10.

Výsledek porovnáme s grafem polynomu

π11(x) = (x + 5)(x + 4) . . . (x − 5).

Řešeńı: Obrázek 5.1.2.a ukazuje graf polynomu π11. Z jeho pr̊uběhu lze usou-

dit, že největš́ı interpolačńı chyby budou pobĺıž krajńıch uzl̊u x0 = −5 a x10 = 5.

Na obrázku 5.1.2.b vid́ıme, že graf interpolačńıho polynomu osciluje kolem grafu

funkce f a že oscilace jsou největš́ı právě na kraj́ıch intervalu 〈−5, 5〉. Pozna-

menejme ještě, že při zvětšeńı počtu interpolačńıch uzl̊u nedojde ke zmenšeńı

interpolačńı chyby, ale naopak k jej́ımu zvětšeńı.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jaké znáte metody pro sestaveńı interpolačńıho polynomu?

Otázka 2. Jakého stupně je interpolačńı polynom?

Otázka 3. Jak se chová interpolačńı chyba?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro uzly x0 = −1, x1 = 0, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 5 a funkčńı hodnoty f0 = −2,
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−5 0 5
−5

0

5
x 10

5

−5 0 5
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

a b

Obrázek 5.1.2: a) Graf π11; b) Grafy f (neosciluj́ıćı) a p10 (osciluj́ıćı).

f1 = 1, f2 = 0, f3 = 2, f4 = −1 vypočtěte interpolačńı polynom ve tvaru (5.1.1).

2. Pro předchoźı data vypočtěte Lagrange̊uv a Newton̊uv tvar interpolačńıho

polynomu.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. p4(x) = − 3
20

x4 + 11
10

x3 − 109
60

x2 − 1
15

x + 1.

2. Lagrange̊uv tvar: p4(x) = − 1
36

x(x− 2)(x− 3)(x− 5)− 1
30

(x + 1)(x− 2)(x− 3)

(x − 5) − 1
12

(x + 1)x(x − 2)(x − 5) − 1
180

(x + 1)x(x − 2)(x − 3);

Newton̊uv tvar: p4(x) = −2+3(x+1)− 35
30

(x+1)x+ 1
2
(x+1)x(x−2)− 3

20
(x+1)

x(x − 2)(x − 3).
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5.2. Interpolačńı splajny

Ćıle

Viděli jsme, že graf interpolačńıho polynomu může nepř́ıjemně oscilovat. Tato

situace nastává při předepsáńı větš́ıho počtu dat, protože interpolačńı polynom je

pak vysokého stupně. Zdá se proto rozumné při řešeńı interpolačńı úlohy použ́ıt

funkci, která bude počástech polynomem ńızkého stupně, jej́ıž jednotlivé části

budou na sebe navazovat dostatečně hladce. Takovým funkćım se ř́ıká splajn

(z angl.
”
spline”). Ukážeme dva nejčastěji použ́ıvané splajny: lineárńı a kubický.

Předpokládané znalosti

Interpolačńı polynom. Spojitost derivace. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic.

Výklad

Abychom se vyhnuli komplikaćım při popisu, budeme předpokládat, že uzly

interpolace tvoř́ı rostoućı posloupnost, tzn. x0 < x1 < . . . < xn. Vzdálenost dvou

sousedńıch uzl̊u označ́ıme hi, tj. hi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n.

5.2.1. Lineárńı splajn

Definice 5.2.1.

Lineárńım splajnem nazýváme funkci s1, která je spojitá na intervalu 〈x0, xn〉
a na každém podintervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n, je polynomem prvńıho stupně.

Lineárńı interpolačńı splajn je řešeńım úlohy (5.0.1), tzn. že pro něj plat́ı

s1(xi) = fi, i = 0, . . . , n. Můžeme ho zapsat po částech pro i = 1, . . . , n:

s1(x) = fi−1(1 − t) + fit, t = (x − xi−1)/hi, x ∈ 〈xi−1, xi〉. (5.2.1)

Grafem lineárńıho splajnu je lomená čára.
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Př́ıklad 5.2.1. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste lineárńı interpolačńı splajn.

Řešeńı: Zaṕı̌seme jej pomoćı předpisu (5.2.1):

s1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

10ϕ1(t) + 4ϕ2(t), t = x + 2 pro x ∈ 〈−2,−1〉,

4ϕ1(t) + 6ϕ2(t), t = (x + 1)/2 pro x ∈ 〈−1, 1〉,

6ϕ1(t) + 3ϕ2(t), t = x − 1 pro x ∈ 〈1, 2〉,

kde ϕ1(t) = 1 − t, ϕ2(t) = t. Graf je znázorněn na obrázku 5.2.1.

5.2.2. Kubický splajn

Definice 5.2.2.

Kubickým splajnem nazýváme funkci s3, která má na intervalu 〈x0, xn〉 dvě

spojité derivace a na každém podintervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n, je polynomem

třet́ıho stupně.

Kubický interpolačńı splajn, je řešeńı interpolačńı úlohy (5.0.1). Jeho kon-

strukce je složitěǰśı než u lineárńıho splajnu. Vyjdeme opět z vyjádřeńı po částech

pro i = 1, . . . , n:

s3(x) = fi−1(1 − 3t2 + 2t3) + fi(3t
2 − 2t3)

+mi−1hi(t − 2t2 + t3) + mihi(−t2 + t3), (5.2.2)

kde t = (x− xi−1)/hi a x ∈ 〈xi−1, xi〉. Tento předpis je navržen tak, aby parame-

try fi−1, fi a mi−1, mi měly význam funkčńıch hodnot a hodnot prvńı derivace

v krajńıch bodech intervalu 〈xi−1, xi〉, tj. plat́ı

s3(xi−1) = fi−1, s3(xi) = fi, (5.2.3)

s′3(xi−1) = mi−1, s′3(xi) = mi. (5.2.4)
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O splněńı rovnost́ı (5.2.3) a (5.2.4) se můžeme přesvědčit dosazeńım xi−1 a xi do

(5.2.2) a do prvńı derivace s′3, kterou vyjádř́ıme z (5.2.2) podle pravidla o deri-

vováńı složené funkce:

s′3(x) = fi−1(−6t + 6t2)/hi + fi(6t − 6t2)/hi

+mi−1(1 − 4t + 3t2) + mi(−2t + 3t2). (5.2.5)

Předpis (5.2.2) zaručuje spojitost prvńı derivace s′3 na celém intervalu 〈x0, xn〉
pro libovolné hodnoty mi. Spojitost druhé derivace vynut́ıme speciálńı volbou

mi. Budeme požadovat

lim
x→xi−

s′′3(x) = lim
x→xi+

s′′3(x) (5.2.6)

ve vnitřńıch uzlech xi, i = 1, . . . , n − 1. Potřebný výraz pro druhou derivaci

vypočteme z (5.2.5) opět podle pravidla o derivováńı složené funkce:

s′′3(x) = fi−1(−6 + 12t)/h2
i + fi(6 − 12t)/h2

i

+mi−1(−4 + 6t)/hi + mi(−2 + 6t)/hi. (5.2.7)

Levou stranu v (5.2.6) vyjádř́ıme z (5.2.7) pro t = 1:

lim
x→xi−

s′′3(x) = 6fi−1/h
2
i − 6fi/h

2
i + 2mi−1/hi + 4mi/hi. (5.2.8)

Pravou stranu v (5.2.6) vyjádř́ıme z (5.2.7) pro t = 0, když současně posuneme

indexováńı:

lim
x→xi+

s′′(x) = −6fi/h
2
i+1 + 6fi+1/h

2
i+1 − 4mi/hi+1 − 2mi+1/hi+1. (5.2.9)

Dosad́ıme-li (5.2.8) a (5.2.9) do (5.2.6), dostaneme po jednoduché úpravě

hi+1mi−1 + 2(hi+1 + hi)mi + himi+1 =

3

[
−hi+1

hi
fi−1 +

(
hi+1

hi
− hi

hi+1

)
fi +

hi

hi+1
fi+1

]
, i = 1, . . . , n − 1. (5.2.10)
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Tyto rovnosti tvoř́ı soustavu n−1 rovnic pro n+1 neznámých mi, i = 0, 1, . . . .n.

Abychom dostali jediné řešeńı, urč́ıme m0 a mn např́ıklad jako přibližné derivace:

m0 =
f1 − f0

h1
, mn =

fn − fn−1

hn
. (5.2.11)

Př́ıklad 5.2.2. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste kubický interpolačńı splajn.

Řešeńı: Nejdř́ıve vypoč́ıtáme parametry mi, i = 0, 1, 2, 3. Podle (5.2.11) je

m0 =
4 − 10

−1 + 2
= −6, m3 =

3 − 6

2 − 1
= −3.

Soustava (5.2.10) má dvě rovnice:

2(h2 + h1)m1 + h1m2 = 3

[
−h2

h1

f0 +

(
h2

h1

− h1

h2

)
f1 +

h1

h2

f2

]
− h2m0,

h3m1 + 2(h3 + h2)m2 = 3

[
−h3

h2
f1 +

(
h3

h2
− h2

h3

)
f2 +

h2

h3
f3

]
− h2m3,

které můžeme psát jako⎛
⎜⎝ 6 1

1 6

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝ m1

m2

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ −21

−9

⎞
⎟⎠ .

Vyřešeńım dostaneme m1 = −234
70

, m2 = −66
70

. Výsledný splajn zaṕı̌seme podle

(5.2.2) po částech:

s3(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

10ϕ1(t) + 4ϕ2(t) − 6ϕ3(t) − 117
35

ϕ4(t), t = x + 2 pro x ∈ 〈−2,−1〉,

4ϕ1(t) + 6ϕ2(t) − 234
35

ϕ3(t) − 66
35

ϕ4(t), t = (x + 1)/2 pro x ∈ 〈−1, 1〉,

6ϕ1(t) + 3ϕ2(t) − 33
35

ϕ3(t) − 3ϕ4(t), t = x − 1 pro x ∈ 〈1, 2〉,
kde ϕ1(t) = 1− 3t2 + 2t3, ϕ2(t) = 3t2 − 2t3, ϕ3(t) = t− 2t2 + t3, ϕ4(t) = −t2 + t3.

Graf je znázorněn na obrázku 5.2.1.

Př́ıklad 5.2.3. (Rungeho př́ıklad, pokračováńı) Nakresĺıme graf inter-

polačńıho kubického splajnu pro funkci f a uzly xi z př́ıkladu 5.1.4. a porovnáme

ho s grafem interpolačńıho polynomu.
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−2 −1 0 1 2
2

4

6

8

10

s1

s3

Obrázek 5.2.1: Graf lineárńıho (s1) a kubického interpolačńıho (s3) splajnu.

Řešeńı: Na obrázku 5.2.2 vid́ıme, že splajn s3 neosciluje a je proto mno-

hem lepš́ı aproximaćı interpolované funkce f než interpolačńı polynom p10, viz

obrázek 5.1.2.b.

−5 0 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−5 0 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

a b

Obrázek 5.2.2: a) Funkce f ; b) Kubický interpolačńı splajn s3.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Co je to splajn? Jak se definuje a poč́ıtá splajn lineárńı a kubický?

Otázka 2. Jak se chovaj́ı při interpolaci splajny v porovnáńı s polynomy?
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro uzly x0 = −1, x1 = 0, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 5 a funkčńı hodnoty f0 = −2,

f1 = 1, f2 = 0, f3 = 2, f4 = −1 sestavte lineárńı interpolačńı splajn.

2. Pro stejná data sestavte kubický interpolačńı splajn.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1.

s1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2ϕ1(t) + ϕ2(t), t = x + 1 pro x ∈ 〈−1, 0〉,

ϕ1(t), t = x/2 pro x ∈ 〈0, 2〉,

2ϕ2(t), t = x − 2 pro x ∈ 〈2, 3〉,

2ϕ1(t) − 1ϕ2(t), t = (x − 3)/2 pro x ∈ 〈3, 5〉,
kde ϕ1(t) = 1 − t, ϕ2(t) = t.

2. Krajńı parametry jsou m0 = 3, m4 = −3
2
, ostatńı dostaneme ze soustavy

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6 1 0

1 6 2

0 2 6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

m1

m2

m3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

21
2

21
2

9

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

takže m1 = 97
62

, m2 = 69
62

, m3 = 35
31

a konečně

s3(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2ϕ1(t) + ϕ2(t) + 3ϕ3(t) + 97
62

ϕ4(t), t = x + 1 pro x ∈ 〈−1, 0〉,

ϕ1(t) + 97
31

ϕ3(t) + 69
31

ϕ4(t), t = x/2 pro x ∈ 〈0, 2〉,

2ϕ2(t) + 69
62

ϕ3(t) + 35
31

3ϕ4(t), t = x − 2 pro x ∈ 〈2, 3〉,

2ϕ1(t) − ϕ2(t) + 70
31

ϕ3(t) − 3ϕ4(t), t = (x − 3)/2 pro x ∈ 〈3, 5〉,

kde ϕ1(t) = 1−3t2 +2t3, ϕ2(t) = 3t2−2t3, ϕ3(t) = t−2t2 + t3, ϕ4(t) = −t2 + t3.
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5.3. Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Ćıle

V mnoha situaćıch, v nichž je potřeba danou funkci f nahradit funkćı
”
jed-

nodušš́ı”, je nevhodné nebo v̊ubec nelze použ́ıt interpolaci. Jsou-li např́ıklad v uz-

lech zadány nepřesné hodnoty, přenáš́ı se tato nepřesnost i na interpolant. Inter-

polace je nepoužitelná, jestliže je požadován jistý charakter aproximuj́ıćı funkce

a přitom žádná funkce tohoto charakteru neńı interpolantem. V těchto př́ıpadech

je rozumné použ́ıt metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.

Předpokládané znalosti

Lineárńı závislost a nezávislost. Určeńı minima funkce pomoćı derivace. Řešeńı

soustav lineárńıch rovnic.

Výklad

Začneme př́ıkladem.

Př́ıklad 5.3.1. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Najděte př́ımku

ϕ(x) = c1 + c2x, (5.3.1)

která je
”
bĺızko” předepsaným hodnotám.

Řešeńı: Nejdř́ıve se muśıme rozhodnout jak chápat slovo
”
bĺızko”. Už jsme

to vlastně řekli, když jsme popisovali smysl přibližných rovnost́ı v aproximačńı

úloze (5.0.2). Př́ımku ϕ urč́ıme tak, aby minimalizovala součet druhých mocnin

odchylek
∑3

i=0(ϕ(xi)−fi)
2. Jestliže sem dosad́ıme (5.3.1), dostaneme úlohu na mi-

nimalizaci funkce dvou proměnných Ψ(c1, c2) =
∑3

i=0(c1 + c2xi − fi)
2. Minimum
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c∗1, c∗2 vyhovuje rovnićım

∂Ψ

∂c1
(c∗1, c

∗
2) = 0,

∂Ψ

∂c2
(c∗1, c

∗
2) = 0.

Po vyjádřeńı parciálńıch derivaćı dostáváme

2
3∑

i=0

(c∗1 + c∗2xi − fi) = 0, 2
3∑

i=0

(c∗1 + c∗2xi − fi)xi = 0,

což je soustava lineárńıch rovnic⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3∑
i=0

1

3∑
i=0

xi

3∑
i=0

xi

3∑
i=0

x2
i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3∑
i=0

fi

3∑
i=0

fixi

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , tj.

⎛
⎝ 4 0

0 10

⎞
⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 23

−12

⎞
⎠ .

Tato soustava má jediné řešeńı c∗1 = 23
4
, c∗2 = −6

5
, takže hledaná př́ımka ϕ∗ = ϕ

je určena předpisem

ϕ∗(x) =
23

4
− 6

5
x. (5.3.2)

Jej́ı graf je znázorněn na obrázku 5.3.1. �

−2 −1 0 1 2

2

4

6

8

10

Obrázek 5.3.1: Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u; př́ımka (5.3.2) plně;

funkce (5.3.8) čárkovaně.
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Postup z př́ıkladu nyńı zobecńıme. Budeme předpokládat, že je dán systém

funkćı ϕj = ϕj(x), j = 1, . . . , m a budeme uvažovat všechny funkce ve tvaru

ϕ(x) = c1ϕ1(x) + . . . + cmϕm(x) =
m∑

j=1

cjϕj(x), (5.3.3)

kde koeficienty c1, . . . , cm jsou libovolná č́ısla. Funkci ϕ∗, pro niž plat́ı

n∑
i=1

(ϕ∗(xi) − fi)
2 ≤

n∑
i=1

(ϕ(xi) − fi)
2 ∀ϕ (5.3.4)

nazýváme aproximaćı podle metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Jej́ı koeficienty c∗1, . . . , c
∗
m

urč́ıme jako minimum funkce

Ψ(c1, . . . , cm) =

n∑
i=1

(

m∑
j=1

cjϕj(xi) − fi)
2, (5.3.5)

které vyhovuje rovnićım

∂Ψ

∂ck

(c∗1, . . . , c
∗
m) = 0, k = 1, . . . , m. (5.3.6)

Vyjádř́ıme-li parciálńı derivace

∂Ψ

∂ck

= 2
n∑

i=1

(
m∑

j=1

cjϕj(xi) − fi)ϕk(xi)

a dosad́ıme je do (5.3.6), dostaneme po jednoduché úpravě soustavu lineárńıch

rovnic

m∑
j=1

(
n∑

i=1

ϕj(xi)ϕk(xi)

)
c∗j =

n∑
i=1

fiϕk(xi), k = 1, . . . , m. (5.3.7)

Soustava (5.3.7) se nazývá soustava normálńıch rovnic.

Věta 5.3.1.

Necht’ jsou dány vzájemně r̊uzné uzly xi a funkčńı hodnoty fi, i = 0, . . . , n.

Necht’ je dán systém funkćı ϕj , j = 1, . . . , m, které jsou lineárně nezávislé. Potom

existuje jediná funkce ϕ∗, která splňuje (5.3.4) a jej́ı koeficienty c∗1, . . . , c
∗
m jsou

řešeńım soustavy normálńıch rovnic (5.3.7).
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Důkaz: V bodě c∗1, . . . , c
∗
m, který vyhovuje rovnićım (5.3.6), nabývá funkce Ψ

minima, jestliže matice druhých derivaćı je symmetrická a pozitivně definitńı

(kladná). Druhé derivace jsou určeny vzorcem

∂2Ψ

∂ck∂cl
= 2

n∑
i=1

ϕl(xi)ϕk(xi),

odkud je symetrie zřejmá na prvńı pohled (prohozeńım index̊u k a l se nic

nezměńı). Necht’ d1, . . . , dm jsou č́ısla ne všechny současně nulová. Potom

m∑
k=1

m∑
l=1

dkdl
∂2Ψ

∂ck∂cl
= 2

n∑
i=1

( m∑
l=1

dlϕl(xi)
)( m∑

k=1

dkϕk(xi)
)

= 2

n∑
i=1

ϕ̃(xi)
2 > 0,

kde ϕ̃(x) =
∑m

k=1 dkϕk(x), takže matice druhých derivaćı je pozitivně definitńı.

Odtud také plyne, že matice soustavy normálńıch rovnic je regulárńı, což zna-

mená, že existuje jej́ı jediné řešeńı c∗1, . . . , c
∗
m, které určuje jedinou funkci ϕ∗. �

Při aproximaci metodou nejmenš́ıch čtverc̊u se muśıme nejdř́ıve rozhodnout

pro nějaký lineárně nezávislý systém funkćı ϕj, j = 1, . . . , m. Poté stač́ı sestavit

a vyřešit soustavu normálńıch rovnic (5.3.7).

Př́ıklad 5.3.2. Napǐste normálńı soustavu lineárńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı

systému funkćı

ϕ1(x) = e−x, ϕ2(x) = sin x.

Aproximujte data z př́ıkladu 5.3.1.

Řešeńı: Obecně má soustava normálńıch rovnic tvar⎛
⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

e−2xi

n∑
i=0

e−xi sin xi

n∑
i=0

e−xi sin xi

n∑
i=0

sin2 xi

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

fie
−xi

n∑
i=0

fi sin xi

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Po dosazeńı dostaneme⎛
⎜⎝ 62.1409 −8.5736

−8.5736 3.0698

⎞
⎟⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎝ 87.3770

−4.6821

⎞
⎟⎠
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a odtud vypoč́ıtáme c∗1 = 1.9452, c∗2 = 3.9076, tj.

ϕ∗(x) = 1.9452e−x + 3.9076 sinx. (5.3.8)

Graf je znázorněn na obrázku 5.3.1.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Kdy je vhodné použ́ıt metodu nejmenš́ıch čtverc̊u?

Otázka 2. Graficky znázorněte smysl výrazu pro součet druhých mocnin odchylek?

Otázka 3. Co je to normálńı soustava lineárńıch rovnic a jak vznikne?

Otázka 4. Co se stane, když v (5.3.3) a (5.3.4) bude m = n + 1?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Napǐste soustavu normálńıch lineárńıch rovnic pro systém funkćı ϕ1(x) = 1,

ϕ2(x) = x, ϕ3(x) = x2.

2. Data x0 = −1, x1 = 0, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 5 a f0 = −2, f1 = 1, f2 = 0,

f3 = 2, f4 = −1 aproximujte metodou nejmenč́ıch čtverc̊u pomoćı systému funkćı

z předchoźı úlohy.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Normálńı soustava má tvar:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

1

n∑
i=0

xi

n∑
i=0

x2
i

n∑
i=0

xi

n∑
i=0

x2
i

n∑
i=0

x3
i

n∑
i=0

x2
i

n∑
i=0

x3
i

n∑
i=0

x4
i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

c∗1

c∗2

c∗3

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

fi

n∑
i=0

fixi

n∑
i=0

fix
2
i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

2. ϕ∗(x) = −0.2835x2 + 1.2359x − 0.0130.

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsme základńı postupy pro aproximaci funkćı (dat) pomoćı interpolace

a metody nejmenš́ıch čtverc̊u.
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