5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

5. Interpolace a aproximace funkci

Privodce studiem

Casto je potfeba ,slozitou” funkci f nahradit funkef ,jednodussi”. V této
kapitole budeme ptredpokladat, ze u funkce f zname jeji funkéni hodnoty f; =

f(z;) v wzlech x; pro i =0,...,n. Budeme rozlisovat dveé tlohy.

Interpola¢ni tloha: Hledame funkci ¢, pro niz je

olx))=fi, i=0,...,n. (5.0.1)

Aproximace metodou nejmensich ¢tvercti: Hledame funkci ¢, pro niz je

olx) ~ fi, i=0,...,n, (5.0.2)

kde ptiblizna rovnost ,,~” je urc¢ena tak, aby soucet druchych mocnin odchylek
mezi predepsanymi hodnotami f; a predpoklddanymi hodnotami ¢(x;) byl mi-

nimalni.

Jestlize tyto tlohy znazornime graficky, bude feSeni interpolacni tlohy pro-
chazet ptes body (z;, fi), i = 0,...,n, kdezto feseni aproximaé¢ni ulohy bude
(obecné) prochdzet jejich blizkym okolim.

Formulace obou tloh je zatim pftilis obecna, protoze jsme nerekli jakého typu
m& byt funkce ¢. Ukdzeme tii volby: polynom, splajn (spline-funkce) a linedrni
kombinace obecnych funkci. Polynom je jednoduchy z hlediska matematickych
operaci (snadno se derivuje, integruje atp.), jeho graf vsak casto osciluje. Lepsi
tvary grafu maji splajny. Kombinace obecnych funkci se pouziva zpravidla v
situacich, kdy je znamo, jakou zavislost dand data popisuji (pro periodickou
zavislost je dobré pouzit funkce goniometrické, pro strmé rostouci data se hodi

funkce exponencialni atp.).
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

5.1. Interpola¢ni polynom

Cile
Ukéazeme metody pro sestaveni interpolacniho polynomu a odvodime vzorec

pro interpolaéni chybu.

Ptfedpokladané znalosti

Polynomy. Reseni soustav linedrnich rovnic. Véta o stfedni hodnoté dife-

rencialniho poctu.

Vyklad

Funkci ¢ v tloze (5.0.1) budeme hledat jako interpolaéni polynom stupné

nejvyse n, tj. polozime ¢ = p,, kde
() = ag + a1 + agx® + ... + a,z”. (5.1.1)

Zacneme piikladem.

Piiklad 5.1.1. Jsou dany uzly o = —2, 21 = —1, 25 = 1, x3 = 2 a funkéni
hodnoty fo = 10, fi =4, fo =6, f3 = 3. Urcete interpolaéni polynom ps.

Reseni: Hledany polynom mé obecny tvar

p3(2) = ag + arx + ax® + azaz’.

Koeficienty ag, a1, as, as uréime tak, aby platilo (5.0.1). Kazd4 interpolaéni rov-

nost urcuje jednu rovnici:

p3(=2) =10 = ay — 2a; + 4ay — 8az = 10,
ps(-1)=4 = ay — a + a — a3 = 4,
ps(l) =6 = a + a + a + a3 = 6,
p3(2) =3 = ay + 241 + 4day + 8az = 3.
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

Dostali jsme soustavu linearnich rovnic

1 -2 4 -8 ao 10
1 -1 1 -1 ay 4
1 11 1 a9 - 6 ’
1 24 8 as 3

jejimz teSenim (na tii desetinnd mista) jsou koeficienty ag = 4.500, a; = 1.917,

as = 0.500 a azg = —0.917. Interpola¢ni polynom mé tvar
ps(z) = 4.500 + 1.917z + 0.5002* — 0.9172°.

Jeho graf je na obrazku 5.1.1.

12

10+

-2 -1 0 1 2
Obréazek 5.1.1: Graf interpola¢niho polynomu ps.

Rozborem postupu z piikaldu dokazeme nasledujici vétu.

Véta 5.1.1.
Necht jsou ddny vzéjemné ruzné uzly z; a funkéni hodnoty f;, ¢ = 0,...,n.

Existuje pravé jeden interpolac¢ni polynom stupné nejvyse n.

Dikaz: Dosazenim obecného tvaru polynomu (5.1.1) do interpolacnich rovnosti
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

(5.0.1) dostaneme soustavu linedrnich rovnic
() = ag + a1w; +agwi + ...+ a2t =f;, i=0,...,n,

kterou lze zapsat maticové jako

2 n
1 To Ty ... Xy agp fo
1 T l‘% c. .1'711 ay f1
1 x x% NP 44 as = fa
2 n
1 z, z, ... z) an fn

Matice této soustavy ma nenulovy determinant (Vandermoduv determinant).
Odtud plyne existence jediného teSeni soustavy linedrnich rovnic a také inter-

pola¢niho polynomu. O

5.1.1. Lagrangeuv tvar interpolac¢niho polynomu

Ukazeme postup, pii némz se obejdeme bez feSeni soustavy linedrnich rovnic.

Interpolaéni polynom budeme hledat ve tvaru

pu(z) = fopo(z) + frei(x) + ...+ fupn(x). (5.1.2)
Rovnosti p,(z;) = fi, i =0, 1,...,n budou splnény, jestlize bude platit

1 pro =7y,
i) =
0 pro @ # j.
Z véty 5.1.1. vime, ze interpolacni polonom je stupné nejvyse n, takze také
vsechny funkce ¢; musi byt polynomy stupné nejvyse n. Uvedenym pozadavkum
vyhovuje nésledujici definice:

(x—z0)...(r—mi1)(x —xipq1) ... (x — xy)
i —x0) .. (g — w1 (X — wigq) - (2 — )
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

pro i = 0,1,...,n. Citatel je totiz polynom, ktery nabyva nulovych hodnot
ve vSech uzlech kromé z;. V uzlu z; pak nabyva nenulové hodnoty, kterd je
obsazena ve jmenovateli zlomku, takze plati p;(z;) = 1.

Polynomum ¢;, i = 0,1,...,n se fika Lagrangeova bdze interpolacni tulohy

a vzorec (5.1.2) se nazyva Lagrangetv tvar inteprolaéniho polynomu.

Priklad 5.1.2. Mg¢jme dany uzly g = —2, vy = —1, 5 = 1, x3 = 2 a funkcni
hodnoty fy = 10, f1 =4, fo =6, f3 = 3. Napiste Lagrangeuv tvar interpola¢niho

polynomu.

Reseni: Nejdifve sestavime Lagrangeovu bazi. Podle (5.1.3) je

Ple) = o g =~ Dl - D= 2),
fle) = D = e Dl - D - 2),
fle) = i = gl Dt e -2)
p3(z) = ((Zi?)g:ig:i)) - %(x—i—Z)(w—l—l)(w—l).

Dosazenim do (5.1.2) dostaneme vysledek

p3(x) = —%(x +1)(x—1)(x—2)+ %(x +2)(x—1)(x —2) —

—(z+2)(x+1)(x—2)+ i(:}c +2)(z+1)(z—1).

Poznamka

Interpolacni polynom je podle véty 5.1.1. urcen jednoznacné. Upmvou Lagran-
geova tvaru proto musime nutné dojit k polynomu, ktery jsem wvypocitali

v prikladu 5.1.1. (ovérte).
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

5.1.2. Newtontuv tvar interpolacniho polynomu
Uvazujme zapis polynomu ve tvaru:
pu(T) = agtar(z—x0)+tag(z—z0)(x—21)+. . . Hay(x—x0) ... (x—2y_1). (5.1.4)

Jestlize dosadime do interpola¢nich rovnosti p,(z;) = fi, i = 0,1,...,n, dosta-

neme soustavu linearnich rovnic s dolni trojihelnikovou matici:

1 0 0 ... 0 ap fo
1 (l‘l - ZL‘Q) 0 ... 0 ay _ fl | (515)
1 (l’g — ZL‘Q) (ZL‘Q - ZL‘Q)(I‘Q — ZL‘l) ... 0 a9 f2

Odud muzeme postupné vyjadrit koeficienty ag:

_ _ J1— ao o Ji—fo
Qo - an a = — )
1 — Xo 1 — Xo
h=fh A f
a fz—a1(9€2—$0)—ao X9 — X T1 — X
9 =
(33'2 — Qfo)(l’z — 33'1) Ty — X ’
atd..

Vyrazy na pravych stranach jsou pomérné diference, jejichz oznaceni zavadime

v nasledujici definici.

Definice 5.1.1.
Necht jsou ddny vzdjemné ruzné uzly z; a funkéni hodnoty f;, i = 0,...,n.
Pomeérné diference k-tého tadu flziig,...,z;], i =0,1,...,n— k definujeme
rekurentneé:

eprok=0: flw] = fis

® pro k - 1 : f[l'i+1,xl'] = M7

Tip1 — T
Litky -y Ly — J|Ti+k—1y--.,T5
eprok <n: flrig, . ..,,z] = flTive +1] — fl®igk—1 ]
Litk — Li
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

Porovnanim pomérnych diferenci s koeficienty a; vidime, ze
ar = flxg, ..., x0], k=0,1,...,n.
Dosazenim do (5.1.4) dostaneme Newtontv tvar interpola¢niho polynomu:
o) = fo+ flzr, xo)(x —x0) + ...+ flan, ..., xo](x —20) ... (2 —2p—q). (5.1.6)
Pti jeho sestavovani potiebujeme vypocitat pomérné diference. Vse ukdzeme v na-

sledujicim piikladu.

Priklad 5.1.3. Mg¢jme dany uzly xg = —2, vy = —1, x5 = 1, 3 = 2 a funkcni
hodnoty fo = 10, f; = 4, fo = 6, f3 = 3. Napiste Newtonuv tvar interpola¢niho

polynomu.
Reseni: Potiebujeme vypoéitat pomérné diference:

f[$1>$0], f[902>$1,9€0]> f[$3,9€2,$1,$0].

Podle definice je

4—10
= = —6
flx1, o] 1412 )
 fle ] = flenwm] 67
flwz oo} = PR T 1+2 ¥
3-6_6-4
_ flrs, xo, 21] — flaa, 21, 20 _ 2_12+11+1 _g _ . n
f[l'g,l'g,.%’l,l'o] - T3 — o - 2492 - 12°

Dosazenim do (5.1.6) dostaneme vysledek

pa(x) = 10 — 6(z + 2) + %(x )41 — %(m )@+ 1)@ — 1),

Ptehledné muzeme vypocet pomérnych diferenci provést v tabulce (tabulka 5.1.1),
kde do prvnich dvou sloupcu zapiseme zadané uzly a funkéni hodnoty a v kazdém
dalsim sloupci pak vypocitdme vsechny (!) pomeérné diference postupné se zvy-
Sujicich tadu. Pro napsani interpola¢niho polynomu pottebujeme z této tabulky

hodnoty diferenci z prvniho radku.
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Tabulka 5.1.1: Vypocet pomérnych diferenci.

il w fi| flegm] flree, g, wl fles, w2, 1, w0
0| -2 10 —6 : -3

1] -1 4 1 —3

2] 1 6 -3

3] 2 3

5.1.3. Interpolac¢ni chyba

Ptredpokladejme, ze hodnoty f; jsou funkénimi hodnotami funkce f v uzlech z;,

tj. fi = f(z;). Bude nds zajimat interpolacni chyba

f(z) = pa(z).

V uzlech z; je interpolacni chyba nulové, ale mimo uzly muze byt velka.

Véta 5.1.2.

Necht uzly z;, i = 0,1,...,n, jsou vzadjemné ruzné a lez{ na intervalu (a, b). Necht
funkce f m4 na tomto intervalu n+ 1 spojitych derivaci. Pak pro kazdé = € (a, b)
existuje £ = £(z) v (a, b) tak, ze plati

F0(E)

Tn+1(), (5.1.7)

kde m,41(z) = (x — xp) ... (x — xy,).

Dukaz: Proz = z; je rovnost (5.1.7) splnéna, protoze obé jeji strany jsou nulové.

Pro pevné zvolené x # x; definujme funkci

g(t) = 7(0) — pult) — =2 (pay (). (5.1.8)

7Tn+1($)

kde t je proménna a x je parametr. Funkce g mé ziejmé n+ 2 kotenu, kterymi jsou
body z, ..., z, a x. Kazda derivace funkce g mé o jeden kofen méné, takze (n+1)-

ni derivace ma jediny kofen v néjakém bodeé £ € (a,b). Derivujeme-li (n+ 1)-krat
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

vyraz (5.1.8) (podle t) a pouzijeme pritom pi V() = 0 a 75 (t) = (n + 1)),

dostaneme
n n (n+1)!
0= g () = fI(€) = ———= (f(2) = pal2)) -
7Tn+1($)
Jestlize odtud vyjadiime interpolaéni chybu, vznikne rovnost (5.1.7). O

Na prubéh interpolaéni chyby v intervalu (a,b) ma podstatny vliv tvar poly-

nomu 7,1, jak ukazuje nésledujici priklad.

Piiklad 5.1.4. (Rungeho piiklad) Nakreslime graf funkce

1
o =1ra
a graf interpolacniho polynomu odpovidajiciho uzlum x; = —5+1¢,7=0,1,..., 10.

Vysledek porovname s grafem polynomu
mi(x) =(x+5)(x+4)...(z —5).

Reseni: Obrézek 5.1.2.a ukazuje graf polynomu ;. Z jeho pribéhu lze usou-
dit, ze nejvetsi interpolaéni chyby budou pobliz krajnich uzlu g = —5 a z19 = 5.
Na obrazku 5.1.2.b vidime, ze graf interpola¢niho polynomu osciluje kolem grafu
funkce f a Ze oscilace jsou nejvétsi pravé na krajich intervalu (—5,5). Pozna-
menejme jesté, ze pri zvétSeni poctu interpolacnich uzli nedojde ke zmenseni

interpola¢ni chyby, ale naopak k jejimu zvétseni.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jaké znate metody pro sestaveni interpola¢niho polynomu?
Otézka 2. Jakého stupné je interpola¢ni polynom?

Otéazka 3. Jak se chova interpolacni chyba?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Prouzly zg = —1, 21 =0, 25 = 2, x3 = 3, 24, = 5 a funkcéni hodnoty fy = —2,
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Obrazek 5.1.2: a) Graf myq; b) Grafy f (neoscilujici) a p1o (oscilujici).

fi=1, =0, f3 =2, fy = —1 vypoctéte interpolaéni polynom ve tvaru (5.1.1).
2. Pro predchozi data vypoctéte Lagrangeuv a Newtonuv tvar interpolacniho

polynomu.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1. py(z) = —2%954 + %x3 — %xQ — 1—15x + 1.
2. Lagrangeuv tvar: py(z) = —g-2(z —2)(z —3)(z —5) — 55 (z + 1) (2 — 2)(z — 3)

(x —5)— %(x + Dx(x —2)(z —5) — Flo(x + Dz(x —2)(z — 3);
Newtonuv tvar: py(z) = =2+ 3(z+1) = 2(z+ Dz + 3(z+ a(z —2) — &(z+1)
z(z —2)(x — 3).
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

0=

5.2. Interpolacni splajny

Cile

Videéli jsme, ze graf interpola¢niho polynomu muze nepiijemné oscilovat. Tato
situace nastava pri predepsani vétsiho poctu dat, protoze interpolacni polynom je
pak vysokého stupné. Zda se proto rozumné pfi fesSeni interpolac¢ni tlohy pouzit
funkci, ktera bude pocdastech polynomem nizkého stupné, jejiz jednotlivé casti
budou na sebe navazovat dostatecné hladce. Takovym funkcim se tika splajn

(z angl. ,spline”). Ukdzeme dva nejéastéji pouzivané splajny: linedrni a kubicky.

Ptfedpokladané znalosti

Interpola¢éni polynom. Spojitost derivace. Reseni soustav linearnich rovnic.

Vyklad
Abychom se vyhnuli komplikacim pti popisu, budeme predpokladat, ze uzly
interpolace tvori rostouci posloupnost, tzn. xg < x1 < ... < z,. Vzdélenost dvou

sousednich uzlu oznacime h;, tj. h; = x; —x;—1, 1=1,...,n.

5.2.1. Linearni splajn

Definice 5.2.1.
Linedrnim splajnem nazyvéame funkci s;, kterd je spojita na intervalu (o, x,)

a na kazdém podintervalu (x;_1,z;), 7 = 1,...,n, je polynomem prvniho stupné.

Linedrni interpolaéni splajn je fesenim ulohy (5.0.1), tzn. ze pro néj plati

s1(xz;) = fi, 1 =0,...,n. Muzeme ho zapsat po ¢astech proi=1,...,n:
Sl(ZL‘) = fi—l(l — t) + fzt, t = (ZL‘ — xi—l)/hia T € <ZL‘Z‘_1,.I'Z‘>. (521)

Grafem linearniho splajnu je lomend cdra.

****t
f * - 102 -
** **
- *



Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Priklad 5.2.1. Mg¢jme dany uzly xg = —2, x1 = —1, 5 = 1, x3 = 2 a funkcni
hodnoty fy = 10, f1 =4, fo =6, f3 = 3. Napiste linearni interpolacni splajn.

Reseni: Zapiseme jej pomoci piedpisu (5.2.1):

101 (t) +4po(t), t=x+2 pro x € (—2,—1),
s1(x) = q 4pi(t) +6p(t), t=(x+1)/2 proxe (—1,1),
6p1(t) +3¢pa(t), t=z-1 pro z € (1,2),

kde ¢1(t) =1 —t, ¢o(t) = t. Graf je znazornén na obrazku 5.2.1.

5.2.2. Kubicky splajn

Definice 5.2.2.
Kubickym splajnem nazyvame funkci s3, kterd mé na intervalu (zg,x,) dvé
spojité derivace a na kazdém podintervalu (z;_q,2;),7 = 1,...,n, je polynomem

ttetiho stupné.

Kubicky interpolacni splajn, je feseni interpola¢ni tlohy (5.0.1). Jeho kon-

VVVVVV

prot=1,...,n:
s3(r) = fia(1 =382+ 2% + fi(3t* — 2t%)

kde t = (x —x;_1)/h; a x € (x;_1, x;). Tento piedpis je navrzen tak, aby parame-
try fi_1, fi a m;_1, m; mély vyznam funkcénich hodnot a hodnot prvni derivace

v krajnich bodech intervalu (z;_q,x;), tj. plati

s3(i-1) = fi-1,  ss(xi) = fi, (5.2.3)

8,3(1'2'_1) =m;_q, Sg(l‘l) = m;. (524)
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

O splnéni rovnosti (5.2.3) a (5.2.4) se muzeme presvedcit dosazenim z;_1 a x; do
(5.2.2) a do prvni derivace s}, kterou vyjadiime z (5.2.2) podle pravidla o deri-

vovani slozené funkce:

sy(x) = fi1(—6t +6t*)/h; + fi(6t — 6t%)/h;
+m 1 (1 — 4t + 3t%) + m;(—2t + 3t%). (5.2.5)
Ptedpis (5.2.2) zarucuje spojitost prvni derivace s4 na celém intervalu (xg, x,)

pro libovolné hodnoty m;. Spojitost druhé derivace vynutime specialni volbou

m;. Budeme pozadovat

i sy(x) = mgrxn+ s5(x) (5.2.6)
ve vnitinich uzlech z;, ¢ = 1,...,n — 1. Potfebny vyraz pro druhou derivaci

vypocteme z (5.2.5) opét podle pravidla o derivovani slozené funkce:
sh(x) = fii(—6+12t)/h7 + fi(6 — 12t)/h]
+m;_1(—4 + 6t)/h; + m;(—2 + 6t)/h;. (5.2.7)
Levou stranu v (5.2.6) vyjadiime z (5.2.7) pro t = 1:

Pravou stranu v (5.2.6) vyjadiime z (5.2.7) pro t = 0, kdyz sou¢asné posuneme

indexovani:

lim S”(l') = —6fl/h?+1 + 6fz‘+1/h?+1 - 4mi/hz~+1 - 2mi+1/hz~+1. (529)

T—xi+

Dosadime-li (5.2.8) a (5.2.9) do (5.2.6), dostaneme po jednoduché tpravée

hivimi—1 + 2(hiw1 + hi)m; + himig =

Piga Pigq hi D .
3|l - e =1 n—1 (5210
{ he 1*( e hm)“hmf“] Z n-l (5210)

****ﬁ
£ - 104 -
* g x



Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Tyto rovnosti tvoii soustavu n — 1 rovnic pro n+ 1 nezndmych m;, 2 =0,1,....n.
Abychom dostali jediné feseni, uréime mg a m,, naptiklad jako priblizné derivace:

_ i Jo _ Ja— fam
my = o my, = T (5.2.11)

Piiklad 5.2.2. Mgjme dany uzly xg = —2, x1 = —1, x93 = 1, z3 = 2 a funkéni
hodnoty fo = 10, fi =4, fo =6, f3 = 3. Napiste kubicky interpolacni splajn.

Reseni: Nejdifve vypoéitame parametry my, i = 0,1,2,3. Podle (5.2.11) je

4—-10 3—6 3
= = — MMy == —— — —I.
—1+2 S

Mo
Soustava (5.2.10) ma dvé rovnice:

h h h h
2(ha 4+ hy)my + hymy = 3 ——2f0+ =2 f1+—1f2 — hamy,
hy hi  hs ho

h h h h
hsmy + 2(hg + ho)ms = 3 ——3f1 + (2= fo+ 2 f3| — hams,
hg hz h3 h3

které muzeme psat jako

6 1 maq —21
1 6 mo -9
Vytesenim dostaneme m; = —%, my = —%. Vysledny splajn zapiseme podle

(5.2.2) po castech:
10¢1 (2) + 4a(t) — 6p3(t) — Spa(t), t=ax+2proz € (—2,-1),
_ 234 66 _
s3(2) = 4p1(t) + 6pa(t) — 25 s(t) — Spa(t), t=(x+1)/2prox e (~1,1),

6p1(t) + 3pa(t) — %ng(t) — 3p4(t), t=x—1prozxe(l1,2),
kde @1 (t) = 1 — 312 + 213, oo(t) = 3t2 =213, 3(t) =t — 22 + 13, pu(t) = —t*> + 3.

Graf je zndzornén na obrazku 5.2.1.

Piiklad 5.2.3. (Rungeho piiklad, pokracovani) Nakreslime graf inter-
polacniho kubického splajnu pro funkei f a uzly x; z piikladu 5.1.4. a porovname

ho s grafem interpola¢niho polynomu.
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

10+
8.
6.
S1
4+
S3

2 1 1 1 1 1

-2 -1 0 1 2

Obrazek 5.2.1: Graf linedrniho (s1) a kubického interpola¢niho (s3) splajnu.

Reseni:  Na obrizku 5.2.2 vidime, Ze splajn s; neosciluje a je proto mno-
hem lepsi aproximaci interpolované funkce f nez interpola¢ni polynom pig, viz

obrazek 5.1.2.b.

Obréazek 5.2.2: a) Funkce f; b) Kubicky interpolacni splajn s;.

Kontrolni otazky
Otéazka 1. Co je to splajn? Jak se definuje a pocita splajn linedrni a kubicky?

Otézka 2. Jak se chovaji pfi interpolaci splajny v porovnani s polynomy?
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Prouzly zg = —1, 21 =0, 25 = 2, x3 = 3, 24, = 5 a funkcéni hodnoty fy = —2,
fi=1, fo=0, f3 =2, f4 = —1 sestavte linearni interpola¢ni splajn.

2. Pro stejna data sestavte kubicky interpolaéni splajn.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

1.
—201(t) +a(t), t=a+1 pro z € (—1,0),
p1(t), t=1u/2 pro z € (0,2),
s1(x) =
2p9(1), t=x—2 pro x € (2,3),
| 2¢1(t) = 1po(t), t=(z—3)/2 proxz € (3,5),

kde ¢1(t) =11, @o(t) = 1.

. Krajni parametry jsou mqo = 3, my = —=2, ostatni dostaneme ze soustav
2. K t 0 =3, 3 ostatnf dost t
6 1 0 mq %
1 6 2 my [ =1 % |,
0 2 6 ms 9
5 - — 69 — 35 N
takze my = 55, my = &5, m3 = 37 a konectné

(

—2p1(t) + wa(t) + 3¢3(t) + g—;g04(t), t=x+1proze (—1,0),
1) + 5Tes(t) + STealt), t =x/2 pro z € (0,2),

20a(t) + Beos(t) + 23p4(1), t=x—2prox € (2,3),

| 201(t) = palt) + Fs(t) = 3palt),  t=(x—3)/2prox € (3,5),

kde 1 (t) = 1 =32+ 213, po(t) = 3t2 =263, @3(t) =t — 262+ 13, pa(t) = —t> + 3.
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5.3. Aproximace metodou nejmensich ¢tverctu

Cile

V mnoha situacich, v nichz je potteba danou funkci f nahradit funkei ,jed-
nodussi”, je nevhodné nebo viibec nelze pouzit interpolaci. Jsou-li naptiklad v uz-
lech zadany neptesné hodnoty, prenasi se tato nepresnost i na interpolant. Inter-
polace je nepouzitelna, jestlize je pozadovan jisty charakter aproximujici funkce
a pritom zadna funkce tohoto charakteru neni interpolantem. V téchto pripadech

je rozumné pouzit metodu nejmensich ¢tvercu.

Ptedpokladané znalosti

Linearni zavislost a nezavislost. Ur¢eni minima funkce pomoci derivace. Reseni

soustav linearnich rovnic.

Vyklad

Zacneme piikladem.

Piiklad 5.3.1. Méjme dany uzly zog = —2, 1 = —1, 5 = 1, 23 = 2 a funkéni
hodnoty fy = 10, f1 =4, fo =6, f3 = 3. Najdéte primku

o(x) = c1 + cox, (5.3.1)
kterd je ,,blizko” predepsanym hodnotam.

Reseni: Nejdifve se musime rozhodnout jak chépat slovo ,blizko”. Uz jsme
to vlastné tekli, kdyz jsme popisovali smysl pfibliznych rovnosti v aproximacni
tloze (5.0.2). Piimku ¢ urcime tak, aby minimalizovala soucet druhych mocnin
odchylek 327 (¢(2;)— f;)?. Jestlize sem dosadfme (5.3.1), dostaneme tilohu na mi-

nimalizaci funkce dvou proménnych ¥(cy, cy) = Z?:O(Cl + oy — f;)?. Minimum
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

* * . .,
i, ¢ vyhovuje rovnicim

ov ov

Po vyjadieni parcialnich derivaci dostavame

3 3
23 (ci+cmi—fi) =0, 2 (ci+cz— fi)u =0,
i=0 i=0
coz je soustava linearnich rovnic
3 3 3
1 €T i
Z Z c Z i 4 0 i 23
1=0 =0 — =0 tJ
SRS - | 0 10 : 12
IR 3 ATV Do :
=0 1=0 =0
Tato soustava ma jediné feSeni cj = %, ch = g, takze hledand primka ¢* = ¢
je urcena predpisem
23
pila) = -z (5.3.2)
Jeji graf je znazornén na obrazku 5.3.1. O

a—cl(CTaC;) = 07 a—CQ(CT’CQ) = 0.

10+ O

Obréazek 5.3.1: Aproximace metodou nejmensich ctvercu; piimka (5.3.2) plné;

funkce (5.3.8) carkovane.
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

Postup z prikladu nyni zobecnime. Budeme predpokladat, ze je dan systém

funkei p; = ¢;(x), j =1,...,m a budeme uvazovat vechny funkce ve tvaru
o(x) =cp1(z) + ...+ cmpm(x Z cjpj(x (5.3.3)
kde koeficienty cy, ..., ¢, jsou libovolna ¢isla. Funkci ¢*, pro niz plati

D) = S < Y (elw) = fi)* Ve (5.3.4)

i=1
nazyvame aproximaci podle metody nejmensich ctvercu. Jeji koeficienty ¢j, ..., ¢,

urcime jako minimum funkce

n

U(cr, ... 0m ZC]% z;) — fi)?, (5.3.5)
1 =1

1=

které vyhovuje rovnicim

ov
aCk(cl,...,cin):O, k=1,...,m. (5.3.6)

Vyjadiime-li parcialni derivace
80 — 22 ZC]()O] xz fl ka(xz>
k i=1 j=1
a dosadime je do (5.3.6), dostaneme po jednoduché upravé soustavu linearnich

rovnic

Z (Z SOJ(xz)SOk(xz)) C}k' = Z fioe(zy), k=1,...,m. (5.3.7)

Jj=1

Soustava (5.3.7) se nazyva soustava normdlnich rovnic.

Véta 5.3.1.

Necht jsou ddny vzdjemné ruzné uzly z; a funkéni hodnoty fi, ¢ = 0,...,n.
Necht je ddn systém funkef ¢;, j = 1,...,m, které jsou linedrné nezévislé. Potom
existuje jedindg funkce ¢*, kterd splnuje (5.3.4) a jeji koeficienty 7, ..., ¢k jsou
fesenim soustavy normadlnich rovnic (5.3.7).
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Dikaz: V bodé ¢, ... ktery vyhovuje rovnicim (5.3.6), nabyva funkce W

7m’

minima, jestlize matice druhych derivaci je symmetrickd a pozitivné definitni

(kladna). Druhé derivace jsou urceny vzorcem

=2 i i
8ck 8cl iZSDz 7)o (3)

odkud je symetrie ziejma na prvni pohled (prohozenim indexu k a [ se nic

nezménf). Necht dy, ..., d,, jsou ¢isla ne vSechny soucasné nulova. Potom
dyd _9 ( dyor(x; )( d i) — 25" 3(z;)? > 0.
; ; 8ck8cl ZZ Z 121 ; Kok () ;‘P@ )

kde ¢(z) = >0, dipr(z), takze matice druhych derivaci je pozitivné definitni.
Odtud také plyne, ze matice soustavy norméalnich rovnic je regularni, coz zna-
které urcuje jedinou funkci ¢*. O

mend, ze existuje jeji jediné feseni cj,...,c},,

Pii aproximaci metodou nejmensich ¢tvercu se musime nejdiive rozhodnout
pro néjaky linedrné nezavisly systém funkei ¢;, 7 = 1,..., m. Poté staci sestavit

a vyTesit soustavu normalnich rovnic (5.3.7).

Piiklad 5.3.2. Napiste normalni soustavu linedrnich rovnic odpovidajici

systému funkci

T

p1(z) =€e7", po(x) =sinzx.

Aproximujte data z piikladu 5.3.1.

ResSeni: Obecné ma soustava normalnich rovnic tvar

n n

n
E e 2w E e " sin x; g fie "
i=0 i=0 ¢ =0
n n n
g . ) c .
E e isinx; E sin” x; E fisin x;
1=0 =0 i=0

Po dosazeni dostaneme

— %

[\

62.1409 —8.5736 ct 87.3770

—8.5736 3.0698 G2 —4.6821
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

a odtud vypocitdme cf = 1.9452, ¢5 = 3.9076, tj.
" (x) = 1.9452¢* 4 3.9076 sin z. (5.3.8)

Graf je zndzornén na obrazku 5.3.1.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Kdy je vhodné pouzit metodu nejmensich ¢tvercu?
Otézka 2. Graficky znazornéte smysl vyrazu pro soucet druhych mocnin odchylek?
Otézka 3. Co je to normélni soustava linearnich rovnic a jak vznikne?

Otézka 4. Co se stane, kdyz v (5.3.3) a (5.3.4) bude m =n + 17

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Napiste soustavu normalnich linedrnich rovnic pro systém funkei ¢;(x) = 1,
o) =, p3(x) = 2°.
2. Dataxg=—1, 21 =0,20 =2, 23 =3, x4 =Ha fo=-2, fi =1, fob =0,
f3 =2, fy = —1 aproximujte metodou nejmencich ¢tvercu pomoci systému funkei

z predchozi ulohy.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1. Normalni soustava ma tvar:

n n n
2

21 D m ) > fi
=0 =0 =0
n n n

2 3
=0 =0 =0
n n n
dai Y al Yl
=0 =0 =0

2. p*(x) = —0.28352% + 1.2359z — 0.0130.

Shrnuti lekce
Ukézali jsme zékladni postupy pro aproximaci funkei (dat) pomoci interpolace

a metody nejmensich ¢tvercu.
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