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Anotace:

Titul: Fibonacciho posloupnost a zlaty rez

Hlavnim cilem této bakalafské prace je priblizit problematiku zlatého fezu v souvislosti
s Fibonacciho posloupnosti a ukazat vyskyt tohoto jevu v riznych oblastech. Vzhledem k tomu,
ze toto téma bylo zpracovano v rtznych souvislostech mnoha autory, uvadime na zacatku této
prace piehled vybranych literarnich resersi. Nésledujici ¢ast textu je vénovana matematické
podstaté zlatého fezu vcetné jeho historického kontextu. Najdeme zde elementarni vlastnosti
zlatého ¢isla a jeho souvislost s Utvary rovinné geometrie a platonskymi télesy. Zminény jsou
i algoritmy vypoctu zlatého ¢isla a konstrukce zlatého fezu. Samostatna kapitola je vénovéana
Fibonacciho posloupnosti a zakladnim vlastnostem jejich cleni, tzv. Fibonacciho ¢isel, které
maji ke zlatému fezu velmi blizky vztah. V neposledni fad€ se text dotyka nejriznéjsich oblasti

ptirody a umeéleckych smérti, ve kterych lze Fibonacciho posloupnost a zlaty fez nalézt.

Klicova slova: Zlaty fez, zlaté ¢islo, Fibonacciho posloupnost, Fibonacciho ¢isla, platénska

télesa.

Summary:

Title: Fibonacci sequence and the Golden Section

The main aim of this bachelor thesis is to approach the topic of the Golden Section in relation
to Fibonacci Sequence and to demonstrate its presence in different fields. Since the topic has
already been interpreted in various areas by many authors, we provide an overview of the
existing literature at the beginning of the thesis. The following part of the text is devoted
to mathematical principles of the Golden Section in its historical context. There we describe
the elementary characteristics of the Golden Number and its connection to figures of plane
geometry and Platonic solids. Self-contained chapter is dedicated to Fibonacci Sequence and
the fundamental properties of its members, the so-called Fibonacci Numbers, that are closely
related to the Golden Section. Last but not least, the thesis reveals numerous forms of nature

and various kinds of art, where the Fibonacci Sequence and the Golden Section can be found.

Key words: Golden Section, Golden Number, Fibonacci Sequence, Fibonacci Numbers,

Platonic solids.



Zusammenfassung;:

Titel: Die Fibonacci-Folge und der goldene Schnitt

Das Hauptziel dieser Bakkalaureats-Arbeit ist die Erlduterung der Problemstellung des Gol-
denen Schnitts im Kontext der Fibonacci-Folge und das Aufzeigen dieses Phinomens in ver-
schiedenen Gebieten. Da dieses Thema bereits von vielen Autoren in unterschiedlichen Zusam-
menhingen untersucht wurde, geben wir zuerst einen Uberblick ausgewiihlter Arbeiten. Der
anschlieflende Teil des Texts widmet sich dem mathematischen Prinzip und dem historischen
Kontext des Goldenen Schnitts. Hier untersuchen wir die grundlegenden Eigenschaften der Gol-
denen Zahl und ihren Zusammenhang mit Konstrukten der ebenen Geometrie und platonischen
Korpern. Es werden auch Algorithmen zur Berechnung der Goldenen Zahl und der Konstruktion
des Goldenen Schnitts aufgefiihrt. Ein eigenes Kapitel widmet sich zudem der Fibonacci-Folge
und den grundlegenden Eigenschaften ihrer Glieder, den sogenannten Fibonacci-Zahlen, welche
eine sehr enge Beziehung zum Goldenen Schnitt aufweisen. Nicht zuletzt geht die Arbeit auf
verschiedenste Gebiete der Natur und Kunst ein, in welchen man die Fibonacci-Folge und den

Goldenen Schnitt identifizieren kann.

Schliisselwérter: Goldener Schnitt, Goldene Zahl, Fibonacci-Folge, Fibonacci-Zahlen, Pla-

tonische Korper.
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Seznam pouzitych symboli

€ nalezi, je prvkem
~ pfimka

N prinik

i kolmost

<> vetsi, mensi

|AB| velikost tsecky AB

k(S;r) kruznice k se stfedem S a polomérem r



Kapitola 1

Uvod

S cisly se setkdvame denné na kazdém kroku. Jejich prostrednictvim vime, kolik je pravé hodin,
jaké mnozstvi penéz mame v penézence nebo kolik minut nam zbyva do sjednané schiizky.
Vétsina Cisel neni nijak zvlastnich, néktera se vSak vyskytuji v uréitych matematickych zakoni-
tostech, a maji proto v urcité oblasti zadsadni vyznam. Témto ¢isliim bylo pfifazeno symbolické
oznaceni a také nazev, ktery byl mnohdy odvozen od jmen jejich objeviteli. Mezi nejznaméjsi
patii Eulerovo ¢islo e tvorici zaklad prirozenych logaritmi a Ludolfovo ¢islo m, které zname
napiiklad ze vzorce pro vypocet obvodu kruznice. Méné znamé, avsak minimalné stejné zaji-
mavé Cislo se skryva pod oznacenim ¢.

Recké pismeno ¢ (fi) oznacuje specifickyy pomér mezi celkem a jeho ¢4stmi znamy jako zlaty
fez. Zlaty Tez je definovan pomoci tsecky rozdélené na vétsi a mensi Cast tak, ze pomér celé
usecky ku vétsi ¢asti je stejny jako pomér vétsi ¢asti ku mensi. Historie zlatého fezu saha az do
starovékého Recka, kde bylo ¢&islo ¢ povazovano za ztélesnéni harmonie a krasy. Mnoho antic-
kych umélct pry tdajné zlaty rez pouzivalo. Tuto domnénku podporuje i samotné symbolické
oznaceni, nebot pismeno fi bylo odvozeno ze jména Feckého sochare Feidia, autora soch zdobici
prostory Parthenénu. Zlaté ¢islo disponuje fadou nevsednich vlastnosti, tou nejzajimavéjsi je
bezesporu jeho vyskyt v rliznorodych oblastech, se kterymi matematika nemé zdéanlivé nic
spole¢ného.

V nésledujicim textu roz¢lenéném do osmi kapitol si toto zahadné cislo predstavime blize.
Nejdfive se seznamime s jeho historickymi souvislostmi, uvedeme zakladni matematické vztahy
a rovinné utvary, v nichz se zlaty fez vyskytuje. Dale si ukdzeme souvislost zlatého fezu
s ¢leny Fibonacciho posloupnosti, tzv. Fibonacciho ¢isly, které maji obrovské vyznam v rostlinné
a zivocisné 1isi. Nevynechadme ani platénska télesa, jediné konvexni mnohostény, jejichz vsechny

uhly jsou shodné a strany totozné. Hlavni pozornost vSak bude vénovana vyskytu zlatého fezu
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v uméni a pfirodé. Vysvétlime si, jak se objevuje ¢islo ¢ v systému stavby schranek nékterych
mékkyst, postaveni listi na rostliné nebo ve zptisobu umisténi seminek slunecnice. Seznamime
se také s obrazy zndmych malifti i hudebnimi dily svétovych skladatelid. Na zavér uvedeme

praktické vyuziti zlatého fezu pii spravném komponovani fotografie.



Kapitola 2

Vybrané bibliografické reserse

vvvvv

vénuji tématu zlatého fezu a Fibonacciho posloupnosti.

Bangs H.: Navrat posvatné architektury: zlaty ez a konec modernismu [2]

Ve své publikaci se autor snazi poukazat na stale rostouci odcizovani architektury a zaroven
hleda zpisob, jak tento trend zvratit. Vychodisko nachazi v nadvratu k tradicim — ve vyuzivani
postupt a metod posvatné geometrie a hledani krasna. Jako jeden z hlavnich aspektti posvatné
geometrie zminuje Bangs pomér zlatého fezu a jeho konkrétni vyuziti v architekture jak v mi-
nulosti, tak v soucasnosti. Zlaty fez je zde znazornén pomoci tsecky rozdélené na vétsi ¢ast
a a mensi ¢ast b v pomérua /b = (a + b) / a = 1,618..., neboli éislo ¢. Bangs poukazuje
na tvary a predstavy znamé jiz ve starovéku, které se objevuji v dilech modernich architekti.

Jako ptiklad je uveden Ieoh Ming Pei, tviirce sklenéné pyramidy na nddvoii Louvru.

Becvar J.: Matematika ve stiedovéké Evropé [4]

Publikace J. Bec¢vate predstavuje matematiku z historického pohledu a soustiedi se zejména
na jeji vyvoj na nasem kontinentu. Jedna z kapitol je vénovina Leonardovi Pisdnskému
zvanému Fibonacci. V této kapitole je uveden Fibonacciho zivotopis a podrobny popis jeho
t¥1 hlavnich matematickych dél, kterd méla pro tehdejsi Evropu obrovsky vyznam. Nechybi zde
ani Fibonacciho tloha o kralicich, doprovozena prehlednou tabulkou a vzorcem pro vypocet

Fibonacciho posloupnosti.
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Beutelspacher A.: Matematika do vesty [3]

Tato utla publikace je strué¢nym shrnutim nejzajimavéjsich témat z riznych obort matematiky.
Diky své nenaroc¢né formeé je urcena predevsim pro laickou vefejnost, mizeme ji proto najit
i v détskych oddélenich knihoven. Zlaty fez je zde popsan jako pomér, ve kterém jsou velikost
celé tusecky ku vétsi ¢asti a zaroven vétsi ¢ast tsecky ku mensi ¢asti. Presny vypocet poméru
je dan rovnici (1 + +/5) /2 = 1,618... Dale se mzeme doéist o historii zlatého fezu
a jeho mnohostranném vyuziti zejména v umeéni a architektuie a také o jeho vyskytu v lidskych

proporci.

Crhak F.; Kostka Z.: Vytvarna geometrie [6]

Posledni kapitola uvedené publikace se zabyva proporcemi a jejich vytvarnymi vztahy. Prob-
lematika zlatého fezu je zde nastinéna jen velmi stru¢né pomoci ¢iselného vyjadieni a nékolika
zakladnich konstrukci. Hlavni pozornost je vénovana vyuziti zlatého fezu u pomeérového sys-
tému zvaného modulor architekta Le Corbusiera, jehoz podstata je zaloZena na proporcich

lidské postavy.

Hron J.: Jak namalovat krajinu [7]

Publikace ,,Jak namalovat krajinu“ je vhodnou pfiruckou pro zacinajici malife vénujici se té-
matu krajinomalby. Autor zde piedstavuje jednotlivé techniky malby a poukazuje na zasady,
které se odrazeji v dilech svétoznamych malifd. Téma zlatého fezu mutzeme najit v kapitole
“Kompozice”, ve které je ukdzana jednoducha konstrukce zlatého fezu a jeho zndzornéni pomoci
usecky rozdélené na vétsi ¢ast m a mensi ¢ast n, zlaty fez je uréen pomérem n : m = m : (m+n).
Autor uvadi, Ze pro malife neni nutné znat presné ¢iselné vyjadreni tohoto poméru, ale co nej-
vice se mu pfiblizit pouhym odhadem. V zé&véru kapitoly jsou uvedeny a rozebrany konkrétni

piiklady uziti zlatého fezu - Bohumil Kubista (Zné), Camill Corot (Katedrala v Chartres).

Chmelikova V.: Zlaty Fez nejen v matematice [5]

Jedna z nejnovéjsich publikaci vénujicich se zlatému fezu se sklada z deseti kapitol, ve kterych
je toto téma zkoumano z ruznych thld. Hlavnim rysem publikace je jeji matematické zaméreni.
Mizeme se zde docist o vlastnostech zlatého ¢isla, jeho vypoctu a vyskytu v rtiznych podobach.
Autorka uvadi také mnoho konstrukei zlatého fezu i dalsich utvart (zlaty obdélnik, pétithelnik).
Kazda tato konstrukce je doplnéna symbolickym zapisem a dikazem. Zajimavosti této publikace

je kapitola o zlatém fezu v hodinach matematiky na stfednich Skolach, jez jsem nenalezla
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v zadné jiné literatufe. V této kapitole autorka srovnéva ucebnice ptfed 2. svétovou véalkou a po

ni s ucebnicemi soucasnymi a zaroven uvadi kdy, jak a proc zlaty fez na stfednich skolach udit.

Juskevi¢ A. P.: Déjiny matematiky ve stfedovéku [11]

V této publikaci je uveden zivotopis Leonarda Pisdnského, zvaného Fibonacci a jeho nejvyznam-
néjsi dila z oblasti matematiky. Autor zde uvadi Fibonacciho posloupnost vyjadienou souctem
fady 1 +2+ 3+ 5+ ..., kde kazdy ¢len posloupnosti je souc¢tem dvou predchézejicich (kromé
prvnich 2 ¢lent), vyjadfeno rovnici up4+1 = Uy + up—1. Posloupnost je vylozena pomoci tlohy

o krélicich.

Kowal S.: Matematika pro volné chvile: (zabavou k védé) [14]

Publikace ,,Matematika pro volné chvile“ seznamuje Ctenafe vtipnou a zabavnou formou
s mnoha objevy z historie matematiky, a zaroven s fadou zajimavosti z elementarni a caste¢né
i vyssi matematiky. Pomér zvany ¢ je zde definovan pomoci déleni tsecky a, tedy stejnym zpt-
sobem, jakym ho uvadéji i ostatni autofi. O zlatém fezu se zde hovori jako o bozské proporci uzi-
vané jiz ve starovékém Recku, znovu objeveném v renesanci a hojné pouzivaném i v souc¢asnosti.
Nalezneme zde struény popis téles a rovinnych obrazci vykazujici vlastnosti zlatého fezu (zlaty
trojuhelnik, zlaty obdélnik, logaritmicka spiréla apod.). Déle autor uvadi Fibonacciho posloup-
nost a jeji souvislost s ¢islem . Na zavér kapitoly je ¢tenafi predlozeno nékolik zabavnych tloh

k FeSeni.

Livio M.: Zlaty tez [15]

M. Livio, rumunsky astrofyzik, je autorem publikace, kterda se celym svym obsahem vénuje
tématu zlatého rezu a jeho vyskytu v rozlicnych jevech. V publikaci ,Zlaty fez“ se dovidame
o déjinach zlatého poméru, jeho chapani u Pythagorejcti a Eukleida a jeho geometrickym a ¢isel-
nym vyjadienim. Je zde uvedena souvislost Fibonacciho posloupnosti a zlatého ¢isla. Autor se
snazi poukazat na nescetny vyskyt zlatého fezu nejenom v matematice, ale predevsim v dalsich
oborech, jako je naptiklad architektura, malifstvi nebo hudba. Nezapominé ani na skutec¢nost,
ze zlatym fezem disponuje priroda v podobé schranek hlavonozcl, postaveni listi na rostliné
a nebo ve vystavbeé lidského téla. Livio se zde zminuje dokonce i o souvislosti mezi zlatym fezem
a chovani burzy, nebot vychylky trhu lze podle teorie Ralpha Nelsona Elliota zobrazit jako
Fibonacciho ¢isla. Hlavnim rysem publikace je vSak jeji negativni postoj k precenovani vyskytu

zlatého Tezu. Mnoha tvrzeni o pritomnosti zlatého fezu napiiklad ve stavbé Parthenénu nebo
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v dilech zndmych umélci pokldda za nepodlozené spekulace a pouhé Zonglovani s ¢isly.

Olsen S.: Zahadny zlaty fez [17]

Zlaty fez se objevuje v mnoha podobach pfirody a pravé na tento fakt se zaméruje publikace
Scotta Olsena. Autor se soustfedi na vyznam zlatého fezu v souvislosti s jeho vyskytem v ptirod-
nich jevech - od zivoc€ichti, rostlin, poméri lidského téla az po pohyb planet sluneéni soustavy.
Do pozadi je naopak odsunuta matematicka stranka zlatého fezu. Publikace je témér na kazdé
druhé strané doplnéna ilustraci usnadnujici pochopeni daného tématu, je tedy vhodna pro Sirsi

verejnost, kterd se chce dozvédét o zlatém fezu z hlediska jeho uplatnéni v prirodé.

Opava Z.: Matematika kolem néas [18]

Publikace Zdeiika Opavy ,,Matematika kolem nas“ je psana velmi stru¢né. Presné definice jsou
zjednoduseny a upraveny tak, aby kniha byla zajimava a pochopitelna i pro ¢tenafe bez hlubsich
matematickych znalosti. V jedné z kapitol je uvedena tloha o kralicich, na niz je vysvétlena
Fibonacciho posloupnost a vztah jejich ¢lenti, tzv. Fibonacciho ¢isel k postaventi listd na rostliné.
Téma zlatého fezu je uvedeno tlohou, kde je ¢tenar vyzvan, aby z deseti nabizenych pravothel-
nik® vybral ten, ktery se mu nejvice libi. Vysledkem by mél byt pravoithelnik o rozmérech
zlatého fezu. V neposledni fadé zde najdeme i zakladni konstrukci a definici zlatého fezu po-
moci délené tsecky. Autor se struéné zminuje také o historii zlatého fezu a jeho uplatnéni

naptiklad pfi tvorbé nabytku.

Vincent R.: Geometry of the golden section [21]

Anglicky preklad francouzského originalu ,Géométrie du nombre d or* od A. Mequina se
soustfedi vyhradné na geometrickou oblast zlatého fezu, ktery je zde oznacen feckym pismenem
¢. V tvodu nalezneme stru¢né matematické vyjadieni zlatého fezu a nékolik slov o jeho historii
a vyskytu v prirodé ¢i uméni. Pfevazna ¢ast ,,Geometry of the golden section® je vSak vénovana
konstrukei rtznych atvart, které souvisi se zlatym fezem. Vsechny konstrukce jsou doplnény

podrobnym popisem jednotlivych kroki tak, aby bylo jasné, jak dany obrazec sestrojit.

Vorobjev N. N.: Fibonacciova ¢isla [22]

Utla publikace N. N. Vorobjeva slouzi k vykladu teorie Fibonacciho éisel a jejich vlastnosti.
Uvodem je vyloZena znama tiloha o kralicich, nasleduje vysvétleni zakladnich a ¢iselné teore-

tickych vlastnosti Fibonacciho ¢isel a jejich souvislost s fetézovymi zlomky. Posledni kapitola
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je vénovana geometrii a zlatému fezu.

Walser H.: The Golden Section [23]

Publikace ,,The Golden Section* je anglickym prekladem némeckého originalu ,Der Goldene
Schnitt“. Obsah se vénuje zlatému fezu témétr vyhradné po matematické strance. Stejné jako
v mnoha jinych publikacich jsou zde uvedeny kostrukce a vlastnosti zlatého cisla, které autor
oznacuje Ffeckym pismenem 7. V jedné ze sedmi kapitol se mizeme docist o fraktalech, jejich
vytvareni a vyskytu. Fraktalni geometrie tizce souvisi se zlatym fezem, avsak toto téma se u knih
zminénych v této kapitole témétr nevyskytuje. Podobné tvrzeni plati i o sklddani papirovych

prouzkt umoznujici sestrojit naptiklad pétithelnik.

Znam S. a kol.: Pohlad do dejin matematiky [27]

V této slovenské publikaci, kterd se vénuje historii matematiky, najdeme i nékolik slov
o Leonardu Pisanskem, neboli Leonardu Fibonacci. V publikaci je velmi stru¢né vyli¢en jeho
Zivotopis a nejvyznamnéjsi dila (,,Liber abaci“, ,Liber quadratorum® a ,Practica Geometriae“)
a jejich prinos v oblasti matematiky. Najdeme zde také Fibonacciho posloupnost a Fibonacciho

identitu, které byly pojmenovany na pocest svého objevitele.



Kapitola 3
Pojem zlaty rez

Jak uvadi Livio [15], zlaty fez, zlaty pomér, zlaté éislo, fi nebo bozska proporce jsou vse syno-
nyma oznacujici specidlni aritmeticky pomér vyskytujici se ve zdanlivé nesourodych oblastech.
7Zda se témér nemozné, aby spirdlovité skorapky meékkyst, slavné stavby nebo tvar galaxii
mély cokoli spole¢ného, opak je vSak pravdou. A pravé zlaty fez je spoleénym ¢lankem vsech
téchto a dalsich jevi. Abychom vSak mohli pochopit podstatu zlatého fezu, musime si nejdiive
vysvétlit, co to zlaty fez vlastné je a jak ho miuzeme ziskat. Kowal [14] vysvétluje definici zlatého

fezu na geometrickém piikladé (obr. 3.1).

r
L
L A

::E:" _.'i_j[- -
(_"j.
ke

Obréazek 3.1: Déleni usecky v poméru zlatého fezu [§]

Meéjme tsecku délky a, kterou rozdélime na veétsi ¢ast « a mensi ¢ast a — x. Usecka je rozdélena

v poméru zlatého fezu, pokud plati:

a x

- = . 3.1
x (a—x) (3.1)

Vztah nasledné upravime na kvadratickou rovnici:
2%+ ax —a® = 0. (3.2)

Walser [23] uvadi, Ze pokud polozime délku tsecky a = 1, pak ziskdme upravenou kvadratickou

rovnici ve tvaru

2?4 —1=0. (3.3)

17
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Tato rovnice mé 2 feSeni:

x = 44;‘/5%0,618, (3.4)

—1-+5
zy = 2\[z—1,618. (3.5)

Kofeny rovnice reprezentuji délku usecky x. To znamend, ze kofen rovnice musi byt kladné

¢islo. V nasem ptipadé je tedy jedinym kofenem splnujicim podminku z ~ 0,618. Jiz vime, Ze
—1+V5
2

a

zlaty pomér je definovan jako ¢ = ¢ a pokud dosadime za a = 1 a za z = , ziskdme

nasledujici rovnost:

122 1+v5 2-(1+v5) 1445
“0_7—1;%5_—1+\/5_—1+\/5 1+v6 145 2

= 1,61803398... (3.6)

Jak uvadi Vincent [21], toto ¢islo m& mnoho zajimavych vlastnosti, které u jinych cisel
nenajdeme. Napiiklad jeho pfevricena hodnota je rovna hodnoté ? | pokud od ni odecteme
éislol (p? — 1 = é = 0,61803398...). Naproti tomu druhd mocnina ¢ je opét rovna hodnoté
¢isla ¢, tentokrat viak zvétsené o ¢islo 1 (92> = ¢ + 1 = 2,61803398...). Podrobngji se

problematice vlastnosti zlatého ¢isla budeme vénovat pozdéji.

3.1 Historie zlatého fezu

Pokud chceme najit pocatky zlatého fezu, musime se vydat az do starovéku. Nejstarsi civi-
lizaci, kterd ziejmé pouzivala zlaty fez, byli Egyptané. Svédéi o tom Rhindtv papyrus, ktery
potvrzuje, ze Egypfané znali a pouzivali pfibliznou hodnotu éisla 7. Nikde vSak nenajdeme ani
zminku o ¢isle . Tato skutecnost vsak neznamend, ze starovéké civilizace zlaty fez s jistotou
nepouzivaly.

Neslavnéjsim odkazem Egyptant v souvislosti se
zlatym fezem je Cheopsova pyramida (obr. 3.2), jejiz
pomér vysky trojihelnikové stény a poloviny strany zak-
ladny je roven zlatému fezu. Podobnym pripadem je
fecky chram Parthenon v aténské Akropoli (obr. 3.3),
do néhoz lze vepsat zlaty obdélnik, avSak mmnozi ar-
chitekti jsou v tomto pohledu skepti¢ti z ddvodu

377.9

Castecné odchylky v proporcich chramu a disla fi.

612.01 / 377.9 = 1.61950. ..

Jak se mtizeme do¢ist v dile M. Livia [15], prvnim, kdo
Obrazek 3.2: Cheopsova pyra- jednoznacné definoval tento zlaty rez, byl alexandrijsky

mida [16] matematik Eukleides. Ve svém dile ,,Zaklady“ zkoumal
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souvislost zlatého fezu s platénskymi télesy a ukazal konstrukci pravidelného pétitthelniku.
Eukleides tehdy definoval zlaty fez jako krajni a stredni pomeér (dnesni zlaty fez) nasledujicim
zpusobem:

Usecka se rozdéli v krajnim a stiednim poméru tehdy,
kdyz se celd md k delsimu dilu jako delsi k mensimu.
(Livio, [15, s. 11])

Vincent [21] uvéadi, ze dalsi osobnosti zabyvajici se timto té-
matem, byl fimsky architekt Vitruvius, ktery vyslovil doménku,
ze lidské télo je vystavéno v proporcich zlatého fezu, a tim by

se méli inspirovat architekti pfi stavbé budov.

V obdobi renesance byly FEukleidovy poznatky znovu
oziveny prostiednictvim frantiskanského mnicha jménem Luca Obrézek 3.3: Parthendn [25]
Pacioli. Jeho kniha , Divina Proportione“ obsahuje shrnuté
vlastnosti zlatého fezu, analyzu platénskych téles a dalSich mnohosténti. Je opatfena ilustracemi
jednoho z nejvétsich umélct vSech dob, Leonarda da Vinciho, v jehoz dilech se zlaty fez idajné
také vyskytuje.

Ve 20. stoleti pojmenoval bozskou proporci americky matematik Mark Barr pismenem ¢
(fi) podle pocate¢niho pismene velkého Feckého sochafe, malife a architekta Feidia, ktery podle
nékterych teorii ve svych dilech zlaty fez velmi casto pouzival. V tomto obdobi se mnozi umélci
zacali obracet ve svych dilech zpét k antickym ide&ltim krasna a harmonie, jejichz zpodobnénim
byl pravé zlaty fez. Mezi nejvyznaméjsi patii napiiklad architekt Le Corbusiere a jeho znamy
modulor, o kterém se vSak podrobnéji zminime v jiné kapitole. V soucasné dobé najdeme zlaty
fez i v moderni architekture a uméni. Pyramida na nadvori Louvre a La Géode v Pafizi slouzi
jako neklamny dikaz toho, ze zlaty fez byl, je a s nejvétsi pravdépodobnosti i bude pro svou

krasu a harmonii neustalou inspiraci pro malife, architekty, designéry a dalsi umélce.

3.2 Rovinna geometrie zlatého fezu

Jak jsme naznacili v ivodu, zlaté ¢islo mtizeme najit v mnoha rtznych podobach. V nasledu-
jici podkapitole se blize sezndmime s jeho aplikaci v rovinné geometrii, respektive se ¢tyfmi
zakladnimi rovinnymi mnohothelniky, které tzce souviseji se zlatym rezem. Mezi tyto utvary

patii zlaty obdélnik, zlaty trojuhelnik, zlatd spirdla a pravidelny pétithelnik. Nejdrive si



20 KAPITOLA 3. POJEM ZLATY REZ

vsak ukazeme zakladni konstrukei zlatého fezu nazyvanou Hérdnova konstrukce!, jak ji uvadi

Chmelikova [5] (obr. 3.4).

Zakladni konstrukce zlatého Fezu (pfevzato z [5, s. 23, 24])
Je dana libovolna Gsecka AB. Rozdélme tsecku bodem C v poméru zlatého fezu tak, aby

|AC| > |BC|.

Obrazek 3.4: Hérénova konstrukce zlatého fezu [5]

Postup konstrukce:
1. & p;p L AB,B € p,
2. M;M € p,|MB| = %|AB[,
3. k;k(M,|MB|),
4. N;N € (kN AM),
5. h;h(A,|AN]),
6. C;C € (hNAB).

DUKkAz:
Nyni si dokdzeme, zZe hotnota poméra |[AB| : |AC| a |AC| : |BC| je skute¢né .
Necht |AB| = a, potom:

|BM‘ = gv
2
MN| = |[BM| =3,

'Hérén z Alexandrie byl feckym matematikem, fyzikem a vynalezcem, ktery 7il v prvnim stoleti naseho

letopoctu.
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2
AM| = a2+(a> = S5,

2
|AC| = \AN]:|AM]—|MN|:g\/5_g:g(\/5_1)7
IBC| = \AB|—|AC!:a—%(\/gfl):g(gf\/g)‘

Nyni ovéfime, ze hodnota piislusnych pomért skute¢né odpovida ¢islu ¢:

|AB| a 2 W5+l 14V
[AC] ~ a(5-1) V51 B+l 2
lAC _ §(V5-1) V51 3+V5 1+V5
BC] ~ 23-v56) 3-v6 3+v6 2 ©

3.2.1 Zlaty obdélnik

Zlatym obdélnikem nazveme takovy obdélnik, jehoZ strany jsou ve zlatém poméru (obr. 3.5),

tedy
e _
b ¥

Tento rovinny tvar mizeme sestrojit nékolika riznymi zptsoby, které uvadi Vincent [21] ve

své publikaci Geometry of the Golden Section.

D 2 C
b

b E a-b
A - B

Obrazek 3.5: Zlaty obdélnik [5]

Zajimavou vlastnosti zlatého obdélniku je, ze kdyz z tohoto obdélniku odiizneme ctverec,
vznikne nam novy obdélnik, ktery je podobny ptivodnimu obdélniku. Jinymi slovy ndm vznikne
novy zlaty obdélnik. Pokud bychom postup s odfezavanim ¢tverct opakovali, vysledkem by byli
neustale se zmensujici zlaté obdélniky. Z obrazku 3.5 vidime, Ze pokud mé byt obdélnik EBCF

zlaty, musi platit nasledujici rovnost:
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tuto rovnici upravime na tvar

b a-1>
a b
Pokud hledany pomér 3 oznac¢ime jako n, ziskdme

o 3=

Resenim této rovnice jsou dva kofeny:

1+ VI—4(=1) _1++5
2 2
1—m:1—¢5

2 2

ny =

no =

Hledany pomér n je podil dvou kladnych ¢isel, proto nemtZzeme pouzit kofen ns, ktery je
zéporny. Jedinym moznym Fesenim je tedy

1+5
n= =

3.7
; (37)
D F c

G ! H

L K
A E J B

Obrézek 3.6: Aproximace zlatého obdélniku ¢tverci [5]

3.2.2 Zlaty trojuhelnik

Zlaty trojuhelnik je rovnoramenny trojuhelnik, u néhoz plati, Ze strana ku zakladné se nachazi
ve zlatém poméru. Ve zlatém trojuhelniku sviraji ramena se zédkladnou tthel 72° a thel u vrcholu
odpovida 36° (obr. 3.7). Tuto skutecnost si mizeme ovéfit jednoduchym vypoctem.

Oznac¢me ramena trojuhelniku pismenem r a zédkladnu pismenem z.

Pak plati, ze

w3
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Velikost tthlu pii zakladné oznac¢ime o a pomoci vysky k zékladné vytvoiime z ptivodniho
trojuhelniku dva shodné pravouhlé trojuhelniky. Pro thel o potom plati, ze

1 1
2 =
1+2\/5 1+5

COs ¥ =

Vypoctem ovérime, ze tthel o = 72°. Protoze je trojuhelnik rovnoramenny, musi i druhy thel pri
zakladné odpovidat 72°. Na vrcholovy thel podle pravidla sou¢tu vnitinich thld trojahelnika

tedy zbyva 36°. Stejné jako zlaty obdélnik muzeme délit na mensi a mensi obdélniky, lze podob-

[r>

72° 36°
A B

Obrazek 3.7: Zlaty trojuhelnik [5]

nym zpusobem pracovat i se zlatym trojihelnikem. Na obrazku 3.8 vidime trojihelnik ABC),
do ného# je vepsany trojthelnik ABD tak, %e |AB| = |BD|. Uhel u vrcholu A tedy stejné
jako u vrcholu D odpovida 72°. Na tfeti tihel u vrcholu B nam tedy zbyva 36°. Ze shodnosti
ahla vyplyva, Ze trojuhelnik ABD je podobny trojihelniku ABC, jeho ramena jsou tedy ku
zakladné ve zlatém pomeéru. Postup mutzeme opakovat a ziskavat tak dalsi zlaté trojuhelniky
AED, FED,...

Podivejme se znovu na obréazek 3.8, tentokrat se ale zaméfme na trojuhelnik BCD. Jak
tvrdi Livio [15], pomoci elementarnich znalosti mizeme dokazat, Ze tento trojuhelnik je rovno-
ramenny a jeho ramena odpovidaji zékladné trojihelnika ABC. Tento trojihelnik, jehoZ pomér
ramen ku zakladné je roven obracenému poméru nez je u zlatého trojuhelnika, tedy é, nazyvame

zlaty gnomon. Zlaté gnémony se vytvareji jako doplitky k vpisovanym zlatym trojihelniktim.

3.2.3 Zlata spirala

Zlata spirala, patrici do rodiny logaritmickych spirdl, se vyznacuje tzv. sobépodobnosti. Tato

vlastnost spociva v tom, ze tthel, ktery svira te¢na této kiivky v jejim libovolném bodé s pfimkou
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Obrazek 3.8: Proces vpisovani zlatych trojuhelniki [5]

spojujici tento bod se stiedem spiraly, je staly. Jinak Feceno, kiivka se vzriustajici velikosti
neméni sviyj tvar. Jak uvadi Chmelikova [5], zlata spirdla tizce souvisi s obéma predchézejicimi
atvary. Mizeme ji napfiklad pfiblizné sestrojit pomoci ¢tvrtkruznic vepsanych do jednotlivych
étvercil vepisovanych do zlatého obdélnika, kfivka s pfitom dotyka boda A, F, H, J, L, ... P6l této
spiraly (obr. 3.9(a)) je bod P, ktery je prusecikem spojnic vrcholt BD a EC, jez tvori thlopticky
zlatych obdélnikti. Logaritmickou spirdlou mizeme prolozit i vrcholy do sebe vepsanych zlatych
trojuhelniki tak, ze body C, B, A, D, E, ...budou leZet na kiivce. Jeji pdl najdeme jako prisecik
tisecek AX a DY, kde X = 1BC aY = $AB (obr. 3.9(b)).

(a) (b)

Obrazek 3.9: Zlata spirdla znazornénd pomoci zlatého obdélniku a trojahelniku [5]

3.2.4 Pravidelny pétithelnik

Pravidelny pétithelnik, ¢asto oznacovany jako pentagon, je rovinny utvar vyznacujici se péti

shodnymi stranami a péti shodnymi vnitfnimi thly. Jak uvadi Livio [15], s timto utvarem tzce
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souvisi pentagram - péticipd hvézda - davny symbol pythagorejcti. Pentagram vznikne, kdyz

spojime vSechny vrcholy pétithelnika thloptickami, kterych je stejné jako stran, tedy pét. Tyto

ahlopficky nam vytvori uprostied novy mensi pétithelnik, ktery bychom mohli opét prolozit

thloptickami a ziskali bychom pétithelnik, ze kterého bychom opakovanim uvedeného postupu

ziskali dalsi pétithelniky. Dilezitou vlastnosti je vztah pravidleného pétithelniku k zlatému

fezu. Jestlize se podivame na obréazek 3.10 mizeme pomoci elementarni geometrie snadno ovérit,
b c d

~ , % v 7 3 a __ _ _ — & __
ze tsecky oznacené a,b,c,d,e a f jsou ve vztahu § = ¢ = § = ¢ = 7=

Obrazek 3.10: Pentagram v pravidelném pétitthelniku [15]

V publikaci V. Chmelikové ,Zlaty fez nejen v matematice“ [5] najdeme o pravidelném

pétithelniku nasledujici dvé tvrzeni.

1. Dve uhlopricky v pravidelném pétiuhelniku, které nemaji spolecny koncovy bod, se navza-

jem déli v poméru zlatého Tezu.

/38°

Obréazek 3.11: Ptleni thlopficek pentagonu ve zlatém fezu [5]
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DUKAZ:

Na obrazku 3.11 je znazornén pétithelnik ABC DFE, jeho dvé thlopficky AD, BE a jejich
prisecik F. Trojihelnik BEA je rovnoramenny se zdkladnou BE. Uhel pfi vrcholu A je
roven 108°, thly u vrchold B a E odpovidaji poloviné z rozdilu 180° - 108°, tedy 36°.
Trojahelnik FAF je také rovnoramenny. Jeho zékladnou je strana FA. ProtoZe vime,
7e thel BEA je shodny s thlem AEF, ktery odpovida thlu FAF, mtzeme urcit thel
u vrcholu F' v trojihelniku FAF, ktery je 108°. Z toho plyne, ze trojuhelniky BEA a

EAF jsou podobné a Ze plati:

|BE|  |AB| (3.8)
AE| ~ |BF| '
Dopocitanim thld muZeme ukazat, ze trojuhelnik FAB je také rovnoramenny a jeho
zékladnu tvoii strana AF. Z toho plyne, ze |AB| = |BF| = |AE|. Kdyz dosadime do
vztahu 3.7, ziskdme

|BE| _ |BF|
|BF|  |EF|’

coz znamena, ze bod F déli tsecku ve zlatém fezu.

. Délka strany a uhlopricky pravidelného pétiihelnika se nachdzi k sobé navzdjem ve zlatém

POMETU.

Obrazek 3.12: Zlaty pomér thlopficky ku strané pentagonu [5]

DUKAZ:

Na obrazku 3.12 je opét znézornén pravidelny pétitthelnik. Z pfedchoziho dikazu vime,
7e thel AEB = 36°. To plati i o thlu CED. Uhel AED méFi 108°. Uhel u vrcholu

E rovnoramenného trojihelnika BC'E se zdkladnou BC' je tedy 36° a thly u zakladny
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odpovidaji 72°. Trojahelnik BC'E je podobny trojuhelniku F'AB, proto

'jg” - :f,j' (3.9)
Protoze
|BC| = |AB| = [BF|,
|FA| = |EF].
7 ptedchoziho dikazu vime, Ze % = . Dosadime-li do vztahu 3.8, ziskdme rovnost

\BE _|BC| _|BF| _
|AB| ~ |FA| ~ |BEF| _ 7

3.3 Vlastnosti zlatého ¢isla

Zlaté ¢islo p mé neukonceny neperiodicky desetinny rozvoj, nelze ho tedy zapsat jako podil dvou
celych ¢isel. Cisla, ktera maji tuto vlastnost oznac¢ujeme jako iracionalni. Pojdme se podivat

na nékteré dalsi vlasnosti, které souvisi s .

3.3.1 Mocniny zlatého ¢isla
Jiz jsme se zminili, ze ¢! = ¢ — 1 a p? = ¢ + 1. Oba uvedené vztahy si nyni dokazeme

dosazenim hodnoty ¢ = 1+T\/5 do obou stran rovnice.

42 “14vE 2426 —1+V5
v 1+v5 -1+v5  5-1 2
oo VA 1eVh-2 145
4 R - 2 Ty
tedy plati, ze
4,071 =p—1 (3.10)
s [(1+45 2_1+2\/5+5_6+2\/5_3+\/5
vz 2 - 4 R
1++/5 1+vV54+2 3445
pil = +2f+1: +\2f+ _ +2\[.

Dosazenim hodnoty ¢ ve tvaru zlomku jsme opét dosli k rovnosti
©?=p+1. (3.11)

Jak vime z rovnice 3.10, miizeme vyraz ? nahradit linedrnim vyrazem (¢ + 1), a tim snadno

dopocitat dalsi mocniny, jak je uvadi Walser [23]:

@32902-g0=(g0+1)-g0:g02+g0:<p+1+g0:2g0+1. (3.12)
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' = 1

o=

¢’ = p+l=p+1,
¢ = P*+p=20+1,
o' = PP’ =3p+2,
¢ = ¢+’ =5p+3,
W = P +pt=8p+5.

Z linearniho tvaru mocnin ¢&sla ¢ jsme ziskali Fibonacciho ¢isla jak u koeficientt ¢!, tak u

absolutnich ¢lentd. Obecné lze tuto skutecnost vyjadrit vztahem

3.3.2 Odmocnina

V nésledujici ¢asti se seznamime se dvéma nekoneénymi vyrazy, které uvadi Livio [15]. Prvnim

je soucet nekonecného sledu druhych odmocnin ¢isla 1:

x:\/1+\/1+\/1+\/ﬁ. (3.14)

Obé strany rovnice umocnime na druhou a ziskdme rovnici, kterou mizeme zapsat ve tvaru

22 = 1 + z, kterd odpovida rovnici zlatého Fezu. ReSenim souc¢tu nekone¢ného sledu odmocnin

z Cisla 1 je tedy zlaté cislo.

@:\/1+\/1+\/1+\/?- (3.15)

3.3.3 Retézovy zlomek

Druhym nekoneénym vyrazem souvisejici se zlatym fezem je fetézovy zlomek, jehoz hodnotu

chceme urcit. Zlomek je zapsan v nasledujicim tvaru

1
r=1+- . . (3.16)
+ 1+—1+4
14,%1

1+ .
I+

Jmenovatel vyrazu na pravé strané odpovida z, rovnici tedy muzeme napsat jako x = 1 + %

2

Vynésobenim obou stran nezndmou x ziskdme z* = x4+ 1, coz stejné€ jako v pfedchozim prikladé
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odpovidé rovnici zlatého fezu. Vysledkem je tedy

-1+
2 1t 1

o
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(3.17)



Kapitola 4

Platonska télesa

Pod pojmem platénska télesa se skryvaji atvary, jez nazyvame pravidelnymi konvexnimi mno-
hostény. Jak uvadi Vincent [21], pravidelné konvexni mnohostény musi spliiovat nasledujici

podminky:
1. Vsechny stény pravidelného konvexniho mnohosténu jsou totozné a rovnostranné.
2. Vsechny thly u vrchold pravidelného konvexniho mnohosténu jsou shodné.
3. Kazdému pravidelnému konvexnimu mnohosténu lze vepsat ¢i opsat koule.

Téles, které splnuji tyto podminky, je pouze pét - ¢tyFstén, krychle, osmistén, dvanactistén
a dvacetistén (obr. 4.3). V publikaci M. Livia ,Zlaty fez“ [15] se docteme, Ze vSechna tato
télesa popsal fecky filozof Platén jiz v 5. stoleti pf.n.l. a pfisoudil jim povahu ¢éty? zakladnich
latek tvoricich podstatu hmoty. Ctyfstén predstavoval v Platénové pojeti ohefi, krychle zna-
zornovala Zemi a vzduch odpovidal osmisténu. Dvacetistén symbolizoval vodu a dvanastistén,
paté téleso, byl pripisovan vesmiru jako celku. Jak jsme fekli, pravidelnych konvexnich mno-
hosténti najdeme pouze pét. Tento fakt potvrdil Leonardo Euler, ktery formuloval vztah platny
pro kazdy konvexni mnohostén (viz rovnice 4.1). Dosazenim si muZeme snadno ovéfit, ze
Ctyfstén, krychle, osmistén, dvanéctistén a dvacetistén jsou skutecné jedinymi mnohostény,

které této rovnici vyhovuji.

v+s—h=2. (4.1)

v...pocet vrcholu mnohosténu
s...pocet stran mnohosténu

h...pocet hran mnohosténu
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(a) (b) (c) (@ ©

Obrazek 4.1: Platénska télesa [24]

Nazev s |h |v | Typstény | Povrch Objem
Ctyfstén = TETRAEDR 4 |8 |6 | trojuhelnik | v/3a2 Y248

Krychle = HEXAEDR 6 |12 |8 | ctverec 6a> a’

Osmistén = OKTAEDR 8 |12 |6 | trojahelnik | 2v/3a2 V243
Dvanéctistén = DODEKAEDR. | 12 | 30 | 20 | pétithelnik 3\/ 25+ 10v/5a? | 1(15+ 7/5)a®
Dvacetistén = IKOSAEDR 20 | 30 | 12 | trojthelnik | 5v/3a® Z(3+V5)d®

Tabulka 4.1: Charakteristika platénskych téles

4.1 Dualita

V tabulce 4.1 jsou uvedeny charakteristiky jednotlivych téles o délce strany a. Pokud budeme
sledovat vztah mezi vrcholy a sténami jednotlivych téles, zjistime, Ze mezi nékterymi mno-
hostény existuje urcéita symetrie. Krychle se skladé z osmi vrcholi a Sesti stén, osmistén naopak
z osmi stén a Sesti vrchold, diky tomu mutZeme vepsat osmistén do krychle i krychli do os-
misténu. Rikdme, Ze krychle a osmistén jsou dudlnimi mnohostény. Dualitu najdeme i mezi

dvanéctisténem a dvacetisténem. Jediné platonské téleso, které je dudlni samo k sobé€, je ctyistén

(obr. 4.2).

.|
V A4

Obréazek 4.2: Dualita u platénskych téles [9]



32 KAPITOLA 4. PLATONSKA TELESA

(a) (b)

Obrazek 4.3: Zlaté obdélniky ve dvacetisténu [23]

4.2 Zlaty rez v platonskych télesech

Mimo uvedené vlastnosti souvisi platénska télesa velmi tizce se zlatym fezem. Predstavme
si nyni tfi zlaté obdélniky, které mezi sebou navzajem sviraji pravy uhel (obr. 4.3(a)).
Pokud slozime tyto obdélniky jako na obrazku a spojime jejich vrcholy, ziskdme dvacetistén
(obr. 4.3(b)). Kdyz se pozorné zadivame na toto téleso, vSimneme si, Ze pét rovnostrannych
trojuhelniktt ma spoleénych pravé vrchol dvacetisténu. Trojuhelniky tvoii pravidelny pétiboky
jehlan, jehoz podstavou je pravidelny pétitthelnik, u kterého jsme si vztah ke zlatému fezu jiz
objasnili. Podle Jirovské [9] mtizeme diky symetrii mezi nékterymi platénskymi télesy vepsat
jedno téleso do druhého. Dvacetistén se d& zapsat do dvanastisténu (princip duality) tak, ze
trojice zlatych obdélniki obsaZena ve dvacetisténu se bude svymi vrcholy dotykat stiedt stén
dvanactisténu. Dvacetistén mtizeme vepsat také do osmisténu, kde vrcholy zlatych obdélniki

déli hrany osmisténu v poméru zlatého fezu.



Kapitola 5

Fibonacci

1 se narodil v italské Pise

Jak uvadi Juskevié¢ [11], Leonardo Pisansky, znamy jako Fibonacci
roku 1170 v rodiné meéstského tfednika Bonaccia. Na pfani svého otce se vénoval uceni arit-
metickych postupti, které byly potfebné pro vykon povolani statniho ufednika. Jeho studia
vSak daleko presdhla ramec védomosti, které vyzadovalo jeho povolani. Na svych cestach za
obchodem po Egypté, Syrii a Byzanci si Leonardo rozsifoval své védéni o aritmetice, které
v roce 1202 shrnul ve svém dile , Liber abaci“ (Kniha o abaku). Tato publikace se stala jednim
indicko-arabskych ¢islic misto fimskych, zafazeni nuly mezi ¢isla, pfevod zlomkt na nejmensiho
spole¢ného jmenovatele apod. Miizeme zde najit ilohu o krélicich, kterou si pfedstavime v nasle-

dujicim textu. Fibonacci vytvoril dalsi dvé vyznamna dila ,,Liber quadratorum® (Kniha ¢tverci)

a ,,Practica geometriae“ (Praxe geometrie), z nichz ¢erpaly mnohé dalsi generace matematiki.

5.1 Fibonacciho posloupnost

Fibonacci se ve své knize ,,Liber abaci“ vénoval riznym matematickym vypocttim. Jeho zaujeti
pro ¢isla ho privedlo k myslence, jak by vypadala posloupnost, kdyby kazdy jeji ¢len byl sou¢tem
dvou predchozich. Tato posloupnost vesla do déjin jako tzv. Fibonacciho posloupnost, nazvana
na pocest svého objeviteli. Walser [23] uvadi definici Fibonacciho posloupnosti néasledujicim
zpusobem.

Fibonacciho posloupnost je dana rekurentnim vztahem:

Gn+2 = Qp+41 + Qp, (51)

'Pfidomek ,,Fibonacci vznikl slozenim slov filius Bonacci, coz v ital$tiné znamena syn Bonaccitiv, do &estiny

prekladano jako ,,syn dobrotivé povahy“.

33
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kde a1 =1, as = 1.

Cleny této posloupnosti tvoii tzv. Fibonacciho &isla, ktera kromé prvnich dvou vznikaji jako
soucet dvou pfedchozich: 1,1,2,3,5,8,13, ... Tato ¢isla maji velmi zajimavé vlastnosti a svym
vyznamem daleko presahuji hranice matematiky. Jejich vyskyt mtzeme najit v rtiznych piirod-
nich jevech (napftiklad postaveni listi na stonku, usporddani semen apod.). Nejjednoduseji si

Fibonacciho posloupnost vysvétlime na tloze o kralicich, kterou uvadi Livio [15].

Uloha o kralicich

Predstavme si, Ze mame jeden par kralikii a zajimé nas, kolik partd kralikd budeme mit po
jednom roce, jestlize se kazdému dospélému paru kazdy mésic narodi jeden par schopny se za

meésic rozmnozovat. Pfedpokladem tlohy je, Ze kralici ve sledované dobé neumiraji.

1

A

A

AN

AR AR
RITIITITILN:

Obréazek 5.1: Rozmnozovani kralika [15]

RESEN{:

Na obrazku 5.1 je zobrazeno mnozeni kralikti v prvnim az Sestém mésici, dospély par je
znazornén vétsi siluetou krélika a mlady par jeji zmensenou kopii. V prvnim mésici mame
tedy zakladni par, ke kterému se ve druhém mésici prida nové narozeny par. Ve tfetim mésici
nam mlady par dospéje a ptuvodni dvojice porodi dalsi par, mame tedy dva dospélé pary a je-
den mlady. Ve ¢tvrtém meésici jiz budou tii dosp€lé pary a dva pary mladjch atd. Je ziejmé,
ze pocet para kralikdi v urcitém mésici je roven souctu part z dvou predchézejicich mésici:
1+2+3+5+8+ ... 4+ 377, coz odpovida Fibonacciové posloupnosti. Posloupnost plati
obecné nejenom pro péry, ale funguje i pokud chceme sledovat zvl4ast dospélé a mladé pary.
Pokud se opét podivame na tabulku 5.1, zjistime, Ze pocet dospélych pard v jednotlivych
mésicich odpovida posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... a pocet mladych part sleduje tutéz posloup-

nost pouze posunutou o jeden mésic: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8 ...
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k 0Oj1(23|45 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12

S, |11]2]3 5|8 | 13|21 |34|55|89 | 144 | 233
Mg |01 |1 213|5 |8 |13]21|34 |55 |8 | 144
Fp |112|3|5|8|13|21|34|55/|89 | 144 | 233 | 377

Tabulka 5.1: Mnozeni kralikti podle Fibonacciho

k...mésice v jednom roce
Sk...pocet dospélych pdri
My,...pocet mladych pdru
F}....¢isla Fibonacciho posloupnosti

Bec¢var [4] pro matematické vyjadieni vztahu pouziva nésledujici vzorec:
Fo,=8,+ My, =S5, +Sk_1=Fp_1+ Fr_o. (5.2)

Po jednom roce budeme mit celkem 377 part kralikti. Tuto skutecnost ovéfime dosazenim

hodnot z tabulky 5.1 do uvedeného vzorce:

5.2 Fibonacciho ¢&isla

Cleny Fibonacciho posloupnosti nazjyvana Fibonacciho ¢isla disponuji velmi zajimavymi vlast-
nostmi. Pfedstavme si ¢leny Fibonacciho posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...
Knott [13] tvrdi, Ze pokud bychom sledovali dostatecné dlouho jeji vyvoj, zjistili bychom, ze
posledni ¢islice se periodicky opakuji. U posledni ¢islice je tato perioda 60, u posledniho dvojcisli
300. Podobné se chova i posledni trojcisli, které se opakuje s periodou 1500.

V nésledujicim textu se podrobnéji seznamime se zédkladnimi vlastnostmi Fibonacciho ¢isel

podle Vorobjeva [22] a ukadzeme si, jak tato ¢isla souvisi se zlatym fezem.

5.2.1 Zakladni vlastnosti

1. Soucdet prvnich n Fibonacciho d&isel:
UL+ U + oo F Uy = Upro — 1. (5.3)
Dtikaz provedeme tak, ze secteme jednotlivé ¢leny posloupnosti

uy = uz—uz,
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U2 = U4q4 — U3,

Up = Up+2 — Up+1-
Souctem ziskdme rovnici uy + ug + ... + Up = Upyo — U2 , kde ug = 1.
2. Soucet Fibonacciho d&isel s lichymi indexy:
ur +ug +us + ... +uop_1 = Uop,. (5.4)

Abychom dokézali uvedenou rovnost, musime opét secist jednotlivé ¢leny posloupnosti

uy = u,

us = U4 — U2,

us = U — U4,
U2n—1 = U2p — U2n—2,

tim ziskdme pozadovany vysledek.
3. Soucet Fibonacciho cisel se sudymi indexy:
U + Ug + ... + U2y = U1 — 1. (5.5)
Pokud od upravené rovnosti 5.3 odecteme rovnost 5.4, ziskdme
U + Ug + ... + U2y = U242 — 1 — U2y = U2p41 — 1,
coz jsme chtéli dokazat.
4. Soucdet cétvercu prvnich n Fibonacciho éisel:
Ut ud AU =y U (5.6)

Ry . . « o . 9
Nejdfive si musime uvédomit, ze uy - Ug41 — Up—1 - U = Uk - (Up1 — Up—1) = U},

Potom sectenim ¢lentl néasledujicich rovnosti ziskdme vztah 5.6.

2

Uy = UuUp-ug,
2 _

Ug = U2 U3 — UL U,
2 _

’LL3 = U3 - Ug — U2 U3,
2

Uy = Up - Un+l — Up—1 " Un-
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5. Kvadratury obdélniki:

Jak uvadi Livio [15], dalsi vlastnosti Fibonacciho éisel je, Ze lichy soucet soucint nasled-
nych ¢lent Fibonacciho posloupnosti se rovna druhé mocniné posledniho ¢isla. Tuto vlast-

nost si mizeme snadno ovérit pomoci obrazku 5.2.

2
U U+ U U F U3 UL F e U Up gl = Uy (5.7)
13 % 21
2X3 3Ix5
1x2 [ixl
8x13
5x8

Obrazek 5.2: Kvadratury obdélniki [15]

6. Vypocet n-tého élenu Fibonacciho posloupnosti:

Jiz vime, jak vypada Fibonacciho posloupnost a dokazeme si predstavit né€kolik prvnich
¢lentl této posloupnosti. Dosud jsme tyto ¢leny urcovali pouze rekurentné, tedy postupné
pro jeden index za druhym. Existuje vS§ak Binetiv vzorec, ktery ndm umoziiuje vypoci-
tat libovolné ¢islo Fibonacciho posloupnosti, aniz bychom znali hodnotu dvou piedchéaze-

jicich clent.

15\ _ (1=vB\"
u(n):( 2 >\/5< ) (5.8)

Kdyz si pozorné prohlédneme Binetiv vzorec, zjistime, Ze zlomky v zavorkach odpovidaji

nasledujicim zptisobem zlatému ¢islu:

H
+
S

5 = ¥
1-v5 _
2~ 7
Binetiiv vzorec mtizeme tedy psat ve tvaru
n_ (1— n
u(n) = il Chnd') . (5.9)
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ODVOZENT:

Odvozeni Binetova vzorce najedeme opét u Vorobjeva [22], ktery vychazi z rovnice

Fibonacciho posloupnoti ve tvaru
Uy, = Up—1 + Up—2. (5.10)
Reseni této rovnice budeme hledat ve tvaru geometrické posloupnosti

1,q, q2...
Musi tedy platit, ze
="+
Po vydéléni rovnice ¢islem ¢" 2 ziskdme rovnici odpovidajici zlatému fezu:

¢ =q+1,

1+V5 a 1-5
2

jejiz koteny —5=> jsou kvocienty hledanych posloupnosti. Tyto kvocienty oznac¢ime

jako o a 8. Protoze mame dva kvocienty, mame také dvé geometrické posloupnosti, které
jsou Tesenim rovnice 5.10. Lze ukazat, Ze i poloupnosti v néasledujicim tvaru, kde ¢; a ca

jsou hledané konstanty, jsou fesenim rovnice 5.10.
2 2
c1 + ez, cra+ cef, cra” + 87
Cisla ¢; a ¢y uréime z rovnice

c1+c = uy,

0104+C25 =  u2.

Prvni dvé ¢isla Fibonacciho posloupnosti jsou 1 a 1. Jednicky tedy dosadime za uj a ug

do soustavy

cpr+co = 1,
1+v5 | 1-v5
Cc1 + o = Uus.
2 2
PP . r 1z _ 1+V5 __1-/5 ; .
Resenim této soustavy ziskdme c; = a5 2= e Dosadime do rovnice

Up = o™t F e =

L5 (1B 1-V5 (1-v5\"
2v/5 2 2v/5 2 ’
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tedy

Dalsi vzorce a poucky, které plati pro Fibonacciho ¢isla, si jiz uvedeme bez dikazu a po-

drobnéjsiho popisu

® Upim = Um-1Up + UnUn+1,

— 2,2 2
® Uop = Upyy — Up—1,

nejvétsi spoleény délitel dvou Fibonacciho ¢isel je opét Fibonacciho ¢islo,

je-li ¢islo n délitelné ¢islem m, je také cislo u,, délitelné cislem wu,,,

Fibonacciho ¢islo je sudé, pokud je jeho index délitelny tfemi.

5.2.2 Fibonacciho ¢isla v Pascalové trojuhelniku

Nyni si ukdzeme, jak Fibonacciho ¢isla souvisi s binomickymi koeficienty. Binomické koefi-
cienty jsou pro pfehlednost uspotradany do geometrického schématu - Pascalova trojihelnika
- v némz jsou zobrazeny jako kombinac¢ni ¢isla nebo jejich vycislené hodnoty. Na obrazku
5.3 vidime Pascaliiv trojuhelnik. Na thlopfickach, které stoupaji smérem zleva doprava,

se nachazi cisla, jejichz soucet ndm dévéa Fibonacciho ¢islo.

/11

S )
S
11/1/106/104 5 | 1

o

6 15 20 15 6 1

Obrazek 5.3: Pascaliv trojihelnik [23]

Pokud tedy plati, ze soucet tihlopficek (n—2) a (n—1) je roven sou¢tu vSech ¢isel lezicich
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na n-té thlopficce, je dokdzano, ze soucet ¢isel na jakékoli ze stoupajicich tthlopficek

Pascalova trojuhelnika je Fibonacciho ¢islem.

5.3 Souvislost Fibonacciho Cisel se zlatym rezem

Uz jsme si ukazali, ze zlaty fez se objevuje ve vzorci pro vypocet n-tého ¢lenu Fibonacciho
posloupnosti. Mezi témito dvéma jevy je v8ak mnohem silnéjsi provazanost. Pojdme se nyni

podivat na podil dvou sousednich Fibonacciho ¢isel podle Livia [15].

Y2 1o

1 - ) )

2 1

= = 14 ==2,000

1 +1 ) Y

3 1

= = 1+4—=1

5 + 17 = 1,500,

5 1

=~ = 14— =1,666,

3 L+ 7

8 1
T

13 1

5 =t — =162
i E———

Z uvedenych vztahi je zfejmé, ze ¢im vyssi Fibonacciho ¢isla mezi sebou délime, tim vice
se jejich podil blizi hodnoté zlatého Fezu. Chmelikova [5] tuto skutecnost znazornuje pomoci

nasledujici limity

. Un+1
lim

n—00 Uy,

= . (5.11)

DUKAZ:

7 Binetova vzorce vime dosadime za u, a un,4+1, tedy

entl_(1—p)ntl . .
lim = lim = lim ) _
el (=
5
= lim (anrl — (1 — (‘O)n+1 _ limy, 00 (pn+1 - hmn—>oo(1 — (p)nJrl _
n—oo " — (1 — QO)” hmn—>oo Q" — hmn—>oo(1 — (,0)”
lim,, 00 "1 — 0 ot
- ; = lim =
limy, 00 ™ — 0 n—oo (N
n .
= lim 2P = lim =
n—oo (p’n, n=00

Souvislost mezi Fibonacciho €isly a zlatym fezem demonstruje Walser [23] na nésledujicim

prikladé: zkusme si vybavit zlaty obdélnik a jeho prolozeni ¢tverci, které nam do nekonecna
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vytvari dalsi zlaté obdélniky. Uvazujme nyni opacny ¢aste¢né modifikovany zptsob, kdy k nej-
mensimu ¢tverci pridame ¢tverec o stejné strané a k obéma pak dalsi ¢tverec o strané, ktera se
rovné souctu stran dvou predeslych ¢tverct (obr. 5.4). Dalsim pfidavanim ¢tverct vznikne ob-
délnik jehoz pomér stran se bude blizit zlatému fezu. Zdt@vodnéni je zcela prosté - posloupnost
délek stran jednotlivych ¢tvercth odpovida ¢lenim Fibonacciho posloupnosti - podil rostoucich

stran obdélnikd se tedy blizi zlatému pomeéru.

I:DEl_I_ EE

Obrazek 5.4: Napojovani ¢tverct [23]




Kapitola 6
Zlaty rez v prirodé

Ptiroda disponuje nepiebernym mnozstvim rozmanitych tvard a barev, pfesto v ni mizeme

N

6.1 Rostliny

6.1.1 Fylotaxe

Fylotaxe je naukou o postaveni list na stonku rostliny. Touto védou se zacali zabyvat lidé jiz
ve staroveéku, své jméno vsak ziskala az v poloviné 18. stoleti, kdy ji sSvycarsky pfirodovédec
Charles Bonnet oznacil pojmem fylotaze. Podle Slavikové [20] pfiroda rozmistuje listy na stonku

tfemi zékladnimi zpisoby:
e Preslenité - listy vyristaji po tfech a vice z jedné uzliny.
e Vstiicné - dvojice listi vyristaji naproti sobé po obvodu stonku vzajemné otoceny o 90°.
e Stiidavé - listy jsou uspotradany do sroubovice.

Vzacné se mize vyskytnout i neusporadané rozmisténi, to je vsak typické pouze pro primi-
tivni druhy rostlin. Nejbéznéjsim uspofadanim listi na stonku je stiidavé postaveni. Jak uvadi
Olsen [17], najdeme ho az u 80 procent vyssich rostlin. Listy jsou usporddany do Sroubovice,
kterd se v botanice nazyva genetickd spirdla. Kdyz postupujeme po této genetické spirale
smérem vzhiru, narazime po urc¢itém urcitém poctu otocek na list, ktery vyrtista presné nad
listem, od kterého jsme zac¢inali. Casti genetické spirly, které jsou oddéleny listy vyrtstajicimi
pfimo nad sebou, oznacujeme jako cykly. Tyto cykly miZeme charakterizovat pomoci fylotak-

tického poméru, ktery nam udava thel divergence!. Na obr. 6.1 jsou znazornény tii rtizné

1Uhel divergence je takovy thel, ktery sviraji spojnice stiedu stonku se dvéma sousednimi listy.
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divergence postaveni listii, konkrétné 1/2, 1/3 a 2/5. Prvni geneticka spirala obsahuje cykly po
dvou listech na jednu otacku, prostfedni po trech listech na jednu otacku a posledni spirala je
déna cykly s péti listy na dvé otacky. U Livia [15] najdeme nékteré druhy divergenci a jejich
zastupce.

1/2 = lipa, vinna réva, ...

1/3 = liska, ostruzina, buk, ...

2/5 = jablon, merurika, ...

3/8 = hrusné, smutecni vrba, ...

o
[/\

Obréazek 6.1: Schéma stfidavého postaveni listtl na stonku [20]

Divergenci najdeme v pfirodé mnoho. Jednotlivé poméry maji zajimavou vlastnost, vSechny

totiz odpovidaji pomérim Fibonacciho ¢isel

Souvislost mezi fylotaxi a Fibonacciho éisly objevil podle Livia [15] jiZz némecky astronom
Johannes Kepler. Botanici Karl Friedrich Schimper, Alexandr Braun a bratfi Bravaisové pak
objevili pravidlo, podle néhoz se fylotaktické poméry daji vyjadiit pomoci poméra Fibonacciho
¢isel. Dal$im vyznamnym objevem bylo, Ze Fibonacciho &isla se vyskytuji i u parastichfi?

borovych $isek a ananasu.

6.1.2 Druhotné spiraly

Na obrazku 6.2 jsou znazornény 3 druhy spirdl, které mtzeme najit u ananasu. Pocet spiral
stoupajicich zleva doprava je na celé ananasové kiife obvykle 21, ve sméru zprava doleva jich

napocitame 13. Tteti druh ¢itajici 8 spirdl je velmi strmy a postupuje vzhiru od levé dolni

2Parastichy = druhotné spiraly objevujici se u nékterych rostlin (kaktusy) nebo jejich ¢asti (Supiny borovjch

sisek).
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¢éasti k pravé horni. Dalsi ptiklad druhotnych spiral najdeme u uspofadani Supin borovych sisek
(obr. 6.3). VSechna ¢isla druhotnych spiral jsou opét ¢leny Fibonacciho posloupnosti stejné jako

¢isla u fylotaktického poméru.

Obrézek 6.2: Druhotné spiraly kiry ananasu [15]

Bratii Bravaisové objevili, Ze idealni usporadani listd je takové usporadani, jehoz diver-
gencni thel je roven 137,5°. Doplnék tohoto thlu k 360° je roven tihlu 222,5°) ktery ziskdme
vydélenim 360° hodnotou . Uhel 137,5° je proto oznacovan jako zlaty thel. . P¥iroda vyuziva
¢ prostfednictvim tohoto tthlu z jednoho prostého divodu. Cislo ¢ je iraciondlnim ¢islem, nelze
tedy zapsat ve tvaru zlomku dvou celych éisel. To je v prirodé velmi vyhodné, nebot ¢im vice
se fylotakticky pomér rostliny blizi tomuto ¢islu, tim méné si jeji listy vzajemné stini, a mohou
tak vyuzit maximum slunecni energie a vladhy. Zlaty thel se netyka pouze postaveni listd, ale
vyskytuje se i u rozmisténi semen nebo okvétnich platkt. Nazorny piiklad uspordadani semen ve
zlatém thlu najdeme u slunecnice. Diky maximalnimu vyuziti horizontalniho prostoru vytvareji
semena slune¢nice dva druhy spirdl (po sméru hodinovych rucicek a proti). Jednotlivd seminka
vypliuji cely prostor kvétniho ltizka slunecnice pouze pii rozmisténi ve zlatém tthlu. Kdybychom
jejich rozmisténi zménili jen o jedinou desetinu stupné, protismérné spiraly by se objevovaly jen
kolem stfedu, kde jsou seminka maximalné nahusténa a blize k obvodu uz bychom nasli spiraly
pouze v jednom sméru. Pocty protismérnych spiral zavisi na velikosti slunecnice, nejcastéji se
objevuje 55 spirdl v jednom sméru a 34 v druhém (obr. 6.4). Existuji vSak i slune¢nice s pocty
spiral 89/55, 144/89, vyjimecéné i 233/144. Opét vidime, Ze pocty spirédl jsou Fibonacciho ¢isla.

Priroda si v téchto ¢islech nasla velkou oblibu.

6.1.3 Kvéty a Fibonacciho ¢isla

Kromé uvedenych piikladii je mizeme najit u vétveni nékterych rostlin (bertrdm obecny)
i v po¢tu okvétnich platka (obr. 6.5). Jak se muzeme docist na webovych strakach World
Mysteries [25], nejobvyklejsim poctem okvétnich platka je pét. Toto ¢islo najdeme napiiklad

u orlicku nebo divoké rtize. Pfiroda vsak ve stavbé kvétl vyuziva i dalsi Fibonacciho ¢isla:
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Obrazek 6.4: Prostismérné spirdly u slune¢nice [16]

3 platky: lilie, ...

5 platkl: pryskyinik, ...
8 platku: stracka, ...

13 platku: starcek, ...
21 platkt: cekanka, ...
34 platki: fimbaba, ...

55, 89 platkl: zastupci z Celedé hvézdnicovitych.

6.2 Zivo&ichové

Fibonacciho ¢isla a zlaty fez nejsou zvlastnosti ani u zZivocichd. V paté kapitole jsme si
ukézali rist krali¢i populace popisujici Fibonacciho posloupnost. Tento piiklad byl zalozen na
nerealnych predpokladech, nebof kralici béhem sledované doby neumirali a dospély par rodil
pravidelné kazdy mésic pravé jeden novy par. V prirodé vsak Fibonacciho posloupnost skutecné

existuje, a to v rodokmenu trubcti. Trubci jsou vceli samecci, ktefi se vyvijeji z neoplodnénych
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(a) (b) ()

Obrazek 6.5: trojéet velkokvéty (a), orlicek obecny (b) a krevnice 1ékarska (c) [25]

vajicek délnic, maji tedy pouze matku na rozdil od délnic, které maji oba rodic¢e. Z rodokmenu
trubctli na obrazku 6.6 je zfejmé, ze kazdy trubec ma 1 matku, 2 prarodice, 3 praprarodice, atd.

Pocty véelich jedinct v kazdé generaci ndm tedy davaji opét Fibonacciho ¢isla.

Obrazek 6.6: Rodokmen trubcii [15]

6.2.1 Lidské télo

Myslenka, ze lidské télo je vystavéno v poméru zlatého fezu, byla vyslovena jiz ve starovéku.
Prozkoumejme podrobnéji lidskou ruku. Kazdy z nads ma dvé ruce, na kazdé ruce se nachéazi
pét prsti, kazdy prst (kromé palce) je rozdélen na tii ¢lanky. Na obrazku 6.7 vidime barevné
rozliSené tii ¢lanky tvorici prostfednicek a ¢tvrty ¢lanek ukryty v dlani. Délky jednotlivych
tsekti odpovidaji ¢lentim Fibonacciho posloupnosti, coz jasné ukazuje na souvislost se zlatym
fezem. Podobné tvrzeni panuje i o poméru segmentti koncetin i celého téla a dokonce o struktuie

DNA.
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Obrazek 6.7: Fibonacciho éisla u ¢lankd prostiedniku [25]

6.2.2 Logaritmicka spirala v prirodé

Jak jsme Fekli v tvodu kapitoly, pfiroda disponuje nepfebernym mnozstvim réznych tvari,
z nichz logaritmické spirdly patii k jedném z nejoblibenéjsich. Podle Jirovské [10] byl timto
tvarem fascinovan i Jacques Bernoulli (1654-1705), ¢len slavné matematické rodiny. Jeho okouz-
leni vedlo k tomu, Ze oznacil logaritmickou spiralu terminem Spira mirabilis (zazra¢na spirala).
Logaritmicka spirdla je charakterizovana neustalym prodluzovanim poloméru pii vzdalovani
kiivky od svého stiedu, jinymi slovy zachovava tvar a pomeér casti. V piirodé se vyskytuje
v podobé nezivych ¢asti zivocichli - rohy, parohy, zobdky, drapy, zuby a schranky mékkyst. Na-
zornym piikladem logaritmické spirdly je tvar schranky lodénky hlubinné (Nautilus pompilius),
moiského hlavonozce, ktery si s rostouci velikosti svého téla buduje vzdy znovu novou komtirku

oddélenou od ptivodni tenkou prepazkou (obr. 6.8).

Obrazek 6.8: Nautilus pompilius [16]
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(a) (b)

Obrazek 6.9: Kochova vlocka [15]

6.3 Fraktaly

Fraktaly jsou geometrické objekty se zdanlivé slozitou strukturou. Jejich typickou vlastnosti je
sobépodobnost, kdy fraktalni obrazec je utvaren z ¢asti, které jsou zmensenymi kopiemi celého
obrazce. Jak uvadi Livio [15], termin fraktdl3pouzil poprvé Benoit B. Mandelbrot, francouzsky
matematik a zakladatel fraktalni geometrie, ktery utfidil a doplnil v té dobé jiz znamé koncepce
do jednotného celku. Fraktalni geometrie ma obrovsky vyznam pfi popisu tvari a objekti
realného svéta. Vétsina skuteénych objektti byva pfilis slozita na to, abychom je mohli popsat
prostfednictvim eukleidovské geometrie, naproti tomu fraktalni geometrie dokaze znazornit
i velmi slozité struktury jakymi jsou napriklad vodni sif, strukturu plic, tvar mrakti nebo
elektricky vyboj.

Jednim ze zékladnich tvard vskytujicich se ve fraktalni geometrii je Kochova vlocka
(obr. 6.9), kterd byla poprvé popsana roku 1904. Na jejim tvaru si miZzeme snadno vysvétlit
princip vytvareni fraktald. Zakladem vlocky je rovnostranny trojihelnik o délce jeden cen-
timetr. Ke stfedim stran tohoto trojuhelnika pfipojime dalsi trojuhelniky zmensené oproti
pfedchozimu v poméru 1:3. K témto trojuhelnikim pfipojime dalsi trojuhelniky opét zmensené
o jednu tfetinu (obr. 6.9(a)). Postupnym opakovanim tohoto postupu ziskdme ¢lenity obrazec
zvany Kochova vlocka (obr. 6.9(b)).

Liviovy poznatky dopliuje Walser, ktery se tématu fraktalt podrobné vénuje ve své knize
»The Golden Section“ [23]. Dovime se zde, Ze k pFesnému popisu fraktalti potfebujeme znat

jejich dimezi D a faktor zmény délky f.

6.3.1 Vypocet fraktalni dimenze

Fraktalni dimenzi D ziskdme odvozenim ze vztaht, které plati v celociselnych dimenzich.
Zjistime tedy mnozstvi podobjekti, které lze v jednotlivych dimenzich ziskat pfi daném fak-
toru zmény délky. Usecka je jednorozmérny objekt (D = 1), pokud ji rozdélime na polovinu

(f = 3), ziskdme 2 tseky. KdyZ rozdélime &tverec (D = 2) v poloviné jeho strany (f = 1),

3 Vyraz fraktdl pochézi z latinského slova fractus = rozdéleny, rozlomeny.
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ziskdme 4 = 22 mensich ¢tvercil. Jestlize pouzijeme déleni strany étverce na tfetiny f = %),
vyjde nam 9 = 32 étverct. U trojrozmérné krychle (D = 3) nam pii pouziti faktoru f = %
vznikne 8 = 23 krychli a pii pouziti faktoru f = % vynikne 27 = 33 krychli. Cislo udavajici

pocet podobjektl v urcité dimenzi mtzeme vyjadrit rovnici

n= (J{)D (6.1)

Dimenzi D vyjadiime z rovnice tak, Ze nejdfive obé strany zlogaritmujeme a upravime podle
pravidla pro pocitani s logaritmy:

D— logn logn logn  logn

= = = = — ) 6.2
log (%) logl —logf 0—logf log f (6:2)

6.3.2 Vybér faktoru zmény délky

Hlavnim rysem fady pfirodnich fraktali je vétveni. Na obr. 6.10(a) vidime zékladni vétev o délce
1 délici se pod thlem 120° na dvé dcefinné vétve o délce % Kazdy dcefinnd vétev se opét déli
pod thlem 120° na dvé vétve o poloviéni délce, tedy o délce %. Tento postup opakujeme do
nekonecna. Pri faktoru zmény délky f = % vznikaji mezi jednotlivymi vétvemi prazdna mista.
Pokud tato prazdna mista odstranime, ziskdme strukturu, jez maximalné vyuziva volného pros-
toru aniz by se jeji libovolné ¢asti prekryvaly. Toho docilime vybérem vhodného faktoru, jehoz
hodnotu odvodime z obrazku 6.10(b). Dcefinnd vétev faktoru zmény délky f se zveda v ahlu

30° k vodorovné roviné, coz vyuzijeme v nasledujicim vypoctu:

fcos30° = f3cos30° + f1cos30° + f5cos30° + ...
3
_ 43 g4 45 _f
f = fr+r+r+.. 7
Tuto rovnici upravime na tvar
1—f=f2 (6.3)

jehoZ Tesenim je f = é.
Jestlize znadme faktor délkové zmény zlatého stromu, lze snadno dopoditat jeho dimenzi

dolnénim do vztahu 6.2:

Mnozstvi novjrch prirtistk uvedeného vétveni miizeme popsat exponencialni funkei y = 2%,

kde k je pocet generaci (generace ,0“ oznacuje zakladni vétev). Je ziejmé, ze pokud budeme
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(a) (b)

Obrazek 6.10: Vétveni pod thlem 120° [23]

dlouho opakovat postup vétveni, nebude nase oko schopné rozeznat linie jednorozmérnych car.
Vhodnéjsi metodou je znazornovat fraktalni obrazce pomoci dvojrozmérnych objekti, které
nase oko lépe registruje. Na obr. 6.11 vidime vétveni tvaru zvany lunetka pti faktoru f = %,

ktery se pouziva ke znazornéni zlatého stromu. (obr. 6.12).

A A
AR

Obrazek 6.11: Vétveni lunetky [23]

Obrazek 6.12: Zlaty strom vytvotreny z lunetek [23]

Mezi dalsi dvojrozmérné utvary, které se pouzivaji v souvislosti s fraktaly, jsou rovnostranné
trojuhelniky nebo ¢tverce. Pii vyuziti faktoru f = é se opét vytvori struktury, jejichz vétve
se budou navzajem dotykat. U vétveni ¢tverce nalezneme navic i obdélniky, jejichz strany
odpovidaji zlatému fezu. Jak bylo feceno, fraktalni geometrii miizeme najit u mnoha prirodnich
jevi. Nadhernym prikladem je brokolice romanesco, variantni forma nam znamého kvétaku,

jejiz zmensené kopie vytvarieji na povrchu viditelné spiraly(obr. 6.14).
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(a) (b)

Obréazek 6.13: Ctvercové a trojuhelnikova fraktalni struktura [23]

Obrazek 6.14: Brokolice romanesco [12]
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Kapitola 7

Zlaty rez v umeéni

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze matematika s uménim nemé mnoho spole¢ného. Opak je
vSak pravdou, nebot krasné sochy, monumentalni budovy i slavné obrazy v sobé& skryvaji mnohé
z matematickych poucek a vztahi, které oku pozorovatele ztstavaji utajeny. Nelze tvrdit, ze
kazdy umélec musi byt nutné i nadanym matematikem. Z vyroku Leonarda da Vinci: ,,Af mé
dilo necte nikdo, kdo neni matematik“ ( Livio [15, s. 124]) je jasné, ze matematika byla s uménim

propojena velmi tzce jiz od ddvnych cast.

7.1 Architektura

Jednou z oblasti uméni, ve které je matematika piimo nezbytnou soucasti, je architektura. To,
Ze podstata archtitektury je vystavéna na zakladech geometrie a také na iméte (poméru mezi
jednotlivymi ¢astmi), si uvédomovali jiz ve starovékém Egypté a Recku. Pomér zlatého fezu se
adajné objevil jiz pii stavbé pyramid nebo u feckém Parthenénu, o nichz jsme mluvili v tvodu

o historii zlatého rezu.

7.1.1 Romanski méridla

Mnozi umélci si byli védomi nadhery, kterou v sobé zlaty fez skryva, a snazili se ho proto
zakomponovat i do svych dél. Podle nékterych teorii se nachézi zlaty fez i v lidskych proporcich.
A pravé mérny systém zalozeny na proporcich lidského téla pouzivali romansti stavitelé pii
budovani svych dél. Jednotlivé mérné jednotky odpovidajici primérnym velikostem urcitych
¢asti lidského téla maji zajimavou vlastnost, odpovidaji totiz mocnindm . Mezi pét zédkladnich
mérnych jednotek uzivanych roménskymi architekty podle Vincenta [21] patfi: sitka dlané,

rozpéti maliku a ukazovaku, rozpéti maliku a palce, délka chodidla a vzdalenost lokte od $picky

52
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(a) A (b) B (c) C (d) D (e) E

handbreadth

Obrazek 7.1: Mérné jednotky roméanskych stavitela [21]

prostiedniku (obr. 7.1). Siika rozpéti maliku a palce odpovida jednotkové velikosti, z niz jsou
odvozeny dalsi pomoci nasobeni hodnotou ¢. Pro snadnéjsi zapis oznac¢ime mérné jednotky

velkymi pismeny.

e A ... siika dlané = ﬁ =17,64 cm

e B ... rozpéti maliku a ukazovaku = é =12,36 cm

e C ... rozpéti maliku a palce = 1 = 20 ¢m
e D ... délka chodidla = ¢ = 32,36 cm
e E ... vzdélenost lokte od $picky prostiedniku = ©? = 52,36 cm

7Z jednotlivych charakteristik lze snadno odvodit, Ze

EFE D C B
D C B 4 7

Pripomenme si nyni zlaty trojahelnik a zlaty obdélnik. Do obou téchto obrazcti lze vepsat jejich
zmensené kopie tak, ze pokud vezmeme libovolnou stranu a jeji zmensenou kopii, bude se jejich
pomér rovnat ¢. Jak jsme si pravé ukazali, kazdé dvé sousedni mérné jednotky zalozené na
velikosti lidskych segmentti jsou také v poméru ¢. MiiZzeme je tedy znazornit pomoci obou uve-

denych rovinnych atvart (obr. 7.2). Dalsi vlastnosti téchto mérnych jednotek je, ze odpovidaji

Fibonacciho posloupnosti, tedy

A+B=0C,
B+C =D,
C+D=E.

Sectenim hodnot A+ B+ C+ D+ E = 124,72 em ziskdme délku stavitelské hole rozdélené na

jednotlivé useky odpovidajici mérnym jednotkdm, kterd byla znama jiz v Egypté.
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(a) (b)

Obrazek 7.2: Mérné jednotky ve zlatych atvarech - upraveno [5]

7.1.2 Le Corbusier

Pritomnost zlatého fezu v dilech mnoha umélct je silné spekulativni, ¢asto chybi jakykoliv
diikaz potvrzujici zamérné pouziti tohoto poméru. Svycarsko-francouzsky architekt a vitvarnik
Le Corbusier vSak do této skupiny rozhodné nepatii. Le Corbusier, vlastnim jménem Charles
Edouard Jeanneret, (1887-1965) se narodil ve Svycarsku. Véhlas viak ziskal az v Pafizi, kam
se ve svych témér 30ti letech prestéhoval a zacal se vénovat proporcnim systémim a jejich roli
v estetice. Le Corbusier se zpocatku o zlaty fez nijak zvlast nezajimal, to se radikilné zménilo
po vydani knih M. Ghyky ,,Estetika proporci v pfirodé a v uméni® a ,,Zlaté ¢islo, pythagorejské
obfady a rytmy ve vyvoji zdpadni civilizace“, které zlaty fez znacné zpopularizovaly. Podobné
jako romansti stavitelé nalezl i tento umeélec zalibeni v proporénim systému opirajicim se o lidské
rozméry v zavislosti na zlatém fezu. Vytvofil novy pomérovy systém zvany modulor, jehoz
zéklad tvofila lidskd postava se zdvizenou rukou. Jak uvadi Livio [15], modulor ztélesiioval
harmonické méritko lidské miry aplikovatelné v architektufe ¢i mechanice. Modulor je zalozen

na dvou sériich méreni, které uvadi Crhak a Kostka [6].
1. Vyska ¢lovéka (183 cm)
2. Vyska cloveéka véetné zvednuté ruky (226 cm)

Obé¢ namérené hodnoty jsou nasledujicim zptsobem rozdéleny v poméru zlatého fezu. Vyska
postavy (183 cm) ku vysce jejiho pupku (113 cm) odpovida zlatému Fezu stejné jako celkova
vyska postavy véetné zvednuté ruky (226 cm) ku trovni zapésti druhé ruky (86 cm). Oba tyto
pomeéry jsou dale ¢lenény na mensi tseky tak, ze v kazdé sérii se jeden tsek rovna souc¢tu dvou

predchozich, z ¢ehoz vyplyva analogie s Fibonacciho posloupnosti. Jestlize navic zakreslime obé
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Obrazek 7.3: Modulor [6]

série do sebe, zjistime, zZe tiseky prvni série pili tseky série druhé.

Modulor predstavoval model standardizace, podle néhoz by bylo mozno vyrabét témér coko-
liv. Le Corbusier ho zakomponoval do mnoha svych projektt a své poznatky shrnul v knihach
,Le Modulor“a , e Modulor II“. Sviij proporéni systém predstavil i Albertu Einsteinovi, ktery
se o modulorovi vyjadril jako o skale proporci, diky niz je tézké udélat néco Spatné a naopak

je snadné udélat to dobfe.

(a) (b)

Obrazek 7.4: Zlaty fez v modernim umeéni [26]

V soucasné dobé€ se mnoho architektti vraci k antickym idealiim posvatné geometrie a hledani
krasna. Dikazem toho je vchod do galerie v Louvru ve tvaru sklenéné pyramidy(obr. 7.4(a))
nebo La Géode(obr. 7.4(b)), jejiz tvar je odvozen z platénského télesa - dvacetisténu - jehoz

stény jsou promitnuty do koule a déle rozdéleny na mensi trojuhelniky.
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Obrézek 7.5: Brana harmonie a zlaty fez [7]
7.2 Maliistvi

7.2.1 Kompozice

Podle Hrona [7] ma v uméni termin kompozice dva vyznamy. Prvnim z nich je samotnd ¢innost
(komponovani) a druhym vysledek této ¢innosti (vystavba obrazu z linii, ploch a barev). Pfi
tvorbé kompozice se snazime vytvorit pomoci vice ¢i méné ovéfenych postupi takovy vysledek,
jenz by lahodil oku pozorovatele. Jednim z faktori, které nam mohou v nasem snazeni pomoci,
je uplatnéni znamych pomért budicich pocit harmonie a souladu mezi jednotlivymi ¢astmi

obrazu. Mezi dva zakladni harmonické poméry patii:

e Brana harmonie
o Zlaty fez

Bréana harmonie oznacuje pomér strany ¢tverce k jeho uhlopticce, tedy a : av/2, coz je piiblizné
1:1,41. Vyjadfeni zlatého fezu je zndzornéno pomoci tsecky rozdélené na vétsi ¢ast m (maior)
a mensi n (minor) zptisobem, ze plati vztah n : m = m : (n + m). Ciselné vyjadieni zlatého
pomeéru neni pro ucely malifstvi nezbytné, dilezité vsak je, aby se umélec dokazal k jeho
hodnoté pfiblizit pouhym odhadem. Riznym pouzitim zlatého fezu pro vysku i sitku ramce
vznikaji rizné formaty. Jednim z priklad je marina, protahly forméat pouzivany pii zobrazovani
more, jehoz strany jsou v poméru n : m.

Vybér vhodného umisténi obrazovych prvki do formatu mize byt pro zacateénika pomérné
slozitou zalezitosti. Jednou z pocatecnich chyb byva umisténi hlavniho bodu obrazu do osy
obrazu, coz ¢asto neni esteticky nejvhodnéjsim fesenim. U vyzraljch umélct najdeme mnohem

elegantndjsi feseni kompozi¢niho schématu. V dile Adolfa Kosarka - Ceskd krajina - je délka



7.2. MALIRSTVI 57

Obrazek 7.6: Vitruvius [1]

i vyska obrazu rozdélena svislou a vodorovnou linii v poméru brany harmonie tak, ze svisla linie
prochazi kmenem stromu a vodorovna kopiruje horizont krajiny (obr. 7.5(a)). V dile Bohumila
Kubisty - Zné - najdeme zase zlaty fez. Horizont krajiny je umistén ve zlatém fezu vysky
forméatu a stejnym zptisobem je umisténa i osa stodoly, kterd rozdéluje sitku formatu opét ve

zlatém fezu (obr. 7.5(b)).

7.2.2 Vyznamni umélci a jejich dila

Pred prichodem renesance byl znam zlaty rez pouze pod pojmem krajni a stredni pomeér, jak
ho definoval Eukleides ve své knize ,,Zaklady*. To se dramaticky zménilo po vydani knihy Lucy
Pacioliho ,,Divina Proportione* (Bozska proporce).

Luca Pacioli, frantiskansky mnich, se zpoc¢atku vénoval malifstvi, postupem c¢asu vsak v sobé
objevil matematické nadani, které predurcilo jeho dalsi cestu. Na dvore mildnského vévody
Ludovica Sforzy se schéazeli nejvétsi umélci a ucenci té doby, mezi nimi také dvorni malir
a inzenyr Leonardo da Vinci a také Pacioli jako ucitel matematiky. Pfi pobytu v Milané dokondil
Pacioli sviij trisvazkovy traktat ,Divina Proportione“, ktery poprvé vysel v Benatkach v roce
1509. Tato kniha predstavovala ucelené shrnuti poznatki tykajicich se vlastnosti zlatého fezu,
Platénskych téles, dalsich mnohostént a vyznamu proporci a diky ni ziskali mnozi umélci
pristup ke znalostem o zlatém fezu a mohli ho nyni pouzit ve svych dilech. S dilem Lucy
Pacioliho je spojena jesté jedna vyznamna osobnost a tou neni nikdo jiny nez velky renesancéni
malif, vynélezce a matematik v jedné osobé Leonardo da Vinci.

Text ,Divina Proportione® je doplnén o 60 ilustraci mnohosténti v rtizném provedeni, jejichz
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autorem je pravé zminény umeélec. Leonardo da Vinci je jednim z malifti, v jejichz dilech se
udajné vyskytuje zlaty Tfez. V této souvislosti je obvykle zminovano pét Leonardovych dél -
Svaty Jeronym, dvé verze Madony ve skalach, studie proporci tvare a slavnid Mona Lisa, kolem
jejiz tvéare lze tdajné sestrojit zlaty obdélnik. Jak uvadi Livio [15], poméry u obou obrazu
Madony ve skalach se vyrazné blizi hodnoté 1,6, ktera je sice blizko hodnoté zlatého fezu,
ale jeho pouziti to pfimo nedokazuje. V obrazu Svatého Jeronyma muzeme podle nékterych
teorii kolem okrajt jeho téla obkreslit zlaty obdélnik. Jeho strany vSak nekopiruji pfesné okraje
postavy, prava ruka navic naprosto vyboc¢uje mimo dany obdélnik. Jak je zfejmé z mnoha studii
lidskych postav, Leonardo se velmi zajimal o lidské proporce. Jednou z jeho nejznaméjsich
kreseb je Vitruvitiv muz, systém propojeni geometrie a lidskych proporci, ktery poprvé popsal
fimsky archiktekt Vitruvius ( obr. 7.6).

Vitruvitv muz je znazornén v podobé postavy ve dvou pozicich, kdy jedné pozici je opsan
étverec a druhé kruznice se stfedem v pupku. Dalsim dtkazem Leonardova zajmu o lidské
propoce je studie proporci tvare (obr. 7.7), kterd byla nalezena v jeho zapisniku. TvaF starce je
rozdélena mfizkou v nékolik riznych obdélnikd, z nichz jeden umistény vlevo uprostied se velmi
podobé zlatému obdélniku. Jeho linie jsou vSak nacrtnuty priliS hrubé, nelze tedy s jistotou

tvrdit, ze se skutecné jedné o zlaty obdélnik.

Obrazek 7.7: Studie proporci tvafe [1]

Dalsi znamou osobnosti Casto spojovanou se zlatym fezem je némecky malif Albrecht
Diirer. Ve svém ¢tyisvazkovém dile ,,Pojednéni o méfeni s kruzitkem a pravitkem*“ uvadi popis
kostrukce logaritmické spiraly, riznych mnohotthelnikt véetné konstrukce pétithelniku a také

popis platonskych téles a dalsich mnohosténti. Ve své knize Diirer znazornil i jedny z prvnich
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mnohosténovych siti, které zobrazeny na papife mtizeme vystiihat a slozit v urcené téleso.

7.3 Hudba

V publikaci ,,Zlaty fez“ M. Livia [15] nalezneme zajimavé informace o hudbé ve spojeni se
zlatym c¢islem. Stejné€ jako matematika nebo fyzika ma své vzorce a poucky, najdeme i v hudbé
urcitd pravidla, podle nichz se je nutno se ¥idit. Pfi ndhodném vybéru dvou ténid, ndm jejich
souzvuk zni obvykle nelibozvuéné (disonantné). Dtivodem je to, Ze jen malé procento kombinaci
tonu vytvari zvuky, které jsou nasemu uchu piijemné (konsonantni). Této skutecnosti si v8iml
jiz. Pythagoras, kdyz zkoumal vztah mezi urc¢itymi poméry délek jinak stejnych strun. Pfi svém
badani zjistil, ze libé zvuky vznikaji , pokud jsou délky strun rozdéleny v pomeéru celych cisel.
Pii celociselném déleni vznikaji zndmé intervaly jako naptiklad prima (1 : 1), kvarta (3 : 4),
kvinta (2 : 3) nebo oktava (1 : 2).

Dalsi propojeni hudby a matematiky predstavuje zlaty fez. Podle nékterych teorii ho
muzeme najit v dilech W. A. Mozarta ¢i C. Debussyho, diikkladné prizkumy dél téchto umélct
vSak tyto teorie nepotvrdily. Spory o vyuzivani zlatého fezu se vedou i u madarského pianisty
Bély Bartoka, ktery propojoval klasickou hudbu s lidovymi prvky. Analyza jedné z Bartékovych
fugovych vét ukazuje, ze véta skladajici se z 89 takttl je rozdélena nejhlasitéjsim momentem
skladby na dvé ¢asti o poc¢tu taktti 55 a 34, jez jsou déleny na dalsi ¢asti tak, ze pocty takti vSech
tsekid odpovidaji Fibonacciho ¢islim. V poznadmkach Bély Bartoka vSak nenajdeme o zlatém
fezu ani zminku, jeho pouziti je tedy pouhym dohadem.

Umélcem, u kterého si mtizeme byt jisti, ze zlaty fez ve své hudbé skutecné pouzival,
byl skladatel, matematik a ucitel Joseph Schilinger (1895-1943). K jeho zakim patfili slavni
muzikanti George Gershwin, Benny Goodmen nebo Glen Miller. Své matematické vnimani
vyjadfil Schilinger pomoci systému hudebni skladby zalozené na melodii tvofené notami, je-
jichz pulténové vzdalenost byla zalozena na Fibonacciho ¢islech (obr. 7.8). U vétsiny skladatelt

je pouziti zlatého Tezu vSak velice spekulativni.
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Obrazek 7.8: Melodie zaloZzena na intervalech odpovidajich Fibonacciho éislim [15]
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Obrazek 7.9: Vybér kompozice pii fotografovani

7.4 Grafické uméni

Zlaty ez je velmi popularni i v designové tvorbé, najdeme ho napiiklad ve formatu webovych
stranek nebo v typografii zabyvajici se vhodnym umisténim pisma. Chceme-li na strance né¢im
zaujmout, musime vybrat takové misto, které je pro oko nejzajimaveéjsi. Timto mistem obvykle
byva opticky stfed stranky odpovidajici umisténi zlatého fezu. Dalsi oblasti designové tvorby,
kde ma zlaty fez své misto, je vyroba Sperkt. Existuje mnoho ozdob a pfivéski inspirovanych
zlatou spiradlou, ktera se v designu velmi ¢asto vyuziva pro sviij podmanivy tvar. Vyrobé Sperki
se vénuje pouze nékolik designerd, vétSina z nas vsak zlaty fez také, a to pri fotografovani.
Jak pise Tom4s Slavicek ve svém ¢lanku ,,Zlaty fez ve fotografii“ [19], pfemyslime pfi tvorbé
fotografie ¢asto nad vhodnou kompozici, aby nas vysledek pisobil tim nejlepsim dojmem. Jak
jsme se zminili v tématu kompozice v malifstvi, ¢astou chybou zacateénikti byva umisténi
hlavniho objektu do centra obrazu. Tato stfedova kompozice mé sice urc¢ité vyhody, veétsi-
nou vsSak ptlisobi nezajimavym dojmem a jeji pfilisnd soumérnost miize piipadat oku nudné
(obr. 7.9(a)). Vhodnéjsim Fesenim je vybrat takové umisténi, kdy se pfedmét nachézi ve zlatém
fezu obrazu (obr. 7.9(b)). Otazkou je, jak zlaty fez v hledacku fotoaparatu najit. V praxi
k hledéani zlatého fezu nemtizeme pouzit geometrické pomiicky, musime tedy najit jiny zptisob,
jakym lze tento pomér vyjadrit. Nejsnazsi metodou hledani zlatého fezu je rozdélit pomoci
usecek vysku i sitku fotografie na t¥etiny (obr. 7.10). Jako pruseciky tse¢ek ndm vzniknou ¢tyii
body oznacujici pfiblizné umisténi zlatého fezu, ze kterych si mizeme libovolné vybrat, kam
svij sledovany predmét umistime. Pfi tomoto vybéru nam mohou byt uziteéné nasledujici infor-
mace. Format fotografie, stejné jako mnoho jinych objektt, se kterymi se denné setkavame, méa

tvar obdélniku. Kdyz si prohlizime fotografii, postupujeme stejné jako u knihy - zleva doprava,



7.4. GRAFICKE UMENI 61

shora doli. Pozorovatel tedy postupuje fotografii ve sméru 1 — 2 — 3 — 4. Poslednim bodem
jeho zajmu je tedy bod ¢islo 4, kterému je vénovana nejdelsi pozornost, je proto nejvhodnéjsim

mistem, pro umisténi sledovaného predmétu.
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Obrazek 7.10: Pravidlo t¥etin [19]
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Z.aver

Zlaty fez je pojem znamy nejen v ramci matematiky, ale i v jinych oborech. Tento idealni pomér
krasy a harmonie mizeme najit vSude kolem nas, mnozi vsak o jeho exitenci nemaji ani potuchy,
nebot osnovy zékladniho ani stfedniho kolstvi tento pojem zpravidla neobsahuji. Hlavnim cilem
této bakalarské prace bylo tento zajimavy pomér priblizit, ukdzat jeho matematickou podstatu
a vyskyt v rozmanitych sférach.

Prvotnim tkolem prace bylo podat uceleny pfehled o dostupné literatute tykajici se zlatého
fezu a Fibonacciho posloupnosti. Jednotlivé publikace, se kterymi jsem pracovala, pochézely
z ruznych oboru (architektura, matematika, pfirodovéda), nebot zlaty fez najdeme vsude tam,
kde hraje roli estetika. Velmi zajimavé bylo sledovat, jak se jednotlivé nazory na urcita tvrzeni
o vyskytu zlatého fezu, u riznych autort lisi. Ve starsich publikacich je uveden jako vzorovy
priklad vyuziti zlatého ¢isla v architekture fecky chram Parthenodn, jehoZ obrysu miiZzeme opsat
zlaty obdélnik. V jiné publikaci novéjsiho data vsak panuji o tomto tvrzeni znacné pochybnosti.
Podobné rozpory najdeme i v nazorech na pritomnost zlatého fezu v dilech zndmych umélca.

Jak bylo feceno, v uméni mizeme o uziti zlatého fezu ¢asto pouze spekulovat. Existuje vSak
jedna oblast, ve které se vSichni autofi na pfitomnosti zlatého fezu shoduji, a tou je pfiroda.
Tomuto tématu jsem se snazila ve své bakalarské praci vénovat dostatek prostoru, nebot princip,
jakym priroda zaSifrovala tento pomér krasy a harmonie do nesc¢etného mnozstvi riaznych podob
vCetné nas samotnych, mé naprosto fascinoval.

Mym osobnim cilem v této praci je, aby si kazdy, komu se tato prace dostane do rukou, uvé-
domil, Ze podstatou mnohych kras prirody, kterym se denné obdivujeme, je prostd matematicka
rovnice skryvajici vSak nesmirny poklad.

A tim je zlaty fez!
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