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Téma diplomové prace: Identifikace vicerozmérnych soustav

Obsahem této prace je popis zakladnich metod a modela pro identifikaci
vicerozmeérnych soustav. Jsou zde popsany metody identifikace pifimé, tak i nepfimé.
Ukazeme, jak 1ze ziskat ze stavového modelu systému jeho vnéj§i model a jak mohou
byt tyto vztahy pfimo odvozeny ze stavového popisu ve tvaru maticovych pienost, ¢i
maticovych zlomkl. Zminime i Subspace metody metody pro identifikaci parametri
linearnich stavovych modell z experimentalnich dat. V zavéru zminime znamé modely

pro rekurzivni identifikaéni metody, modely typu ARX, ARMAX a OE.

ANNOTATION

Theme of the thesis: Identification of multivariable systems

The content of this work is a description of the basic methods and models to
identify the multivariable systems. It describes the direct and indirect identifying
methods. Will be demonstrated, how the external model can be obtained from the state
model as well as these relationships can be directly derived from the state description in
the form of transfer matrix, or matrix fractions. Subspace methods will be mentioned as
well. In conclusion, we'll introduce the recursive identification methods ARX,
ARMAX and OE..
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1 Uvod

Identifikace soustav se zabyva zjist'ovanim vlastnosti téchto soustav. Vysledkem
identifikace byvaji statické a dynamické charakteristiky soustav, matematicky nebo
logicky popis chovani soustav za danych podminek. Na zakladé vysledkt
identifikace je mozno stanovit fyzikalni nebo matematicky model soustav a celych
technologickych zafizeni a fesit potiebné problémy mimo vlastni zafizeni. Vyhodou
je pak mozZnost vyzkoudet viechny varianty procesu bez nakladného a riskantniho
experimentovani na konkrétnim zafizeni a vybrat z hlediska technického a
ekonomického nejvyhodnéjsi variantu feSeni nebo optimalniho tizeni. Uréeni
chovani systému na zaklad€ vypo€tu a konstrukénich dat nebyva pro ucely
optimalizace dostatecné piesné, a proto je nutné zjistit vlastnosti soustavy presneji

identifikaci.

Identifikace ma obsahovou pfibuznost se simulaci. Pfi simulaci ¢asto vychazime
z formalniho systému, ziskaného analyzou. S timto systémem potom
experimentujeme, abychom prozkoumali jeho vlastnosti za miznych podminek okoli.
Naproti tomu pii identifikaci fe§ime Ulohu definovat systém, tzn. vytvoiit model.

K problému lze piistupovat dvéma zpusoby:
- analyticky, fyzikalné-matematickou analyzou objektu,

- experimentalné, na zakladé experimentalné ziskanych tdaji z procesu.

Pii analytickém feseni realnych procesli vychazime pro sestaveni jejich
matematického popisu ze znamych fyzikalnich a chemickych zakomi. Pro sloZité
objekty je viak pouziti této metody obtizné a vhodnéjsi je uréeni modelu
experimentalné. Pii pouziti experimentalni identifikace narazime Casto na problémy
jejichz prekonani vyzaduje zavedeni fady predpokladu. Tyto pfedpoklady feseni lze
zavést jen na zakladé€ znalosti 0 zkoumani procesu — tzn. apriornich znalosti,
ziskanych analyzou zkoumaného procesu.

K zakladnim metodickym problémim identifikace patii klasifikace objektil
z hlediska identifikace a klasifikace identifika¢nich metod z hlediska jejich
aplikovatelnosti za danych podminek, volba a vytvoreni identifika¢nich metod,

a planovani experimentu, tj.



- volba a generovani testovacich signald
- ureni intervalu vzorkovani a kvantovani signall
- volba optimalniho poctu testovacich vzorki

- vymezeni platnosti modelu

V této praci se budeme vénovat experimentalni identifikaci. Tento zplisob
predpoklada provozni méfeni vstupt a vystupl objektu. Ziskanych méfeni pak
vyuzivame k ur¢eni matematického modelu, tj. pro zpiisob matematického vyjadieni
zavislosti vstupniho a vystupniho signalu. Tuto zavislost Ize pak vyjadrit napfiklad
ve tvaru impulsni nebo pfechodové charakteristiky, diferen¢ni rovnice, diferencialni

rovnice nebo prenosu.
Experimentalni metody délime do dvou skupin:

- determimistické,
- statistické

Deterministické metody zanedbavaji vliv poruchovych signali. K vypoctu napfi.
impulsni charakteristiky ¢i diferenéni rovnice se vyuZiva jen tolika idajii o vstupu a
vystupu, kolik je hledanych parametri.
JestliZe Ize chovani systému uplné€ popsat jako mnozinu uspiadanych dvojic pfi¢in a
nasledku tzn. jestlize uréité pii¢in€ odpovida vzdy stejny nasledek, povazujeme
takovy systém za deterministicky. U deterministického systému je pfi€ina
podminkou nutnou i postadujici k uréeni nasledku. Piikladem je prvni Newtoniv
zakon, kdy jestlize pusobi sila (pfi¢ina), pohyb hmotného bodu se zrychluje
(nasledek), a naopak jestlize se pohyb hmotného bodu zrychluje, musi na n¢;
plsobit n&jaka sila.

Statistické umoznuyici kvalitativni zhodnoceni chyb podle statistickych hledisek.
Pti statistickém piistupu chapeme parametry napiiklad pfenosu nebo soutadnice
napiiklad impulsni charaktenistiky, jako neznamé konstanty a ukolem je nalézt jejich
odhady .V piipadé, Ze se projevuje vliv nahodnych velicin, provadi se identifikace
bud’ off-line (davkove), nebo on-line (prubézné). V prvnim piipadé jsou v prabéhu
identifika¢niho experimentu data nejdfive zaznamenana a uchovana na vhodném
nosi¢i. Nasledné jsou vyhodnocena a poté jsou stanoveny parametry modelu. Pfi on-
line identifikaci miiZeme ziskat parametry modelu bezprostiedné po méieni, v

realném case..



1.1 Signaly

Dilezitou soucasti identifikace je volba a generovani vhodnych testovacich
signalu. Tyto signaly mohou byt deterministické, stochastické nebo tzv.
pseudonahodné Deterministické signaly lze analyticky popsat a patii mezi né
skokova zména, rampovy signal, impuls, obdélnikovy harmonicky signal atd.

Stochastické signaly jsou charakteristické tim, Ze jsou analyticky nepopsatelné.
Kazda takova realizace je nahodna a neopakovatelna. Klasickym piedstavitelem
tohoto druhu signalu je bily Sum. Pseudonahodné signaly 1ze popsat jako nahodné
signaly, jejichz vlastnosti mohou byt za danych podminek stejné jako u
stochastickych signalu, ale jsou ziskané deterministickym zplsobem a jsou tedy

opakovatelné.
1.2 Systémy

Systém je fyzikalni soustava, na niz sledujeme soubor veliéin (napf. teplota,
poloha, rychlost, koncentrace, atd ) Bez ohledu na rozdilnou fyzikalni povahu
realnych systémi je mozné analyzovat a matematicky s nimi pracovat jednotnym
zpusobem. U systému se defimyi ti1 skupiny veli¢in:

- sledované veliCiny = vystupni veli¢iny (oznacené y)
- plsobici veli¢iny = vstupni (fidici) veli¢iny (oznacené u)
- vnitini veli€iny, které nemusi byt méfitelné, ale jejich hodnoty jednoznaéné

odpovidaji stavu systému = stavové veliiny (oznacené x)

Stav dynamického systému se mize ménit v €ase, 1 kdyz hodnoty vstupl

zUstavaji konstantni.

Podle povahy velicin je mozné rozlisit druhy systémy:

- Spojité, tj. se spojitym Casem

- Diskrétni , kde hodnoty veli¢in nejsou Ciselné, ale jedna se obecné o symboly .
Pokud je rovnéz Cas diskrétni (posloupnost krokil), potom se oznaduji jako
logické systémy.

U systémi1 se dle interakce s okolim rozliSwji tfi skupiny veliéin:

- Vystupni (sledované) veliciny (Casto oznaleni y) - veli¢iny, které zpasobuji

zmeény veli¢in zahrnutych do okoli systému

-10 -



- Vstupni (Fidici) veliciny (Casto oznaleni u) - veli¢iny, které zavisi pouze na okoli
systému a zpusobuji zmény hodnot jeho ostatnich velidin

- Vaitini veliéiny - nemusi byt piimo méfitelné, ale jsou ovliviiovany vstupem a
maji vliv na vystup

- Stavové veliciny (oznaceni vét§inou x) - vnitini nebo vystupni veliéiny, jejichz
hodnoty jednoznacné odpovidaji stavu systému (viz dale)

Podle zdroje nahodnych veli¢in, na deterministické a stochastické.

Podle linearity pak na

- Linearni

- Nelinearni

Podle vyvoje Casu

- Spojité, kde vSechny velidiny systému jsou spojité. Spojitymi (analogovymi)
systémy budeme oznaCovat systémy, jejichz viechny signaly jsou spojité v ase.

- Diskrétni — hodnoty veli¢in nejsou spojité, ale celociselné.

Podle proménnosti parametrii sytému v ¢ase

- Stacionarni (t-invariantni) - parametry a tedy chovani stacionarnich systémi jsou
v ¢ase nemeénné

- Nestacionarni (t-variantni) - u nestacionarnich systémi maji promeénlivy
charakter

Podle chovani systému

- Statické (kombinaéni, bez paméti) - pro chovani statickych systém je
jednoznaéné urdyjici kombinace aktualnich vstupnich hodnot.

- Dynamické (sekvenéni, s paméti) - Charakteristickou vlastnosti dynamického
systému je, Ze neurcitost ve znalosti vystupu pii znamém vstupu miZeme
zmenS$it, vezmeme-li v ivahu minulé hodnoty vstupu a vystupu. U dynamického
systému zavisi okamzita hodnota vystupu nejen na okamzité hodnoté vstupu, ale

také na minulé historii systému.

-11 -



1.3

Identifikace

Identifikace znamena stanoveni modelu na zakladé vztahli mezi vstupy a

vystupy, tak, aby model odpovidal skuteénosti. Proces, kterym ziskavame
matematicky model fizeného objektu ve formé soustavy diferencialnich nebo
diferenénich, popf. jinych rovnic. PouZivané metody mizZeme rozdélit do dvou

sku

pin:
Deterministické metody

Statistické metody

Zakladni kroky identifikace:

test nebo experiment
vybér fadu modelu a jeho struktury
odhad parametri

validace modelu

Volba identifikaéni metody

1.4

volba testovaciho signalu

zvoleni identifikovaného modelu

stanoveni postupu vyhodnoceni naméfenych dat
zptsob verifikace

pokud je porucha mala, 1ze identifikovat méfenim odezev na deterministické
testovaci signaly

pokud porucha vyrazné&jsi, tak je vhodné pouzit stochastické metody identifikace

Metody identifikace

Rozlisujeme dvé zékladni metody identifikace soustav

Parametrické mezi né patii metody odhadu parametri ARX, ARMAX, Box-
Jenkins, OE. Vysledkem parametrickych metod identifikace jsou parametry
aproximaéniho diskrétniho modelu regulované soustavy nebo modelu vyvoje
nahodného procesu, tj. parametry diferenéni rovnice,

Neparametrické — Pod neparametrickymi metodami identifikace modeld se
rozumi postup, kdy je z nahodnych pribéhu vstupnich a vystupnich veli¢in
soustavy ziskana pfechodova nebo impulsni charakteristika a nebo frekvenéni
prenos.

-12 -



1.5 Systémy s vice vstupy a vice vystupy

V technické praxi se bézn¢ setkavame s technologickymi zafizenimi, které maji
vice vstupnich a vystupnich veli¢in. Kazda ze vstupnich veli¢in mize ovliviiovat
soucasné vice vystupnich velidin. Vzajemnymi interakcemi mezi vstupnimi a
vystupnimi veli¢inami vznikaji slozité dynamické souvislosti a vazby. Tyto systémy
se oznaduji jako vicerozmérné systémy (Multivariable Systems), nebo jako systémy
s vice vstupy a vystupy (Multi-input multi output systems, zkratka MIMO systémy).
Zpétnovazebni vicerozmérovy regulacni obvod obsahuje zpravidla vice regulatort,

které mohou byt ve vzajemné interakci.
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2 Stavova analyza Fidicich systému

Klasické metody identifikace jsou pfevazné vyuzivany pro SISO soustavy, které
jsou v ¢asové oblasti popsany diferencialnimi rovnicemi, nebo pfechodovou
charakteristikou ve frekvenéni oblasti. Moderni metody vétsinou odkazuji na MIMO
systémy, které jsou popsany stavovymi rovnicemi, nebo pfenosem ve frekvenéni
oblasti. Dilezité jsou stavové promeénné. Stavové proménné nam davaji informace o

vnitini struktufe systému,

2.1 Systém a jeho popis ve stavovém prostoru

Metody matematického popisu dynamickych systémil (spojitych i diskrétnich)
vetsinou vychazeji ze zavislosti mezi vystupem a vstupem systému — je to vn€jsi popis
systému. U téchto metod se nebere v Givahu stav systému (zejména pocateni) a jeho
vnitini usporadani. Tento zpisob popisu systému mozna vyhovuje pro jednoduché
systémy s jednim vstupem a vystupem, ale nehodi se pro sloZitéjsi systémy s vice
vstupy a vystupy a pro systémy s nenulovymi pocateénimi podminkami a pro dalsi
slozitéjsi systémy. Proto byl v dobé ne pfili§ minulé (1960) vypracovan matematicky
aparat, zalozeny na poymu vnitiniho stavu a vnitiniho popisu systému. Nazyva se také
stavova teorie systému. Stavova teorie systémil nebo téZ metoda stavového prostoru je
moderni metodou teorie automatického fizeni.a je vyhodna zejména pii feSeni
vicerozmé&mych systémil a v optimalnim fizeni. UmoZiiuje fesit i systémy s Casové

proménnymi parametry, systémy nelinearni i diskrétni.

Vychazi z toho, ze prabéh procesu v dynamickém systému je zavisly nejen na
vstupnim pusobeni, ale 1 na pfedchazejicim vyvoji procesu, ktery se odrazi v okamzitém
vnitinim stavu systému. Tedy ze vystup systému je zavisly nejen na jeho vstupu, ale i na
jeho stavu, zeyména pocateénim. Stav systému vyjadiujeme pomoci veli¢in, které

nazyvame stavovymi veli¢inami.
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Jejich soubor tvoii sloupcovy vektor x.,
x, 1
v(r)= =) @)

Stavové veli¢iny maji poskytovat minimalni informaci o vnitinim stavu systému,
ktera je potiebna, aby pomoci ni bylo mozné pii znamém Easovém prubéhu vstupnich
veli¢in a znamych dynamickych vlastnostech systému jednoznaéné uréit pribéhy
vystupnich veli¢in. Dalsim pozadavkem, ktery klademe na stavové veliéiny je, aby
znalost hodnot stavovych veli¢in v uréitém okamziku plus znalost nasledujicich
pribéhi vstupnich veli¢in a dynamickych vlastnosti systémil byla postadujici pro
jednoznaéné uréeni nasledujicich stavl systému (nasledujicich prib&hi stavovych

veli€in, jak se objevi ve stavovych rovnicich).

Stavové veli€iny dynamického systému jsou Gasové funkce, které uréwi jak
vnitini stav systému, tak jeho vystupni veliiny. Jednotlivé stavové proménné nemusi
byt na skuteéném systému méfitelné, dokonce ani nemusi v systému fyzicky existovat.
Mohou to tedy byt jak vystup-ni veliiny, tak také jejich derivace ¢ dokonce jejich
linearni kombinace apod. Z praktického hlediska je ovSem vhodnéjsi, kdyz aspon

nékteré stavové veli¢iny odpovidaji skute¢nym veli¢inam systému.

Podle obr. 2.1 je vstupni, vystupni 1 stavovy vektor sloupcovy vektor (matice o 1
sloupci), jehoz jednotlivé slozky tvofi jednotlivé vstupni, vystupni a stavové velifiny.
Vztahy mezi témito veliéinami mizeme vyjadiit soustavou diferencialnich rovnic

prvniho fadu a systémem algebraickych rovnic

w, () x, (7) v, (¢)
N R I L IR 22)

e

u, (1) x, (1) v, (1)

vstupni vektor stavovy vektor vystupni vektor
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1i(t) =———>dp e 11 (1)
1s(t) =i S —> (1)

.\'fﬁ), .\':.r“'r), LXft)

Uy(1) =P — (1)

obr 2.1

anebo také stru¢neji v maticovém tvaru

x(1)=f[x(1).u(1)]
y(t)=g[x(1).u(r)]

My se spiSe zaméfime na linearni systémy. U linearniho systému miizeme

slozkové rovnice (2.3), (2.4) psat ve tvaru
X (1)=a,x (1)+...+a,x, (1) +b,u (1) +...+b,u,(t)
1B =a, %)+t ez () Ebm () 4t bou. (1)
n()=cx () +...+c,x, (1) +du (t)+...+d u. (1)

1nn

v ()=, (o) = v, (0 +d m (0) + ... bu,(1)
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anebo pouzit maticovy tvar, ktery odpovida rovnicim (2.5), (2.6) u nelinearniho systému

Stavové rovnice spojitého linearniho systému
X'(t)= Ax(t)+Bu(?) (2.9)

y(t)=Cx(1)+ Du(t) (2.10)
kde

(2.9) je rovnice dynamiky

(2.10) je rovnice vystupu

A je matice systému (» X 1)
B je matice vstupu (buzeni) (n X m)
C je matice vystupu (p x 1)

D je matice piimé vazby vystupu na vstup {p x m)
Pro piipad, kdy uvazujeme i vstup poruch, plati

xX'(2)=Ax(2)+ Bu(t)+B,d(t)

y(1)=Cx(t)+Du(r)+ D,d (1)

kde d je q-rozmémy vektor poruchy

Rovnice dynamiky (2.9} a rovnice vystupu (2.10) jsou stavové rovnice spojitého
linearniho systému a to systému stacionarniho, jehoz prvky nemeéni s ¢asem své
parametry (prvky matic A, B, C, D jsou konstantni). Pfisludnymi maticemi A, B, C, D je
plné uren vnitini popis linearniho systému,

Podle stavovych rovnic mizeme nakreslit blokové schéma spojitého linearniho

dynamického systému podle obr. 2.2.
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obr2.2

Velmi ¢asto je matice piimé vazby vstupu na vystup D = 0. Volba stavovych
veli¢in neni pro dany systém jednozna¢na. Tuto volbu mizeme provést nékolika
zpusoby a proto neni ani jednoznacny tvar matic A, B, C, D. Muzeme fici, ze volba
stavovych veli¢in je dana praveé metodou prevodu diferencialnich rovnic na stavové
rovnice (metoda pfimého programovani, paralelniho programovani a sériového

programovani).

2.2 Diskrétni systémy

Vsechny zakladni pojmy zavedené v predchazejici kapitole pro spojité systémy
zustavaji v platnosti i pro systémy diskrétni. Ve stavovych rovnicich se ovSem
vyskytuje diskrétni Cas mis-to spojitého a misto derivaci figuruji diference

(ptedpokladame vzorkovaci periodu 7" = 1 s)

x(k+1)= Ax(k)+Bu(k)

y(k)=Cx(k)+Du(k) (2.11)

2.3 Prevod stavovych rovnic na prenosovou matici

Vztah mezi vektorem obrazi vystupu a vstupu urCuje pfenosova matice G(s).
Prenosova matice G(s) je zobecnénim pfenosu na linearni systém s nékolika vstupnimi a

nékolika vystupnimi veli¢ina-mi. Je definovana vztahem
Y(s)=G(s)U(s) (2.12)
kde

=] B



Y(s) je Laplaceuv obraz vystupniho vektoru y(t) (neboli vektor Laplaceovych
obrazi) rozméru p |

U(s) je Laplacetv obraz vstupniho vektoru u(t) o rozméru r ;

G(s) je prenosova matice systému o rozméru (p x r), jejiz prvky jsou prenosy

mezi jednotlivymi vstupy a vystupy.

Podle schématu na obr. 2.4 je prvek G;(s) prenosové matice G(s) pfenos mezi i-

tou vystupni veli¢inou a j-tou vstupni veli¢inou

_Y(s) =12 P

G“'(S)_Uf(s)’ =12t )

» y
(J'}j (T}_} (Ih _1>
= Y2
(I_?j (1_9_7 (I_gi, >
Yp
Gpl GpQ Gp; >

obr 2.4

Protoze pfenosova matice systému urcuje vztah mezi vektory obrazu vystupu a

r(s)

vstupu, nemizeme ji vyjadrit jako podil obrazi vystupu a vstupu G(s)= m nebot
s

déleni vektort a matic neni definovano. Pouze pii jediné vstupni a vystupni veli¢ing se z

pfenosové matice G(s) stane pienos
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Zde je nutné piipomenout, ze pienos anebo obecné pfenosova matice je
vyjadienim vnéjsiho popisu systému (vnéjsi popis je vztah mezi vstupem a vystupem).
Naopak stavové rovnice jsou vyjadienim vnitfniho popisu systému (vnitini popis je
vztah mezi vstupem, stavem a vystupem). Chceme-li vyjadiit pfenos nebo pienosovou
matici systému ze stavovych rovnic, musime z nich vyeliminovat vektor stavovych
veli¢in x7z). Tim se dostaneme od vnitiniho popisu k vné§imu popisu, neboli od

stavovych rovnic k pfenosové matici (pfenosu).

M¢éjme dany stavové rovnice systému (2.9), (2.10)

Proved'me Laplaceovu transformaci té€chto rovnic

sX (s)-x(0)=AX (s)+ BU (s)

2.15
Y(s)=CX(s)+DU(s) @15)
Za predpokladu nulovych pocateénich podminek x(0)=0 (nulové pocateéni
podminky jsou ob-sazeny v definici pfenosu a tim 1 prenosové funkce) mizeme rovnici
dynamiky upravit na tvar
(sI-A)(s)=BU(s) (2.16)
kde I je jednotkova matice a odtud miiZeme uréit obraz stavu
X (s)=(sI-A) ' BU(s) (2.17)
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Dosadime-li tento vyraz do obrazu rovnice vystupu, tj. do druhé z rovnic (2.15)

dostaneme
¥(s)=| C(s-A)" B+D |U(s) (2.18)

Srovname-li tento vztah s definici pfenosové matice G(s) (2.12) vidime, Ze vyraz

v hranaté zavorce je pravé pfenosova matice systému
G(s)=C(sl-A)" B+D (2.19)

Vztah pro pfenosovou matici G(s) (2.19) fiké, ze z vnitiniho popisu systému,
ktery je charakterizovan stavovymi rovnicemi s maticemi A, B, C, D je mozno ziskat
pienosovou matici G(s) (tedy vnégjsi popis) . Vztah (2.12) je vztah pro prevod stavovych
rovnic na pfenosovou matici a v pfipad¢ systému s jednim vstupem a vystupem na

pienos.
Matice, jejiz Laplacelv obraz je

®(s)=(s1-A)" (2.20)

a ktera tedy v originale je

p(t)=L{(sI-4)"} (221)

se nazyva matice prechodovych funkci neboli matice pfechodu.

Pii vypo&tu obrazu matice piechodovych funkci ®(s) podle (2.20) provadime

inverzi matice a to podle vztahu znamého vztahu:
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All A12 e Aln All A’21 Anl

A, A, ... 4, ” A,
A= aga=—_| T o oL [ A " 222

detA detAl| ... ... ... ... det A e e e

Anl AnZ e Anm Al " AZn e Ann

dostaneme

O(s)=(sI-A) ' =———adi(sL-A 2.23
(5)=(51A)" = gty @ ) .23)

kde adj(sl-A) je adjungovand matice, sestavena z algebraickych dopliku prisluiné

transponované matice a det (s1-A) je determinant matice sI-A .

Z maticového poctu je znamo, Ze kofeny rovnice

det(s/-A4)=0 (2.24)

jsou vlastni Cisla matice A . Soucasné ale vyraz det (sI-A) je podle rovnice (2.19) a
(2.23) ve jmenovateli prenosové matice G(s) a protoZze poly systému jsou kofeny
jmenovatele pfenosové funkce, jsou kofeny rovnice (2.24) poly systému. Jsou tedy poly
systému rovny vlastnim &islim matice A . Toto tvrzeni nam v budoucnu pomuize pii
urCovani stability ze stavovych rovnic. Rovnice (2.24) je charakteristickou rovnici
systému a z hlediska stability musi jeji kofeny a to jsou vlastni ¢isla matice A lezet v

levé komplexni poloroving.

Podle vztahu (2.19) je mozZno pievadét stavové rovnice na pienosovou matici.
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2.4 Reseni stavovych rovnic
Stavové rovnice linearniho ¢asové€ invariantnich systémi maji tvar

x'(1) = Ax(t)+ Bu(¢)
y(2)=Cx{(r)+ Du(r)

2.4.1 ReSeni autonomnich systému

Jedna-li se o autonomni systém, je vektor budicich, ¢ili vstupnich funkci u=0 a

rovnice piejdou na tvar

x'(1) = Ax(r)

y(1) =Cx(1)

(2.25)

Reseni této soustavy znamena v podstaté FeSeni prvé z obou rovnic, tedy rovnice
dynamiky, ne-bot’ budeme-li znat X , lehce ur¢ime z druhé rovnice — rovnice vystupu y

a to tak, Ze vynaso-bime X matici C .

Kdybychom méli skalarni rovnici
x'=Ax (2.26)

neboli

X' —Ax=0

pak ji feSime tak, ze spocitame kofen charakteristické rovnice s — 4 = 0, ktery je s = 4

a fefeni piSeme ve tvaru

¥ = Ce““

Integraéni konstanta se uréi z pocateéni podminky : pro ¢ = 0 je x = x(0) a tedy
C = x(0). Regeni (2.26) je tedy
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x{t)=e""x(0)

4 " t . ’ w e
kde e g milZzeme urdit rozvinutim v nekoneénou fadu

AE . A3 R o Ai :
—1

eV =1+ At+=—+—r+...=
21 3

i 1!

Nebo rovnici ji mizeme fesit Laplaceovou transformaci

X (5)-x(0)= AX(s) o X(S)=_XEO)
x(t)=e"x(0)
Reseni maticové rovnice dynamiky (2.25)
X'(t)-Ax(r)=
je pak analogicky

X(r)=e*X(0)

kde matice e* je

2 3 20 P
I+At+;l—t +‘:—t +.. :Zit*

Resime-li tuto maticovou rovnici Laplaceovou transformaci, dostavame

sX(s)—x(0)= AX(s)
sX(s)— AX(s)=x(0)

(s-A)X(5)=x(0) [(s-A)”

X(s)=(sl-A)" x(0)
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Znovu zdiraznéme, ze v maticovém poctu neni zaveden ukon déleni a proto
jsme museli celou rovnici nasobit inverzni matici k matici sI-A . ReSeni maticové

rovnice dynamiky tedy je

x(1)=L{(s-4)" x(0)] =1 {(s1-4)"} x(0) 231)

Podle (2.21) je matice pfechodovych funkci
- -1
p(1)=1"{(s1A) "}
a feseni (2.31) maticové rovnice mizeme psat ve tvaru

x(1)=o(t)x(0) (2.32)
Z porovnani obou feSeni (2.29) a (2.32) stejyné rovnice nam plyne, ze
p(1)=L"{(s1-A) "} = e (233)
a ze feSeni maticové rovnice dynamiky muzeme uréit dvojim zpusobem : bud’ zpétnou

transformaci inverzni matice anebo jako vyraz , ktery se da rozvinout v fadu podle

vztahu (2.30).

-

; A”
=eM x(0)= [I+A1+Et +..}‘x(0)

o 51 {8 a0

(2.34)

x(t)=

2.4.2 ReSeni neautonomnich systému

Jedna-li se o neautonomni systém, je vektor budicich &ili vstupnich funkci v +0
a stavové rovnice maji opét uplny tvar . V podstat€ je problém feSeni opét v rovnici

dynamiky. Vy-jdeme-li z tvaru
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x'(t)- Ax(t)=Bu(?) (2.35)

fe§ime nejdiive homogenni rovnici
x'(1)-Ax(t)=0 (2.36)
Toto fedeni je feSenim autonomniho systému a je dano vztahem (2.34)

2

A el
=e* x(0) = {I+At+jt' +...].x (0)

Xpom (1) = (2.37)
= o(1)x(0)=L"{(s1-A) "} x(0)
Reseni nehomogenni rovnice (2.35) pak je dano souétem feseni homogenni
rovnice a partikularniho integralu. Partikularni integral mizeme vyjadiit bud'to
z rozvoje e™ anebo z matice piechodovych funkci (p(t) .
Xy (1) = [ e Bu(r)dr = [ ¢(1—7)Bu(7)dz (238)

Tento vyraz je konvoluce a proménna 1 je konvolutorni proménna a ve vysledku

se neobjevi, protoze se podle ni integruje a za ni se dosadi integra¢ni meze.

Reseni stavove rovnice vystupu pak je snadné, jedna se o nasobeni matic.

y(7) =Cx(r)+Du(r) (2.39)

Reseni stavovych rovnic neautonomniho systému:

$(1) = Xy (1) 4% 0, (1)

y(f)=Cx(t)+Du(r) (2.40)
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2.5 Linearizace stavovych rovnic

O linearité ¢i nelinearit¢ systému rozhoduje jen charakter vektorovych funkci
fag. Pokud je alespoii jedna z téchto funkci nelinearni, jedna se o nelinearni systém.

Jde-li o nelinearni systém a chceme-li pouZit linearni teorii, aproximujeme
nelinearni funkei funkei linearni. Linearizaci (aproximaci) provadime vzdy v pracovnim
bodé, pro ktery plati, Ze viechny derivace vnitinich stavd jsou rovny nule. Pracovni bod

charakterizuji vektory x, a wq, jenz lze zapsat jako

wy =, wy - urt.,]]r (2.41)
wy =, wy - um]T (2.42)
Vystupni vektor yo,
T i d
Yo = [ylo Yo oo .me] (2.43)
je uréen vektory x a uy, viz rovnice (4.1).
Linearni funkci lze ziskat pomoci Taylorova rozvoje prvniho fadu. Z definice
vyse vyplyva, Ze se v podstate jedna o te¢nu nelinearni funkce v daném pracovnim
bodé. Vektorové funkce fa g mizeme rozepsat podle nasledujiciho schématu
" a " v a i
f,.(x(t)_,u(t))xﬁ(xu,uo)+ Etf N CAESSEDD Gf |x0,”0(uk —u,,) (2.44)
k=1 i k=1 13
" ag I3 ag
g (x(t)-*u (t)) ~8; (xo»uo + axj oty (x, = X;) +Z§7J ol (4, —t) (2.45)
k=1 13 k=1 13

kdei=1,2,.. m

Linearizovany model je modelem odchylkovym, vztazenym vZdy k pracovnimu
bodu, pro ktery byl odvozen. Odchylkovy model linearizovaného nelinearniho systému

muzZeme zapsat podobn€ jako stavovy model lineamiho systému ve tvaru
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x(1) = AAx(2)+ BAu(t)

Ay () = CAx(r)+ DAu(t) (2.46)

kde vektory odchylek jsou

Au(t)= [ul ()-uy w,{(t)-wy - u (t)-u, ]T ,
Ax(t):[xl ()%, x()-xy, - xn(t)_xnofa (2.47)
A =[1()=y0 (D=2 = ¥u()=¥w]

Matice v rovnicich (4 .4) predstavuji

L/ I A
ox, ox, cu, cu,
A=| : s |, B=| : (2.48)
&, &, %, %,
o ] A
(% . &] [& . %]
OX, ox, on, Ou,
C=| : s, D= : (2.49)
og,, 8. 8. .,

kde A je matice systému rozméru {n x n), B je matice fizeni rozméru {(nx r), C aD jsou

vystupni matice rozméru (mx n)a (mx r).

2.6 Priklad stavové analyzy systému v prostiredi Matlab

Specifikace stavového modelu, zavedeni koeficient(i:

A2 =[0.54-0.11; -0.026 0.63];
B2 = [-0.0085 0.00044; -0.00025 0.00028];
C2=[10,01];
D2 =[00;00];

VVVY

» model =ss(A2, B2, C2, D2, -1);

¥ Y% Ziskani informaci o systému
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Y

A\

A

A\

Y

[A, B, C, D, ts] = ssdata{(model)
% Vlastnosti systému

get{model,'a')
a = get(model, 'a’)

% Nastaveni vlastnosti systému

set{model, 'InputName', {'KeepAlive','MaxClients'},

'‘OutputName',{'CPU','MEM'} ),

» % Nové hodnoty

» get(model, 'InputName')
» get(model, 'OutputName')

Pievod ze stavového modelu

v v

vV VvV

% convert the state space model
% to other models

% transfer function model
% MIMO System

% Transfer functions for the first input
[num1, den1] = ss2tf(A2, B2, C2, D2, 1)

% Transter functions for the second input
[num2, den2] = ss2tf(A2, B2, C2, D2, 2)

% directly applying tf(sys)
% returns a transfer function object

% MIMO System
H = tf{model)

% Zero-pole-gain model
% Zero, Pole, Gain for the first input
[Z1, P1,K1] =ss2zp(A2, B2, C2, D2, 1)

% Zero, Pole, Gain for the second input
[Z2, P2, K2] = ss2zp(A2, B2, C2, D2, 2)

% directly applying zpk(sys)

% returns a ZPK object
H = zpk(tandem)
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v

v

H = zpk(model)
% Stavovy model
% equivalency property

% enter vector T as parameter
% in the equation w(k) = Tx(k)

% Suppose T=1[21; 3 2]

[A, B, C, D] =ss2ss(Al, B1,C1,0,[2 1; 3 2])



3 Prima a neprima identifikace vicerozmérnych systémiu

Tato kapitola je vénovana metodam identifikace linearnich diskrétnich
dynamickych soustav. Uvadi jak metody pfimé identifikace, které hledaji koeficienty
diferencilnich rovnic, tak i nepfimé ur¢ené k ziskavani spektralné-modalnich

charakteristik.

3.1 P¥ima identifikace MIMO systémui

Chovani linearniho diskrétniho dynamického systému s mnoha vstupy a mnoha
vystupy v ¢ase lze popsat soustavou obyCejnych linearnich diferencialnich rovnic 2.

fadu. Tak napf. diferencialni rovnice
Mg(r)+Bq(t)+ Kq(t) = (1)

s matici hmot A, matici koeficientii utlumu B, matici tuhosti K, vektorem buzeni fa
vektorem odezev ¢ popisuje pohyb linearni diskrétni mechanické soustavy. Po
Fourierové transformaci této rovnice s nulovymi pocate¢nimi podminkami dostaneme

pro p= i2xf rovnici

| P°M+pB+K]q(p)=f(p)

| P’M+pB+K |=Z(p)

v niZ f{p) je vektor Fourierovych obrazi budicich sil, g(p) vektor obrazi buzeni a Z (p)

matici dynamickych tuhosti. Matice k ni inverzni,
- -1
G(p)=2"(p)
kterou 1ze relativné snadno méfit, se nazyva matici frekvenénich pfenosu nebo

frekvenénich odezev, anebo 1 matici dynamickych poddajnosti. Rovnost ze vztahu (3.4)

l1ze vyuzit k odvozeni dvou pfimych metod.

1)

(3.4)



3.1.1 Souéinova metoda

Tato metoda je zaloZena na vzajemné inverznosti matic dynamickych

poddajnosti a tuhosti. Z této podminky pro méiené Gfp) a hledané Z(p) plyne
G(p)Z(p)=I1+R(p), (.5)

kde R(p) je matice rezidui. RozepiSeme-li posledni rovnici pro k-tou budici frekvenci f,

dostaneme

M

[PiG(p, ), p,G(p, ), Gp )]| B | =1 (3.6)
K

kterou pro viechny méfené frekvence fi, k=1, ..., K miZzeme zapsat ve tvaru

P12G(P’1), pG(pm), G(py) | M I

: : : || B =] (3.7)
PiG(py), pGpy), Glp) || K| |1
' M T 5

Matice A soustavy je obvykle obdélnikova, a proto pfiblizné fe§eni ve smyslu

metody nejmensich &tvercl ma tvar:

C=AY (3.8)

3.1.2 Rozdilova metoda

Tato rovn€Z piima metoda je zaloZena na faktu, ze

Z(p)-G™*(p)=R(p) (3.9)



Podobnym postupem jako u soucinové metody dostaneme maticovou rovnici pro

k-tou frekvenci

M

[pel. 211N B |=G7(p,) (3.10)
K

Pro viechny méfené frekvence dostane rovnice novy tvar

p121 pl - IT\|M G_l(pl)
: : : = : (3.11)
G-'(py)
\_..\:—0’

¥

: B
pil pd - T K
' e

-

4

se stejnym fesenim C=A"Y jako v pripadé soudinové metody.

3.2 Nepiima identifikace MIMO systému

Identifikace systémul s mnoha vstupy a mnoha vystupy je mnohem slozit€jsi
problém neZ u systému s jednim vstupem a jednim vystupem. Budi se i méfi ve vice
mistech a to bud’ souéasné nebo 1 v etapach po sobé Zpracovanim experimentalnich dat
se ma ziskat jedna spektralni matice a dvé matice modalni " a W. Existuyje fada metod,
které lze najit v literatuie (Danék O — Identifika¢ni metody v dynamice stroji.
Strojnicky Casopis, 48, 1997, £.5, 297-314). Uved'me zde jednu relativn€ novou metodu,
ktera na rozdil od metod pracujicich ve frekvenéni oblasti je zaloZena na analyze matice
impulsnich odezev, tedy na informaci z Casové oblasti. Matice impulsnich odezev G(#)

je originalem k matici frekvenénich pfenosi Gp).

Obvyklym vystupem z dynamickych experimentii byva série mati¢ frekvencnich
pienost (dynamickych poddajnosti) G(p) € C™". Ty lze ziskat nejraznéj$imi
technikami méfenim odezev objektu v m mistech na libovolné buzeni plisobici na objekt

v n bodech. Neni rozhodujici, zda bylo harmonické, impulsni, pfechodové nebo



nahodné, anebo zda bylo aplikovano postupné v jednotlivych bodech konstrukce, anebo

sou¢asné v piipadé nahodného buzeni.

Matice frekvenénich prenosi lze vyjadiit dvéma zpusoby:
Gy =M+ pB+ K| =V[pl -5 W* (3.12)

kde modalni matice ¥a W e C™™ obsahuji vlastni vektory vychylek a spektralni

', 2m™

matice S eC” vlastni Cisla na diagonale. Z matice Gfp) lze zp€tnou Fourierovou

transformaci ziskat matici impulsnich odezev
G(ty={" G(p)e mdf =V exp(Sryw™ (3.13)

Protoze vysledkem experimentu nejsou spojité, ale Casové, piip. frekvendni fady
zavislé na vzorkovaci periodé T, nahrazuje se oby&ejna Fourierova transformace jeji
diskrétni kone¢nou verzi (DFT, IDFT). At vysledkem experimentu je ¢asova fada matic
impulsnich odezev odebranych s pevnou periodou vzorkovani T o tvaru

G(kT)=V exp(kSTYW" , k=0,....N-1 (3.14)

kde N je celkovy pocet submatic, tedy 1 vzorkd v kazdém prvku této maticové ¢asové

fady.

3.3 Vlastni ¢isla

Odezva ¢(?) na libovolné buzeni f7) je konvoluci impulsni odezvy G(#) s (1),
tedy

9 =G £ = [ G ft -z = [ Glt-n)f (r)dz (3.15)



V diskrétni verzi Ize odezvu soustavy vyjadrit s vyzuzitim tohoto vztahu jako

g(kT) = Ti G((k - )T) f(xT) = T;f exp((k - K)STW f(xT) (3.16)

Kx=0 Kx=0

Pokud bychom pouzili postupné n libovolnych nezavislych buzeni v n

vybranych bodech objektu, dostali bychom maticovou ¢asovou fadu buzeni

F(xT)e R™" aji odpovidajici ¢asovou fadu odezev Q(x7T)e R™":

O(kT) = Ti((k — ) T)F(xT) = Tﬁi exp((k —x)STW ¥ F(xT) (3.17)

a=0 =0

Piedpokladeyme nyni, Ze za buzeni byly uzity Diracovy impulzy. V diskrétnim

modelu to znamena, ze F(0)=I, a F(xT)=0, pro x>0.

Hledeyme nyni takova buzeni F(x7), viechna fadu », ktera budou schopna
systém vybuzeny v ¢ase =0 serii impulzl F(0)=1, uvést do klidu v nasledujicich p
vzorkovacich periodach, tedy zplisobit, Ze odezva na potate¢ni impulzy F(0) bude po
nasledujicim fiktivnim buzeni Fyx7T), x=1,...p, iZ nulova, tj. Ze O(xT)=0,,, pro k=p,
p+1,... Teoreticky by pak pro mechanickou soustavu popsanou rovnici (3.1) mohlo byt
p=2, pokud by se buzeni aplikovalo ve viech stupnich volnosti a systém byl fiditelny.
Protoze kazdému stupni volnosti patii jedna vlastni frekvence a té pak dvé vlastni Cisla,

1ze minimalni po€et period pro zastaveni rozkmitaného systému stanovit jako

2n
p>r (3.18)
n F

kde »yje pocet vlastnich frekvenci v pozorovaném frekventnim pasmu a », jim
odpovidajici pocet vlastnich Cisel. Rozepiseme-li podminku pro Q(kT)=0,,,, pro k=p,

p+i,.., dostaneme systém rovnic¢, v némz Gp=G7)



Gp+1 Gp : Gl [n w.n

o G G Ao 510
: . : , . : : :

G\f—1 s GN—Z s TTT GN—p—l Fp Om’n

ze kter¢ho lze jiz snadno vypocitat matice zatim neznamého fiktivniho buzeni

F,=F(xT), x=1,..,p jako

E Gp » Gp—l H Gl (Jp+1
£l |Gu . 6, . . G ||o,
o e S (3.20)
Fp GN—2 » GV—3 ; 3 GV—p—l GN—I

kde symbol ,,+” u obdélnikové matice vyznaduje pseudoinverzi.

Z druhé ¢asti transponované rovnice (3.17) vyplyva, ze pro vynulované odezvy

od periody p+1 lze s vyuzitim diagonalni matice .S také psat

W exp((p+1)ST)

Wexp:(pST) -0 (3.21)

"

[2,,F F o F] ]

W exp(ST)

Pii tom jsme vynasobili celou rovnici zleva regularni matici ¥"/7T. Zavedeme-li

pro submatice neznamych symboly:

E, =W exp(kST), (3.22)



Muzeme rovnici (3.21) piepsat do tvaru

Protoze ze vSech submatic £ na pravé strané lze vytknout exp(S7) a tedy psat

Ex+l = Ek eXp(ST)

lze i systém rovnic (3.23) zapsat zkracen¢ jako problém vlastnich hodnot Z a jim

odpovidajicich vlastnich vektori £

AE =FE7

Matice vlastnich &isel Z=exp($7) nemusi byt stejného fadu jako S, ale bude pii
vy$§im p, nez je nezbytné€ nutné, obsahovat jesté dopliikova vlastni isla nesouvisejici
s identifikovanym systémem. Stejné plati o matici vlastnich vektori. Po jeho vyfedeni
ur¢ime z prvnich #.=2ny usporadanych vlastnich hodnot z matice Z spektralni matici

S phvodni ulohy identifikovaného systému s vyuzitim rovnice (3) jako

§S=finZ

Presnost odhadu spektralni matice § je u piresnych dat tim vétsi, ¢im vétsi je hodnota
parametru p, oviem za cenu pamétovych naroki rostoucich s p kvadraticky a
vypoéetniho ¢asu narastajiciho s p kubicky. Pro data zatizena chybami je viak ucelné

udrzovat p co nejnizdi, aby se sniZilo nebezpeéi nalezeni nepravych vlastnich frekvenci.

_ET > _FQT > M _F;—l
L . 0,
o, ., I, ,
S, , , .
1 6, ., O, , 1,

E

_FT|

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)



3.4 Modalni matice
Nejsnaze se vypocte levostranna modalni matice W, ktera se v hermitovsky
transponované formé nékdy fika matice participacnich faktori L. Nazev vystihuje jeji

ucinek na prispévek uréitych soutadnic vektoru ff2) k jednotlivym tvarim kmitu.

Modalni matici W vypocteme z rovnice (3.22) jako
W=E [exp(pST)| (3.27)

Vypocet pravostranné modalni matice }'1ze pak realizovat riznymi zplisoby.



4 Vnéjsi popis systému s vice vstupy a vice vystupy

Vzhledem k tomu, ze moderni fidici metody jsou zalozeny na vnéj§im (téz
stupné-vystupnim, externim) popisu fizeného objektu, ukazeme, jak lze ziskat ze
stavového modelu
systému jeho vné&j§i model. Tento model neobsahuje stavové veliCiny, ale popisuje
pouze vztahy mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami systému. U vicerozmémych
systémi mohou byt tyto vztahy piimo odvozeny ze stavového popisu ve tvaru
maticovych prenosi nebo mohou byt pouzity tzv. polynomialni matice a pienosy pak

nasledné vyjadieny ve tvaru maticovych zlomka.
4.1 Popis systému prenosovou matici

Uvazujeme stavovy model linearniho vicerozmérného t-invariantniho systému

popsaného stavovou a vystupni rovnici

x(1) = Ax(t)+ Bu(t) (4.1)
y(1)=Cx{t)+ Du() (4.2)

s po¢ateéni podminkou x{0)=x°, 4, B, C, D jsou matice konstant s rozméry

uvedenymi
v predchazejici ¢asti.

Pouzijeme-l Laplaceovu transformaci (obrazy jednotlivych vektori jsou vzdy
oznaleny

piisludnymi velkymi pismeny), dostaneme

(s1,-A)X(s)=BU(s)+x’ 4.3)
Y(s)=CX{(s)+ DU (s) (4.4)
kde /, je jednotkova matice s rozmérem ». Po dosazeni z rovnice (4.3) do (4.4)

dostaneme pro vektor obrazl vystupu

Y(s)=(C(sl,-4)" B+ D)U(s)+C(sl, - 4) " x° (45)



Aplikaci znamého vztahu pro vypocet inverzni matice dostaneme

1

a(s)

1

a(s)

Cadj(sl, - A)x* (4.6)

Y(S)=[

Cadj(s/, - A)B+D]U (s)+
kde

a(s)=det(s/, - 4) 4.7

je tzv. charakteristicky polynom systému a jeho stupei deg a(s) = n udava rad systému
(fad systému je dan 1 dimenzi matice A resp. rozmérem vektoru stavu x). Kofeny
polynomu a(s) jsou potom poly systému.

Nyni je ziejmé, ze vyraz

1

a(s)

G(s)= Cadj(sl,- A)B+D (4.8)
je pfenosova matice (matice dil¢ich pfenosii) mezi jednotlivymi vstupnimi a vystupnimi

veli¢inami (dim G(s) = r x m) a druhd ¢ast vyrazu na pravé strané rovnice (4.6) je vektor

1

a(s)

Cadj(sl, - 4)x* (4.9)

o(s) =

ktery zohlednuje vliv po¢ate¢nich podminek na vystup (dim o(s) =rx 1).

Pro uplnost dodejme, Ze v prenosové matici (4.8) mohou v nékterych piipadech
existovat spoletné faktory polynomt matice Cadj(s/, — 4)B a polynomu a(s) (existuji
polynomy stupné vy$siho nez nula jako spolecné délitele polynoml v uvedené matici a
polynomu a(s)). V tomto pfipadé dojde k vykraceni téchto spoleénych faktorh, tzn. péla
piislugnym k t&mto faktoriim. Rad penosové matice G(s) je dan po&tem jejich pold.
Jestlize jej oznacime jako nG, miiZeme vztah mezi fadem pienosové matice a fadem

systému vyjadfit jako

n.<n 410
o (4.10)
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Vidime, Ze jak viechny dil&i pfenosy tak 1 pfenosy pocatecnich podminek mayi
ve ymenovateli steyny polynom «a(s). I kdyz jsme mohli podminku stability systému
definovat jiz pro stavovy model, je asi nazornéjsi ji uvést na tomto misté vyhledem
k polynomu (4.7), tedy:

Systém popsany rovnicemi (4.1), (4.2) je interné 1 externé stabilni tehdy, jestlize kofeny

polynomu a(s)=det(s], - 4) (poly systému) leZi v levé &asti komplexni roviny.

Poznamka: Pfi zkoumani stability systému popsaného rovnici (4.6) je skutené
nutné vychazet z poll systému a ne pouze z polil pienosové matice G(s). JestliZe totiz
doslo v rovnici (4.8) k uz zminénému vykraceni poll a nékteré z téchto polia byly
nestabilni, je disledkem vnitini nestabilita systému, 1 kdyz se systém jevi navenek jako

stabilni,

Po dosazeni vyrazii (4.8) a (4.9) do rovnice (4.6) je vektor obrazil vystupu ve

tvaru

Y(s)=G(s)U(s)+o(s) (4.11)

kde matici pienosli mliiZeme napsat jako

_gn(s) 312(5) gm(s)_
Gn(S) Gm(S) G]m(s) ;](8) gczz(zz) gffil)
G(s)=| “@ - N a7 Cal) | @

G.(s) G.(s) ... G”;;és)

grl(S) gr?(s) Em (‘S)

a(s) als) — a(s) |

Nyni ukazeme souvislost mezi existenci matice 1) ve vystupni rovnici (4.6) a
ryzosti dil¢ich prenosi ve (4.12).

Polynom v adj(s/, — A)v pozici 7, j oznagime jako &, (s). Matice
(sf, — A) obsahuje prvky obsahujici s pouze na diagonale a proto musi pro kazdé 7, j =

1, ..., nplatit dega, < dega. Oznacme dale g, (S), 1<k <r, 1=<p=<mpolynom, ktery
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je prvkem matice Cadj(s/, — A)B . Protoze matice C, B jsou &iselné matice, je tento
prvek linearni kombinaci polynomi &, (s) a tudiZ i pro jeho stupen plati

degg,, < dega . Oznalme dale dy, Ciselny prvek matice D ve stejné pozici.

Pak plati: Jestlize D = 0, je dy, = 0 pro kazdé £, p a polynomy v ¢itatelich dil&ich
prenosi () jsou g, (s)=g,, (s) atedy degg,, <dega pro viechna k, p. To znamena, ze
pro D = 0 jsou viechny diléi prenosy v matici G(s) striktn€ ryzi. Jestlize D # 0, existuje

alespo jeden nenulovy prvek d,, # 0 pro nékterou pozici £, p. Pak pro polynom
Eitatele diléiho prenosu v této pozici a jeho stuperi plati g, (s) =g, (s)+d,a(s),
degg,, = dega a dilti pienos G, (s)je nestriktng ryzi. Ostatni dil¢i pfenosy oviem

mohou byt striktné ryzi.

Podminky fyzikalni realizovatelnosti nyni mizeme formulovat nasledovné:
Jestlize pfenosova matice vicerozmérného linearniho systému obsahuje pouze striktné
ryzi dil¢i
pienosy, systém spliiuje silnou podminku fyzikalni realizovatelnost. Jestlize byt jediny
z dil¢ich

prenosu je nestriktné ryzi, spliluje systém slabou podminku fyzikalni realizovatelnosti.

V Casti vénované linearizaci nelinearniho stavového modelu jsme ukazali, ze
puvodni nelinearni model 1ze (s ur€itou piesnosti) nahradit modelem linearnim s
ménicimi se prvky matic A, B resp. 1 C, D. Protoze prvky téchto matic vstupuji do
parametrt linearniho externiho modelu (koeficientd v polynomech dil¢ich pirenost),
znamena to, Ze 1 ve vstupné-vystupni oblasti miizeme nelinearni vlastnosti fizeného
objektu vystihnout tak, Ze zvolime linearni model s parametry, které se budou v prubéhu
dynamiky systému ménit. Pravé na této myslence jsou zalozeny metody adaptivniho

fizeni.
4.2 Singuliarni systém

Pro Uplnost se struéné zminime i o existenci této tiidy systémt. UvaZujeme

linearni #-invariantni vicerozmérny systém popsany stavovou a vystupni rovnici
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Ex(t)=Ax(t)+ Bu(t) (4.13)
y(1)=Cx(t)+ Du(r) (4.14)

kde E je &tvercova matice, dim E =n x n . Jestlize je tato matice jednotkova, E=1In, je
stavova

rovnice (4.13) totozna s rovnici (4.1), na které jsme zalozili ivahy v pfedchazejicich
odstavcich. Existuji viak systémy, u kterych nejsou vztahy mezi veli¢inami popsany jen
diferencialnimi rovnicemi, ale vyskytuji se i rovnice algebraické, které popisuji statické
vazby mezi veli¢inami systému. V tomto piipadé se v soustavé rovnic, které ziskdme
rozpisem rovnice (4.13), objevi na levych stranach nuly misto derivaci nékterych
stavovych velidin (minimalné jedné). Je jasné, ze matice E bude v tomto piipadé mit na
diagonale v prisludnych fadcich misto jednotek nuly a bude matici singularni. Systémy
popsané stavovou rovnici (4.13) se singularni matici E pak nazyvame singularni

systémy. Rad singularniho systému q se singularni matici E je potom dan jako

g =rankE <n (4.15)

Pienosovou matici systému popsaného rovnicemi (), () mizeme ziskat ve tvaru

G(s)=C(sE-A4)" B+D (4.16)

Stejné jako u systému lineamiho se muze singularni matice £, ktera nasobi
vektor derivaci stavovych veliéin, objevit1 ve stavové rovnici systému nelinearniho. K
tomu opét dojde tehdy, jestlize se v soustavé rovnic objevi nelinearni (ne diferenciélni)

rovnice, popisujici statické vazby mezi veli¢inami systému.
4.3 Popis systému v polynomialnich maticovych zlomcich

V predchazejici €asti jsme ukazali, ze vztah mezi vektorovym vstupem a
vystupem linearniho f~invanantniho vicerozmérného systému muze byt popsan

penosovou matici (4.12). Jestlize budeme uvazovat ve stavové rovnici (4.1) nulové

potatecni podminky, ziskame vektor obrazl vystupu jako
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Y (5)=G(s)U (s5) - i(S) U(s) 4.17)

Algebraicka teorie fizeni ukazala, ze popis systému pomoci pfenosové matice nemusi
byt

nejvyhodnéjdi z hlediska odvozeni zakoni fizeni vicerozmérych systémi a vhodnéj$im
se jevi

vnéjsi popis systému pomoci tzv. polynomialnich matic. Tento popis je vhodné&jdii z
hlediska

identifikace téchto systémil, jak bude ukazano v dalsich kapitolach. NeZ piejdeme k
vlastnimu popisu systému, uvedeme alespoti nejzakladnéjsi pojmy z oblasti teorie

polynomialnich matic a nékteré jejich vlastnosti.

4.4 Polynomiilni matice a jejich zakladni vlastnosti

JestliZe ozna¢ime ‘R[s] okruh polynomi, pak matice P(s) rozméru r x m, jejiz
prvky jsou polynomy z okruhu R[s] je polynomialni matice. MnoZzinu viech

polynomialnich matic rozméru # X m oznacime jako R™[s].

Polynomialni matice ma tvar

p,,(S) p12(S) p]m(S)
P(s)= Pa(5) Pi(s) o pay(s) (4.18)

prl(s) prz(s) pm('S)

Polynom v pozici #, j ma tvar

pfj (S)=pf}'U+pf}‘s‘+"'+pf}ngs"‘} (419)

Jestlize koeficienty pyy, i=1, ..., 7, j=1,... ,m k=01, ... n,jsourealne,

jedna se o realnou polynomialni matici.
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Pro polynomialni matice uvedeme nékteré definice a pravidla.

- Matice P(s) € R7[s] je nesingularni, jestlize det P(s) £ 0. JestliZe det P(s) = 0,
je matice P(s) singulidrni.
- Stupeil i-tého fadku »; matice P(s) € Rrm[s] je maximalnim ze stupiil

polynomii v /-tém fadku, tedy 7 = maxn,
I

- Stupen j-t¢ho sloupce ¢; matice P(s) € Rrm[s] je maximalnim ze stupiili

polynomii v j-tém sloupci, tedy ¢, = maxn,

- Stupei polynomialni matice P(s) € R™[s], degP(s)=n, je maximalni ze

w O o4 -] - .
stupiu viech polynomil v matici, tedy #= n}gx n,.

- Polynomialni matici P(s) € R™[s] miiZeme vyjadfit jako rozvoj
P(s)=Ps"+P,_s"" +..+Ps+P, (4.20)

kde

Py P o P

| P Pue o Prme

P, Lk=01,...,n (4.21)

P Prae -+ P

4.5 Polynomiilni maticové zlomky

Mgé&jme pienosovou matici systému, odpovidajici rovnici (4.17)

G(s)= (4.22)
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Polozme nyni B, (s)=G’(s), 4, (s)=a(s)I avidime, ze pienosovou matici

(4 22) mizeme napsat ve tvaru

G(s)=4;'(s)B,(s) (4.23)

kde 4, (s)e R"[s], B, (s)c R™[s]jsou polynomialni matice.

Jestlize polozime B, (s)=G'(s), 4;(s)=a(s)], mizeme pienosovou matici

() pfepsat do tvaru
G(s)=B;(s)4; () (4.24)

kde 4, (s)e R™[s], B;(s)e R™[s]jsou opét polynomialni matice.

Reprezentaci pfenosové matice ve tvaru (4.23) nazyvame levy polynomiélni
maticovy zlomek (LPMFD — left polynomial matrix fraction description). Reprezentaci
{4.24) nazyvame pravy polynomialni maticovy zlomek (RPMFD - right polynomial

matrix fraction description).

Stupné determinantl takto konstruovanych maticovych zlomki pak jsou

degdetd, (5) = rdega(s) (4.25)
degdetd, (s) = mdega(s) (4.26)

Jestlize pi1 popisu systému pouZzijeme levy maticovy zlomek, mizeme vztah

mezi vstupem a

vystupem napsat ve tvaru

A4, (s)Y (s)=B,(s)U(s) (4.27)
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Pouzijeme-li pravy maticovy zlomek, je tento vztah

Y ()= By (s) 4 ()U () (4.28)

Poznamka.: Jestlize je dany pfenos systému v levém maticovém zlomku,
muzeme 1thned ziskat popis systému v ¢asové oblasti (ve tvaru diferencialnich rovnic)
zpétnou transformaci rovnice (4.27)

Naopak, mame-li systém popsan diferencialnimi rovnicemi, jejich transformaci
ziskame matice pienosu v levém maticovém zlomku. Z tohoto hlediska se zda byt
reprezentace prenosu v levém maticovém zlomku pfirozenéjsi. Presto, jak uvidime
pozdg&ji, je reprezentace v pravém maticovém zlomku Zadouci pii syntéze fizeni nebo

dokonce nutna, napt. pfi odvozeni kvadratickych fizeni.

Predpokladejme nyni, Ze mame zadanu pienosovou funkei systému ve tvaru
LPMFD

G(s)=4;(s)B,,(s) (4.29)

Jestlize pak existuje polynomialni matice Li(s) takova, ze plati
A, (s)=L(s)4,(s), B, (s)=L (s5)B,(s), je tato matice spolecnym levym délitelem
matic AL(s) a BL(s). Po vydéleni spoleénym levym délitelem pak mizeme pfenosovou
matici napsat ve tvaru (4.23). Mezi vSemi spoleCnymi levymi dé€liteli existuje matice
L(s), kterou nazyvame nejvétsi spolecny levy délitel (GLCD — greatest left common
divisor) matic Ap(s) a Br(s). Jestlize matice Ar(s) a Br(s) maji spolecné levé d¢litele

pouze unimodularni matice, jsou zleva nesoudélné.
Levy polynomialni maticovy zlomek
G(s)=4;'(s)B,(s) (4.30)
kde matice AL(s), BL(s) jsou zleva nesoudélné, nazyvame zleva neredukovatelny.

Je zadana pienosova funkce systému ve tvaru RPMFD
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G(s)= By (5) 4% (5) (4.31)

Jestlize pak existuje polynomidlni matice Ry(s) takova, Ze plati
B (5)=B; (s)R (5), 4z (5)=4,(s)R (), je tato matice spole¢nym pravym
délitelem matic Bg(s) a Ag(s). Po vydéleni spole¢nym levym délitelem pak mizeme
pienosovou matici napsat ve tvaru (4.24). Mezi viemi spoleSnymi pravymi déliteli
existiye matice R(s), kterou nazyvame nejvétsi spolecny pravy délitel (GRCD - greatest
right common divisor) matic Br(s) a Ag(s). Jestlize matice Br(s) a Ar(s) maji spole¢né

pravé délitele pouze unimodularni matice, jsou zprava nesoudélné,
Pravy polynomialni maticovy zlomek
G(s)=B(s)4; () (4.32)
kde matice Br(s), Ar(s) jsou zprava nesoudélné, nazyvame zprava neredukovatelny.
V souvislosti s pojmy neredukovatelnosti uvedeme dvé dilezita pravidla:
- Jestlize pfenosova matice (4.23) v LPMFD i1 (4.24) v RPMFD jsou zleva resp.

zprava neredukovatelné, pak mezi determinanty jejich maticovych jmenovatell

plati vztah

detd, (5) = kdetd, () (4.33)
kde k je nenulova konstanta.
- Rad realizace PMFD je rovny stupni determinantu maticového jmenovatele.
Tento iad je

minimalni, jestlize PMFD je neredukovatelny.

Z uvedeného je jasné, ze pokud chceme ziskat zleva nebo zprava

neredukovatelné PMFD, musime nejprve uréit nejvétsiho spoleéného levého resp.
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pravého spoleného délitele. Existuji samoziejmé zplsoby, jak urcit nejvetsi spolecné
délitele. Jde vétdinou o pomérné komplikované postupy zalozené na operacich s

unimodularnimi maticemi.

Ve vétsiné piipadi mame pienosovou funkei nejprve vyjadienu v LPMFD,

Jestlize ji potfebujeme z né&jakého ditvodu ziskat ve tvaru RPMFD, vyjdeme ze vztahu

A (5)B, (5) =By (s) 4 (s5) (4.34)

a po Upravé

A, (5)B, (5) =B, (5) 4; (s) (4.35)
Rovnice (4.35) je maticova rovnice, ve které jsou neznamymi matice Bg(s),

Ax(s) resp. jejich polynomy. Stupné polynomi volime tak, aby si po vynasobeni
odpovidaly stupné polynomi na levé a pravé strané rovnice. ProtoZe se jedna o rovnici
typu AX —BY =0 (kde X, Y jsou neznamé matice) s vétsim poctem neznamych
koeficientil nez je pocet rovnic, ze kterych tyto koeficienty pocitdme, musime nékteré
koeficienty volit a rovnice (4.35) ma pak nekoneény pocet feseni. U systému

$ nestejnym poctem vstupu a vystupu pak miazeme ziskat i matice s riznymi stupni
polynom v jednotlivych

pozicich.
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5 Subspace metody

Subspace metody jsou metody pro identifikaci parametni linearnich stavovych
modeltl z experimentalnich vstupné/vystupnich dat.
- zaloZeny na geometrickych operacich (projekce, priniky) a numerické linearni
algebie
- alternativa k rozdifenym prediction error metodam PEM (napi. ML identifikace

ARX modeli pomoci nejmensich &tverci)

Vlastnosti subspace metod:
- stejna slozitost identifikace pro systémy s jednim vstupem a vystupem (SISO) a pro
systémy s vice vstupy a vystupy (MIMO)
- maly poCet uzivatelem nastavovanych parametrii (prakticky pouze fad systému,
jehoz odhad dokonce i samy poskytuji)
- numericky robustni implementace pomoci SVD a QR faktorizaci
- implicitni redukce fadu modelu

- nevhodné pro malé soubory dat

Tyto metody jdou v literatufe oznacované jako 4SID metody (Subspace State-
Space System Identification). Nazev "subspace” vyjadiuje skuteCnost, Ze parametry
stavového modelu mohou byt ziskany z fadkovych a sloupcovych prostori uritych

matic vytvorenych ze vstupné/vystupnich dat.

5.1 Obecny princip subspace metod
Podstatou subspace metod zaloZenych na geometrickych vlastnostech prostorii
generovanych signaly vstupii, vystupli a Sumi je ortogonalita mezi nezavislymi
signaly.
Mame-li dva nezaavislé skalarni signaly #(?) a e(t)
(efe(1)})=0 (4.36)

napiiklad diskrétni signaly

u(t)= 10 + 10sin{r/2) + v(z) (4.37)
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e(t)= w(r) (4.38)

[;((?)} ~ N(0,1) (4.39)

a poskladame-li NV vzorku z t€hto signali do vektorll # a v, potom thel a mezi témito
vektory
u'y

cos(a) = W (4.40)

se bude blizit 7/2.

Graf ukazuje stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku dhlu ze 100 realizaci pro
kazdou délku N. Demonstruje, ze 1 pro malé délky dat je ve stfedni hodnot¢ tthel 7/2,
avak s velkou odchylkou pro jednotlivé realizace. S rostoucim poétem vzorkl se
odchylka rychle zmensuje.

Uhel mezi vektory signalu u(t) a e{t) v zavislosti na poctu vzorku
180 H R T T oI . W | HE

R R | = = = 3fredni hodnota i
| m—Standardni odchylka |

160

140L - X -
120k NG
100 b -

Uhel [deg]

&0

AR R R
10° 10" 107 10 10
Pacet vzorku
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6 Modely pro identifikaci soustav

Existuje nékolik zakladnich rekurzivnich identifikacnich metod, které slouzi k
odhadu parametri modelil ARX, ARMAX a OE. Tyto jsou nalozeny na nasledwjicich

metoedach:

Extended Least Square Method (RELS) pro odhad parametri ARMAX modelu
Prediction Error Method (PEM) pro odhad parametri ARMAX a OE modelu

Pro zajisténi sledovani Casove proménlivych parametri je vyuzito nékolik
znamych faktort zapominani. Z hlediska parametrizace MIMO modelu je snazsi pouzit

stavovy model, kde jedinym strukturnim parametrem je fad systému #.
6.1 Diskrétni identifikace pomoci modelu ARX

ARX (AutoRegresive eXogenous) je autoregresni model s externim vstupem a

slouzi pro odhadovani parametrii modelu ARX nebo AR. AR poukazuje na

autoregressive ¢ast a X na dalsi vstup B(z"' )u (k) Poznamka: ARX neni identifikaéni

metoda, ale struktura modelu. Metoda odhadu parametri pomoci nejmengsich étvercii

(LS) pak vychazi z principu maximalni vé€rohodnosti (ML)

Parametry ARX modelu maji strukturu:

A(z")y(k) = B(z‘l)u(k)+e(k) (6.1)
kde

A(z"'):1+a'1(z‘1)+—-—+ar"{x (z"') (6.2)

B(z")=1+b (" )+ +b, () (6.3)

e(k) je chyba méfeni (ndhodna veli¢ina s normalnim rozloZenim ve statistickém pojeti).
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Rovnici ARX modelu lze prepsat do ptehlednéjsiho tvaru:

y =28 +¢ (6.4)

kde y je vektor méfeni vystupu [y(l), y(2),..., y(;!’f.)Tr
Z je matice dat [zT (1), 27 (2).....2" (k)T
@ je vektor hledanych parametrQi [a,,a,,5,,5, ]T

¢ je vektor chyb méfeni

Rovnici (6.1) mizeme popsat 1 takto:

y(k)+a](k—1)+a2(k—2)+---+anay(k—na)= ‘s
= b, (k—1)+ by, (k—2)+--+b, u(k—n,)+e(k) ©)

kde

#, a 1y je pocet parametrli pouzitych pro identifikaci

14 je bily sum

Parametry modelu vyjadiujeme:

. b b, b (6.6)

Pfi zadavani do Matlabu pouzZijeme th = arx(z,nn), kde # (theta) nam vrati
hodnoty odhadu modelu ARX, z = /y,u/, kde y je vystupni vektor a # je vstupni vektor,

nn = [na nb nkj, kde na je stupeii polynomu A, #b je stupeil polynomu B a #k je pro
nase pfipady vzdy rovno jedné.
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Zadani se provadi:

Z=[Y, U]
NN = [na, nb, 1]
TH = ARX (Z, NN)

Jestlize vypocteme matici th musime ji pfevést na obrazovy pienos s ur€itym

vzorkovacim ¢asem. Pro tuto operaci pouzijeme funkci th2arx (theta to arx).

Zadani se provadi:

[A, B] = th2arx (TH)
SYS =TF (B, A, Ts) kde T je vzorkovaci Cas

6.1.1 Metoda nejmensich ¢tverci
Tato metoda je jednou z nejuniverzalngjsich a ma propracovanou teorii véetné

vypocetniho algoritmu.

Chceme-li nalézt vektor parametri £, miizZeme pouzit metodu nejmensich ¢tverci,
ktera minimalizuje stfedni kvadratickou odchylku. Predpokladem je, ze chybou je zati-

Zena pouze vystupni veli¢ina y a matice dat Z je jednozna¢né znama.

Vychazime z definice:

1;3?1;1 ||Z€—y 5 (6.7)
Tuto minimalizaci 1ze napsat jako
lel; =|z6 -y = (26 -y) (26-y)=6"2"26-6"Z"y-y" 20+ )"y (6.8)
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Hledame-li minimum tohoto vyrazu, vyuzijeme vztahl pro maticové derovace:

%(xTAy) = Ay

{6.9)
%
i(ch'"zaly) =A"x
oy
Pro hledané minimum tedy plati
Z'70-2Z"0y =0 (6.10)
Hledané parametry tak ziskame ze vztahu:
6=(2"2) " 27y (6.11)
6.1.2 ARX model s vice vstupy a vice vystupy
Pro ARX model s m vstupy a | vystupy nadale plati rovnice (6.1), avsak
Ay ' =1+> Az" a B(z)' =1+) Bz % (6.12)
k=1 e
jsou polynomialni matice:
all(z_]) alm(z_l)
Az )= : : (6.13),
ag) o @,z
by(z") - b, ()
B(z"H= : : {6.14)

b(q) - bfm(z_] )
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Uvazujme, Ze vSechny prvky matic A a B jsou neznamé. Potom mlizeme tento

model piepsat do tvaru

y(t)=0"p(1)+e(¥) (6.15)

kde
o=l o, ] (6.16)
©=(4 .. 4, B .. B) (6.17)

Priklad: systém se tfemi vstupy a dvéma vystupy:

y(6)-15y (1 -1)+0,4y, (t-1)+0,7y,(1-2) =

0,2u, (1 =4)+0,3u, (£ = 5)+0,4u,(¢)—0,1u, (1 — 1)+ 0,15u, (1 —2) +¢,(7)

1 (1)=0.2y,(1-1)=0,7y,(1=2)+0,01y,(r-2) =

w, (1) + 20, (1= 4)+3u, (1 1)+ 4u, (1 = 2) +e, (¥)

Tento systém lze prepsat 1 maticové:

L5 04 0,7 0
. -1 "1-2)=
y(r){—o,z 0 }y( )+[0,01 —0,?}’( )
0,4 0 0 -01 A5 0
[‘f . O}J(I){O X ﬂu(:-l){g " 4]:,(:-2)+
0 0 0 0,2 00 03 0 0
[0 o 0}:(!—3)4{ 0 1 0}u(l—4)+{ o o 0}1(1’—5)
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Odhad modelu lze ziskat naptiklad za pouziti Matlab Identification Toolboxu a

to nasledujicim sekvenci piikazi:

A, o, 1y =eye(2),

A, ,2)=[-1504;-020],
A(,:,3)=[070,0.01-07],
B(:,.,1)=[0040,100],
B(:,: ,2)=[0-0.10,003];
B(:, ,3)=[00.150,004];
B(, ,49=[000,000];
B(:,:,5)=[0200;020];
B(:,:,6)=[0300;000];
m0 = idarx(A B);

u = iddata([], idinput([200,3])),
e = iddata([], randn(200,2));

y = sim{m0, [u e]),
na=[21,22];
nb=[230;112];
nk=[400041];

me = arx{[y u],[na nb nk])

me.a % The estimated A-polynominal
Diagonalni parametrizace autoregresivni (AR) a moving average (MA) matice

nam dovoluje MIMO ARMAX model odhadnout jako sadu MISO model. Tohoto

faktu vyuziva program uvedeny v pfiloze 1.

6.1.3 Prubéina identifikace ARX modelu

Metoda pribézné identifikace je zaloZena na principu vyuZiti metody
neymensich &tberc. Napiiklad systém se dvéma vstupy a dvéma vystupy s polynomy

druhého ma 16 neznamych parametrii. Ukazeme si piiklad.
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Diskrétni piipad vypada model takto:

yi(k)=—ay (k-1)-ay (k-2)-ay, (k-1)-a,y.(k-2)+

6.18
+bu, (k—1)+ by, (k—2)+ b, (k—1)+ b, (k-2) (©1%)
Y2 (k) =) (k_l)_aﬁyl (k_z)_a?yz (k_l)_asyz (k—2)+ (6.19)
+bgr, (k—1)+ b, (k—2)+ by, (k—1)+ b, (k- 2) '
Pro spojity systém nabyva model tvaru:
Vitay +a,y, +ay, +a,y, =bu +bu, +bu, +bu, (6.20)
Vi+ay +ay, +a,y, +a.y, =bul +ba, +bu, +bau, (6.21)

Aktualizace vektoru parametri potom probiha podle vztahu

C(k-1)p(k)
1+ (K)C(k-1)o(k)

O, (k)=0,(k-1)+ (y(k)-0,,(k-1)0" (k))  (622)

Plnéni vektorti parametri a vektoru dat pro diskrétni model je nasledujici:

O (k) =[a,a,,a,,a,,b,5,,b,,5,] (6.23)

0F (k) =[a;,as,a,,a,,b.,b;,5,,b,] (6.24)

o (k=1)=[-y (k=1),-y, (k=2),-y, (k-1),-y, (k-2), (6.25)
(ke =1),2, (k=2) 0, (k= 2)u, (k=1),u, (k- 2)] (6.26)

Pro spojity model se do vektoru dat piida jedni¢ka a odhaduje se jeji koeficient
d. Tento koeficient vyrovnava rozdily v po¢atenich podminkach filtrovanych a
nefiltrovanych veli¢in. Takze regresni vektor pro uvazovanou dvourozmerovou spojitou

soustavu ma tvar

T

% (rk) = I:_ylff’_ylf’_y;f'_ylf'_";f'_"lf’_u;f'_uﬁf'l] (6.27)
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a vektory parametrii jsou
O] (1.)=[a.a,.a,,a,b,.b,,b,,b,.d,] (6.28)
0% (1) =[a.a,.a,,a,.b,b,,b,,b,.d,,] (6.29)

6.2 Diskrétni identifikace pomoci modelu ARMAX

ARMAX (AutoRegresive Moving Average eXogenous) - odhaduje parametry
modelu ARMAX nebo ARMA. Parametry ARMAX modelu maji strukturu:

A(q).y(k)=B(q)u(k)+C(q)e(k) (6.30)

Pii zadavani do Matlabu pouzijeme th = armax(z,nn), kde # (theta) nam vrati
hodnoty odhadu modelu ARMAX, z = fy,u], kde y je vystupni vektor a # je vstupni
vektor, nn = [na nb nc nkj, kde na je stupei polynomu A, »b je stuperi polynomu B, nc

je stupen polynomu C a #k je pro nase piipady vZdy rovno jedné.
Zadani se provadi:
Z=[Y,U]
NN = [na, nb, n¢, 1]

TH = ARMAX (Z, NN)

Jestlize vypocteme matici th musime ji pfevést na obrazovy pienos s uritym

vzorkovacim ¢asem. Pro tuto operaci pouzijeme funkci th2arx (theta to arx).
Zadani se provadi:
[A, B, C] = th2arx (TH)

SYS1=TF (B, A, Ts)k de T je vzorkovaci ¢as
SYS2 =TF (C, A, Ts)
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6.2.1 ARMAX model s vice vstupy a vice vystupy

Parametry ARMAX modelu maji strukturu:

Yy = A7 (27 )BE @)+ A7 (z7HC(2Ne()

nebo

A () y(ky = Bz u(ky+ C(z (k)

kde A(z‘l) , B(z") a C(z‘l) jsou polynomialni matice
6.3 Output error model

YOy = A" (27} Bz Yu(t) + et)

kde A(z"l) a B(z™") jsou polynomialni matice
6.4 Box-Jenkins model

)= A" (") By + D™ (z7HC(z et

kde A(z'l), B(z"')_, C(z"l) a D(z") jsou polynomialni matice
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7 Zavér

Tato prace méla za cil popsat pouzivané metody experimentalni identifikace
vicerozmérnych soustav a metody jejich vypoctu. Existuje fada metod, které Ize
najit v literatufe a téma je natolik §iroké, Ze nebylo mozné v rozsahu této diplomové
prace viechny popsané metody do detailu, av3ak pro zakladni ptehled by tato prace
méla postacovat. Popsané metody ARX a ARMAX tfadime mezi metody
parametrické identifikace, stejné tak 1 metody vyuzivajici stavovy popis. Jejich
vyhodou je snadna aplikovatelnost na vét§inu primyslovych procesi. V sou¢asné
dobé stale vznikaji nové prace zabyvajici se novymi metodami, které souviseji 1
s rozvojem vypocetni techniky. Na tuto praci by se dalo navazat simula¢nimi

experimenty a bliz§im pfedstavenim jednotlivych identifika¢nich metod.

-6] -



Priloha 1

function th=arx3(y,u)

% th=arx3(y,u) MIMO model vznikly spojenim jednotlivych MISO
%arx modelu mezi vstupy a vystupy. Kazdy sloupec y,(u) obshuje
%vazby na prislusny vstup.

%

if nargin<2, th=[]; disp(" usage: th=arx3(y,u)'), return, end

% imtialization
no=size(y,2),
ni=size(u,2);

f=size(y,1);
I=floor(f/2),

% outer cycle {constructs matrices row by row)
A=[]:B=[1.C=[};D=[L.K=[].X0=[];
for i=1:no,

% computes optimal structure

nO=struc(1:3,1:3,0:3),

n0=[n0(:,1) n0(:,2)*ones(1,ni) n0{:,3)*ones(1,ni)];
nl=sls3(arxstruc([y(1:1,1) u(1:1,))],[y(1+1:£i) u(l+1:1,:)],n0),'AIC"),

vtx=(n1==3),
=0
while any(vtx)&(c<9),

nO=struc(n1(1)-vtx(1):n1{1)+vtx(1),n1(2)-vtx(2):n1(2)+vtx(2),n1(2+ni)-
vix{2+ni ) n1(2+ni Frvtx(2+m)),

n0=[n0(:,1) n0(:,2)*ones(1,ni) n0{:,3)*ones(1,ni)];
n2=sls3(arxstruc([y(1:1,1) u(1:1,))],[y(1+1:£i) u(l+1:1,:)],n0),'AIC"),
vtx=(n2==(n1+1));

nl=n2;c=c¢+1;

end

th=arx([y(:,i) u],nl);
[a,b,¢,d.k,x0]=th2ss(th);

% state space matrices construction

A=[A zeros(size(A,1),size(a,2)); zeros(size(a,1),size(A,2)) a],
B=[B;b];

C=[C zeros(size(C,1),s1ze(c,2)); zeros(size(c,1),s1ze(C,2)) ¢];
D=[D;d];

K=[K zeros(size(K,1),size(k,2)), zeros(size(k,1),size(K,2)) k],
X0=[X0; x0],
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% outer cycle
end

% final theta format
th=ss3th(A,B,C,D K, X0);

%6 subfunctions
function theta=ss3th{a,b,c,d.k,x0,cd,parval lambda,T)

% THETA = ss3th(A,B,C,D,K, X0,CD PARVAL,LAMBDA,T)
% Pack standard ss parameterizations into THETA format

if nargin<10, T=[];end

if nargin<9, lambda=[];end
if nargin<8, parval=[].end
if nargin<7, cd=[].end

if isempty(T),T=1;end

if nargin<5,error('All of the matrices A, B, C, D, K, must be specified!"),end
[nx,nd]=size(a);

if nx ~= nd, error{'The A-matrix must be square!'),end

if nargin<6, x0=zeros(nx,1),end,if isempty(x0),x0=zeros(nx, 1 ),end
[nd,nu]=size(b);

if nx ~= nd & nu~=0, error('A and B must have the same number of rows!"),
end

[ny,nd]=size(c),

if nx ~= nd, error('A and C must have the same number of columns!’),

end

[nd1,nd2]=size(d),

if nd1 ~= ny & nu~=0, error('D and C must have the same number of rows!"),end
if nd2 ~= nu, error('D and B must have the same number of columns!'),

end

[nd1,nd2]=size(k);

if nd1 ~= nx, error('"K and A must have the same numb er of rows!"),

end

if nd2 ~= ny, error("The number of columns in K must equal the number of coulumns in
C!".end

[nd1,nd2]=size(x0),

if nd1~=nx, error('X0 and A must have the same number of rows!'),end

if nd2 ~= 1, error('X0 must be a coulmn vector!'),end

ms(1:nx,1:nx)=a;

if nu>0, ms(1:nx,nx+1:nx+nu)=b;end

ms(1:nx,nx+nu+1:nx+nu+ny)=c';

if nu>0, ms(1:ny,nx+nu+ny+1:nx+2*nu+ny)=d;end

nn=nx+2*(nu+ny),

ms(1:nx,nx+2*nu+ny+1:nn)=k;

ms(1:nx,nn+1:nn+1)=x0,
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ms(1,nn+2)=ny,ms(2,nn+2=nx;
d1=sum(sum(isnan{ms})'),

if isempty(parval),parval=zeros(1,d1).end
if isempty{cd), cd='d";end, cd=cd(1),
if cd~='c' & cd~='d',
error('CD must be one of "c"{ontinuous) or "d"(iscrete)')
end
[nx,nn]=size(ms);nyy=ms(1,nn);
if nyy<0,arx=1;else arx=0;end
d=length(parval),
if d~=d1 & ~arx,
error{'Incorrect number of parameter values have been specified; must be equal to the
number of "NaN":s in the model structure!’)
end

if T<0,

error('The sampling interval T must be a positive number. Use "¢" in the second
argument to indicate continuous time model!")
end

[rarg,carg]=size(ms),

if cd=="c' theta(1,2)=-abs(T);else theta{1,2)=abs(T),end
if cd=="d' Tmod=-1;else Tmod=abs(T);end
theta(1,6:7)=[rarg,carg];

[a,b,c.Dd k x0]=ssmodx3(parval, Tmod,ms);

if ms(1,carg)>0,

if max(abs(eig(a-k*c)))>1,disp{('WARNING: Predictor unstable!'),end
end
[ny,nx]=size(c);[nx,nu]=size(b);
if isempty(lambda),lambda=eye(ny),end
theta(1,1)=det(lambda),
ti=fix(clock);
ti(1)=ti(1)/100;
theta(1,3:5)=[nu ny d];theta(2,1)=theta(1,1);
theta(2,2:6)=ti(1:5);
theta(2,7)=21;
if cd=="¢', theta(2,8)=1;else theta(2,8)=2.end
if d>0,

theta(3,1 d)=parval,

end
theta(4+d:3+d+rarg,1:carg)=ms;
theta(4+d+rarg:3+ny+d+rarg,1:ny)=lambda;
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function [nn, Vmod]=sls3(V,c)

%
% nn=sls3(V,c) or [nn,Vm]=sls(V,c)
% copy of selstruc.m with graphic mode disabled,

% meant to be used as a subroutine of arx3 and rarx3
%

nn=[J;

if nargin<2,¢="a’;,end

if ¢<0,c="a".end

if ¢<0,c="a".end

[nl1,nm1]=size(VY};

nu=floor({nl1-2)/2),

Nc=V(1,nml),

if c¢(1)=="a' | c(1)=="A",alpha=2;end

if ¢(1y=="m"' | ¢(1)=='M, alpha=log(Nc),end

for kji=1.nm1-1
Vmod(1,kj)=V(1,kj)*(1+(alpha/Ne)*sum(V(2:nu+2 kj))),
end

Vmod(2:nl1,1:nm1-1)=V(2:nll,1:nm1-1);

Vmod(1,1:nm1-1)=log(Vmod{(1,1:nm1-1)},
if length{nn)==0,[vm,sel]=min{Vmod(1,1:nm1-1}));
nn=V(2:2+2*nuy,sel)";end

function [A,B,C,D,K , X0]=ssmodx3(th, T,mod)

%  [AB,C,DK,X0]=ssmodx3(PARVAL,T,MS)
%
% copy of ssmodx9 m with a few changes,

% meant to be used as a subroutine of arx3 and rarx3
%

[dum nn]=size{mod);nyy=mod(1,nn);nx=mod(2,nn);
ny=abs(nyy);nu=(nn-nx-2*ny-2)/2;
s=1;
if nyy<0,arx=1else arx=0;end
na=0;
if arx,
asl=mod(1:nx,1:nx);
sumas=sum4vms(as1');
nr=find(sumas=—0&~isnan(sumas));
if isempty(nr),na=nx/ny;else na=(nr(1)-1)/ny,end
end
A=mod(1:nx,1:nx),
for kr=1nx
for ke=1:nx
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if isnan(A(kr.kc)), A(kr kc)=th(s),s=s+1.end

end
end
B=mod(1:nx,nx+1:nx+nu),
for kr=1:nx
for ke=1:nu
if isnan(B(kr,kc)),B(kr,k¢)=th(s);s=s+1;end
end
end
if na==
C=mod(l:nx,nx+nu+1 nx-+nutny);
for ki=1:ny
for ke=1:nx
if isnan(C(kr kc)),C(kr,kc)=th(s),s=s+1.end
end
end
if nu==0, D=[].else D=mod(1 :ny,nx+nu+ny+1:nx+2*nu+ny).end
for kr=1:ny
for ke=1:nu
if isnan(D{kr,kc)),D{kr kc)=th(s),s=s+1;end
end
end
else

C=A(1:ny,l:nx},

if nu>0,D=B(1:ny,.);else D=[];end

end

K=mod(1:nx,nx+2*nutny+1:nx+2*nu+2*ny);

for kr=1nx
for ke=1:ny
if isnan(K{kr.kc)),K(kr kc)=th(s),s=s+1,end
end

end

X0=mod(1:nx,nx+2*nu+2*ny+1);
for kr=1nx
if isnan(X0(kr)), X0(kr)=th(s);s=s+1;end
end
if T>0 % We shall in this case sample the model with sampling interval T
s =expm{[[A [B K]]*T; zeros(nu+ny,nx+nu-+ny)]);
A = s(1:nx,1:nx),
B = s(1:nx,nx+1:nx+nu),
K = s(1:nx,nx+nu+1:nx+nu+ny),
end
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