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Abstrakt

Tato bakalarské prace pojednava o metod¢ konecnych objemd, ktera se vyuziva
pfi vypoctu koncentraci latky proudici v podzemnim puklinovém prostfedi nasyceném
vodou. Dulezitym faktorem je Casovy krok, ktery musi pro celou transportni matici
splnovat tzv. CFL podminku. Ta vV pfipadé¢ heterogenniho pole mikroskopickych
rychlosti zpisobi maly ¢asovy krok odpovidajici nejvyssi rychlosti v oblasti. Pouziti
stejného ¢asového kroku pro celou oblast je proto neefektivni a vede i k vétsi numerické
difazi v oblastech s niz§imi rychlostmi. Z tohoto divodu jsme navrhli novou metodu,
ktera pocita v oblastech s niz$imi rychlostmi s del§im ¢asovym krokem neZ v oblasti
S vy$§imi rychlostmi. Pro ovéfeni spravnosti nasi metody jsme ji otestovali pro ulohu

transportu latky jednorozmérnou oblasti s heterogenni porozitou.

Klicova slova: Metoda kone¢nych objemi, transport latky, CFL podminka, ¢asovy

krok, numericka difaze.

Abstract

This bachelor work discuss finite volume method, which is used for calculating
concentrations of substance flowing in an underground water-saturated environment
with fissures. An important factor is the time step, which has to satisfy the CFL
condition for the whole transport matrix. In the case of heterogeneous microscopic
velocity field this leads to the small time step corresponding to the highest velocity in
the area. Using the same time step for the whole area is ineffective and causes greater
numerical diffusion in regions with lower velocities. Therefore we designed a new
method that counts with longer time step in regions with lower velocities and in regions
with high velocities it uses shorter time step. We have tested our method on one-

dimensional area with heterogeneous porosity.

Keywords: finite volume method, substance transport, CFL condition, time step,

numerical diffusion.
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1 Uvod

Hlavnim cilem této prace bylo seznamit se s problematikou transportu latky
proménnym rychlostnim polem. Jedna se naptiklad o transport latky v podzemnim
puklinovém prostfedi nasyceném vodou, kde je v riiznych mistech horniny odlisna
porozita. Cim je v daném misté porozita niz§i, tim v&tsi mikroskopickou rychlosti tam
voda proudi a naopak.

Pro vypocet koncentraci transportované latky vyuzijeme metodu konecnych
objemu (kapitola 3). Sledovanou oblast si pro zjednoduseni rozdélime na sit’ elementt,
kde kazdy element ma svou vlastni porozitu, objem a rychlost toku vody. Na zaklad¢
této sit€ vytvotime transportni matici, kterou vyuZzijeme pii vypoctech koncentraci latky
Vv konkrétnich elementech oblasti. Vypocet se provadi pomoci ¢asového kroku, ktery
musi spliiovat tzv. CFL podminku. Jelikoz je ¢asovy krok maly a homogenni na celé
oblasti, vypocet koncentraci je ¢asové naro¢ny a zpusobuje vétsi numerickou difuzi
v oblastech s niz§imi mikroskopickymi rychlostmi.

Dalsi ¢asti prace bylo navrzeni nové metody pro vypocet koncentraci, ktera by
¢asteCn¢ odstranila nedostatky ptvodni metody konecnych objemtl. Nova metoda
vyuziva transportni matici rozdélenou na dvé mensi matice na zakladé rychlosti toki na
jednotlivych elementech. Pti vypoctu koncentraci pro véEtsi matici, obsahujici nizké
rychlosti, pocitad s delSim casovym krokem, na rozdil od mensi matice S vysokymi
rychlostmi, pro kterou pouziva kratsi ¢asovy krok.

V paté kapitole se zabyvam vytvofenim specialniho programu v jazyce Java,
ktery slouzi k otestovani obou metod kone¢nych objemul. Program vytvaii graf pro
jednorozmérnou oblast, kterou rozdé€li na zadany pocet elementii. Pro v§echny elementy
spoc¢itd hodnoty objemi, porozity a mikroskopickych rychlosti. Z téchto dat potom
vytvoii transportni matici a provede vypocet koncentraci metodou konecnych objemu.
Program také umi rozde¢lit transportni matici na dvé mensi matice, potiebné pro vypocet
koncentraci nasi novou metodou. Generované vektory koncentraci jsou ukladany do
soubori S priponou .Vtk, které miizeme zobrazit ve vizualizaénim nastroji Paraview.

V kapitole 6 je uveden piehled vSech testli, které jsme provedli pro porovnani
nasi nové metody s pivodni metodou konecnych objemi. Testy zaroven slouzily
k ovéfeni, zda nova metoda funguje spravne, zda vypocet koncentraci touto metodou

trva krat$i dobu a jestli dochazi k mensi numerické difuzi.



2 Popis alohy transportu

Uloha se zabyva transportem latky v podzemni vodé v horninovém prostiedi.
V praxi je vSak velmi slozité zjistit vSechny geostrukturalni, geofyzikalni a
geochemické vlastnosti v zkoumané oblasti (zna¢ime Q). Pomoci jadrovych wvrti,
laboratornich, terénnich a dalSich méteni ziskdme potfebna data jen pro nékolik malo
mist z dané oblasti. Pro cely zbytek oblasti () pak musime pfedpokladat, ze v ném jsou
zkoumané vlastnosti podobné tém naméienym.

Diulezitou vlastnosti horninového materidlu v oblasti Q je jeho porozita.
Poréznim prostredim (horninovym materidlem) nazyvame strukturu sloZenou ze zrn
nebo vldken pevné latky (matrice), mezi nimiz je volny prostor (pory), ktery mize byt
zaplnen plynem (vzduchem) nebo kapalinou, podle toho rozlisujeme saturované nebo
nesaturované prostredi. Presny popis déjii v poréznim prostredi je z ditvodu
mikroskopické struktury velmi sloZity, proto se pracuje S aproximaci porézniho
prostiedi jako spojitého prostiedi (kontinua). Vsechny veliciny jsou pak uvazovany vidy
Jjako stredni hodnoty (pritmeér) pres urcity elementdrni objem. [2]

Pro spojitou reprezentaci porézniho prostiedi si definujeme konec¢ny objem Ej;.
Tento objem musi byt fadové vétsi nez je rozmér zrn pevné latky, ale zaroven
dostate¢n¢ maly vzhledem k velikosti zkoumané oblasti. Celou oblast si tak rozdélime
na sit’ jednotlivych kone¢nych objemi s rliznou porozitou. Porozita kone¢ného objemu
se rovna pomé&ru objemu pori vzhledem k celému objemu materialu tohoto kone¢ného
objemu.

Pro kazdy konec¢ny objem také musi platit zdkon o zachovani hmoty — mnozstvi
latky, které do daného konec¢ného objemu pfitece za jednotku Casu, se rovna mnozstvi
latky, které zngj za stejnou dobu vyteCe ven. Z tohoto tvrzeni vyplyvd, Ze rychlost
Sifeni latky vtékajici do kone¢ného objemu se musi rovnat rychlosti odtoku latky. Pokud
by rychlost nebyla stejnd na vSech kone¢nych objemech E; pozorované oblasti (),
muselo by né€kde dochazet ke ztraté urcitého mnozstvi latky, nebo by naopak latka
nc¢kde ptfibyvala. My vSak predpokladame, Ze zkoumand oblast ) je uzaviena, takze

rychlostni pole v bude konzervativni. Plati tedy:

divv = 0 na () (2.1)



Tato rychlost predstavuje makroskopickou rychlost toku latky na oblasti ,
skute¢na mikroskopicka rychlost vody v pérech zavisi na porozité. Cim mensi je
porozita Vv koneéném objemu E;, tim rychleji vném bude voda proudit. Naopak
Vv mistech s vysokou porozitou je propustnost vody velka, takze skutecna rychlost
proudéni bude niZzsi.

Dalsi sledovanou hodnotou je koncentrace latky ¢ na jednotlivych elementech
sit¢ (kone¢né objemy). Koncentrace se¢ méni v ¢ase S tim, jak se latka Sifi sledovanou
oblasti z jednoho kone¢ného objemu do druhého. Zména koncentraci na jednotlivych
elementech je zavisla na rychlosti proudéni latky a na objemu a porozité jednotlivych

kone¢nych objemd.



3 Diskretizace metodou konecnych objemi

Uvazujeme tuto spojitou rovnici pro transport latky (tzv. rovnici kontinuity [1])
d.(cy) + div(cv) = 0 naQ, (3.1)

kde c je koncentrace rozpusténé latky v oblasti £, y je porozita prostiedi a v je
rychlostni pole. Zkoumanou oblast Q si rozdélime na sit’ n trojuhelnikt, kde kazdy
trojuhelnik reprezentuje jeden kone¢ny objem E;. Uvazujeme pole koncentraci i
porozity konstantni na kazdém elementu, tj. ¢ = ¢; @ y = ¥; na E;. Integraci per partes

ptes element E; dostaneme

j 0 (civy) + j cvn = 0, (3.2)

E; 0E;

kde OE; ptedstavuje hranici E;, v naSem pfipad¢ trojihelniku. Druhy ¢len rovnice

muzeme zapsat jako

fcvn = Z cef vn. (3.3)

0E; e€dE; e

Integral fevn pak predstavuje tok vody pies hranu e, snormalovym vektorem n

smétujicim ven z E;. Koncentrace c, na hranach bereme z elementu, ze kterého vytéka

voda na hran€ e, ¢emuz fikdme upwind. Tento tok z elementu E; do elementu E;

znacime ¢;; a vypocteme ho takto:

qi; = f n. (3.4)

ij

Pokud je tok g;; > 0, pak bereme koncentraci na hran¢ e z elementu E;, tj. ¢, = ¢;.



Dalsi diskretizaci rovnice (3.2) explicitni Eulerovou metodou v ¢ase a metodou

kone¢nych objemt s upwindem ziskame rovnici

|Eily;
% t+T_ t)_l_ zqﬂc — zq”] =0, (3.5)

kde |E;| je objem kone&ného objemu E; a y; je jeho porozita, T je Gasovy krok, cf znaéi
koncentraci latky na kone¢ném objemu E; Vv Case t. Dale ozna¢ime q;’j = max(q;;,0)
jako kladou cast toku q;; a q;; = —min(q;;, 0) jako zapornou cast. Jingmi slovy to
znamend, Ze pokud tok sméfuje z kone¢ného objemu E; do Ej, pak q;’j udava, jaké
mnozstvi latky pfeteCe z E; do E; za jednotku casu. Plati tedy ql-+j = qj; > 0. Naopak

pro opa¢né toky pak plati g;; = q}; = 0 (z Ej do E; nic netece).

Obr. 3.1: Znazornéni tokii na péti elementech

Pro vypocet koncentraci v novém ¢ase t + T miiZzeme napsat rovnici
cttt = (I + t4)ct, (3.6)
kde I je jednotkova matice, T Casovy krok a A je transportni matice pro oblast ().

Rovnici (3.6) pro vypocet koncentraci nazveme jako FVM (od anglického spojeni

Finite Volume Method). Jednotlivé prvky transportni matice A se vypoditaji takto:

(
|E; IVL

ij — n
z Qi |Ek|ykA _ o
LBl &l " prot=J

proi #j
(3.7




Ve vztahu (3.7) znaci i fadek matice a j sloupec. Na diagonale matice A tak bude na
kazdém fadku i ulozena zaporna suma vsech toku, které teCou pry¢ z E;. Ve sloupci j
fadku i pak bude ulozena hodnota toku q;, kterd udava velikost toku pfitékajiciho z E;.
Jelikoz je naSe sit’ sloZena z trojuhelnikli, maximalni pocet tokl pro jeden element sité
je roven tfem. Pokud budou do E; pritékat dva toky, budou na tadku i matice A tii
nenulové prvky (jeden na diagonéle, dva mimo diagonalu). Pokud by byl pfitok do E;
jen jeden, v matici A budou na fadku i pouze dva nenulové prvky. Zaroven musi pro
kazdy tadek platit jiz zminény zakon o zachovani hmoty, takze bilance tokl na fadku
musi byt vzdy nulovéa (proto maji sumy odtokil na diagonéle zapornd znaminka).

Zde je ptiklad jednoduché transportni matice pro sit’ sklddajici se z pcti
elementtl, kde pro kazdy element plati, ze jeho objem |E;| = 1 a jeho porozita y; = 1.

Makroskopicka rychlost Sifeni latky v oblasti je v = 5.

i -
0| 1| 2| 3| 4
i| 05| 0] 0| O] 5
111} 5|-51 0100
21 0 5(-5] 0] O
31 0 Of 5[-5] O
41 0| 0] 0| 5|-5

Obr. 3.2: Transportni matice pro pét elementi

Jelikoz jsou objemy 1 porozita rovny jedné a jsou konstantni pro vSechny elementy sit¢,
je skuteéna velikost toku na elementech rovna makroskopické rychlosti v. Z této
transportni matice A miiZzeme napfiiklad zjistit, Ze do kone¢ného objemu E| pfitéka latka
rychlosti 5 z elementu E, (Ay4 = 5) a zaroven stejné mnozstvi latky z E, odtéka pryc¢
(Ago = —5). Plati tedy bilance tokii (rychlosti) na elementu E,. Tok latky vtomto
ptipadé smétuje z elementu E, do E,, odkud teCe zpét do E,. Tato sit' kone¢nych
objemu tak utvaii uzavienou oblast .

Transportni matice se pouziva pro vypocet zmén koncentraci na jednotlivych
elementech sledované oblasti podle vztahu (3.6). Abychom pi#i vypoctu koncentraci
neziskali zaporné hodnoty koncentraci latky, je nutné dodrzet takzvanou CFL

podminku.



3.1 CFL podminka

CFL podminka je nutnou podminkou stability, kterd pfi numerickém feSeni
parcialnich  diferencialnich rovnic (transport latky) zaruCuje kladné hodnoty
koncentraci. Tato podminka urcuje, jak moc kratky musi byt ¢asovy krok 7, abychom
ziskali spravny vysledek. V nasem ptipadé musi pro kazdy diagonalni prvek matice A

platit nerovnice
1+ TAii = 0. (38)
Aby byla tato podminka splnéna, vypoc¢teme ¢asovy krok .

1
= —_— 3.9
‘ max|A;| 9

Pro matici na obrazku 3.2 je t = 0,2. Za idealnich podminek, kdyz je skute¢na
rychlost na elementech shodnd s makroskopickou rychlosti, se dand koncentrace
ptesune z jednoho kone¢ného objemu do sousedniho prave za tento ¢asovy krok. Pokud
by véase t =0 byl vektor koncentraci ¢t =[1,0,0,0,0], pak za jeden &asovy
krok pretece celé mnozstvi latky z E, do E;. V &ase t = 0,2 by tak ¢!+ = [0,1,0,0,0].
Z toho plyne, ze za dobu t = 1 by koncentrace latky dorazila zpét do E,.

V realnych piikladech vSak objemy, porozita a rychlosti na jednotlivych
elementech konstantni nejsou. Cim vyssi rychlosti se budou na diagonale transportni
matice A vyskytovat, tim kratsi bude vysledny Casovy krok. I kdyby byly vsechny
rychlosti relativné malé a jen jedna z nich fadové vyssi, ¢asovy krok se fadoveé zmensi,
coz ovlivni vypocetni ¢as pro ur¢eni koncentraci pro celou matici A (ne pouze pro fadek
s vysokou rychlosti). Vhodnéjsi by bylo, kdybychom mohli pro ¢ast matice s nizkymi
rychlostmi pouZivat del$i casovy krok a pro zbytek matice s vysokymi rychlostmi
pouzit krats$i casovy krok. Tato uvaha vede k rozdéleni transportni matice na dvé ¢asti a

naslednému odvozeni nové metody pro vypocet koncentraci.



4 Nova metoda pro rozdélenou transportni matici

Predpokladame, ze bychom transportni matici A rozdélili na dv€é mensi matice
A; a A, tak, aby platilo A = A; + A,. V matici A; bychom chtéli mit jen hodnoty
odpovidajici vysokym rychlostem, v A, pak vSechny ostatni. Kvili zachovani hmoty je
nejjednodussi rozde€lit matici po celych sloupcich. Zafazeni provedeme podle

maximalniho prvku na diagonéle matice A.

1
Ei € Al pI’O |Aii| > Emax]|A”|

. (4.1)
Ei € AZ pro |Aii| < EmaxJ|A]J|

4.1 Metoda multiplikativni aproximace

Jelikoz v této metodé budeme pocitat s rozd€lenou transportni matici, musime
pfislusné upravit rovnici pro vypocet koncentrace. S matici A; budeme kvili dvakrat
vétsim rychlostem pocitat dvakrat tak Casto nez s matici A,. Jeden krok této metody se
proto bude rovnat dvéma ¢asovym krokiim na matici A; a jednomu dvojkroku na matici
A,. Ze vzorecku pro vypocet koncentraci metodou 3.6 ziskdme matici T = (I + TA).

Pro dva ¢asové kroky pak s pouzitim rozdélenych matic ziskame nasledujici rovnici.
T?2=(U+7tA)?=1+21(4; + A,) + T2(4% + A A, + A,A; + A% (4.2)
Vyse uvedenou rovnici vedouci prace aproximoval rovnici
T? ~T,, = (I + 214, + TA;))(I +1A)). (4.3)
Jeji chyba oproti rovnici (4.2) se rovna
T? —T,, = 12(43% + A4, — A,A)). (4.4)

Na zakladé rovnice (4.3) spocitame koncentrace v ¢ase t + 2T ve dvou krocich.



1) ¢t = ¢t + 1At (4.5)

2) ¢t = M 4 274,cMT + TA T (4.6)

V prvnim kroku vypoctu nasobime vektor koncentraci pouze matici A,, ktera bude
Vv idealnim ptipadé mald, takze vypocet bude trvat mnohem krat$i dobu, nez kdybychom
nasobili celou matici A. Ve druhém kroku nasobime obéma ¢astmi matice A, takze tento
krok by m¢l trvat ptiblizné stejn¢ dlouho jako standardni krok pro vypocet koncentrace
S celou transportni matici A.

Od této metody tedy ocekavame az dvojndsobné zrychleni doby vypoctu oproti
puvodni metod¢ za predpokladu, Ze matice A; bude nékolikrat mensi nez matice A.
Navic by metoda méla poskytovat vysledky s mensi numerickou difuzi. Ovéfeni téchto
hypotéz testujeme Vv kapitole 6.

Pii testovani nové aproximované metody (AM) s pouzitim rovnice (4.3) jsme
ovSem nalezli zasadni chybu, ktera zpusobovala, ze v nékterych mistech vypocteného
vektoru koncentraci se vyskytovaly vyrazné nizs$i nebo vyss$i hodnoty oproti okolnim
hodnotam. Tato chyba je dobte vidét v grafu na obrazku 4.1, kde je zobrazena kiivka

rozdilu koncentraci vypoétenych novou AM metodou a ptivodni metodou FVM.

0,003 0.006

D_J \/_ .
-0.005 1
0.002
0.074
04
0,015
00 -0.002-
-0.025 T T T T  -0.004 T T T T 1
0 02 0.4 0.5 0.8 1 0 0.2 0.4 0.5 0.8 1

Obr. 4.1: Rozdil koncentraci AM — FVM Obr. 4.2: Rozdil koncentraci AFVM - FVM



Po podrobné analyze vypoctu jsme zjistili, ze tyto viditelné ,,zuby* v grafu jsou
piesn¢ v mistech, kde se prekryvaji matice A; a A,. Provedenim dalSich vypocti a
zkousek jsme dospéli k zjisténi, Ze je potieba do vypoctu metody AFVM zaclenit ¢len

A1 A, a odstranit ¢len 2tA,A;. Tim jsme dosli k této rovnici:
Tmo2=1+21(4; + A1) + 1A, (TA; + T4,) (4.7
s chybou:
T? — Ty, = T2(A5 + A547) (4.8)
Tuto upravenou metodu (4.7) ozna¢ime jako AFVM (Approximate Finite
Volume Method) a ptislusné koncentrace v Case t + 2T vypocteme v nasledujicich dvou

krocich.

1) é= (1A, + 1A))ct (4.9)
2) ¢t = ¢t 4+ 2¢+ 1A ¢ (4.10)

Jak je vidét v grafu na obrazku 4.2, kiivka rozdilu koncentraci, vypoctenych
metodou AFVM a metodou FVM, ma hladky pribéh, takze se nam nalezené defekty

podafilo spésné odstranit.



5 Vlastni program

V této Casti se budu vénovat vytvoreni testovaciho programu v jazyce Java a
implementaci nékterych dulezitych prvkd potfebnych pro aplikaci obou dvou metod

kone¢nych objemi.

5.1 Celkovy prehled funkci programu

Program slouzi pro vypocet koncentrace latky v oblasti Q v ¢ase t pomoci
implementovanych metod kone¢nych objemi — FVM a AFVM. Program umi na
zaklad¢ zadanych dat vytvoftit graf pro sit’ elementl reprezentujicich oblast (, véetné
vypoctu objemu, porozity a velikosti tokil na jednotlivych elementech. Z téchto dat
potom dokéze sestavit transportni matici A a spocitat zmény koncentraci na elementech
v ¢ase t metodou FVM. Déle program dokéze rozdélit transportni matici A na mensi

matice A, a A4,, které pak vyuzije pii vypoétu koncentraci metodou AFVM.

511  Zapis generovanych dat do souboru

Dtlezitou funkci programu je moZnost zapisu vypoctenych dat do souborl
S ptiponou .vtk, které je moZné oteviit ve vizualizacnim nastroji Paraview. V ném
muzeme zobrazit tok latky oblasti () jako jednoduchou animaci, provést potiebné
kontroly a nakonec porovnat obé dvé zkoumané metody kone¢nych objem.

Na obrazku 5.1 je ukazka obsahu souboru, ktery byl vygenerovan pro oblast ()
rozdélenou na 10 elementl na jednom tadku. Na fadcich 1 — 4 nalezneme hlavicku
souboru, kterd uréuje i typ zobrazené sité. Radek 5 udava rozméry sité, prvni &islo znagi
pocet elementd na fadku (osa x), druhé ¢islo pocet fadka elementd (osa y), tfeti ¢islo je
pro osu z a je vzdy rovno jedné, jelikoZ nezobrazujeme trojrozmérné oblasti. Pro tyto tii
hodnoty (X,y,z) jsou dale na tadcich 6 — 11 zapsany soufadnice jednotlivych elementa
na piislusnych osach. Na tadku 12 je uloZen pocet hodnot (shodny s poctem elementi),
které chceme zobrazit. Radek 13 udava, kolik datovych poli ukladame. Jejich nazvy,

pocet hodnot, datovy typ a konkrétni hodnoty jsou uloZeny na fadcich 14 — 19.



1. # vtk DataFile Version 3.0

2. vtk output

3. ASCIT

4. DATASET RECTILINEAR GRID

5. DIMENSIONS 10 1 1

6. X COORDINATES 10 float

7. 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.50.6 0.7 0.8 0.9
8. Y COORDINATES 1 float

9. 0.25

10. Z COORDINATES 1 float

11. 0

12. POINT DATA 10

13. FIELD FieldData 3

14. conc_OTS 1 10 float

15. 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
l6. volume OTS 1 10 float

17. 0.025 0.016493848884661183 ..

18. mass_OTS 1 10 float

19. 0.025 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Obr. 5.1: Struktura .vtk souboru

5.2 Graf

Prvnim krokem pfi tvorbé programu bylo vytvofeni grafu, ktery by
reprezentoval oblast Q. Oblast Q o né&jaké Sifce x a vySce y rozdélime na m X n
element, kde m udava pocet radka elementti, n pak pocet elementi na fadku. Vysledna

oblast pak vypada ptiblizné takto.

m
S— — —— m =2 — pocet fadki elementli
n n = 16 — pocet elementd na fadku

Obr. 5.2: Jednoduchy graf oblasti Q



Graf je vytvofen na zakladé¢

hodnot

,Kostra_grafu.txt“. Struktura souboru je nasledujici:

ulozenych v textovém

souboru

prvni fadek vyska oblasti y Sitka oblasti X

pocet fadka maximalni pocet
druhy fadek

elementli m elementl na fadku n
treti radek index zacatku 1. fadku | index konce 1. fadku
ctvrty fadek index zacatku 2. fadku | index konce 2. fadku

Obr. 5.3: Struktura souboru kostra_grafu

Na kazdém ftadku v souboru jsou ulozeny dvé Cciselné hodnoty oddélené
mezerou, na prvnim fadku mohou byt hodnoty typu double, na dalSich fadcich pak musi
byt pouze hodnoty typu int. Sitka a vyska oblasti jako takova neovlivni strukturu grafu.
Hodnota m urcuje, kolik dalsich fadkt se musi v souboru vyskytovat. Na kazdém
dal§im tadku jsou indexy, které udavaji, kolik elementl na fadku bude. Zadavané
indexy musi byt v rozsahu od 0 do n — 1. Tato obecna struktura umoziuje vytvafet i
jiné neZ obdélnikové pole. Pokud zaddme napt. m = 3,n = 10 a nésledné zvolime tfi

fadky v téchto intervalech (4,5),(0,9), (2,7), ziskame takovyto graf:

1 N
0
3 N5 N7 N9 [\t
ANEANEANEINED > m
13| \15 [ \17
12514\ |16 )
g Y
~
n

wewr

Jednotlivé vrcholy grafu — elementy oblasti Q jsou ocislovany po tadcich zleva
doprava od O do 17, coz predstavuje 18 elementii. Toto ocislovani je dilezité pro
pozdéjsi urceni sousednich prvki jednotlivych elementu, stejné jako objemt, porozity a

rychlosti toku latky mezi elementy oblasti ().



Na zaklad¢ tohoto grafu bychom mohli uvazovat libovolné komplikovanou
dvourozmeérnou oblast (), kde by se latka mohla transportovat zleva doprava a zaroven

mezi jednotlivymi fadky grafu.

5.3 Urceni tokii a objemi elementt

Pro kazdy element v grafu si musime ulozit informace o tom, s kterymi elementy

sousedi a jaka je rychlost toku latky na hranach mezi elementy. Velikost toku
z elementu E; do E; ur¢ime podle vztahu qi+j = v%, kde v je makroskopicka rychlost

toku latky oblasti ), x je vyska oblasti a m pocet fadku element. Rychlost toku q je
stejna pro vSechny elementy sité. Skutecnd mikroskopicka rychlost proudéni latky mezi
jednotlivymi elementy vSak zavisi na jejich objemech a porozité. Proto si pro kazdy
element musime ulozit informaci 0 jeho objemu. Pro zjednoduseni piedpokladame, ze
velikost vSech elementl je stejna, a proto bude i jejich objem konstantni na celé oblasti.
Objem elementu |E;| tak zavisi na geometrické vysce a Siice oblasti  a na celkovém

poctu elementl v oblasti. Spoc¢teme ho takto:

IE,| = ——2, (5.1)

kde dx a dy je $itka a vyska jednoho elementu. Siiku elementu spoéteme jako podil
geometrické $ifky oblasti a poctu elementl na fadku, vySku elementu pak jako podil

geometrické vysky oblasti a poctu fadku elementt ve sloupci oblasti Q.

5.4 Ridka transportni matice

Z vypoctenych hodnot porozity, objemu a tokli mezi elementy muzeme podle
vztahu (3.7) vytvofit transportni matici A. JelikoZ transportni matice pro trojuhelnikové
pole n elementd mize obsahovat maximalné tfi prvky na fadku i, v ostatnich sloupcich
fadku i budou nuly. Proto by ukladani v§ech hodnot matice i nasledné operace s matici
byly zna¢n¢ neefektivni. Z téchto diivodu je matice A ulozena jako fidka matice [3] a to

nasledujicim zpisobem. Pro kazdy radek i matice se vytvofi dvé pole: pole indexii a



pole hodnot. V poli indexii jsou ulozeny indexy sloupci, ve kterych se na fadku i
vyskytuje nenulovy prvek. Pro kazdy index j, ulozeny V poli indexii na pozici k, je na
pozici k v poli hodnot uloZena piislusna hodnota, vyskytujici se v matici A na fadku i,
ve sloupci j. Pro pochopeni uvedeme, jak by vypadala tato dvé pole pro tieti fadek

(index fadku i = 2) matice z obrazku 3.2 na stran¢ 12.

pole indexii = [1, 2]

ol O ~
=
N
w
N

i=2 5[ -5 0 o| polehodnot =[5, -5]

Obr. 5.5: Ulozeni jednoho Fadku Fidké matice

Z téchto dvou poli pro tadek i = 2 lze snadno zjistit, Ze ve sloupci j = 1 se naléza
hodnota 5 a ve sloupci j = 2 hodnota -5.

Ob¢ dvé pole musime samoziejmé vytvoiit pro kazdy tadek i matice A.
K tomuto uc¢elu mizeme pouzit dvourozmérné pole indexti a pole hodnot, kde na indexu

i ulozime referenci na konkrétni pole pro radek i.

5.4.1 Rozdéleni transportni matice

Pro uspésné otestovani metody AFVM potiebujeme rozdélit transportni matici A
podle schématu (4.1) na strané¢ 14. Rozdélit spravné fidkou matici vSak neni tak
trividlni. Nejprve musime vytvofit permutacni vektor, ktery pro staré¢ indexy fadka a
sloupcti matice A vytvofi nové tak, abychom po preusporadani prvki v matici A na

zaklad¢ permutacniho vektoru ziskali matice A; a 4,.

5.4.2 Tvorba permutacniho vektoru a déleni matice A

Definujeme si dvé proménné new_1 = 0 a new_2 =n — 1, kde n znaci pocet
fadkd matice A, které udavaji pozici v nové matici A,. Déle nalezneme maximalni
prvek max na diagonale matice A. JelikoZ jsou na diagonale zaporné hodnoty, bude

max rovno absolutni hodnoté z nejmensiho prvku na diagonale matice (pro matici A na



obrazku 5.6 je max = 81). Permuta¢ni vektor bude piedstavovat pole hodnot typu int,
které ulozime jako perm_vektor. Poté prochazime kazdy fadek i matice A a kazdou
nenulovou hodnotu 4;; ve sloupci j porovname s max/2. Pokud je |A;;| > max/2, pak
na pozici i v permutacnim vektoru ulozime hodnotu new_l1, jejiz hodnotu nasledné
zvySime o jedna. Pokud je |4;;| < max/2, pak na pozici i v permuta¢nim vektoru
ulozime hodnotu new_2, kterou nasledn¢ o jedna snizime.

M¢jme naptiklad tuto transportni matici A (pro dvourozmérnou oblast ):

o] -81 81

1] 81| -81

2 81| -81

3 -36 36

4 36| -81| 45

5 -52| 52

6 81 -81

7 29| -29

8 -36| 36

9 -36| 36

10 7 -36| 29

11 -29| 29
12 29 -29

Obr. 5.6: Transportni matice A

Vyse zminénym priachodem matici A Z obrazku 5.6 ziskame tento permutacni vektor:

indexy 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 11| 12
permutace 0 1 21 12 3 4 5( 11| 10 9 8 7 6

Obr. 5.7: Permuta¢ni vektor pro matici 4

Nyni projdeme op€t matici A a kazdy prvek A;; piidime do nové matice 4, na
fadek perm_vektor[i] do sloupce perm_vektor[j]. Nové vznikld matice A, je

zobrazena na obrazku 5.8.



o] -81 81
1] 81| -81
2 81| -81
3 -81| 45 36
4 -52| 52
5 81 -81
6 -29 29
7 29| -29
8 7 29| -36
9 36| -36
10 36| -36
11 29 -29
12 36 -36

Obr. 5.8: Permutovana matice A,

Tuéné ohranicené oblasti obsahuji jen hodnoty, které jsou bud’ mensi nebo vétsi
nez je hodnota max/2. Horni leva oblast je de facto naSe hledand matice A; a dolni
prava oblast reprezentuje matici A,. Po takovémto rozd€leni by nam ale zlstalo par
hodnot mimo tyto dvé matice. Levou dolni ¢ast matice A proto musime pfipojit k matici
A,, zatimco pravou horni ¢ast k matici A,. Abychom k A; nemuseli pfidavat vSechny
fadky levé dolni oblasti, z nichz je vét$ina prazdnych (ve skute¢nosti obsahuji nuly), tak
si jesté dolni oblast mirné¢ upravime. Pro prvek Ag, = 7 prohodime cely fadek na
indexu 8 s fadkem na indexu new_1 = 6 a hodnotu new_1 zvétSime o jedna. Poté jesté
prohodime sloupec 6 a sloupec 8, aby zaporné diagonalni prvky byly na spravnych
mistech. To samé pak provedeme s prvkem A, s = 29, kdy prohodime fadky a sloupce
na indexech 11 a new_1 = 7. Pro horni pravou oblast provedeme podobné upravy, jen
potiebné fadky prohazujeme sitadky na indexech new_2, kdy hodnotu new_2 po

kazdém prohozeni 0 jedna snizime.



Po dalsi upravé, popsané na stran€ 23, vypada matice A, takto:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o] -81 81

1| 81| -81

2 81| -81

3 81| -81

4 52| -52

5 45| -81 36
6 7 -36 29

7 29 -29

8 29| -29

9 36 -36

10 36| -36

11 29 -29

12 36 -36

Obr. 5.9: Permutovana matice A, s prohozenymi prvky

Z matice A, na obrizku 5.9 pak snadno vytvoiime dvé nové matice dle
znazornénych Car, A; o rozmérech 8x6 a matici A, s rozméry 8x7.

Vyse popsany postup samoziejmé¢ nemusime v kazdém kroku aplikovat na
matici A a vytvaret matici novou. Po naplnéni permutacniho vektoru staci projit prvky
matice A a zjistit, které fadky a sloupce musime prohodit. Poté zaménime pfislusné

indexy v permuta¢nim vektoru a takto upraveny permuta¢ni vektor miizeme vyuzit pro

rozklad matice A.

Upraveny permutacni vektor by pro nas ptiklad vypadal takto:

indexy 0 1 2 3

5

8

10

11

12

permutace 0 1 2| 12

4

10

11

Obr. 5.10: Upraveny permutacni vektor

Tento vektor dale vyuzijeme k pfifazeni piivodnich indexti pro nové indexy matic A; a
A,. Jelikoz obé nové vytvofené matice indexujeme od nuly, musime si pro kazdy fadek

pamatovat, na jakém indexu se v pivodni matici A nachdzel. To je dulezité, pokud




bychom potiebovali slozit zpét matici A, nebo pii nasobeni matice krat vektor, kde nam
to napt. umozni nasobit malou matici A; cely vektor koncentraci pro ptiivodni matici A.

Radky matic A; a A, tak oéislujeme na zakladé jejich umisténi v matici Ay.
Napt. fadek na indexu i, = 10 v matici A,, neboli Sesty fadek matice A, (i, = 5), bude
mit index piivodniho fadku roven indexu iy., permutacniho vektoru, pro ktery plati, ze
perm_vektor[iye,] = i,. Pro matici A, vytvoiime pole_puv_radku a uloZime do n&j
index i, = 8 napozici i, = 5 (pole_puv_radku[5] = 8).

Takto potom vypadaji rozdélené matice A, a A, véetné indexii ptivodnich fadkd:

] —>
pole_puv_radku]i] 0 1 2 3 4 5
0 i o] -81 81
1 l 1] 81| -81
2 2 81| -81
6 3 81| -81
5 4 52| -52
4 5 45| -81
10 6 7
7 7 29
Obr. 5.11: Matice 44
] —>
pole_puv_radkuli] o/ 1| 2| 3| 4| 5| &6
10 [ 0] -36 29
7 ! 1 -29
12 2 29| -29
3] 36 -36
4 36| -36
11 5 29 -29
6 36 -36
7 36

Obr. 5.12: Matice A,



Kdybychom pak potiebovali najit napf. plvodni pozici prvku A, , =7,

vyuzijeme pole_puv_radku v matici A; na obrazku 5.11. Pivodni fadek prvku je roven

pole_puv_radku[6] = 10, pivodni sloupec se rovna pole_puv_radku[4] = 5.

5.4.3 Nasobeni ridké matice vektorem

Permutovanou fidkou matici nyni reprezentuji tyto tii pole: pole_indexu[][],

pole_hodnot[][], a noveé také pole_puv_radku|[]. Tteti pole s indexy ptivodnich radkt

nam umoznuje ukladat matice s fidkou fddkovou strukturou

Uvedeme si rovnou kéd metody matice_X_vektor, napsany v jazyce Java.

1.
2
3
4.
5
6
7
8

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

public static double [] matice X vektor (SparseMatrix A,double [] vektor) {

double [] vysledny vektor = new double [vektor.length];
double vysledek;
for (int i1=0; i<A.pole indexu.length;i++) {
vysledek = 0;
for (int j=0;j<A.pole indexul[i].length;j++) {
int index sloupce = A. pole indexul[i] [j];
if (index sloupce != -1){
vysledek += A.pole hodnot[i] [j] *

vektor [A.getPuvodniRadek () [index sloupce]];

}
vysledny vektor[A.getPuvodniRadek () [i]] = vysledek;

}

return vysledny vektor;

Obr. 5.13: Kéd metody matice_X_vektor

Parametry metody jsou reference na fidkou matici A a na vektor, coz je pole

hodnot typu double. Metoda vraci vysledny_vektor, jehoz velikost je stejna jako

velikost vektoru vektor. Metoda prochazi fidkou matici po fadcich, kde pro kazdy

fadek i projde vSechny indexy sloupcii ulozené v pole_indexu[i]. Pokud je index v

pole_indexu[i][j] = 0 (coz znamena, ze prvek matice A;;ngex # 0), pak je jeho

hodnota, ulozena na pfislusné pozici v pole_hodnot[i][j], vynasobena hodnotou




vektoru na pozici pole_puv_radkul[index], ktera odpovida pivodnimu sloupci prvku
Aj ingex- Tato hodnota se pficte do proménné vysledek. Po prichodu vSech prvkil na
fadku i se hodnota proménné vysledek zapiSe do vektoru vysledny_vektor na pozici
pole_puv_radku(i] a nasledné se vysledek vynuluje.

Tato metoda tak umoziuje nasobit napt. malou matici A; vektorem koncentraci
C, jehoz velikost odpovida poctu fadkt ptvodni transportni matice A. Hodnoty v matici
A; budou vyndsobeny jen témi fadky vektoru c, které odpovidaji plivodnim fadkim
matice A;. Vysledkem bude fidky vektor o velikosti vektoru ¢, obsahujici vypoctené
hodnoty pouze na téch indexech, které odpovidaji indexim ptvodnich fadkt matice A;.

Na ostatnich fadcich vektoru ¢ budou nuly.



6 Testovani implementovanych metod

Tato kapitola se vénuje testovani implementovanych metod FVM a AFVM.
Prvni dva testy maji ovéfit, jestli se latka v prostiedi dostane za urcity ¢as na urcené
misto. Tteti test kontroluje celkovou hmotnost transportované latky v ¢ase, zda zlstava
zachovan zakon o zachovani hmoty. Ctvrty test porovnava ob& implementované metody

a posledni test je zaméfen na srovnani vypocetni ¢asu obou metod.

6.1 Testovaci uloha

Pro snadngjsi ovéfeni spravné funkénosti a porovnani obou metod budeme
uvazovat pouze jednorozmérnou oblast (), kde latka proudi zleva doprava, k transportu
mezi fadky grafu nedochazi. Oblast  ma rozméry 0,5 X 1, makroskopicka rychlost
proudéni latky v = 5. Ve vétSing testll uvazujeme diskretizaci oblasti tak, Ze pocet
elementi na fadku grafu je n = 1000, pocet fadkt ve sloupci je m = 2. Zaroven
zavedeme periodické okrajové podminky, které ndm zaruci, ze jakmile se latka dostane
do posledniho elementu na fadku i, transportuje se v dal$im kroku metody do prvniho
elementu na fadku i. Tim de facto z fadku i vytvofime uzavienou oblast, kde bude latka
proudit kolem dokola. Zde pouzité dva tadky elementt slouzi jen jako dva identické
proudy, které vyuzijeme kvili lepsi vizualizaci v programu Paraview.

Jako posledni potfebujeme urcit hodnoty porozity jednotlivych elementt. Jelikoz
naSe nova metoda pocitd s rozdelenou transportni matici, kde A; ma byt malda matice
obsahujici pouze vysoké toky, vytvoiime pro vypocet porozity takovou funkei, kterd by
nam na zacatku oblasti generovala vysoké hodnoty a uprostfed oblasti naopak fadove
niz8i hodnoty. Nizké hodnoty porozity uprostfed oblasti (L ndm pak zaruci fadove vyssi
rychlosti toku latky na pfisluSnych elementech. K tomuto vypo¢tu pouzijeme
exponencialni funkci o zakladu 2, v jejimZz exponentu bude figurovat koeficient «a.

Porozitu y; na elementu i vypocteme podle rovnic (6.1) a (6.2).

2a<1_2(%'))_a n 61)



Yy, = Za(z(ﬁ)_l)_a proi > g, (6.2)

kde n je pocet elementl a i je konkrétni element E;. Na obrazku 6.1 jsou ukazany dvé
ktivky spojité funkce pro vypocet porozity pro n = 100, Vv prvnim ptipadé je &« = 1, ve

druhém pak a = 5.

m— ffe =1

i =5
'|_
0.8+
0.4 1
0.4 4
0.2

D T T T T T T T T T T T T
0 10 20 20 40 50 a0 70 80 Q0 100 110

Obr. 6.1: Graf porozityproa =1aa =75

Hodnoty na ose x ptislusi indextim i jednotlivych elementt, jejichZ rozsah je (0,99).

6.2 Test doby obéhuproa =0

Koeficient a je dulezitou soucasti rovnice pro vypocet porozity. Kdyz je a = 0,
spocitana porozita y; = 1 pro kazdy element i oblasti (). Jelikoz pro nasi Glohu jsou
objemy vsech elementii stejné, bude vSude stejna i mikroskopicka rychlost toku latky.
Vektor koncentraci ¢; = 1 pro elementy v intervalu I, = (0; 0,05) na ose x.

Predpokladame, Zze za téchto podminek by se meéla koncentrace latky Sifit
konstantni rychlosti, aniz by se vektor ¢ rozmazal. Dana koncentrace by méla dorazit
zpét do pocatecniho intervalu za ¢as t = 0,2.

Po provedeni pfislusSnych vypocti jsme ovéfili, ze doba obéhu byla skutecné

t = 0,2 a hodnoty koncentraci se neménily, pouze se posouvaly ve sméru toku latky.
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Vystupy metody FVM a AFVM byly naprosto shodné, kiivka koncentraci v Case
t = 0,2 vypadala jako kifivka na obrazku 6.2.

6.3 Test doby obéhuproa > 0

Vektor koncentraci nastavime stejné jako v piedchozim testu, hodnotu «
budeme ménit. Grafy uvedené v tomto testu piislusi hodnotdm vypoctenym metodou
FVM. Test byl aspésné proveden i pro metodu AFVM.

Nejprve otestujeme, kam dobéhne koncentrace latky za ¢ast = 0,2, proa = 1.

11 1
—_—cC pro afa=1 —_—cC pro afa=1

0.5 0.8

0.6 0.6

0.4 4 0.4 4

0.2 0.2
U 1 1 1 1 T D 1 T T 1 T
0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1
Obr. 6.2: Pocate¢ni stav koncentrace Obr. 6.3: Stav koncentrace v ¢ase t=0,2

Prot = 0,2 a @ = 1 jsme zjistili, Ze koncentrace latky ob¢hla jednou kolem dokola a pfi
druhém ob¢hu se zastavila kousek pied polovinou oblasti (1, jak je vidét na obrazku 6.3.

Z toho plyne, Ze ¢as ob&hu je ovlivnén velikosti koeficientu a.

® . . cr1 . dx v
Resenim diferencialni rovnice — = —

priaiin lze urcit ¢as jednoho ob¢hu pro a # 0

dle vztahu (6.3)

T =2(1-2"% (6.3)

l
In4av

kde L, je délka oblasti ve sméru osy X. Pro nasi tlohu, kde @ = 1, vypocteme

T=2(1-27Y ﬁl = 0,14427. Zkusime tedy otestovat, zda koncentrace za tento



¢as dorazi do puvodni polohy. Zaroven otestujeme stejnou tlohu pro a = 3, pro kterou

je ¢as jednoho obéhu T = 0,084157.

1
—_—cC pro dlfc1=1| —_—cC pro afa=3

UB—” Dﬁ—q

0.6 0.6

0.4 - 0.4

0.2+ j 0.2 }

°3 02 0.4 0.6 08 5 °3 02 0.4 06 08 5
Obr. 6.4: ¢ po jednom obéhu, a = 1 Obr. 6.5: ¢ po jednom obéhu, @ = 3

Zobou dvou grafi je vidét, Ze nejvétsi hodnota koncentrace se dostala na
zacatek oblasti (). Po podrobnéjsi analyze jednotlivych hodnot obou grafii jsme zjistili,
ze nejvyssi hodnota koncentrace pro a =1, ¢ = 0,926438 se nachazi na pozici
x = 0,02, coz je piiblizné uprostied naseho pocatecniho intervalu koncentraci I..
Nejvyssi hodnota ¢ = 0,904493 pro a =3 se vyskytovala na stejném miste.
Vypocteny Cas jednoho ob&hu koncentraci byl tedy spravny pro ob& hodnoty a, takze

nas test byl Gspésny.

6.4 Testbilance hmoty

Tento test je zaméten na to, jestli se celkova hmotnost latky proudici oblasti ()
néjak vyrazné neméni v Case. JelikoZ je naSe oblast uzaviend, latka by se neméla nikde

ztracet, ani vznikat.

Hmotnost latky elementu na indexu i vypocteme podle nasledujiciho vzorce:

mg, = c¢;* |Ei| -y (6.4)
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kde c; je koncentrace latky na elementu E;, |E;| je velikost objemu E; a y; je jeho
porozita. Pro celou oblast Q by mélo platit, ze }.;_,mg, bude stejna jak v Case t, tak
v aset + T, kde T je doba jednoho ob&hu koncentrace latky uzavienou oblasti (.

Proto porovname celkovou hmotnost latky na pocatku simulace (m;) a na jejim

konci (m¢,r), tj. po jednom obé&hu. Z téchto dvou hodnot vypocteme relativni chybu e:

my — Meyr

o= (6.5)

V tomto testu porovname hodnoty e pro obé implementované metody.

¢4 €rvMm €AFVM

0 0 0
1 1,127 -1071° 1,408 - 10716
3| —1.3561-107"15 45204 -10"16
5 3,1226- 1014 —4,8288-1071°
8 1.8123-10713 —1.7716- 10716

Obr. 6.6: Tabulka relativnich chyb pro rizna a

Z tabulky na obrazku 6.6 lze vypozorovat, Ze relativni chyby jsou velmi malé,
takZe mizeme fict, Ze bilance hmoty je zachovana. Zajimavé vsak je, Ze relativni chyba
puvodni metody FVM se se zvySujicim se a zvySuje, kdeZto chyba pro nasi novou

metodu AFVM ztstava fadové stejna.



6.5 Porovnani implementovanych metod

Jak uz bylo vidét na grafech v pfedchozich testech, dochdzi pii vypoctu
koncentraci k ,,rozmazavani“. Interval na ose x, uréujici v kolika elementech je ¢; > 0,
se rozSifuje, zatimco maximalni hodnota koncentrace v tomto intervalu se snizuje.
Tento jev je zplsoben tzv. numerickou difiizi, jejiz mira zavisi na metodé pro vypocet
koncentraci.

Pro lepsi porovnani numerické difuze nastavime pocatecni koncentrace ¢; = 1
pro elementy vintervalu I, = (0,45;0,55). Ostatni parametry zlstanou stejné,

koeficient &« = 1, ve druhém ptikladu je pak @ = 5.

——conz_AFVM 0554 ——conz_AFVM
—conc_Fvi
081 094
093
0.6
0,92
0.4
0914
0.2+ 094
0,89
D T T T T T
02 0.4 0.6 08 1
Obr. 6.7: Porovnani koncentraci po jednom Obr. 6.8: Zvétsena "$picka" grafu na
obéhu obrazku 6.7

Na téchto dvou obréazcich je vidét, Ze kiivky koncentraci vypoctené obéma
metodami vypadaji totozn€. Pifi zvétSeni uz nepatrny rozdil vidét je. Porovnanim

zobrazenych kiivek zjistime, Ze maximalni hodnota koncentrace je vyssi pro AFVM.



K mnohem vétsi numerické diftizi vSak dochazi pii vétsSim a. Napft. pro ¢ = 5:

014+

conc_AFRVM 0,005 —conc_ARVM -conc_FViV
0124 —conc_FVM
0.004
017 0.003-
0.08 4 0.002
0.06 4 0,001+
0.04 0
-0.0074
0,024
-0.002
U T T T T T T T T T
02 0.4 0.6 08 1 0 02 0.4 046 08

Obr. 6.9: Viditelné odlisné koncentrace Obr. 6.10: Rozdil koncentraci vypoctenych
obéma metodami

Rozdil v hodnotach koncentraci (obrazek 6.10) je patrny i na obrazku 6.9.
Z grafu vyplyva, ze nova metoda AFVM méné ,,rozmazava®, tj. uprostied oblasti Q, kde
¢; > 0, jsou hodnoty koncentraci vy$si nez u FVM, kdezto na okrajich jsou hodnoty
nizsi, jak je vidét z grafu na obrazku 6.10.

Porovnanim obou metod na zdklad¢ vysSe uvedenych grafli mizeme konstatovat,
ze metoda AFVM funguje spravné, poskytuje podobné vysledky jako ptivodni metoda

FVM a navic s mensi mirou numerické difuze.

6.6 Porovnani vypocetnich casi

Jako posledni musime otestovat, jak dlouho trva pocitaci vypocet koncentraci
puvodni metodou FVM a nasi novou metodou AFVM. JelikoZz novéd metoda pracuje
s rozdélenou transportni matici, kdy s matici A; pocita dvakrat tak Casto nez s matici
A,, m¢l by vypocet metodou AFVM trvat krat§i dobu. Obé metody pouzivaji stejné
maticové nasobeni.

Nameéfené hodnoty jsem ziskal tak, Ze pfed zaCatkem a na konci vypoctu si
program ulozil aktudlni hodnoty ¢asu v nanosekundach, néasledné je od sebe odecetl a
vysledny Cas vypsal do konzole. Tento Cas je proto spiSe orientacni, jeho hodnota zavisi

na zpusobu implementace obou testovanych metod a na pouzitém hardware.



Nejprve otestujeme vypocetni ¢as pro ruzné veliké pole elementd na tadku
oblasti Q. Budeme tedy ménit parametr n, kdy koncentrace spo€itame pro hodnoty
n = 1000, n = 2000 atd. az po n = 5000. Konstanta o = 5. Zjisténé doby vypoctu

obou metod odpovidaji deseti obéhtim pocate¢niho vektoru koncentraci.

Doba vypoctu v zavislosti na poctu elementu

70 - 0,8 ——FWM
65
- —— AFVM
ot 0,775
—. 55 - 0,75 AFVM/FVM
[8)
Q 2(5) - 0,725
> -
2 40 # 07
9 35 - 0,675 E
> 30 g
= 25 - 065
8 20 - 0,625
0 15 - 0,6
10
5 - 0,575
0 r T T T T 0,55
1000 2000 3000 4000 5000

pocet elementi na fadku

Obr. 6.11: Graf vypocetnich ¢asii pro riiznou diskretizaci oblasti

Z grafu je vidét, Ze vypocet metodou AFVM trva skutecné krat$i dobu, a Ze
ktivka AFVM roste pomaleji nez kiivka FVM. Pomér vypocetnich ¢asii kolisé pfiblizné
mezi hodnotami 0,6 a 0,7, k viditelnému zlepS$eni nedochazi.

Nyni otestujeme, jak zavisi doba vypoctu na parametru a. Test byl proveden na
testovaci uloze kde n = 1000 a a nabyva celoiselnych hodnot v intervalu (1,12).
porozita na daném elementu, tim rychlejsi je skutecné rychlost proudéni latky v tomto
misté. Rozdilny rozsah rychlosti pak ovlivni velikosti transportnich matic 4, a A,, coz

by se mélo projevit pii vypoctu koncentraci metodou AFVM.
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Doba vypoctu v zavislosti na a
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Obr. 6.12: Graf vypocetnich ¢asi pro rizné hodnoty a

Ob¢ kiivky maji exponencialni pribéh, pro hodnotu @ = 12 je doba vypoctu
metodou AFVM témét dvakrat krat$i nez u FVM. Se zvySujicim se a dochazi ke
zmenSeni transportni matice A4, takZe vypocet koncentraci metodou AFVM pak trva

mnohem krat$i dobu.



1 Zavér

Po provedeni vSech popsanych testi mizeme konstatovat, Ze novd metoda pro
vypocet koncentraci konecnych objemi AFVM funguje spravné pro jednorozmérnou
uzavienou oblast (. K jednomu ob¢hu transportované latky dochazi za spravny cas,
celkova hmotnost latky se v pribéhu simulace neméni. Nova metoda také splituje
uvedené predpoklady — poskytuje hodnoty koncentraci s niz§i numerickou difuzi a
vypocet téchto hodnot trva kratSi dobu nez vypocet ptivodni metodou FVM. Pro
dosazeni jesté lepSich vysledkti metodou AFVM bychom mohli dale délit matici A,
stejnym zptisobem, jakym jsme rozdélili ptivodni matici A.

Otazkou ovSem zlistdva, jak bude metoda AFVM fungovat na dvourozmérnych,
¢i trojrozmérnych oblastech. Zejména by se mélo ovéfit, zda matice, aproximujici
casovy dvojkrok, spliiuje CFL podminku pro fadné rychlostni pole. K tomuto zkoumani
by se dal vyuzit algoritmus pro tvorbu jednoduchého dvourozmérného grafu
s volitelnou sitkou a vyskou, ktery jsem implementoval do svého programu.

Déle by bylo vhodné implementovat novou metodu AFVM do programu
Flow123d, ktery nabizi mnohem Sir$i moZnosti simulace proudéni a transportu latek
V podzemnim prostiedi. Po implementaci bychom tak mohli provést fadu dalSich testi,

které by spravnost nové metody kone¢nych objemil ovéftily.
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