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Abstrakt

Prace pojednava o modelovani transportu radionuklidti v granitovém pro-
stredi a je motivoviana problematikou hlubinného tlozisté radioaktivniho od-
padu. Cilem je porovnat vyznamnost jednotlivych procesu, které retardaci ra-
dionuklidi v granitovém prostiedi ovliviiuji. Prvni kapitoly jsou pojaty jako
teoreticky zaklad a uvadi sitku problematiky, které se prace vénuje. Stavba
hydrogeologického modelu je ucelena - od popisu fyzikalnich jevii pres tvorbu
diskrétniho matematického modelu az po jeho feseni. Prace zminuje i $irsi sou-
vislosti, které jsou s hydrogeologickym modelovanim spjaty s cilem uvést c¢tenare
co nejpodrobnéji do komplexni problematiky. Nedilnou soucasti prace je i nu-
mericka implementace, kterda navazuje na prevzaté zdrojové kédy a rozsifuje
jejich funkénost. Posledni kapitola prace se vénuje vyhodnoceni vystupt simu-
laci s teoreticky odvozenymi poznatky a porovnava vyznammost jednotlivych
procesil, které na transport v heterogennim granitovém prostiedi piisobi.

Kli¢ova slova: matematické modelovani, poc¢itacova simulace, nelinearni sorpce,
migrace radionuklidii, rozklad operatoru



The abstract

This paper is dealing with the issue of simulation of the migration of the
radionuclides in the granite media, it is motivated by the issue of the stowage
space of the radionuclide waste. It proposes to compare the significance of the
single processes, which influence the retardation of the radionuclides in the gra-
nite media. The first chapters are taken like the theoretical base and notice the
issue width, which is the paper concerning to. The construction of the hydro-
geological model is taken by the complex method - from the description of the
physical effects through the creation of the discreet mathematical model to its
solving. The paper mentions also the wider contexts, which are adherent with
the hydrogeological simulatiom to with the aim of the introduction of the rea-
der as deep as possible into the complex issue. The integral part of the paper
is also the numerical implementation, which has been originating together with
the paper, connects to the assumed spot heights and extends their functionality.
The last chapter is turning to the evaluation of the outputs by the simulation
with the theoretically derived findings and compares the significance of the sin-
gle processes, which affect the transport in the heterogenous granite media.

The key words: mathematical simulation, computer simulation, non-linear
sorption, migration of the radionuclides, operator splitting
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Kapitola 1
Uvod

S rozvojem lidské civilizace neustale rostou i energetické naroky spolecnosti,
tento nezadrzitelny trend nas stavi pred otazku, jakym zptisobem rostouci po-
ptavku po energii uspokojit. Spalovani fosilnich paliv nepatii k trvale udrzi-
telnym zdrojim a v soucasné dobé ani vyroba energie z obnovitelnych zdroju
nepatii k ekonomicky perspektivnim zdrojim energie. Jaderna energie je v sou-
casné dobé nejperspektivnéjsim zdrojem pro ziskavani potiebného vykonu elek-
trické energie. Nevyhodou jaderné energie je vyhorelé palivo o vysoké radioakti-
vité, které se postupné v meziskladech jaderného odpadu hromadi. Problematika
migrace radionuklidi v granitovém prostredi je motivovana studiem bezpec-
nosti planovaného hlubinného ulozisté vyhorelého radioaktivniho paliva, které
ma byt konecnym fesenim. Hlubinné ulozisté musi byt projektovano tak, aby
se radioaktivni material po dobu své radioaktivity nedostal do biosféry, kde by
hrozilo riziko kontaminace napriklad i zdroju pitné vody. Vzhledem k dlouhym
polocastm rozpadu nékterych radionuklidii je matematicko-fyzikalni modelo-
vani jedinym vhodnym prostredkem, kterym miizeme bezpecnost hlubinného
ulozisté hodnotit.

Tato prace se zabyva problematikou migrace radionuklidi v granitové vode
v horninovém prostredi, implementaci numerickych metod a rozsirenim moduli
simulacniho softwaru Flow123d, ktery je na Ustavu novych technologii a apli-
kované informatiky Fakulty mechatroniky a mezioborovych inzenyrskych studii
Technické univerzity v Liberci vyvijen. Tématika granitové vody neni volena
nahodné, nebot jedna z uvazovanych hostitelskych hornin, ve které se uvazuje
budovat hlubinné ulozisté, je prave granit. Matematicko-fyzikalni modelovani
procesii predstavuje velice vyznamny nastroj, jehoz pomoci miizeme prediko-
vat vyvoj migrace radionuklidii v blizké i ve vzdalené budoucnosti. Zakladem
tvorby modelu je jeho matematicko-fyzikalni popis a z ného vyplyvajici doko-
nalé pochopeni vnitinich déji, které se vyznamnym zptisobem podili na migraci.
Verifikované a validované modely nam umoznuji zhodnotit moznosti ovlivnéni
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KAPITOLA 1. UVOD

daného procesu. Pro silné heterogenni a nelinearni systémy je tieba vyvijet
specialni software, coz je i tématikou této prace. Na migraci radionuklidii ma
vliv mnoho faktort, cilem této prace je vyznamnost jejich vliva zhodnotit a
zpracovat v grafické forme.

Oblast hydrogeologie je komplikovana i z hlediska nedostatku vstupnich dat,
které jsou obvykle zadany jen v okoli vrti a dale na zakladé expertnich od-
hadi. Kalibrace modelti je provadéna porovnanim stavovych velic¢in (napiiklad
v kontrolnich vrtech) s vystupy modelu. Problematika migrace radionuklidii je
dalsi etapou modelovani, ktera nasleduje po vypocétu modelu proudéni pod-
zemni vody v granitech. Vystup tlohy proudéni tvori ¢ast ze souboru vstupnich
dat pro ulohu transportu. Je-li zadana tloha, jejiz vystupy maji tvorit pod-
klady pro hodnoceni rizika (v naSem pripadé zasazeni zdroju pitné vody), je
treba vytvorit vice variantnich scénaru a ridit se témi nejpesimistictéjsimi va-
riantami. Variantni scénare se tvori na zakladé poznatktu z podobnych lokalit a
z jiz zminénych znaleckych posudki.

Prace je tématicky c¢lenéna do péti zakladnich celki, prvni kapitola je tvo-
dem do problematiky a seznamuje s motivaci prace. Druha kapitola se vénuje
charakteristice horninového prostredi a fyzikalnimu popisu uvazovanych pro-
cesii. V této kapitole je ¢tenar uveden i do celkové problematiky hydrogeolo-
gického modelovani. Treti kapitola je vénovana matematickym metodam, které
prevadi puvodni spojity problém do diskrétni formy. Klade se diraz na za-
chovani charakteru horninového prostredi, a proto je popisovana tvorba mul-
tidimenzionalniho modelu. Tato metodika zahrnuje homogenizaci kompaktnich
blokii horniny a pukliny a vrty jsou modelovany pomoci prvki nizsich dimenzi,
které lépe vystihuji jejich charakter. Ctvrta kapitola je vénovana numerickym
metodam, které umoznuji matematicky formulované problémy hydrogeologie
efektivné tesit. V paté kapitole je fesena sada testovacich tloh, které porov-
navaji vlivy jednotlivych procesii na retardaci radionuklidt v horninovém pro-
stfedi. Na tilohach jsou ovéreny teoretické poznatky a demonstrovany tpravy
provedené v softwaru Flow123d.

Teoreticka cast prace je pojata jako popis metodiky tvorby modelu a ¢as-
tecné jako popis metod implementovanych v softwaru Flow123d. U popisu im-
plementace je dodrzen jisty odstup od detailt, aby se ¢tenar dozvédél jen véci
skutecné dilezité. Tento pristup ¢tenari v pripadé zajmu usnadni i orientaci ve
zdrojovych kédech, které jsou soucasti elektronické prilohy prace.
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Kapitola 2

Fyzikalni model

V této kapitole bude nastinéna charakteristika horninového prostredi, fyzikal-
nich jevii a jejich mechanizm, které budeme v modelu uvazovat.

2.1 Zakladni charakteristika prostfedi, procestu
a velicin

Horninové utvary jsou narusovany eroznim cyklem, tektonickou ¢innosti, prou-
dénim vody a dalsimi vlivy, které ptivodné kompaktni masiv v rizném makro-
skopickém méritku narusuji. Vyznamnost jednotlivych procest, které narusuji
horninu, je ovlivnéna predevsim hloubkou a polohou (blizkosti tektonického
zlomu atp.). Hornina mize byt v relativné kratkém casovém intervalu vyznam-
nym zpusobem porusena a do modeli je tieba tuto skutecnost zahrnout. Vétsi
oblasti jsou charakteristické vyznamnymi heterogenitami (puklinovymi systémy,
geologickymi zlomy...). V téchto tatvarech se podzemni voda kvili vyznamné
vétsi hydraulické propustnosti sifi mnohem vétsi rychlosti nez v méné rozpuka-
ném masivu. Zatim se budeme vénovat popisu sifeni v kompaktnich blocich
masivu. Zde podzemni voda, kterou budeme v dalsich kapitolach chapat jako
nosné meédium radionuklidi, muze proudit pouze strukturou pori. Geometrie
struktury je dana charakterem horniny, jeji rozpukanosti, narusenim eroznim
cyklem atp. Porézni strukturu obecné chapeme jako material slozeny z vlaken
a zrn. V uvazovaném saturovaném prostredi jsou veskeré pory zaplnény vodou.
Definujme reprezentativni elementarni objem - REV, na ktery klademe poza-
davky, aby byl dostatecné maly vici oblasti feseni a zaroven dostatecné velky
oproti charakteristické velikosti struktury pori. Zavedenim REV prechazime
od velic¢in mikroskopickych k velicinam makroskopickym. Prechod k makrosko-
pickym veli¢cinam nam kazdy REV jistym zptisobem homogenizuje, vyuzivame
dvou typi stiednich hodnot 2.1.1 a 2.1.2.



KAPITOLA 2. FYZIKALNI MODEL

S R et ok
Pee = = / Pyedv (2.1.1)
7
Vo =
S (2.1.2)
B Jv,

Prvni pristup 2.1.1 prumeéruje mikroskopickou veli¢inu pies cely objem REV,
zatimco druhy pristup 2.1.2 mikroskopickou veli¢inu priiméruje pouze pies ¢ast
objemu, kde se nachazi faze 3. Prepocet mezi takto definovanymi veli¢inami
provadime nasledné

L 1 , Vi
}(;.;I;na.(. — 50 ‘{_).‘;na(.‘ kd(’, 53 — Vd (213)

Na takto zavedeném REV definuje bezrozmérné ¢islo porozitu, znacené n a
definované jako

. objem- poru v REV‘ (2.1.4)
objem REV

Kazdy pér z REV se ale na proudéni vody nepodili, voda proudi pouze systémem
porti, ktery budeme dale nazyvat jako mobilni. Takovy systém poru je obecné
podmnozinou systému vsech porii. Pory, které se primo podileji na proudéni,
nazveme mobilnimi. Pory slepé, ve kterych voda neproudi, nazveme imobilnimi.
Na zakladeé této tvahy definujme porozitu mobilni - n,, a porozitu imobilni -
n;,

objem mobilnich péra v REV
Nm = :
objem REV

(2.1.5)

objem imobilnich pori v REV
objem REV

N = : (2.1.6)
pficemz je zachovana konzistence s ptivodnim zavedenim porozity a plati n,, +
n; = n. Vyména latky mezi péry mobilnimi a imobilnimi probiha na principu
molekularni difuze. Obéma typtm pori prislusi jisty povrch materialu pevné
faze, se kterym miize transportovana latka interagovat. Jako interakci v tomto
smyslu budeme uvazovat adsorpci rozpusténé latky na povrchu materialu pevné
faze. Chemické reakce latky s horninou uvazovat v nasem popisu nebudeme. Pro
systém mobilnich a imobilnich péri je tieba vymezit, s jak velkym povrchem
horniny bude latka interagovat. Cely objem REV horniny parametricky rozdeé-

lime na ¢tyfi nasledujici c¢asti
N =+ 10 Ifa"llj(] ==\Tlmy = “i)] 25 I“ i (r";'.)“ =Tl = ”!')l = 1. (21?)
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kde parametr ¢ udava pomér povrchu systému mobilnich pért horniny k celému
povrchu horniny. Koeficienty takto rozdélenych REV se dale projevi v rovnicich
popisujicich transport. Celkem budeme latku sledovat ve ¢tyfech fazich. Obra-
zek 2.1 znazornuje situacéni schéma v REV, vyznadeny jsou i jednotlivé latkové
vymeny.

REV

Obrazek 2.1: Vyména mezi fazemi

1. vymeéna latky advekei - zavisla na rychlosti proudéni podzemi vody

2. vymeéna latky molekularni difuzi - zavisla na geometrii pora a difuzivité

ve vodé

vyména latky sorpei v mobilnim poru - zavisla na sorpéni izotermé a

[

povrchu prislusného péru

4. vyména latky sorpei v imobilnim poéru - zavisla na sorpc¢ni izotermé a
povrchu prislusného poru
2.2 Fyzikalni popis ulohy ustaleného proudéni

Fyzikalni popis proudéni podzemni vody vychazi z Darcyho zakona, ktery v

diferencialnim tvaru mizeme zapsat jako

u KV(p+ z), p

-
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kde u oznacuje filtracni rychlost, p tlakovou vysku, = polohu ve zvoleném sou-
radném systému, 7 dynamickou slozku tlaku, p hustotu vody a g gravitaéni
konstantu. K je tenzorem hydraulické propustnosti, ¢asto budeme pracovat i s
tenzorem hydraulického odporu, ktery budeme znacit R (R = K1).

Dale budeme vychézet ze zakona zachovani objemu. V problematice prou-
déni je tento zakon reprezentovan rovnici kontinuity, jehoz diferencialni podobu
v saturovaném prostredi se zdroji piseme ve tvaru

V.(gu) =q, 0 = const.,

kde ¢ oznacuje hustotu zdrojii v objemu. Zdrojovy ¢len pro nds ma spise teo-
reticky vyznam, jeho uzitim budeme v dalsi kapitole tvorit multidimenzionalni
modely.

2.2.1 Okrajové podminky tlohy proudéni

Vzhledem k charakteru problému (elipticka uloha) je tfeba zadat na hranici mo-
delované oblasti okrajové podminky, které jsou pro ulohu ustaleného proudéni
definovany nasledovné:

Dirichletova podminka

Na éastech hranice I'p se znamou tlakovou vyskou podzemni vody (napriklad
hranice tvorena vodnim tokem) predepisujeme Dirichletovy okrajové podminky
ve tvaru

P = DPp,

kde pp je jiz zminovana tlakova vyska podzemni vody.

Neumannova podminka
Na c¢astech hranice I'y zadavame normalovy pritok jednotkovou plochou, ktery
realizuji Neumannovy okrajové podminky ve tvaru

n-B=1ly,

kde n oznacuje jednotkovy vektor vnéjsi normaly a skalarni funkce uy oznacuje
tok vody hranici. Obvyklym piikladem je Neumannova homogenni okrajova
podmika u-n = 0, kterou zadavame na vrstvach s vesmés velmi malou hydrau-

lickou propustnosti.
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Newtonova podminka

Na zbyvajicich ¢astech hranice I'y, kde je identifikace toki, pfipadné tlakové
vysky, obtizna, zadavame Newtonovy okrajové podminky vyjadiujici vztah mezi
tokem a spadem tlakové vysky. Tento vztah miizeme zapsat ve tvaru

un__g(p_pf)a

kde o oznacuje koeficient prechodu a py je vnéjsi tlakova vyska. Identifikace
téchto parametrii je obvykle predmétem kalibrace modelu.

2.3 Fyzikalni model transportu

2.3.1 Vyména latky mezi mobilnimi a imobilnimi pory

Difuzni tok latky mezi mobilni a imobilni zénou (nerovnovazna vyména) popi-
sujeme funkeci linearné zavislou na rozdilu koncentraci v mobilni a imobilni zéné
dle vztahu 2.3.1.

exch

g " = alci — cm) (2.3.1)

Symbolem q;”h oznacujeme vyménu koncentrace mezi mobilni a imobilni zénou,
a je koeficient nerovnovazné vymeny, ktery odvodime dale a ¢;, ¢, koncentrace
v imobilni a mobilni zéné. Vymeéna je zavisla na molekularni difuzi, predstava
dvou objemi spojenych valcovym tunelem délky [ a prafezu S nam umozni
vyjadfit koeficient vymény mezi pory pomoci molekularni difuze. Vychazejme
ze vztahu o3 = D, Ve pro jednorozmérny piipad, q;""”" pak muzeme vyjadrit

relativni viménu vztazenou k REV jako (2.3.2).

v di Y Ci—Cm
._S(,-’)fif e 15 l)m“‘_"r"_

erch = i 9
fl"p 1_',HHV Sl f.}(f.? (m). (‘_,,52)

kde D, a
an~ — (2.3.3)

Pro parametr o lze psat priblizny vztah (2.3.3), kde parametr [ mizeme chapat
jako charakteristickou délku.

2.3.2 Sorpce

Sorpce je slozity terme ydynamicky proces s sirokym rozimezim vazebné energie od
van der Waalsovych sil az po chemisorpci, predstavuje interakei mezi roztokem a
horninon. Kazda latka s horninou interaguje jinym zpusobem a jsou latky, které
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s ni neinteraguji viibec. Jedna se o zachytavani transportované latky na povrchu
materialu pevné faze. Jev zachytavani na povrchu télesa pevné faze se nazyva
adsorpce, naopak zpétné uvoliiovani z povrchu materialu pevné faze se nazyva
desorpce. Podle rychlosti, jakou sorpce probiha, rozlisujeme bud rovnovaznou
nebo nerovnovaznou sorpei. Ve skutecnosti je kazdy sorpéni déj nerovnovazny,
kinetiku tohoto déje muzeme zanedbat v piipadé, kdy nedochazi k rychlym
zménam koncentrace, nebo v piipade, kdy ¢asové méfitko pozorovani je mnohem
Vvétsi nez casova konstanta déje. Rovnovazny piipad znamena, ze mezi latkou
na povrchu télesa pevné faze a latkou rozpusténou v roztoku dojde vzdy k
ustaveni rovnovahy. Sorpeci je v tomto piipadé mozné vyjadiit pouze jako funkei
koncentrace.

Nerovnovazna sorpce je dynamicky déj (s paméti), rovnovaha mezi rozpusté-
nou a sorbovanou latkou se zde ustavit vlivem rychlosti proudéni nemusi. Sorbo-
vané mozstvi latky v nerovnovazném pripadé nezavisi jen na okamzité hodnoté
koncentrace rozpusténé latky, ale i na case. V takovém piipadé déj popisujeme
jako velikost vymeény latky mezi obéma fazemi, ktera je dana vzdalenosti sys-
tému od rovnovahy. Vymeéna je funkce koncentrace v péru ¢ a jiz sorbovaného
mnozstvi latky na material pevné faze, kterou budeme dale oznacovat jako s.

Sorbované mnozstvi mizeme vztidhnout k hmotnosti materialu pevné faze,
jeho objemu, pripadné i objemu pori. Symbolem s budeme znacit hmotnost
sorbované latky na jednotkovy objem pevné faze. V literature je béznéjsi vzta-
hovat hmotnost sorbované latky na jednotkovou hmotnost porézniho prostredi.
Tuto veli¢cinu oznac¢ime symbolem s, prepocet mezi velicinami s a s realizuje
vztah

5=—, 2.3.4
& (2.3.4)

kde p, znaci hustotu materialu pevné faze. Rovnovazny stav mezi sorbovanou
koncentraci s a koncentraci v roztoku ¢ popisuji sorpcni izotermy. Zavislosti
jsou obecné slozité a velice silné zavislé na teploté, obvykle se pracuje s tiemi
nasledujicimi aproximacemi:

Linearni izoterma

s =kpec, kp = 0; Kp (2.3.5)

Linearni izoterma je nejjednodussi sorpéni izotermou, ktera je charakteristicka
tim, Ze nepopisuje saturovany ani riizné zaplnény stav povrchu materialu pevné

faze.
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Freundlichova izoterma

=yt kr = 0 Kr (2.3.6)
g nnareepripassnesseessass. By
Lesre i -— “Fz
O - ;
e = e iy
s -—-.- s
s ._-.-""- ‘.-""
: T ot
- -"‘...
P g
/ b
PP Xy >Xpy> Ogy
c

Graf 2.2: Freundlichova izoterma

Freundlichova izoterma je nelinearni experimentalni aproximaci sorpcni izo-
termy, ktera vychazi z prolozeni dat v logaritmickych souradnicich. Koeficient
ap se realné pohybuje v intervalu (0.1, 0.9). Izoterma je charakeristicka absenci
saturovaného stavu a nekonecnou smérnici v pocatku pro vsechny realné fyzi-

kalni koeficienty ap.

Langmuirova izoterma

8= %1 S??mI = g, gr'na;: (23?)
s/\1

o\V/

Graf 2.3: Langmuirova izoterma
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Langmuirova izoterma je nelinearni aproximaci sorpéniho déje, na rozdil od
dvou predchozich izoterm respektuje i hodnotu saturace materialu pevné faze.

Uziti jednotlivych sorpcnich izoterm je zavislé na mnozstvi experimentalnich dat
a rozsahu moznych koncentraci v roztoku. V mnoha piipadech proto miizeme
vyuzit linearni izotermy bez ijmy na obecnosti.

Vymeéna latky v pripadé nerovnovazné sorpce by se popsala podobnym zpii-
sobem jako ve vztahu 2.3.1, bude opét imérna vzdalenosti obou systémi od
rovnovahy, tedy

q;zwr:h = (C = f_](e‘f))-, (238)
exch

kde symbol ¢5™" oznacuje vymeénu latky mezi fazemi (sorbovanou a rozpusté-
nou), a, koeficient nerovnovazné vymeény, ¢ koncentraci latky v péoru a f*(s)
inverzni charakteristiku k sorpéni izotermé.

Existuji i slozitéjsi sorpéni modely nez zde uvadéna jednovrstva sorpce. Pri-
kladem je model vicevrstvé sorpce, kdy se adsorpci na materialu vytvareji di-
poly, které pritahuji nabité castice v roztoku. Modelovani vicevrstvé sorpce je
narocné a zabyvat se jim nebudeme.

2.3.3 Advekéné disperzni rovnice

Transport latky unasené kapalnym médiem popisuje advekéneé-disperzni rovnice,
ktera je formou zakona zachovani hmoty. V obecném pripadé muizeme tuto
rovnici psat ve tvaru

dc
j_f qr N s (bc = Tey (239)
ot

kde tok koncentrace ¢, se sklada ze dvou slozek - advekéni a disperzni.

Advekce

c ; y ; 5 sl
Advekce piedstavuje transport velic¢iny nosnym médiem, advekeni tok ¢ kon-
centrace latky je definovan jako
adv ) 2
9, —c. (2.3.10)
Dosazenim 2.3.10 do zakona zachovani hmoty 2.3.9 ziskame hyperbolickou par-
cialni diferencialni rovnici 1.fadu ve tvaru

% L & (I):frhf = V. ('D('], (2311)
i
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kde v znaci rychlost pohybu média. Skutecna rychlost pohybu média neni rovna
filtracni rychlosti, je ovlivnéna porozitou (v piipadé, ze uvaznjeme model dvoji
porozity, tak jeji mobilni ¢asti) a uréuje se v nasem piipadé dle vatahu

u

p (2.3.12)
M

Hydrodynamicka disperze

Molekularni difuze predstavuje transport latky proti sméru gradientu hustoty
veliciny (je ovlivnéna mikroskopickou strukturou prostiedi). Mechanicka disperze
je zpusobena nehomogenitou rychlosti v pérech (v nékterych se siif rychlosti
nizsi nez prumeérnou a v nekterych vyssi) a je disledkem piechodu od popisu
mikroskopického k popisu makroskopickému. Vysledny déj slozeny z moleku-
larni difuze a mechanické disperze se nazyva hydrodynamicka disperze. Rozdil
mezi molekularni difuzi a mechanickou disperzi je pouze v definici difuzniho,
resp. disperzniho tenzoru. Disperzni tok ¢™*” koncentrace latky je definovan
Fickovym zakonem jako

¢(fi$;) N b 57 (2.3.13)

C

Dosazenim 2.3.13 do zakona zachovani hmoty 2.3.9 ziskame parabolickou par-
cialni diferencialni rovnici 2.radu ve tvaru
dc dis -
— = -V ¢ =V .(DVe), (2.3.14)
ot
kde D je tenzorem hydrodynamické disperze. Intenzita molekularni difuze neza-
visi na rychlosti proudeéni, v izotropnim prostredi je definovana pouze skalarnim
koeficientem 1),,,. V poréznim prostiedi molekularni difuzi ovliviiuje geometrie
pori, ktera se vyjadiuje tenzorem tortuozity 7. Tortuozita je bezrozmeérna veli-
¢ina a vyjadiuje korekei na zakrivenost drahy v pérech. V takovém prostiedi jiz
koeficient, molekularni difuze neni skalar, ale tenzor definovany jako D, = D,, 7.
Mechanicka disperze se lisi pouze vyjadrenim tenzoru mechanické disperze Dy,
ktery je funkei rychlosti proudéni. Lze vyjadiit jako
< Ui, ;
[Df‘“ = ap|v|d; + (o — r.r,-]m. (2.3.15)
Koeficienty o, , a, vyjadiuji podélnou a pricnou disperzivitu, disperze probiha
ve smért tecném na smér proudéni s koeficientem Dy, = a;v a ve sméru nor-
malovém na smér proudéni s koeficientem Dy = azv. Tenzor hydrodynamicke
disperze D je definovan jako soucet tenzoru molekularni difuze a mechanické

disperze.
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D =D,, + D¢ (2.3.16)

Pécletovo ¢islo

Pomeér vlivii molekularni difuze a mechanické disperze na celkovou hydrodyna-
mickou disperzi zalezi na vlastnostech porézniho média a méfitku pozorovani.
Charakter hydrodynamické disperze udava bezrozmérné Pécletovo éslo defino-
vanée jako

lv|d

Dy,
kde d predstavuje stiedni velikost zrna. Malému Pe odpovida prevladajici mo-
lekularni difuze, analogicky opacné. Pro Pe > 20 je bézné molekularni difuzi
zcela zanedbat.

Pe, (2.3.17)

Z rovnic (2.3.11) a (2.3.14) dostavame advekéné-disperzni rovnici:

de

Bt
Rovnice je parabolického typu. V pripadé, ze koeficient u disperzniho ¢lenu je
fadové mensi nez koeficient u ¢lenu advekéniho, rovnice se blizi hyperbolickému
typu, coz ma vliv pri formulaci okrajovych podminek. Pomeér advekce disperze
dava do souvislosti bezrozmérné Pécletovo ¢islo, definované v této souvislosti
jako

—V - (2% + ¢p¥*P) = _V . (vc) + V - (DV¢) (2.3.18)

_|v|L
IIDI|’

Pe,

(2.3.19)

kde L je charakteristicky rozmeér ulohy.

2.3.4 Soustava transportnich rovnic

Zahrnutim vlivu sorpee a dvoji porozity v prostiedi bez zdroji (oblasti, kde
latka vznika) a nor (oblasti, kde je latka pohlcovana) ziskame rovnice ve tvaru

di{cm + fm((-‘m) :
( ) V. (('mv] = (DVf‘m) ‘_i(f?i G ('m) = 0

\‘;)f ?.'I?H
H("'f‘ { _f:'(‘“:‘]) o

oy T i

(2.3.20)

24



KAPITOLA 2. FYZIKALN{ MODEL

Vétsina velicin jiz byla popsana v predchozim textu. Funkce fm(em) a fi(c;) jsou
sorpcni izotermy v mobilni a imobilni zéné zavislé na piislusnych koncentracich
v porech. Rozdilné indexy u izoterm poukazuji na piislugnost k rizné velkému
povrchu materialu pevné faze v danych zénach. Pro modifikaci koeficientii po-
uzijeme vztah 2.1.7. Korekce na koeficientech, které je tfeba u uvazovanych
izoterm provést, se urcuji nasledujicim zptisobem:

Linearni izoterma

V(1 — ny —ny)

A‘Dm = KDQS
My

(1—v)(1 —nym —ny)
T

kpi = Kpos
Freundlichova izoterma

V(1 —npy —ny)

T
1-v)(1Q —nym —ny)
n;

kt‘"m = {\;FIQS

kF e Jl{F Os
Langmuirova izoterma

—mar i;’(l =& o= ?.'..?-)

S =8 0y
Nym
. (1= —npm —ny)
'S:?m.r = STH[IJ Qﬁ
T

Koeficient v je jiz zminovany pomér mezi povrchem materialu pevné faze, ktery
pfipada mobilnimu péru, k celému povrchu materialu pevné faze. Urceni tohoto
parametru je problematické a je obvykle predmétem kalibrace modelu.

2.3.5 Koeficient retardace

Vyjdeme-li ze soustavy rovnic 2.3.20, mizeme za specialnich, dale specifiko-
vanych podminek odvodit maximalni teoreticky koeficient retardace, kterym
se bude fidit transport latky v prostiedi s dvoji porozitou se zahrnutim vliva
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sorpce. Uvazujme linearni sorpéni izotermu, vynasobenim rovnic soustavy 2.3.20
prislusnymi porozitami, ziskime rovnice v nasledujicim tvaru

. - ey
[ + (1 — n) K DOs| ((‘;f + V- (cpmu) — V- (DVen,) — ale; — cn) =0,
; = '} b .
[ + (1 - ¥)(1 — n)Kpo,] % Lol —cy,) =0 (2.3.21)

Predpokladejme rovnovaznou vyménu mezi mobilnimi péry (o« — o0), koncen-
trace v porech se v tomto piipadé vzdy vyrovnaji (¢; = ¢n), za tohoto pied-
pokladu miZeme rovnice soustavy 2.3.21 secist a vydélit mobilni porozitou.
Ziskame rovnici ve tvaru

.)-m
(7;7 +V - (cnv) — V- (DVen,) =0, (2.3.22)
kde 1 i
Ry g UERIB 0 (2.3.23)

n T ?I'TH

R je hledanym maximalnim teoretickym koeficientemn retardace, ktery udava,
kolikrat bude migrace sledované latky zpomalena. Vliv koeficientu retardace
bude na testovacich ilohach nazorné ukazan.

2.3.6 Okrajové a pocatecni podminky tlohy transportu

Vzhledem k charakteru problému (evolucni tiloha) je tieba zadat pocatecni pod-
minku (rozlozeni koncentraci na oblasti feseni v case t = 0). Déle musime zadat
i okrajové podminky, které jsou pro tilohu transportu definovany nasledovné:

Dirichletova podminka
Na ¢asti hranice '), kde dochazi ke kontaktu s dobfe michanym roztokem o

stalé koncentraci cp, predepisujeme Dirichletovu okrajovou podminku ve tvaru

¢ = cp. (2.3.24)

Neumannova podminka

Neumannova podminka piedepisuje derivaci neznamé koncetrace na casti hra-
nice I',, vzhledem k definici toku v tloze transportu (¢. = —ve + DVe) se
musime omezit pouze na jeho disperzni ¢ast. Uvazujeme-li tuto podminku na

hranici I';, predepisujeme r,b‘;‘."”"" nasledovne

26



KAPITOLA 2. FYZIKALNI MODEL

g3 = (DVe) n, (2.3.25)

homogenni Neumannova podminka se ¢asto predepisuje napriklad na odtoku z
oblasti.

Newtonova podminka

Jde o obecné formulovanou podminku predepsaného advekcéné-disperzniho toku
koncentrace ¢, na uvazované hranici I';., kterou piedepisujeme ve tvaru

¢. = (—vc+ DVc) - n, (2.3.26)

tuto podminku uzivame v pripadé, kdy neni mozné pouzit Dirichletovu nebo
Neumannovu okrajovou podminku.

2.4 Studium na realné horniné

V tomto oddilu si ukazeme jakym zpusobem jsou fyzikalni parametry hornin
zavislé na chemickém slozeni podzemnich vod a popiseme si procesy, které se
zde uplatnuji.

2.4.1 Difuze v granitech

Difuze je povazovana jako velmi vyznamny mechanizmus retardace nuklidii uni-
kajicich z hlubinného skalniho tlozisté jaderného odpadu. Jiz od roku 1970 bylo
provedeno mnoho studii zabyvajicich se touto problematikou. Experimentalni
prace pokracuji a metody popisu jsou stale zdokonalovany. Mnoho studii zahr-
nujicich vliv porozity, sorpce a difuze pochazi ze Svédska (5], [6], 7], [8]. Metody
popisu v této ¢asti budou vychazet zejména z téchto praci. O jejich hodnoté vy-
povida velice dikladny sbér dat z terénu. Porovitost byla urcovana na vzorcich
velikosti 1-2cm, pohybovala se mezi 0,1% az 1% a stiedni hodnota byla urcena
na 0,5%. Stiedni hodnota hustoty Zuly byla stanovena na p9"""*¢ = 2750 kgm 3.
Hodnota difuzniho koeficientu se lisi 10 — 100x dle studii i podle lokality.

Podzemni vody o vysoké sile iontu

Zakladnim predpokladem pro nasledny popis je latka, ktera neinteraguje s hor-
ninou (napiiklad tritiova voda). Pro takovou latku mizeme psat vztah pro efek-
tivni difuzivitu 1, ve tvaru soucinu difuzivity dané latky ve vodé a parametru,
ktery zahrnuje strukturni vlastnosti prostredi.
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. 0
Df_- = Dp n= I)w n oL = D-m Ff! (241)
7

kde D, je difuzivita latky ve vode, D, difuzivita latky v pérech, dp je zizenost
popisujici brzdéni molekularniho pohybu malou velikosti périi, 7 tortuozita a
Fy formacni faktor. Formacni faktor mtze byt méren pomoci tritiové vody,
rozpusténého plynu nebo jiného elektricky neutralniho média srovnatelného s
velikosti radionuklidi. Difuzivita tritiové vody ve vodé je D, = 2,410 %m2s !
a formacni faktor v granitech byl uréen v rozmezi F r=4—5-107°,

Studia difuze Sr**, Na' a Ca*' jemné zrnitého granitu a uzitim tritiové
vody ukazala, Ze vztah mezi D, kationt{i a molekul HTO byl shodny jako v ¢isté
vodé. To znamena, ze negativné nabité stény péru ji vyznamné neovliviji. Pii
experimentu byla pouzita voda s vysokym obsahem soli o sile iontti 0,25. Na
zakladé tohoto experimentu mizeme v téchto vodach urcéovat D, i podle vztahu

D,
Df_‘. = D(’ __w_-
oy Dy vro

Index HTO znamena, ze koeficient je vztazen k nenabité HTO molekule. Mére-
nim difuze tritiové vody v reprezentativnim vzorku granitu, kde podzemni voda
obsahovala vysoky podil silnych ionti, byly ziskany reprezentativni difuzivity
pro vsechny latky vyskytujici se v radioaktivnim odpadu. Urceni difuzivit je
mozné i pomoci elektrické vodivosti, ze které lze vypocitat Fy. VySe uvedeny
popis difuze latek neuvazoval interakci s horninou. Zahrnutim vlivu linearni
sorpce ziskame vztah pro zdanlivou difuzivitu (2.4.3).

(2.4.2)

D,

e
n+ o0, Kp

(2.4.3)

Podzemni vody o nizké sile iontt

V podzemnich vodach o nizké sile iontt je D, nékterych latek odlisna od oce-
kavané. Pro anionty je [J, mensi vice jak 10x a pro iontovou vyménu kationti
vétsi 10— 100x. V piipadé aniontt to lze vysvétlit ocekavanym elektrostatickym
odpuzovanim zaporné nabitych aniontti a zaporné nabitych stén poru. Takove
anionty nemaji piistup do celého objemu péru viz. obrazek 2.4. Jev je znamy
jako aniontové vylouceni.

Pro iontovou vyménu kationtii jev zpusobuje zvyseni efektivni difuze. Efek-
tivni difuze je slozena ze dvou jevii, a to difuze vody ve volnych porech a difuze
sorbované faze viz. obrazek 2.4. Protoze vyssi koncentrace kationtli je v sorbo-
vané fazi nez ve vodé v poru, piispiva tento efekt vyrazné k difuzivite.

Na zakladé zjisténych fakti je tak mozne napsat vztah
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e _ZApomé nabité pory stény
15 @ i
GB@%*ggﬁ@ %%’%?/@} Povrchova difuze
= o> O e
Sorbovanda ©—) ©— S S g Difuze v péru
faze S 4 2
S S
S & o

A DD DR |
/®®EB G‘)% @geg D @%@\} Povrchova difuze

Zaporné nabité pory stény

Obrazek 2.4: Aniontové vylouceni

D, __Dyn+ D, 0, Kp

D, = cams :
n+ o0s Kp n+ o0s Kp

(2.4.4)

kde D, oznacuje povrchovou difuzivitu a D, n efektivni difuzi oc¢ekavanou ve
volném poru.

Navrzena efektivni difuzivita aniontt ve vodé o nizké sile iontii je 10x mensi
nez ve vodach silnych ionti. Pro kationty, u kterych byla objevena migrace v
sorbované fazi, byla navrzena 10x vétsi difuzivita nez ve vodach silnych iont.

Shrnuti

U vody se silnymi ionty je myslena koncentrace soli 10000 mgl ™" a vice, u vod
se slabymi ionty koncentrace 1000 mg 1" a méné. Nasledujici tabulky 2.1 a 2.2,
pievzaté z [6] obsahuji jednotlivé parametry pro vsechny prvky a latky, které se
v radioaktivnim odpadu vyskytuji.

Vysvétlivky k tabulkam:

() Predpokladané hodnoty
[ | Pravdépodobné ocekavané hodnoty (nedostatek experimentalnich dat)
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Vody o vysoké sile ionti

Latka D, -10"% [ D, - 10 Kp 5
[m?s—1] [m?s~1] | [m? kg™'] | [m?s7!]
HTO 2.4 1 0 I T
Ac/Ac(I1I) (1) 0,4 3 §107¢
Ag/Ag(I) 1,7 0,71 0,05 |5-10°16
Am/Am(III) (1} 0,4 3 §Rl0zs
Br/Br(I1I) 2,0 0,83 0 2 e |
C/HCO4 3 0,50 0001 - [ B&a T
Cd/Cd(11) 0,72 0,30 0,02 R
Cl/Cl- 2,0 0,83 0 210
Cm/Cm(1I1) (1) 0,4 3 bal0=18
Co/Co(11) 0,70 0,29 0,02 S g
Cs/Cs(I) 2,1 0,88 0,05 |6-1016
Eu/Eu(11I) (1) 0,4 2 Toan=
Ho/Ho(11I) (1) 0,4 2 Thdli=t
I/1- 2,0 0,83 0 2l
Kr(inertni plyn) (1) 0,4 0 8.10712

Na/Na(]) 1,3 0,54 : L

Nb/Nb(V) (1) 0,4 1 1-10°Y
Ni/Ni(II) 0,68 0,28 002 |5:10718
Np/Np(1V) (1) 0.4 5 310718
Pa/Pa(1V, V) (1) 0,4 1 1-10-11
Pd/Pd(I) (1) 0,4 B )
Pu/Pu(IIl, IV) (1) 0,4 5 3- 10‘181
Ra/Ra(II) 0,89 0,37 0,02 |7-10718
Se/Se(IV, VI) (1) 0,4 0,001 |1-10°4
Sm/Sm(I1I) (1) 0,4 2 Ct L m
Sn/Sn(1V) (1) 0,4 0,001 110"
Sr/Sr(11) 0,79 0,33 0,0002 | 6-10~"
Tc/TcO; (1) 0,4 0 81107
Te/Te(1V) (1) 0,4 I 1310~
Th/Th(IV) 0,15 0,063 5 5.10°1
U/U(IV) (1) 0,4 JERE L e

7r/Zx(1V) (1) 0,4 1 110"

Tabulka 2.1: Hodnoty koeficient1i interakce s okolim pro vody o vysoké sile iont1i
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Vody o nizké sile iont
Latka f D, - 108 P D,

m?s™!] | [m®kg™"] | [m2s]
HTO 1 1,0 0 s SE R
Ac/Ac(III) 1 0,4 3 5.10"18
Ag/Ag(I) 1 0,71 0,5 5.107Y
Am/Am(III) 1 0,4 3 5.10"18
Br/Br(I1I) 0,1 0,08 0 210 -
C/HCO, 0,1 0,05 0,001, | 2510=
Cd/Cd(11) 1 0,30 0,1 1:10¢
Ol 0,1 0,08 0 210
Cm/Cm(11I) 1 0,4 3 5-1078
Co/Co(1I) 1 0,29 0,1 1)
Cs/Cs(I) 10 9 0,5 621014
Eu/Eu(I1I) 1 0,4 2 7108
Ho/Ho(I1T) 1 0,4 2 7 <30~
74 s 0, 1 0,08 0 21012
Kr(inertni plyn) | 1 0,4 0 8-1012

Na/Na(I) 10 5 - -
Nb/Nb(V) 1 0,4 1 13077
Ni/Ni(II) 1 0,28 0,1 154078
Np/Np(IV) 1 0,4 5 3= 1
Pa/Pa(IV, V) |1 [10] 0,4 1 1-10°17
Pd/Pd(II) 1 0,4 0,1 1: 10778
Pu/Pu(III, 1V) 1 0,4 5 3185
Ra/Ra(IT) 110 | 0,37 0,1 -1
Se/Se(1V, VI) (1) 0,4 0,001 1:1074
Sm/Sm(111) 1 0,4 2 712
Sn/Sn(1V) 1 0,4 0,001 |1-10°1
Sr/Sr(II) 10 3 0,01 1 <16~
Te/TcOy 0,1 0,04 0 8§.1071
Te/Te(IV) 1 0,4 1 1:30°9
Th/Th(IV) 1 0,063 5 5-1071
U/U(IV) 1 0,4 5 3.10°18
7t/ Zx(1V) 1 0,4 1 1-10°17

Tabulka 2.2: Hodnoty koeficientii interakce s okolim pro vody o nizké sile iontil
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Kapitola 3

Matematicky model

V této kapitole si popiSeme pouzité matematické metody a na jejich zakladé
budeme definovat aproximaci reseni tilohy proudéni a transportu.

3.1 Matematicka formulace ulohy ustaleného
podzemniho proudéni

V této casti se postupné od matematického popisu proudéni v kompaktnich blo-
cich horniny dostaneme az ke tvorbé multidimenzionalnich modelii. Cilem bude

vystihnout charakter horninového prostredi véetné puklinovych siti, prisecnic
puklin a vrti.

3.1.1 Zavedeni symboliky

Zavorkova notace

Pro piehlednost zapisu pouzijeme v urcitych mistech odvozeni zapis integrali
pomoci zavorkové notace. Skalarni soucin a hranic¢ni formu v prostoru L*(€2)

resp. L*(I") oznacime:
[ £ g(x) d2 = (5. ),
Ja

/f(x}g(x)rfl" = (f,g)r,

T
kde €2 je integracni oblast a I' = 02 hranice oblasti 2.
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Restrikce funkci

Déle v textu budeme casto pouzivat horni indexy u funkei, které nam budou
oznacovat restrikei funkei na danou oblast. Bude se jednat zejména o omezeni

funkei na oblast elementu - horni index e, pripadné na hranici elementu - horni
index de a podobné.

3.1.2 Oblast feseni a jeji rozklad

Oblast Teseni budeme déle v textu oznacovat jako €, vzhledem k charakteru
problému budeme predpokladat 2 C Fs. O jeji hranici 992 = I’ predpokladame,
ze je lipschitzovska. Pro dalsi uvahy je tieba rozlozit oblast € na systém ko-
necneého poctu navzajem disjunktnich oblasti, dale oznacovanych jako elementy.
Predpokladame, Ze hranice elementii tvoii po ¢astech hladké plochy nebo kiivky.
Rozklad oblasti €} oznac¢me symbolem FE},, kde h charakterizuje parametr dis-
kretizace. Jednotlivé elementy oznacme e a hranice elementu de. Na Fj, klademe
pozadavky

) =U,eg, €. (3.1.1)
Dale definujme mnozinu stén rozkladu oddélujicich jednotlivé podoblasti T'y,
pro kterou plati

'y = Ueeg, Oe. (312}
Mnozinu stén rozkladu I'y, dale rozdélime na casti, kde je zadana Dirichletova

okrajova podminka - I'p a ¢asti, kde neni zadana Dirichletova okrajova pod-
minka - I', symbolicky zapsano

P =l s, (313)

Jiz zavedené ¢asti hranice, na kterych je zadana Neumannova okrajova pod-
minka, resp. Newtonova okrajova podminka znacené 'y, resp. 'y budeme cha-
pat jako podmnozinu mnoziny I'. Stejné tak mnozinu stén, kterymi jsou ele-
menty nizsi dimenze spojeny kompatibilné (pojem bude vysvétlen dale) s ele-
menty vyssi dimenze, kterou oznacime jako I'c. Podmnozinoun mnoziny I' bu-
deme chapat i mnozinu stén, které tvori hrany mezi elementy stejné dimenze,

oznacenon jako I'g .

Vbl uPeU e (3.1.4)
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3.1.3 Prostory integrovatelnych funkci

U dale zminénych prostori funkei piedpokladame integrovatelnost v Lebesgue-
ove smyslu.

Prostor L*(2)
Prostor L*(€2) je zakladnim prostorem, pomoci kterého budeme definovat dalsi

prostory. Veskeré odvozeni provedené dale bude realizovano na oblasti 2 € Fs,
proto L*(Q) definujme jako

LA ()= B () < E2(0) x L% (§0) (3.1.5)
a skalarni soucin v prostoru L%(Q) je definovany jako
(Vvi,va)g = [v1 - vy df), (3.1.6)
Ja
Vv, vo € L%Q).

Prostor ()

Symbolem H'(2) ozna¢ime Soboleviiv prostor funkei z L*(€2) takovych, ze na
oblasti ) C Fj existuje gradient, ktery patii do prostoru L*(2).

HY(Q) = {p € L*(Q); Vy € L}(Q)} (3.1.7)

Skalarni soucin v prostoru H'(€2) zavedeme jako

(1,210 = /.(99'1?52 + Vi1 Vip) d, (3.1.8)
0

Vo,ps € HY(Q).

Prostor H(div, F}y,)

Prostorem H(div, E),) nazveme mnozinu funkei z L?(92), jejichz divergence na
- v’ 2
véech elementech e rozkladu Ej, patii do L*(e).

H(div, E) = {v € L2(Q); V- v € L*(e),Ve € Ep} (3.1.9)
Skalarni souc¢in v prostoru H(div, Ej,) zavedeme jako
(V1, V2)dive = /(Vl v+ Vv V.vy)d, (3.1.10)

Vv, Va H(div, Ey).
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/9
Prostor H'*(T",)
Pripomenme mnozinu stén rozkladu, kterou jsme oznacili jako T'p, vztah 3.1.2.

~ n 1/2/m ia wr e ’ , . . -
Prostor H'*(I'y) je mnozinou funkei j, které jsou stopou nékteré funkce z
prostoru H'(€2).

HY2(Ty) = {u: 3p € HY(Q), 4 = 100}, (3.1.11)

kde 79 je operatorem stop. Skalarni soucin zavadime jako

(1, .“-".Z)I‘h = ?'-’f'?-f{(@l,ipz)l,s‘z; H1 = YoP1; 41 = “mﬁpl}
Vi, € Hw(rh)
Voi,e € HYRD) {3139

3.1.4 Slabé feseni ulohy podzemniho proudéni

Na slabé feSeni klademe pozadavky, aby funkce stavovych velic¢in spliiovaly ve
slabém smyslu Darcyho zakon i rovnici kontinuity na vSech prveich rozkladu
Ej. Na strukture stén rozkladu I'y, pozadujeme splnéni podminek vyrovnané
bilance tokii.

Testovanim rovnice Darcyho zakona na jednotlivych elementech vektoro-
vymi funkcemi v z prostoru H(div; E,), ziskame

E€..€ e g = e =
E (R°u®, v°), + E (V(@° + 2°),v®), = 0. (3.1.13)
eeFE, ecEy
Déle uzijeme Greenovu vétu a soucasné rozdélme mnozinu vsech elementovych
stén dle vztahu 3.1.3 na mnozinu vnéjsich stén, kde je zadana Dirichletova okra-
jova podminka I'p a na mnozinu stén, kde neni zadana Dirichletova okrajova

podminka I'.

Z (Ru® v), — Z (p° + 25,V - v°), + Z (A® + 25, v® - n®)genr =

ec [‘:h = h‘h eE !‘;j‘

o Z <pi) + ’:’P‘ A ntl>r3f:|’ﬂ"ns (3114)

ecky,

- # X = Y [’ Y - aatl
kde symbol A\ oznacuje stopu tlakové vysky na sténach rozkladu I' oblasti €.
Tim jsme ziskali soustavu rovnic, reprezentujici slabé splnéni Darcyho zakona se
zahrnutim Dirichletovych okrajovych podminek na vsech elementech rozkladu

)('4,.
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Dale budeme testovat rovnici kontinuity na jednotlivych elementech skalar-
nimi funkcemi ¢ z prostoru H'(§), ziskame

Y (V-ut,¢f), = Y e (3.1.15)

eeEy ecEy,

w4 1 w ) 1’ . # Ao . . # e el
Uzitim Greenovy véty odvodime mtegralni identitu zdrojového ¢lenu v rovnici
kontinuity s realizaci Newtonovy okrajové podminky na sténach rozkladu I'c

D (Vout ), == 3 (05, V), + 3 (uf 0%, 0)aerre

ecEy, ec k), ee By,

D (Vou,¢), = D (u° 0%, ¢)aenr,

ecEy e€Ey,

Z (v ; ul‘-':‘ ‘;‘98)9 3 Z (U’\e'.' 'SOE>88|’1F(__' B Z (Olpe! ¢E>36ﬂrf_r S 0 (3116)
eeFy ecFEy, ecFy,

Tim jsme ziskali soustavu rovnic, reprezentujici slabé splnéni rovnice kontinu-
ity na vsSech elementech rozkladu FE) a soucasné jsme odvodili zptisob, jakym
budeme realizovat kompatibilni propojeni mezi elementy riiznych dimenzi. Zdro-
jovy ¢len g v rovnici kontinuity mtize mit obecné v multidimenzionalni MH-FEM
strukturu

g=gs+4+4q (3.1.17)

kde ¢, je hustota internich zdroji, ¢ zdrojovy clen vznikly kompatibilnim napo-
jenim elementti a ¢ zdrojovy ¢len vznikly nekompatibilnim napojenim element.
Nase odvozeni se omezuje pouze na zdrojovy clen, ktery realizuje kompatibilni
napojeni elementu riznych dimenzi. Nekompatibilni napojeni se realizuje po-
dobnym zptisobem a pripadné interni zdrojové ¢leny vystupuji na pravé strane.

Dale budeme testovat rovnici kontinuity na systému stén I'g, predpisy Neu-
mannovy a Newtonovy okrajové podminky na systému I'y resp. I'z. Testovacimi
funkcemi pro véechny tii piipady budou skalarni funkce p z prostoru HA (1)

Z (u.«_e ¢ n"’! ,(_g."’)g}ml‘p: wdos

ecEp,

Y (uf e n, 1oenry = ) (Ul 1) aenry

ec by, e€Ey
Z (u® - n® p®)genry + Z (0A°, 1) genry = Z (0pT, 1 )enry  (3.1.18)
ee )y, ee by, eEEy

Tim jsme ziskali iplnou soustavu rovnic, ktera reprezentuje slabé splnéni ulohy
filtracniho proudéni na oblasti §2. Tato integrodiferencialni soustava musi byt
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splnéna pro libovolné trojice testovacich funkei (v, ¢, 1) vybrané z prostoru

W(Q) = H(div; Ey) x Ly(Q) x HY2(T,)

Definice 1

Resenim tlohy filtracniho proudéni nazveme trojice funkei (u, p, \) z prostoru

W(Q) = H(div; Ep) x Ly(Q) x HY2(Ty,)

Vzniklou soustavu integrodiferencialnich rovnic budeme dale diskretizovat a
odvodime soustavu linearnich rovnic.

3.1.5 Aproximacni prostory funkci

Aproximaci trojice stavovych velicin (u, p, A) budeme hledat jako linearni
kombinaci bazovych funkei z vhodné zvoleného koneénédimenzionalniho pod-
prostoru prostoru H(div;§2), L,(€2), HY*(TI',). Témito prostory pro nas budou
RT?,(Ey), M(Ey), M(T).

Raviart-Thomastv prostor RT? | (F},) je definovan jako linearni obal kone¢né
baze tvorené po castech linearnimi funkcemi (linearnimi na kazdém elementu
e). Na zvolené podoblasti e bude mit i-ta funkce nasledujici tvar

T — og,
vi=kily—af]. (3.1.19)
z — 0

Nase odvozeni se omezuje na simplexové elementy, v takovém pripadé je pocet
funkci, které ziskame na kazdém elementu, dan poctem stén u 3D elementii
(hran u 2D elementu, uzhi u 1D elementii). Pro 3D elementy ziskame 4 funkce,

pro 2D elementy 3 funkce a pro 1D elementy 2 funkce. Koeficienty definovanych
funkci hledame za podminek

/ v nidS = 6y, (3.1.20)
v fi

kde f; oznacuje j-tou sténu elementu e a n; je jeji jednotkova vnéjsi normala,
6;; je Croneckeritv symbol. Pozadujeme tedy splnéni podminky jednotkového
toku kazdon éasti hranice de, ktera oddéluje dva sousedni elementy. Podminka
jednotkového toku funkei v sténami elementu 3.1.20 zajistuje, aby neznamé u
v diskretizované soustave rovnic byly éiselné rovny pretokiim sténami. Mnozinu
indexti vektorovych funkei oznacime I. \
Prostory L,(€)) respektive H'2(€Q) budeme n])l'nximnvz}t pomoci 1)1‘E)st.0r1°1
M°(E},) respektive MO(T),) po castech konstantnich funkeil - konstantnich na
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kazdém elementu e € I, respektive na kazdé sténé oddélujici dva elementy
[ € T'n. Bazové funkce téchto prostorti miizeme popsat nasledovné:

05 (x) = {é i;i i (3.1.21)
;Lf(;z:): {(1] z;; el =t (3:1.22)

3.1.6 Generovani bazovych funkci z prostoru RT" (E})
Znaceni funkci

V této c¢asti nebudeme pro jednodussi orientaci v zapisu uvadét horni indexy u
funkci. Zvyraznéni prislusnosti k danému elementu zde neni kli¢ové, nebot pfi
odvozovani se omezujeme vzdy na jeden konkrétni element.

Predpoklad referencni polohy

P1i odvozeni budeme u elementi predpokladat polohu na ose X, resp. v roviné
XY. Tyto predpoklady muzeme uvazovat bez jmy na obecnosti, nebot pro
kazdy element existuje afinni transformace 7., ktera element z obecné polohy
(z,y, z) v prostoru E3 transformuje do referencni polohy (xg, yo, 20) a obracene,
symbolicky zapsano

T. : e(x,y, 2) — e(xo, Yo, 20) (3.1.23)

Elementy nizsich dimenzi

Pii vipoétu funkei pro 1D a 2D elementy, je tieba z divodu zachovani stejné
fyzikalni interpretace toki pocitat i s doplikovymi dimenzemi prvki tak, aby
kazdy prvek mél definovany objem. Kdybychom neuvazovali doplikové dimenze
prvki, funkce by byly spocteny pro jednotkovy priitez pro 1D prvky, pripadné
pro jednotkové rozevieni pro 2D prvky.

Liniovy element

Vyjdeme ze vztahti 3.1.18 a 3.1.20, uvazujme liniovy element s vrcholy (g, 0,0)
a (2,,0,0) a prifezem S, piicemz z; > xo. Hledejme koeficienty funkce vq ve

tvaru
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T — o
Vo = ko 0 , (3.1.24)
0
za podminek
/f VornmpdS=1 a / vo-ny dS =0, (3.1.25)
0 fi

kde fo a fi jsou stény elementu, které vyjadfime jako

Ja zZ=1x, y=0 2z=0
ik =2, 9=02=0 (3.1.26)
a vnejsi normalové vektory vyjadiime ve tvaru
~1 1
n=S|0 =St (3:1.27)
0 0

Dosazenim 3.1.24 a 3.1.27 do podminek 3.1.25 a soucasného vyuziti 3.1.26 zis-
kame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Pro liniovy element integralni
podminky 3.1.25 prejdou v prosty soucin. Ziskana soustava rovnic ma tvar

-—kg.’!?uSﬁ*le‘goS =1
ko;l_fls—nti'nﬂgg.s‘ = SOl (3128)

Bazové funkce liniového elementu maji pouze dva linearné nezavislé koeficienty.
Reseni soustavy ma tvar

1
T Qg — 1. (3129)
S(zy — xp)
Véimnéme si, ze ¢len S(z; — xo) ma vyznam objemu elementu. Pro odvozeni
koeficientii funkce v; bychom pouzili stejny postup a uvedeme si proto jiz pouze

hodnoty koeficientii

Vo . kg —

1
: AL e Qo1 = Zo. 3.1.30
V]! ki Sl —du) 01 0 ( )
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Trojuhelnikovy element

Vyjdeme opét ze vztahit 3.1.18 a 3.1.20, uvazujme trojihelnikovy element s

vrcholy (2o, %0, 0), (21,91,0), (22,12,0) a rozevienim L. Hledejme koeficienty
funkce vy ve tvaru

T — Qo
Vo=ko|y—awp], (3.1:91)
0

za podminek

/f Vo-ng dS =1, / vo-m dS =0, / Vo-na dS =0, (3.1.32)
0 1 f2

kde fo, fi a f; jsou stény elementu, které vyjadiime parametrickymi rovnicemi
jako

fo: T = o + (Z1 — Zo)t, Y =yo+ (y1 — vo)t, 2=0
Jut T =21+ (22 — ;)t, y=u+(y2—n)t, z=0 (3.1.33)
fa: T = T3 + (Zo — T2)t, Yy =y2+ (Yo — ya)t, z2=0

pricemz predpokladame Vi € (0,1). Vnéjsi normalové vektory vyjadiime ve
tvaru

h— Y% Y2 — Y Yo — Y2
g = L &£1 —&p m = L Lo = &1 ny = L Ty — L9 (3134)
0 0 0

Dosazenim 3.1.31 a 3.1.34 do podminek 3.1.32 a soucasného vyuziti 3.1.33 zis-
kame soustavu tif rovnic o tiech neznamych. Na rozdil od 1D liniového elementu
integralni podminky 3.1.32 jiz neprechazi v prosty soucin. Ziskana soustava rov-

nic ma tvar

ko L[zoyr — 190 + aoo(tr — yo) + a10(zo — 21)] = 1
koL|z1y2 — xay1 ago(y2 — 1) + oz — z3)] = 0 (3.1.35)
koL|zoyo — Toy2 + aoo(Yo — ¥2) + ao(r2 — zo)] = 0

ako u liniového elementu, bazové funkce trojuhelnikového

Situace je podobna j :
koeficienty. Reseni soustavy je ve tvaru

elementu maji tii linearné nezavisle
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- 2] 1
¥o ko = DL’ Qoo = T2, 010 = Y2, (3.1.36)
kde
D = zoyy — 2190 + 2192 — T2Y1 + T2yo — ZoYa. (3.1.37)

Polynomialni vyraz D je éiselné roven dvojnasobku plochy elementu. Pro odvo-
zeni koeficienti funkei v, a v, bychom pouzili opét shodny postup a uvedeme
si proto jiz jen hodnoty koeficienti jednotlivych funkei

1
Vit ki = DL’ Qpp = Ty, a1 = Y%
1
\PRE ky = DL’ Qo2 = I3, Q12 = Y (3.1.38)

Pro 3D simplexovy element - ¢tyfstén, neni tieba zahrnovat do vypoétu dopl-
nujici dimenze. Z diivodu rozsahu prace a shodného postupu jako u elementii
nizsich dimenzi nebude odvozeni provedeno.

3.1.7 Diskretizace modelu

Pro potreby popisu vytvoreni globalni matice zavedeme nasledujici indexové
oznaceni. Indexovou mmnozinu vsech elementii oznacime .J, indexovou mnozinu
vsech mezielementovych i vnéjsich stén oznacime K, jeji podmnozinu tvori
mnozina indexi vnitifnich mezielementovych stén, znacena symbolem Kp a
indexové mnoziny vnéjsich stén, na kterych jsou zadany postupné Dirichle-
tovy, Neumannovy respektive Newtonovy okrajové podminky, oznacime sym-
boly Kp, Ky, Kp. Nasledujici oddil bude popisovat, jakym zptisobem se gene-
ruji globalni matice pro systémy elementt jednotlivych dimenzi (3D,2D,1D).
Indexovymi mnozinami s dolnim indexem d budeme oznacovat jejich restrikci
na systém dané dimenze. Elementy a elementové stény budeme cislovat relativne
viici systému dané dimenze, tento pristup nam ulehci popis sestaveni globalnich
matic jednotlivych systémi.

Slabé fegeni tlohy proudéni budeme hledat ve formé linearni kombinace

bazovych funkci ve tvaru

wn(x) = Y Ui, px) = D Ppsx) M0 = 3 Acpu(x). (3.0.39)

icl JEJ keK

Dosazenim uvedenych vztahi (3.1.39) do systému integralnich rovnic (3.1.18),

odvodime pro bazové a test wvaci funkce soustavu linearnich algebraickych rov-

nic.
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Integralni fo e VoY oEnEe ’ s
Bl ormu (Rv;, v;), oznacime Af;. Dostaneme blokovou matici A,

jejiz prvky jsou nenulové pouze tehdy, Jjsou-li zvolené indexy i, j indexy vekto-

rovych funk('lj jejichz supportem je element e. Prvky jednotlivych bloki matice
vypocteme nasledujicim zptisobem

A, = [ TR ] av

o iy
=K kj/(ﬂf —ag Yy—of z-o5)R° ly—of |dV.  (3.1.40)
3 z—05

Kompozici jednotlivych blokii ziskame blokove diagonalni matici. Velikost bloku
piislusiciho jednotlivym elementim je dan dimenzi prostoru vektorovych funkei
definovanych na daném elementu. U uvazovanych simplexovych prvki ma blok
A° rozmer 4 x 4 pro 3D prvky (ctyfstény), 3 x 3 pro 2D prvky - trojahelniky a
2 x 2 pro 1D liniové prvky. Vysledna matice ma pro systém dimenze d rozmér
[14] x |1q4].

Integralni formu —(¢;, V-v;), oznacime B;. Dostaneme blokovou matici B¢,
jejiz prvky jsou nenulové v piipadé, kdyz funkce ¢; a v; maji support na ele-
mentu e. V tomto pripadé bude B,;; = —1. To plyne z definice funkce ¢; (vztah
3.1.21) a z vlastnosti vektorové funkce v§ (vztah 3.1.20). V ostatnich pfipadech
bude soufadnice rovna nule. Radkové velikosti jednotlivych B¢ jsou dany opét
dimenzi prostoru vektorovych funkei definovanych na daném elementu, sloup-
covy rozmér je vzdy 1. Hodnoty urc¢ime nasledovné

—f,-:”fv-vj dV = A/V-v;? dV = -1 (3.1.41)
_i = 2
Tedy B® = ”1 pro ¢tyistén, B¢ = | —1 | pro trojuhelnik a B® = (ul)
i -1
-1

pro liniovy prvek.

Kompozici jednotlivich subblokii sestavime blok B, jehoz rozmeér je [ Ta| > | Jal.
Tento blok se sestava z diagonalnich subblokit o rozmérech 4 x 1 pro ctyfstén,
3 x 1 pro trojihelnik a 2 x 1 pro liniovy I)"V"l'f- dlay, R

Integralni formu (1, v; - n),. oznacime ('_‘;jf*_ Zisk{nuo’ blokovou lnat.l(‘} S]d._..
jejiz prvky jsou nenulové v pripadé, kdyz funkce p; ma Hllp])(‘)l'l, na sténé f;
na elementu e a realizuje jednotkovy pretok sténou

elementu e a v; ma support W Ak
' — 1. Plyne to z definice funkce p; (vztah 3.1.22)

f;. V tomto piipadé bude Cj;
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£ as '.".. YKTOT A i 5 : ¢
a z‘vl( st.;nustl vektorové funkce v; (vztah 3.1.20).
soufadnice C;; rovna nule.

it?}:ﬁ(hc- 1_1:: 1‘_0211,1(‘-11' |{<£| X( | K4 -.lkde K4 oznacuje indexovou mnozinu vsech
vaoitrnich a okrajovych sten (resp. hran u 2D prvkil resp. uzli vki
nichz neni zadana Dirichletova okrajova pmlulfinka. U ;ité 51(12211;[?5(?;:;21%:112
kazdy sloupec reprezentuje jednu sténu. Pokud se jedna o vnitini sténu, bude
sloupec obsazen pravé dvémi jednickami na pozicich, které odpovidaji indexiim
bazovych vektorovych funkei, které realizuji jednotkovy tok pravé touto sténou.
Na ostatnich pozicich tohoto sloupce budou nuly. Jedna-li se o okrajovou sténu,
bude ve sloupci pouze jedna jednicka na pozici indexu bazové funkce, které
definuje jednotkovy tok zminénou sténou. Podobné je tomu i u puklinové sité
slozené z trojuhelnikii respektive liniové sité slozené z tsecek. Rozdil je pouze
v tom, Ze vnitini hrany mohou ve 3D prostoru sousedit s vice prvky, jak ukazuje
obrazek 3.1. Proto ve sloupcich, odpovidajicich uvedenym vnitinim hranam
nebo uzliim, muze byt i vice jednicek nez dve.

V ostatnich pripadech bude

Obrazek 3.1: Sousednost puklinové sité ve 3D

Indexovou mnozinu K, rozdélime do dvou podmnozin K4 = KjU K¢ vnitinich
a okrajovych stén, na kterych neni zadana Dirichletova okrajova podminka.
Potom miizeme matici C znazornit schématem:

L 0) ‘
Cai=122 3.1.42
ae Bt (3.1.42

a je diagonalni. Uzijeme-li zavedenou sym-

Blok T, méa rozmér |Kg4| x |Ka
boliku, mtizeme blok T, znazornit

0.0

3.1.43
0 T3 ( )

Tt'l s

Na diagonale vnitinich stén je nula, stejné tak jako na pozicich okrajovych
stén, na kterych je zadana Neumannova okrajova podminka. Na diagonalnich
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!)02:1(.1(-111, kf“"lﬁ)n’al‘im okrajovym sténam s Newtonovou okrajovou podminkou,
381311 0C pov19:a J]Ci prt?(:hodove koeficienty se zapornym znaménkem. Tedy na k-té
~Newtonove™ sténe je ¢islo —g. 9 ) s AR T
4 }t Ay lteno Je Cislo —0}.Sy, kde Sy oznacuje plochu k-té stény.

V uvec ené llliff’.l })I‘etacn |ze formalné soustavu systému urcité dimenze zapsat
ve tvaru nasledujicich linearnich algebraickych rovnic

A,‘li, Bs Ca\ (U4 dpd
P Loallo kil Ba lsd ol ] (3.1.44)
Ci 0 T4 Aaq drd

Na 1.1}’&\:0 strané soustavy (3.1.44) jsou dva subvektory qpq, qrq. Subvektor
qpa zadava do soustavy vliv Dirichletovych okrajovych podminek. Na J-té pozici
tohoto subvektoru je ¢islo vypoctené ze vztahu

lapa]; = —Z} — P}, (3.1.45)
kde symbol Z;. vyjadiuje tézisté j-té stény a symbol I% je hodnota Dirichle-
tovy okrajové podminky na j-té sténé. Subvektor qpg ma délku |1, a na |Kp,|
pozicich jsou nenulové hodnoty.

Subvektor qrq zadava do soustavy vliv Neumannovych respektive Newto-
novych okrajovych podminek. Je-li na k-té sténé zadana Neumannova okrajova
podminka, bude na k-té pozici tohoto subvektoru cislo

[aral, = U, (3.1.46)

kde U/}, zadava hodnotu vnéjsiho toku na této sténé. Pokud je na k-té sténé za-
dana Newtonova okrajova podminka, dosadime na k-tou soufadnici subvektoru
cislo

[araly, = —0"PxSk, (3.1.47)
kde o, zadava koeficient prechodu na této sténé, Py zadava hodnotu tlakové
visky na této sténé a Sy oznacuje plochu k-té stény. Subvektor qra ma délku
K4 + | K nq| pozicich mohou byt nenulové hodnoty.

a obecné na |Kry

Zatim jsme vsak neuvazovali propojeni systému jednotlivych dimenzi, uva-
sjeme-li multidimenzionalni model s 3D, 2D i 1D prvky, mame tii separatni
soustavy ve tvaru 3.1.44, jejich propojenim se budeme zabyvat v dalsim oddilu.

3.1.8 Multidimenzionalni model

Virazné nehomogenity v horninovém prostiedi nas vedly k separatnimu popisu
kompaktnich blokii, puklin i vrti. V piipadé, ze bychom modelovali veskeré

tvary pomoci rizné velkych 3D prvki, vznikaly by komplikace s regularitou

11
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Sit(v‘: Prvky nizsich dimenzi preferuji toky definované svoji polohou, coz odpo-
vida ’(‘hz'trakteru puklin a soucasné redukuj oproti pouziti 3D prvki i pocet
neznamych. Myslenka uziti prvkii vice dimenzi fesi problémy s regularitou sité,
stavi nas vSak pred problém navazani komunikace mezi jednotlivymi systémy.
Nejednoznacnost interpretace nastava v piipadé, kdy prvek nizsi dimenze ne-
tvori hranici mezi prvky dimenze vyssi a dochazi napiiklad k jejich protinani.
V takovém pripadé jiz neni problematické stanovit pouze koeficient piestupu
o ale i plochu S, kterou je realizovan tok mezi elementy. Naskyta se fedeni
kolidujici elementy vyssi dimenze odstranit, v takovém piipadé jsme postaveni
pred problém, jakym zptisobem navazat sousednosti. Sousednosti (modely), kdy
prvky nizsi dimenze tvoii rozhrani mezi prvky vyssi dimenze, nazyvame kompa-
tibilnimi a v opacném pripadé sousednosti nazyvame nekompatibilnimi. Stavba
nekompatibilniho modelu je narocnejsi a je vhodné se ji v pripadé mozné volby
vyhnout. Pomoci nekompatibilnich sousednosti je vhodné realizovat napiiklad
vrt. Déle se budeme zabyvat popisem tvorby zejména kompatibilnich modelt,
kdy 3D prvky budeme chapat jako bloky skalniho masivu, 2D prvky budou
predstavovat puklinové systémy a 1D prvky prisecnice puklinovych systémn.

Situace znazornéna na obrazku 3.2 predstavuje kompatibilni napojeni 3D
a 2D prvki. Kdy je mezi dva objemové prvky vlozena sténa, ktera je soucasti
puklinové sité a mize tedy odvadét ¢ast podzemni vody do propojeného systému
puklin nebo naopak pfivadét vodu do objemovych prvki.

Dy
vl

Obrazek 3.2: Napojeni 3D a 2D prvku

92D a 1D prvku je realizovana stejnym zpusobem jako

Realizace napojeni 3
: s rozdilem, Ze na oblasti @ C E3 muze 1D

napojeni 3D prvkii a 2D prvku,

——
o
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PfYt’}i SOll?SL‘.{_l.lt. s Tﬂce QD‘ l)l‘V_kY- Pti komunikaci 1D a 2D prvkii mohou téz vznikat
Ilt‘Jﬁbn‘)*’El s p’reta'(:l velikosti prestupové plochy, ktera je u komunikace 2D a
3D prvkil definovina jednoznaéné. Detailne

o e J1si proto popiseme tento obecnéjsi
zpusob napojent 2D a 1D prvka. Situace je znizornéna na obrazku 3.3. Necht

mezi dva puklinové prvky je vlozena hrana, kters Je soucasti liniové sité a mize

tedy (1(1\*&{(.101‘: (‘.i‘tﬁt podzemni vody do propojencho systému liniovych prvki nebo
naopak privadét vodu do puklinového systému.

Obrazek 3.3: Napojeni 2D a 1D prvki

Zpusob komunikace mezi prvky je zavisly na tlakové vysce v tézistich na-
vazujicich hran. Je-li mezi hranami umistén liniovy prvek, potom jsou ptivodni
hrany okrajové a mohou na nich byt rozdilné tlakové vysky. Necht tedy na hra-
nach puklinovych prvki je tlakova vyska dana hodnotami Ay, Aa, ..., Ay, a mezi
nimi lezi liniovy prvek, jehoz tlakova vyska v tézisti je dana hodnotou p, necht
dile mezi prvnim puklinovym prvkem a prvkem liniovym je ptechodovy stav
charakterizovan hodnotou prestupového koeficientu oy, mezi druhym puklino-
vim prvkem a prvkem liniovym je pfechodovy stav charakterizovan hodnotou
7y a tak dale. Tedy mezi m-tym puklinovym prvkem a prvkem liniovym je
prechodovy stav charakterizovan hodnotou o,,. Potom okrajové podminky na
sledovaném rozhrani miizeme vyjadrit ve tvaru

U -ng =o01(A; —p), uz-N2 =02 (A2 'P)r coy Uy Ny = Oy (A - D).
(3.1.48)
voii modifikace v ptvodné odvozenych soustavach pro

Tyto podminky vyt : ) : ; 3
které jsme zapsali do jedné kombinovane

sif puklinovych a liniovych prvku, L Sl Sy :
soustavy., Dolni index u jednotlivych subblokit v matici symbolizuje dimenzi

systému, ke kterému se jednotlivé bloky vztahuji.
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Ay B O 0 0 0\ )

Bg‘ 0 0 0 0 0

C;' 0 1] 0 ti2 O !
00 0 e (3.1.49)
0 0 t'"..’l B}‘ dl 0
0 0 0 (- Rl )

Soustava je dopluéna o propojujici bloky t;, respektive t,,, pficemz snadno
z odvozeni uvidime, ze bude platit symetrie celé soustavy, specidlné, ze t1, = t1,.
Dale jsou upraveny bloky Cf a Tf . VSechny naznacené tipravy jsou symetrické
a nyni tyto upravy popiSeme. Pivodné vnitini stény 2D prvki se zafazenim
1D prvku staly okrajovymi, komunikovat proto mohou jen s 1D prvkem. Pred-
pokladejme, zZe k této situaci doslo na k-té hrané, ktera ptivodné oddélovala
i1,12, - - -, iy puklinovy prvek. Potom se ptivodni k-ty sloupec bloku C, obsahu-
jici celkem m nenulovych soufadnic rozdéli na celkem m sloupecii ky, ko, . . ., ky,
které budou mit v uvedeném bloku jiz pouze jednu nenulovou hodnotu (néale-
zici prislusné pozici stény #,-niho, is-tého, ..., i,,-tého prvku. Takto rozsifeny
blok C, oznacujeme jako C;‘ . Vzhledem k symetrii celé soustavy se tprava
promitne analogicky i do bloku CJ. Rozsifenim blokii C, a CT dojde soucasné
i k expanzi bloku T, ktery mél na ptivodni k-té soufadnici na diagonale nulu.
Upravou v uvedené matici vznikne celkem m x m novych pozic. Takto rozsifeny
blok T3 oznacujeme jako Tf . Na mimodiagonalnich pozicich budou nuly a na
diagonalnich vzniklych pozicich budou hodnoty

s e [Tﬂ = oS 131 50)

Tf]  =-o8, [Tf]
[ B k[p‘“ (71 ] . kmkm

koka
co7 snadno ziskame tpravou vztahu (3.1.48). Navic do levého sousediciho bloku,
ktery byl piivodné nulovy, piibude nenulovy piispévek do bloku tqs. Ma-li lini-
ovy prvek index j, pak v bloku t12 budou nenulové souradnice

[t12],; = 0151, [taz]y,; = 0252, - - s [b12]x,,,; = OmSm- (3.1.51)

Uréeni plochy prestupu neni v pfipadé komunikace 2D a 1D prvki jedno-
macné. Budeme uvazovat, ze plocha piestupu se Fidi prvkem vyssi dimenze.
Touto tipravou jsme do modelu zahrnuli skutecnost, ze ze 2D bloku 1111"1:7;{: byt
¢ast vody odvadéna vlozenym liniovym prvkem. Nyni musime tuto Skl}t.(¥(‘ll(')3t,
m}”-“.,,,{, i do liniového systému. Uvedené vnéjsi pretoky z puklinového sys-

tému tvoii v j-tém liniovém elementu zdroj. Tento zdroj se promitne do stiedni

blokové éasti liniového systému nasledujicim zpusobem:
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a j-ty radek 1 S
Na j-ty ‘“l}k loku ta; do pozic ki, k..., ky, sloupet zapiSeme hodnoty
01,02, ...,0m. Tedy
[tzll‘}k] = O-l ‘51’ lt2113kz s 0—2‘5’2" 0 ltzl]_}km = 01!18711- (3.1.52)

Soucasné je zfejmé, Ze plati t,, = t7 .

Dale na j-tou diagonalni pozici bloku d, zapiSeme zapornou hodnotu souctu

91,02, ..., om nasobené velikosti plochy piislugné stény.
m
[dllﬂ — E O'k-sk— (3153)
k=1

Vyse uvedené upravy jsou realizaci Newtonovy okrajové podminky. Nyni si
uvedeme stavovou rovnici multidimenzionalniho modelu, ktery kombinuje 3D,

2D i 1D prvky.

(AaB;;Cg 0 0 0 R U
By 4 0 0 0 000
Cs 00, 0 ta3 O g 008
00 0 As; By O I
0 0 ts B D, 0 D0
pons o S 0 tiz2 0
000 00 0 A By O,
0 00 0 0 tig HizD: 9

\ \0o 0o 00 0 €t o T/

Jsou-li v horninovém prostiedi budovany systémy tuneli nebo vrti, je
vhodné uvazovat model, ktery propojuje i 3D prvky a 1D prvky, piipadné i
model, ktery uvazuje libovolné nekompatibilui propojeni. Odvozeni by se pro-
vadélo podobnym zpiisobem jako u kompatibilniho propojeni. Model pro tyto
situace vak neni jesté kalibrovan, a proto se nebudeme dale jeho popisem za-

byvat.

3.2 Matematicka formulace tulohy transportu

3.2.1 Metoda rozkladu operatoru - OS

Rozdilny charakter jednotlivych fyzikalnich procesi prinasi komplikace se sta-
youziti jedné metody. S pribyvajicim poctem uvazova-

bilitou feseni v pripadé j
adouci ¢asova narocnost vypoctu. Zpu-

nych procesii tak i nefimérné roste nez
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sob, jakym je mozné komplikacim predejit, popisuje metoda rozkladu opera-
toru, jejiz myslenku si pred aplikaci na nag probléni advekce-disperze-vymeéna-
sorpce (ADXS) ukézeme na jednoduché loze. Predpoladejme jiz diskretizo-
vany systém obycejnych diferencialnich rovnic, ktery vznikl pomoci diskreti-
zace spojitého prostoru pomoci napi. MKD nebo MKP, ve tvaru u, = Su, kde
u’ = (wi(t),...,un(t)), S je matice n x n a dolni index t symbolizuje 1. ca-

sovou derivaci. Pro jednoduchost predpokladejme explicitni Eulerovu diferenci,
systém ziskame ve tvaru

un+l =

g SO Ad) (3.2.1)

tedy

W41 = (I+ At S)u, + O(AE?). (3.2.2)

Matice S je diskretizaci ptivodniho spojitého operatoru (souctu operatori), v
takovém pripadé vzdy existuje jednoznaény rozklad ve tvaru

m

f (3.2.3)
i=1

kde S; jsou diskretizace dil¢ich operatori. Dosazenim vztahu 3.2.3 do 3.2.2
ziskame

T

Unir = (T+ At Y S, + O(AL). (3.2.4)
=l

Pouzijeme Einsteinovu sumaci a provedeme tpravu

m

Uy = H(I + AtS)u, + iN"*(l — 0i;)SiS;u, + ()(A@, (3.2.5)
=1 RSN O(Xr?)

skladani operatori

pficemz cleny s mocninou At vyssi nez 2 jsou shora omezeny uvazovanym fadem
piesnosti metody - O(At?), a proto nejsou rozepisovany. Produkt [, (I+AtS;)
odpovida m po sobé jdoucim krokiim Eulerovy explicitni mf\.t.(_n’ly. Ve skuteé:
nosti se jedna o jeden krok a postupnou aplikaci m dynamlcky(th‘v.l:ﬂl.?tiuost;l.
Z 3.2.5 plyne, ze chyba pfi metodé rozkladu operatoru vzroste, ‘fll(‘. jeji I‘i.l,(l z0-
stava na hodnoté O(At?). Abychom mohli metodu rozkladu operatoru aplikovat

regulérnim zptisobem, musime dodrzet podminku dostatecné malého casového
kroku, tak aby O(Af?) — 0. Soucasné musi pro velikost ¢asového kroku platit

podminka
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At < At;; Vi€ (1,..;m), (3.2.6)
kde At; je omezeni casového i-tym operatorem (procesem), kterym miize byt
napiiklad splnéni CFL podminky pro operator advekce. PFi splnéni téchto pod-

minek muzeme puvodni superpozici operatori aproximovat ve smyslu metody
rozkladu operatoru skladbou operatorti ze vztahu 3.2.5.

3.2.2 Definice OS pro ADXS problém

Soustava 2.3.20 vede na dva neznamé vektory o velikosti 2 x 1

= (i) St (3;) (3.2.7)

Rovnici pred aplikaci metody rozkladu operatoru zapieme schématicky jako

0Z{e) dF(c)
i A(c) + D(c) + X(c) — 5

kde 7 je operatorem identity, A je operatorem advekce, D operatorem disperze,
X operatorem vymeény a F operatorem sorpce. Symbolem S oznacime operator
sorpéni rovnovahy, pro ktery plati S™! = 7 + F. Jednotlivé ¢leny rovnice 3.2.8
maji tvar

- - (ve v DV ‘m
A(C):( v )) D(c):( B ))5

X(c) = (ft:'%(;r’-,-d—t:})) ‘ ot (f}ﬁs)) |

(3.2.8)

(3.2.9)
Dale zavedeme operator Cp nad proménnymi ¢, s ve tvaru
(§ cndV + f Sm dV)/Vm
Cplc,s) = cp = (’;{:) o s o T AN AT
Vi Vs

\obilnich pérti, V; objem imobilnich pori a
urcovat Cp teoretickou celko-
wh se zahrnutim sorbovaného

Symbolem V,, oznac¢ujeme objem 1
V, je objemem pevné faze. Operatorem budeme

5 .

vou koncentraci latky v lnnhilni('ll/i“"’l”l“"'h gL

H0)
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mnozstvi latky, vztazenou na objem daného systému port. Pomoci téchto teo-

ret1}(:kych celkovych koncentraci budeme uréovat rovnovahu mezi latkou v poru
a latkou sorbovanou.
Pro vypocet sorbovaného mnozstvi latky na objem pevné faze

b O pid cromEnatii zavedeme ope-
rator Cs nad proménnymi c, a ¢, ve tvaru

C S 1 ‘.’- (Cp'ln = C{:}n) (iv
(Co, Ce) = 0 Y vy ,’:n‘ ; Gt 2
ericm () = 2 (PR e )

3,
('mrn
i
T

kde symbolem ¢, oznacime pomocny vektor vypoctenych rovnovaznych koncen-
traci v systémech mobilnich a imobilnich péri, jeho vipoéet si ukazeme déle.

Problém diskretizujeme a feSeni ADX S problému metodou OS prevedeme
na dil¢i alohy. Necht casovy krok ma velikost At, nAt = t, a pocatecni pod-
minka tlohy transportu je ¢y = ¢(to, x). Jeden ¢asovy krok metodou rozkladu
operatoru prevedeme na posloupnost kroki s jednotlivymi operatory. Vizdy
znamé skalarni pole koncentraci a sorbovaného mnozstvi latky z predchoziho
casoveho kroku

CKC(!-?:-{-I‘ X) == C(f,“}(), SIC("-"n+lax) = S(tn,X), (3212)

tato skalarni pole pro nas budou pocateéni podminky.

1) Vypocet advekce
Ukolem je nalézt feseni rovnice advekce s poc¢atecni podminkou ve tvaru 3.2.12

v ¢ase t = 1,1, postup feseni vyjadiime uzitim Eulerovy zpétné diference jako

1%, § el Callnii Xl — c(tn, X) 3 .
aLr(_c) =Alc) = A =Aell x). (2:2.13)

Neznamé pole koncentraci po aplikaci operatoru advekce v case t = t,, 1 miZeme

vyjadrit ve tvaru
CA(fn}l-x] = -AAtC(tn-.x)s (3214)

kde symbolem Aa, oznacime soucet operatort AAt + 1.

2) Vypocet disperze

Jako pocatecni podminka pro rovnici disperze pro nas bude skalarni pole kon-
centraci po aplikaci operatoru advekce ca(tni1,X) z€ vztahu 3.2.14. pkolem
bude nalezeni fegeni rovnice disperze v case t = tny1, postup feseni vyjadiime
uzitim Eulerovy zpétné diference jako

: = AniClla, % o

0 cap(tni1, %) = Aar el X) _ p 4 ety x). (3.2.15)

g\¢) =Dlc) = R

ol
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Neznam?’p?_le koncentraci po aplikaci operatoru disperze v ¢ase t = {,,, mi-
zeme vyjadrit ve tvaru

CAD(tTI-} 1y X) = DA{AA{ C(f,n, X), (3216)

kde symbolem Dyx; oznac¢ime soucet operatoria DAt + 7.

3) Vypocet vymény

Jako pocatecni podminka pro rovnici vymény pro nas bude skaldrni pole kon-
centraci po aplikaci operatori advekce, disperze c Ap(tni1,X) ze vztahu 3.2.16.
Ukolem bude nalezeni feSeni rovnice vymény v Case t = t,,,, postup feseni
vyjadiime uzitim Eulerovy zpétné diference jako

dl’( ) =&(c) = DX (tn11,X) — DarAns ¢(tn, X)

B\ At

!

= .;FD‘Q{_AA.! C(fm X).

(3:2.17)
Neznamé pole koncentraci po aplikaci operatoru vymeény v ¢ase t = £, mizeme
vyjadrit ve tvaru

cADX (tn+1,X) = XaDarAa; c(tn, x), (3.2.18)

kde symbolem Xy, oznacime soucet operatoru XAt + 7.

4) Vypocet sorp¢ni rovnovahy

Ukolem bude nalezeni feseni rovnice sorpéni rovnovahy, pro skalarni pole kon-
centraci po aplikaci operatorii advekce, disperze a vymény capx(tn1,X) ze
vztahu 3.2.18. Postup feSeni vyjadiime schématicky jako

J
ot

J J

“—I(C) — —_—~]‘—(C)
o) ot

¢asova zména souctu latky v péru a latky sorbované na povrchu poru je rovna

nule. Obecné nelinearni ¢asové invariantni rovnici muzeme psat ve tvaru

(el —1. (3.2.19)

) 'I(C,”)qu) = const. = CI;((‘{)&I_DA!AQF C(}u‘ X), S(‘[N!x)) 7 CP“”‘ X), (3220)
j{}j[ f‘(\g[;“i ”lﬁﬁ"“l(‘. |)”“|“('f (}[_)(‘[‘E‘ttf.‘l‘ll S()rl)(v'lli r()Vlll_)VEi]l_Y S Za])Sﬂt ve '(.Val'll
CADX H(-’n F1s X} = S(Cp(XAf,DArAm C(’n' x)! S("’ﬂ' x)) (3'2‘21)

Capxs(tni1, X) = Celtns1,X) je souCasné hledané skalarni pole koncentraci v

case { = 1, ,, pro ADXS problém, které jsme urcili posloupnosti ctyt uvedenych
T :

krokii metodou rozkladu operatoru. Plati tedy

5
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Cllu i X} = :
( 1+1 ) C/’.!’J.‘{b(f:” t l,x) S(tn_’_l‘x) = C (C (t x) C (f X))
' s\tp\in y Lelbnitl,

Jednotlivé fyzikalni proces
; yzikalni procesy budeme fesit metodami, které si {5
E itole. :t i, které si popiseme v dalsi



Kapitola 4

Numerické reseni

Tato kapitola se bude vénovat popisu realizace numerickych metod, na jejichz
zakladé je cely model postaven.

4.1 Reseni Fidkych soustav rovnic

Rozsahlé soustavy linearnich rovnic vzniklé diskretizaci pomoci MH-FEM jsou
¢asto Spatné podminéné. Ditvodem je zejména velky rozptyl velikosti jednotli-
vych prvki v blocich A, ktery je zptisoben nejen rozdilem velikosti elementil,
ale 1 jejich rozdilnou hydraulickou vodivosti. Popsana skute¢nost ma vyznamny
vliv na maximalni dosazitelnou presnost feseni a také na rychlost feSeni v pii-
padé iteracnich fesici. Do jistych parametri tlohy, které jsou zavislé na jejim
rozmeéru a strukture, muzeme volit mezi primym a iteracnim resicem, pricemz
vhodné zvoleny a nastaveny iteracni resic je zpravidla rychlejsi nez resi¢ primy.
Presnost takového feseni nemusi byt shodna s presnosti piimého fesice. Je nutné
uvazovat, ze vétsina fyzikalnich parametrii, které jsou vstupem pro vyslednou
matici, je uréena s jistou toleranci, pfipadné na zakladé znaleckého odhadu.
Znalost presného feseni proto nemusi byt pro dany problém nezbytné nutna.
Ulully z oblasti hydrogeologie jsou charakteristické rozsahlymi tidkymi mati-
cemi. Tteracni fesice. na rozdil od fesict primych, dokazi efektivné s fidkymi
strukturovanymi maticemi pracovat, proto v tlohach hydrogeologie hraji vy-

Znamnou roli.

4.1.1 Predpodminéni

roblém §patné pmlmim‘\.njn-.h soustav, transfor-

muji piivodni problém na problém lépe fesitelny. Ni‘.]_]t‘{!ll{:(lllﬁﬁil.vt-y])wl)rﬂ}pml-
vy G matici G. Pricemz pozadu-

Metody predpodminéni fesi p

minéni vychazi z aproximace matice soustav
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jeme, aby vypocet inverze matice
stavy. Soucasné matice 2
||G — G|| = min, aplikov

znazornit jako

& ; G nebyl naroénéjsi nez feseni piivodni sou-
G musi dobfe aproximovat, plivodni matici tak, aby
ani popsaného predpodminéni na soustavu Gx — b lze

C_]zec_lb, G_IG",.;L (4_1_1)
kde I oznacuje jednotkovou matici. Vztah 4.1.1 znaroznuje

’ ’ . preskalovani prvku
puvodnl matice, tedy transformaci na lépe

= o podminény problém. Iteraéni metody
vychazeji z minimalizace rezidua r, které definujeme na jiz predpodminéné sou-
stavé jako

r=0O-lGs 05y, (4.1.2)

4.1.2 Iteracni reSeni symetrické indefinitni matice

Volba vhodné metody pro reseni symetrické indefinitni matice vzniklé diskreti-
zaci metodou MH-FEM zavisi na dostupnych prostiedcich. Indefinitni matici s
obecné 3mi sedlovymi body miizeme transformovat metodou Schurova dopliku
na symetrickou pozitivné definitni (SPD) matici. Pro feseni SPD problému jsou
vyvinuty efektivni algoritmy souhrnné oznacované jako metody sdruzenych gra-
dienti. Definici Schurova dopliiku pro MH-FEM lze nalézt v [2]. Pro feSeni in-
definitniho symetrického problému je vyvinuta metoda MINRES, ktera vychazi
z Krylovskych podprostori. Problematika reseni rozsahlych soustav linearnich
roviic svym rozsahem presahuje ramec této prace, a proto dale nebude rozva-
déna.

4.2 Metoda kone¢nych objemu

Na konecné disjunktni mnoziné rozkladu FEj oblasti (2, jsme v predchozim od-

4 ol . ” . . ’ % 5 S \r ')D ’ 2 g Id
dilu vypocetli toky podzemni vody na jednotlivych elementech. Pivodni spojite
rozlozeni koncentraci na jednotlivych elementech nahradime sttednimi hodno-

tami

l i 4 e ]' 7
( ':;ra ' e / ('m(”': (': = F /G’ dV,

V r:: . i

Vo 1%
l r e l !_»
I o ] 4 ,S( o — S; Ir.”‘ .

.‘\m i _-:, [ -"un\"ll y i L";-" [ i
. v

(4.2.1)
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Symbolika !flltif.'elll Je v souladu s predchozim zavedenim. Koncentrace v pérech
a sorbovane mnozstvi latky na povrchu péri spojité rozlozené na jednotlivych
elementech jsme timto pfechodem nahradili jednou diskrétni hodnotou ve st.f‘édu
elementu (cell centered). Hornimi indexy v zavorkach budeme dale oznacovat
hodnoty koncentraci (pfipadné latkovych mnozstvi na objem pevné faze) pro
jednotlivé casové kroky. Napiiklad symbolem G2 hiideime oniatovat etredai
hodnotu koncentrace v mobilnim poru v n-tém ¢asovém kroku v elememntu e.

4.3 ResSeni advekce

V tomto oddilu odvodime explicitni numerické schéma pro fegeni rovnice ad-
vekce s upwind schématem pro aproximaci tokii.

Explicitni upwind schéma

Upwind schéma je charakteristickym diferenénim schématem pro orientované
déje, tedy veskeré hyperbolické parcialni diferencialni rovnice. Na déj nahlizime
proti jeho sméru a tim zpusobem vytvarime i diferencni schéma.

Definujme symboliku znaceni pretokii sténami elementii, kdy poradi indext
udava jejich smeér

E‘;ht’”k
Splnéni rovnice advekee v integralnim tvaru budeme pozadovat na vsech eleme-
tech rozkladu, tento pozadavek zapiseme ve tvaru
g / ds (4.3.2)
7‘ (‘mf“/ = — Cm?v : o

ot

A3

€ de

Clasovou derivaci v rovnici 4.3.2 aproximujeme dopiednou Eulerovou diferenci
a vyuzitim vztahi 4.2.1 miizeme vyraz na levé strané rovnice zapsat ve tvaru

w(n+t1) ~e(n)
8 FlpiarBmam i ones Sl js (4.3.3)
[ edV = = CoVe f_

M

p
smaménkovou konvenci ve smyslu upwind sche-

Pro zjednoduseni definujeme _ dis e |
pres mezielementove stény soused-

matu pro integrandy v plosnych integralech
nich elementi j, k.
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('.:E{_fkj = Uy, >0 [tok k — 7] :
(-m (jh.} — Uk_}' <) [t()k'J Ry k] (454)
Timto zavedenim jsme definovali symboliku, kdy vne

310 N Sow Jst toky transportuji latku
z elementu do okoli a vnitini toky transportuji litku do elementu. Pro zjedno-

duseni vysledného zapisu rovnice formalne definujme pro k-ty element, oznaceni
toku podle jejich smeér.

Ui =U, oral):
gk gk pro ik >0
U_-;k = 0 pro Ui, <0 (4.3.5)

Analogickym zpiisobem Uji

Plosny integral mizeme pomoci zavedené symboliky zapsat pomoci sumy stred-
nich hodnot toku a koncentrace na elementu k.

f cmvdS = ) (U000 + Uz Co™) (4.3.6)

dex JEN

Symbolem N oznacujeme mnozinu sousednich elementii vzhledem k elementu
k. Timto jsou jiz integralni vyrazy na obou stranach rovnice pievedeny do dis-
krétni formy a je mozné zapsat vyslednou rovnici, ktera ma tvar (4.3.7).

At

L/’F.!k

(4::(n+ 3 pt (":ﬁk(n) -

SR + UG (48

FEN,

4.3.1 Stabilita upwind schématu

Upwind schéma pro rovnici advekce je podminéné stabilni, je tieba dodrzet
podminku, ktera predepisuje maximalni velikost ¢asového kroku. V pripadé ne-
dodrzeni podminky by nemusela byt obecné splnéna rovnice bilance hmoty,
coz by nastalo v situaci, kdy by z elementu nevytekl vétsi objem nez je jeho
vlastni (respektive v nasem piipadé objem mobilnich poéri). Podminku nazy-
vame Courant-Friedrichs-Levi (CFL), dava do souvislosti velikost sttedni rych-
losti toku sténami s velikosti ¢asové At a prostorové Az diskretizace. Piseme ji

pro 1D pfipad ve tvaru

L ) (4.3.8)
Az : '
kde ('r oznacuje Courantovo dislo. Ve 3D lze formulovat CFL podminku jako
J T :
é’_zf_fhb‘_f <3 Vk € Ej. (4.3.9)
L.-"t"‘. -
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4.3.2 Numericka disperze

\/Zhlf‘dr(;lil}; umt.L c_llfejmnc.mch vzorcl 1. fadu (v prostoru i ¢ase) se dopoustime
chyby 2.Fac }u. 0 t(‘re’z 1ze ‘I‘(?::SVOJQHI do Taylorovy fady a vyjadfenim Lagrange-
ov;j. tvaru zby t.ku‘ ukazat jeji ekvivalenci s vlastnosti disperzniho ¢lenu. Pro 1D
pitpad lze odvodit vztah pro numerickou disperzi ve tvaru

])nu? = ll}Ai(l —Cr i
n=5 2T ) (4.3.10)

Neni-li casovy krok vypoctu nastaven tak, aby C'r = 1 (mez stability upwind
schématu), nevymeénti se cely obsah latky v elementu. Vlivem zavedcm:rch stred-
nich hodnot 4.2.1 se cast latky, ktera v elementu ztistala, prflméruj(; s latkou,
ktera do elementu pfitekla. Ze vztahu 4.3.10 je patrné jakym zptsobem vliv
numerické disperze eliminovat. Nastaveni ¢asového kroku tak, aby Cr = 1 (na
véech elementech), je mozné jen na rovnomérné diskretizovavé 1D oblasti. Na
slozitéjsich geometriich numerickou disperzi omezime jen zjemnénim prostorové
diskretizace. Jedna se o lokalni jev a na slozitéjsich oblastech neni tedy jeji vy-
¢isleni jednoduché. Vzorce si ukazujeme zejména z divodu, abychom hodnotu
numerické disperze mohli na dané oblasti odhadnout (shora omezit).

4.4 ReSeni nerovnovazné vymeény

Operator nerovnovazné vymeény je popsan soustavou 2 obycejnych linearnich
diferencialnich rovnic,

ICm o

—— e Y Cm ),

ot 'u.m( )

P ges iy (4.4.1)
ot i

Vynasobenim obou rovnic piislusnymi porozitami a jejich naslednym souctem,

ziskame rovnici ve tvaru 5 5
oe UG ;
”m—Tﬂ _|_ e — 0‘ (442)
ol ot
ktery reprezentuje zakon sachovani hmoty. Plati tedy

CmNm + CiNi .
| | e R T e e (4.4.3)
CrMm + CiTY const. = ((”’” ‘ ”’)‘ Ny + 1
Lovaznou koncentraci v porech (pfi ustaveni rov-

kde symbolem ¢ oznacime rov 5 .1 70
v systému mobilnich port,

novahy). Odvodime si postup fegeni pro koncentrace

15%s]
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ze vztahu 4.4.1 vyjadiime ¢; a tento v

yraz dosadime do prvnf rovnice so
’ . 2 ] > soustav
4.4.1 a tim ziskame rovnici ¥ ¢

dey, = (& (_-:('nm +n;) — Cm Ny — Cmy N

dt [ e 1,

de,, % —a(ny, + n;) o

5 G (6 —¢) (4.4.4)

Separaci promeénnych a uvazovanim pocatecni podminky ¢,,(0

i ) muzeme rovnici
4.4.4 vyresit

f—'m{t) t
dC’m _O‘(”rrt 3 ni)
e b e
Cm —C Thors 124
cm(0) 0

m +n[‘

= cm(t) = (cm(0) — e)e *mmm “ + G
(4.4.5)

Pro tiplnost si uvedeme i feseni pro imobilni pory. Postup je analogicky

ci(t) = (ci(0) — &) *mmmit & (4.4.6)
Vymeéna latky mezi pory dle uvedenych feseni je zavisla nejen na koeficientu
nerovnovazné vymeny <, ale i na mobilni a imobilni porozité. Vliv jednotlivych
faktori bude porovnan v dalsi kapitole na prikladech. Prevedenim rovnic feseni
do diskrétni formy a substituci poc¢atecnich podminek za prislusné koncentrace
z predchoziho kroku ziskame rovnice ve tvaru
nm +n

(;(ni 1) = ((_f(n} & C'(HJ)L’_“ s t T Cr(n)!

‘m m

o nmtny

(-_1’(1’!{ 5 S (("f(n) ) (_'_r(ri))e_- i i (j'(ﬂ),
(4.4.7)

kde (') je vyraz ¢ ze vatahu 4.4.3 vycisleny pomoci stiednich hodnot koncen-

traci ze vztahu 4.2.1.

4.5 ReSeni rovnovazné sorpce

izotermu urcit analyticky. Zbyvajicl uvazo-
ytické feseni, a proto musime dilci pro-
ru problému je vhodné pou-

Sorpéni rovnovaha lze pro linearni
vané nelinearni izotermy nemaji anal
blém sorpee fesit numericky. Vzhledem k charakte

7it Newton-Ralphsonovu metc i, kdy fesent rovnice hledame jako posloupnost

59
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bodu ve tvaru

Tit1 = &5 —

Pocatecni priblizeni budeme uvazovat z, — 0. Ze vzorce je

e . 7 5 patrna podminka
na konecnost derivace, ktera je poruge

i i na u Freundlichovy izotermy pro véechny
fyzikalné redlné koeficienty a. Tento problém budeme fesit dale. Vyjdeme ze

vztahu .%.2.10 a vyjuadrlme SI ¢p pomoci stiednich hodnot koncentraci, pak mii-
zeme misto objemn pracovat s porozitami

(e Cm + Spn(l — n)/n
C — 1) = A1, m n Nm
£ (Cpi ) ( Ci+ S;(1—n)/n; ) i (4.5.2)

Soustava rovnic sorpéni rovnovahy bude mit tvar

-"m 57 f m(c“m) ~C m 0 :
( are0 ): (o) & ¢)

ReSeni sorpéni rovnovahy si ukdZeme na prvni rovnici ze soustavy 4.5.3. Pro
uvazované izotermy budou rovnovazné stavy vypocteny nasledovneé:

4.5.1 Linearni izoterma

w

Reseni sorpéni rovnovahy pro linearni izotermu vede na linearni rovnici, jejiz
feSeni je ve tvaru

('1(7*}
_'_;{ﬂ+]) A (454)
14 1+ an‘l

4.5.2 Freundlichova izoterma

Aby vyraz 4.5.1 pro Freundlichovu izotermu nebyl singularni, je vhodné linea-

rizovat pocatecni interval izotermy. Linearizujme izotermu na intervalu (0, Cy),

pricemz (), urcime na zakladé dosazeni zvolené hodnoty prvni derivace, kterou
!

oznacime f, .

R
J o =l o maa 41.5.5
.‘) — (;.';.- ( I;;” ) = *! ( .";”- = frrm..ic i ( b ap A{ (4 3 L))

! , a
Smérnici linearizované ¢asti izotermy oznaciune [, bude mit tvar

¥

o kGl gt e (4.5.6)
/ s A ~ =Y p
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Na zakladé predchozi tivahy definuj : :
4 Nnujme aproximaci Freundli i
: undlichov )
tvaru y 1zotermy ve
!
i C Y

Er %" 2 € (Ch, Crnas) Sl

Symbol (e 0zZnacuje maximalni moznou koncentraci latky. Dosazenim apro-
Xml?_“j F‘reundlwlu:vy 1zotermy 4.5.7 do vztahu 4.5.3, jeho diferencovanim a
yyuzitim vztahu 4.5.1 ziskame posloupnost bodii ve tvaru

W(n) # (n) g (n)
(:um (m(t ('l‘!*m( " : fFC’m(t))

mii)

ST e e )

m(i)

(n) W(n)
(m(zH} C m(1)

4.5.3 Langmuirova izoterma

Dosazenim rovnice Langmuirovy izotermy 2.3.7 do vztahu 4.5.3 a dale ekvi-
valentnim postupem jako v piechozim piipadé ziskame posloupnost bodi ve
tvaru

r oTnax (n)
(']f,"n,f Ly Y
(n) W(n) L) 1 i'KLCEH(}«L) .
C =C : (4.5.9)

m(i+1) m(i} 2
{4 e
14 h’ Cm(l

Pro feseni rovnovaznych stavii u Freundlichovy izotermy 4.5.8 a Langmuirovy
izotermy 4.5.9 muzeme zapsat symbolicky vyraz ve tvaru
c+) = lim C)

m m(i)?

1— 00

(4.5.10)

iteracni proces vsak pro zve Jlené funkce konverguje v fadu jednotek cyklu.
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4.6 Algoritmus

ctoX) - Advekce ——> Disperze | o

Vyména >{ Sorpce

Obrazek 4.1: Schéma algoritmu

Posloupnost krokti s jednotlivymi operatory je zndzornéna na obrazku vyse.
Disperze v modelu implementovana neni, tento jev je ¢astecné z.astoupgl’l ny-
merickou disperzi, ktera je vedlejsim produktem upwind schématu. V ‘]lb‘telIll
smyslu disperzi zastupuje i vyména mezi mobilnimi a imobilnimi péry, ktera
je ;:évisl;i na koeficientu molekularni difuzivity ve vodé. Manual programu ve
formé popisu vstupnich souborii je soucasti prilohy na CD.
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Kapitola

Testovaci ulohy

V této kapitole si nejprve na jednoduché homogenizované tiloze ukizeme vliv
jednotlivych fyzikalnich procesi a jejich parametri na migraci radionuklidi. Z
dlohy bude patrné, pro¢ je vhodné pro popis horninového prostiedi pouzivat
multidimenzionalni modely, kterymi se budeme zabyvat dale.

Odhad horni meze numerické disperze

Pro odhad horni meze numerické disperze vyjdeme ze vztahu pro vypocet nume-
rické disperze pro 1D pripad 4.3.10 a ze vztahu pro vypocet Courantova cisla
pro 3D pripad 4.3.9. Pro vypocet lokalniho kroku prostorové diskretizace na
elementu e, vyuzijeme vztahu

Dz™ = (%)d ; (5.0.1)
s

kde d** je dimenze elementu a d velikost doplitkového rozmeéru elementu (u
1D a 2D elementi1), pro 3D piipad d. = 1. Rychlost toku v* na elementu ey
urcime dle vztahu

.
g e ZJEM ”U ‘ (5_0_2)
2 ZJ(—'('R .f, dl%

kde vyraz 3., ] A4S je éiselné roven souctu ploch stén elementu e, . Pro horni

M -
odhad velikosti numerické disperze 1);””” v materialu M, miizeme dosazenim

vztahil 4.3.9. 5.0.1. 5.0.2 do vztahu 4.3.10 psat vysledny vzorec ve tvaru

1 rt
" ' [z © .’ = AT {)I
A E,, Ny -‘,; “" el f - é_;_&l*_ﬂ . (5.0.3)
I")Wum nax § : T -r_ .‘{ !t l. 'l..-'!"'k

Ve, M 7
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5.1 Transport v homogennim prostiedi

5.1.1 Transport bez interakci s horninou
Méjme hmnngm_lim_)van_\_'/ hranol ~ granitu s  hydraulickou propustnosti
B — 3.2 -10 ‘lllls_l, délkou | = 2m, gradientem piezometrické vysky
Nz = EL{L = 9—? = 0,001 a porozitou (mobilni) n = 0,005. Jedna se o
modelovy pripad, ale zadané hodnoty odpovidaji skuteénym hodnotam, viz. [6]
a [10]. Situacni schéma véetné triangularni sité je na nasledujicim obrazku.

Obrazek 5.1: Homogenizovany hranol horniny

Clervenou barvou v siti je vyznacena pocatecni podminka koncentrace latky
co=10gl" ! Pronikani latky do horniny v ¢ase je znazornéno na grafu 5.2.

§ i : t = 000 days
i t = 073 days =ww==w===
i t = 146 days e |
25T i t = 219 days
P t = 292 days =====
P ‘ t = 365 days
2 | i
2 15} ._'..:‘"-.‘_‘ .
£ o /)
o : E : .'
t . A e
0.5 B .:: .: :a "_!‘- -
: '.'.‘ -.I;":, ‘ -“-‘,_
0 £ g S 2 2
0 0.5 1 1.5

x [m]

R . s1xh Lencentrace bez interakci s horninou
Graf 5.2: Clasovy pribéh koncentrac

T D08 le koncentrace
‘ ke L tanidte elementu. Posun po
Na vodorovné ose je vynasena pe loha tEZiste elen

64



KAPITOLA 5. TESTOVACI ULOHY

budeme sledovat podle polohy maxima prislusné charakteristiky. Neuvazujeme
li interakce s horninou, pole koncentrace se posune 1)fi,7;i('l'trblr-’('l'1J(Jkra'g)ufu-i-
podmillk{icll priblizné do vzdalenosti + = 2m za c¢as ¢ : 1(rt;ykJ a maxjin\)?:l(l'];
koncentrace poklesne priblizné na 13% putvodni hodnoty. Horni me(z k()‘:‘ﬁ(‘i(;l'ltll
numerické disperze byla urcena dle vztahu 5.0.3, D,,m = 2,23 —rl(J_“J)mj2 q_ll
hodnota byla ovérena na analyticky fesené 1D tloze v Tlr;mp;ra’mu JBONE [11} 1

5.1.2 Transport se zahrnutim interakci s horninou

Uvazujme shodné zadani jako v pfedchozi tloze, které rozsitime o interakce
latky s l’l()l‘lllll()ll‘., Sady vstupnich dat jsou voleny s ohledem, aby jednotlivé
procesy zpusobujici retardaci byly dobfe patrné. Transport latky rozsiiime o:

1) Imobilni porozitu

Uvazujme imobilni porozitu n; = 0,005, charakteristickou délku [, = 0,01 m a
o koeficientu molekularni difuzivity predpokladejme Dy, = D. D,, zvolme

a) Dp1=0,04- 10" m s bhi I —9: 10 wmie

Hodnoty molekularnich difuzivit D,, koreluji nejvétsi a nejmensi hodnotu D, z
tabulek 2.1, 2.2. Uzitim vztahu 2.3.3 urcime pomoci zadanych veli¢in koeficient
neroviovazné vymeény mezi pory, plati tedy

[)r- Df:

“’) EET '1_ = 10_“ S_l l)) g ~ Tz_ —0. 1{)—9 S_].

L

. “C

Na nasledujicich grafech je porovnani retardace latky v zavislosti na koeficientu
molekularni difuzivity. Po¢atecni podminka je identicka jako v piipadé 5.2.
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3 = : |
& t =000 days ——
$ t=073 days ..........
25 t =146 days e |
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t =292 days =====
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| S
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Graf 5.3: Casovy priibéh koncentrace pro zadani la
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Graf 5.4: Casovy pribéh koncentrace pro
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V situaci la latka prostoupila blokem granitu

R ofipads 5.2. Nep piiblizné do stejné vzdalenosti

atrny il i £y
P = o adns rmy rozdil je v maximech charakteristik. Je nutné
uvazit, ze se jedna o parametry pro litku s nejmensi hodnotou D

, : . PR i L roto ani
vyznamna retardace neni ocekaviana., r :

Situace 1b ilustruje pripad, kdy se koeficient rovnovazné vimeny bliz r
vaznému piipadu. Na rozdil od pifipadu 5.3 maji vsechny (:hc;xraktgristik ?I;ﬁ-
rovnani s pripadem bez interakce s horninou vyrazné mensi maximalni lg)dnzytu
a jsou vlivem vyssi retardace Sirsi. Vypocteme teoreticky maximalni koeficient
retardace dle vztahu 2.3.23, pro tento piipad nabyva hodnoty

) e (1—n) Kp oy

n m n m

=1+1+0=27, (5.1.1)

coz je v souladu s vysledkem simulace. Latka prostoupila za ¢as t = 1rok v

horniné priblizné do vzdalenosti z = 1m, tedy do poloviny vzdalenosti oproti
situaci bez uvazované interakce s horninou.

2) Sorpci
Uvazujme hustotu horniny o€ = 2750 kgm >

a) linearni izotermun  Kp = 2- 10 %m® kg™

b) Freundlichovu izotermu Kp =2- 1078 m**F kg ®F, ar = 0,7

Uvazovany koeficient Kp je nutné vzhledem k homogenizaci modelu zvolit vy-
razné mensi oproti hodnotam v tabulkach 2.1, 2.2, obdobné je tieba zvolit i
maly Kp. Uzitim vztahii 2.3.5 a 2.3.6 ur¢ime koeficienty kp a kp, plati tedy

Pt _3
A'“ = Q{:rm”” KA Ty = 9, 5 - 10 )
9

kp = gf™"ite Kp=5,5-10 kg m™"".

Nasledujici grafy znazornuji porovnani transportu latky retardované sorpci dle

zadani 2a a 2b.
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Graf 5.6: Casovy priibéh koncentrace pro zadani 2b
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V situaci 2a se transport latky fidi teoretickym koeficientem retardace, coz si
muzeme overit jeho vycislenim

& _N_, . (1 — ?!.) .KU Os

Nin Tm

=1+04+1,0045~2,1. (5.1.2)

Posledni charakteristika dosahuje svého maxima ve vzdélenosti priblizné
r = 0,95m od pocatku, coz je v souladu s vypoctenym koeficientem retardace.
Podobna situace jako pro zadani 2a nastava i pro zadani 2b, jehoz vysledky jsou
znazornény na grafu 5.6.

Charakteristiky, které byly v pfipadé 2a symetrické se vlivem nelinearni
sorpce v piipad 2b zacaly deformovat, jev je zptisoben nelinearnim charakterem
Freundlichovy izotermy. Nizsi koncentrace jsou retardovany vice nez koncentrace
vyssi, coz ma za nasledek strméjsi celo charakteristiky.

3) Imobilni porozitu a sorpci

Uvazujme zadani z bodu la a 1b rozsitené o vliv linearni sorpce z bodu 2a s
parametrem ¢ = 0,25. Pro parametr 1» — 1 by se vysledky tlohy pfi vyssich
kp blizily Gloze rovnovazné sorpce z bodu 2, nebot sorpce je v nasem pripadé
pro vétsinu latek vyznaméjsim retardacnim faktorem nez vymeéna mezi pory.
Na grafech 5.7 a 5.8 je znazornéno pronikani latky do horninového masivu re-
tardované sorpei i vyménou mezi pory.
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Graf 5.7: Casovy pribeh koncentrace pro zadani 3a
3 _— . .
t = 000 days =—
t = 073 days ==sssww=
2 v t=146 days ............
: t = 219 days
t = 292 days =====-
t = 365 days
2 T
2 15
E
(o]
1}
05 L kX
-.' -"..-' "_"“ A,‘~
0 ‘J . S e Haa = :
0 0.5 1 1.5
x [m]
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Z grafii 5.7 a 5.8 je patrné, jak vyznamnym zpusobem dokaze hodnota parame-
tru ¥ ovlivnit cely vysledek simulace. Parametr ¢ je vyznamny jen v situaci, kdy
se s koeficientem nerovnovazné vymeény mezi pory o pohybujeme v mezich, kdy
vymeénu muzeme povazovat za nerovhovaznou. Vyznamnym zpusobem vysledek
simulace dokaze ovlivnit i hodnota imobilui porozity n; a charakteristicka délka
[. Stanoveni téchto koeficientti je problematické a v dalsim oddilu se budeme
snazit je nastavit takovym zpisobem, abychom se priblizili experimentalnim
hodnotam retardace latek v granitovém prostiedi.

Homogenizace, kterou jsme zavedli na této loze, nemusi byt vzdy mozna,
zejména kvuli rozsahlym systémtm puklinovych siti, jejichz hydraulicka pro-
pustnost je o mnoho radu vyssi nez propustnost kompaktnich blok horniny. Z
téchto divodu se budeme dale zabyvat obecnéjsim pripadem popisu hornino-
vého prostredi - multidimenzionalnimi modely.
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0.2 Transport v heterogennim prostredi

V tomto oddilu si ukazeme vypocty transportu na multidimenzionalni rovinné
a prostorové tloze. Na rozdil od homogenizovanych tloh zde budeme jiz uzivat
experimentalni hodnoty distribucnich koeficientti Kp.

5.2.1 Rovinna multidimenzionalni iloha

V nasledujici uloze si ukazeme transport na rovinné puklinové tloze, jejiz geo-
metrie, triangularni sif a pole filtracnich rychlosti je znazornéno na nasledujicim
obrazku

L

Obrazek 5.9: Puklinova uloha

Rozméry oblasti jsou 12,75 x 8 ,25m, na svislych sténach oblasti je zadana
Dirichletova okrajova podminka pro proudéni, gradient piezometrické vysky

T P‘;P” = 0']0213,3‘5 — 0,001. Na sténé, kterou voda vtéka do oblasti, je

zadana Dirichletova okrajova podminka transportu cp = 10g1~'. Hydrau-
licka propustnost 2D prvki reprezentujicich kompaktni horninovy masiv je
Kyp = 3,2+ 107 ms™!, rozevieni 2D prvki je d.2p = 1m (hloubka geo-
metrie), mobilni porozita n,,2p = 0,005, imobilni porozita n;»p = 0,005 a
oy = 0,3. Hydraulickou propustnost 1D prvki reprezentujicich pukliny je
Kip = 3,2-105ms !, prifez puklinovych prvki je deip = 3-10* m?, mobilni
porozita n,1p = 0,7, imobilni porozita ni1p = 0,2ayp=0,5.
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Opravnénost uziti pouze advekéniho modelu ovéime vypoctem Pécletova
cisla dle vztahu 2.3.17, za hodnotu D, dosadime nejmensi a nejvétsi hodnotu z
tabulek 2.1 a 2.2, tedy D™ =9.10" 3 m?s ! a P — 4 S e

jvlle | = KVpll
Dp, N Dy
Analogickym postupem bychom mohli ovéfit hodnotu Pécletova éisla v pukli-
nach (liniovych prveich), ve kterych je podminka zanedbani vlivu molekularni
difuze splnéna, nebot Pe; p > 7-10%. Pro vétsinu latek je uziti pouze mo-
delu advekce v kompaktnim bloku masivu (2D prveich) na hranici matematické
korektnosti. Uvazime-li vSak hodnoty numerické disperze (v podélném smérn),
které dosahuji hodnot, srovnatelnych s molekularni difuzi

— {0, 1 160) (6.2]

)J —
Peyap =

Dm;m,ZD = LS 10’12 ll]2 S-_l1
i)mnn,lD = 51 T- 10_10 1112 S_1| (522)
tak miizeme uziti modelu advekce povazovat za korektni. Pro dalsi avahy bu-

deme predpokladat linearni zavislost mezi Kp linearni izotermy a Ky Freund-
lichovy izotermy porézniho a puklinového prostredi, bude platit

Kpap =100 Kpp, Krap = 100 - Kgip, (5.2.3)

tato ivaha je opravnéna, nebot pukliny maji oproti poréznimu prostredi vyrazné
mensi povrch, tedy i mensi pocet sorpcnich center pro adsorpei transportované
latky. Dale budeme predpokladat rovnost koeficienti a v poréznim i puklinovém
prostredi, tedy

Q= 01p = Qap. (524)

Vypocty provedeme pro kombinace parametri v nasledujici tabulce

als~1] 1-10" T4 10" [ 2:1077" ]
Kpap[m®kg ™| 1 1-10°% | 1: 303"
Kp2p[m®*F kg™ *F] 1 B DR ) 1

Tabulka 5.1: Kombinace vstupnich parametru pro rovinnou ulohu

Koeficienty o v tabulce 5.1 jsou vypocteny pro charakteristickou délku
[, = 0,01 m, hodnoty D, byly urcovany tak, aby reprezentovaly vétsinu la-
fek (D = 4-107Pm?s™Y, Dy = 4. 10 M m?e™, Dy =ado 1050meE3).
Podobnym zptisobem byly urcovany i distribucni koeficienty Kpop. Hodnoty
koeficientii Freundlichovy izotermy byly urceny dle hodnot Kp linearni izo-
termy (experimentalni data nebyla k dispozici), dale budeme uvazovat také

apap = apip = 0,7.
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Graf 5.11: Priibéh koncentrace pro Freundlichovu izotermu

74



KAPITOLA 5. TESTOVACI ULOHY

Uvedené grafy 5.10 a 5.11 zobrazuji casovy pribéh koncentrace pro pripad line-
arni a Freundlichovy izotermy v pukliné na vytoku z oblasti. Pro porovnani je
vynesena charakteristika pro latku, ktera neinteraguje s prostiedim a jejiz difu-
zivita je velice nizka (modra neprerusovana charakteristika). Nejvyssi retardace
nastava ocekavané pro latky s nejvétsimi Kp a Kp, jejich charakteristiky maji
nejvetsi dopravni zpozdéni a nejpomalejsi nabéh, ktery je ovlivnén i dynamikou
procesu nerovnovazné vymeny latky mezi systémy mobilnich a imobilnich port.
Ocekavany je i strméjsi nabéh charakterstik pro Freundlichovu (nelinearni) izo-
termu, ktera retarduje vice nizsi koncentrace a vznikaji tak pribéhy, které by se
v piipadu bez numerické disperze blizily razovym vlnam. Zajimavy jev nastava
po prekroceni hranice 6 gl™', kdy viechny charakteristiky interagujicich latek
konverguji k linearnim prubéhtim. Tento jev odpovida situaci, kdy déj ztraci
dynamiku vlivem dostatecného nasyceni imobilnich péra v puklinach. Na na-
sledujicim obrazku si ukazeme skalarni pole ¢, v ¢ase t = 500 let bez uvazovani
sorpee a dvoji porozity.

Obrazek 5.12: Postprocesing rovinné ulohy

7, obrazku 5.12 je ziejmé jak vyznamnou roli, vzhledem ke své hydraulické pro-
pustnosti, hraji puklinové systémy. Vétsina latky se nachazi pravé v nich.
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5.2.2 Prostorova uloha

Nasledujici uloha se svym charakterem bude blizit skuteénym formacim v hor-
ninovém prostredi. Uvazujme puklinovou 3D geometrii zniazornénou na nasle-
dujicim obrazku.

/__———————— — 2

Obrazek 5.13: Situacni schéma prostorové tilohy

Obrazek 5.13 znazornuje situacni schéma tlohy, pole filtracnich rychlosti a poca-
tecni podminku pole koncentraci - ¢erveny objekt valcového tvaru, ktery pred-
stavuje naruseny kontejner s radioaktivnim odpadem. Jako parametry horniny
jsme uzili hodnoty uvazované v predchozim oddilu. Analogicky budeme uvazo-
vat i hodnoty z tabulky 5.1 a vztahy 5.2.3 a 5.2.4.

Na rozsahlejsich oblastech, na kterych neptedpokladame, ze by latka hra-
nici vyznamnéji unikala, mizeme vyhodnocovat vzdalenost pole latky od mista
kontaminace, kterou oznacime H(t) a definujeme jako

[ o(x,t)|r — x| dx
H(t) =2

[ o(x,t)dx

2

kde r je poloha mista kontaminace a p(x, t) funkce popisujici pole hustoty latky
na uvazované oblasti. Diferencovanim vztahu 5.2.5 mizeme definovat stredni
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rychlost prostupu latky geologickou bariérou H,(t).
: (%, t)|r — x|dx
Yonla (ol

H (1) = = — :
t(t) et Sl o | o(x,t) dx
Q

(5.2.6)

Vzhledem k zavedené diskretizaci oblasti je tfeba diskretizovat i uvedené vztahy,
diskretizaci vztahu 5.2.5 ziskame

n (( .-’51(::} Ny + (;';§”’ n;)|lr — x‘ﬂ)

H(n) _ VE'EQ
VZQ(C;Q) Ny + (Z'E ") n;)
EE

: (5.2.7)

kde symbol H™ oznacuje vzdalenost pole latky od mista kontaminace v n-tém
casovém kroku a x® souradnice tézisté elementu e. V tomto pripadé hodnotime
polohu latky v geologické bariéfe na zakladé souctu hmotnosti latky ve vsech
uvazovanych fazich, smysl by mély i variace vztahu 5.2.7, které by uvazovaly
napiiklad jen latku v systému mobilnich poérii a podobné. Diskretizaci vztahu
5.2.6 a uzitim dopredné diference mizeme stredni rychlost prostupu latky geo-
logickou bariérou v n-tém casovém kroku H, ,(n) vyjadrit ve tvaru

LT (((j,‘ﬁ;wl) ., + (-J‘;;n.n) oy — x‘"|)
il 1 [ veco
: - ~e(n+1 ve(nt1
At Z ((;’1(;’1 )nm i (‘;EH+ )?_“)
Veefd

S ((Cof) n + P i)l — 1)
o Vec(d ] (5.2.8)

ve(n) ~e(n)
Z ( ‘pm Nm i ("p;' ni)
Yeel

Pfistup k problematice na zékladé takto definovanych globalnich veli¢in H resp.
H, zavadi objektivni hodnoceni daného scénate v kazdém casovém kroku prave
jednou hodnotou H resp. H, pro kazdou transportovanou latku.

Vyhodnoceni ulohy

Na zakladé velic¢in definovanych vyse vyhodnotime tuto ulohu. Nasledujici grafy
ilustruji casovy vyvoj vzdalenosti skalarnich poli od mista kontaminace a je-
jich priibéh stiedni rychlosti pri prostupu geologickou bariérou pro uvazované
spektrum parametrii latek.

it
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Graf 5.15: Pritbéh stfedni rychlosti prostupu latek geologickou bariérou
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Z grafu 5.14 je ziejmé, jakym zpisobem je pronikani latek do geologické ba-
riéry ovlivnéno sorpénimi a difuznimi koeficienty. Jsou zde patrné tii zakladni
skupiny pribéhi, kde se charakteristiky v ramci jedné skupiny nepatrné lisi dle
uvazovanych koeficientii o, které jsou umérné koeficienttim molekularni difuzi-
vity. Do prvni skupiny spada charakteristika odpovidajici latce, ktera s horninou
neinteraguje. Druha skupina odpovida vSem latkam s Kp = 1-10*m*kg ' a
do treti skupiny spadaji charakteristiky odpovidajici vSem ostatnim latkam.
Od jisté hodnoty Kp se sorpce stava tak vyznamnym retardacnim faktorem,
ze vysledek na hodnotach molekularni difuze jiz prakticky nezavisi. Jako misto
kontaminace, odkud se latka §iti, bylo zvoleno tézisté kontejneru. Vzhledem
k nezanedbatelnym rozmértim kontejneru a velkému mnozstvi kontaminantu
uvnitt se nejedna o bodovy zdroj, a proto H(t = 0) # 0.

Graf 5.15 znazornuje stredni rychlosti pronikani latek geologickou bariérou.
Tti zakladni skupiny pribéhi, jejichz ¢lenéni je shodné jako na grafu 5.14,
jsou zretelné i na tomto grafu. Treti skupina priubéhi, kdy se charakteristiky
stFedni rychlosti ustaluji na hodnoté H, = 5-10~%mrok ', piedstavuje z hlediska
sifeni latky do okoli nejpiiznivéjsi pripad. Situace u latek spadajicich do prvni
a druhé skupiny pribéht je kritictéjsi, nebof jejich stfedni rychlost pronikani
geologickou bariérou je oproti treti skupiné charakteristik vyssi a ve sledovaném
casovém useku dale nartsta.
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Zaveér

Mezi zakladni cile prace patiilo seznameni s implementaci modelu proudéni a
transportu v softwaru Flow123d. Program nebylo mozné piimo pouzit k vypo-
¢tum zadané tlohy, nebot obsahoval néktera restriktivni omezeni a nedofesené
otazky. Jako vedlejsi produkt této prace byly slonceny dvé vyvojové verze kédu,
které vznikly z ptivodni implementace Flow123d.

Mezi hlavni problémy, které se podaiilo vyfesit, patii kalibrace koeficientii v
prestupové podmince Newtonova typu, ktera realizuje komunikaci mezi prvky
riznych dimenzi. Vyfesena byla interpolace pii piepoc¢tu hodnot do uzli a mo-
dul transportu byl upraven pro porézni prostiedi. Veskeré tpravy byly pro
korektnost verifikovany a validovany na jednoduchych tilohach. Modul, fesici
problematiku transportu, byl rozsifen i o implementaci vlivii béznych typt rov-
novazné jednovrstvé sorpce (linearni, Freundlichova, Langmuirova izoterma) s
moznosti snadného doplnéni dalsich typiu izoterm. Soucasti implementace vliva
sorpce je 1 efektivni numericka metoda pro feseni rovnovahy v pripadé uziti
nelinearnich sorpénich izoterm.

Modifikovana byla i struktura vstupnich souborti, aby bylo mozné zadavat
veskeré fyzikalni parametry nezavisle pro kazdou transportovanou latku a ten
ktery horninovy material. Moznosti postprocesingu byly rozsireny o vizualizaci
neustaleného proudéni, vystupy skalarnich poli koncentraci a latkovych mnoz-
stvi ve vSech sledovanych fazich a doplnéna byla moznost vizualizace transportu
latky na celé 3D oblasti. Dale byl program zobecnén pro vypocet na geometriich
s obecnym rozevrenim puklin a priarezem 1D prvkiu. Programatorsky zasah byl
nutny ve vétsiné modulii od nacitani vstupnich dat az po postprocesing.

Byla pripravena vstupni data a provedeny ukazkové vypocty na postupné
slozitéjsich geometriich. Spolu s vypocty byl hodnocen vliv jednotlivych procesi
na retardaci latek, nejvyznamnéjsim faktorem retardace byla ve vétsiné studova-
nych pripadia predevsim sorpee. Od problému realizace dynamickych parametri
bylo ustoupeno z diivodu narocnosti a soucasné i z nedostatku experimentalnich
dat.

Provedené tipravy byly ve formeé popisu vstupnich souborii zdokumentovany
a jsou soucasti prilohy prace na CD a soucasné i k dispozici vSem uzivateliim
softwaru Flow123d.

Na praci je mozné v budoucnu navazat pri feseni tiloh na realnych sitich, pri
studiu citlivosti vysledkii na vlivy nastaveni parametru konvekee, difuze, sorpce,
dualni porozity a predevsim pak pfi studiu bezpecnosti a hodnoceni rizik, ktere
jsou pro hlubinné alozisté z hlediska bezpecnosti nejdilezitéjsim faktorem.

Dalgim namétem budouciho pokracovani je implementace hydrodynamicke
disperze do softwaru Flow123d, pripadné vytvoreni jeho grafického wzivatel-
ského rozhrani. Vhodnym tématem na rozsiteni by byla také paralelizace kodu,
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