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Uvod

Predlozend prace navazuje na autorovy predchozi publikace 1995 [7], 2002 [8] a 2002
[9]. V ¢lanku [7] byla prezentovana tloha optimalniho navrhu kruhové rotacéné symet-
ricky zatizené desky konstantniho objemu, prosté podepfena podél obvodu, uloZzena na
pruzném oboustranném podkladé Winklerova typu. Navrhovou proménnou je tloustka
desky za podminky omezenosti zdola kladnou konstantou, omezenosti shora a omeze-
nosti jejich prvnich derivaci. Na desku ptisobi vlastni tiha, osameéla sila ve stfedu desky,
bfemena puisobici na kruznicich se stfedem ve stfedu desky a tzv. rotacné symetrické zati-
zeni. Vzhledem osové symetrii tilohy byla provedena transformace do polarnich soutadnic
a nasledna dimenzionélni redukce tthlové souradnice. Vznikla tak jednorozmérna okrajova
tloha pro prithybovou funkci jedné proménné ve vdhovém Sobolevové prostoru. Udelovy
funkcional je zde uvazovan ve tvaru druhé mocniny normy prithybové funkce v prislusném
vahovém Sobolevové prostoru. Je zde dokazana existence a jednoznacnost feseni stavové
ulohy, existence feseni tlohy optimalniho navrhu, zavedena aproximovana tloha a doka-
zéna konvergence feseni aproximované tulohy k feseni ptivodni spojité tulohy.
V ¢lanku [8] byla uvazovana pruzné, prosté podepfend rotacné symetrickd deska, ulo-
zené na jednostranném pruzném podkladé. Navrhovou proménnou je zde tloustka desky
a tuhost jednostranného podkladu. Tloustka desky, tuhost podkladu a jejich parcialni
derivace prvniho fadu jsou omezeny. Uvazuje se, podobné jako v pfedchozim ¢lanku, za-
tizeni slozené z osamélé sily ptisobici ve stredu desky, bfemena ptisobiciho na kruznicich
se stfedem ve stfedu desky, rotaéné symetrického zatizeni a vlastni vahy desky. Uelovy
funkciondl je zde integral z intenzity napéti ve smyku v extremélnich vldknech desky
a druhd mocnina normy z prihybové funkce poloméru v uvazovaném vahovém Sobole-
vové prostoru. Je dokézana existence a jednoznacnost feseni stavové ulohy a existence
feSeni tilohy optimalniho navrhu. Clanek [9] je druhou ¢asti piedchozi publikace. Je zde
formulovana aproximovana stavova uloha a aproximovand tuloha optimalniho navrhu. Je
dokéazana existence podposloupnosti feseni aproximovanych tloh optimalniho néavrhu kon-
vergujici k feSeni spojité tlohy optimalniho navrhu a konvergence odpovidajicich reseni
aproximovanych stavovych tloh k odpovidajicimu feSeni spojité stavové tlohy.
Predlozena habilitacni prace se zabyva tvarovou optimalizaci oblasti slozené ze Ctyt
riznych podoblasti, na nichz je stavova tloha reprezentujici vedeni tepla popsana od-
lisSnym zpiisobem. Teplo je $ifeno jednak kondukci v pevnych Castech systému a jednak
kombinaci kondukce a konvekce v dutiné razniku, kde probiha chlazeni proudici vodou.
Teplotni pole na jednotlivych podoblastech jsou svazana dvéma odlisnymi typy precho-
dovych podminek.
Pii feseni tdlohy bylo rovnéz vyuzito rotacni symetrie a tloha byla transformovana do
valcovych soufadnic s naslednym provedenim dimenzionélni redukce. Vznikla tim dvou-



rozmérnd uloha pro funkci teploty ve vahovém Sobolevové prostoru.

V prvni kapitole je pfedstaven proces lisovani sklenéné produkce na karuselovém lisu.
Jsou popsany technologické problémy lepeni skloviny pfi prilis vysoké teploté lisovaciho
nastroje, resp. problém vzniku povrchovych trhlinek pii prilis nizké teploté razniku. Je
vytycen cil optimalizace, ktery fesi oba jmenované technologické problémy. Déle je pre-
zentovano nékolik konstrukénich dprav v oblasti dutiny razniku, jez vedou v disledku
chlazeni proudici vodou k optimalizaci rozlozeni teploty na vnéjsim povrchu razniku. Je
mozné meénit tvar vnitini chladici dutiny, lokalni rychlost proudici vody aplikaci regulac-
niho proudového télesa, tepelnou vodivost ve sténé razniku uzitim izolac¢ni bariéry nebo
vlastnosti chladici tekutiny. Dale jsou prezentovany vysledky predchozich méfeni prova-
dénych v roce 1999 ing. I. Matouskem a ing. J. Cibulkou, CSc. (viz [5]), jejichz parametry
byly uzity v numerickych simulacich.

Druhéa kapitola je vénovana odvozeni stavové rovnice na zakladé energetické bilance
jednoho lisovaciho cyklu. Stavova rovnice systému forma, sklenény vylisek, raznik a dutina
razniku vychéazi ze slabé formulace rovnice energie ve tfech dimenzich.

Prvni ¢ast druhé kapitoly je vénovana modelu rychlostniho pole proudici vody v dutiné
razniku. Je uzit nejjednodussi model potencialniho rota¢né symetrického proudéni. Poten-
cial rychlostniho pole chladici vody nalezneme jako slabé feSeni Neumannovy tlohy pro
Laplaceovu rovnici za predpokladu znamé rychlosti na vstupu a vystupu z dutiny razniku.
Je dokazana existence a jednoznacnost rychlostniho pole ve tvaru gradientu potencialu
rychlosti ve tfech dimenzich a néasledné provedena transformace do valcovych souiad-
nic. Na zékladé predpokladu o rota¢ni symetrii je provedena dimenzionalni redukce do
proménnych x, r.

Druha ¢ast druhé kapitoly je vénovana vedeni tepla v celém systému popsanému rovnici
energie, do niz je v podoblasti reprezentujici dutinu razniku formalné dosazeno rychlostni
pole chladici vody ziskané jako gradient feseni Neumannovy tlohy pro potencial proudéni.
V podoblastech reprezentujicich formu, sklenény vylisek a raznik je do rovnice energie do-
sazeno nulové rychlostni pole, ¢imz je tato rovnice redukovana na rovnici stacionarniho
vedeni tepla. V podoblasti reprezentujici sklenény vylisek uvazujeme tepelny zdroj, ktery
svym tepelnym vykonem odpovidda mnozstvi tepla odvedenému v prubéhu jednoho liso-
vaciho cyklu.

Na pfestupovych plochach mezi sklovinou a sklarskou formou a mezi sklovinou a raznikem
je uvazovana prechodova podminka dotyku dvou téles, pfi némz dochéazi u jednoho z nich
k pfeméné jeho skupenstvi vlivem tuhnuti. Na hranici mezi raznikem a proudici vodou je
uvazovana prechodovd podminka pro kontakt dvou téles (viz [43]).

Okrajové podminky Dirichletova typu jsou uvazovany na vstupu a vystupu z chladici du-
tiny razniku a na hranici systému s lisem. Na hranici tvofené trubici privadéjici chladici
vodu do systému uvazujeme Neumannovu okrajovou podminku a na vnéjsi hranici sklai-
ské formy okrajovou podminku t¥etitho druhu pro kontakt télesa s prostfedim (viz [43]).
Dale je zde odvozena slaba formulace prislusné tlohy pro vedeni tepla na kazdé z podob-
lasti samostatné a nasledné jsou jednotlivé slabé formulace pospojovany do jedné variacni
formulace rovnice energie na celém systému. Nasledné je varia¢ni formulace rovnice ener-
gie transformovana do valcovych soutfadnic a na zakladé pfedpokladu rotacni symetrie
ulohy je provedena dimenzionalni redukce do slozek x, r. Nakonec je dokdzana existence
a jednoznacnost slabého feseni tlohy o vedeni tepla v redukovaném dvoudimenzionalnim



modelu.

V prvni ¢asti treti kapitoly je formulovana tloha optimélniho navrhu tvaru chladici
dutiny razniku ve dvou dimenzich. Za stavovou ulohu je zde vzata varia¢ni formulace
rovnice energie a Géelovy funkcionél je volen ve tvaru druhé mocniny L? normy na vnéjsi
hranici razniku z rozdilu stopy feseni stavové tlohy na razniku a predem zvolené konstanty
reprezentujici optimalni teplotu na povrchu razniku. Je zde dokazana existence feSeni této
ulohy optimalizace (viz téz [20], [27]).

V druhé casti tfeti kapitoly je formulovana tuloha optimalizace vnéjsiho tvaru regu-
lacniho proudového télesa, jez je umisténo do osy systému a svym vnéjsim tvarem meéni
lokalné rychlost chladici vody a tim i lokalni intenzitu chlazeni v jednotlivych castech
dutiny razniku. Stavova tloha a tcelovy funkciondl jsou zde voleny shodné s predchozi
casti. Je zde také dokdzéna existence feseni této tlohy optimalizace (viz téz [18]).

Ve treti ¢asti tfeti kapitoly je formulovana tiloha optimalizace izola¢ni bariéry ve tvaru
krouzku proménlivé tloustky s vyrazné mensim koeficientem teplotni vodivosti nez mé
raznik, jeZ je umistén v dutiné razniku u jejiho povrchu (mezi chladici vodou a raznikem).
Izola¢ni bariéra tvoii prekazku pfi prestupu tepla, ¢imz ovliviiuje lokalni intenzitu chlazeni
vnéjsiho povrchu razniku. Stavova tiloha a tcelovy funkcional jsou zde opét voleny shodné
s predchozimi ¢astmi. Je opét mozné dokazat existenci feSeni této tlohy optimalizace (viz
téz [36]).

Ve ctvrté casti treti kapitoly je formulovana tloha identifikace koeficient prestupu
na hranicich mezi sklafskou formou a sklovinou, raznikem a sklovinou a sklaiskou formou
a vnéjsim prostredim. Za stavovou tlohu je opét zvolena varia¢ni formulace rovnice energie
a delovy funkciondl je zde druhd mocnina H! normy na celé oblasti z rozdilu feseni
stavové tlohy a funkce reprezentujici namérené hodnoty teplot v pevné danych bodech
uvnitt razniku a sklarské formy, jez byly ziskany jako stfedni hodnoty teplot namérenych
v téchto bodech (viz [5]). Je zde rovnéz dokazéna existence feseni této tlohy identifikace
(viz téz [28]).

V paté casti tfeti kapitoly je formulovana tloha identifikace tepelného zdroje, ktera
je TeSena srovnanim feSeni nestacionarni smisené tlohy A pro vedeni tepla bez vnitinich
zdrojti na podoblasti reprezentujici sklenény vylisek, jez vede k pozadovanému dochlazeni
povrchu sklenéného vylisku v daném case s feSenim stacionarni tlohy B s hledanym tepel-
nym zdrojem. Vysledkem je funkéni predpis pro tepelny zdroj z tlohy B ve tvaru lineadrni
funkce FeSeni smiSené tlohy A (viz téz [33]).

V Sesté casti tieti kapitoly je predstavena citlivostni analyza pro tlohu optiméalniho na-
vrhu s izola¢ni bariérou zalozena na homeomorfismu pfenosu tepla z oblasti reprezentujici
sklenény vylisek do oblasti dutiny razniku (viz téz [34]).

Ve c¢tvrté kapitole je prezentovan numericky experiment pro optimalizaci vnitiniho
tvaru izolacni bariéry na cilovou teplotu vnéjsiho povrchu razniku 800°C. Byly uzity
parametry vazy z olovnatého kfistalu prevzaté z méfeni provadénych v roce 1999 (viz
[5]). K numerickému vypoctu byl uzit software FreeFem++, Version 3.19. Nejprve byl
nalezen stacionarni zdroj tepla v oblasti reprezentujici sklovinu, jez byl pouzit ve vsech
iteracich tlohy optimalizace. V kazdé iteraci bylo nejprve nalezeno rychlostni pole chladici
vody pro dany tvar dutiny, nasledné zjisténo rozlozeni teploty v celém systému a stanoveny
polohy novych ridicich bodt hranice dutiny pro dalsi iteraci. Bylo provedeno 99 iteraci
optimaliza¢ni ilohy. Hodnota ti¢elového funkcionalu klesla z 7 = 168 334, 33 v pocatecni



iteraci na Jgs = 1,122 v posledni iteraci.
Jsou prezentovany rozlozeni teplot v 10-té a 99-té iteraci véetné pritbéhu teploty podél
vnéjsiho povrchu razniku v pocatecni, 10-té, 20-té, 60-té a 99-té iteraci (viz téz [34]).

V paté kapitole jsou shrnuty vysledky realného experimentu, jenz byl proveden ve
spolupréaci s ing. M. Starym, Ph.D. a prezentovan v [17], [19], [29] a [42]. Zde se statisticky
prokazalo snizeni stiedni hodnoty hodnot aproximaci ti¢elového funkcionalu dokonce na
hladiné vyznamnosti o = 0, 005.

V zéavéru jsou uvedeny: ¢islo zapisu udéleného uzitného vzoru a ¢islo udéleného patentu
na ,,Raznik pro tvarovani skla lisovanim“.

V dodatku je odvozena transformace varia¢ni formulace tloh do valcovych soutadnic
a pouzité existenc¢ni vysledky autorti Haslinger, J., Neittaanmiki, P. [2] a Hlavacek, 1. [3].

V minulych letech byly postupné mezivysledky v pocatecnim casto syrovém tvaru
prezentovany na fadé domacich a mezindrodnich konferenci 2006 [10] a [11], 2007 [12] a
[13], 2008 [14], 2009 [15], [16] a [17], 2010 [18], [19] a [42], 2011 [21], [22], [23] a [24], 2012
[25], [26] a [27], 2013 [28], [20], [29] a [30], 2014 [31], [32] a [33], 2015 [35] a [36], 2016 [37],
2017 [38], 2018 [39], 2019 [41].

V dobé, kdy doslo k rozhodnuti tyto vysledky patentovat, bylo detailni publikovani
pozastaveno, nebot by mohlo ohrozit patentovani vysledku, pokud by byl pfed poddnim
na Ufad pramyslového vlastnictvi zvefejnén. V soucasné dobé je patent ve vlastnictvi
Technické univerzity v Liberci a je pripraven ke komer¢nimu vyuziti.

V névaznosti na stacionarni ilohu formulovanou pro stfedni hodnoty teplot v priibéhu
lisovaciho cyklu byla spole¢né s Mgr. J. Stebelem, Ph.D. rozpracovana casové zavisla
uloha, ve které je uzit model proudéni chladici vody fizeny Navier-Stokesovymi rovnicemi
(viz [40]). V préaci byla dokdzana existence Feseni Navier-Stokesovych rovnic omezenych na
mnoziné pripustnych oblasti. Pro danou pfipustnou oblast a rychlostni pole byla dokazana
existence a jednoznacnost slabého feseni tilohy pro vedeni tepla uzitim casové diskretizace
a Banachovy véty o pevném bodé. Déle byla dokézana existence feSeni tlohy optiméalniho
navrhu. V budoucnu je planovano zpracovani numerické aproximace tlohy optimalniho
navrhu a provedeni numerickych simulaci na testovaci tloze pro vazu s parametry uzitymi
v kapitole 4 (viz té7 [34]).



Kapitola 1

Technicka motivace

Lisovani sklenéné produkce se provadi na sklaiskych lisech do sklarskych forem. Na po-
¢atku procesu je do sklarské formy davkovacem vrzena kapka tekuté skloviny o teploté cca
1150°C. Nasledné shora sjede raznik a tekutd sklovina vyplni cely prostor mezi formou
a raznikem aZz po volné ulozeny krouzek formy, kterym je eliminovano kolisani objemu
jednotlivych déavek. Raznik setrva v této poloze do doby, nez sklovina ztuhne a potom
vyjede zpét do horni polohy. Potom je zpravidla tfi-segmentova forma rozeviena, vylisek
odejmut a premistén do chladici pece (viz obr. 1.1).

krouzek formy

forma

chladici dutina

raznik

privodni trubice

chlazené sklo

Obrazek 1.1:  Schéma systému forma, vylisek a raznik s klasickou vrtanou
odstuprniovanou vnitrni dutinou.



10 KAPITOLA 1. TECHNICKA MOTIVACE

Cilem prace je optimalizovat tu ¢ast procesu chlazeni, ve které je raznik ve spodni
poloze a probiha chlazeni vylisku nucenou kondukci. Rozlozeni teplot na jeho povrchu
v okamziku vysunuti totiz zasadnim zpiisobem ovliviiuje kvalitu vnitinitho povrchu vy-
lisku a tento povrch jiz nelze nasledné upravovat. Z hlediska kvality vnitiniho povrchu
vylisku je nutné zabezpecit, aby v okamziku vyjmuti razniku z vylisku byla na jeho po-
vrchu priblizné konstantni teplota optimalni hodnoty. Je-li povrch razniku prilis teply,
dochazi k lepeni skloviny a pfi vysunuti razniku hrozi znic¢eni vylisku a nésledné kom-
plikace pfi jeho odejmuti z formy (¢asto je nutné lisovani prerusit). Je-li naopak povrch
razniku pfili§ studeny, vznikaji na vnitfnim povrchu vylisku trhlinky, které jsou povazo-
vany za vyrobni vadu a nelze je jiz nasledné odstranit.

Teplota razniku se 1idi pomoci chlazeni proudici vodou vhanénou do dutiny razniku tru-
bici umisténou v jeho ose. Voda se vraci zpét nahoru dutinou razniku a tim provadi jeho
chlazeni zevnitr.

Cilem prace je optimalizovat proces chlazeni konstrukénimi zasahy v oblasti dutiny raz-
niku, jez by vedly v disledku chlazeni proudici vodou, k optiméalnimu, predem zvolenému
rozlozeni teploty na vnéjsim povrchu razniku.

Existuje nékolik moznosti jak zvysit kvalitu povrchu sklenéné produkce a navic zkratit
dobu potfebnou k vylisovani jednoho kusu. RozloZeni teploty v razniku muzeme fidit
zménou tvaru chladici dutiny, lokalni zménou rychlosti chladici latky, zménou tepelné
vodivosti ve sténé razniku a zménou vlastnosti chladici tekutiny.

Obrazek 1.2:  a) Pivodni konstrukce. b) Raznik s optimalizovanou dutinou.

Prvnim zptisobem jak fidit rozlozeni teploty podél vnéjsiho povrchu razniku je zména
tvaru vnitini chladici dutiny umisténé v ose razniku. Raznik je chlazen ustalenym prou-
dem vody, kterd je privadéna do nejhlubsi c¢asti dutiny plnici trubici umisténou v ose
razniku. Voda na své cesté zpét chladi raznik zevnitf. Pivodni konstrukce dutiny byla
tvofena nékolika vrtanymi dirami v ose razniku o rtznych primeérech a rtznych hloub-
kéch (viz obr. 1.2a). Tato konstrukce zptisobuje viry v proudici tekuting, coz mé negativni
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vliv na chlazeni. Novéa konstrukce (viz obr. 1.2b) ma hladky povrch vnitini dutiny a tim
tvorbu téchto viri znacné eliminuje.

Je-li v nékteré c¢asti vnéjsi povrch razniku prilis teply, pak zde lokalné ztenc¢ime sténu
razniku, coz povede k lokdlnimu zvySeni intenzity chlazeni. Naopak, je-li v néjakém misté
vnéjsi povrch razniku prilis studeny, snizime intenzitu chlazeni rozsitenim stény razniku.
Tato strategie mé sva omezeni a miize vést k obtizné vyrobitelnému tvaru vnitini du-
tiny znazornéné napi. na obrazku 1.3a. V praxi je dutina zhotovovana vyjiskfenim, coz
znamena, ze muze zustavat stejné siroka nebo se rozsifovat ve sméru nahoru. Podrobna
formulace tlohy, dikazy existence a jednoznacnosti feSeni stavové tlohy a existence fe-
Seni tlohy optimalniho navrhu jsou popsany v kapitole 3.1 viz téz [20], [27]. Numerické
vysledky jsou uvedeny v kapitole 4.1 viz téz [34].

Obréazek 1.3:  a) Raznik s nevyhovugict b) Raznik s requlacnim
dutinou. proudovym télesem.

Druhou moznosti jak ridit lokalni intenzitu chlazeni je zména rychlosti chladici kapa-
liny, kterou docilime zménou sitky mezery mezi vnitini sténou dutiny razniku a vnéjSim
povrchem tzv. regulacniho proudového télesa (viz obr. 1.3b). Tento ptistup dovoluje do-
plnit predeslou strategii Tizeni rozlozeni teploty podél vnéjsiho povrchu razniku a zvysit
jeji efektivitu.

Z tohoto divodu nahradime pfivodni trubici, kterd je umisténa v ose dutiny, tzv. regu-
laénim proudovym télesem (je patentovéno), jehoz vnitinim kandlem pfivadime chladici
vodu do dutiny. Proménliva velikost mezery mezi jeho vnéjsim povrchem a vnitini steé-
nou dutiny razniku 7idi rychlost proudici chladici vody. Jestlize potirebujeme v néjaké
¢asti vnéjsiho povrchu razniku zvysit intenzitu chlazeni, rozsitrime zde regulacni proudové
téleso, coz vede k zmenseni mezery mezi jeho vnéjsim povrchem a vnitinim povrchem
dutiny razniku. Dtsledkem je lokalni zvyseni rychlosti chladici vody, coz zptsobi lokalni
zvyseni intenzity chlazeni. Naopak nizsi intenzitu chlazeni dostaneme lokalnim zmensenim
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prameéru regulacniho proudového télesa, coz zptisobi snizeni rychlosti chladici tekutiny v
rozsifené mezere.

Tento zptisob Tizeni intenzity chlazeni mize c¢astecné eliminovat pripady, kdy je vysledkem
ulohy optimalizace tvaru dutiny nevyrobitelny tvar. Detailnéji je formulace, existence a
jednoznacnost Teseni stavové tlohy a existence feseni optimalizacni tlohy pro tvar regu-
la¢niho proudového télesa popsana v kapitole 3.2.

Dalsi moznosti fizeni lokalni intenzity chlazeni je zména koeficientu tepelné vodivosti
ve sténé razniku. Do dutiny razniku mtzeme vlozit tzv. izola¢ni bariéru ve tvaru krouzku
proménlivé tloustky s vyrazné mensim koeficientem vodivosti nez ma material razniku (viz
obr. 1.4a). V mistech, kde potiebujeme dosdhnout nizsi intenzity chlazeni, bude izola¢ni
bariéra tlustsi a naopak tam, kde potfebujeme intenzivnéjsi chlazeni, bude tenc¢i nebo
bude uplné chybét. Podrobna formulace tlohy je v kapitole 3.3 viz téz [36].

Regulac¢ni proudové téleso a izolacni bariéra mohou byt pouzity v tvaroveé optimalizované
dutiné soucasné (viz obr. 1.4b).

Obrazek 1.4:  a) Raznik s izolacni b) Soucasné uZiti izolacni bariéry
bariérou. a requlacniho proudového telesa.

Déle muze byt pouzito chladici médium s jinou tepelnou kapacitou, jinym koeficientem
tepelné vodivosti, vyssim bodem varu, jinou viskozitou, atd. Dalsi moznosti je ménit
objem, respektive teplotu vstrikovaného chladiciho média v priibéhu lisovaciho cyklu, coz
vede na casové zavislé periodické tlohy optimalizace.

Numerické vypocty byly motivovany sérii méteni, které provedli v priibéhu roku 1999
pracovnici Katedry sklarskych a keramickych strojti, Fakulty strojni, Technické univerzity
v Liberci, ing. Ivo Matousek a ing. Jan Cibulka, CSc., a nasledné je publikovali ve vy-
zkumné zpravé [5]. Ve studii jsou vyhodnocena méfeni teploty v pfedem zvolenych mistech
razniku a formy v priubéhu tvarovaciho cyklu na karuselovém lisu. K méteni byly uzity jed-
nak dotykové termoclanky a teplomeéry a jednak bezdratoveé pripojené radiacni pyrometry.
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Hlavni pozornost byla vénovana vyhodnoceni vysledki ziskanych z méfeni termoclanky
u konkrétniho vyrobku, kde bylo provadéno lisovani raznikem s vélcovou (vrtanou) chla-
dici dutinou, jejiz primér a hloubka byly stanoveny na zakladé empirickych zkusenosti.

davkovani skloviny

odejmuti vylisku

lisovani

chlazeni

Obrazek 1.5: Schéma karuselového lisu.

Lisovani sklenéné véazy o vySce 267 mm a hmotnosti 1,55 kg z olovnatého kfistalu
bylo provadéno v tii-segmentové formé, vyrobené z austenitické chromniklové oceli CSN
17 255, krouzek, raznik, dynko a kos sklaiské formy byly z feritické sedé litiny. Celkova
délka pracovniho cyklu lisu byla 162 sekund, pricemz pracovni cyklus razniku trval 27
sekund. V pozici 1. dochazelo k davkovani skloviny v pribéhu prvni sekundy, nasledovalo
pootoceni do pozice 3. a v ¢ase od 3,5 do 4,5 probihalo lisovani. V dobé od 4,5 do 13,5
probihalo chlazeni vazy nucenou kondukei s raznikem v dolni poloze, v case 13,5 néasle-
dovalo zvednuti razniku a chladnuti vazy ve formé volnou konvekci na vnitini strané a
nucenou kondukei na vnéjsi strané vazy (tj. smérem do formy) do casu 88, kdy nastalo
vyjmuti vazy z formy a pfiprava formy na lisovani dalsiho kusu az do c¢asu 162.
Technické parametry této konkrétni vazy vcéetné dob chlazeni v jednotlivych casovych
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usecich vyrobniho cyklu byly uzity pro stanoveni tepelnych toka ptfi numerické realizaci
stavové ulohy.

Matematicky model je silnou idealizaci nestacionarni periodické tlohy pro vedeni tepla.

Vzhledem k pomérné malému kolisani teploty v bodech méfeni uvazujeme tlohu ustéle-
ného vedeni tepla pro stfedni hodnoty teplot tohoto periodického déje.
V ramci vyzkumného zaméru ¢. MSM 4674788501 bylo na Katedfe Sklarskych stroju a
robotiky, Fakulty strojni ve spolupréaci s ing. Michalem Starym, Ph.D. realizovano la-
boratorni ovéfeni tcinnosti uziti proudového regulacniho télesa v cinové lazni. Vysledky
experimentu jsou shrnuty v kapitole 5 viz téz [17], [19], [29] a [42].

Obrazek 1.6: Patent s ndzvem Raznik pro tvarovani skla lisovdnim.



Kapitola 2

Formulace stavové tulohy

2.1 Popis proudéni vody v dutiné razniku

Pro zjednoduseni popisu systému forma, sklenény vylisek, raznik a dutina razniku za-
vedeme prirozeny predpoklad rotacni symetrie, nebot se jedné o lisovani sklenéné vézy.
Abychom mohli pozit popis systému pomoci rotac¢nich téles ohrani¢enych plochami vznik-

raznik popiseme néasledujicim zptisobem.
Nejprve oznacme

0 pro x € [0, z2|
fa(z) pro x € [xq, 1] ’

Fy(z) = {

kde 23 € [Smin, 1], (Smin > 0 je pevna konstanta dand minimélni pfipustnou tloustkou
stény razniku), fo € C©1([xy, 1]) (lipschitzovska funkce), fo(zz) = 0 a 0 < fo(z) <

[1(2) = Smins 1f3(2)] < Cp pro @ €]z, 1],
Méjme danu homogenni isotropni rota¢né symetrickou oblast, jez reprezentuje raznik

GPI = {(ZL‘, Y, Z) € R37F2(IE) <v y2 +Z2 < fl(x)v 0 S FQ(x) < fl(x) pro r € [07 1]} ;
kde fi1, F» je dvojice pevné danych funkci, pficemz f; je navic rostouci.

: S

~ -

Obrazek 2.1: Schéma razniku ,na leZato“ pro zjednoduseni matematického popisu.

15
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Déle oznacime
0 pro z € [xq, x3]
a pro z € [x3, 1]

I

Fy(z) = {

kde x3 €|xs, 1], a > 0 konstanta reprezentujici polomér chladici trubice, a < fo(x) — s9
pro x € [z3,1] a s5 > 0 zna¢i minimalni pfipustnou Sifku mezery mezi sténou dutiny
razniku a privodni trubici.

Poznamka.

Podminka | f}(x)| < Cp, ktera zpiisobuje ,,spicku v nejnizsim bodé dutiny razniku, miize
byt vynechana a nahrazena malym pootocenim systému v negativnim smyslu v diikazu
existence reseni tlohy optimalniho navrhu.

Dutinu razniku oznac¢ime jako rotacné symetrickou oblast

Gew={(z,y, z) € R*; F3(x) < \/y? + 22 < fo(x), pro = € [xq, 1]},

© S

~ -

Obréazek 2.2: Schéma razniku s trubici pro privadeni chladici vody.

s hranici G ¢, tvofenou sjednocenim ¢tyt ¢asti 0Gq, = T3P UTEP UT3P U T3 kde

3P = {(z,y,2) € R%0p <2 <1 A fi(z) =y> + 2},
[P = {(z,y,2) € B3 <o <1 A y? +2° =d?},
2P = {(z,y,2) e R e =a3 Ay’ +2° <d’},

D30 ={(z,y.2) e R%x=1 A a® <y?+ 27 < f7(1)} .

V oblasti G, proudi chladici voda, kterd tam vstupuje hranici I'?” a odtéka hranici I'3D,.
Predpokladame, Ze je jeji pohyb popsan potencialnim proudénim nestlacitelné Newtonov-

ské tekutiny. Potencial tohoto proudéni ® je dan jako feseni Neumannovy tlohy

A® =0 v G (2.1)
0 4

o0 =9 na 0Ggq, , (2.2)
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kde ¢3P € L?(0G¢,) reprezentujici norméalovou slozku rychlosti na hranici dutiny razniku
je ve tvaru
0 na 3P US|
g3D = hz)rello na in_ ) (23)

out 3D
hvelo na Fout’

< 0) a h% normélova rychlost na

hir je normdlova rychlost na vstupu I'3P (b velo

velo in velo
vystupu 30,
Dale predpokladame
/ g*PdS =0. (2.4)
r3oyrsb

out

Varia¢ni formulaci tlohy pro nalezeni potencialu rychlosti dostaneme ve tvaru

020p  020p 00y _/ 5D .
/Gc (893 dr " oydy o2 82) = rapurn, pdS Vo€ H(Ga) . (25)

out

Rychlostni pole proudici vody w = (u1, ug, u3) v dutiné razniku G¢, dostaneme ve tvaru

u = grad® . (2.6)

Véta 2.1.1. (existence a jednoznacnost rychlostniho pole)
Za predpokladu (2.4) ezistuje jediné rychlostni pole ve tvaru (2.6). Navic plati nasledugici
odhad euklidovské normy

ey < € (I8 liaeay + 102 laqesy ) (27)

Diikaz. (viz téz [20]) Dle Véty 35.1 (viz [6] strana 423) existuje jediné slabé feseni ® €
H'(G¢,) Neumannovy tlohy (2.5), které spliiuje podminku

/ ®dV =0 (2.8)
Gea
a plati pro néj odhad
1211 Gy < €llg®Pllz2066) - (2.9)
Déle ze vztahu (2.6) dostaneme
I/ ui +ud +uill2ce) < 1l e (2.10)
coz spolecné s
19°7 Nl z206c0) = IPoetoll 2wy + 1RGN 2rsn,) (2.11)

déva (2.7). 0
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Vzhledem k predpokladané rotacni symetrii celého systému piijmeme predpoklad o ro-
tacni symetrii i pro rychlostni pole proudici chladici tekutiny.
Ulohu tedy transformujeme do valcovych soufadnic

r = x,
= rcosy,
z = rsing

a nésledné provedeme dimenzionélni redukci do soufadnic z, . Ulohu chlazeni proudici
vodou zasadime do SirS§iho kontextu popisujiciho chlazeni razniku pfi lisovani skla.

I'7

Qo (Mould)

Qc

Qc,  (Cavity) Lout

M’

Iy

Obrazek 2.3: Schematické zndzornéni systému forma, vylisek, raznik, dutina razniku a

trubice pro privadént chladici vody.

Uvazujme rovinnou oblast 2 = Int Qp; U Qg U Qe U Qayg, jez reprezentuje rovinny
fez systémem forma, vylisek, raznik a chladici dutina razniku (viz obr. 2.3). Oblast Qp,
reprezentuje raznik (rovinny fez oblasti G p;), oblast {)g; chlazeny sklenény vylisek, oblast
Q¢, chladici dutinu uvnit¥ razniku, ve které proudi chladici voda (rovinny fez oblasti
Gen), a Qp reprezentuje sklafskou formu. Déle oznacime I'y hranici mezi raznikem Qp; a
sklenénym vyliskem €, a 'y hranici mezi raznikem Qp; a dutinou razniku Q¢, (rovinny
fez hranici I'3P). Déle oznac¢ime I's ¢4st hranice spojujici systém forma, vylisek a raznik
s lisem a I'y oznacime cast osy symetrie vyznacené na obr. 2.3. Dale oznacime I'; Cast
hranice tvofené trubici piivadéjici chladici médium do dutiny razniku (d¥ive hranice I's?),
['¢ ¢ast hranice mezi vyliskem (g a sklaiskou formou €254, a I'; vnéjsi hranici sklarské
formy, jez je obklopena vnéjsim prostiedim. I';, oznacuje ¢ast hranice, kterou je chladici
kapalina piivadéna do dutiny razniku (dfive hranice I'?P) a I',,, ¢ast hranice, kterou
kapalina odtéka (v ptivodnim modelu I'35).

Po transformaci do valcovych souradnic dostaneme operatory:

B 0P 0p 0PIy
Aac, (@, ¢) —/ (833 5t 5o ar) rdQ, (2.12)

Gr(p) = / gordl (2.13)
| ) RPN
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kde g € L2(0Q¢,) reprezentujici normélovou slozku rychlosti na hranici dutiny razniku je

ve tvaru
0 la FQ U F4 U F5 s
g=1< h"™  na Ty, , (2.14)

velo

out
hvelo na FOUt’

him,, je normélové rychlost na vstupu Iy, (h7,, < 0) a h®% normélova rychlost na vystupu
Fout-
Predpoklad (2.4) se transformuje do tvaru

/ grdll=0. (2.15)
[inUlout

Ozna¢me H'(Q¢,) (viz [4]) vahovy Soboleviiv prostor s normou

ol = / PN (), e
VllLr Qe = Qen ox or v

Varia¢ni formulaci Neumannovy tlohy pro nalezeni potencidlu rychlosti proudici vody

rdQ>§ . (2.16)

dostaneme ve tvaru

Agc, (@, ) = Gr(p) Vo € H; Q) - (2.17)

Rychlostni pole proudici vody w = (wy, we) v dutiné razniku Qc, dostaneme ve tvaru
w = grad® . (2.18)
Véta 2.1.2. (existence a jednoznacnost rychlostniho pole ve 2D)

Za predpokladu (2.15) existuje jediné rychlostni pole ve tvaru (2.18). Navic plati ndsledu-
jici odhad euklidovské normy

llwlllzz@c) < e (1ol 2., + 1A% 2won) - (2.19)

Diikaz. Vétu 2.1.1 transformujeme do valcovych soufadnic a nasledné provedeme dimen-
zionalni redukci. U
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2.2 Vedeni tepla v systému

Vedeni tepla v tekutiné proudici rychlosti w je popséno (viz [1] str. 26) rovnici energie
pro Newtonovskou tekutinu ve tvaru

OF
o T div(EBu) = ofu — div(pu) + div(Au dive) + div(2uD(u)u) + og — divg , (2.20)

kde | |2

E=o (e + '“’7) (2.21)
znaci hustotu celkové energie, o hustotu proudici tekutiny,
e = c,V (2.22)

specifickou vnitini energii, ¢, specifické teplo pii konstantnim objemu, 1 absolutni teplotu,
u = (uy,ug, uz)? vektor rychlosti proudici tekutiny, f = (f1, f2, f3)? hustotu objemovjch
sil, p tlak proudici tekutiny, A druhy koeficient vazkosti, 4 dynamickou viskozitu,

1 /0u; Ou;
— (d..)3 . R ( J
D(U) - (dzj)z,jzh dz] 9 (ax] + 8.’,13‘2) (223)

tenzor rychlosti deformace,

q = —k grad?d (2.24)
tepelny tok, k koeficient teplotni vodivosti tekutiny a g objemovou hustotu tepelnych
zdroj.

Dosazenim (2.21), (2.22) a (2.24) do rovnice energie (2.20) dostaneme

09 0 (|uf? . Jul? ul? ..
0 [CUE + o <7 + cygradv.u + c,ddivu + gradT.u + levu =
= ofu — gradp.u — p.divu + div(du divu) + div(2uD(u)u) + 0q + kAY (2.25)

nebot pro soucin funkce g a vektorové funkce v plati
div(gv) = gradg.v + g.divv .

V dutiné razniku uvazujeme zjednoduseny model pro potencialni proudéni, tj. stacionarni,
nevazké, nestlacitelné a nevitivé proudéni Newtonovské tekutiny, tedy

dive = 0, (2.26)

rotu = 0, (2.27)
1

p=0 (Const — §|u|2 + U) , (2.28)

p=0, (2.29)

kde U znaci potencial objemovych sil a tedy

f =gradU. (2.30)
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Dle (2.26) je tedy ctvrty, Sesty, devaty a deséaty ¢len v (2.25) roven nule a rovnice energie
prejde do tvaru

2 2
0 {CU% % <%) + cygradd.u + grad%.u} =
= ofu — gradp.u + div(2uD(u)u) + oq + kAY . (2.31)

Tlak je uréen Bernoulliho rovnici (2.28), kde U je potencidl objemovych sil, tedy

|uf?
gradp = —pgrad B +of .
Rovnice energie prejde tedy do tvaru
09 0 2
0 |:Cva + En (%) + cvgradﬁ‘.u} = div(2uD(uw)u) + oq + kAY . (2.32)

V tloze predpokladame v oblasti G, stacionarni proudéni pro nevazkou tekutinu s usta-

lenou teplotou, tedy budeme pfedpokladat % (@) =0,u=0a %—f = 0. Rovnice (2.32)
prejde do tvaru

coogradd.u — kAY = oq . (2.33)

V dutiné razniku reprezentované oblasti G'¢, uvazujeme nulovou hustotu tepelnych zdroji,
tedy ¢ = 0. Rovnice (2.33) ptejde tady do tvaru

cyogradd.u — kAY =0 . (2.34)

Raznik, jenz je reprezentovan rotac¢ni oblasti G p;, vede teplo podle rovnice vedeni tepla
bez vnitinich zdroji, tj.

— kgAY =0 | (2.35)

kde kg je koeficient teplotni vodivosti materialu razniku.

Raznik je z vnéjsi strany obklopen sklenénym vyliskem, ktery popiseme jako oblast G
vzniklou rotaci oblasti {2g; (viz obr. 2.3) kolem osy x. Do této oblasti je v pravidelnych
intervalech dodavano teplo v podobé kapek zhavé skloviny. Proto zde budeme uvazovat
ustalené vedeni tepla s tepelnym zdrojem danym funkci ¢; > 0, tj. Sifeni tepla popiSeme
rovnici

—ki1AY = 01q1 (2-36)

kde ki znadi koeficient teplotni vodivosti skloviny a ¢; > 0, ¢1 € C(Gg) jiz zminény
tepelny zdroj.

Sklenény vylisek je ve sklarské formé, kterou popiseme jako oblast G,y vzniklou rotaci
oblasti 2y, (viz obr. 2.3) kolem osy x. Zde dochazi k vedeni tepla bez vnitfnich zdroji,
tj. pro popis uzijeme rovnici

N (2.37)

kde k3 je koeficient teplotni vodivosti materidlu formy. Odtud je teplo odvadéno konvekci
do okolniho prostiedi.
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Symbolem G = Int Gp; U Gg; U G, U Gy 0znacme sjednoceni jednotlivych ¢asti sys-
tému raznik, vylisek, dutina razniku a forma. Pro lepsi orientaci formalné rozdélime ozna-
¢eni pro hledanou funkci ¢ reprezentujici rozlozeni teploty v systému na soucet ¢tyt funkei

U =1+ + 02+ 03,

kde

o 19|G1 A\ Gl -
19i—{0 v G\ G pro ¢=0,1,2 3, (2.38)

(Go = Gpi, Gi = Gar, Go = G, Gz = G).

Déle symbolem 191'|F1]3D oznaéime stopu feSeni ¥); na hranici I'}”, je-li T3P ¢ast hranice G;
proi=0,1,2,3 j=1,234,56,7, 8, 9 (I'¥Y =30 T30 =[3D),

UvazZujeme nasledujici prechodové podminky:

Piestup tepla hranici I'3”, tj. mezi raznikem a chladici vodou, modelujeme pomoci hra-
ni¢éni podminky pro dotyk dvou téles (viz [43] str. 128) tedy

00\~ . (00" -
—l{?o (a) = ]{ZQ <%) na FQ s (239)

kde a% znaci derivaci podle vnéjsi normaly vzhledem k oblasti G'p;.

Pro popis prestupu tepla hranici mezi vyliskem a raznikem uzijeme hrani¢ni podminku
dotyku dvou téles, pii némz dochazi u jednoho z nich k pfeméné jeho skupenstvi vlivem
tuhnuti (viz [43] str. 128). Tedy

o\ " Mo\~ -
kl (%) —ko (%) = 61 na Fl y (240)

kde (i predstavuje mérny tok preménované hmotnosti télesa, % znaci derivaci podle
vnéjsi normaly vzhledem k oblasti Gp;, 7+ limitu ve sméru normaly k hranici z vnéjsi a
7.7 z vnitini strany G p;.

Aplikujeme-li podminku (2.40) pro oblast Gp; (raznik), dostaneme

00\ ki (00 TB 3D
<8n) ~ (8n) T na 77, (2.41)

kde (%)Jr je limita ve sméru normaly z vnittku Gg;.
Analogicky pro oblast G¢; (sklenény vylisek) z (2.40) dostaneme

O \T ke (09\ | B 3D
(@) —k—1<% +k‘_1 na Fl s (2.42)

kde (%)_ znaci limitu ve sméru normély z vnititku Gp;.

Stejnym zptiisobem pro popis prestupu tepla hranici mezi sklovinou a formou uzijeme
hrani¢ni podminku dotyku dvou téles, pii némz dochézi u jednoho z nich k preméné jeho
skupenstvi vlivem tuhnuti. Tedy
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o0\ " 993\ ~
k ke [ 22 = P 2.43
1((%) 3((% Be na Lg ( )
kde (¢ predstavuje mérny tok preménované hmotnosti télesa, a% znaci derivaci podle

vnéjsi normaly vzhledem k oblasti Gy, 747 limitu ve sméru normély k hranici z vnéjsi
a ”-" z vnitini strany G .
Podminku pro oblast G¢; (sklenény vylisek) dostaneme z (2.43) ve tvaru

ONN" ks (993\ | B
— ) == (== — b 2.44
( 8n ) ]{?1 871 + ]{?1 na 6 ( )
kde (%)7 znaci limitu ve sméru normaly z vnittku Gy,.
Analogicky z druhé strany pro oblast Gy, (sklarskou formu) dostaneme z (2.43) okrajovou

podminku
D0\~ k(O B 3D
2 == (=) == r 2.45
< on ) k?3 < on k?3 na 6 ( )
kde (%f znaci limitu ve sméru normaly z vnittku Gy.

Mérny tok pfemérniované hmotnosti télesa (31, resp. fg z podminek (2.40), resp. (2.43)
reprezentuje energii potiebnou k tuhnuti skloviny. Dle [43] str. 128 je ho mozné vyjadrit
ve tvaru

B = ws@lEs )

kde w, predstavuje tzv. rychlost premistovani cela premény, ¢; mérnou hmotnost
tuhnouci hmoty télesa a E, energii potfebnou k preméné jednotkové hmotnosti télesa.

Uvazujeme nasledujici okrajové podminky:
Chladici trubici uvazujeme jako izolant, tedy
094
— =0 na P . 2.46
on 5 ( )
Piestup tepla hranici T3P mezi skldiskou formou a okolnim prostiedim, modelujeme po-
moci hrani¢ni podminky tfetiho druhu pro kontakt télesa s prostredim, tedy

003\
—l{?3 <%) = 04(193|F$D — 1963315) na F?D s (247)
kde a_an znaci derivaci podle vnéjsi normaly vzhledem k oblasti Gy, 7-7 limitu ve sméru

normaly k hranici z vnitini strany G, o znac¢i soucinitel pfestupu tepla mezi formou
a okolnim prostredim, '193‘F$D teplotu povrchu sklafské formy (stopu teploty 3 jakoZto
feSeni na oblasti Gyy,) a Uery teplotu vnéjsim prostiedi (teplota vzduchu v daném bodé).

Na tsti chladici trubice do dutiny razniku T'3P predpokldddme konstantni teplotu
15°C, tj. 288 K, tedy

Da|psp = 288 na T30 (2.48)
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3D

o+ predpokladame, Ze je rozlozeni teploty dano funkci

Na vystupu z dutiny razniku I'
houwt € C(T30)] tedy

out

Dalrsp = hous na T30 (2.49)
Hrani¢ni podminka na hranici s lisem je dana jako
Dilrgp = hs na ISP i=0,1,3, (2.50)

kde hs € C(I'3P) je ustalena teplota v misté spoje s lisem.

V oblasti Gp; (razniku) je vedeni tepla popsédno okrajovou tlohou pro Laplaceovu
rovnici (2.35) s okrajovou podminkou Dirichletova typu na '3 ve tvaru

ﬂO‘FgD = h3 )
Neumannova typu na I'3?
0%\ 095\
a na 3P
o\~ ki (09\T B
(5e) =ul(a) & (252

kde 1), je Teseni z oblasti G, a ¥J; TeSeni z oblasti G .
Slabou formulaci tlohy dostaneme ve tvaru

ko 00Oy Oy Oy Oy OV ko 099\
% Jap, <8x ox + dy Oy + 0z 0z v 0 Jrzp on pds
YN
Qo Jr3p on

Dosazenim z podminek (2.51) a (2.52) dostaneme

ko (&90 Oy D0% O a¢) ko <a192
Gpi rsb

wle oot oy " o) VT %) Yds -

1 091\ " B
. (51 —k <%) ) pdS=0. (2.53)

V oblasti G¢; (vylisek) je vedeni tepla popsano okrajovou tlohou pro Poissonovu rovnici
(2.36) s okrajovou podminkou Dirichletova typu na I'3? ve tvaru

ﬂl‘FgD = h3 )

Neumannova typu na I'3? ve tvaru

90\ " ke (99\” By
(a—n) —k—l(% T (2:54)
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a na I'gP
00\ ks (093" B
_ B3 ) 2.55
< 871 ) k?l 8n + k?l ’ ( )

kde 1)y znaci Teseni z oblasti G'p; a 3 feSeni z oblasti G y,.
Slabou formulaci llohy dostaneme ve tvaru

kq 0V OV O 01 O k1 01\~
01 Jag, (83: ox + dy Oy + 0z 0z dv o1 Jrao \ On vds
k 91\
- = (ﬁ) pdS= [ qudV.  (2.56)
01 rap on G

V oblasti Gy, (forma) je vedeni tepla popsano okrajovou tlohou pro Laplaceovu rovnici
(2.37) s okrajovou podminkou Dirichletova typu na I'3P ve tvaru

,193‘F§D = h’3 )
Neumannova typu na I'3P ve tvaru
003\~ ki (00T
905\ _ Ky (00T _ fe (2.57)
on kg on kg
a Newtonova typu na I'3P ve tvaru

ovs\
(_k38—7j) = 04(193|1"§D - ’ﬁemt) ) (258)

kde 9..; je teplota vnéjsiho okoli.

Slabou formulaci tilohy dostaneme ve tvaru

ks 500 D300 95 O ks 995\~
- — 7| dV - — - ds —
93 J G ( Or Ox " dy Oy " 0z Oz v 03 Jpsp \ On ydS
— @ (%) $»dS =0
93 Jr3p on

Dosazenim z podminek (2.57) a (2.58) dostaneme

ks 09500 | 0930 | 05 00 1
03 G (837 31’ ay 8y 8z 82 dV—|— 03 F%D a(ﬁ3|F§D ﬂewt)w dS

1 o9\ "
=l (56 — K (a_n> ) »dS =0. (2.59)

V oblasti G¢, (dutina razniku) je vedeni tepla popsano rovnici energie (2.34), kde u je ve
tvaru (2.6) a ® je fesSeni ulohy (2.5). Toto feseni dosadime do rovnice energie (2.34).
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Okrajové podminky Dirichletova typu jsou ve tvaru

Da|pap = 288 na I3 (2.60)
Da|rsp, = Rour na 2 (2.61)
Do\ ko (000~
(%) — _k_z (%) na T3P (2.62)
o9\
(?%§> =0 na 30 (2.63)

kde 1y je feseni ulohy ustaleného vedeni tepla na Gp;.

Analogicky slabou formulaci tlohy pro vedeni tepla na oblasti G, (proudici voda)
dostaneme ve tvaru

o 0 o k 0ty 0 0ty 0 0ty 0
cv/ ( 2y + g + Zug)wdv+—2 ( 200 | 00200 z—w) dv —
GC GCa

Br 1 Ay 0z 02 Jr Or Oy Oy 0z 0z
ko <8192 ) -
-2 Z2) pdS=0, 2.64
02 Jrip on v ( )

kde u je ve tvaru (2.6) a @ je feSeni tlohy (2.5).

Rovnici (2.53) vynésobime zlomkem 2%, rovnici (2.59) zlomkem 2 a rovnici (2.64) zlom-
kem £2. Nésledné secteme vSechny rovnice (2.53), (2.56), (2.59) a (2.64). Pti secteni se
vzajemné vyrusi druhy ¢len v tfetim integralu z rovnice (2.53) a druhy integral v (2.56).
Analogicky se odectou tfeti integral v (2.56) a druhy ¢len v tfetim integralu z rovnice
(2.59). Déle se odectou druhy integral v (2.53) a tfeti integral v (2.64).

Vyslednou rovnost po vynasobeni p; dostaneme ve tvaru

Vg Oy 099 Y Oy OY / 001 O 00, 0 0V O
ko/(}pl<a~”€ 837+ y 8y+ 0z 0z AV Gar \ 0T 0:c+ y 8y+ 0z 0z v+

00500 00500 905 O / 00,00 00,00 90,
+k{[%b<8xéhrkéyéwkﬁzé% Wtk ) \ovor T oyoy 0. 0:.) T

oY o oY
+ chQ/ (—2u1 + —2u2 + —2u3) PdV + / 04(193\F§D — Vo) dS =
Gea 3D

Ox y 0z
= / Gy dS +/ Bep dS + Q1/ qydV . (2.65)
rsp rsb Gai

V oblasti G' zavedeme pro lepsi orientaci nésledujici operatory:

Energy2" (9, u, ¥) = cy02 /
GCa

094 04 04
( o U + ay Ug + 02 U3) Q/Jdv, (266)
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0 8@/} 0 8@/} Oy 0P
E cond - k d
nergy™ (J, v) O/Gpl <8x 890 8y 8y 0z 0z Vi
04 8@/} 04 Gw v, 0P
& /Gcz (83: 8:5 6y &y 0z 0z v
04 81/1 09y 61# Yy Oy
k dv
2/00a <8x 83: &y 6y 0z 0z +
03 O 003 Gw U3 0P
2.
Tk /GMO (83: 8:L’+ Ay 8y 0z 0z v, (2:67)
Environmentq (9, ¢) = / ads|reptp dS, (2.68)
rsp
Sourceq(¢) = 91/ qdV (2.69)
Gai
Coeffg (1)) = / By dS —i—/ Bey dS —i—/ alep dS . (2.70)
rsb rsb rsp
Oznac¢me
Gp=GuUT¥urd yr?
a mnozinu
{U € COO(GH) U|F3Dup3DUp3D = 0}
Necht V3P (G) je uzévér mnoziny H3P v prostoru H(G).
Piedpoklddejme existenci funkce Jr € H*(G), ktera ve smyslu stop splituje podminky:
Oppsp = 288 na 30 (2.71)
Urlpsp, = hou na '35 (2.72)
’191“|1—§D = h3 na FgD s (273)

kde h,; je dana funkce reprezentujici rozlozeni teploty na vystupu dutiny razniku, kterou

znacime 3D a hj je dand funkce reprezentujici ustalenou teplotu na hranici s lisem, kterou
znacime 3P

Varia¢ni formulace rovnice energie potom ma tvar:
Hledame funkci ¥ € H'(G) takovou, Ze

Energy%'(9, u, ¥) + Energy%™ (9, ) + Environment (¥, 1) =

= Sourceg(¢)) + Coeffa(v)) Vo € VZP(Q) ,
9 —r € VZP(Q) .

Vzhledem k predpokladané rotacni symetrii celého systému prijmeme i predpoklad
o rotacni symetrii rozlozeni teploty v systému. Varia¢ni formulaci rovnice energie trans-
formujeme do valcovych souradnic

r = x,
Yy = Trcosg,
z = rsing
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a nasledné provedeme dimenzionalni redukci do soutadnic x, r.
V souladu se znacenim ze tfech dimenzi budeme na oblasti 2 = Int Qp; U Qg U Qe U Qoo
hledanou funkci ¥(z, ) formalné délit na soucet ¢tyt funkei

¥ =1+ + 99+ Vs,

19@-—{0 v oo\ pro i=0,1,2, 3, (2.76)

(Qo = Qpy, 1 = Qai, Q2 = Qauy U3 = Qo).

Déle symbolem ¥;|r, oznacime stopu feSeni vJ; na hranici I'; pro 4, j pro néz I'; tvori
hranici ; proi =0,1,2,3, 7=1,2,3,4,5,6,7,8,9 (I's =Ty, Tg=T0u).
Okrajové a prechodové podminky piejdou do tvaru:

Na tsti chladici trubice vstupuje voda o predpoklddané konstantni teploté 15°C, tj. 288 K,

tedy
Vo|p,, =288 mna Ty, .

Rovnéz predpokladdme zndmé rozlozeni teploty na hranici Iy, (tvofi vystup z chladiciho
kanélku), které modelujeme jako

Q92|Fout = hout(xa T) na I-_‘out >

kde hoye € C(Tout)-

Chladici trubici povazujeme za izolant, tedy

00,

on

Na casti hranice I'y, kterd je tvorena osou soustavy forma, vylisek a raznik, nedochazi
k zadnym tepelnym tokim, tedy uvazujeme hrani¢ni podminku

09,

on

=0 na I'5.

= 0 na Ty i=0,1,2 3.

Pfestup tepla hranici I'y, tj. mezi raznikem a chladici vodou, modelujeme (viz [43]) pomoci
hrani¢ni podminky pro kontakt dvou téles, tedy

—ko <%) = ko <%) na I'y, (2.77)
kde a% znaci derivaci podle vnéjsi normaly vzhledem k oblasti 2p;, ”-” limitu ve sméru
norméaly k hranici z vnitini strany p;, Yo|r, teplotu razniku na povrchu (stopu 9y na
hranici oblasti Qp;) a ¥s|r, teplotu prostfedi (stopu teploty proudici vody vs jakoZzto
feseni v oblasti Q).

Prestup tepla hranici I';, tj. mezi sklaiskou formou a okolnim prostfedim, modelujeme
(viz [43]) pomoci hrani¢ni podminky t¥etiho druhu pro kontakt télesa s prostfedim, tedy

03\
—l{?3 <8—7§)) = 04(193‘1"7 — 1963315) na F7 s (278)
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I'7

(Plunger)

Qc,  (Cavity) Lout

@4C N\

Obrazek 2.4: Schematické zndzornéni systému forma, vylisek, raznik, dutina razniku a
trubice pro privadéni chladici vody.

kde a% znaci derivaci podle vnéjsi normaly vzhledem k oblasti €24, ”-” limitu ve sméru
normaly k hranici z vnitini strany €2,,, « znaci soucinitel prestupu tepla mezi formou
a okolnim prostfedim, V3|, teplotu povrchu sklafské formy (stopu 3 na hranici oblasti
Qo) @ Veyy teplotu prostiedi (teplota vzduchu v daném bodé).

Pro popis prestupu tepla hranici I'y mezi vyliskem a raznikem uzijeme hrani¢ni podminku
dotyku dvou téles, pii némz dochazi u jednoho z nich k preméné jeho skupenstvi vlivem
tuhnuti (viz [43]). Tedy

+ —
]{Zl <%) — ]{ZO <%) = Bl na Fl s (279)
on

kde 81 > 0, B € CONI'y) predstavuje mérny tok preméfiované hmotnosti télesa, 2
znaci derivaci podle vnéjsi normaly vzhledem k oblasti 2p;, 7+ limitu ve sméru normaly
k hranici z vnéjsi a ”-” z vnitini strany 2p;.

Analogicky pro popis prestupu tepla hranici I'¢ mezi sklovinou a formou uzijeme hrani¢ni
podminku dotyku dvou téles, pti némz dochézi u jednoho z nich k preméné jeho skupenstvi
vlivem tuhnuti. Tedy

01\ " AN
]{Zl <%) —/{?3 <%) = Bﬁ na Fﬁ, (280)

kde 85 > 0, Bs € C'91(T'¢) predstavuje mérny tok preméiiované hmotnosti télesa, =

znaci derivaci podle vnéjsi normaly vzhledem k oblasti €2y, ”+” limitu ve sméru normaly
k hranici z vnéjsi a ”-” z vnitini strany Q.
Hrani¢ni podminka na hranici s lisem je dana jako

192‘|F3 = h3(ZL‘,T) na Fg 1= 0, 1, 3 s

kde hy € C(I'3) je ustélend teplota v misté spoje s lisem.



30 KAPITOLA 2. FORMULACE STAVOVE ULOHY

Po transformaci do valcovych soutadnic a dimenzionélni redukei do soufadnic x, r dosta-

neme operatory (2.66) az (2.70) (viz dodatek) ve tvaru:
004 0V

Energy (9, w, 1) = Cv92/ <— wy + —w2> PrdS)
Qca

ox or

0 81/1 0 81/1
E cond(9 b)) = k dQ
nergyq™ (v, ) O/Qpl < ox Ox o or or " +

0V 0Y OV OY
* kl/cl<8x8x or 6r) a2y
ok / 0V 81/1 O, Oy
2 Or 83: Or or
Lok / U3 81/1 O3 Oy
5 Qo Or ax Or or
Environmentgq (¥, ¢) = / avs|p,rdl
I'7
Sourceq (1)) = o1 / qyrdQ
Qai
Coeflq(v)) = Srrdl + | Berdl +/ aegtpr dl .
IS Ts I'7

Déle oznac¢me

Ao, w, §) = Energyl®(9, w, ) + Energy&™(9, 4) +
+ Environmentq (¥, 1)

Fa(v) = Sourceq () 4+ Coeffq(v)) .

Zavedeme vahovy Sobolevitv prostor H'(€;) (viz [4]) s normou

2 2
o]0, = (/ [<@) + (@) + 02
Y o, | \O or

(Q0 = Qp, U = Qar, Qo = Qc, U3 = Qo).

Dale oznac¢ime

H(Q) = { ¥; 9 definované v (2.76), ¥; € H'(Q;) proi =0,1,2,3,

793‘1“6 - 791‘1“67 ﬁl‘IH = 190|F17 ﬁO‘H = 192|F2} .
Definujeme normu na H((2) jako

19ller = (19017 o + 191113 0y + 102011 0, + 19517 . 0)

N

2
rdQ) i=0,1,2,3,

(2.81)

(2.82)

(2.83)
(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)
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Véta 2.2.1. Prostor H(2) s normou (2.89) je Hilbertiv.

Oznacime H*(Q2) dudlni prostor k prostoru H (2) s normou

F
| Foll s = sup 2248)
w20 |[V]| e

Dale oznac¢ime mnozinu
Qr=QUIsUl,, Ul

HP = {v € C%(Qu); vlraur,uren =01
Necht Hy(Q) je uzdvér mnoziny H?P vzhledem k normé H ().

Okrajové podminky pro teplotu splnime zavedenim nasledujici funkce.
Predpokldadame existenci funkce Jr € H () takové, zZe

Irlr. =288 ma T, (2.90)
Q9F|Fout = hOut na Fouta (291)
191'*|1'*3 = hg na F3, (292)

kde h3 € C(I'3) je dana funkce reprezentujici ustalenou teplotu na hranici I'; s lisem
a how € C(Tyy) je dand funkce reprezentujici rozloZeni teploty na vystupu z dutiny
razniku I'y,;.

Variac¢ni formulace rovnice energie potom ma tvar:
Hledame funkci ¥ = 9(F,) € H(Q2) takovou, ze

9 —9r € Ho(Q), (2.94)

kde w je gradient slabého feSeni ulohy (2.17).

Fyzikalni predpoklad o chlazeni:

A1 Primérna teplota vody na vstupu do dutiny razniku je mensi nez primérna teplota
na vystupu.

Véta 2.2.2. Bilinedrni forma (2.81) spliuje ndsledugici podminku
Energyes(9, w, 9) > 0 (2.95)

pro libovolnd v, w splnugjici fyzikdlni predpoklad o chlazeni Al.
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Dikaz. (viz téz [20]) Mnozstvi vody, kterd vtece do oblasti G, resp. vyteGe z oblasti
G, za jednu sekundu je

P:—/ u.ndS:—/ j};wdS:/ hggfodsz/ unds
F?nD 3D 3D 3D

in out out

nebot plati (2.4).
Déle piedpokladame, Ze voda vtéka do oblasti G, pies hranici 'SP tedy

n
un<0 na [P

a vytéka z oblasti G, pies hranici '3 tedy

out?

3D
un >0 na I';.

Potom vyraz

1 1 ‘
—— YundS =—— 288 h;,. dS
P D 2U.T P /IV‘S,D velo

vyjadiuje primérnou teplotu vody vtékajici do G¢, béhem jedné sekundy (nebot h?, < 0)
a

1 1
= WpumndS== | h.hd
P Juon 2% S=5 /FSD outlueto 5

out out

vyjadiuje primeérnou teplotu vody vytékajici z G, béhem jedné sekundy.
Ptredpokladame chlazeni, to znamené, ze primérna teplota vstupujici vody do dutiny je
mensi nez prumérna teplota vystupujici vody (pfedpoklad A1), tedy

1 - 1
—— 288 A, dS < — houwth?™ dS' . 2.96
P 3D velo P 3D t'yelo ( )

out
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Nyni dostaneme

Energy (9, u, 9) = c,02 /

e
G Ca

oV o o
(8—;192% + 8—;192U2 + 8—22192%) dV =

1

= §CUQ2 / (ﬂ%ulux + 193’&21/3/ + ﬂ%uguz) ds =
aGe,

1
= —CUQQ/ ﬁ%u.n ds =
2 aGe,

1
= —Cy02 / 19§u.nd5+/ 19§u.ndS] =
2 3D F?nD

out

1 .
= SCu02 / D3hie, S + / 93 Neto dS] >
2 3D 3D

out

1 )
> —c,02 | min hOut/ howh2% dS + 288/ 288h,, dS] =
2 rip, r3p
1 [ : out
= —Cp09 | (min hyy; — 288) houthoer, dS+
2 FSD

out

>0,

+ 288 (/ houthgzltg ds + / 288 hf)nelo dS)
3D FZS,nD

kde jsme uzili Greenovu vétu, skutecnost, ze min hy,; > 288 a (2.96). Transformaci do
valcovych souradnic se nerovnost nezmeéni. O

Véta 2.2.3. (ezistence a jednoznacnost teSent ilohy o vedeni tepla)

Problém (2.93), (2.94) ma za predpokladu (A1) prdvé jedno Teseni pro kaZdé rychlostni
pole w ziskané jako gradient (2.18) jediného tesent ulohy (2.17) na oblasti Qc,. Navic
platt

1

mZ‘TL(CO, C1, Co, 03)

[0(F) [ <

| Follm - (2.97)

Diikaz. (viz téz [20]) Postac¢i ovérit predpoklady Lax-Milgramovy véty (viz [2] str. 12).
Ozna¢me V = H(). Podle Véty 2.2.1 je V Hilbertav prostor.
Ozna¢ime seminormy prostoru H (€2) jako

lulloss = (/ uzrdQ) ,
Q
ou\ 2
lutallo s = </ (%) rdQ) ,
Q
Hur”O,Z,r = (/ (E) TdQ) .
Q

D=
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Potom

1
luller = (ullg o, + Nallg o + g 2,)* -
Dosadime vektorovou funkci w do bilinearni formy (2.81) a

09 0V
E velo 9 =c, V2 Y2 dOl <
Ecegy (0. ) = ol |G+ s ) vrag) <
< ¢poo max(|wyl, |wa|, 1) (||[Y2z]l0.2.,-[|1P]0.2, + P2 lo2r | ll02s) <
< 2¢, 09 max(|w|, [wa|, V||| a0 mr (2.98)

nebot
ullF ol E = (Jullf o0+ Nuallfort luell o) (1016 20+ 10allg 2.4 Nonllf2.) =
= lullg 2 llollf 2 Nully o 02 llf 20+ N1ll o lvn ][5 2.+
+ luallg o 103 20+ Ntalld o llvalls 2.t Nualls o lvrllG o+

6.2, 10118 2.0+ Nt 16 20 102162, et 16 2, 0012, -

|Energy§f"d(19,1/})| = k:O/ (3190 3_1p + %a—w) rdQ) +
Qp;

Ox 0x | Or or
(20 000 g,

< ko (Vo020 | ¥zll020 + [1Tor 0.2, |0r lo,2,4) +
k1 (1912 0.2 1Yz lo,20 + P10 [Jo,2,0 (|00 |0,2,0) +
+ka ([[P22 o2, |2 |02, + |92 [Jo,20 [0 ] 0,2,r) +
+ks ([[9s2 o2, 1Yz 0,20 + |93e 0,20 |¥0r]0,2,) <
< 2max(ko, k1, k2, k3) |9 & || & (2.99)

|Environmentgq (¢, ¥)| = | a(J3]p,)yYrdl| < / al(s|p, )yr|dl <
'z

<a (/F (193|p7)2rdF) (/F w%«dr)% <

< all[Osl|ulldlla < aCrllO) el

kde jsme uzili Holderovu nerovnost a Vétu o stopach [2] str. 9.
Dohromady dostaneme

|[Aq (¥, w, )| < (2.100)
< [2¢,00 max(|wy], [wal, 1) 4 2max(ko, k1, ko, k3) + aC1] |9 g ||¢ || &

~

(S
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coz dokazuje spojitost levé strany.
Déle

Energyy™? (9, 9) + Environmentq (9, 9) =
B 09%\> (9% 9. \> (o0’
_k’o QPl[<a—x) +<W) TdQ+k31/ﬂGl % + W T‘dQ+
992 \°  [095\? o93\°  [095\°
+ k?z/s;ca [(%) +<W) T‘dQ‘Fk’g/g;Mo % + W TdQ+

+ / a(s]r,)?r dT = col|Vo |3 + cll91l|Fr + call 9213 + csl| Vsl >
T

7

> min(CO,Cl,CQ,Cg)”ﬁH?H , (2.101)

kde jsme uzili Friedrichsovu nerovnost (viz [2] str. 10).
Spolecné s Vétou 2.2.2 dostaneme

| Aq (¥, w, ¥9)| > min(cy, c1, ¢z, c3)||9||31 - (2.102)
To dokazuje H-elipticitu.
Dale
: :
|Sourceq ()| < o1 | |qur|dQ < o </ ar dQ) (/ V3 dQ) < (2.103)
QGl QGl QGl
< ailldllzean 191200 < edlldllzen 191 a

a

|Coeffq()| < | Bi|vr|dl + | Bglyr|dl + / aepe|tr| dl < (2.104)
I Tg T

7
< Bulltl z2@0en 1Yl 2006 + B6ll Ll 206 1] L2606 +
+oeat || 1| 2006 V] 220061 <
< (Br 4 B + aVent) (|1 200000 1] H

kde jsme uzili Holderovu nerovnost a Vétu o stopach (viz [2] str. 9).
Linearita pravé strany (2.93) spoleéné s (2.103) a (2.104) dava jeji spojitost. Dle Lax-
Milgramovy véty existuje jednozna¢né feseni alohy (2.93), (2.94). O

Poznamka.

Uloha v sobé zahrnuje, jak ryze konduktivni vedeni tepla v podoblastech Qp; U Qg U Qs
(rychlostni slozka je tam nulova a tedy prvni ¢len vypadne), tak kombinaci konduktivniho
a konvektivniho vedeni tepla v podoblasti Q)¢,.
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Kapitola 3

Formulace tloh optimalniho navrhu

Cilem této casti je formulovat tlohu tvarové optimalizace oblasti, kterou reprezen-
tuje raznik v soustavé forma, vylisek, raznik a chladici dutina razniku (vysledek byl
publikovan v ¢lanku [20]). Pfi optimalizaci razniku muZeme ménit pouze hloubku a
tvar chladici dutiny. Vnéjsi tvar razniku je dan designérem a odpovida tvaru vnitiku
sklenéného vyrobku. Cilem tvarové optimalizace je dosdhnout toho, aby vnéjsi povrch
razniku mél v okamziku vyjimani razniku z vylisku konstantni predem zvolenou teplotu.
Tim nebudou na vnitinim povrchu sklenéného vylisku vznikat povrchové prasklinky
zpusobované nizkou teplotou tvarovaciho néastroje a nebude také dochézet k lepeni
zptsobovanému piili§ vysokou teplotou povrchu razniku.

Opét zde pristoupime k idealizaci nestacionarni periodické tlohy pro vedeni tepla a
budeme uvazovat tlohu ustaleného vedeni tepla pro stredni hodnoty teplot.

3.1 Optimalizace tvaru chladici dutiny razniku

Pii formulaci tlohy tvarové optimalizace budeme vychazet z abstraktni formulace
uvedené autory Haslinger a Neittaanmiki [2].

Nejprve oznacme

_ pro € [0, a5

. 0
B0 ={ fio) o selhl] 31)

kde =5 € [Smin, 1], (Smm > 0 je pevnd konstanta dand minimalni pFipust-
nou tloustkou stény razniku viz kapitola 2), f5 € CO1([z5, 1]), f5(x5) = 0 a
0 < fs(x) < fi(z) — Smim, |f5'(z)] < Cp pro x €]x§, 1], kde fi je pevné dand rostouci
funkce reprezentujici vnéjsi tvar razniku. Déale a < f§(z) — sy pro x € [z3, 1], kde a > 0
reprezentuje polomeér privodni trubice a sy > 0 minimalni pripustnou sitku mezery mezi
sténou dutiny a piivodni trubici, z3 €|xs, 1] znaci hloubku zasunuti trubice.

37
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Déle definujeme mnozinu pfipustnych navrhovych funkci

= LR € COM.1)s B = { Gy ) B TE 0

25 € [Sminy 1, Smin > 0, f5 € CO([a5, 1]), f5(25) =0,
0 < f3(2) < fu(x) = Smin, /5 (2)] < Cp pro x €lag, 1],
fi danda, a < f5(z) — sy prox € [25,1], a >0, s9 >0, x5 €]z, 1]},

kde funkce Fy reprezentuje vnitini tvar dutiny razniku.

Uvazujme oblast Q%, zavislou na navrhové funkci Fy(z) definovanou vztahem

b ={(z, 1) € R*; Fy(z) <r < fi(z) pro z€[0,1]}.

S
Q% (Plunger)

€ e
x5 x$§ 1]z

Obréazek 3.1: Schéma razniku s vyznacenou cdsti optimalizované hranice.

Ozna¢me symbolem © mnozinu vsech ptipustnych oblasti Q%, C R? s lipschitzovskou
hranici.
Zavedeme konvergenci na mnoziné O.
Rekneme, Ze posloupnost Q7 € © konverguje k oblasti Q%, € © prave, kdyz posloupnost
funkci "Fs () konverguje na [0,1] stejnomérné k funkei F(x).

Podobné jako v kapitole 2.2 budeme i nyni fesit problém pro ustalené vedeni tepla na
soustavé sklarské formy, vylisku, razniku a dutiny razniku.

Uvazujeme rovinnou oblast ° = Int 0% U Qq U, U Qap, kde Qar, Qg jsou stejné
jako v kapitole 2.2 a oblast ()7, reprezentuje chladici dutinu uvnitf modifikovaného raz-
niku, jejiz tvar je dan jako doplnek 2%, do oblasti Int Qp; U Q¢, z kapitoly 2.2.

Podobné jako v predchozim ozna¢ime I'y hranici mezi raznikem Q%, a sklenénym vylis-
kem Q¢ a I'§ hranici mezi raznikem 2%, a dutinou razniku Q. Déale rozsifime oznaceni
I's na celou ¢ast hranice spojujici systém forma, vylisek a raznik, s lisem a oznaceni I'y
rozsifime na celou ¢ast osy symetrie vyznacené na obr. 3.2. Dale oznac¢ime I's ¢ast hra-
nice tvorené trubici privadéjici chladici médium do dutiny razniku, I'g ¢ast hranice mezi
vyliskem Q¢ a sklafskou formou €2y, a I'; vnéjsi hranici sklafské formy, jez je obklopena
vnéjsim prostiedim. I';, oznacuje cast hranice, kterou je chladici kapalina ptrivedena do
dutiny razniku a I',,; Cast hranice, kterou kapalina odtéka.
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L7
Qo (Mould)
Iy
Q% (Plunger)
Q¢ (Cavity) Lout
— ‘&\\\\X\\\\\X\\\\\*

Obrazek 3.2: Schéma systému forma, vylisek, raznik, dutina razniku a trubice pro privadéni
chladici vody s vyznacenou cdsti optimalizované hranice.

Postupem analogickym kapitole 2.1 ve valcovych soutadnicich zavedeme operatory

0P 0y  0P° dp
Aqe. (®° = - Q 2
0z, (2% ) /&(83: 5t 3,,,)”1 (3.2)
Gr(p) = / gprdl’, (3.3)
anUFout

kde g € L2(09Q%,) reprezentujici normalovou slozku rychlosti na hranici dutiny raznfku je

ve tvaru

0 na FS U F4 U F5 s
g=1< hi", mna T, (3.4)

out
hUeZO na Fout7

hzn

velo

Fout
Predpoklad (2.15) se transformuje do tvaru

/ grdl’=0. (3.5)
LinUTout

Analogicky zavedeme vahovy Soboleviiv prostor H}(Q,) (viz [4]) s normou

oo, = ([ [(2) +(Z) +e
UliLrag, = e | \Ox or !

Varia¢ni formulaci Neumannovy tlohy pro nalezeni potencialu rychlosti proudici vody
dostaneme ve tvaru

< 0) a h®™ normalova rychlost na vystupu

je normélova rychlost na vstupu I';,,, (A" o

velo

rdQ) 5 : (3.6)

Age, (9, 9) = Grlp) Vo € H (Qg,) - (3.7)

Rychlostni pole proudici vody w® = (w{, w§) v dutiné razniku Qf, dostaneme ve tvaru

w* = grad®° . (3.8)
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Toto feseni w® dosadime do varia¢ni formulace rovnice energie na Q° a tim dostaneme
stavovou ulohu.

Nejprve ozna¢ime ve shodé s (2.81) az (2.85) operétory

Energy 31°(9, w*, ) = oo / D e+ 2208 ) yrag | (3.9)
e \ Oz or
o0 8@/} 819 8@/}
cond _ 0 vvo
Energys (9, ) = /’{;0/Q (8:1: e ) (3.10)

Pl

n k:/ 09, 81/1 8191 o
! Qe Or 83: Or or

0V O 0¥ OY
* kz/ (axﬁx or 8r>

05 0 05 0
+l{:?)/<:),1/1 095 0y
Qo

ox dx  Or or
Environmentqs (9, ¢) = / ads|p,rdl (3.11)
I'7
Sourceqs (¢) = Ql/ qur dQ) | (3.12)
Qa1
Coeffgs(v) = | Biyrdl + [ Beyordl +/ aeptpr dl . (3.13)
' Ts 7
Déle oznacme
Ags (9, w', ) = Energy(sl”(9, w*, ) + Energyi (9, ) + (3.14)

+ Environmentgs (¢, 1)

Fas (1) = Sourceqs (1) + Coeffqs () . (3.15)

Zavedeme vahovy Sobolevitv prostor H'(€;) (viz [4]) s normou

2 2
vl = (/ [<@) + (@) + 02
w o, | \ 9z or

(520 = (2?4, gll = (2(”, (22 = gl%h’ (23 = g)AJO).

Dale oznacime

rdQ) i=0,1,2,3, (3.16)

H*(Q%) = { 0; ¥ definované v (2.76), 9; € H(Q;) proi =0,1,2,3,
U3lrs = V1lrg, Yilr, = Jolry, Yolrg = Va|rg} -

Definujeme normu na H®(Q%) jako



3.1. OPTIMALIZACE TVARU CHLADICI DUTINY RAZNIKU 41

D=

191l s = (190ll% o + 19117 10y + 10211 .0, + 1193111 1.05) (3.17)
Oznacime H**(Q%) dualni prostor k prostoru H*(Q%) s normou
Fas (¢
| Fas lgs- = sup 22(8)
w20 [Vl g
Dale oznac¢ime mnozinu
Q% = QS U F3 U an U Fout
a
H = {v € C¥(Q); vlrr,ure. =0}
Necht H (Q°) je uzévér mnoziny “H2P vzhledem k normé H?®(Q%).
Okrajové podminky pro teplotu splnime zavedenim nasledujici funkce.
Ptedpokladame existenci funkce 95 € H®(Q%) takové, Ze
9%lr. =288 na Dy, (3.18)
19%|Fout = hOut na Fouta (319)
V%|r; = hs  mna I, (3.20)

kde hy € C(I'3) je dana funkce reprezentujici ustdlenou teplotu na hranici I's s lisem
a hoy € C(Tyu) je dand funkee reprezentujici rozloZzeni teploty na vystupu z dutiny
razniku I'y,;.

Varia¢ni formulace rovnice energie poslouzi jako
Stavova uloha:
Hledéme funkci 9 = 9(Fy) € H*(Q%) takovou, Ze

Ags (¥, w®, ¢) = Fos(y) Ve Hg(Q%), (3.21)
W — 9% € HY(Q), (3.22)

kde Fy € UZ, a we je gradient slabého feseni tlohy (3.7).

Véta 3.1.1. (existence a jednoznacnost feseni stavové tlohy)

Stavovd ulohy (3.21), (3.22) md jediné teseni V(Fy) pro kazdé F5 € US, a prislusné
rychlostni pole chladici vody we® ziskané jako gradient (3.8) jediného teseni ulohy (3.7)
na oblasti Qf,, navic ezistuje konstanta C > 0 takovd, Ze

[0 frs < CllFas | prs- - (3.23)

Diikaz. Probihéa zcela analogicky jako dikaz Véty 2.2.3 pouze s tim rozdilem, ze 2p;
nahradime (2%, a ¢, oblasti Q. O
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Budeme fesit illohu optimalizace tvaru chladici dutiny razniku:
Definujeme tcelovy funkcional ve tvaru

TS (Fs) = [9(F)ley —Kr[gr, (3.24)

kde Y(Fs)|r, je stopa feseni J(Fy) stavové ulohy (3.21), (3.22) na oblasti Q%, na hranici
I'y, Kr, predem pevné zvolena konstanta odpovidajici optimélni teploté povrch razniku
a hledame optimalni navrh Fy, € U¢, tak, aby

TS (Fop) < JE(F§) VY FseUS, . (3.25)

Véta 3.1.2. (existence Tesent ulohy optimalizace tvaru chladict dutiny razniku)
Uloha (8.25) md alespori jedno vesen.

Diikaz. (viz téz [20]) K dikazu pouzijeme Vétu A.2.1 pfevzatou z [2] str. 29 (viz Do-
datek). Oznadime U = C([0,1]), U° = {f € U;0 < f(z) < fi(z) Vz € [0,1]},
kde f; € C(]0,1]) je pevné dand rostouci funkce. Mnozina U, je omezend a uzaviend
v C([0, 1]) a navic se sklad4 ze stejné stejnomérné spojitych funkei. Dle Arzelovy-Ascoliho
véty dostaneme kompaktnost US, v C([0, 1]). Oznacime Q" = Int QF, U Q¢ U QF, U Qg a
U = 407 + 095 +9% FeSeni stavové tlohy (3.21), (3.22) v oblasti Q™ (viz téz (2.76)). Dale
oznatme w" = (w}, wy) ptislusné rychlostni pole ziskané z jednozna¢ného feseni tlohy
(3.7) na oblasti QF, (viz téz (2.17)). Necht F¢ € US, je posloupnost funkci, pak existuje
vybrand podposloupnost Fy — F*“ € Uy, takova, Ze Fj;, = F* stejnomérné na [0,1] a
tedy Q7 — Q%, a pak Q™ — Q° na mnozing ©.

Varia¢ni formulace (3.7) Neumannovy tlohy pro nalezeni potencialu proudici vody v ob-
lasti Q¢, ma tvar

Qe r

el Ox Ox  Or Or o Ul

a variacni formulace analogické tlohy na oblasti {2/t ma tvar

oP™ Jp  OP™ Dy 1
— —|rdQ = ar' Vv H(QM UQ™Y) . (3.27
/ng[ or Ox + or Or } " /qupogfr € H, (9 U - ( )

Odecteme (3.27) od (3.26) a dostaneme

/ Ma_@ + Ma_@ rdQ) +
Q. A"k ox ox or or
Cam Ca

e e N ng
+/ {8(1) 890+6(I) 6_90}“%2_/ {8(1) 8_S0+6(I) (’3_90} d=0.
2\ 2\

oxr O or Or Oor Oz or Or

Dosazenim ¢ = ¢ — "+ dostaneme

/ 0(®¢ — &™)\’ L (o —am) ’
g, Nk Oz or

+/ laq) O(®° —a™) | 0% 0(® —<1>k)}4d9_
Q8,\ 20

rdS) +

ox ox or or
/ OP™ J(Pe — P™*) N OP™ J(Pe — P™*)
Qe | Ox ox or or
Ca\ Ca

}rszO.
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Posledni dva integraly na levé strané maji limitu nula pro Q™ — Q°, protoZe integrujeme
omezené funkce ®° € H!(Qg,) a D™ € H}(Qrk) pres oblasti s meas(Qg, \ QF) — 0 a
meas(2% \ 2¢,) — 0. V prvnim integrélu integrujeme nezapornou funkei a tedy

/ <a(q>e - w))Q <a(q>e - M))?
- ==z _|_ - ==z
Qe OQZZ aZL’ 8T

:/Q an[(wl—wlnk)2+(w2—wgk)2]rd9—>0 :
¢ ﬂ Ca

rdf) =

Z Holderovy nerovnosti dostaneme

/ (w; —w;™*)rdQ) < / |w; — w™|rdQ < (3.28)
Qg,M0ch Q&.N9ch

1

2
< / (w; — w)?r dQ | meas(Q, NQH) — 0,
Qg NQck

proi = 1,2 a tedy w;* — w; v L2(Q%, N Q¢k).
Variacni formulace stavové tlohy na oblasti 2" ma tvar

Agnie (0™, w"™ ) = Fomu () Vo € Ho(2") . (3.29)
Odecteme (3.29) od (3.21) a dostaneme

o 819"‘“ 09 819"’“
@Qz/ [ 2 w1y — wyky + —zwzw - } r dS) 4
Qe Nk

Ox
IV — 19"’“) o 8(190 — ") 81/1
T Fo /Qe Ak [ Ox 83: or or rdy
Oy —91") 0v | O(91 — 97*) OY
— — Q
+k1/gcl[ Ox Ox * or or rdfi
9Tk Nk
N k2/ [8(192 U5*) O N (Vg — U5 )81&} i+
s, NOE Ox Ox or or
(V3 — 93*) oY 8(193 —U3") 9
+ ks /QMO [ Ox 890 or or rdfi

+ Oé/ (193‘{*7 — 19?’“|p7)wrdf+
'z
0% 0vg* 81/1 Vs 0" 81/1
* / m;nyk?ax ~ ko, ) o (kQ ar ) o+
oY oY
+ cvg2< 2w1+—2w2) 1/1} rdQ +

8190 819"’“ 0 (D 00N 0w
Q;lmQ"k O or 8 2 87” 87”

ax

(&9 i 619T w;k)qb}rdgzo_
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n n

D95k D95k P , )
5-w1Y a —52-w9ty v prvnim integralu. Potom dosadime

Pricteme a odecteme cleny
Y = — 9™ a dostaneme
O(Vy — U5* O(Vy — U5*
chz/ {(2 z)wl (V2 — ¥3")
Qe ngI; 837

(192_192 )+ 8T

wg(ﬁg — ﬁgk):| r dS) +

9Nk 2 9Nk 2
+ko/ [(78(190 %o )) + (L(% % )) rdQ+
Q%lmﬂgl; aSL’ 8T
n 2 9Nk 2
+k1/ [(L(ﬁl % )) + (Lﬂ % )) rdQ +
Qa 8T
nk 9Nk 2
19 + (L(% %, )) rdQ+
g, Nk or
nk _ ng 2
+k3/ [( (193 % ) (78(193 s )) rdQ +
Qo or

+a/<mm—ﬁ?mfmw+
7

819"’“ OYoE
reon [ (w1 — W) (0 — 93 + zu@—ww%—%ﬂnm+
Qe Nk

O or
+/ﬂ" 9 Kk? 66‘% ~ o 8g§k) 6(026; - +(]“2 88% ko 82?) 8(1920;19% 4
+ Cy02 <%w1 + %u@) (P9 — 193’“)} rdQ +
+/ﬂe o Kko 68? —h aggk) 6(1906; ) +<k° %j«o e aggk) awoa_rﬁgk) -
Cy02 <8§§k wy* + aggk w;k) (9 — 19;““)} rdQ=0.

Posledni dva integraly na levé strané maji limitu nula pro Q™ — QF, protoZe integrujeme

omezené funkce pfes oblasti s meas(Qe NQE) — 0 ameas(2%,NQ%) — 0. Treti integral

819 aw ok . . .
g , U, U5 jsou omezené funkce a w™ — w (viz

(3.28)). Prvnich Sest 1ntegralu je nezapornych a konverguji k Aqs (9 — 9™ w, ¥ — 9"*).
Z H-elipticity bilinearni formy Aqs (9, w, ) (viz (2.102)) dostaneme

[0 — 9|25 < CAgs (¥ — 0™, w, ) — I™) — 0 (3.30)

a tedy 9™ — 9 v H(Q5).
Zbyva dokazat, ze

jS(Fe) < liminfn%oojs(psk) !

coz plyne ze skutecnosti, ze ¢tverec normy ||w|r,|lor, je slabé zdola polospojity funkcio-
nal. O
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3.2 Optimalizace vnéjsiho tvaru proudového télesa

Vysledkem tlohy optimalizace tvaru chladici dutiny razniku (3.25) je obecna funkce Fp,; €
U¢,, ktera reprezentuje tvar hranice chladici dutiny I's, a ta nemusi byt neklesajici. Dutina,
ktera by byla tvorena funkci, jez by v néjakém intervalu klesala, by byla technologicky
velmi obtizné vyrobitelna. Proto [y, nahradime neklesajici funkci

Fpu(z) = max Fopu(t) pro z € [0, 1], (3.31)

te[0,z]

ktera zarudi technologicky pifpustny tvar dutiny. Oznac¢ime % = Fp,|supprp, z0Zeni Fp,
na sviij nosi¢. Hranici tvofenou touto funkei zafixujeme a oznac¢ime ji '
Dalsi moznosti jak modifikovat teplotni pole razniku je ménit rychlost chladici kapaliny
v jeho dutiné prostfednictvim zuzovani jejiho prifezu. Za tim tcelem vlozime do dutiny
tzv. regulacni proudové téleso.
Nejprve oznacme

Fee(a) — { Oee pro x € [z5, x5

(x) pro x€)as, 1] ’ (3.32)

kde x§° €]z§+ sq, 1], 25 je pevna konstanta reprezentujici nejhlubsi bod jiz optimalizované
chladici dutiny ze sekce 3.1, f§¢ € CO1([age, 1)), fse(x5°) = 0a 0 < fs¢(x) < fPu(z) -
sa, |59 (z)] < Cr pro x €]x5, 1], kde fP" znadi funkci reprezentujici vnitini upraveny
tvar optimalizované dutiny razniku a s; > 0 minimalni pfipustnou sitku mezery mezi
vnitini sténou dutiny razniku a regula¢nim proudovym télesem.

S

e
QPl

(Plunger)

1ee ‘1 T

Obrazek 3.3: Schéma razniku s vyznacenou ¢dsti optimalizované hranice requlacniho prou-
dovéeho télesa.

Dale definujeme mnozinu ptipustnych navrhovych funkci

0 pro x € [zr2, 5]
ee _ ee (0),1 . ee — 2, 43
= B ) € 0O 1) ) = { oy Do TERETE
288 €]as + 59, 1], 2§ dan, fe¢ € CO1([age, 1)), fee(as®) =0,
0 < f5%(x) < f3"(x) = 52, [f5(2)] < Cp pro @ €)ag’, 1],

" dana, sy > 0},
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kde funkce F5° reprezentuje vnéjsi tvar regula¢niho proudového télesa umisténého do osy
dutiny razniku.

Uvazujme oblast 2%, zavislou na navrhové funkci F§°(z) definovanou vztahem
={(z,r) € R*; F(z) <r < fP"(x) pro x € [z5, 1])}. (3.33)
I'7

Qo (Mould)

(Plunger)

Fee

out

= M\\\\X\\\

Obrazek 3.4: Schema systému forma, vylisek, raznik, dutina razniku a requlacni proudové
téleso s vyznacenou casti optimalizované hranice.

Ozna¢me symbolem ©* mnoZinu vSech pripustnych oblasti Q% C R? s lipschitzovskou
hranici.
Zavedeme konvergenci na mnoziné ©*.
Rekneme, Ze posloupnost "Q% e ©* konverguje k oblasti Q% € ©* prave, kdyz posloupnost
funkci "F5¢(x) konverguje na [z§, 1] stejnomérné k funkei F5¢(z).

Podobné jako v kapitole 2.2 budeme i nyni fesit problém pro ustalené vedeni tepla na
soustave sklarské formy, vylisku, razniku a dutiny razniku.

Uvazujeme rovinnou oblast QF = Int Q% U Qg UQE U Qy,, kde Q%;, Qai, Qg jsou
stejné jako v kapitole 3.1 a oblast 2, reprezentuje chladici dutinu uvnitf razniku, jejiz
vnitfek je modifikovan tvarem regulacniho proudového télesa.

Podobné jako v predchozim oznac¢ime I'y hranici mezi raznikem 2%, a sklenénym vylis-
kem Q¢ a TP* hranici mezi raznikem Q%, a dutinou razniku Q% . Déle rozsifime oznaceni
I's na celou c¢ast hranice spojujici systém forma, vylisek a raznik, s lisem a oznaceni I'{®
rozsifime na celou c¢ast osy symetrie vyznacené na obr. 3.4. Dale ozna¢ime I't® ¢ast hra-
nice tvorené vnéjsi stranou regulacniho proudového télesa, I'g Cast hranice mezi vyliskem
Qar a sklarskou formou 254, a I'; vnéjsi hranici sklarské formy, jez je obklopena vnéjsim
prostfedim. I'{® oznacuje Cast hranice, kterou je chladici kapalina pfivedena do dutiny
razniku a I'(;, ¢ast hranice, kterou kapalina odtéka.

V duting Q% vzniklé mezi upravenou hranici I'P* a vngjsim povrchem regula¢niho
proudového télesa I'e® uvazujeme opét potencidlni proudéni chladici vody. Postupem ana-
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logickym kapitole 2.1 definujeme ve valcovych souradnicich operatory

@ee @ee
(8 9 | 0 aﬁ) o, (3.34)
%?l

b1

Q

Gr(p) = / gordl (3.35)
reeur

ee
out

Oor Oz or Or

kde g € L2(0Q%,) reprezentujici normalovou slozku rychlosti na hranici dutiny razniku je
ve tvaru

0 na [Pvyuréeure
g=1<{ h", na I'¢

velo n

hout na I‘\ee

velo out

(3.36)

in
h’velo

Fee

out*

Predpoklad (2.15) se transformuje do tvaru

< 0) a h°“ normélova rychlost na vystupu

je normalové rychlost na vstupu T'¢¢, (h™" oelo

in) velo

ee
out

/ grdl'=0. (3.37)
reeur

Analogicky jako v predchozich kapitoldch zavedeme vahovy Soboleviiv prostor H!(Q%%)

(viz [4]) s normou
W = ([ |(2) + (2) 4
lhreg, = qee | \ Ox or !
Ca

Varia¢ni formulaci Neumannovy tlohy pro nalezeni potencidlu rychlosti proudici vody
dostaneme ve tvaru

rdQ) 5 . (3.38)

Agg (P, ) = Gr(p) Vo € H () - (3.39)

Rychlostni pole proudici vody w* = (w$®, w§®) v dutiné razniku Q¢ dostaneme z jedno-
znacného feseni ®°¢ tlohy (3.39) ve tvaru

w® = grad® . (3.40)

Toto feseni w® dosadime do varia¢ni formulace rovnice energie na QF a tim dosta-
neme stavovou tulohu.
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Nejprve ozna¢ime ve shodé s (2.81) az (2.85) operétory

9 9
Energyd? (9, w, 1) = CUQQ/ 0 “ 2 4 =2 0 2wse ) YrdQ (3.41)
ce \ O or
oV 8@/} 0y O
cond _ 0 0
Energyqi®(0, ) = ko/ﬂ l(@x ox | or 8r>
Lk / 0y Gw oy Oy
! Qe Or 83: Or or
0y 0 09 OY
* kz/ (83:6:5 or 8r)
0V Gw O3 Oy
k 3.42
N 3/QMO<8:E ax or or (342)
Environmentqr (¢, ) = / ads|p,rdl (3.43)
I'7
Sourceqr (w, V) = 91/ qrdQ (3.44)
1951
Coeffqr(v)) = / pryprdl’ +/ Ber dl’ —|—/ aleztprdl . (3.45)
ry Tg 'z
Dale oznacme
Agr (¥, w, 1) = Energydd (9, w, o) + Energyr?(v, ¢) + (3.46)
+ Environmentqr (19, 1)
a
Fqr (1) = Sourceqr () + Coeffqr(v)) . (3.47)
Zavedeme vahovy Sobolevitv prostor H'(€;) (viz [4]) s normou
2 2 2
o]l = (/ [(a—) ¥ (a—) o rdﬂ> 0123, (348)
Y Q; ox or
(o = Qpy, 1 = Qar, Q2 = QOF,, U3 = Qupo).-
Déle oznacime
HY(QF) = { ¥; 9 definované v (2.76), ¥; € H}(;) proi =0,1,2,3,
Uslrs = Yilrg, thlry = Yolry, Yolrps = Jappe}
Definujeme normu na H” (QF) jako
19l e = (190110 + 1011l ) + 192011 02, + 10517 105) > - (3.49)

Oznaéime H"*(QF) dualni prostor k prostoru H” (") s normou

Far (¢)
o [ller

| Farl ge = sup
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Oznaéme mnozinu
P _ OP ee ee
Q=" Ul ule, uUl's

“HP = {v e C™(QY); v

reeuree,ury = 0 .

out

Necht H{'(QF) je uzévér mnoziny “H?P vzhledem k normé || || ».

Pfedpoklddéme existenci funkce vg¢ € HY(QF) takové, Ze

ﬁ%e‘pfz = 288 na F;el y (350)
U |ree, = hout na G, (3.51)
I |y = hs° na [’y , (3.52)

kde hg® € C(I'3) je dana funkce reprezentujici ustalenou teplotu na hranici I's s lisem
a he, € C(I'e,) je dand funkce reprezentujici rozloZeni teploty na vystupu z dutiny

out
1 ee
razniku I"CC,.

Variacni formulace rovnice energie poslouzi jako
Stavova uloha:
Hleddme funkei ¥ = 9(F§°) € H” (QF) takovou, ze

Agr (¥, w, ) = For(y) Yy e HJQY), (3.53)
Y- € HEO), (3.54)

kde F§¢ € USS a w* je gradient (3.40) slabého Feseni ulohy (3.39).

Véta 3.2.1. (existence a jednoznacnost feseni stavové ulohy)

Stavovd ulohy (3.53), (3.54) ma jediné teseni 9(F5°) pro kazdé F5¢ € USS a prislusné
rychlostni pole chladici vody w*® ziskané jako gradient (3.40) jediného tesent ulohy (3.59)
na oblasti QUE,, navic existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze

[0 e < CllEar |l g - (3.55)

Diikaz. Probiha zcela analogicky jako dikaz Véty 2.2.3 pouze s tim rozdilem, ze Q¢,, Q2p;
nahradime oblastmi Q& Q%, a [y nahradime T'2. O

Budeme fesit 1lohu optimalizace vnéjsiho tvaru regulac¢niho proudového télesa:
Definujeme tcéelovy funkcional ve tvaru

TP (FS) = [9(F5) ey — K [5.ry (3.56)

kde Y(F5°)|r, je stopa fesSeni J(F%¢) stavové ulohy (3.53), (3.54) na oblasti Q%,, Kr,
predem pevné zvolena konstanta odpovidajici optimalni teploté povrch razniku a hledame

optimalni navrh F4) € USS tak, aby

TP (Fom) < TP(FS) Ve Usy . (3.57)
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Véta 3.2.2. (ezistence Tesent ulohy optimalizace vnéjsiho tvaru regulacniho proudového
télesa)
Uloha (8.57) md alespori jedno resent.

Dikaz. K dikazu pouzijeme Vétu A.2.1 pfevzatou z [2] str. 29 (viz Dodatek). Oznacime
U= C([z5,1]), U° = {f € ﬁ; 0< f(z) < fQDu(:L‘) Vo € [25,1]}, kde f2Du € C([25.1]) je
pevné dana funkce.

MnoZina USS je omezend a uzaviend v C([z§,1]) a navic se skladé ze stejné stejnomérné
spojitych funkci. Dle Arzelovy-Ascoliho véty dostaneme kompaktnost USS v C'([x§, 1]).
Oznac¢ime Q" = Int 0%, U Q¢ U QF, U Qg a 9™ = O + 07 + 095 + 9% TeSeni stavové tlohy
(3.53), (3.54) v oblasti Q" (viz téz (2.76)). Dale ozna¢me w™ = (w},w}) prislusné rych-
lostni pole ziskané z jednozna¢ného FeSeni ulohy (3.39) na oblasti QF,,.

Oznaéme Q% = {(z, r) € R*; 0 <r < f&(z), pro x € [z, 1]} a QT = QP U Q5.
Necht Ff¢ € USS je posloupnost funkei, pak existuje vybrana podposloupnost Fre— F* €
Ugs takova, ze Fi© =3 F°° stejnomérné na [z5,1] a tedy Q¢ — QF, a pak Q" — QF na
mnoziné ©.

Varia¢ni formulace (3.39) Neumannovy tlohy pro nalezeni potenciélu proudici vody v ob-
lasti 27, ma tvar

9O Do DD Dy 1
e — | rdQ = dl' Ve € H' QL U QS 3.58
/Qgi Or Ox + or 67“} " /F%UF;ZW € H,(QUQ5,) (3.58)

out

a varia¢ni formulace analogické tlohy na oblasti {2/f ma tvar

or Ox or Or i

out

P O
/ [8 9p + 0 6_@] r dS) :/ gerdl Vo e HY Q% UQS.) . (3.59)
QF L kur

Odecteme (3.59) od (3.58) a dostaneme

/ {a(cb — @) dp (@ —q>k)a_g0}rd9+
Qs QL Ox Ox or or

(I)ee q)ee (I)nk (I)nk
qee\qk| Or Oz or Or Qk\qee | O Ox or Or
Ca\ Ca Ca\ Ca

Dosazenim ¢ = ¢ — ®™ dostaneme

O(®cc — ™)\ (9(dc — )\
/Qec;mﬂg’; [( Ox ) i ( or ra

/‘ opee 8((1)66 _ (I)nk) N odee 8(@66 _ (I)nk)

Qe \qrkl O Ox or or

- / {a@nk O(P —B) | 0B O(P — ™)
AN

:|TdQ—

ox oz or or ]TdQ =0

Posledni dva integraly na levé strané maji limitu nula pro Q™ — QF protoZe integrujeme
omezené funkce @ € H!(Q¥) a ™ € H} () pres oblasti s meas(Q, \ Qr) — 0 a
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meas(5 \ Q26,) — 0. V prvnim integralu integrujeme nezapornou funkci a tedy

(@

/QE% Nk (

Z Holderovy nerovnosti dostaneme

R
/ nk(wz w;
Qe Nk

<

proi = 1,2 a tedy w* — w; v L2(Q%,

5 q)nk))2+ <8(

/ [(wl—w?’“)2+(w2—wg’“)2}rdﬂ—>0 .
Qe NQL

)rng/ |w; — w;*|rdQ) <
Qe NQk

/ (w; — w™)*r dQ
Qge Nk

N ).

Ppee — P 2
T)) rdQ) =

(3.60)

1

2

meas(Q2y, N Q) — 0.

Variacni formulace stavové tlohy na oblasti 2™ ma tvar

Agri (0", w™, )

Odecteme (3.61) od (3.53) a dostaneme

CUQZ/
Qe Nk L
+ k‘o/
e
pL b

+/<;/
1QGI— aSL’

0(¥y —
+ k’Q/ {7( 28 2
Qe NQek z

8192 819"’“

—_Z ﬂb—

nkw

ozr 690

ox

ox

= Fame (¥)

6(190 — Jg") 6@/} 8(190 — 19"’“) oY
or
[0( — O7F) 8_1/1 N o —
or
U5*) 8_1/1 n 0¥y —

v € HE Q). (3.61)

19 oY

or

woth) — wgw} rdQ +

o raa+

v*) ov
or
v3*) v

or

| ras

dQ
or } +

D) O

d(Vs —
+ ks /QMO[ ox ox

+ Oé/ (193|1'*7 — ﬁgk|r7)w7’ dF"—
'z

00, 00 09, Y

+/ngl\9"k[k2<8x Oz o or Or

S
Qe

Pri¢teme a odecteme clen

Oor Ox or Or

U5) 00 | O,

0300 | 093" Y

or

0t
) + Cy 02 (al‘
05"
) + Cy02 ( 832‘

n

or

Q
| rans

wq+ %wz) ’17/):| rdf) —
or

0Uy*
or

nk+

up)e]raa o

09, " i , .
2wyt v prvnim integralu. Potom dosadime
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Y =19 — 9™ a dostaneme

By — I O — O .
CUQQ/S;E%OQn {%UH("&E - 192k) + %U}Q(ﬁb - 192k) r d§2 +

_(MOmﬁnk)) . <8woa—rﬁgk))2: i

/Qm _<8wlax0nk)) . <a(¢918—rz9’;k))2: i

o[ (5 (5

rdS) +

a

ey ey

—|—Oé/ (193‘{*7 — 19?’“|p7)27*df+
r'z

rdS) +

Ok Ok
-l [ 2" (= )9 — 03%) + 202y — ) (9, — ﬁsw] P+
Qee Ok

or or
9Nk ey
e (e e,
+c, 09 <aa; wy + %u@) (V9 — 196”“)} rdQ —
_/nk\Qe [/@ (82; 6(003;02 )+ agi 6(003_7«192 )) n

oyt . 095k "
+Cy 02 < e wi* + 87% wzk) (Jo —192‘“)} rdQ2=0

Posledni dva integraly na levé strané maji limitu nula pro Q™ — QF | protoze integrujeme
omezené funkce pfes oblasti s meas(£2%, ku"CZ) — 0 a meas(Q¢ \ QF,) — 0. Treti integral
P a%, U, 5% jsou omezené funkce a w™ — w (viz
(3.60)). Prvnich Sest integrali je nezdpornych a konverguji k Aqr (v — 9™, w, ¥ — ™).
Z H-elipticity bilinearni formy Aqr (v, w, ) (viz (2.102)) dostaneme

[0 — 0™ |20 < CAgr(9 — 0™, w, 9 — J"™) — 0 (3.62)
a tedy v — 9 v HY(QF). Zbyva dokazat, 7Ze
JP(F) < liminf, o J " (F5°) |

coz plyne ze skutecnosti, ze ¢tverec normy ||9|r, |0, je slabé zdola polospojity funkcional.

0
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3.3 Optimalizace izolac¢ni bariéry

Dalsi moznosti jak fidit lokalné intenzitu chlazeni je vlozit do dutiny razniku, jez byla
po optimalizaci tvaru modifikovina na vyrobitelny tvar (viz kapitola 3.2), tzv. izola¢ni
bariéru ve tvaru krouzku proménlivé tloustky s vyrazné mensim koeficientem vodivosti
nez mé material razniku.

Pro zjednoduseni popisu opét otoc¢ime systém do horizontalni polohy, abychom mohli
popsat vnitini povrch izola¢ni bariéry pomoci funkce jedné proménné.

Definujeme funkci
{ 0 pro x € [0, z5°]

Fil@) = fi0) pro wefage 1]

(3.63)

kde 2§ € [25, 25 —so], ff € CON([x§e, 1]), f5(25°) = 0a f5°(2) +s2 < fi(2) < f7"(2),
kde fP*, f$ jsou dané funkce a sy > 0 je minimaln{ pfipustna Siika mezery mezi vnitini
sténou dutiny razniku a regula¢nim proudovym télesem.

Daéle definujeme mnozinu pfipustnych navrhovych funkci
0 pro z € [0, 5]
f&(z) pro x € [x5e, 1]
2§ € [25, 25° — 5], f§ € COM([a5, 1)), fi(25™) =0,

5°(2) + 52 < filw) < fy"(x), £ f5° dény, sy > 0},

cee — { Fe(x) € COLN[0,1]); Fi(z) = {

kde funkce f§ reprezentuje vnitini tvar izolacni bariéry umisténé v dutiné razniku.

Q% (Plunger)

Q%< (Barrier)

e ,.cee ee
x5 1 25N T

Obréazek 3.5: Schéma razniku s vyznacenou cédsti optimalizované hranice izolacni bariéery.

Uvazujeme oblast 5¢ zavislou na navrhové funkci F¢(z) definovanou vztahem
Ba 4

e — Lz, r) € R*; Fi(x) <r < fP"(x), pro z€10,1]}.

Ozna¢me © mnozinu vsech piipustnych oblasti Q%¢ C R? s lipschitzovskou hranici
tvorenou funkei Fy € UZS°. Analogicky jako v predeslém zavedeme konvergenci na mnoziné

.
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Jelikoz je kazda oblast Q%¢ jednoznacné dana funkci Fy, tak fekneme, Ze posloupnost
oblasti "Q%¢ € O konverguje k oblasti Q%¢ € © pravé, kdyz posloupnost funkci "Fy (x)
konverguje stejnomérné na [0, 1] k funkei F, e( ) definujici Q%°.

Nyni uvazujeme rovinnou oblast QF = Int Q;,, U Qg U Q8 S U Q%S U Qe které repre-
zentuji rovinny prifez systémem forma, sklenény vylisek, raznik, 1zolacn1 barlera a chladici
dutina razniku (viz obr. 3.6).

I'7

(Plunger)

(Barrier)

1—‘666

out

Obrazek 3.6: Schéma celého systému s vyznacenou cdsti optimalizované hranice.

Podobné jako v predeslych kapitolach oznacime I'; hranici mezi raznikem 9%, a skle-
nénym vyliskem Qg;, TP* hranici mezi ranfkem Q%, a izola¢ni bariérou Q%¢ a T hranici
mezi izola¢ni bariérou 2% a dutinou razniku Q%°. Dale oznacime I'; ¢ast hranice spojujici
systém forma, sklenény vylisek, raznik a izolaéni bariéra s lisem, I'y celou ¢ast osy syme-
trie (viz obr. 3.6) a I't® ¢ast hranice tvofené vnéjsim povrchem regula¢niho proudového
télesa. ['g 0znacuje ¢ast hranice mezi sklenénym vyliskem € a formou €24, a I'; je vnéjsi
hranice sklarské formy, jez je obklopena vnéjsim prostfedim. I'{® oznacuje ¢ast hranice,
kterou je chladici voda privadéna do dutiny razniku a I'CCS znaci ¢ast hranice, kterou voda
odtéka.

V souladu s postupem z predchazejicich kapitol pfedpokladame rotac¢ni symetrii tllohy.
Provedeme transformaci do valcovych souradnic a néslednou dimenzionalni redukci do
soutadnic x, 7.

Analogickym postupem jako v kapitole 2.1 zavedeme v dutiné razniku 2¢° rychlostni pole
proudici vody jako gradient jednoznacného feseni Neumannovy tlohy (2.17) pro potencial

proudéni ve tvaru
w = gradP“ | (3.64)

(viz véta 2.1.2).
Opét rozdélime hledanou funkci ¥ reprezentujici rozlozeni teploty v systému tentokrat
na soucet péti funkei

19:190+191—|—192+193—|—194, (365)

kde
9, — ¥ i in QZ
o 0 in QB \ QZ

for i=0,1,2,3 4, (3.66)
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(QO = Q?—"l? Ql = QGl7 Qg = Qeceae’ Qg = QMO7 Q4 = Q%es).
Déle oznacme ¥;|r, stopu TeSeni ©; na hranici I';, je-li I'; ¢ast hranice Q; pro i =
0,1,2,3,4,7=1,2,3,4,56,7,8,9,10 (Ty =T TI's= Fee [y =T, T'yg = I'%°).

m) out?

Stavovou tilohu definujeme na z4kladé varia¢ni formulace rovnice energie na QF do niz

dosadime slozky rychlosti vody w®® = (w{*®, ws*)

Nejprve definujeme ve shodé s (2.81) az (2.85) operatory

Energy (9, w, ) = cvgz/ (aaiz 1+ % eee) YrdSY (3.67)

ov 8@/} 0 O
cond _ 0 0
Energys® (9, 1) = kO/ (ax e + = e 8T) rdQ+ (3.68)
0 O 0V OY
* kl/ (83:6:5 or 0r) Q@+
003 00 0y O
+k2/ee:<6x8x 87“8)
Lok / 0V 61# U3 O
K Qo Or 8:5 Or or
ok / 004 81/1 Oy Oy
* o \ 0z 05 " Or or
Environmentqs (9, ¢) = / ads|p,rdl (3.69)
'z
Sourceqs (1) = Ql/ qrdQ (3.70)
Qa
Coeffgs () = [ pryprdl + | Perdl +/ aertprdl . (3.71)
Ty Te r7
Déle oznac¢ime
Ago (0, w, ) = Energyld*(d, w'™, v) + Energyf(0, v) +  (3.72)
+ Environmentqs (9, 1)
a
Foe (1) = Sourceqs (1)) + Coeflgs (¢)) . (3.73)
Zavedeme vahovy Soboleviv prostor H!(€;) (viz [4]) s normou
ov\> aw\® :
|vll1r0, = (/Qz [(%) + <5> +v 'r’dQ) i=0,1,2,3,4, (3.74)

(0 = Q% U =Qq, D =QF, Q3= Dy, Uy =Q%F7).

Daéle oznacime
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H”(QP) = { 9; 9 definvované v (3.65), (3.66), ¥; € H}(Q;) proi=0,1,2,3,4,
193|F6 == 191|F67 191|F1 == Q90|F17 190

rece = Uglpece, 194|rgu = 192|r§u} )

kde ¥J;|r; znaci stopu funkce ; na hranici I';.
Definujeme normu na H”(Q?) jako

1
1912 = (100l .00 + 191113 0, + 192015 2, + 195015 00y + 10alli0,)® - (3.75)

Véta 3.3.1.
Prostor H?(QP) s normou (8.75) je Hilbertiv prostor.

Déle ozna¢ime H?*(QF) dualni prostor k prostoru H?(QF) s normou

F
| Fas | so- = sup 222(0)
i o

Definujeme mnozinu
Qp = QP UTs Ul UG

out

cee HZD = {U € COO(QfI), U|F3UF$§UF“€ = 0} .

out

Nechf HEF(QP) je uzavér mnoziny ¢ H?" vzhledem k normé HZ(QF).

Piedpokladéame existenci funkce g € HP(QP) splitujici stabilni okrajové podminky
ve tvaru

19%66 ree = 288 na Ffs 5 (376)
UF[rees = hous na TG0, (3.77)
19%ee|1_‘3 = hg na Fg, (378)

kde hy € C(I'3) je dand funkce reprezentujici ustilenou teplotu na hranici s lisem I's
(viz obr. 3.6) a h&S € C'(I'%%) je dana funkce reprezentujici rozlozeni teploty na vystupu

out
z dutiny razniku I"°%¢

out"

Varia¢ni formulaci rovnice energie pouzijeme jako
Stavova uloha:
Hledame funkci ¢ = 9(F§) € H?(QP) takovou, ze

Ags (0, w, ) = Fas(y) Ve HF(QP), (3.79)
9 — 9 € HEQP) (3.80)

kde Fy € UZ® a w** je odpovidajici rychlostni pole chladici vody ve tvaru gradientu
(3.64) feSeni ulohy typu (2.17) pro potenciél proudéni.

Poznamka

Stavova tloha je feSena ve dvou krocich. Nejprve nalezneme potencial ® rychlostniho pole
vody jako FeSeni ulohy (2.17) v oblasti Qg¢. Slozky rychlostniho pole w®* dosadime do
(3.67) a rozlozeni teploty ¥ v celém systému QF nalezneme fesenim stavové tilohy (3.79),
(3.80).
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Véta 3.3.2. (existence a jednoznacnost feseni stavové tilohy)

Stavovd wlohy (3.79), (3.80) md jedin€ teseni V(Fy) pro kazdé Fy € UL a prislusné
rychlostni pole chladici vody we*° ziskané jako gradient (3.64) jediného Tesent ulohy (2.17)
na oblasti ¢, navic existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze

[0 s < CllFas | g - (3.81)

Diikaz. Probihd zcela analogicky jako dikaz Véty 2.2.3 pouze s tim rozdilem, ze Qp;
nahradime Q%¢ a Q¢, oblasti ¢°. O

Daéle formulujeme lohu optimalniho navrhu pro tvar izola¢ni bariéry:
Definujeme tcelovy funkcional ve tvaru

TP(F;) = 19(F)ley —EKryllorr, (3.82)

kde Y(F¥)|r, je stopa feseni J(Fy) stavové ulohy (3.79), (3.80) na oblasti Q%, na hranici
I'y, Kr, je dana konstanta reprezentujici optimalni teplotu povrchu razniku.
Hleddme optimalni ndvrh F7, € Ug* takovy, aby

THEL) < TP(Ff) Y Ff e U (3.83)

Véta 3.3.3. (existence tesent ulohy optimdlniho ndvrhu izolacni bariéry)
Uloha optimdlniho ndvrhu (3.83) md alespori jedno vesend.

Diikaz. Probihd zcela analogicky jako dikaz Véty 3.1.2 pouze s tim rozdilem, ze Qp;
nahradime Q%¢, Qg, oblasti Q¢ a f; funkei fPv. O
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3.4 Uloha identifikace koeficientti piestupu

Na zakladé dfive provedenych méfeni, jejichz vysledky jsou shrnuty v [5], zname pribéhy
teploty béhem lisovaciho cyklu v deviti danych bodech. Bod z; byl umistén v ose razniku,
tj. na hranici I'y, body 23, 23, 24 a 25 uvniti razniku, tedy v oblasti 2p; a body zg, 27, 25
a zg uvnitt sklarské formy, tedy v oblasti 2y, (viz obr. 3.7).

V jednotlivych bodech uré¢ime stfedni hodnotu z naméfenych pribéht teploty béhem
lisovaciho cyklu a ozna¢ime je t(z;), pro i = 1, ..., 9. Pfedpokladdme existenci funkce
k€ C(R) takové, ze k(z;) = t(z;) proi = 1,2,...,9 (k muze byt napfiklad interpolacni
funkce z naméfenych hodnot).

M (Mould)

Qp; (Plunger)

Qc,  (Cavity)

NN\

Obrazek 3.7: Schéma systému forma, vylisek a raznik s rozmisténim bodu méreni.

Déle definujeme mnozinu pfipustnych navrhovych funkci

U = { (a, B, Bs) € CONTy) x CONT,) x CON(Ty);
(tj. lipschitzovskych funkei vzhledem k parametru délky piislusné hranice),
0 < Qmin S (07 S Qmax; |O/| S C(1 ) 0 < Bmin S Bla 66 S Bmaxa ‘6” S C2} )
kde funkce « reprezentuje souéinitel prestupu tepla na hranici I'7, (viz (2.78)) a (1, resp.

Bs, reprezentuje mérny tok preménované hmotnosti télesa (viz (2.79), resp. (2.80)).

Pro formulaci stavové tlohy uzijeme operatory (2.81) az (2.85) z kapitoly 2.2.
Pfipomerime, ze v (2.83) a (2.85) vystupuji navrhové funkce v pozici koeficienti v nékte-
rych slozkach stavového problému. Tedy pro zdtraznéni této zavislosti oznacime

Environmentq (¥, «, ¥) :/ als|p,yrdl, (3.84)
7

Coeffo(a, B, ) = | pryprdl + [ Beordl + / aegtpr dI. (3.85)
I Ts I'7
Dale oznac¢me

A9, 0, w, ¥) = Bnergys®(0, w, ¢) + Bneray™(9, ¥) +  (386)
+ Environmentq (¥, «, ¥)
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Fo(a, B, ) = Sourceq(v) + Coeffq(a, B, ¢) . (3.87)

Dale predpoklédéme existenci funkce 927 € H () splitujici (2.90) az (2.92).

Stavovy problém potom ma tvar:
Hledame funkei J = 9(a, ) € H(Q2) takovou, ze

Ag(¥, o, w, V) = Fola, B,¢) Vi € Ho(Q), (3.88)
0 — 9% e Hy(Q), (3.89)

kde (o, B1, fs) € U™ a w je gradient slabého feSeni tlohy (2.17).
Véta 3.4.1. (existence a jednoznacnost feseni stavové ulohy identifikace)

Pro kazdé (o, By, fs) € U md loha (3.88), (3.89) prdve jedno Feseni ¥(a, B).

Diikaz. Analogicky jako u Véty 2.2.3. 0

Budeme fesit tlohu identifikace:
Definujeme tcelovy funkcional ve tvaru

T (e, B) = [9(e, B) — Kl . (3.90)

kde ¥(«a, B) je TeSeni stavové ulohy (3.88), (3.89) a hleddme optimélni névrh
(aOPt, gOPt BOPY) € UP tak, aby

TH (@O, o) < T, B) Y, B, Be) € UL . (3.91)

Véta 3.4.2. (ezistence teseni ulohy identifikace)
Uloha (3.91) md alespori jedno vesend.

Diikaz. K dikazu uzijeme abstraktni existencéni vétu A.2.2 viz dodatek.
Ozna¢me U = [C([0, Lr,])]?, kde Lr, oznacuje délku I';, i =1, 6, 7,

UO = {(OZ, 617 66) S U;amin <a< O‘maxaﬁmin < 617 66 < /Bmax} .

Mnozina Ugf je omezend a uzaviend v U a navic se sklada ze stejné stejnomérné spojitych
funkei. Dle Arzelovy-Ascoliho véty je tedy zarucena kompaktnost U v [C/([0, Lr,])]?.
Polozime V = H(Q) s normou (2.89). Dle véty 2.2.1 je V Hilberttv prostor. Déle
Aq(-, o, w, -) je bilinedrni forma definovand na V x V a Fg(a, §, ) linearni funkci-
onal na V.

Environmentg(ﬁ‘, «, 1/}) = / 04793|F7¢7’ dr’ S &max|’193‘1"7HO,T,I"7”¢HO,T,I"7 S
I'7

< max Ol Vsl ue 191100 < Comaxl[O]al¢]la, (3.92)
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kde jsme ve druhé nerovnosti uzili Hélderovu nerovnost na L2(I'7) a ve tfeti nerovnosti
Vétu o stopach pro Qu (viz [2] str. 9), coz spolecné s (2.98) a (2.99) déava nerovnost
(A.19).

Dale

Environmentq (9, «, 9) = / a (9s]p,)° 7 dl > amin (19505 Jorr,)> >0, (3.93)
7

coz spolu s (2.101) a (2.95) z Véty 2.2.2 dava (A.20).
Oznacme o" = a + ", e" € C(I';). Predpokladame, ze o™ — o v C(I';), tedy pro kazdé
g1 > 0, existuje n takové, ze

le"llewn < e

Dale plati

A(0", o™, w, ) — Ag(0", a, w, ¥)] < | / (" — a)ds|pybr dT| <
T'7

< [le" o] A U3le-r dT| < le*[lown [951e: lorrr ¥ llorrs <
7

< lle"lle@nCs 11951 | l1r0u, < e1C5l0" [mlI [l . (3.94)

kde jsme ve tfeti nerovnosti uzili Holderovu nerovnost na L2(T'7) a ve ¢tvrté vétu o sto-
pach pro Q.

Necht posloupnost {9}, 9" — 9 (slabé). Z predpokladu slabé konvergence plyne omeze-
nost posloupnosti {9}, ve V.

Ozna¢me V* duélni prostor V. Potom analogicky jako v (2.100) dostaneme

|Aq(V", a, w, ¥)| < (3.95)
< [2¢,00 max(|wy], |wal, 1) + 2max(ko, k1, k2, k3) + @maxCh] [|0"]| & |[¢] & -

To znamena, ze Aq(-, o, w,v) € V* pro vSechna ¢ € V a tedy
lim,, 0 Aq(9", o, w, ¥) = Aq(9, o, w, ¥) plati pro vSechna ¢ € V, coz spoletné
s (3.94) zarudi, ze

Ag(", o, w, V) = Aq(¥, o, w, ) VY eV . (3.96)

Dale oznacme 8} = B + hY, bt € C(T1) a 87 = fBs + h, ki € C(Tg). Piedpokladame,
ze 7 — 1 v C(I'y) a g§ — B v C(T's). Tedy pro kazdé 5 > 0 existuje n takové, ze

max([|hy{lcw)s 176 lows)) < ez -
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‘FQ(&nv an w) - Fﬂ(av 67 1/1)‘ =
=1 [ o= povrdr+ [ (55 - Gajordr + [ (" - apoprdr] <
I Tg I'7

< W2 o / g dT + 12 ey / drdl| + el | / Dearor dT| <
1 6 7

< [[Alle@nll®llorr: [ Lllorry + 176 lows 19 llo.rrsl11o.re +
+le le@nllPextllorr- ¥ llorr, <

< A} le@nColllrap 1L orr, + 126 lowe) Call 100 | Lllorre +
+le"lc@n CallVeatllor,rr |0 11m00, <

< max(||h7]lor), 176 lowe)) max(Co, Cs) ([ []1r00 1 Lllorrs + 1Y l11r,000 | Lll0r1s) +
+le"lemn CsllFeatllorr- 191100, <

< &g -max(Co, C3) - ([[¢¥|l1r.0p 1 Lll0rr, + 1911000 1 Lll0,r16) +
+€103||Q9e$t||077’71_‘7||w||177’7glwo )

kde jsme ve druhé nerovnosti uzili Holderovu nerovnost a ve tieti vétu o stopach.
Tedy

(F(a™, "), ¥y = (F(a, B), ¥)  pro vSechna ¢ € V. (3.97)

Nyni ovéfime omezenost Fq(a, [, 1)

Fa(a, B, ¢) = /

Qa1

qrdQ + / Bryrdl + / Ber dI’ + / aeptpr dl <
Iy Ts L7

< / 1] A2 + B[V llomrs 1L oty +
Qai

+ﬁmax”¢”0,r,l"5 H 1 ”0,7",1"5 + O‘max”w HO,T’,F7 ”ﬂe:vt HO,T’,F7 S

1 1
<o ( / q%cm) ( wrcm) + B Colltlmcap | Uloors +
Q

al Qa

+BmaxC3l[ ¥ [11r. 000 1 L0716 + OmaxCal|Y[|1r.005 1 Featllorr, <

< Ql||Q||L3(QGl)||¢||L$(QGL) + CoﬁmaleHO,r,Fl||w||1,r,QPz +
+C3(Brmaxl| [ 0,r.0s + Cmaxl| et lo.r ) [[]]1.r.00, <

< allgllzzea 1Vl + Klldla (3.98)

kde jsme v prvni nerovnosti uzili Holderovu nerovnost a ve druhé vétu o stopach.

Nyni vztahy (A.19), (A.20), (3.96), (3.97), (3.98) spolecné se skutecnosti, ze ¢tverec normy
| - || je slabé zdola polospojity funkciondal tvoii predpoklady abstraktni existencéni véty
A.2.2 a ta zarucuje existenci FeSeni tlohy (3.91). O
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3.5 Uloha identifikace tepelného zdroje

Lisovani sklenéné produkce na karuselovém lisu je periodicky proces, pti kterém se v pri-
béhu kazdého cyklu odvede ze sklenéného vylisku urcité mnozstvi tepla. Cilem ulohy
identifikace tepelnych zdroji je najit stacionarni tepelny zdroj, ktery v prubéhu lisova-
ciho cyklu vygeneruje v jednotlivych castech sklenéného vylisku stejné mnozstvi tepla
jaké je odtud ve skutecnosti v pribéhu cyklu odvedeno (viz téz [34]).

Pti feseni problému vyjdeme ze zakladni rovnice vedeni tepla ve tvaru

9 k(0% 109 0%
<W -+ ;E -+ @) =q v [O, T] X QGl . (399)

c
Yot 0

V prvnim kroku je tfeba urcit kolik tepla béhem jednoho cyklu je nutno odvést
z jednotlivych ¢asti vylisku, aby bylo dosazeno v ¢ase zvednuti razniku, (tj. ¢as T = 13
sekund) na hranici I'; konstantni pozadované teploty o velikosti K, K.

Uloha A:
Budeme tedy tesit smisenou tlohu pro vedeni tepla bez vnitinich zdroja, ktera ma ve
valcovych soufadnicich diferencialni tvar

00y Ky (8219A 1094 0294

Clﬁ_a or? +; or * O0x?

) =0 v [0, 13] X QGl , (3100)

kde ¢; oznacuje specifické teplo skloviny a k; koeficient teplotni vodivosti skloviny a g,
mérnou hmotnost skloviny. S pocate¢ni podminkou

19A(0,:1:, T) = 1423 \4 QGl (3101)
(to odpovida konstantni teploté 1423 K v okamziku davkovani skloviny)
a okrajovymi podminkami

Kr, — 1423
13

(tato podminka zarucuje dochlazeni vnitini strany vylisku v ¢ase 13 sekund na pozado-
vanou teplotu Kr,) a

Dult,z,r) = t41423  na [0; 13] x Ty | (3.102)

Kr, — 1423

ﬁA(tva‘aT) = 88

t+1423  na [0;13] x T | (3.103)

(ta zaruci dochlazeni vnéjsi strany vylisku v okamziku vyjmuti vylisku z formy, tj. case
88 sekund na pozadovanou teplotu KT, ).
7 osové symetrie tlohy dostaneme okrajovou podminku v ose systému

9
%—:(t,x,r) =0 na [0;13] xT, (3.104)

a na hranici oddélujici vylisek od lisu podminku

Va(t,x,r) = hs(t,z,r) na [0; 13] x '3 . (3.105)
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K této tloze (3.100) - (3.105) chceme najit staciondrni tlohu s ¢asové nezéavislym
zdrojem tepla, kterd bude mit stejné feseni jako tloha (3.100) - (3.105) v ¢ase 13 sekund.

Uloha B:
Hledame hustotu tepelnych zdroju ¢(x,r) takovou, aby feseni tulohy
ky (029 1095 0%9p
M s = 0 .106
g1(8r2+r87’+8:c2 q Vot (3.106)
s okrajovymi podminkami
193(37,7‘) = KF1 na Fl s (3107)
Ky, — 142
193(5(7, T) = HT3 13 + 1423 na F6 s (3108)
0
aa—s(sc,'r’) =0 na Iy (3.109)
a
Vp(z,r) = h3(13, x, 1) na I's | (3.110)

odpovidalo feseni ulohy (3.100) - (3.105) v case 13.

Poznamka.

Chceme nalézt takovy tepelny zdroj stacionarni tlohy B, kterym by bylo odvedeno za 13
sekundy stejné mnozstvi energie jako u nestacionarni tlohy A, ktera vede k optimalnimu
dochlazeni (k dosazeni pozadované povrchové teploty Kr, K) v ¢ase separace vylisku a
razniku, respektive vylisku a formy.

Predpokladame tedy, Ze fesSeni tlohy A (3.100) - (3.105) v case 13, ozna¢me ho
¥%5(13,x, ), je shodné se stacionarnim feSenim tlohy B (3.106) - (3.110), jeZ oznacime
W5 (x, r). Tedy uzitim (3.100) a (3.106) dostaneme

0V 4 _ k1 (8219A 100¥4 8219A) _ ky (82193 10vp 62193) ~ g .(3111)

“Cor o1 \ 0r? +;87’+8:c2 o1 \ 0r? +;8'r+0x2
tedy
oV
cla—tA:—q v [0; 13] x Q¢ (3.112)

Integraci pres libovolny Gasovy interval [ty, o] C [0; 13] dostaneme

to 19 t2
t t1

1
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tedy
c1(Dalte, x, 1) — alty, x, 7)) = (t1 — t2)q(x, 1) v Qa (3.114)

a tedy

ale.7) = Clt Wats, 7, 7) = Da(ta, 2, 7)) v Qe | (3.115)
2 —t
kde 9,4 je TeSeni tlohy (3.100) - (3.105).
Dosadime-li nyni ¢; = 0 (pocatek lisovaciho cyklu) a to = 13 (okamzik vyjmuti razniku
z vylisku) dostaneme

C1

514230413, 2. 1)) v Qar (3.116)

Q("L‘a T) =

Ulohu (3.100) - (3.105) budeme nyni fesit numericky, tim nalezneme hodnoty funkce
V4(13,x,7) v jednotlivych uzlech sité, dosadime je do (3.116) a tim dostaneme hodnoty
vhodné hustoty tepelnych zdroji g(x, r), které dosazujeme do vyrazi Sourceq(v) z (2.69)
vystupujictho v rovnici (2.74), resp. Sourceq () z (2.84) vystupujictho v rovnici (2.93),
resp. Sourceqs(v) z (3.12) vystupujiciho v rovnici (3.21), resp. Sourceqr(¢) z (3.44) vy-
stupujiciho v rovnici (3.53), resp. Sourceqs () z (3.70) vystupujiciho v rovnici (3.79),
resp. Sourceq () z (2.84) vystupujiciho v rovnici (3.88).
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3.6 Citlivostni analyza

Citlivostni analyza byla publikovdna v ¢lanku [34]. Jejim cilem je navrhnout zptisob mo-
difikace hranice dutiny razniku tvorené izola¢ni bariérou tak, aby doslo v minimalizaci
ucelového funkcionalu (3.24). Stavova tloha popisuje chlazeni horké skloviny v oblasti
Q¢ chladici vodou proudici v oblasti Qg,. To je dobré zdiivodnéni pro zavedeni fyzikal-
niho predpokladu, Ze tepelna energie je prenasena po spadnicich teplotniho pole razniku
a izola¢ni bariéry z hranice I'; na hranici I'%$®. Rizeni rozloZeni teploty na hranici I'; je za-
loZeno na lokdlni zméné tepelného odporu zptisobeného zménou tloustky izolacni bariéry.
Proto fidime teplotu na I'; posouvanim vnitini hranice izola¢ni bariéry I'z°.

Ozna¢me Q%; = Int Q% U Q%e. Necht je B € I's® hrani¢ni bod Q%5 a Ug je jeho
dvoudimenzionalni okoli. Necht jsou B, Br € I'%® hrani¢ni body Ugal;,, I'pC Q%
spadnice teplotniho pole razniku a izola¢ni bariéry takové, ze By, € I';, a Br € I'g. Necht
jsou A5 € TNy, Ak € TrNTy a Qroe C Q%5 je podoblast ohranicena 'y, T'Foc, T'g, TH,
kde I'f¢ =Ty N Qpoe, [5¢ = T%° N QLoe (viz obr. 3.8).

e
PB

QLOC //_'
Tece
— B
4/()(3 Qecea
B
F5

- T

Obrézek 3.8: Teplotni spddnice urcuji bodové prirazent definujici homeomorfismus prenosu
tepla.

Uvazujeme Neumannovu okrajovou tlohu na €27,. jako

0?9 1909 0%
—]i)l' <W + ;E + @) =0 \ QLOC, (3117)
o Loc Loc
k?la—n = g na FLUFI UFRUFB s (3118)

kde k; je koeficient teplotni vodivosti v €; (i = 0,4) a g je lokalni tepelny tok.
Podle druhého zakona termodynamiky dostaneme

o

8_71 =0 OIIFLUFR, (3119)

(nebot I'y, ' jsou teplotni spadnice teplotniho pole) a dle nutné podminky pro existenci
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feseni Neumannovy okrajové tlohy dostaneme

" vV

Ffoc 871 FIB,OC an

Tato rovnost umoznuje definovat homeomorfismus pienosu tepla.

Definice. (homeomorfismus prenosu tepla)
Zobrazeni § : I'y — I'}® nazyvame homeomorfismus prenosu tepla, jestlize plati:
pro kazdé okoli T'1°¢ C Ty plati, Ze teplo, které do oblasti Q% vtede timto okolim T'Fo¢ 7
oblasti Q% odtece okolim S(T'1o¢) = I'kee C I'ge.

Jestlize v néjaké casti I'y potfebujeme snizit teplotu, lokalné snizime tepelny odpor
tim, Ze posuneme body I'}* ve sméru spadnice teploty do vnitiku izola¢ni bariéry (tim sni-
zime jeji tloustku). Naopak v mistech hranice I'1, kde potfebujeme vyssi teplotu, zvysime
tepelny odpor zvySenim tloustky izola¢ni bariéry, coz lokalné snizi intenzitu chlazeni.

Mnozstvi tepelné energie, které garantuje pokles teploty povrchové vrstvy I'lec
tloustky h z teploty ¥o(A*) (hodnota FEM (3.117), (3.118) v bodé A* € T'l>¢. S(A*) = B)
na teplotu 11, , lze priblizné vyjadrit ve tvaru

Qﬁgc = CoQoPrfoch(go(A*) —1Tr,), (3.121)

kde Prroc je plocha vytvofend rotaci I'2o¢ kolem osy z.

Tato energie musi byt odvedena z podoblasti Q1. povrchem I'5°¢) nebot S(I'fo¢) = 'k
Toho 1ze dosdhnout sniZenim teploty ¥4(B) (hodnota FEM feseni (3.117), (3.118) v bodé
B € I'y) na hodnotu Tpeee.

Mnozstvi tepelné energie, ktera zptisobi, ze teplota 54(3) poklesne na pozadovanou hod-
notu Treee povrchové vrstvy 'L tloustky h mtize byt vyjadiena priblizné ve tvaru

Qrgoc — C4Q4prgoch(§4(B) — TFSBES) y (3122)

kde Prroc je plocha vytvofena rotaci ['Le¢ kolem osy .

Poznamka
Vzhledem k velkému rozdilu vodivosti razniku a izola¢ni bariéry mize byt izola¢ni odpor
razniku zanedbéan. Z tohoto diivodu nahradime ve vypoc¢tu hranici I'y hranici I's.

V souladu s predpoklady, nahradime bod A* bodem A, ktery je prisecikem I's s teplotni
spadnici z bodu A*.
Porovnanim (3.121) vyhodnoceného na I'; a (3.122) dostaneme

€404 Ppzoch(U4(A) = Tr,) = ca0aPraoch(V4(B) — Tryse) . (3.123)

Odtud dostaneme odhad pro teplotu Tree odpovidajici Tr, jako

Trese = U4(B) — 52— (Ua(A) — Tt,) . (3.124)
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Je-1i spadnice teploty rovnobézna s osou z (tj. s osou systému v dusledku symetrie), je
tloha (3.117) redukovana na stacionarni jednodimenzionalni vedeni tepla ve sméru pro-
ménné r a mé linearni fesSeni. Je-1i spadnice teploty rovnobézna s osou r (tj. v hypotetic-
kém pripadé tvaru trubky), je tloha (3.117) redukovdna na stacionarni jednodimenzionalni
vedeni tepla ve sméru proménné r a ma logaritmické feseni. Tedy mtizeme predpokladat,
Ze TeSeni podél teplotni spadnice s obecnym smérem ma charakter mezi témito extrém-
nimi stavy. Pro tcely analyzy citlivosti predpokladédme linearni zavislost teploty na délce
teplotni spadnice.

Uvazujeme fixovanou teplotu na hranici I'5® a nahradime teplotni spadnici spojujici A a
B piimkou spojujici A a B (viz analogie pro A a B’ na obr. 3.9a) a dostaneme

T, —04(B)  Va(B) — Tree
dist(4, B) — Shift(B) ~ Shift(B)

(3.125)

kde Shift(B) je odhad pro posunuti bodu B ve sméru vektoru v = A — B, které zvysi
nebo snizi lokalné teplotu na I'k°¢. Odtud plyne

dist(A, B
Shife(B) = — WA B) (3.126)
Tr,—0a(B) 4
%(B)—Trge
Zvolime fidici body B°, B!, ..., B™ € I'%4* tak, aby
B' =[xy, fé(z;)] for ap<mp<ay <a3<- <2y =2y
a pridruzené stinové body A° Al ...  A™ € T, takové, 7e B' = S(A') pro i =
0,1,...,m.
Dale ozna¢ime A" = [z, fo(w4:)] proi = 0,1, ..., m a Ty C 'y je ¢ast hranice Ty

s koncovymi body A%, AL (A, € Ty je stiedni bod A"1A" a A% € Ty je stiedni bod
A"AY). BY = S§(AY) a B, = S(A%) jsou obrazy A%, Al pii homeomorfismu prenosu
tepla.

Aproximujeme
Prgee( ') m 2 folin) [y, — 22 1 (alay) — Folgy )P (3.127)
a
Prgpe(BY) m 27 f5(w) [(am, — 2y P + (ilamy) — Jiam))? . (3128)

Dosadime tyto aproximace do (3.124) a potom (3.124) do (3.126), abychom vypo¢citali

-

velikost posunuti ¥idiciho bodu B’ ve sméru vektoru v = A" — B’ pro piisti iteraci ze
vzorce

dist(A?, BY)
I () \/(xB%—xBiL)2+(fZ(xB§%)—ff($BiL))2 Tr, —04(B)

fa(z4i) \/(Z'A%*Z'Ai )2 4-(f2(z 44 )*fz(rAiL))2 RAVOR +1

Shift(B") = : (3.129)

i
L R
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FQ eee
QBa

2y O Qe QG
£ —Teee
2% g
|
O ~ N\
= Ju(B) - NN
Ieee
At B! B' Gradient line
Shift(B")
Obrazek 3.9: a) Odhad posunuti. b) Schéma rotovaného systému.

kde ¥, znadi feseni stavové tlohy (2.93) - (2.94) a Tp, teplotu, na kterou je vngjsi povrch
razniku T'; optimalizovan (viz obr. 3.9a). Kladn4 hodnota Shift(B") znamené posunuti ve
sméru vektoru v?, tj. do oblasti Qs (bariéra) a zapornd hodnota Shift(B’) posunuti ve
sméru vektoru —uv', tj. do oblasti Q% (dutina razniku).

Konstrukce hranice I'y® je provadéna takovym zptsobem, ze v kazdé iteraci jsou
vsechny fidici body B? nejprve otodeny v negativnim smyslu o 60° do pozice B'. V této
pozici je vytvoren kubicky spline, tvorici novy tvar hranice I'4¢ a tato kfivka je otocena
zpét do puvodniho systému soufadnic, ve kterém jsou feSeny dalsi tlohy. To umoznuje

dosdhnout v dolni ¢asti dutiny tvar hranice 'S se zdpornou tecnou (viz obr. 3.9b).



Kapitola 4

Numericka realizace ulohy

V numerickém experimentu byl navrzen a odladén algoritmus pro optimalizaci izolac¢ni
bariéry pro lisovani vazy z olovnatého kiistalu. Optimalizované hranice byla modelovana
pomoci prirozenych kubickyjch spline funkci. Nejprve byl nalezen stacionarni zdroj tepla
jako FeSeni tlohy identifikace tepelného zdroje (3.100) - (3.105) z kapitoly 3.5 a pak byl
pouzit ve vSech iteracich algoritmu. V kazdé iteraci byl nejprve nalezen potencial rychlost-
niho pole chladici vody fesenim tlohy (2.17) a z néj byly vypocteny slozky rychlostniho
pole vody ve tvaru (2.18). Nésledné bylo zjisténo rozlozeni teploty v celém systému feSe-
nim stavové tlohy (2.93) - (2.94). Potom byla vypoctena hodnota tcelového funkcionalu
pro cilovou teplotu Ty, = 1073 [K] (= 800°C') na I'; v dané iteraci a byly nalezeny nové po-
lohy kontrolnich bodi fidici hranice izolacni bariéry I'%5® pomoci citlivostni analyzy. Novy
tvar hranice izolacni bariéry byl navrzen tak, Ze byla sestrojena prirozena kubicka spline
funkce prochazejici kontrolnimi body nové iterace. Bylo provedeno 99 iteraci procesu op-
timalizace a mezi nimi byla nalezena iterace s nejmensi hodnotou tcelového funkcionalu.
Numericky experiment byl publikovan v [34].

4.1 Fyzikalni parametry systému

Pro numerickou tlohu bylo uzito parametrii vazy z olovnatého k¥istalu, na niz byly v pri-
béhu roku 1999 provedeny méfeni publikované ve vyzkumné zpravé [5]. Vaza o vysce
0,267 [m] a hmotnosti 1,55 [kg] byla lisoviana na karuselovém lisu, na kterém raznik lisuje
sttidaveé v Sesti formach. Celkova délka pracovniho cyklu formy byla 162 sekund, pfi¢emz
pracovni cyklus razniku trval 27 sekund.

Pro vypocty byla uvaZovana sklovina s hustotou g, = 2500 [kg/m3], specifikym tep-
lem ¢,; = 796 [J/kg.K]| a tepelnou vodivosti k; = 3,8 [W/m.K]. Raznik a forma byly
z oceli o hustoté gy = p3 = 7800 [kg/m3], specifikém teplu c,g = c,3 = 482 [J/kg.K]
a tepelné vodivosti kg = k3 = 73 [W/m.K]. Izola¢ni bariéra byla vyrobena z keramiky
o hustoté g4 = 4500 [kg/m?], specifikém teplu c,q4 = 900 [J/kg.K] a tepelné vodivosti
ky = 2,5 [W/m.K]. Chladici vodu uvazujeme s hustotou g = 1000 [kg/m?|, specifikjm
teplem ¢, = 4180 [J/kg.K] a tepelnou vodivosti ky = 0,6 [W/m.K]. Chlazeni bylo rea-
lizovano mnozstvim V' = 1 [I/min] vody pii teploté na vstupu v, = 288 [K]| (= 15°C).
Teplota okolniho prostiedi byla uvazovana .., = 333 [K] (= 60°C). Koeficient prestupu
tepla mezi vn&j§im povrchem formy a okolnim prostfedim jsme volili a = 14 [W/m?. K]
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(hodnota pouzivana pro podlahové vytapéni). Koeficienty mérného toku premérnované
hmotnosto télesa byly zvoleny 5, = B¢ = 0. Cilova teplota vnéjsiho povrchu razniku I'y
byla volena Ty, = 1073 [K] (= 800°C).

Realny periodicky proces chlazeni byl pro zjednodusSeni nahrazen stacionarnim vedenim
tepla pro stfedni hodnoty teplot.

4.2 Urceni stacionarniho zdroje tepla

Stacionarni zdroj tepla byl urcen jako feSeni ulohy identifikace tepelného zdroje z kapitoly
3.5 s pocatecni teplotou Ty = 1423 [K] (= 1150°C') v oblasti g, a pfedepsanym linedrnim
poklesem teploty na cilovou teplotu 7f, = 1073 [K] (= 800°C) na hranici I'; v case
tp = 13 [s] a na hranici I'y v case t); = 88 [s]. Resime tilohu (3.100) - (3.105) metodou
Casové diskretizace s Casovym krokem 7 = 1 [s] pro nehomogenni pocatecni a okrajové
podminky ve tvaru

0%k 1 o9k 929"
con o1y —k17'< o2 . 87“ + 6:102A) =cuo ' v Qar, (4.1)
OA( ) \ QG’l s (42)
Ty — 1T;
O (z,r) = TO—Tirlk na I, (4.3)
P
Ty — 1T;
O (x,r) =Ty — Totirlk na [, (4.4)
M
vk
8—7;4(30,7“) =0 na (T3UTY), (4.5)

prok=1,2,... ,Nys Ny = 13. Uzijeme Software FreeFem++. Sif o 25 781 uzlech a 50
511 trojuhelnicich byla vytvorena automatickym generovanim a na ni byly uzity spojité
po castech kvadratické Lagrangeovy prvky P2.

Ulohu pro slabou formulaci ¢asové diskretizovaného problému zapiseme v software Free-
Fem++ ve tvaru

problem dHeat (9%, ) = int2d(Qe;)((cor * 01 % 9% x ¢ +
thy w7 (de(0F) * da(y) + dy(97) * dy(4))) * y) +
+int2d(Qey ) (—cor * 01 % V¥ s ah x ) +
+on(I', 9% = go) + on(I'y, 9* = ¢1);

kde proménné y uzitd v programu reprezentuje proménnou r z ulohy (4.1) - (4.5) a

’190(.1’,7’) = T() A% QGl s
Ty — T;

gi(x,r) = TO—Tuk na I'y |
tp
Ty — T;

gz, 1) =Ty — 72—k naTy.

L
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Stacionarni zdroj tepla v oblasti Qg v souladu s (3.116) dostaneme dosazenim tohoto
numerického feSeni na posledni ¢asové vrstvé do vztahu

CU
f(.l’,'r) = t_Pl(TO - ﬁ]XA(,]]’T)> [W/kg] ) (46)
kde ¢,1 = 796 [J/kg.K] je specifické teplo skla.

Nasledné byl tento zdroj pouzit ve vsech 99-ti iteracich tlohy optimalizace.

4.3 Urceni rychlosti chladici vody

V kazdé iteraci optimaliz@iho procesu nejprve oto¢ime jedendct bodt B! na body Qj
a pak vytvorime hranici I'%¢ jako prirozeny kubicky spline s jedenacti fidicimi body B?
a otocte jej zpét na hranici I'5°. Nastaveni fidicich boda pro vypocet kubického spline
v pocatecni iteraci bylo nasledujici

[0,015; 0], [0,020;0,010], [0,030;0,016], [0,044; 0,018], [0,060; 0, 020], [0, 085;0,022],
[0,118;0,024], [0, 152; 0, 025], [0, 188;0,025], [0, 226;0,025], [0, 267; 0, 025] .

Po stanoveni tvaru dutiny ¢, v dané iteraci vypocitame potencial rychlostniho pole
chladici vody fegenim Neumannovy tlohy (2.17). Uloha byla opét vyfesena FEM pomoci
softwaru FreeFem++. V pocatecni iteraci byla vytvorena sit s 853 uzly a 1469 trojihelniky
automatickym generovanim a na ni byly uzity spojité pocastech kvadratické Lagrangeovy
prvky P2.

V software FreeFem++ zapiSeme slabou formulaci tlohy (2.17) ve tvaru

problem Potential(®, ¢) = int2d(26,) ((dz(P) * dz(p) + dy(P) * dy(p)) * y) —
_lntld(rln)(hzjnelo * Qo y) - intld(riut)(thlto *px y)a

kde
v

7% 60 * a2’

out V .
velo ™ % 60 * (y(10)2 — a2)’

hin —

velo

V = 0,001 [m3/min] je objem chladici vody na vstupu, a = 0,006 [m] polomér plnici
trubice a y(10) druhé soufadnice posledniho Fidiciho bodu B'°.

Rychlostni pole proudici vody dostaneme v souladu s (2.18) dosazenim tohoto numeric-
kého TesSeni do vztahi

ok} Qee

J— 8$ v Ca
“’1_{ 0 v Q-Qe (4.7)

2% Qee

— 8r v Ca
w: { 0 v Q- (48)
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4.4 Urceni rozlozeni teploty v systému

Stacionarni zdroj tepla f z (4.6) a slozky rychlostniho pole proudici vody wy, wy z (4.7),
(4.8) byly nasledné dosazeny do stavové tlohy (3.79), (3.80).

Uloha byla opét vyfesena FEM pomoci softwaru FreeFem ++. V poc¢atecni iteraci byla
automaticky vygenerovana sit s 121 586 uzly a 242 425 trojuhelniky a byly pouZity spojité
pocastech linearni Lagrangeovy prvky P1.

V software FreeFem++ mé stavova tloha (3.79), (3.80) tvar

problem Thermic(¥d,¢) = int2d(Q)(((k * (dz(9) * dz () + dy(9) * dy(¢))) +
+Cog * 09 % (w1 * dr (V) * Y + wo * dy (V) x 1)) * y) —
—int2d(Q2) (o1 * [ * ¥ xy) + int1d(T7) (v x ¥ *x P x y) —
—int1d(T7)(a % Yege * ¥ x y) + on(Tipn, ¥ = Vy);

Poznamka

Numerické vypocty provedené se skutecnou hodnotou tepelné vodivosti vody ke =
0,6 [W/m.K], pii pouziti modelu potencidlniho proudéni chladici vody v dutiné razniku,
ukazuji zcela nerealistické rozlozeni teploty ve sméru osy r. V tenké vrstvé u povrchu
izola¢ni bariéry se teplota vody blizi vysoké teploté bariéry a po nékolika milimetrech
strmeé klesa na hodnotu 18°C'. Ve zbytku dutiny mé chladici voda teplotu pfiblizné 15°C'.
To ukazuje na skutecnost, ze model potencidlniho proudéni chladici vody neodpovida fy-
zikalni skutecnosti, avsak proudéni ma v dutiné razniku pouze pomocny charakter, ktery
uprednostnuje jeden smér pro odvadéni tepelné energie. Zavedeni realistického modelu re-
spektujiciho stavovou pfeménu vrouci vody na paru u povrchu bariéry by znacné zvysilo
vypocetni nadrocnost a jeho vliv na vysledky tlohy optimalizace by byl zanedbatelny. Nej-
jednodussi odstranéni tohoto rozporu se skutecnosti, pii zachovani modelu potencialniho
proudéni, je vyznamné zvyseni tepelné vodivosti vody, ¢imz se dosdhne prirozenéjsiho roz-
lozeni teploty ve sméru osy r v dutiné razniku. Proto jsme ve vypoctech desetkrat zvysili
tepelnou vodivost vody a zvolili ky = 6 [W/m.K].

4.5 Urceni polohy novych ridicich bodu

Citlivostni analyza s ohledem na optimalizaci teploty podél hranice I'y byla provadéna v
kazdé iteraci. Mame devét vnitinich ridicich bodu B} € I'%® z predchoziho j—té iterace
a devét stinovych bodi Aj € I'; jako priiseciky teplotnich spadnic vedenych z fidicich
bodt Bj. Ve stinovych bodech Aj jsme vypocitali teploty a porovnali je s poZzadovanou
cilovou teplotou na vnéjsi hranici razniku, tj. 7y, = 1073 [K] (= 800°C). Pokud byla
vypoctena teplota v daném stinovém bodé A; vyssi nez cilova teplota, posunuli jsme
fidici bod Bji» ve sméru teplotniho gradientu do oblasti Q%¢ (bariéra); v opa¢ném piipadé
jsme ho posunuli do oblasti 2%, (dutina). Velikost tohoto posunuti byla zvolena tmérné
k mnozstvi energie, o které mé byt odvedeno vice, resp. méne, energie k dochlazeni na
pozadovanou teplotu Tr,. Analogicky postupujeme v piipadé prvniho fidiciho bodu B?
na ose x, resp. posledniho ridiciho bodu B}O na pirimce x = 0,267. Velikost posunuti byla
zvolena na zakladé predpokladu o ”témér” linedrni zavislosti poklesu teploty na tloustce
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izola¢ni bariéry (viz také (3.129)). V kazdé iteraci ((j + 1)-ni iteraci) byla nova poloha
fidicich bodt B; 41 Vypoctena dle formule

Bl,, = Bi + (4.9)
1 1 4 .
+2 (4~ B)
2 rBj-'\/(mBéRimB;:LP‘I*(TB;RiTB;L)2 TF1_54(B§-) 41
f2(xA3).\/(xAé'R_xAé'L)2+(f2(xA3R)_f2($A§L))2 194(A3-)7T1-*1
i=0,1,...,10,

kde %(A;) a 54(3;») znaci feSeni stavové ulohy (3.79), (3.80) v A} a Bl

Ktivkovy integral v ti¢elovém funkcionalu 77 byl po¢itan numericky obdélnikovou me-
todou pro ekvidistantni déleni na 1000 podintervalti vzhledem k délce kiivky pfedstavujici
hranici I';.

4.6 Vysledky iteracniho procesu

V pocatecni iteraci byla izolac¢ni bariéra prilis tlustd, coz zptisobilo extrémné velkou hod-
notu tdelového funkciondlu J& = 168 334, 33.

V nésledujicich iteracich doslo k vyraznému ztenceni izolacni bariéry, coz vedlo k prud-
kému poklesu hodnot tcelového funkcionalu. V 10-té iteraci jiz byla hodnota tcelového
funkciondlu J5 = 1140, 44 a rozloZeni teploty v systému je zndzornéno na obréazku 4.1.

Obréazek 4.1: RozloZent teploty v 10-té iteraci.

V 20-té iteraci byla hodnota udelového funkciondlu Jp = 117,49, v 60-té iteraci J =
2,992 a v posledni 99-té iteraci Jjs = 1,122. Pocitali jsme pouze 99 iteraci. RozloZeni
teploty v systému v 99-té iteraci je znadzornéno na obrazku 4.2.

Obréazek 4.2: RozloZent teploty v 99-t€ iteraci.
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Nésledujici grafy ukazuji rozlozeni teplot méfenych od dolniho bodu razniku [z.;0] € T';
do bodu [zy;0,055] € T'; podél vnéjsiho povrchu razniku I'y v pocatecni iteraci, v 10-té,
20-té, 60-té, 99-té iteraci a cilovou teplotu 7, = 1073 [K].

Obréazek 4.3: RozloZeni teploty podél vnéjsiho povrchu razniku T'y.

Graf na obrazku 4.4 ma zménéné meéritko na ose teploty pro zvyraznéni pribéhu teploty
v poslednich iteracich.

Obrazek 4.4: RozloZeni teploty podél vnéjsiho povrchu razniku I'y se zménénym méritkem
na ose teploty.



Kapitola 5

Experimentalni ovéreni numerickych
vysledkii

K ovéfeni numerickych vysledkt ulohy optimalizace byl navrzen a realizovan experiment,
ve kterém se porovnavalo rozlozeni teploty v razniku klasické konstrukce s vrtanou od-
stupniovanou dutinou (viz obr. 5.1a) a rozloZeni teploty v razniku s vyjiskfenou vnitini
dutinou, ve které bylo aplikovdano proudové regula¢ni téleso (viz obr. 5.1b). Tvar du-
tiny a proudového regulacniho télesa byl vyroben dle vysledkii numerické optimalizace.
Podrobny popis experimentélniho zafizeni je uveden v [17], [42] a detailni vyhodnoceni
vysledki v [19], [29].

Obréazek 5.1: Sestava razniku klasické konstrukce, razniku s vyjiskrenou dutinou a prou-
dovym requlacnim telesem a fotografie razniku pred experimentem.
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P1i experimentu byl raznik ponoien do taviciho kelimku s cinem, jenz nahrazoval sklo-
vinu. Kelimek byl z vnéjsi strany zahtivan v elektrické picce vykonem 5 KW. Raznik byl
chlazen proudici vodou o vstupni teploté 15°C" a pritoku 0, 5 litru za minutu. Experiment
zacinal ve vychladnutém stavu. Picka se zapnula na plny vykon a po dobu 6 hodin se
za stalého proudéni chladici vody snimala teplota ve 12 mistech razniku (viz obr. 5.1).
Dale byla sledovana teplota vody na vstupu a vystupu z chladici dutiny razniku. Teplota
byla monitorovana pomoci vypocetni techniky, zdznam probihal s frekvenci 10 Hz. Za
vyslednou teplotu se brala ustalena hodnota po 6 hodinéch.

T fimil

( «0

[B5]

L=

drzadlo razniku

—raznik s chladici dutinou

——cinova lazen

tavici kelimek

/kelimkové picka

0 © ©6 0 & 6 © 6 © © © 6 © © |-

Obréazek 5.2: Schéma experimentdlniho zarizens.

RozlozZeni teploty na povrchu razniku bylo hodnoceno na zakladé meéreni ve ¢tyfech
mistech razniku v hloubce 5 mm od povrchu. Jeden z bodd méteni byl v ose razniku
a dalsi tfi ve vzdalenosti 50 mm, 125 mm a 200 mm od roviny kolmé k ose razniku
prochéazejici vrcholem razniku (viz obr. 5.3).

Jednotlivé body méreni reprezentuji pro ucely aproximace ucelového funkcionalu ro-
tacni plochy o velikostech uvedenych v tab. 5.1.

Plocha odpovidajici bodu Bi P1 P4 P7 P10 | Celkem
Obsah ptislusné plochy razniku [m?] | 0,003 | 0,016 | 0,021 | 0,029 | 0,069

Tabulka 5.1: Obsahy ploch odpovidajicich jednotlivym bodum mereni.
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Obrazek 5.3: Experimentdlni zatizeni pred a po experimentu.

200

125

P10

Obrazek 5.4: Rozmisténi bodu méreni u povrchu razniku.

Na kazdém z raznikt byl cely experiment pétkrat opakovan. V tab. 5.2 jsou pro oba
razniky uvedeny vysledky vSech péti meéreni, tj. ustalené teploty v bodech méfeni po 6
hodinach.

V patém radku je rozpéti namérenych hodnot v prislusném experimentu a v Sestém pri-
mérna teplota vypocitana jako vazeny aritmeticky primeér, kde vahami jsou velikosti ploch
odpovidajicich jednotliviym bodim méfeni.

— 1
19[ - ﬁ(ﬂBlpl +1934P4+1937P7+79310P10) .

V Sestém tadku je uveden aritmeticky primér priamérnych teplot dosazenych v jednotli-
vych experimentech na kazdém z testovanych razniki.

5
K — Zl;l 19[ )
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Cislo Raznik I Raznik 11

mérfeni 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Ip1[°C] 113,4 | 113,3 | 113,0 | 112,9 | 112,5 | 108,9 | 105,1 | 104,7 | 105,8 | 101,7
¥pa[°C] 104,3 | 105,8 | 106,8 | 106,1 | 106,2 | 105,0 | 102,2 | 103,1 | 104,7 | 100,7
¥pr[°C] 101,9 99,3 | 100,0 98,7 98,2 | 109,5 | 107,9 | 109,3 | 109,1 | 107,8
9p10[°C] 96,7 96,2 96,9 95,7 95,0 | 105,9 | 105,2 | 106,6 | 105,5 | 104,9
Anmax[°C] 16,7 17,1 16,1 17,2 17,5 4,5 5,7 6,2 44 7,1

9 100,8 | 100,1 | 100,8 | 99,8 | 99,3 | 106,9 | 105,3 | 106,5 | 106,4 | 104,7
K 100,2 106,0
JEep 121] 150] 151 167] 1,89| 030 033] 038 | 024 0,60

Tabulka 5.2: Vysledky péti experimenti na puvodnim razniku (Raznik I) a na optimalizo-
vaném razniku s aplikovanym requlacnim proudovym télesem (Raznik II).

V poslednim tadku tab. 5.2 je vypoc¢itana numericka aproximace hodnot tcelového funk-
cionalu J* pro kazdy experiment ve tvaru

TJEP = (9, — K)?.P1+ (Vs — K)?.P4+ (Vp; — K)*.P7+ (U1 — K)>.P10 .

Testujeme nulovou hypotézu o shodé strednich hodnot vypocitanych aproximaci hodnot
ucelového funkcionalu pro oba razniky proti alternativé, ze stfedni hodnota aproximaci
hodnot tuc¢elového funkciondlu na optimalizovaném razniku je statisticky vyznamné nizsi
nez stfedni hodnota na razniku ptvodni konstrukce. Oznac¢ime p; stfedni hodnotu apro-
ximaci hodnot t¢elového funkcionélu J%* na ptivodnim razniku I a 1o stiedni hodnotu
aproximace hodnot tc¢elového funkcionalu J%*P na optimalizovaném razniku II, kde bylo
aplikovano regula¢ni proudové téleso.
Uzijeme jednostranny dvouvybérovy test pro stfedni hodnotu, tedy

Hy : My = M2,
H : M1 > 2.
Testova statistika
Exp Ezxp
T = L 2 = 3,9857 ,
\/(nl—l)s%-i—(ng—l)s% 1 + 1
ni+ng—2 ni n2

kde J7, resp. J3*7, oznacuje aritmeticky primér dat ze souboru 1, resp. souboru 2, ny,
resp. ny, oznacuje rozsah souboru 1, resp. souboru 2 a s?, resp. s3, vybérovy rozptyl dat
ze souboru 1, resp. souboru 2.

Hodnota testové statistiky umozinuje zamitnout nulovou hypotézu dokonce i na hladiné
vyznamnosti a = 0,005, tedy s 99, 5%-ni pravdépodobnosti lze tvrdit, Zze na razniku II
dosahujeme v primeéru lepsich vysledk® nez na razniku I.

Podil

Exp

2_ —(,24
Ezxp
1

naznacuje snizeni bodového odhadu stfedni hodnoty hodnot tc¢elového funkcionalu o 76%.



Kapitola 6
Zaver

Predlozena studie vedla k navrhu nového technického teseni v oblasti chlazeni razniku
pri lisovani sklenéné produkce. Na toto nové feSeni byl podan spolecné s Ing. Vaclavem
Dvordkem, Ph.D. a doc. Ing. Frantiskem Novotnym, CSc. uzitny vzor a patent s nazvem
,Raznik pro tvarovani skla lisovanim®. Jiz byl udélen uZitny vzor evidovany Ufadem
pramyslového vlastnictvi pod ¢islem zapisu CZ 19792 Ul. Je pristupny na adrese

WWW.UpPV.CZ
— databéaze patentl a uzitnych vzortt — narodni databaze — zakladni vyhledavani —
¢islo prihlasky 2009-21235,
¢islo zapisu  19792.
Soucasné byl podan patent s ¢islem ptihlasky PV 2009-328 spolu s zadosti o tplny pri-

zkum. Ten byl Ufadem primyslového vlastnictvi udélen 9.1.2013 pod é&slem dokumentu
303669. Je pristupny na adrese

WWW.UpPV.CZ
— databaze patentl a uzitnych vzortt — narodni databaze — zakladni vyhledavani —
¢islo ptihlasky  2009-328,
¢islo dokumentu 303669.
Dale v ramci Vyzkumného zaméru ¢ MSM 4674788501 poskytnutého MSMT CR

byl realizovan experiment, jehoz vysledky prokazuji zlepsSeni teplotniho pole u povrchu
razniku na hladiné vyznamnosti a = 0, 005.
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Priloha A
Dodatek

A.1 Transformace do valcovych souradnic

Provedeme odvozeni transformace variacni formulace rovnice energie z tiidimenzional-
niho modelu v kartézskych souradnicich do valcovych soufadnic s provedenim nasledné
dimenzionalni redukce vychazejici z predpokladu rotacni symetrie celého problému, tj.
nezavislosti na thlové soutradnici ¢.

Véta A.1.1. (transformace do vdlcovych souradnic)

Predpokladame rotacni symetrii ulohy vzhledem k ose x. Potom ma uloha ve vdlcovych
soutadnicich po provedeni dimenziondlni redukce uhlovée slozky ¢ ndsledujici vyjadrent.
Variacéni formulace rovnice energie (2.74) ma tvar

Energys (9, w, ) + Energye™ (9, ¥) + Environmento (19, 1) =

= Sourceq(¥) + Coeffo (V) (A.1)
kde
Energyec® (9, w, 1) = c,0 /Q ) (%‘iﬁ +%w2) YrdS) (A.2)
Energye™ (0, ) = ko /Q i (%i? g‘ﬁ + %i“ gf) rdQ + (A.3)
(2
nf (),
P f ()
Environmentq (¥, 1)) = /F ads|pr dT (A.4)
Sourceq (V) = o, /Q qur dQ) | (A.5)
e
Coeff, (1)) = /F Bupr dT + /F Bgtpr dT + /F algptfr dT . (A.6)
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Diikaz. Ulohu transformujeme do valcovych soufadnic nasledujicimi vztahy
r, =T,

Ty =TCOSQ,

T3 =rsinp,

oo o oy
al‘l 8@ 8903

or or or )
8—371_0’ a—@-cosgp, a—%_smgo,
Op 0 Jdp  —sing dp  cosp
or, ory  r ors  r

Predpoklad rotacni symetrie problému vzhledem k ose x znamend, ze funkce vystupujici
ve vsech rovnicich a jejich derivace nezavisi na tthlové soutadnici ¢. Transformace slozek
vektorovych funkei (rychlosti proudéni u) jsou déany nasledujicimi vztahy

U = wy ,
Ug = W COS © ,

U = Wy Sin @ .

Skalarni funkce (teplota 1, testovaci funkce 1) a jejich derivace se transformuji dle vztahi

v=19,

09 09

dr,  Ox

0 0
@:Ecoscp,
oY 09 .
8—333:58111@

Pro lepsi orientaci v textu zde odlisime trojny a dvojny integral. Transformujeme jednot-
livé ¢leny rovnice energie

Energy (9, u, ¢) = CUQQ/// <%u1¢ + %uﬂ/} + %u:ﬂ/}) dx; day das =
Gen Oy O3

) Iy
_chQ/// (8 2 11/1—|——COS(,OUJQCOSQOQ/J—Fa—SIHQOMQSlHQOQ/J) rdrdrde =
Gca

= Csz/// <%w1¢ + %u&d}) rdrdrdp =
Gea

= QWCUQQ// (6192 6 um/z) rdz dr = 2rEnergy (9, w, 1)
Qca



A.1. TRANSFORMACE DO VALCOVYCH SOURADNIC

Energywnd Y, ) = ko / / / (
Gpy

09 D, iy 0% 900 00
al‘l 8901 8902 al‘g 82’ 62

) dl‘l dl‘g dl‘3 +

ol (G G G ) i arde
el (G e G ) s+
e [l (e S ) am e~
— ko///GPl <661jc0 gi} % ostpg—d) cosw+% Slngog—w smcp) rdzdrde +
///Gm <%%+% 08 ‘Pg_d) COSS@JF% sin sog—w Slngo) rdzdrde +
(B B B ) v
(B B B )
= ko///sz (%iogf aﬁogw)rdxdrdgoJr
///GG @il ?jj o 6;@) rdedrdg +
o flf (g e raviraes
ol (Ga e rasarae
= k] (50204200 v sz [ (00420 v+
+27rk2//90<66i2 gi’ aaff gf) dz dr + 27rk3//QM<8§i3 gi’ 88% g@f) e dr —

— 27 Energy®™(9, )

Environmentq (9, ¢) = // ads|pepyp dS = 27r/

Sourceg ()

as|p,r dT =

r;
= 27 Environmentq (1, 1)

/// 1 dxy dog drs = 270y // qYrdrdr =
CTVGl QGl

= 27 Sourceq(v))



84 PRILOHA A. DODATEK

Coeft (1) = / /F . By dS + / /F ., Bep dS + / /F . o)) dS =

= 27?/ GrprdIl + 27r/ Berdll + / aeztbr AT = 27 Coeffq (1))
I' s

T'7

Dosadime-li transformované vztahy do (2.74) a vydélime ¢&islem 27 dostaneme (A.1). O

Véta A.1.2. (transformace plosného integralu do vdlcovych soutadnic)
Necht rotacéni plocha S vznikne rotact krivky T' s parametrickym vyjddrenim

r=2x

- = r(2) € [0,1] (A7)

kolem osy x. Potom plati

h(z1, T2, 23)dS = 21 | h(z)rdl . (A.8)
Il I

Diikaz. Plochu S definujeme parametricky pomoci vektorové funkce

F(z,p) = T(:E):Zosgo (x, ¢) €10,1] x [0,27) .
r(x)sin g
Potom
1 1 k
45 = |5 x 5 lldedo =] Jdade =

1 r'(z)cosp 1'(x)sing
0 —r(x)sing r(z)cosyp

\/r(a:)z('r”(a:))2 + 7(2)2(cos? ¢ + sin® p)dadp = r(z)y/1 + (r'(z))2dzde = rdTdy ,

// (21, 22, 23)dS = / / (x, )] 8F X a—FHda:d<p—
= /0 /0 h(x)r(x)\/dedcp - /0 /F h(z)rdT'de = 27 /F h(z)rdl |

kde jsme vyuzili rota¢ni symetrie funkce h (tedy h(z, ) = h(z)) a parametrické vyjadieni
kiivky I' ve tvaru (A.7). O

tedy
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A.2 Pouzita tvrzeni

V ditkazech existence obou tloh tvarové optimalizace uzivame vysledek prevzaty z [2].
Necht © je mnozina pfipustnych oblasti 2 € R". Piedpokldddame, ze © je casti néjaké
vétsi mnoziny ©;0 C ©.

Pro kazdou 2 € © definujeme pridruzeny Hilberttiv prostor V' (€2) funkei definovanych
na €. Jestlize €2, Q2 € é, n € N, pak symbolem

Q2,9 Q, pron— oo (A.9)

oznacCime konvergenci oblasti. Déale
U, — U , Pron — oo (A.10)

oznacuje konvergenci u, € V(Q,) k u € V(Q), kde Q, a Q € ©. Predpokladame, 7e na
© je definovana vhodna topologie a konvergence (A.9) a (A.10) jsou také definovany.

Necht u: Q€O —ud) e V(Q) (A.11)
je zobrazeni, které prifazuje kazdé oblasti ) € O pfidruzené feseni stavové tlohy u a
necht

G ={(Q, u(2)| 2 €6} (A.12)
je graf (A.11).
Necht I(Q,u)s Q € O, u € V() je ucelovy funkcional, jehoz hodnoty jsou na G oznaceny
jako J(Q), tj.
Jako J(€2), 1] J(Q) = 1(Q, u(Q)) . (A.13)
Definujeme abstraktni tlohu optimalniho navrhu

Nalézt Q" € O takové, Ze
JOQH)<J(Q) VQeo. (A.14)

Predpoklady:

A(i) G je kompaktni v nasledujicim smyslu: Je-li {€2,}, Q, € © libovolna posloupnost,
potom existuje podposloupnost

{( Qs w(€,))} € {2, u($20)) } (A.15)

a prvek (2,u(Q2)) € G takovy, ze
Q.. & Q, pro n — oo (A.16)
u(Qy,) — u(), pron—oo. (A.17)

A(ii) I je slabé zdola polospojity: Je-li ©,, Q € © takové, 7e Q, & Q a je-li v, €
v(Q,), v € V(Q), takové, ze v, — v , potom

liminf,, I (Qp,v,) > 1(Q,v) . (A.18)

Véta A.2.1.
Za predpokladi A(i) a A(ii) ma problém (A.14) alesponi jedno teseni Q* € ©.

Diikaz. Viz [2] str. 29. O
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V dikazu existence feseni tlohy identifikace uzivame obecny existencni vysledek pie-

vzaty z [3].
Necht U je Banachtv prostor, U,y C U kompaktni mnozina, V' Hilbertuv prostor s nor-
mou || - ||. Uvazujme bilinearni formu a(F’;-,-) definovanou na V' x V' a linedrni spojity

funkcional (f(F'),-) na V . Forma a funkcional necht jsou zavislé na parametru F' € U .
Predpokladame, ze existuji konstanty ag, @3 > 0 a mnozina U°, U,y C U° C U nezavisla
na I, u,v takova, ze pro vSechna F' € U° a vSechna u,v € V' plati

a(Fiu,v) < apffull[lv] (A.19)
a(F;u,u) > agllul]? . (A.20)
Dale predpokladejme
Jestlize F, F,, e U°, F,, - FvU awu, —u (slabé) ve V pron — oo,
pak a(F,;u,,v) —a(Fu,v) Yo €V (A.21)
Jestlize I\ F,, € U°, F,, — F v U,pak (f(F,),v)— (f(F),v) Yv €V (A.22)

Existuje konstanta v > 0, nezavisla na F, v takova, ze

[{f(F),v)<~Alv]| VFeU’ Yv €V . (A.23)

Uvazujme nasledujici stavovy problém:
Pro F' € U,y nalézt u(F) € V' tak, aby platilo

a(F;u(F),v)=(f(F),v) Yv eV . (A.24)

Za predpokladi (A.19), (A.20) a (A.23) mé podle Laxovy-Milgramovy véty stavovy pro-
blém (A.24) pravé jedno feSeni pro kazdé F' € U°.
Necht je dan funkcional

j: (U xV)—=R,
splnujici nasledujici podminku
Jestlize F\ F,, ¢ U°, F,, - F v U awu, —u (slabé) ve V| pak
liminf, o0 (Fp, un) > j(F,u) . (A.25)

Definujeme tcelovy funkcional vztahem
J(F) = j(Fu(F)), (A.26)

kde u(F') znadi feSeni problému (A.24).
Formulujeme problém optimalniho navrhu:

Nalézt F° € U,q takové, ze
J(F°)<J(F) VYF €Uy . (A.27)

Véta A.2.2.
Za predpokladi (A.19) az (A.23) a (A.25) ma problém (A.27) alespon jedno Tesent.

Dikaz. Viz [3] str. 270. O
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