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Tabulka pouzitych symbolu

Symbol Vyznam

X vektor stavu

u vektor fizeni

y vektor zobecnénych souradnic

t cas

f prava, popt. leva strana soustavy pohybovych rovnic

l doba pohybu

n fad soustavy pohybovych rovnic; fad prostoru spline-funkci

m dimenze vektoruy a u

0 nulovy vektor nebo matice

1 jednotkova matice

a;, a; bazové koeficienty

{b'}:: systém bazovych funkei b,(1), kde i =i,...,i,

N parametr bazového systému (u systému typu spline déleni intervalu [0, 1 ])
T parametr bazového systému — u systému typu spline je 7=¢,/N

skalarni soucin

norma indukovana skalarnim souc¢inem

F & : 2 o iy
zobecnéna eukleidovska norma "xHK = x"Kx, K pozitivné definitni

A (1) bazovy prvek vyssiho fadu odvozeny od A'(r)

X 2 zkracené oznaéeni A*(t—iT), Z*(t-iT)

Sy(0,¢,) | prostor spline-funkei fadu  na [0,:1.1

Z,(0,t,) |prostor spline-funkci s nulovymi okrajovymi podminkami do tadu n
V(4,-4,) | Vandermondiv determinant

bazovy systém v prostoru S} (0,7,)

finitni bazovy systém v prostoru Sy(0,2,)

matice baze
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A, bod spliujici okrajové podminky

A, bod splijici nulové okrajové podminky

C matice soustavy okrajovych podminek

G regulami podmatice matice soustavy okrajovych podminek
R prava strana soustavy okrajovych podminek

U, v matice rozkladu soustavy okrajovych podminek

X matice koeficientii v redukovaném prostoru parametril

J kritérium optimality

Vi gradient J podle A

J' kritérium rozsitené o pokutové slozky

Z vektor optimalizovanych parametrl

n, pocet slozek vektoru z

C prostor spojitych funkci

C prostor funkci k-krét spojité diferencovatelnych

C prostor vektorovych funkci dimenze m k-krat spojité diferencovatelnych
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Predmluva

Cilem této prace je popsani vysledki, kterych autor dosahl v obdobi mezi roky 2000-2004 v oblasti
vypoétu optimalnich trajektorii dynamickych systémi, aviak v navaznosti na postupy, které byly
realizovéany jiz v ramci diplomové a disertaéni prace v letech 1996-2000. Jedna se tedy o vysledky
pomémné dlouhodobého individualniho vyzkumu, ktery viak v minulych letech probihal s riznou
intenzitou. Diplomové prace byla pfedevsim realizaci metody aproximace trajektorie primyslovych
robotil s vyuzitim spline-funkce navrzené Skolitelem autora Doc. Mgr. Véclavem Zadou, CSc. [1].
Poc¢inaje disertaéni praci viak byly realizovany postupy, které vychazi vyhradné z vlastnich uvah na
zakladé poznatki ziskanych v odborné literatufe.

Pfedmétem tohoto studia je hledani efektivnich metod umoziiujicich pii zadanych dynamickych
vlastnostech systému, poéateénich a koncovych podminkach pohybu, a pfipadné i dodateénych
realnych omezenich, numericky uréit trajektorii optimalni dle zadaného kritéria. Pfitom jsou
uvaZzovana i komplikovand omezeni, jako jsou piekazky v pracovnim prostoru. Tiebaze aplikace
vysledkt byla pivodné piedpokladana v oblasti robotiky, jejich vyuzitelnost je mozna pro mnohem
S$irS§i  tfidu technickych problémid. Vlastnosti realizovanych metod jsou demonstrovany
v konfigurovatelném softwarovém produktu, ktery je postupné piepracovavan a aktualizovan.
Program umoznuje:

definovat dynamiku systému

definovat tvar systému a jeho zavislost na pozici ¢lent
definovat tvar a pozici prekazek

zvolit metodu optimalizace a nastavit parametry vypoctu

Program generuje vysledné ¢asové priibéhy a prostorovou scénu v podobé textovych soubori, které
jsou zpracovatelné do grafické podoby pomoci dalsich softwarovych nastroj.

Ackoliv téma prace se do znacné miry shoduje s disertacni praci autora, v poslednich letech
bylo dosazeno vyrazného zdokonaleni. Doslo zejména k nékolikanasobnému urychleni vypoétu, jak
pro problémy bez omezeni, tak i v piipadé pohybu v prostfedi s piekdzkami. Mnohé z téchto
vysledkli jsou publikovany poprvé v této praci. Oproti disertani praci bylo rovnéZz prakticky
realizovano nékolik alternativnich pfistupli, umoznujicich porovnani vysledki, zobecnéni a dalsi
vyvoj smérem k urychleni vypoctu.

Kromé této oblasti se vSak autor v minulych letech zabyval i jinymi okruhy technickych
problémi, a to dokonce z vétsi casti. Nékolik publikaci bylo vénovano numerickému navrhu
zpétnovazebnich regulatori pro fizeni linedrnich systémi s omezenimi. Autor byl inspirovan
mySlenkou provést navrh kvadraticky optimdlniho regulatoru ¢isté numericky s vyuZitim
univerzalnich algoritmii optimalizace. V piipadé, Ze nejsou zadany omezujici poZadavky na
parametry regulatoru a hodnoty stavovych a akénich veli¢in, 1ze pouzit klasické metody zaloZené na
feSeni dvoubodoveho okrajového problému, ktery vznikne dosazenim do Eulerovych-
Lagrangeovych rovnic. V pfipadé zadanych omezeni vSak tyto postupy nelze aplikovat. Existuje
moznost vypoctu optimalniho akéniho zasahu minimalizaci kritéria v kazdém kroku fizeni. Tento
pristup je vSak obvykle vhodny pouze pro systémy spomalou dynamikou a neni pouzitelny
v piipadé jednoduchych hardwarovych fidicich platforem, jako jsou programovatelné logické
automaty.

Byla proto navrzena odlisna metoda, zaloZend na konstrukei rozsifeného kritéria optimality,
které zaruCuje kvalitni budouci pribéh regulace v ramci omezeni pro viechny stavy ze zadané
mnoziny. Optimalni konstantni regulator pak miZe byt nalezen minimalizaci této funkce pomoci
béZznych algoritml optimalizace. NavrZené postupy byly softwarové realizovany, avSak dosud
nebyly prakticky vyuzity.
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R woii konkrétniho software pro

Znaéné mnoZstvi energie bylo v minulych letech feno.vamz Vg;,?;l;;( je komplexni software
primysl. Nejvyznamn&j$im vysledkem v této oblast, Ucbazi;;-mjje na zakladé vstupnich dat, jako
GIOpt pro vyrobu rovinnych tvarii z tabuli skla. lf'YOET ik U a dalsi technologické parametry,
jsou rozméry materialu a vyrobkd, pozadovane POCtY ,kUS‘;] Hlediskn vyuzitého materidlu a
generovat optimalni rozmisténi vyrobku na fe;ﬂ_yCh P!a“?c & sivan algoritmus prohledavéni
program pro fezaci CNC stroj. Pro optimalizac:l_ je ‘fpnnmpvu v?xu e eh technologickych
s heuristikami; problém je viak vyrazné komplikovan mE10Z8LV I

poZadavki. Sklopan, a.s., a tfebaZe je pivodné

Program byl vyvijen ve spolupréci s libereckou firmou Sleopatl, b shiohol
uréen predevsim pro fezaci stroje vyrdbéné touto firmou, }egouz,”elny l::li}?(m S;rl?\?eﬁslzé revglfbliky
Do soucasné doby bylo prodano pfiblizné 15 licencl do 651(? FEpd y,tr ‘e a v ptipads jeh(;
Polska, Bulharska a Ruska. Program tvofi neoddélitelnou tsoucast vybavy stroj P
chybné funkce by byla uzitna hodnota celého zafizeni nulova. . i AL

Dodateéné byl vytvoren jednoduchy CAD software G-Shap_e pro mteraktmg Irg\r’rh rO(\}f’lgll‘llyCh
tvard a nékteré dal§i pomocné programy. V soucasné dobé jsou programy bp; a b: ape
k dispozici v ¢eské a anglické verzi, véetné dokumentace, vml_nul):chv!lf_te_t_:h vsak_ yla nabizena 1
polské verze. A¢koliv jsou tyto programy ¢isté praktickou zalezitosti, pr1 _,]e_uoch rea?nzgmo b}’ la LEEEIN
fada zajimavych technickych problémi. Hruby popis zdkladnich problémi a principl feSeni byl
publikovan v [A16].

Tiebaze autor si osobné povazuje predevsim vysledkl své vyzkumné a programatorské p.réce,
jeho hlavni pracovni naplni v letech 2000-2004 byla pedagogicka ¢innost na Fakulté mecha_tromky a
mezioborovych inZenyrskych studii Technické univerzity v Liberci. Zde autor garantuje vyuku
predméti Programovaci jazyky a operacni systémy I a II a Programovaci techniky. Obsahem
prvnich dvou predmétii jsou programovaci jazyky C a C++, uvod do problematiky operacnich
systémil a rysy architektury operaénich systémd MS Windows a UNIX. Pfedmét Programovaci
techniky se zabyva zejména popisem datovych struktur a algoritmi pro optimalni organizaci dat a
efektivni pfistup k nim. Ackoliv tyto predméty autor pfimo nezavedl do vyuky, zejména posledni
dva pfedméty ziskaly pod jeho vedenim novou napln. K prednasené latce byly vytvofeny
elektronické studijni materialy v celkovém rozsahu skoro 200 stran. Uvedené texty viak nedosahuji
urovné skript; jsou spise Siroce rozvétvenou osnovou prednasek.

Pro porovnani mnoZstvi programatorské prace vykonané v minulych letech je dale uveden
piehled vytvofenych softwarovych produktii a jejich rozsah méfeny piibliznym po¢tem fFadki.
Zapocitany jsou pouze zdrojové texty vytvorené autorem, nikoliv standardni knihovny a hlavickové
soubory. Programy GECO a SMDMonitor jsou praktické aplikace mensiho rozsahu, v obou
pripadech pro monitorovani a archivaci technologickych veliin. Programy DHOpt a DUOpt jsou
realizaci aktudlnich vysledkl prezentovanych v této praci (metoda nahrazeni trajektorie a nahrazeni
fizeni vCetné¢ navrhu trajektorie v prostoru s prekazkami). Nejrozsahlej$im dilem je dvojice
progfamﬁ G'IOpt a G-Shfi_pc, Jejiz kompletni vypis by vyzadoval pfiblizné 2000 stran. Pro vyvoj byl
chi :rsf:ohﬁp\ili{:.igf? -;f_)um programovaci jazyk C++ a (kromé disertacni prace) vyvojové prostiedi

Program Obdobi vyvoj = o
Disegrtaéni prace 1998-2003 . gg et Fidih (x1000)
GECO 2001 8

SMDMonitor 2002 17

DHOpt, DUOpt 2003-2004 30

GIOpt + G-Shape 1999-2003 ET

bké univerzité v Drazd’anech od fijna
na tento vyzkum poskytla stipendium, i vedeni Fakulty mCChaéoir"t;Y%ﬁ?S}ti‘zlf? TU Dresden, kterd
univerzity v Liberci

té pr : :
Pro uvolnéni autorg zvyuky ve jmenovaném

obdobi.
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Cdst 1.
Uvod

1.1. Problém optimalniho fizeni

Teorie optimélnich procesti je matematickou disciplinou, ktera nachazi uplatnéni v mnoha aplikacich
technické nebo ekonomické povahy. Tento trend je na jedné strané dan stale vétSimi pozadavky na
maximalni vyuziti omezenych zdroji, minimalizaci nakladi a co nejvétsi efektivnost, a na strané
druhé rozvojem vypocetni techniky.

Ukolem teorie optimalnich procesii je urdeni funkce fizeni, ktera premisti dany dynamicky
systém z pocateéniho stavu do koncového stavu optimalnim zptisobem. V této praci jsou uvaZovany
pouze spojité systémy popsané soustavou obyéejnych diferencialnich rovnic

x =f(x,u,?) (1.1)
kde x je vektor stavu, u vektor fizeni a t ¢as, s okrajovymi podminkami ve tvaru

x(0) = x, (1.2)
w(x(,))=0. (1.3)

Jako kritérium optimality je uvazovan integralni funkcional podél trajektorie, ktery pro optimalni
prubéh fizeni dosahuje svého minima:

Ji= ]‘fo(x,u,r)dtamin. (14)

U realnych systémi je ¢asto nutné uvazovat dodate¢né omezujici pozadavky. Cas t, muze, ale
nemusi byt zadan. Funkcional (1.4) je vyjadfenim kvality pohybu podél trajektrorie, popf. splnéni
dodate¢nych pozadavki. Casto je voleno napf. kritérium ve tvaru f, =u’Ku, kde K je zvolena
diagonalni matice s kladnymi prvky.

V ptipad¢, ze funkce f, £,y jsou spojité diferencovatelné podle svych parametri x, u, resp.
x(1,), a po Castech spojité podle Casu, teoreticky rozbor pro ulohy bez dodate¢nych omezeni vede
na soustavu Eulerovych-Lagrangeovych diferencidlnich rovnic které jsou splnény podél optimalni
trajektorie a spole¢né s pohybovymi rovnicemi systému tvoii dvoubodovy okrajovy problém [4].
Tento problém lze bohuZel feSit analyticky pouze v jednoduchych piipadech; pro realné situace je
zpravidla nutné pouZit numerické metody.

Pro numerické feseni uloh optimélniho fizeni byly v minulosti vyvinuty algoritmy, které jsou
bud’to zaloZeny na itera¢nim feSeni dvoubodového okrajového problému, nebo na nebo na piimé
minimalizaci kritéria v prostoru funkci fizeni [4], [5]. V prvnim pfipadé jsou nékteré z okrajovych
podminek splnény pfesné a ostatni s urcitou chybou, kterd se v posloupnosti nasledujicich kroki

zmen3uje k nule (Goodmanova-Lancova metoda a kvazilinearizace). Metody z druhé skupiny jsou
obdobou algoritmi optimalizace funkei koneéného poctu proménnych. VyuZivaji gradientu, popf.

st D



Uvod
Jan Cvejn — Habilitaéni prace

R : orekee fizeni. Koncova podminks
druhé derivace funkcionalu v prostoru funkci fizenl pro vypotet k
e I3

i ) eni typu rovnostl. - ' X velmi zalezi na kvalitni
s té::);il:o metod k feSeni véak vétsinou neni zgrucel;;lthné il lok;i;z;
,Kon,vergencc Nevyhodou je rovnéZ skute¢nost, ze Jsou enimi miize byt
potate¢nim odhadu. Nevy Jostatkem, nebof’ predevim u iloh s omezen : to
minimum kritéria, coZ j€¢ nedos ) jejich pocet. Casto vak neni teoreticky zarudeno

i émil Vi i pf am ' '
rorw cme":uz:r?i:el:k;i?llloprri?s&am(tzv. globalni kortvergence?, 1:;0 ;::)zdnllletgg _g(l:g(l;gnygli\
:rgt?;;ﬁa;‘o lrlran.i:iimali;aaci funkci koneéného poctu parametru. Nékteré z ] o

¢né nachylné k numerickym chybam vanikajicim intogract Eulerovyeh-Lagmagcoviy
Znacne n

pohybovych rovnic.
Z uvedenych divodi je v literature [5‘] dopq
problém (1.4) nahradit ulohou optimalizace ucelove

rudeno soustavu prevést do diskrétniho tvaru a
funkce koneéného poctu parametru:

Xen ~ X =8 (x,,u)

N-l g (1.5)
J = p(x,)+ )y (%,,u,) - min
k=0

kde x, =x(kT), u, =u(kT), T=t,/N a Nje zvoleny pocet krokii vzorkovani.

Ackoliv diskrétni tvar (1.5) v piipadé nelinearnich systémi obvyk]e'neni z_;ném v explicim}'m
tvaru, vzdy je mozné provést transformaci do diskrétniho tvaru integraci rovnice (1.3) v kazdém
kroku, nebot’ plati:

(k+1)T
XX = [ f(x()u,,0dr. (1.6)

kT

V diskrétnim tvaru (1.5) je kritérium J funkci parametri u,,...,u, , a problém optimalniho fizeni
prechazi na béznou optimalizaéni ulohu kone¢ného poétu parametri. Pro hledani minima lze pak
pouZit univerzalni metody optimalizace.

Metody optimalizace predstavuji zvlastni oblast numerické matematiky, ktera nachazi uplatnéni
vmnoha technickych problémech. Pro minimalizaci hladkych funkci jsou v soucasné dobé
k dispozici efektivni algoritmy, jejichz vlastnosti jsou dobfe znamy po teoretické i praktické strance.

To lze ¢asteéné fici i v pfipadé uloh s omezenimi, tiebaze zde je situace sloZit&jsi a existuje mnohem
méné experimentélnich studii.

. V komplikovanéjSich ptipadech tlohy (1.4), popt. (1.5), bohuzel vedou na hledani globalniho
minima. Vice lokdlnich extrémi kritéria vzniki u silné nelinedrnich systém a v pfipadé
nekonvexnich omezeni. Trebaze problém globélni optimalizace neni obecné fesitelny ani v koneéné
dlmer?m, existuji algoritmy umoziujici globalni minimum nalézt v mnoha praktickych piipadech,
zpravidla viak za cenu velkého poétu vyhodnoceni tielove funkce. Uspésnost nebo netispésnost

Sqlﬁm msmpﬁ_éaito nen'i Qodlo?cna teoretickymi vysledky, ale spise praktickymi zkuSenostmi.
Yhodou algoritmii globlni optimalizace Je schopnost piimo fesit tlohy s omezenimi ve velmi

obecném tvaru a nalézt minimum nehladkych, pop. i nespojitych funkei

1.2. Vyuziti systémg bazovych funkgi

metody hlf:déni lokalniho minima hladkych funke
Ceptovatelné dobe, nelze odekivat Gsp&snost metod

naroénost ;o 25 ;
Rozdélime-li napf. dany interval hod i{fo,}lledanl mnoziny parametrii roste exponcnmﬂlﬂé-
not kazdého Parametru na k dild, zisk4 me k” p-roz mérnych

Jsou schopny fesit i takovéto problémy v ak
globélni optimalizace, nebot
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intervali, kde p je pocet parametrii. Zkusenosti autora ukazuji, Ze praktickym limitem u technickych
problémi se zda byt u nejlepsich metod zhruba 100 parametr(, avsak v tom pfipadé je casto
vyzadovan enormné vysoky podet vyhodnoceni ucelové funkce.

Z vySe uvedenych diivodii autor povaZuje za vyhodny jiny zplsob transformace problému do
kone&né dimenze, ktery lze povazovat za uréité zobecnéni diskretizace. Slozky funkce fizeni, popf.
trajektorie, mohou byt vyjadieny koneénym vazenym soutem zvoleného systému nezavislych
bazovych funkei {by(?),...,b,(t)}. Jsou pak hlediny optiméilni hodnoty vahovych koeficienti.

V ramci této prace byly realizovany dvé varianty tohoto pfistupu:

1. nahrazeni trajektorie
2. nahrazeni funkce fizeni

Prvni zplisob je vyrazné efektivnéjsi, nebot’ nevyzaduje feSeni diferencialnich rovnic (1.1). Je viak
aplikovatelny pouze v piipadé, Ze systém umoziuje z pohybovych rovnic explicitné vyjadfit funkci
fizeni pomoci derivaci trajektorie. Tuto vlastnost maji zejména ur€ité typy mechanickych systémi.
Obzvlast vyhodny je tento postup v piipadé specialniho tvaru koncovych podminek, ktery se vak
v praktickych situacich vyskytuje velmi &asto. V tomto sméru autor navazuje zejména na svou
disertatni praci, kde se zabyval konstrukci prostord spline-funkci pro nahrazeni optimalni
trajektorie. Pivodni vysledky se v8ak podarilo v poslednich letech v fadé smért prekonat.

Druhy zplsob je obecnéjsi a nevyzaduje Zadné dodate¢né pozadavky na tvar rovnic (1.1).
Tento postup byl nové implementovan do jedné z variant programu pro vypocet optimdlnich
trajektorii. Nevyhodou metody je nutnost integrace pohybovych rovnic jako soucdst vypoctu
hodnoty kritéria v kazdém itera¢nim kroku a nepfesné splnéni koncovych podminek. Tim je tento
zpusob ekvivalentni gradientnim metodam vypoctu optimélniho fizeni ve funkcionalnim prostoru.

1.3. Navrh optimalnich trajektorii v prostoru s prekazkami

Popsany zptisob urceni optimalni trajektorie je mozné vyuzit 1 v piipadé slozitych omezeni, jako
jsou piekazky v pracovnim prostoru mechanickych systémi. Prakticka realizace tohoto vypoétu je
z hlediska sloZitosti vrcholem této price. Jedna se vSak o problém globalni optimalizace, kdy
omezeni jsou ve velmi obecném tvaru.

Pro reprezentaci tvaru systému a piekazek je tfeba pouzit urcity typ modeld, ktery musi byt
zvolen se zfetelem na maximalni efektivitu detekce kolize, popf. zjisténi miry kolize. Pro prvni
pfiblizeni je mozné napf. nahradit systém ur¢itym poétem bodl na jeho povrchu a testovat zda
néktery z téchto bodi se v néjakém ¢ase nachazi uvniti prekazky. Pro praktické vyuziti je vSak tfeba
¢asto definovat velky pocet téchto bodi a urcovat jejich pozici v kazdém E&ase, coz mimofadné
prodlouzi dobu vypoctu. Proto dalsi postup sméfoval k plnému nahrazeni tvaru.

Vtomto pripadé je v kazdém casovém bod€ testovana kolize mezi télesy reprezentujicimi
systém a piekazky, popf. je vyhodnocena mira kolize mezi modely, ktera miZe byt vyhodnéjsi
z hlediska efektivity optimalizace. VySetfeni kolize 1ze rozdélit na dva podproblémy:

- efektivni vySetfeni kolize v konkrétnim Case ¢, které souvisi s volbou typu modelu pro
aproximaci tvaru systému a prekazek

- efektivni vySetfeni kolize podél trajektorie, které souvisi s uréenim optimélnich diskrétnich
¢asovych bodi testovani kolize, které nemusi byt ekvidistantni

Jinym faktorem, ktery se vtomto pfipadé vyrazné podili na celkové rychlosti vypo&tu a kvalité
vysledku, je volba algoritmu globélni optimalizace. Bylo testovano nékolik metod, jak na mnoZiné
vhodnych testovacich funkei, tak i pfimo pro feSeni popsaného problému. Existuji sice uréité
teoretické vysledky v této oblasti, napt. [21], ale v praxi se ukazuje, Ze asto nejsou smérodatné pro
posouzeni kvality jednotlivych algoritmii, ani pro jejich navrh. VétSina metod bohuzel selhava,
nebot’ potfebny pocet vyhodnoceni kritéria je prili§ vysoky a samotny vypodet kritéria, ktery
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e dasové naroénou operaci. Pfesto ge

ze ve vsech bodech trajektorie, ]
yVv akceptovatelné dobé.

zahmuje rovnéz vysetieni koli rajekic
véak podafilo nalézt algoritmy, které pinasi uspokojive vysledk
Préce je dale rozdélena do nékolika &asti, které jsou do znaéné miry nezavislé:

- 2. Systémy bazovych funkci

- 3. Vypocet metodou nahrazeni trajektorie
- 4. Vypocet metodou nahrazeni fizeni
- 5. Optimalni pohyb v prostoru s prekazkami

- 6. Algoritmy optimalizace
- 7. P¥loha — matematické modely mechanickych systémii

Kazda &ast (kromé posledni) mé sviij ivod a zavér. Casti 3 - 5 rovnéZz obsahuji feSené piiklady.
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Cdst 2.

Systémy bazovych funkci

Zakladnim principem, ktery je v této praci vyuZivan, je nahrazeni trajektorie nebo funkce fizeni
vazenym souétem zvolenych bazovych funkci. V nasledujicich kapitolach jsou nejprve definovany
nékteré zakladni pojmy a tvrzeni z oblasti prostord funkci. Néasledné jsou popsany vysledky tykajici
se konstrukce prostorii spline-funkci pro aproximaci trajektorie, které jsou vyuzivany v nasledujicich
Castech prace.

2.1. Linearni prostory funkci

Linearnim prostorem funkci na intervalu [O,r f] nazyvame mnozinu M takovou, Ze jestlize f e M

a f,eM  pakv [O,tf] plati také @, f, +a, f, € M , kde a,,a, jsou libovolna redlna ¢isla.

Uvazujme soustavu funkei B={h,(1),...by(1)} vintervalu[0,t,|. Tyto funkce se nazyvaji

nezavisle, jestlize soustava

ayby () + ab, (1) +...+ ayby (£) =0 2.1)

mav [0,!},] pouze nulové feSeni a, =a, =...= a, =0. Pfitom rovnosti rozumime rovnost v kazdém

bodé a ,,0* v prostoru funkci se chape jako funkce s hodnotou 0.

Tvrzeni: Je-li mozné funkei f € M vyjadrit v systému nezavislych funkci B jako soucet

N
f@) =Y ab(1) (2.2)
i=0
pak je toto vyjadreni jednoznacné.
Diikaz: V opatném piipadé totiZ existuji riizné dva vektory koeficienti (a,),(a;) takové, Ze plati

2.(a,~a)b(1)=0. (2.3)

Vzhledem k tomu, Ze systém B={h,(1),..,b, (1)} je nezavisly, ma soustava (2.3) pouze fedeni

a; = a, pro viechna i, coZ je spor. ¢

Je-li dan né€jaky systém nezavislych funkci B, lze ziejmé zkonstruovat linearni prostor funkei jako
mnozinu viech linearnich kombinaci (2.2).
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¢ = éme uplnym n
’ m B—_.- b (f),...,b‘.\r(t)} nazv p y aM
Uvazujme linearni prostor funkci M na [0 l J-S}’Slc { :2 X
iadfit souctem (£.2)-
jestlize libovolna funkce feMlzev [O,IJ vyjadfi
Systém B = {by(t),...b (1)} nazvéme bdzovym systémem v M, jestlize je nezavisly a dplny na i,
T S : fika 7 i dimenzi N +1.

Pokud Ize takovy systém sestrojit pro koneéné N, pak fikame, ze M ma
X% funkci z M vazenym souctem (2.2), éehoz se

{ bazového systému lze nahradit llbovplnfau ci z em : .
::Sr::)om b;ﬁvs tgothickych Givahach i v praktickych aphkgcwuh. V mnoh'a prakﬂg!cyc]} pripadech je
napf g::ezcntace funkce pomoci vektoru bazovych I‘coeﬁc‘lentuvvyrazné uspornéj k]r nez rfeprezentace
pom;)ci hodnot v éase. Pro soustavy funkci je dale Casto pouZito zkracenc oznaleni

{bj }T = {bj,...,bk} z

Tvrzeni: Je-li {b, }: baze v prostoru M a {, }; systém funkei takovy, Ze plati

h, b,
b

bl H|" (24)

hy by

kde H je regularni matice rozméru (N +1,N +1), je systém {h'. }; baze v prostoru M.

Diikaz: Vyjadfeme v systému {b,} soucet

i (t)=Za,h.(r) : 25)
Dosadime-li (2.4):
h, b,
f(t):(ao,...,ah,) :(50,”.,@”) (2.6)
hy b,

kde (a'u,...,éa\,)=(a0,...,a:\.)H je néjaky vektor koeficient. To znamena, Ze pro kazdy vektor

koeficientli (a,,...,a, ) 1ze nalézt vektor (@,...dy) a naopak,

nebot’ H™" existuje. Odtud okamzite vyplyva, ze kazdy
protoze systém {5} je bazovy. Nezavislost vyplyva pi
musi totéZ platit i pro pravou strany. To je vsak mo

né jeding, pokud (G,,...a.) =
Plyne,ie(au,...,ahef:(i.o Pe (“0*"'*%) 0.Z (2.7) pak

Tvrzeni: Jsou-li {h}" a {h}" dva bs m
o L va bazové gyste : '
WP 0 ystemy v prostory M, existuje regularni matice H
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Diikaz: Plati

hy b,

SHE 28)
hy by
b, hy

Lot (2.9)
by hy

—HH (2.10)

Jelikoz {h{. }z je bazovy systém, je vyjadreni kazdé funkce jednoznaéné. Musi tedy platit

HH,=1. (2.11)
Dosadime-li naopak (2.8) do (2.9), dostavame obdobné

H,H, =1. (2.12)
To je vsak mozné pouze, jestlize H, je regularnia H, =H,"'.¢

Tvrzeni: Libovolny systém N nezavislych funkci { ho,...,hN} , h, € M , tvofi v prostoru M kone¢né

dimenze N +1 bazi.

Diikaz: Vyjadieme funkce {4} v systému {h} .

h, b,

b
LA (2.13)
h, b,

Stac¢i dokazat, ze matice H je regulami. Vynasobme (2.13) zleva vektorem (q;na.)
Z nezavislosti vyplyva, Ze leva strana (2.13) je nulova jediné, jestlize (a,,...,a,)=0. Prava strana
je nulova jediné, jestlize

HY[.. |=0. (2.14)

Jestlize matice H neni regularni, pak soustava (2.14) ma nenulové feSent, coZ je spor. ¢
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2.2. Aproximace fu nkce

ych v Lebesgueové smyslu s kvadrétem na

Oznaéme L,(0,¢,) prostor viech funkei integrovateln

intervalu [0,1),] , tj. takovych, ze plati
i[f(r)2 dt<o. 2.15)
0

V prostoru L,(0,¢,) je definovan skalarni soucin vztahem

(flg)= If (ng()dt (2.16)

a norma je zavedena pomoci skalarniho soucinu:

171, = (£ 11)- @.17)

Prostor L,(0,¢,) se zpravidla vyuZiva pro praci s se spojitymi a po Castech spojitymi omezenymi
funkcemi.
Bazi v nekoneéném prostoru L,(0,¢,) [6] vétSinou rozumime posloupnost nezavislych funkei

{b). €L,, ktera je dplnd, 4. ke kazdé funkci feL, a kazdému £>0 lze nalézt k a redlné
k
f_zaibi'

i=0

<E&.
2

koeficienty {a,}. takové, Ze plati

V souvislosti s aproximaci funkce je tfeba zminit specilni tfidu ortogonalnich bazovych systémi,
trebaze v této praci maji tyto bazové systémy pouze okrajovy vyznam.

Ortogondlnim systémem funkci nazyvame takovy systém B v L,(0,¢,), kde pro kazdé dvé funkee
plati:
#0 proi=j

(b 'b-*>< @19

=0 proi#j

Normovanym systémem funkci nazyvame takovy systém B, ze pro kazdou funkei b, € B plati:

"bilz =1. (219)

Ortonorndlnim systémem se nazyva systém ortogonalni a sou¢asné normovany

Lze snadn Azat, Ze kazdy Bk e
M. (}nogo?lécllﬁg(ziz:é;; maj ly p‘;;t‘;lg)‘;zzﬁas}fs;erl Je nezavisly a tvori tedy bazi v n&jakém prostoru

: A : Cl Tunkce nékteré oo e i
funkei f'lze snadno uréit bazoveé (tzv. Fourierovy) koeﬁCienty :E’_oisizfpg?dy' Zejména pro dano

18)=2a, (b, 1) =a b . (220

J=0
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Tyto koeficienty pak rovnéz davaji nejlepsi aproximaci libovolné funkce f € L, kone¢nym souctem
(2.2) ve smyslu minimalni kvadratické odchylky

(2.21)

’f—ia.b.- |

=0

Klasickymi pfiklady ortonormalnich bazi v L, (0,7) jsou funkce

{ \/Esin(t), \/Zsin(Zt),... } (2:22)
T T
{-\/1:,\[2(:03(!), \/zcos(Zt),...}. (2:23)
T \m /s

Chceme-li aproximovat prubéh libovolné funkce z L,(0,,) koneénym souctem (2.2), jsou mozné

dva pfistupy:

a) Zvolit (zpravidla ortonormalni) bazi B v L,(0,z,) a pro nahrazeni funkce se omezit pouze na

koneény pocet bazovych funkci z B. Tim je vlastné vytvofen kone¢nérozmérny prostor M. Tento
postup je teoreticky podlozen skuteénosti, Ze posloupnost Fourierovych koeficienti v nekoneéné
ortonormalni bazi konverguje k nule, nebot”:

I71; = <Z ab,| ia;b.) -3a. (2.24)

Aby byl soucet (2.24) kone¢ny, musi posloupnost {a,. }0 konvergovat k nule.
b) Zvolit kone¢nérozmémy prostor funkci M €L, se znamymi vlastnostmi, které odpovidaji
praktickym pozadavkiim, a v ném sestrojit bazi. Tento pfistup je v této praci dale vyuzivan.

Je znamo [6], Ze systém funkci

G (2.25)

tvofi bazi v L,(0,7,) . Omezenim se na prvnich N +1 prvkl dostavame systém
AR (2.26)

ktery je soucasné bazi v prostoru P, (0,¢,) vSech polynomii do stupné N na intervalu [O,r},] ;

Pro praktické vyuziti bazového systému (2.26) je zpravidla nutné provést transformaci ¢asu do
intervalu [0,1], nebot’ v opacném piipadé mohou byt piilis velké rozdily mezi hodnotami bazovych
prvki a tedy i bizovych koeficientil, coZ ma negativni vliv na vétSinu numerickych algoritma.

Systém (2.26) neni ortogonilni. Pfikladem polynomiélniho bazového systému, ktery je
soucasné ortogonalni v intervalu [hl, I] , Je posloupnost Legendrovych polynomi [14]. V numerické
matematice vsak maji vétSi vyznam CebySevovy polynomy, které jsou na intervalu [—l,]]
definovany vztahem
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T ()= cos(n arccos )5 (2_2?}
' 4lni s vahou ———l—’ , tj. plati
Cebysevovy polynomy jsou ortogona ni \Ff_—
0 pro m#Hn
i (t) /18 (I) T,0LO 4 _ P ) (2'28)
-[ #0 pro m=n
-1
a jejich koeficienty 1ze uréit z rekurentniho vztahu
T.0-2T,O+T,.,0=0 ol
T,®)=17, (0)=1.
Transformaci
T, @0)=T,(2t-1) @30

dostavame systém Ceby3evovych polynomii na intervalu [0.1].

Je znamym faktem [14], Ze rozvoj funkce v bazi {T,} pfi stejném souctu koeficientl konverguje
rychleji nez Tayloriiv rozvoj. RovnéZ plati, ze ze vsech polynomu fadu n, které maji polatecni

koeficient roven 1, mé polynom —2-—(2 na intervalu [-1, 1] nejmensi rozsah hodnot. Z téchto divodi

jsou Cebysevovy polynomy povazovany za jeden znejvhodnéjsich bazovych systémi pro
aproximaci hladkych funkei.

Je zbyteéné na tomto misté uvadét daldi znama fakta z teorie ortogonalnich polynomi, nebot
pro nahrazeni funkce fizeni a trajektorie byly pfedeviim vyuZzity prostory spline-funkci, popsané
dile. Pro porovnani byla v posledni dobé prakticky realizovan vypoéet optimalni trajektorie
s vyuzitim bazovych systémi (2.23), (2.26) a (2.30). Pomémé uspokojivych vysledki bylo viak
dosazeno pouze u nejjednodussiho polynomidlniho systému (2.26). 1 vtomto pripadé vsak jsou
vysledky podstatné horsi nez u bazovych systémi typu spline, zejména z nasledujicich hledisek:

- doba vypoétu
- kvalita ziskaného feSeni
- maximalni pouZitelny pocet bazovych prvkii

2.3. Béazové systémy s generujici funkci

V dalSim textu maji zvla$tni vyznam nasledujici tidy bazovych systému.

Systémem s generujici funkci ¢ nazvéme systém funkci B = {bo(t) b (:)} tvaru
Ehad B

b =c(t-iT) (2.31)

kde c(7) je generujici funkce a T parametr.

Finitni funkci v L, definujme jako ' 4 je rovn Q). Interva
2 jme jako funkei, kters i ‘ Vi v
o J€ Tovna nule mimo uza reny interval £2. Int 1
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Finitnim systémem nazvéme systém generovany finitni funkci.
Nasleduje nékolik prikladi generujicich finitnich funkci:

L. e(t)=1 pro !E[O,T}, jinak je ¢(t)=0 (Obr. 2.1). Tento systém je ortogonalni bazi v prostoru
funkei konstantnich v intervalech ¢ € [iT,(i+1)T), i=0,..,N .

Obr. 2.1: Generujici funkce z ptikladu 1

2. c(t)=t+T pro t€[-T,0), c(t)=T~¢ pro t€[0,T), jinak je c(¢)=0 (Obr. 2.2). Tuto generujici
funkci oznaéme A'(¢).

-T 0 T

Obr. 2.2: Funkce A'(¢)

S eir) =[(nir‘"+{)(nji"--1‘)]'I pro te[~nT,nT] , jinak ¢(t)=0 (viz Obr. 2.3 pro piipad n=1). Tuto
generujici funkci oznaéme L'(¢). Funkce L'(¢)e C, ,, tj. je n—1 krat spojité diferencovatelna.

T2

-T 0 r
Obr. 2.3: Funkce L'(¢)

V této praci jsou dale vyuzivany zejména systémy generované funkci A'(r).

Pro jednoduchost ozna¢me déale A'(t—iT) = A:(I).
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] Které jsou po Eastech linedrni v intervalegh

jity iv |0t
Oznatme S}, (0,¢,) prostor spojitych funket [ f

teliT,i+1T).

1 Al SI Ost )‘
Tvrzeni: Systém generovany funkei A'(¢) je bazi v prostoru v (0.,

) a jsou nezavislé, nebot’ v bodé€ iT je nenuloyg

1
Dikaz: Tvrzeni je ziejmé. Funkce A} € Sy (0,1,

7 :iaf;\; v uzlovych bodech plati f=a 7T,

L L4 lftu
pouze funkce A]. Pro hodnoty vazeného sou¢ 2.

& odpovidajici koeficienty a, ze vztahy

' f 7t j n
libovolné hodnoty f, lze nalézt jednozna
Naopak, pro libovo oy v I

a,=f,/T . Necht dile f,=fGT), kde f je libovolna funk
dvé funkce f,f eSy(0,¢,), ktere maji stejné funkéni hodnoty v uzlovych bodech i7" musi bt

N
stejné, je téz f = a A, . ¢

i=0

Baze {A;(t)}: neni ortogonélni, aviak pro t&ely aproximace funkce je stale jesté pomérné vyhodna,

nebot soustavy rovnic pro vypolet Fourierovych koeficienti jsou tidiagonalni, tedy snadno
fesitelné. Na druhé strané, tato baze umoZiuje velmi efektivni vypocet hodnot funkce

N : :
fi (t)=2a,A,'. , nebot predchozi soudet se redukuje na linearni kombinaci hodnot fUT) a
i=0

f(+1T), kde te[iT,(i +l)T]‘ To je v této praci dillezité, zejména pro vyssi N, nebot’ vypodet
hodnoty kritéria pro vypocet optimalniho fizeni vyZaduje integraci f(7) od 0 do ¢,.

Obdobné napf. systém generovany funkci L'(r) z prikladu ¢. 3 vySe je nezavisly a je tedy bézi
v n€jakém prostoru spojitych funkei. Timto prostorem vsak neni S\, (0, 7).

2.4. Prostory spline-funkci

Spline-funkei se zpravidla rozumi funkee, jejiz k-ti derivace Je konstantni v intervalech [r,,r,,.) ‘

kterd Sph‘m_ieT podminky spojitosti derivaci fadu 0,. k-1 v uzlovych bodech. Spline-funkee s
:)221; ra:(;:ropflmac'e lpogﬁ:aﬁ slvj(;hodou 1 pro interpolaci danymi body, kdy je v mnohych pripadech
; vyrazne lepsich vysledki, nez pfi pouziti \ ich fads : i
spline 3. fadu  tzv. kubicka splin. P p polynomii vysSich fadi. Vétsinou se pouzivd

V'této préci jsou spline-funkce s ekvidistantn

w%?iepr;enzhﬁ?ni t‘:ajektorje dyl}amif:chh Systémii pii zadanych okrajovych podminkach.
integrélnih(; kn'ténpa p:)t;é?};rn;jetli(t}:)l::: ab:;);ny Cht fumf'.:i, Je jejich vyhodou efektivita vyhodnoceni
které odpovid déleni trajektorie N 051 POUZIti i pro vysokou dimenzi prostoru parametrd,
V piipadé zadaného pocate¢niho bod i unkee
e u a derivaci v tomto b 4 je spline-
urena hodnotami n-tych derivaci v intervalech [r L), ti. pro ku(l;cii:kdo ra'?_“ g
il ) s 4. ou spline

mi ¢asovymi body, tj. t,,—t =T =konst,

)=y ST :
1) .}(y:nyu‘y(ny;t,‘l.'y:-"‘_..,_],.'f\'..‘_}1 1) @3
kde y"' =y ).
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(3) (3) (3)

V piipadé zadanych okrajovych podminek jsou nékteré zparametrii (¥, Yy, VorVo sV 5w Vnoi
dopocitany na zakladé téchto podminek a hodnot ostatnich parametr(i. Tento zpiisob vyjadieni, kdy

,,,,,,

ve své diplomové praci. V zpravé [1], ktera byla pro ni podkladem, byly pro splnéni koncovych
podminek pouzity, dle nazoru autora nevhodné, polynomy vyssich fadi na konci trajektorie (tzv.
spline typu 3-4-5).

V ramei disertaéni prace vSak byl navrzen a prakticky realizovan elegantnéjsi aparat pro
parametrizaci spline-funkci, ktery je popsan dale a ma zejména nasledujici vyhody:

- umoZiuje pruznou manipulaci s volitelnymi a dopoc¢itavanymi parametry pro splnéni
okrajovych podminek

- umoznuje jednotny zpusob prace se spline-funkcemi libovolného fadu

- vSechny parametry spline-funkce jsou stejné povahy a tedy i pfiblizné stejné velikosti — u
konstrukce (2.32) tomu tak neni, nebot’ napf. hodnoty y, se od y\”, mohou lisit o nékolik

fadd, coz ma neblahy vliv na rychlost konvergence optimaliza¢nich algoritm.
- sjednocuje zpiisob prace se spline-funkei s jinymi zptisoby aproximace trajektorie

V podstaté je mozné tento postup charakterizovat jako definovani linearniho prostoru spline-funkci
v daném intervalu a konstrukce baze v tomto prostoru.

Spline-funkci ffadu n+1 ozna¢me funkci, ktera je n-krat spojité diferencovatelna, tj. f € C", a pro
jejiz n-tou derivaci plati:

" esyOt,). (2.33)

: ’ t
n-ta derivace je tedy po €astech linearni funkci s uzlovymi (zlomovymi) body iT, kde T =—j~if—.

Funkce A'(f) je ziejmé spline-funkci fadu 1.
Prostor vSech spline-funkci fadu » na intervalu [0,{ f] oznaéme Sy (0,7,).

Oznaéme dale

A1) = ]'A""(:)dr an>1. (2.34)

—n

Zieymé A"(t) € Sy (0,1,). OznaCme opét A"(t —iT)=A] .
Tvrzeni: Funkee {A] (1)}, i =0,..,N, jsou nezavislé pro libovolné N >0.

Diikaz: Tvrzeni jiz bylo dokdzano pro n =1 v pedchozi kapitole. Predpokladejme dale, Ze plati pro
n a dokazme, Ze plati i pro n +1. Plati

N N ) r N
YaAdi=Ya [Adt= jia,z\;’ d. (2.35)

i=0 i=0 = oy 1=0

Prava strana (2.35) je rovna nule bud’ jestliZe je integrand identicky roven nule, coz je mozné na
zakladé¢ predpokladi jediné jestlize a, =...=a, =0, nebo jestlize pro kazdé ¢ existuje ¢as 7 e [O,t)
takovy, Ze plati
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t N
r | nd O .
] ZA e E‘”\ el (23

o I®

vsa — \' i . . . lné e [0 14
zl musl p]atlt 1 pl'O llbOVO ;i ),
p i-li L2 = 0 pl'O §eChna f,
A § k latl-ll ﬂjA;. dt t”
i=0

r N

IZa.A;' dt =0, coZ je Spor s (2.36). ¢

I
— 1=0

p wr - Snvl 0,! ) i
Tvrzeni: Funkce {Af*'(r)] , kde i=-n,..,N,tvorl baziv Sy (0,2,
Predpokladejme, Z€ plati pro n—1 a dokaZme, Ze pla

Diikaz: Tvrzeni jiz bylo dokazino pro n=0. : _ .
i pro n. Sta¢i dokazat, Ze libovolnou funkei f €Sy '(01)) lze v intervalu 1:0"!] vyjadfit jako

n&jakou kombinaci f=2N:ar_ A"'dr, nebot nezavislost jiz byla dokazana. JelikoZ derivace

N
feSQ(O,rf),lzejivyjédf-itv [O,If] jako f= Z a,A] dt . Po integraci

i==n+l

N

f0-fur | $ama=f.+] Y anjdi=f+ 3 oAl by

—nT i=—n+l — i==n+1 i==n+l

kde f =f(-nT), nebot hodnoty funkci ze systému A (1) i jsou nulové pro t<-nl,
" R P

Predchozi vztah lze vyjadrit jako
N
f@©=Y agA™ 2%

kde koeficient a’, lze jednoznaéné urtit tak, aby f =a’ A"'(-nT). Ostatni koeficienty 4,

i t:a —n lze pak nalézt zderivovanim pfedchoziho vztahu a premisténim prvniho ¢lenu sumy na levou
stranu

: N
fO-a Al =Y aA! s
i==n+l
na zaklad¢ indukéniho predpokladu, protoze funkce f(r)—a' A" e Sy(t,)a {A" ( )}N je bt
-nitop N\ f i -n+l
S,, P . ’ n+ N
v(t;) . Z nezévislosti funkei {A; '(”}-, pak vyplyva, Ze vyjadieni (2.38) je jediné. ¢
Pozn.: Prvnich (n+1) bézovych koeficienti V systému {A"”

Yos-s Yy Klasické spline-funkce (2.32).

(f}}i zfejmé nahrazuje parametr)

Tab. 2.1 uvadi ;
ab. 2.1 uvadi vztahy pro vypoget funkei A'(r), i=1. ¢ ziskané v ivnich vztsh
(2.34). Tab. 2.2 udava hodnoty funkei A’ Wb

t ;
A@®), k=1,..4, (!) v bodech ¢=iT . Obr. 2.4 znazoriiuje pribéhy funk!
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Cast 2

& (—e0-T] | (-7.0] (0.7] (7,0)
A'(1) 0 t+T t-T 0
Al@) |0 G+T) o (T -1)° 7
2 2
A@) |0 G+7) rig, (0= Ty T
6 6
A'@) |0 ¢+1) 27" : 't @-0) e 3 ik
4! 4152 4! a7
A@) |0 (t+T) 3T : it W ) 2T% i i
5! 4 6 5! 41 .56
A°@) |0 (t+7)° T I A= T)° s i P Vi < it i ot
6! 4 4 6! 4! 417 4l

Tab. 2.1: Funkce A*(¢) v daset

i 3 0 >1
Al 0 T 0
A} 0 T2 /i
]
A} 0 I 7
6
Al 0 r T
41 a5
& . o 1’g£+i3T—5
5! 4! 6
A ET T
6! 4! 41 4

Tab. 2.2: Funkce A*(f) v uzlovych bodech
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P

A =
—A2

2 —— A3 |
— A4 ||

) %

04— =

2 16 -1.2 08 04 0 04 08 12 16 2 24 28

Obr. 2.4: pritbéhy funkei A* ()

Na zavér si viimnéme hodnot funkce A’ v uzlovych bodech pro i =1 (viz Tab. 2.2). Obecné lze
konstatovat, ze pro i 21 plati

N=0
Aez =0y
A =c,+c, (2.40)
Aigc, +egi+egi’ |
Af = ot Citann Gy 0
kde ¢, jsou konstanty, pfi€emz ¢_ # 0 pro s=r-2.
Na zékladé vztahi (2.40) lze dokéazat tvrzeni, které je nékolikrat vyuzito dale v textu:
Tvrzeni: Necht jsou déna riizna cela &isla k>0, i=1,...n.Potom matice
A (ETY - AHET)
= . (241)

{\2 (le)v ’Al(k"?.)

je regularni.

Ditkaz: § vyuzitim vztahi (2.40) m4 matice (2.41) tvar

str. 20



Jan Cvejn — Habilitaéni prace Cast 2

n-1 n-l1 n-l1
il O g /
chﬂ,jhl s ch+l,jh2 ’ 2 ZL"”-Jh"
f=0

j=0 Jj=0

D= | (2.42)

Cy el en el Tieg +c,h,

(STD) Cy T &

kde ...k, #0 jsou rizna &isla a ¢, jsou konstanty, ¢, #0 pro j=0,..,n—1. DokaZme

nejprve, ze D je ekvivalentni matici

n=1 : n-1 . n-1
cn+l.n—| ’ Ln+|.n—| yass £n+l.n—l h"
= ) (2.43)
C]Ih] Cslhz Ca1hn
€ Cy s Gy

Pro n=1 tvrzeni plati. Pfedpokladejme, Ze plati pro n —1 a dokazme, Ze pak plati i n. Matice (2.42)
je pak ekvivalentni matici

n-1 n-1 n=1
J R J
ch-Fl‘j}ll ’ chﬂ,th ’ ? cﬂ+1.}'hn
J=0 J=0 j=0
. n-2 n-2 - n-2
(’ﬂ.n—lhl Cn.n—lh?_ 22 Cn.n—Zhn 5 (2'44)
Co €y Co

nebot’ tvrzeni musi platit pro jakoukoliv étvercovou matici (n—1, n—1) vybranou z spodnich »n—1

C:H—l.j

radkt matice D. Odecteme-li od horniho fadku soucet spodnich fadkt nasobenych —= | tj.
Cjs2,j
S Cn+l‘.:' o e n-1
Gy &y~ Z C;‘+2.jh; & cn+l.n—lh|' (2.45)
J=0 %42

dostaneme (2.43).

Determinanty matic D a D’ jsou diky ekvivalenci shodné. Obratime-li pofadi fadkd i sloupcii
matice D'a vytkneme-li konstanty c,,...,c je

*“n+l,n-12?

detDi=g cy..le ok Vb k) (2.46)
kde
R TN
V(A,--0nd) = foy % ik (2.47)

/-{1n—l, A?u‘-l‘ s /:b,,n_]

je Vandermondtv determinant [14], pro ktery plati
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A ANy AR ) -4, =11 =4 (248)

: ok 4. Proto matice (2.41]) ;

detD’ tedy musi byt nenulovy, nebot &isla h, jsou ruzna a nenulovi 241) je

[

regulamni. ¢ %
¥ i _to 4 ’+1 ‘t’ (0] Ia

Pozn.: Vzorec (2.48) lze odvodit odegtenim 4 -nasobku i-t¢ho b 008 “o e

i=1,...,n—1.Dostaneme

Lk g R R
0, 12_21’ s A"-_A' - (2.49
V(A -4)= : r )
| | (= A)AR"(A, = )4
0, (4 - 44" (4, — A4,
Vytkneme-li &leny (4 —4,) pred determinant
| TR |
V(hy2)=(h=4) (4 -4) =(4—A4) (4, —4) V(A,4). (250

,12"-1 T

Rekurzivnim postupem ziskame (2.48).

2.5. Finitni spline-baze

V nasledujicich ¢astech préce je ukazano, Ze finitni baze mohou byt ur&itym zptisobem vyuzity pro
zefektivnéni vypoétu optimalni trajektorie. Tyto postupy autor povaZuje za jeden z vrcholl své
dosavadni prace.

Pivodni motivaci pro definovani finitnich spline-funkei, které spojuji vlastnosti finitnich funkei
a spline-funkei z minulych kapitol, viak bylo oddélit problém splnéni okrajovych podminek spline-
fl{nkcie a nalezeni optimélniho pribéhu. Tato konstrukce, ktera byla popséna jako alternativni zpiisob
vypoctu jiz v disertaéni praci, se viak nakonec ukézala jako pomérné nevyhodna.

Definujme funkei £7, p >1 nasledovné :

2" eS85(0,,)

,- 251
E")()=0 pro t<-T a t2kT, i=0,...,(p-1) o

2 : S :
j. vSechny derivace funkce £” do fady (P~1) jsou nulové mimo interval (-T,kT), kde k>0 je
me derivace funkce 37 Jako vazeny soucet funkei A”:

J

_ k-1
) O=Y a,A (- jT) 3
=0
kde i=0,..,(p-1), @, jsou n&jaké koeficienty. Podminka (z?)"

: (1)=0 pro t<-T je spinéna tim,
Ze soucet (2.52) jde od 0 a viechny funkce A’ Jsou nulové pro ¢ < ' W

=T
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Tvrzeni. Plati-li (£”)“(kT)=0, i=0,..., p—1, plati totéZ zaroven pro vSechna ¢ > kT .
Diikaz: Jelikoz v (2.52) chybi bazové prvky pro j=k,...,N, funkce (£”)"”"(¢+) musi byt nulova
pro ¢>kT . Jelikoz viechny nizsi derivace vbodé k7T jsou dle predpokladu nulové, integraci

ziskame, Ze pro libovolné ¢ > kT je rovna nule i kazda funkce (X”)"(¢),i=0,..,p—2. ¢

Dosadime-li druhou z podminek (2.51) pro ¢ = kT do soustavy rovnic (2.52), dostavame

E”(kT)zfaJA”((k -NT)=0

j=0

(2.53)
&) (kT = E%Al ((k-7)T)=0
neboli
Ap(kT)! 9AP(T) a{)
=0. (2.54)

A'(KT), -+ ,AN(T) )\ %

Posledni fadek lze vypustit, nebot’ vSechny jeho prvky jsou rovny 0. Matice soustavy ma v pripadé
k=p-1 tvar (2.41) a je tedy regulami. Aby homogenni soustava (2.54) byla feSitelna (kromé

nulového feSeni), musi tedy byt k£ > p. Zvolme k = p a hodnotu koeficientu «, =1. Soustava (2.54)
pak piechazi s vyuzitim postupu (2.42) - (2.45) na nehomogenni soustavu

0 ) ik o e (2 k=
a,
=- : (2.55)
k-1, ¥ 1| k
18 | @ 1

Determinant matice soustavy (2.552 je po obraceni poradi fadka i sloupci Vandermondiv
determinant (2.47) V(1,...,k —1) # 0. ReSeni 1ze nalézt pomoci Cramerova pravidla

Y 2.56
& =— :
I T (3552

kde j=1,...(k—1) a

(k_l)k_2! 9(k -j+ l)k_za _kk_z‘(k _j _l)i’—2,”l,lk—2

i
=D e =D, -k (=j-D, 1 [ 2.57)

L e =1 Rl

Ziejmé opét plati:
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D =V(,2 ....(k—j—l),ﬂk.(k — j+ D (k=D)- sy

..x.3 v souc¢inech 1ze uvazovat pouze ¢|

Tento vysledek je mozno dosadit do vztahu pro &;. pficemz \-’ sou o eny
- ; tni se :

obsahujici k (v ¢itateli) a k—j (ve jmenovatcllh protoZe ostatni =

(k-j+1-k)

_))k-1-k)-- !
(k—j+1=(k=J)

(k—l)(k#?.)...(kﬂ(k”f

a’=_(k—j—l)..-(k—j—(k—f-l))(k-1-(k-j))--(k ? o
=2+ DDA D) o S
=T (k—j-D-1G-D--] k- =D
Konetné dostavame elegantni vztah
a, =(-1)}C(k-l,j) Q8

kde C(k-1,j) je kombinaéni Cislo. Hodnoty koeficientd @, Ppro rostouci k tvoii tedy aZ m

znaménko Pascaliv trojihelnik

k/ jl0 1 2 3 4 5 6
] 1

2 1 1

3 ] LB B

4 1 T b 9

2 1 ey il

6 1 -5 THRE L 1

7 ! T2 o P T B I

Tab. 2.3: Hodnoty koeficientd a, pro ruzna k

Niasledujici obrazky znazorfiuji pribéhy (2*)" pro k =2,3,4. i-ta derivace L* je oznatena jako
kL.
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1.5

0.5

0 — =

3
2 L8 12008 w04 0D, . — 2,0

-1,56

Obr. 2.5: Derivace funkce X’

-2,5

Obr. 2.6: Derivace funkce X*

str. 25



-3.5 =l

Obr. 2.7: Derivace funkce Z*
Obdobné jako v pripadé funkci A* oznaéme =2 -iT).
Tvrzeni: Systém {7}, i=-n,...N tvofi baziv S2(0.t,).
Diikaz: Pro prvky I plati:

)i =Z.:a.A"‘
=0

§ e = 7

- e+l g
Pritom u koncovych prvki I’ se stadi vsouétu (2.61) omezit pouze na ty prvky AL, K
i+j<N, nebot funkce A™'(:),i>N jsou nulové pro t<NT. (2.61) lze pichledné zzps
v maticovém tvaru
z'*' A”l
2::1*' = A::-l
Dy A
kde matice H ma tvar

S 5evs al_l,o‘ -

He o,a,,,...,a*_,,o,...,o

0, o™
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Ctvercova matice H je ziejmé horni trojuhelnikova a prvky na diagonale jsou jednotkové, je tedy
i r . I n+
regularni. Vyse jiz bylo dokazano, ze v tomto pripadé systém {E,’"'}_n musi byt baze v Sy (0,2,).

L

Baze {E:.”'} je tedy zcela ekvivalentni bazi {A:‘“} a lze pouzit k vyjadreni spline-funkce v intervalu
[O,tf] Pfitom ma vlastnost finitni baze, tj. vliv jejich bazovych prvki je zcela omezen na
subintervaly pevné délky.

Jinym typem dostate¢né hladkého systému, ktery je soucasné finitni, je napf. jiz zminény
systém s generujici funkci L"(r) =[(nT+t)(nT—f)]" \ re[—nT,nT] (viz téz priklad 3 z kap. 2.3).
Vlastnosti tohoto bazového systému nebyly autorem dosud analyzovany, ani prakticky ovéfovany.
Na prvni pohled je vSak ziejmé, Zze nelze ocekavat lepsi vlastnosti, nez nabizi systém {Ej‘} , nebot’
[Lf} je pro stejny fad mocnin ¢ dvakrat méné hladky (vy$si mocniny jsou v numerickych metodach

vétdinou nezadouci). Posledni derivace je sice spojitou funkci, avsak nikoliv po ¢astech linearni. Pro
praktické vyuziti by bylo tieba dokazat kromé nezavislosti bazovych funkci i fesitelnost soustavy

okrajovych podminek — pro systémy {Af} a {Z:‘} bude tento problém analyzovan pozdéji. Systém
{L’:} rovnéz nenabizi fadu jinych uzite¢nych vlastnosti, které jsou vyuzivany u {E:‘} , jako je napf.

efektivni transformace do systému {Af } a zZpét.

2.6. Zaver

V této ¢asti prace byly definovany zakladni pojmy a nastroje, které se vyuZivaji v dalSich ¢éastech.
Prostory spline-funkci Sy jsou vyuZity dile zejména pri vypoétu metodou nahrazeni trajektorie.
Dilezitym vysledkem této ¢asti je sestrojeni dvou typl bazovych systémi v prostoru spline-funkci
Sy a transformace mezi nimi. Finitni bazové systémy maji zvlastni vyznam rovnéZ v souvislosti
s vypocétem metodou nahrazeni fizeni.

gt 27



Jan Cvejn — Habilitaéni prace Cést 3

Cdst 3.

Vypocet metodou nahrazeni trajektorie

V této Gasti prace je popsan aparat uréeny predevsim pro efektivni vypocet optimalnich trajektorii
uréité skupiny mechanickych soustav. Popsané vysledky lze vSak vyuzit i pro mnohem SirSi tfidu
dynamickych systémi zavedenim dodate¢nych omezeni.

Nejprve je vymezena tiida systémii, pro které jsou tyto postupy urceny a jsou uvedeny nékteré
jeji vlastnosti. Dale je formulovana uloha uréeni optimalni trajektorie a je popsana metoda
numerického vypo¢tu, ktera vyuziva charakteristiskych vlastnosti téchto systémii a specialniho tvaru
okrajovych podminek. ZvIast jsou popsdna mozna rozsifeni pro ulohy s volnym ¢asem. Pro dplnost
je zminén 1 mozny zplsob ureni parametrii regulaéni smycky pro zpétnovazebni fizeni podél
vypoétené trajektorie, ktery vyuziva vlastnosti zminéné tfidy dynamickych systémi. Na zavér jsou
demonstrovany riizné aspekty popsané metody na nékolika praktickych prikladech.

Dale popsané vysledky vychazi zejména z disertacni praci autora, v mnoha smérech ji vSak
piekonavaji. Novymi myslenkami, které jsou hlavnim pfinosem pro celkové urychleni vypoctu, je
ortogonalni rozklad soustavy okrajovych podminek a metoda urychleného vypoctu gradientu kritéria
s vyuzitim finitni spline-baze. Praktické ulohy ukazuji, Ze popsané postupy jsou velmi u¢inné pii
pouziti kvalitnich algoritmi optimalizace, kterym je vénovana ¢ast 6 prace.

V piipadé, Ze v prostoru parametri existuje vice lokalnich extrémi, které mohou vzniknout
napt. zavedenim dodateénych omezeni nebo nelinearnich okrajovych podminek, je nutné vyuzit
algoritmi globalni optimalizace, které jsou vétSinou ¢asové mnohem naro¢néjsi a pritom teoreticky
nezarucuji nalezeni globalniho extrému v konecném case. To je rovnéz piipad problému vypoétu
optimalnich trajektorii v prostoru s piekazkami, ktery je diskutovan v samostatné ¢asti prace.

3.1. Systémy regularni vzhiedem k fizeni

Postupy popsané v dalSich kapitolach jsou urCeny predev§im pro mechanické systémy, které lze
vyjadfit ve tvaru

H(y)y @ + T2 on, 0 = 0. (3.1)
Vektorové funkce y a u jsou fadu m, H je regularni matice zavisla na y a T je vektorova funkce
spojité diferencovatelnd podle vSech argumentii. Typickym piikladem jsou mechanické systémy

s tuhymi ¢leny, jako priimyslové roboty, kdy na kazdou nezavislou osu plisobi samostatna akéni sila.

Tvar (3.1) 1ze v tomto pfipadé okamzité ziskat z Lagrangeovych rovnic:
s =1 3.2)

kde L =K —P je rozdil kinetické a potencialni energie, y vektor zobecnénych soufadnic a u vektor
nezavislych pisobicich sil, popf. momentii v jednotlivych osach. Pfitom se predpoklada, ze systém
zobecnénych soufadnic (y,,...,y,,) je zvolen tak, aby byl [16]:
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smu lze popsat pomoci soufadnic (¥,s.-»¥,) 2
é sOugasng

i <nymi vektory soufadnic
finovany odlisnymi V€ '
275 ny soufadnic Z (Vys-s¥m) @ UPEVIENI V téchty

soufadnic volné pohybuje

a) dupiny, 1. libovolna pozice Syst

S e
kazdé dvé ruzne pozice sygtemu Js y
b) nezavisly, tj. pil zvoleni libovolne podmnoZi

soufadnicich se systém pfl zméné zbyvajicic
daji relativnimu pootoceni, popf. posuvim jednotlivych &lend vig

Soufadnice obvykle pfimo odpovi 3% splnkai podminek a) @ b) lze kinetickou energii soustayy

sobé. Lze dokazat [16], Ze v pfipa
vyjadfit ve tvaru

K =2V B 03

kde matice setrvaénosti H(y) je symetricka a pozitivné definitni, tedy regulamni.

Rovnice (3.2) pak prechazi do podoby
H(y)y + T(y,y)=u. (34

V pfipadé, Ze nékteré hnaci sily chybi, ma soustava (3.4) tvar

H (y)y+T(.y)=u

3
H,(y)y + T.(y.y)=0 33)

ktery nelze pfevést do tvaru (3.1).

Pro pfesnéjsi vymezeni tfidy dynamickych systémi, pro které lze aplikovat dale popsany postup,
uvazujme systém definovany soustavou rovnic

g(y“",y"‘"’,....y,u,r)=0 (35)
kde y a u jsou vektory (stejné) dimenze m.
Pocateéni podminky problému jsou

y(n‘-ll(o):y:;—ll, 2 'y(0)=yu- (3'1]

O funkeich y*'(.),u(.) pfedpokladame, Ze jsou spojité, ti. yeC™, ue C™ a funkce g(.) spojit
diferencovatelna podle viech argumenti. i

Nazvéme systém (3.6) reguldrnim vzhledem k Fizeni, jestlize

a) Rovnice (3.6) mé jediné fesen; pro kazdé u(.)e C™

b) Pro k:z'kda'ou n-krat spojité diferencovatelnou funkei y(.), ktera vyhovuje poéitehh‘
podminkam (3.7), pfi soudasné : : s i
Jedna funkce u()e . snem spinéni rovnice (3.6) v kazdém bodé ¢, existuje privé
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Vyjadfeme diferencialni piiristek funkce g v ¢ase ¢ pro dt — 0, ktery musi byt na zakladé (3.6)
nulovy:

dgzﬁdy +...+afg dy'" +agdr+@du~

ay (n)
(3.8)
ag- ag n) ag ag (n
:[gy+...+@_—”y‘ +E}dr+aymdy ’+audu 0.

Aby byla splnéna podminka b), rovnice (3.8) musi mit feSeni (a to jediné) vzhledem k du pro
libovolné hodnoty ¢lenti na levé strané vyrazu. To je splnéno jediné pokud

det[a—gJ i (3.9)
ou

Obdobné, aby rovnice (3.8) méla feSeni vzhledem k priristku dy'™ v bodé na trajektorii daném

", pro dané du#0 a dr# 0, musi platit

det(aiﬁ”}tﬂ. (3.10)

hodnotami vy,...,y

Naopak, jestlize je splnéna podminka (3.9) v kazdém bodé¢, je dusledkem véty o implicitni funkci
[10], Ze funkce Fizeni Ize v uréitém malém okoli bodu (y” (2),...,y(¢),u(t),r) vyjadfit jako

(ﬂl l'n 1)

u=f(y ) (3.11)

kde f je néjaka funkce spojité diferencovatelna podle vSech argumentl a tedy plati podminka b).
Plati-li (3.10), je mozno stejnym postupem separovat nejvyssi derivaci:

yiﬂ} =h(ylﬂ—|l,”-‘y,u,t). (3.12)

Oznaéme x = [y‘""” ,...,y]]r . Pak lze soustavu (3.12) s po¢ateénimi podminkami (3.7) snadno piepsat
do standardniho tvaru

x=G(x,u,1), x(0)=x,. (3.13)

Rovnice (3.13) mé na zakladé vét o feSitelnosti soustav obyéejnych diferencialnich rovnic, napt. [9],
v ur¢itém lokalnim okoli bodu x, jednoznaéné feSeni pro zadané pocateéni podminky (3.7), tj. plati
a). Podminky (3.9) a (3.10) lze tedy v ur¢itém lokalnim okoli trajektorie povazovat za ekvivalentni
podminkam a) a b) vyse.

Dale popsané postupy jsou navrzeny pro ty systémy regularni vzhledem k fizeni, u kterych lze
navic zajistit efektivni vyhodnoceni funkce f (3.11). Proto je zpravidla tieba, aby rovnice (3.11) byla
znama v explicitnim tvaru. Podminky a) a b) toto sice nevyzaduji, avsak v obecném pripadé by bylo
nutné urcovat hodnoty funkce (3.11) numericky feSenim (3.6). Rovnéz se predpoklada, ze plati
podminka a). Explicitni znalost funkce h (3.12) viak v tomto piipadé zpravidla nutna neni.

Z podminek a) a b) vyplyva, Ze pro kazdou trajektorii, ktera je n-krat spojité diferencovatelna a
prochazi pocate¢nim bodem, existuje odpovidajici priibéh fizeni. OkamzZitym disledkem je, Ze
systém reguldrni vzhledem k fizeni musi byt fiditelny, nebot’ pro libovolny koncovy bod x P 1ze

vzdy nalézt dostate¢né hladkou trajektorii takovou, ze x(0) = x,,, x(t,)=x,.
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3.2. Formulace problému

i = eni pHimo ve tvaru
Necht je dén systém regulmi vzhledem k fizeni pfi

a =y, y" s ¥ot) (314

s okrajovymi podminkami
y @ =ys™s — ¥O=Yo 19
y{n—ll(tf)':yj:-ll, ;y(tf)=yf B-lq

Ptitom libovolny poéet okrajovych podminek v (3.15), ( 3.16) mize chybét.

Ulohou je nalézt trajcktorii y€C?, ti. Kerd je n-krit spojité diferencovatelnd vikaZdé slaieg
takovou, Ze funkcional

J =0y (t ), ¥t ) + Ifo(yw*"‘!y*u’” dt (EXY)
0

nabyvé svého minima na pfipustné mnoziné trajektorii a pﬁsluéfp'fch funkci fizeni. Tato mnoZina je
zadina napf. soustavou nerovnosti a rovnosti v kazdém bodé 1 €| 0,7, }

g(y"”,...y,u,0)20 (.18
h(y"”,...,y,u,1)=0 (3.19

kde znaménko ,,> “ v (3.18) znamend, Ze nerovnost plati pro kazdou sloZku. Pfitom predpokladame,
ze funkce f,, @, g a h jsou spojité diferencovatelné vzhledem ke viem svym argumentiim a
0<t, <o je zndmé.

Nejbéméjsi omezeni fidici veliciny byvd tvaru w, <u (f)<u__ . Omezeni pribéh
z?becnén)'rch soufadnic Jsou zpravidla slozitéjsi. Napfiklad pfi navrhu trajektorie robota je &asto
tre]:p uvazovat omezeni rozsahu polohy jednotlivych é&lend, které je konstantni, ale i jejich
vzajemnou polohu — asti robota navzijem nesmi pfyjit do kolize.

Pomoci omezeni typu rovnosti 1ze metodu pouzit i - ° n¢]

Pon typu | ' pro systémy ve tvaru (3.5), které nejsou
reguldmi vzhledem k fizeni. Je mozné zavést vektor pomocnych sil v a dodateény omezujici
poZadavek v(1) =0, re[O,t,]:

Hly +T1(S"sY) =1
Hy+T,(y,y)=v (320
v=0

Jelikoz optimalni trajektorie v klasické sm ozku s libovolr
asickém 1 1 i
g Lo : " (.)" yslu je Spojitou funkei, 1ze kazdou sl I
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(kazdou spojitou funkci na [0, IJ Ize napi. dle Weierstrassovy véty [10] s libovolnou piesnosti

aproximovat polynomem). Pfedpoklada se, ze skuteéné hodnoty fizeni generuje fidici systém na
zakladé odchylky od optimalni trajektorie y,, (Obr. 3.1).

parametry regulace

You (s (Yo ()

YorYos¥s¥ e :
s Ridici  systém
p u_ (/ :
omezeni = _(_ _05”_(_ 2) ______ y Hrgje yik
————»| optimalizace fizeni v realném
t Case
u(r)

YOG y(@)

Obr. 3.1: Schéma systému fizeni

3.3. Nahrada trajektorie pomoci bazovych funkci

Zvolme vhodny kone¢nérozmérny prostor n-krat spojité diferencovatelnych funkci M. Nutnou
podminkou je, aby vtomto prostoru existovalo m funkci y eM takovych, Ze vektor

YO =(3)s-s ¥ (t))r vyhovuje okrajovym podminkam (3.15) a (3.16).

Sestrojme v tomto prostoru bazi {b, }: a vyjadreme trajektorii jako vazeny soucet prvki baze, tj.

N
y(0)=Yab,®. (3.21)
Pro derivace trajektorie fadu 1,...,n plati:
k = k
0= ab@). (3.22)
J=0

Predchozi rovnosti lze psat v maticovém tvaru

Y()=B(t)A (3.23)
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B je matice béze rozméru (n+LN+1)

b. e bH

B=| -
b:ll ."’b"'

Tvar (3.14) umozuje climinovat z kritéria (3.17) funkci fizeni:
T =0y (t)r¥ )+ (£ [y sy S ayot)ut | dt =
=o(Y(t,))+ [,(Y()) dt —min.

Dosazenim (3.23) dostavame kritérium jako funkei koeficientd A=(a,):

JA)=0Yt)+ [7,(Y() di=oB(t,)A) + [7,(B)A) dr.

Pakje']] ]] !'- I- r]vm] - i'sﬁlmhll”]ik rll'."-:
funkce J(A) nabyvammm:anamobnédaneohajovynnpod:mnkam] (3.15), (3.16) a om
(3-18). Pro nalezeni optima je nutno Vyuzit numerickych metod.

Pro Zjednoduseni price s funkcemi Zavislymi na matici parametrd, které se v této &asti text
Casto vyskytuji, definujme gradient skalami funkee J podle matice A(N +1,m) nasledovné:
{ aJ aJ \
da,  &a,
vgJ: “se
£ Wy
Ka“m a“n.)
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N m m N a)r
‘U(A):.Z;Z;%da‘f =Z ——da, =trace(ViJ dA) . (3.30)
o7 if =0 if

f=1i

Dosadime-1i do (3.28):

dJ(A)=dp(Y(t,)+ [df, (Y1) dt =

(3.31)
= trace(Vy pdY,)+ j-tracc(V’f,j?0 dyY)dt.
f L]
Diferencialni pfirustek Y lze ziskat ze vztahu (3.23):
dY =BdA
(3.32)
dY, =B(t,)dA.
Po dosazeni do (3.31) a zaméné operatoru stopy a integrace:
fr
dJ(A) = trace (Vy pB(t,)dA) + trace [V} f, BdA di =
: 3 (3.33)
.
= trace| V|, pB(t,)dA + [V} f, B()dtdA
0
tedy plati:
m N
dJ(A)=trace(G' dA) =)D g, da, (3.34)
Jj=1 i=0
ff 3
G=B'(t,)Vy ¢+ IBT(z)VYfU dt . (3.35)
1]

Vzhledem k tomu, Ze diferencidlni pfirGstek je linearn€ zavisly na hodnotach da, , je funkce J(A)
spojité diferencovatelna podle A. Matice G je pak ziejmé gradientem funkce J(A). Spojita
diferencovatelnost J(A) umoziuje pro hledani optimalniho prubéhu pouzit efektivni algoritmy
optimalizace.

Pozn.: Bylo by samoziejmé mozné pracovat pouze s vektorovym zapisem, tj. slozky matic Y a A
organizovat ve vektorech. To je rovnéz zipis, se kterym se obvykle pracuje v algoritmech
optimalizace. Na druhé¢ strané, v tomto pfipadé by matice baze B byla zna¢né rozsahla a fidka. Zapis
vyuzity zde je kompaktni a pfimo odpovida tvaru datovych struktur, které jsou pouzity pii efektivni
implementaci, proto jej autor povazuje za vyhodnéjsi.

3.4. Okrajové podminky a omezeni

Okrajové podminky (3.15), (3.16) pfedstavuji pro problém (3.27) soustavu omezeni typu rovnosti.
Linearni povaha téchto omezeni umoziuje jejich eliminaci a nasledné vyrazné efektivnéjsi vypodet
nez v pripadé nelinearnich omezeni.

Okrajové podminky lze zapsat jako 2m soustav linearnich rovnic vzhledem k ¢lentim A:
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vuvy b_y (0) ao; .}!01
b,(0), NEaE 03
N n-1)
B (0),....by " (0) )\ i Yoi
(i yeersUN
by(t,), s b,(t;) a, Vs
= T (3-3n

(n-1)

bén—”(!f)""’br_”(tf) Ay Y5

kde i=l..m. Pfitom v soustavich mohou chybét fadky snékterymi indexy j=l,...n, avik

soudasné pro viechny soustavy i=L...m. Oznacme n, pocet pocatenich podminek a n, pofet

koncovych podminek.

Soustavy (3.36) a (3.37) lze zapsat jako

=R
C,A=R, ol
C,A=R,
nebo v kompaktnim tvaru

kde matice C je sestavena z fadkd matic B(0) a B(¢,) a R obsahuje pozadované hodnoty derivaci
v krajnich bodech.

Je hledana matice koeficientd A takové, ze J(A)— min a soucasné jsou splnény podminky
(3.39). Zakladnim postupem je rozdéleni matice C na dvé &asti C=(C,,C,) tak, ze matice C, je
¢tvercova a regularni. Pfitom se uvaZuje i mozné preuspofadani sloupct v matici C . Rozdélime-l
odpovidajicim zpisobem i matici A, pfejde soustava (3.39) do tvaru

A, -
(Cl Cz )( Az ) _— R . (3_‘0]
Potom
A1 = C;l (R = C2A2) b (3.‘")

Hledaji.sc pak koeficienty submatice A, tak, Ze J(A)— min . Slozky A, jsou pritom dopotitanyZ
gj;) Jak{.) soucast vypoctu hodnoty kritéria. Inverzni matice C;' vsak nemusi byt uréovéna i
2dcm vypoctu J, nebot’ zévisi pouze na hodnotich bizovych funkci v sase 0 a ¢.. které s
vypoétu zpravidla neméni. $:
V pfipadé, Ze nékteré trivialni : g
tvaru Vidlni koncové podminky jsou nahrazeny obecnéj$i podminkou V¢

w(Y(t,))=0 (3-‘2)

str. 36




Jan Cvejn — Habilita¢ni prace Cast 3

kde w je hladkd vektorova funkce, je moZné toto omezeni zahrnout pokutovou metodou do
terminalni ¢asti funkcionalu (3.27):

p(Y (1, ) =0 WY@ )) - (3.43)

kde K je diagonalni matice s kladnymi prvky a o >0 pokutova konstanta. Lze v8ak vyuZit i pfimé
metody nelinearniho programovini, jako napt. SQP [11], které pracuji které s omezenimi ve tvaru
(3.42) efektivnéjsim zpluisobem - viz téz ¢ast 6 prace, kap. 6.2.

Nerovnosti (3.18) a rovnosti (3.19) piedstavuji nekoneéné mnoho omezujicich podminek,
nebot’ plati v kazdém bodé intervalu [0,11.] . Pfi numerickém vypoétu je sice vyhodnoceni funkci g
a h provadéno pouze v kone¢ném poctu kroki, avsak tento pocet zpravidla musi byt zna¢né vysoky
— jinak je ziskana trajektorie, ktera vyrazné piekracuje omezeni. Bézné je takto mozné ziskat stovky
az tisice omezujicich podminek, coz miize byt ptili§ mnoho pro efektivni praktickou realizaci.

Omezeni (3.18) a (3.19) lze viak snadno zahrnout pokutovou metodou. Rozsifené kritérium ma
tvar

T=o(X))+ [fodi+o [[lg- (.m0l +Y w0l Jd . (3.44)

kde K, a K, jsou diagonalni matice s kladnymi prvky, o >0 pokutova konstanta a g_=(g, ) je
vektor, pro jehoz slozky plati

g. =min{g,0}. (3.45)

Podstatné je, ze kritérium v tomto pripadé zustane spojité diferencovatelnou funkci A a pro jeho
minimalizaci je tedy mozné pouzit béZné metody hledani minima bez omezeni. Vypocet by mél byt
proveden sekvenénim zpusobem se zvySujici se hodnotou o (viz ¢ast 6 prace).

Omezeni typu nerovnosti v kazdém case lze zahrnout i bariérovou metodou, kde rozsifené
kritérium nabyva nekone¢né velkych hodnot mimo pripustnou oblast. Namisto ¢lenu

ollg_ (Y1), v (3.44) je mozné dosadit

1
——Y k,;Ing,(Y,u,t). (3.46)
(07" = . '

Otdzkou zistava, zda je mozné omezeni vkazdém cCase nahradit malym poctem omezujicich
podminek. V tom piipadé¢ by bylo mozné aplikovat nékterou zpiimych metod nelinearniho
programovani a vypocet by byl pravdépodobné efektivnéjsi nez pii pouziti pokutovych, popf.
bariérovych ¢lend. Uvazujme pouze omezeni typu nerovnosti v kazdém bod¢€. Viechny vyrazy

fr

(A= ([ (Yun]'di=0 (3.47)
?’z;(A):\/ J‘[gi_(Y,u,r)]zda':O (3.48)
7u(A) = [lg, (Y ,u,0)|dr=0 (3.49)
Vui(A)= ;?gip]{g.-(“w)} 20 (3.50)
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Problém podminek (3.47) je, Ze gradienty funkei y7 ol
; funkce Yy Y @ Vi jsou nehladké. Metody nelines
2i37 1 i

i jité diferencovatelng
: «daii. 7e funkce omezeni jsou SpojItc Cit az
a prcdpok]aﬁ?).l&;;:t_ Je viak momé, Ze lze VyVinout pro- omeze
ginné algoritmy. Tyto moznosti viak dosud nebyly

nahrazuji omezujici podminky (3.18

pripustné oblasti nulové. Na druhé stranc,

ani VS idl
programovani v3ak zpravidia p :
1 ientu nou
matice gradientu omezenl ma p nodno:
v nékterém z tvarti (3.47) - (3.50) specialni U

podrobné analyzovany.

35. Resitelnost soustavy okrajovych podminek pro bazovy systén

)

Existence inverzni matice C;' v soustavé (3.40) je zakladnim pozadavkem na volbu prostory )

- r n+l .
Zabyvejme se splnénim této podminky nejprve pro prostor spline-funkei S}, (0,7 /). 1. prostor

N Lo e e -
s bazovym systémem {A:’ '}_rl , ktery je v této praci preferovan.

Je-li parametr # spline shodny s fadem systému (3.14), je n-ta derivace slozek trajektorie po
astech linearni funkei. Rizeni je pak spojitou funkci s nespojitosti derivace v bodech =i,
T=t,/N. Je ale moimé bez vétSich uprav zvolit n spline vétSi nez n systému a ziskat tak hlad
prubéh. Praktické zkuSenosti viak naznaluji, Ze v tomto pripadé }e ]fonvergen‘ce k igéem’_ zpravidla
vyrazné pomalejsi. V daliim textu pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze fad spline je shodny
s fadem systému. V piipadé pouziti hladsiho bazového systému se pouze zvysi horni indexy
v polozkach matic B, C (napf. ve vztahu (3.51)).

V pripadé, Ze stupeii spline je o 1 niZsi, nez fad systému, n-ta derivace je po ¢astech konstanti
a fizeni je v uzlovych bodech nespojité, coz neodpovida plivodnim pfedpokladiim. Piesto je mozné
s urCitymi omezenimi provést rozSifeni popsaného postupu i pro tento piipad, nebot integrand
kritéria zlstiva integrovatelny. Pro dosazeni kvalitnich vysledki je vSak nutné zvolit mnohem vy
N, coz je nevyhodné z hlediska celkové naro¢nosti vypoétu.

JelikoZ generujici funkce A™'(f) jsou nulové pro t<-T, ma matice C, v pripadé piné
zadanych pocate¢nich podminek, tj. n, =n, tvar

A"N0), -+, AT(0),0---0 A" (nT), --- ,A"™'(0),0---0
C, = o o , (351)
AL ), -, A0), 0--0) |A(nr), .o, A¥(0), 0---0

Rozdélme matici C, vertikalné na t Casti:
Cy=(Cy,Cp0) 03
V ptipadé n,=n, C

02 ObsahUje pouze SlOuPCOV}'/ vektor (Ann (0)‘““1\2 (0))r . CtVCrcové matics

AHH(HT), ,AMI(T)

gulérni. Pokud My <n, vmatici C

sloupce a regulérni byt 9
fNémusi (nebylo to dokén4 i 01
okdzdno ani vyyrs

vric
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maximélni hodnost n, po odstranéni n—n, fadki ma hodnost n, a je tedy mozné v ni vybrat n,
nezavislych sloupcii. Po preuspofadéni matice C, tak, Ze prvnich n, sloupcii je nezavislych, je

matice C; regularni.

Matice C, ma v pfipadé n, =n tvar

A"'(NT), .-+ ,A%''(NT) A" ((N +n)T), --- ,A"'(0)
C, = = . (3.54)

A%, (NT), ---,A%(NT) A*((N+m)T), - ,A*(0)
Rozdélme C, vertikaln€ na Ctyfi Casti:

€ —(CLCLE .C ). (3.55)

Casti C,, a C,, odpovidaji prvnim blokim matice C,. Matice C,, necht je ¢tvercova

(pfedpokladejme, Ze N je dostate¢né vysoké). Pokud n, =n, ma C; tvar

A" (N-DT), --- ,A™'((N-n)T)
€, = : (3.56)
A*(N-DT), - ,A*(N-n)T)

Matice C,, méa rovnéz tvar (2.41) je tedy regularni. Pokud n, <n je mozné obdobné jako
v predchozim piipadé provést preuspofadani sloupcti matice C, vrozsahu indext n+1,...,2n tak,
ze sloupce v C,, jsou nezavislé a C,, je regulamni. Vzhledem k tvaru (3.54) je vS8ak moZné
nezavislé sloupce C,; vybrat libovolné vrozsahu indexti n+1,...,N+n, tedy napf. na konci
trajektorie (kromé posledniho indexu). Cela soustava okrajovych podminek pak ma tvar

Al
e 0N 1) A R
(Cm C°2 e ] : :[ OJ .
1€ CrnCry )l A, R,
A

4

Zvolme libovolné hodnoty A,, A, . Z (3.57) pak lze jednoznacné urcit hodnoty A ,A,:

A =C,(R,-CyA,) (3.58)

As=C:f|3(Rf_Cf|A|_CjzAz—Cf4A4) .
To znamena, Ze existuje preuspofadani (3.40) takové, Zze matice C;' existuje, tedy matice celé
soustavy C musi mit plnou hodnost 7, +n, .

Kromé toho, Zze dokazuje existenci C,', vztah (3.58) pfimo odpovidd mozné praktické

implementaci a nahrazuje formalni zapis (3.41). Tento postup ma tu vyhodu, Zze umoziuje realizaci
jednotného software pro ruzné typy (linearnich) okrajovych podminek a riizné varianty indexii
dopocitavanych a volitelnych koeficientl. Praktické zkuSenosti naznaduji, ze z hlediska celkové
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- r w u_ = kt - -
‘hodnéjsi volit dopocitévanc koeficienty bliziplz gmatku ajektorie, nez K jejim,
iy ¥ i fadani slo A
Egcnk:il,‘ llgzjodpgﬁdé piimo zépisu(3.5?) bez preusporadﬂ A |
Predpokladem této konstrukce J¢, e viechny submatiCe A,»25%35 7 obsahyj
: W a ’ ,
néjaka data, coZ je ekvivalentni podmince
N2n+l. (359)
imémé hodnotam y" v koncovych bodech, i
™(t,)=0, je mozné A, a posledni sloupec A,
" v koncovych bodech ponechany jako yol

Hodnoty A, a posledni sloupec A, jsou pfimo
tedy napf. dodateénym poZadavkem y"(0) =y
nastavit nulovy. V opaéném piipadé jsou hodnoty ¥

coz odpovidé standardni formulaci ulohy. ; L |
Z predchoziho odstavce pfimo vyplyvé, Ze jestlize uvazujeme rozsifenou soustavu okrajovych

podminek, ktera navic obsahuje pozadované hodnoty n-té derivace v krajnich bodech

HESH on

kde E (2, N +n+1) je matice hodnot n-tych derivaci bazovych prvki pro v bodé 0 a t, a8 (2,mje

matice pozadovanych hodnot v téchto bodech, mé tato soustava feSeni pro libovolnou stranu prévé
tehdy, kdyz plati (3.59).

Jednodussi moZnosti by bylo napf. rozdélit matice C,,C, na tfi ¢asti, kde soustava ma tvar
Cai G 9 ! R,
[c e e T (341
= f227 13

3
V tomto pfipadé jsou A,, A, ¢tvercové matice dopoéitavanych parametrd a A, obsahuje volitelné
koeficienty. Matice C,, a C,, pro uplné okrajové podminky viak maji jinou strukturu a nebyl
dokazano, Ze jsou v obecném piipadé regulami.

I

3.6. Resitelnost soustavy okrajovych . , ,
od
bazovych systému Jovych podminek pro nékteré dalsi typy

Dokazat exi Wor SF D gy :
existenci C; pro jiné bazové systemy pro libovolné N vétiinou neni snadné. Je-li viak

dokazéna existen -1 k. P : .
ce CI' pro néjaky bazovy Systém {{;.I }: v M, existuje C]" i pro jakyikoliv i

- - ' o
bazovy systém {h,. }0 VtomtéZ prostoru. V &4sti

2 byl = : o
regulami matice H takova, 7e ylo dokizino, ze vtomto pripadé existif

h, b,
h

Dk bﬁ : )
h, ke
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Jelikoz matice C je sestavena z hodnot bazovych funkci vbodech 0 a ¢,, hodnoty této matice

vsystémech {4 | a {b, | jsou vizany vztahem

Ch ___CF)HT | (3.63)
kde horni index oznacuje piislusnost k bazovému systému. Misto (3.41) dostavame tedy
A' =(C'H")'(R-C,H"A}) (3.64)

a inverzni matice (C'H’)"' existuje, nebot’ dle predpokladu existuje (Cj)"'. Disledkem tohoto
faktu je napf. existence C;' pro systém {Zf”}: v .Sy (0t).
Zabyvejme se dale existenci C,' pro bazovy systém {1,:,12,...,IN} v P,(0,1) (4. v prostoru

polynomti do stupné N na intervalu [0,1]), a tedy 1 pro libovolny jiny bazovy systém v tomtéz
prostoru. Matice B() ma v tomto piipadé¢ tvar

) ik 7y
01125 3¢" NtV

B(t)=|0 0 2 6 i NEN =) (3.65)
00 7l oL [BN-neDIt""

Predpokladejme dplné okrajové podminky. Rozdélme matici C, na tfi ¢asti C, =(C,,,C,,C,,),
kde matice C,a C, jsou Ctvercové, a stejné tak i matici C, =(C,,C,,,C ). Matice
Cy,Cy,C,y,C,, maji tvar:

C,, =diag(Li2....(n=1)}), C,=C, =0 (3.66)
8 1
0 1 - n—1
Cn= (3.67)
0 - 0 (n-1)
1 gty 1
n n+l - 2n-1
C.= : (3.68)
i (n+1)! _ (2n-1)!
2 n!

Cela soustava (3.38) pak ma tvar

(3.69)

2

{Cm 0 0 J
Cfl C_fl‘C;‘J

> >
Il
. N
~ =~
L
7
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- ednoznaéné urcit hodnoty A A,:
Zvolme libovolné hodnoty A;-Z (3.69) pak Ize )
VO y A,

A :C;:Ro d
Al- =C..(R, ‘C‘;.C;.'Ro "C_nAJJ- n

. C. se bohuzel nepodafilo obecné matematicky dokig
12

! 1 B 1stul xistenc
Matice C; ziejmé existje. EXI s vyuzitim pocitace pro hodnoty n=2,..%

Neni viak obtizné ovefit nenulovost determinantu C;
Z f e ramec praktického vyuziti.
coz zcela presahuje rmace ¢asu do intervalu [0.1]. nebot v opatniy

: 3da fo

V piipadé 1, =1 s¢ predpoklada trans ' . : |
= p:w bi?t hodnoty bazovych prvki v ¢, pro vys$si N bud'to pfilis velké nebo naopak il

ptipadé mohou ,

: . SO
5 (sobi icke ‘my rmaci ¢asu lze provést substituci — namigy
malé, coZ miiZe zplusobit numerické problémy. Transfo 2

1 _ il
je viak tf asobi inami — derivace bazovych
t v (3.65). V tomto pfipadé je viak tfeba nasobit mocninami faktoru L, vych funks

Dokonzleji zpiisob je zalozen na transformaci celé Glohy (3.27) do intervalu [0,1]. Tento postpje
podrobné popsan v kap. 3.11.

Na zivér uvazujme ortonormalni systém

z
<|i!chos{,sz52I,...,JzC05N! ()
VAL x %

v intervalu [0,7]. V tomto pfipadé ma matice baze tvar

KINE cos? S cos Nt
2 0 —si —2si —Nsi
B(r)=J: e 2 o - NimMLL on
th 0 -cost —4cos2r .. —N'cosMt

Matice okrajovych podminek maji tvar

TSR sse
2| 0
CCI :\[:‘ 0 0 ) 0 Gm
}r‘ 0 __1 _4 . _hrz
\
(U\E e e
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piipadé n =2 ma pak matice C pouze dva fadky, které jsou ziejmé nezavislé. Bazovy systém (3.71)
je sice ortogonalni v kazdé derivaci, ale ortonormdlni pouze v 0-té derivaci. JelikoZ kritérium
optimality je po eliminaci fizeni zpravidla zavislé na viech derivacich do fadu n, je z hlediska
vyrovnaného vlivu bazovych slozek vyhodnéjsi zvolit napf. systém

{l, cos r,—]—cos 2t,.‘.,—1—cos Nt } . (3.75)
2 N

Pro praktické vyuziti se obdobné jako v predchozim piipadé predpoklada transformace casu z
intervalu [O,II] do [O,Jr].

Bazové systémy (3.71) a (3.75), tiebaze maji teoretické prednosti, se nakonec pii prakticke
realizaci neosvéd¢ily. Obdobné nedobré zkuSenosti byly piekvapivé ziskdany i v pfipadé
ortogonalnich polynomialnich bazovych systémii. Bazovy systém {l,t,...,t” } v [0.1] se pro mensi N

(cca N~10) pomémé osvédcil, tebaze zdaleka ne tak dobfe jako {A"'}. Pro vyssi N je vsak

konvergence k feSeni velmi pomal4d a vypocet zpravidla nevede ke kvalitngjSimu feSeni. Viz téz
priklad 3, kap. 3.13.

3.7. Numericky vypocet kritéria

Pro vypocet integralni ¢asti funkcionalu J(A) lze pouzit béZzné metody numerické integrace.
Funkce f je dle predpokladu spojité diferencovatelna podle ¢asu. Je-li bazovy systém (n +1) -krat
spojité diferencovatelny, je i integrand kritéria )FQ(Y,I) funkci spojité diferencovatelnou podle ¢asu.
To plati i v pfipadé, kdy omezeni jsou zahrnuta pomoci hladkych pokutovych, popi. bariérovych
¢lent.

Vypocet funkcionalu je kritickym mistem pro vypocet optimalni trajektorie, protoze je pomérné
¢asové naro¢ny a optimaliza¢ni algoritmus zpravidla potrebuje zna¢né vysoky pocet vyhodnoceni
kritéria. Vypocet je tireba provést numericky, avsak obvykle je mozné spokojit se s niz3i piesnosti.
Trebaze byl prakticky vyuzit pouze oblibeny Simpsontiv kompozitni vzorec

jf(x)dx:zg[f, +4f +2f +4f, .. 30f,  +4f, 7 [, ]+ O(°) (3.76)

pro liché N, ktery je zaloZen na interpolaci parabolou v tsecich [fh,(f‘ +2)h], je mozné patrné

dosahnout lepSich vysledkii pomoci sofistikovanéjsich metod. Napi. Gaussovy metody integrace
[14] pracuji s nepravidelnym rozmisténim vzorkovacich bodli a umoZziuji timto zpisobem snizit
nutny pocet vyhodnoceni funkce pro dosazeni pozadované piesnosti na polovinu.

V piipadé omezeni vkazdém case, kdy je kritérium rozsifeno o pokutovou &ast, je viak
pravdépodobné vhodné zachovat vyssi pocet kroki, protoze useky piekroeni omezeni mohou byt
pomérné kratké. Také neni jisté, jestli je korektni v tomto ptipadé pouzit nepravidelné vzorkovéni
(viz téz kap. 4.5 v nasledujici €asti prace, kdy se jedna o obdobny pfipad). Z tohoto diivodu nakonec
nebyly vyuzity metody vy3siho fadu ani jiné sofistikovanéjsi algoritmy, ale pouze vzorec (3.76).

V piipadé bazového systému {A;‘*' }_" Je tfeba vzit v ivahu skute¢nost, Ze bazové funkce jsou

pouze n-krat spojité diferencovatelné (pokud neni fad spline vy3si nez fad systému) a kritérium je
tedy funkci pouze po ¢astech hladkou. Za téchto pfedpokladi je tieba nepocitat najednou integral

pfes cely interval [O,II], ale integrovat zvlast’ jednotlivé podintervaly [kT,(k+1)T]. Je-li pouzit
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ednorazové, protoze body nespojitosti derivace v tomto
je ’
j bola.
terpolovana para : :
dnoceni Y(t) = (y(@), YO, ., ¥ (@0)" pro

vzorec (3.76), lze viak integraci proyégl
pripadé vzdy oddéluji dva useky, kde je in

Jinym aspektem vypoétu kritéria je efektivita vyhvo, u integrace uréovat souin matic
viechny &asové body trajektorie. Obecné je tfeba v cale 1(1‘06}1 {i. V pripadé pouZiti spline-baze
B(¢) a A (3.23). Je-li N podet bizovych funkci, je tfeba nm/N SOuCInitl

e i ypocet kritéria j
je podet krokii integrace rovnéz umémy N, takze celkovyﬂ [)OCCI ?peram 'pr;)uvrfl];mu s ce]k?, ie
umémy N?. Pro vysoké hodnoty N se pak tento faktor miize podilet znacn ;

5 > el ozfiuje provést vypocet hodnot
vypoéetni naro¢nosti. Vyhodou bazového systemu {Ar }_,, e, 22 WnaG e P

Y podél trajektorie vyrazné efektivnéjsim zpisobem, ktery je pouze linedrné 3
V prvé fadé, vzhledem k tomu, Ze A'(1)=0 pro 1< jT , je mozné ze souctu vynechat prvky

A!(t), kde j>1/T . Takto se v ramci celého vypoctu funkciondlu usetfi pravé p

zavisly na N.

olovina soudini.

Dile predpokladejme, Ze je urdena hodnota derivaci y* v ¢ase ¢=jT . Z definice spline
vyplyvé, Ze v intervalu [j7,(j+1)T] je y™*" konstantni. Pfitom hodnoty y v po sobé jdoucich

uzlovych bodech jsou pravé

(i) T) = a”+ ’ T
,Vf”(f‘ jok 37
yi; ((.} + I)T) = an+;‘+l.}( T

(n+l)

kde a,,,,,a,, ., , jsou koeficienty u piislusnych bazovych funkei. y je pak v celém intervalu

[jT,(j - l)T] rovna

wn YOG HDD-y"GD)

y T B P | _am-_;' =d (378)
kde a, =(a,,,....a,,)" .
Rovnici (3.78) je mozné postupné integrovat

Y (@) =y"(,)+1d

yo ) (2) =y (n) r’

y (J,-)+T}’ (f}.)-}-?d
(3.79)
Y(f)=Y(tJ)+rY(rj)+...+%yl"’(;’,)+ " d
n (1)

kde r=t-t;at,=jT.

Vypocet vztahii (3.79) je zpravidla mnoh i
S i em rychlejsi nez i i

Opakovana aplikace (3.79) viak kumuluje nUmérickéch}?usm r;Enc (3.2_3)z?nezéyisi na N.

nejprve uréeny hodnoty v uzlovych bodech s yvusir: YOY. Phi praktické realizaci proto byly

uvnitf mntervalu [ J.AT +l)T] pomoci (3.79 i

rovnéz z rovnic (3.79):
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yln)(rﬁl ) = y(n] (f; ) Te Td
(3.80)

n+l

d

Y(f;-n = y(;}, )+ ]r'"y(:j )+...+ _}.._yu.:(r:. )+
n! = (n+1)t

3.8. Vypocet s vyuzitim prostoru finitnich spline-funkci

Finitni spline-funkce umoZiuji zajimavy zplsob eliminace okrajovych podminek konstrukei
prostoru Z}"', jehoZ prvky maji v krajnich bodech nulovou hodnotu véetné véech derivaci do fadu n.
Tento postup je v3ak uveden pouze pro uplnost, nebot se ukazalo, Ze je malo flexibilni a
konvergence k minimu v prostoru Z"' je obvykle pomalejsi nez v Sy . Hlavni vyznam bazového
systému {Z;‘*'} spo¢iva v urychleném zpiisobu vypoétu gradientu kritéria, ktery bude popsan
pozdéji.

Definujme prostor Z}'' (0,7 ) funkci ¢ takovych, Ze plati:

qveS:,”(O,tf) (3.81)
a soucasné
0)=¢(0)=...=9"(0)=0
?(0) ¢>_( ) [ ‘f}) (3.82)
Q?(If)=§9(!f)=...=§0 ([f)=0-
Tvrzeni: Systém {Z]"'}, i=1,...,N —n~1, tvofi bazi v Z}"'(0,t,).
Dijkaz: Napisme podminky (3.82) jako soustavu linearnich rovnic
N
> a A (0)=0
N
Y 4, (A)(©0)=0
(3.83)

N 1
> a A" (t,)=0

i==n

(A1) =0

Matice soustavy (3.83) je aZ na pofadi fadku identicka s rozsifenou matici okrajovych podminek C
(3.60), ktera ma feSeni pro libovolnou pravou stranu pravé tehdy, kdyz plati N>n+1. V tom

piipadé ma tedy C plnou hodnost 2(n +1) a musi obsahovat 2(n + 1) nezavislych sloupci. Prislu$né
koeficienty a, pak lze jednozna¢né ur€it tak, Ze pfi libovolné volbé ostatnich koeficientt je splnéna
prava strana. Lze snadno ovéfit, ze Z};"(0,¢,) je linearni prostor. Dimenze prostoru Z7," (0,¢,) musi
byt shodna s po¢tem volitelnych koeficientd, tj. (N+n+1)-2(n+1)=N-n-1.
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N —n—-1 a bylo dokazano, Ze tyto funkce jsou nezavisié.

v n+l an+l 0, rort =1 iy £ 27
Ziejmé XM e Z7(0,1,) p ice, 7¢ systém k nezvislych funkel tvori

Pro dokonceni lze pouzit tvrzeni dokazané v asti 2 pr
v prostoru funkci dimenze k bazi. ¢

i o Z i ti okrajové
kei y,(1)€ §2* takovou, ze pro ni pla j

Zvolme nyni pevné libovolnou spline fun s
podminky (3.15), (3.16). Pak kazda funkce y(7) € S;" , ktera splfiuje okrajove podminky, muze byt

jednoznaéné vyjadiena jako soucet

y=y,*Y (254)

: . N-n-1 = 5 .
kde y,(1)e Z!*'. Sestrojme v prostoru Zy"(0,t,) bazi {E,. }1 . Problém je pak redukovan na
nalezeni optimalnich bazovych koeficienti. Vyhodou v tomto pripadé je, Ze okrajové podmi.nky Js’ou
jednorazové eliminovany konstrukci baze v prostoru Z\'(0,t;) a feSeni je hledano v linearnim

prostoru bez dodateénych omezeni.
Je-li tento zpiisob aproximace pouZit soucasné pro viechny sloZky trajektorie, vztah pro
vypocet hodnot derivaci ma namisto (3.23) tvar

Y()=Y,()+B()A, (3.85)
kde P(¢) je matice baze a A, matice bazovych koeficienti.. Vypocet hodnoty kritéria pfimo pomoci

vztahu (3.85) je vSak velmi neefektivni. Vyhodnéjsi je provést transformaci koeficienti do systému

{A;‘*'}: a pokraCovat postupem popsanym v piedchozi kapitole. Transformace se provede

§ vyuZitim rovnosti
A.PH-I Anq-} 0 T Z)H—I
AT . :Ai e o AIJ ves 4 (3.86)
A::.rﬂ AnNH 0 2::'
Odkud vyplyva
0
o T
A=A, +H'| A, (3.87)
0

kde nulové bloky v matici (0, A, 0)" maji n+1 fadkd a matice H ma JiZ odvozeny tvar (2.63)

Nevyhodou této metody je viak nutn And e :
omezeni 4 ost zadani viech okrajovych podminek véetng dodateéného

(n) Ty bk
Y 0=y, )=0. (3.88)

Pokud nékteré z okrajovych podminek chybi, je nutno uvazoy
dalsich volitelnych parametrech a cels konstrukce ztraci smysl

'V pfipadé navrhu optimélnich trajektorii bohu
okrajové podminky problému jsou zadany do fadu (n -
smysluplné napf. pro navrh trajektorii mechanickych

at funkei Y, v (3.85) Jako zavislou na
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hodnotu zrychleni v krajnich bodech. Moznosti je rovnéz snizit o 1 fad spline-baze. V tom piipadé je

viak n_-té derivace trajektorie nespojitou funkei, coz je vrozporu s plvodnimi predpoklady a
vyzaduje mnohem vyssi déleni N,

3.9. Ortogonalni rozklad soustavy okrajovych podminek

Rozklad matice bazovych koeficientii popsany v kapitole 3.5 byl vyuzit v disertaéni praci. Pro
dopo€itani Casti koeficientii na zékladé okrajovych podminek a zbyvajicich koeficienti byl
aplikovan pfimo vztah (3.58). Jako alternativni postup byla navrzena konstrukce s vyuzitim finitnich
spline-funkci popsana v predchazejici kapitole.

Jak jiz bylo zminéno, pro dostateéné vysoké N existuje vice moznosti rozkladu matice A na
¢ast volitelnou (A,) a ¢ast dopoéitanou (A, ). Nabizi se tedy otazka, ktera z téchto variant je
nejvyhodnéjsi z hlediska efektivity vypoctu. V ramci disertaéni prace bylo prakticky porovnano
nekolik téchto rozkladii a byly ucinény urité zavéry. Ve vétsiné pripadi bylo vyhodnéjsi volit
dopocitané koeficienty blize pocatku, popf. stfedu trajektorie, coz lze vysvétlit snad tim, Ze v této
Casti trajektorie mély optimalni bazové koeficienty vétsinou nejnizsi absolutni hodnoty.

V posledni verzi software byl pouzit rozklad soustavy okrajovych podminek, ktery vychazi
z metody feSeni uloh nelinearniho programovani s linearnimi omezujicimi podminkami doporu¢ené
v [11], [12]. Diky tomuto rozkladu bylo dosazeno mnohem lepsich vysledki a to nejen z hlediska
rychlosti vypoCtu, ale i schopnosti konvergovat k feseni pro vysoké N. Jestlize elementarni metoda
optimalizace trajektorie s vyuZitim spline-funkci, navrZzena v [1], kterou autor prakticky realizoval
vramci diplomové prace, konvergovala uspokojivé k feSeni pro N <10, zdokonalené postupy
popsané v diserta¢ni praci byly pouzitelné pfiblizné pro N <20, tj. cca do 50 optimalizovanych
parametri. Postup popsany déle pak dava uspokojivé vysledky v kratké dobé v fadé pripadi i1 pro
N =100, coz odpovida stovkam optimalizovanych parametri. Nutno vSak uvést, Ze na tomto
zdokonaleni se nepodili pouze jiny zplsob rozkladu soustavy okrajovych podminek, ale rovnéz
vyuziti kvalitnéjsich algoritmil optimalizace.

PiSme soustavu okrajovych podminek opét v tvaru

CA=R. (3.89)

Piedpokladejme, Ze matice soustavy C ma plnou hodnost. Matice C ma plnou hodnost pravé tehdy,
kdyz existuje rozklad (3.40) takovy, Ze matice C, je regularni. Vysledky kap. 3.5 jsou tedy potiebné

1 v tomto pripadé.
Reseni hleddme opét ve tvaru

A=A +A, (3.90)

kde A, vyhovuje rovnici (3.89) a A, patii do nulového prostoru matice C, tj.

CA, = R
(3.91)
CA, =0
Zvolme
A, = UR
(3.92)
A,=VX
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i i : , musi byt
kde U, V, X jsou n&jaké matice. Aby platilo (3.91) pro libovolné Ra X
CU=1 a9

Ccv=0
; ; i bot’ kazdé A, je
Jsou-li sloupce matice V nezavislé, tvofi bazi v nulovém prostoru matice C, nebo s
moZné vyjadfit jako linearni kombinaci VX téchto sloupci. ’ e
Jsou-li nalezeny matice U, V takové, Ze plati (3.93’) a Yr’na'plnoyl ())( kte;éj neﬁi niein;
obdobné jako v predchozi kapitole, redukovan na nalezeni optn:l_almcmil{:)c;di] ’spoéivé g
ici bazovy ientd - toru matice C. ;

jinym, neZz matici bazovych koeficientu vnulow?m pros : ; il
Jr:lr:)y:zrnnycrllm rozkladii (3.92) existuje vice a neni nutné pracovat s podmmko.u pro n-tou an Yact 3 88‘).
Mezi moznymi rozklady (3.92) je mozné zvolit sloupce matice V'Jako ortt:gonalm. 11;:1 d()’_]de.
k ur&itému ,,narovnani* deformace prostoru volitelnych parametrd, ktera byl.a zpusobena 0 : j(;vyml
podminkami. V piipadé, Ze je navic sloupcové ortogonalni i sloZzend matice (U, V), je bod A,

ortogonalni s jakymkoliv bodem A, z nulového prostoru matice C, nebot’
A;A0 =R"(U'V)X=0. (3.94

Bod A je pak feSenim soustavy (3.89), které je nejmensi ve smyslu kvadratu Frobeniovy normy

||A||2 - Niﬂia; =trace(A”A) (3.95

i=l =l

nebot’ plati

[AI" =], + A =[A, [ + A +2trace (A’ A,) = i
=JA [ + 1A 2|, [

a lze povazovat za kvalitni pocateéni odhad. V podstaté se jedna o bazové koeficienty optimalni
trajektorie, kde kritériem optimality Je minimum normy (3.95). V pfipadé spline-baze koeficienty
odpovidaji hodnotim n-té derivace v uzlovych bodech a toto kritérium ma tvar

X 2
s Z [y~ any. (3.97

Ortogonélni rozklad (3.92) miize byt proveden vice zplsoby. Na ziklade doporuéeni z literatury
[11], [15] byl pouzit postup zaloZeny na Hauseholderove QR rozkladu matice i

: _ : , ktery je
povazovin za velmi robustni. Matice ¢’ Je rozlozena na souéin matic
- T
C :(Qsz)(o):QlT (3.98]
kde matice Q = Q,.Q,) je sloupcove ortogonélni a T je horni trojtihelnikova. Zvolime-li
U= QI s )T
v-q, (3.9
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Ize snadno ovéfit, Ze plati podminky (3.93) a (3.94). Pfedpokladem je existence matice T, coZ je
ekvivalentni pozadavku, aby matice C méla plnou hodnost.

: Jelik?.i rozklad (3.99) je proveden jednorédzové na zaéatku vypoétu, je limitujicim faktorem
spise soutin A, =VX, ktery je uréovain jako sou¢ast vyhodnoceni kritéria. Naroénost tohoto
vypoctu zavisi kvadraticky na N; pro b&zné hodnoty N <100 je viak tento faktor nevyznamny.

Na zavér ukaZme, Ze pilvodni metodu rozkladu soustavy okrajovych podminek (3.40) lze
povazovat za specialni pripad rozkladu (3.92). Z (3.41) vyplyva

A C'R_C oy !
A:( .]z R-C'CA,) ('] (-C'¢ e G100
A, A, 0 1

Zvolime-li

U=[C'_I], vz['C;ICEJ (3.101)
0 1

1ze snadno dokazat, Ze plati podminky (3.93).

3.10. Vypocet gradientu kritéria

Efektivni algoritmy lokalni optimalizace vyuzivaji derivaci uéelové funkce. Vzhledem k sloZitosti
ucelové funkce je zpraktického hlediska tfeba predpokladat, Zze derivace budou uréovany
numericky. Metody druhého fadu vtomto piipadé obycejné nelze pouzit pro vyssi N, nebot
numericky vypocet Hessovy matice je velmi nepiesny a jeho naro¢nost roste s druhou mocninou
poftu parametrd. Vyhodnéj§i jsou vtomto piipadé metody konjugovanych sméri nebo
quasi-Newtonovy metody (viz ¢ast 6), pracujici pouze s gradientem kritéria, ktery miizZe byt uréovan
1 ¢isté numericky.

V dalsim textu opét piedpokladejme, Ze volitelné koeficienty i derivace Gc¢elové funkce jsou
organizovany v maticich. Pro vlastni optimalizaci se pak predpoklada, Ze sloupce matice koeficienti
a gradientu jsou preskupeny do vektort.

Pouzijeme-li rozkladu

A=A, +VX (3.102)
plati pro prirtistek dA
dA=VdX. (3.103)
Vyjadfeme diferencialni piirtstek kritéria:
trace (V%J dX) = trace(VJ dA) = trace(V,J VdX). (3.104)

Pro gradient kritéria v redukovaném prostoru parametri pak dostaneme s vyuzitim (3.35)

V,J=V'V,J=V"|B (t,)Vy ¢+ [B'(OVf, dt| . (3.105)
0
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_ e i i P
 Pokud parcidlni derivace nejsou zndmy, coZ je obvykly
je urcovat gradient

Gradient kritéria dany vzishem (3.105) &
fmkci 02 f,podle Y. 5.V, 02 A% A _ i
i mvh&rpwéoﬂtmmﬂymbdm" s .
mnmﬁmmych' g m.mtﬁmmmmmim
- .] - l i-ﬁ - 'Euiu " ﬁllht
& aJ(Xd-bD,._)—J(X—hD;) (.106)
ax, 2k

hi:b)OjcmEﬁsbaDijcnnﬁm.kniuiﬁuinymkymhvéhuuieMmpm'xf
(i,ﬂ.wrmmmmm(ll%)knﬁ:ﬁWWWM
mxm;-m&m&k&hwmw’WGﬁ)th?

3 = bl S 4 . ok
#2msF polovinu vypocti zz cenu niSi piesnost

ar - Kxvil) N0 G.107)

-

cx; ”

ale vztah (3.106) se prakticky osvédél Iepe 2 je doporudovan 1 v Iteratfe [11], [IS]

VySe popsany postup je pouditelny wmiverzilné pro jakykoliv bizovy sysém. Existuge visk
modnost urychleni tohoto vypodtu pro bizove sysidmy typu spime. Tento postup je zzloden ma
. ki Fonitns soline-bi

Zvolime & pro malrazeni Tajekorie systém finimich sphine fmkei {T77) . je viiv knddého
bazoveho prviaz omezen na mterval délky (z+2)T . V,/ mide byt urden nomerickym vypodtem
V.J s vyuhtim centrilnich diferenci-

o 1,

= \"r Py i~y ]

kde AT =A~:—-mq- z Af-zA-kDu-.Pmmaﬂﬂ A'JJ=J{A'I_}-J(A;”) Fk[hi

'\RJ =Lﬁ‘(‘fnw_ )“ﬂ]{i}-}A"j ): - j{:};“;mﬂl e ]'.(mtm_g )I =
a

s . G108
=[o®E)A™) o, 4]+ [/ BOIA) - F@BEOAY) ] @
kde
& =max {(i—1)T.0}
. =nil{(f+l+i)f.tf} G110

wmm | 2ménd koefics -
3 mImo tento mterval i r::ﬂlf B - b PowaE v mtervale [(f—llf.(i-.+l)1]
< ¥* (B)A™ ) - £ (Bir)A e A .
s vyulitim (3.108) a (3.109) zhrube N'/x. h_;fll .. )::my v M:l;});:w
Zakladni vamh (3. 2 celova
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naro¢nost tedy nezavisi na N. V praxi se viak ukazuje, Ze urychleni je patrné vétsinou aZ pii N > 10
(pro n=2), nebot’ matice A ma vice fadki nez X.

Nevyhodou zékladniho postupu popsaného vyse je bazovy systém {Z7*'} . Praktické zkusenosti
totiz ukazuji, Ze v tomto bazovém systému je konvergence k optimu vétsinou podstatné horsi nez
v bazi {A?H}- Proto byl tento algoritmus dile modifikovan. Optimalizace probiha v bazovém

systému {Af*'} . Systém {E}”‘} je vyuzit pouze pro ureni gradientu. Soudasti vypoétu gradientu je
pak transformace koeficient z baze {A:‘”} do {E;‘*‘} a zpétna transformace gradientu.
Transformace vsech koeficientt z { Af*'} do {Zf“} neni vyhodna, nebot’ pro efektivni vypocet
kritéria je stejné nutné koeficienty transformovat zpét do {Af*'} (viz kap. 3.7). Modifikaci
koeficienttl, tj. uréeni matic A”*a A’", Ize viak provést pfimo v systému {Af*'} , Jak je popsano
dale.
Transformace koeficienti z {A;‘*'} do {Z;‘”} Je definovana s pomoci jiZ sestrojené Ctvercové

regularni matice H (2.63):

Zﬂ+1 AMI
zﬂ+1 n+l

=n+l — H A—JI+| (3.1 1 1)
E;ﬂ A::]

Vynasobenim zleva transponovanou matici bazovych koeficientl v systému {Z:.‘”} dostavame

(spodni index oznacuje piislusnost k bazovému systému)

A,=H'A,. (3.112)

Oznadime-li (A"*); =A; +hD,, (A");=A;-hD, a (A"),, (A"), odpovidajici zmeény

v systému {Af"'} e

(A"), =H"(A; +hD,)=A, + hH'D;

) . (3.113)
(A"), =A, -hH'D,.

K bazovym koeficientim v systému {Af"} tady stadi pfi€ist a nasledné odelist h-nasobek

matice HTD,}., coz odpovida pficteni, resp. odeéteni h-nasobku i-tého fadku matice H kj-tému

sloupci matice A, .

Pomoci vztahti (3.108), (3.109) je pak urcen gradient v systému {X7*'} . Pro ziskani gradientu v

{Af”} , Ize pouzit vztah (3.112) aplikovany na diferencialni pfirastek J:
trace (V1dA , ) = trace(V{ H'dA,). (3.114)

Odtud vyplyva, Ze

str. 51




I ———

Cast 3 |

Jan Cvejn — Habilitani prace

(3.115)

neboli (3.116)

i - existuj y ak neni vhodné pouzit pfimo vztah
Bylo jiz dokazano, Ze matice H™' existuje. Pro vypocet V, viak o 52 il ||
& rozsahla. Misto toho se vyuzi€ specia 1}1 ow aru této
ové prvky tvofi s diagonalou pas Sitky n+1.
m krokem Gaussovy

(3.116), nebot’ matice H muze byt znaén ' |
matice, kterd je horni trojihelnikova a navic nenu cy tvorl :
Reteni (3.115) lze ziskat velmi efektivné zpétnou substituci, tj. zpétny

eliminaéni metody [15], pro kazdy sloupec V zv1ast.

Na zavér shriime cely postup:

1. Prodané X je tieba ur€it A, ze vztahu (3.102). Tim je urcena trajektorie.

. Prokazdé (i, j) uréime (A”"),, (A’"), ze vztahu (3.113)
3. Gradient V,J se uri z parcidlnich derivaci, pro kazdé (i, j) :

aJ 1 .
~—| J(A"), -J(A’ : (3.117)
o [JA), -, ]

. Gradient V,J se vypoéita feSenim soustavy (3.115).
5. Gradient V,J se uréi jako V,J =V'V,J . |

Popsany postup byl tspésné prakticky implementovan. Zajimavé je, Ze tento algoritmus vypoctu
gradientu je pro dostate¢né velké N rychlejsi nez zakladni vztah (3.105), ktery je zaloZen na znalosti
parcialnich derivaci funkce fo. Lze konstatovat, ze diky tomuto postupu je moZné pracovat i

s hodnotami N =100,

3.11. Ulohy s volnym &asem

UvaZujme nyni, Ze ¢as ¢, v kritériu

J(Ast,) = (Y(t, ) + [f,(Y(1)) dt — min (3.118)

neni pfedem znam, ale predpokladejme, Ze je koneény.

: Z:ék}adni moznosti jf’ (j.lruhé iteraéni smycka, kdy fedeni je ziskano jednorozmérnym hledanim
optimalni hodnoty ¢, a minimalizovanou funkei je hodnota feseni problému s pevnym ¢asem:

J(Ait;) =min{ min{J(As1,)} i (3.119)

Tento postup je ale vétSinou prakticky nereali y
al
¢asové naro¢na, 5 i |

Je rovnéz mozné pridat parametr ¢,

nebot’ vnitini optimalizaéni uloha je znacné

mezi optimalizované parametry. Ani tento zpiisob viak

c bize a realizovat rozklad soustavy okrajovych podminek

P
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ovéfeno, Ze po pfidani 7, mezi optimalizované parametry se konvergence k feSeni zpravidla vyrazné
zhorsi.

’ 'Jlflou al.tem§t1v01.1', ktera byla realizovana v ramci disertadni prace, je hledani minima (3.17)
stridanim optimaliza¢nich krokd v proménnych A a ¢ f

J(Ayity) =min{J(As1,,)} (3.120)
J(Az;r,.,:):n?in{J(Az;:,)}. (3.121)

Predpokladejme, Ze vSechny prvky matice A a parametr t, jsou uloZeny je jediném vektoru z.

Funkce J(A;t,)=J(z) je spojité diferencovatelna. Derivace podle parametru ¢ , je dana vztahem

o _dp(Y(t)))

a, o, + £ (Y(,)). (3.122)

Hodnota funkce J(z) lze v okoli bodu z, vyjadfit Taylorovym rozvojem

Bl ity
J(z):J(zo)+ah+EhTaz—h+o(”h\|2) (3.123)

kde h=z-z,.
Tvrzeni. Ma-li problém (3.118) feSeni, ziskana posloupnost hodnot

J(AE), J(A L), - (3.124)

konverguje. Limita této posloupnosti J, je lokalnim minimem J(A';z;) problému (3.118), jestlize

2
je vkazdém bodé (Ast,) takovém, ze J(A;t,)=J,, pozitivné

matice druhych derivaci —;

definitni.

Diikaz: Z (3.120), (3.121) vyplyva, ze J(A;t,) <J(A, ;1) <J(A,;3t,,) , . posloupnost (3.124) je
klesajici a je zdola omezena hodnotou fedeni (3.118), proto ma limitu J, . Oznaéme z, = (Asz,).
Jestlize J(z,)=J, neni lokalnim minimem (3.1 18), pak v libovolné malém okoli bodu z; existuje
bod z takovy, ze J(z)<J(z,). Z (3.123) pak vyplyva, ze musi existovat alespon jeden index i

takovy, Ze souéin Q;ﬂ_ je zaporny, nebot posledni dva ¢leny v (3.123) jsou kladné. Potom je vSak

mozné v tomto sméru nalézt nizsi hodnotu ulohy (3.120) nebo (3.121), takze J_ nemuze byt limitou

(3.124). +

alJ 3 " . : ’ . . il w A
S : ru¢ena neni. Pii praktické realizaci se hledani minima
Pozitivni definitnost —5- v3ak obecné za P

v kazdém kroku (3.120), (3.121) sice provadi s omezenou piesnosti, ale to vétSinou nepredstavuje
podstatny problém. Pro efektivni vypocet je treba zaruCit, aby péroc‘:nost optimaliza¢nich
podproblémii (3.120), (3.121) postupné klesala. Toho lze dosahnout vyuzitim predchoziho feSeni pro

sestrojeni nového pocate¢niho odhadu.
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osledné ziskana hodnota 7, avsak u
kroku (3.121) doslo ke zméné

pocateéniho odhadu pro
h koeficientil ziskanych

hozim odhadem okamzité p
v pfedchozim

strukce kvalitniho

V piipadé iteraci (3.121) je vye

krokii (3.120) je situace slozitéjsi, nebot pfi zméné I,
ktorie. Kon

bazovych funkci a tim i k deformaci traje VAT
podproblémy (3.120) tedy vyzaduje vhodnou transformaci bazovyc
2 minulého feseni. : ki :
V idedlnim pripadé jsou koeficienty piepocitany tak, Ze trajektorie s zachova stejny tvar a jsou
splnény vSechny okrajové podminky (Obr. 3.2). V tom ptipadé plati
y(0)=y') (3.125)
£ L *‘,- (3.126)
g Iy
Ty i y'
—_>
it -1
1 I % ——
Obr. 3.2: Transformace trajektorie pii zméné 1,
Pro diferencialni pfiristky trajektorie y'(¢") plati
dy=dy'
L 5‘; : (3.127)
I g
QOdtud dostavame
k
d'y (4| dy
g P (3.1

Ze vztahu (3.128 VA 2 fos

v koncov:,’rc(:h bocie(;\fer{: ;g)l::lvéa, izp;réz;h:?v;n? tl:tan'l trajektorie dojde ke zméné hodnot derivaci

transformaci dasu to ji2 e S BHIERONE vyhovovala okrajovy .

okrajové pod isu to jiz neplati. Pfipustna trajektorie je timto zplisob ajovym podminkam, po
jové podminky ve specialnim tvaru zplisobem ziskdna pouze pokud Jso¢

H0)=...=y"(0)=0

¥ ==y (t,)=0 (3.129)

a hodnoty y(0) B
, y(t,) moh
/) ou byt libovolné. Jedna se viak o nejbéznéjsi pripad navrhu optimalni h
u optima

trajektorii. Pokud podminky
(3.129) neplati, j
pouze na zachovini ) plati, je mozné pro konkrétni FoH ’ _
ni podminky nulté (nebo nékteré Vyggil;redt:rli?:::)arzlggeho systému :: on};‘lzﬂi
o provést piepotitan
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bizovych koeficientl napf. pomoci metody nejmensich tvercd. Tento postup byl popsin

v disertacni praci pro ptipad bazovych systém { Ar_rn} 4 {E ,_,H}

s Uvgiujme v(,iale })ouze traqs’for?na'ci koeficientti v pripad¢, Ze plati (3.129) pro viechny slozky
trajektorie. V pripadé polynomiélni baze bylo fedeno, Ze je zpravidla nutna transformace ¢asu do

intervalu [O’I]' To znamen, Ze misto matice bize B(1), 1€ [O,U J pracujeme s matici baze

B{i], L e[o,1]. (3.130)
broy okr

Potom bazovy systém je pro nultou derivaci stejny pro vSechna ¢ ;- To viak znamena, Ze pfi zméné

t;, pro zachovani tvaru trajektorie neni nutné transformovat bazové koeficienty. Hodnoty i-tych

derivaci bazovych funkei jsou pak na zikladé vztahu (3.128) nasobeny faktorem —}Y (ve vztahu
¥

(3.128) je t,=1 a t} Je misto 7,). V soustavé okrajovych podminek jsou rovnice obsahujici

derivace trajektorie oproti pivodnimu tvaru nasobeny rovnéz timto faktorem. JelikoZ na pravé strané

téchto rovnic zlstdva nula, konstantni faktor Ize vykratit a proto ziskané matice U,V , popt. C;',C,

zistavaji stejné. To vsak plati pro jakykoliv bazovy systém, kde hodnoty &asu jsou transformovény

do intervalu pevné délky, napt. [0,7] pro systém {1, cos ¢,...,cos Nt} .

t
Bazovy systém {Af”} byl zkonstruovan jako zavisly na parametru T:ﬁ, avSak z vyse

uvedenych diivodu je vyhodnéjsi pro tlohy s volnym ¢asem i v tomto pfipadé vyuzit transformaci
¢asu (3.130). Jinou moznosti, ktera byla detailné rozvedena vramci disertacni prace, je proveést
pfepoet bazovych koeficienti pfi zméné€ ¢ . JelikoZz plati (3.78), je v tomto piipadé tieba

transformovat koeficienty podle vztahu

r

i

n+l
A’ =[~ILJ Ao, (3.131)

Zména t,, kterd je provadéna v kazdé iteraci podproblému (3.121), viak rovnéz vyzaduje

odpovidajici korekci matic U, V, popi. C;',C, .

Vyse uvedeny postup byl s pomémé dobrymi zkuSenostmi prakticky re_alizovén. V piipadé
okrajovych podminek ve tvaru (3.129) se tvar trajektorie po prvnim optimaliza¢nim kroku méni

o

minimalné, a proto sta¢i zpravidla jen nékolik kroki (3.120), (3.121). Vné&jsi iteratni smycka je
z praktického hlediska presto znacnou nevyhodou. Existuje vsak transfonm:we na prth?m's pevnym
¢asem, ktera je obdobou postupu popsaného v €asti 4, kap. 4.4, pro ulohy optimélniho fizeni

v standardnim tvaru.

Uvazujme tvar kritéria s eliminovanou funkci Fizeni
Iy =
J=o(y" ()Yt )+ [f™y.ndr. (3.132)
0

Povazujme ¢ za funkci parametru 7 € [0,1] definovanou diferencialni rovnici s po¢ate¢ni podminkou
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ﬂ=r(n)=v (3.133;‘
dt”
1(0)=0 (3.134)

SR Kint  ové podminky derivaci 7 jsou ponechany
i oo oits nesdvicla Fidici proménnd. Okrajove po :
kde v(t) je n&jaka spojita neza tedeni rovnice (3.133), plati

volné. Pouzijeme-li jako substituci v integralu (3.132)

m:d"y d'y 1 (3.135)

—_—— —

Yol g 4 ‘;

Potom (3.132) piejde do tvaru s pevnym ¢asem 7, =1:

g Lo (d'y 1 di(z)
J=¢(§;{-(t(l)) g ...,y(r(l)))+j'ﬁ,( y ,y(r(r)),z] e dr . (3.136)

Rozsifime-li vektor y o slozku 7, ma kritérium (3.136) tvar (3.132)a lzg tedy poug'it popsarfé postupy
pro feseni tloh s pevnym ¢asem pod podminkou, ze funkce #(r) je rostouci. Monoténnost lze

zaruéit dodateénym omezujicim pozadavkem ,

—d—t(r)2£>0 (3.137)
dr

kde £ >0 je malé &islo, coz je specidlni piipad omezeni typu (3.18).

Vyse popsany zplsob transformace problému dosud nebyl prakticky realizovan. Lze predpokladat,
Ze vypo&et bude trvat podstatné déle, neZ u stejnych uloh s pevnym ¢asem z diivodu slozitéjsi funkce
f;, ale odpada vnéj§i iteraéni smycka a fada praktickych problémi, které souvisi s stfidanim
optimalizaénich podproblémt (3.120), (3.121). Z hlediska teoretického pak neni dale nutnost se
zvlast’ zabyvat problémy s volnym ¢asem.

3.12. Nastaveni parametrl regulacni smyc¢ky

Neni cilem této price popisovat zpiisoby nastaveni parametrii zpétnovazebni smy¢ky, kterda ma
udrzovat sys}ém' vp_o'h_ybu podél vypocitané optimalni trajektorie. Presto systémy regulamni
vzhledem k fizeni maji i pro zpétnovazebni fizeni mimotadné vyhody, které by mély byt alespon |
struéné€ zminény. |

Uvazujme, Ze systém regularni vzhledem k fizeni je ve tvaru s vektorem u na pravé strané

fly* iy H=n. (3.138)

V blizkosti optimalni trajektorie Ize systém linearizovat:

n of
ay("} 53” }+_“+-a—y-5y:(5u (3.139)

kde matice parcialnich derivaci Jsou zavislé na ¢ase

Su odchylku fizeni. Jelikoz systém (3.138) je dle pre g o o g

dpokladu regulirni vzhledem k fizeni, je
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det(ajrf"]];to (3.140)

a soustava (3.139) je pak rovnéz regularni vzhledem k fizeni, tedy fiditelna.

V pripadé odchylky od optimlni trajektorie je tedy mozné navrhnout libovolny priibéh kompenzace
této chyby a rovnice (3.139) jednoznacné definuje odpovidajici pribéh fizeni. Zvolme napf.

oy, t)=Ce"",i=1,.,m (3.141)

kde 7,>0 je casova konstanta zvolena zvlast pro kazdy ¢len. Zvoleny pribéh je nekmitavy, coZ je
obzvlasté dilezité u mechanickych systémi, a asymptoticky stabilni.

(3.141) je pro libovolné i >0 feSenim soustavy diferencialnich rovnic

(-1/7)',0,---,0
sy’ ()=| - Sy(1) = (-T)' 6y(1) (3.142)
0,--,0,(=1/z,)
kde
1/7,,0,---,0
T=|.. : (3.143)
0,--,0,1/z,
Dosad’'me do rovnice (3.139):
L of i o of i -
I {;%ﬁ(—ﬂ }sy = 6u. (3.144)

Odtud dostavame ihned odpovidajici matici regulatoru, ktera vsak zavisi na Case

m

RO=3 5T (3.145)

i=0

Schéma regulaéni smycky je znazornéno na Obr. 3.3.

Jelikoz priibéh parcialnich derivaci oy podél vypocitané trajektorie je pfedem znam a muze byt

uloZen v paméti fidiciho systému, neni problém v kazdém bodé efektivné uréit odpovidajici hodnotu

vektoru fizeni.
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Obr. 3.3: Schéma regulacni smycky

3.13. Resené ulohy

razné aspekty metody nahrazeni trajektorie. Jako testovaci
modely mechanickych systému popsané v Casti 7.

Soucasti tloh 4 a 5 je jednoduché omezeni a
byly ve vsech pripadech vyuzity pouze lokalni

Nasledujici fesené priklady demonstruji
material jsou vesmés vyuZity matematické

Ulohy 1-3 jsou bez omezujicich podminek.
obecnéjsi tvar koncovych podminek. Pro vypocet
algoritmy optimalizace.

1. Uloha

Model ¢&.1 robota cylindrického typu, kap. 7.1. Okrajové podminky problému jsou

y(] = (O‘) 05 O)T
¥, =(0,0,0)"
y, =12 G
¥, =(0,0,0
kde y = (z,@,x)" . Jako kritérium optimality je zvolen kvadraticky funkcional
1
J = _[uru dt — min . (3.147)

0
g : . , . N
Je pouzit bazovy systém typu spline {A;‘*' }_", kde n=2, N =20. Celkovy poet optimalizovanjch
parametrti je n, =57.
Nejsou yovana Zadna : A 2
Nejvétéijho Sp‘;‘('iml;’gll:i _Zéaicli)rilzrdogilt;(?na omezen‘l. \fyppéel byl pro srovnani proveden algoritmy
povazovano uréel’ﬁ sméru hl d'e,‘ "TA~N 4 BFGS. Za jeden itera¢ni krok je u viech téchto mcma
edani a pfiblizné ur€eni bodu minima v tomto sméru. Vychozi odhad byl

zvolen nahodné, ale u viech algoritmil stejné
£ ¥/ goritmu stejné. Tab. 3- : M e s
poctu kroki pro jednotlivé algoritmy. J ab. 3-1 obsahuje dosazené hodnoty kritéria v urditém
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o Nejvétsiho spidu_[Polak-Ribiére | PARTAN BFGS
0 62.048 62.048 62.048 62.048
5 53.9686 54.6575 53.7459 53.7463
7 53.3792 53.6261 53.3425 53.412
10 53.0961 53.1878 53.0657 53.1931
20 53.0308 53.0447 53.0126 53.0304
50 53.0113 53.0121 53.0107 53.0107

Tab. 3-1: Uloha 1 — pribéh vypoétu

¥ tczlmt()’ %ﬁplz(ie.i;):l zis}(ény velmi uspokojivé vysledky jiz béhem nékolika iteraci pomoci viech
uvedenych algoritmu a naroc¢nost neroste prili§ strmé s tadem N. Vpod ; =
okolo 5 sekund. - Vypocet trva na 1GHz pocitaci PC

’ Prpbehy polohy, rychlosti a zrychleni jednotlivych &lentl po deseti iteracich metody nejvétsiho
spiidl;l jsou na Obr 3.4_32 Obr. 3.7. Konetné feseni znazoriiuji Obr. 3.8 - Obr. 3.11. Ziskany
pribéh zrychleni je velmi blizky hladké funkei, ackoliv je ve skutecnosti pouze spojity. Proto se lze
domnivat, Ze vysledek je skute¢nym feSenim, alespon v lokalnim smyslu.

T0) Y(1) Y(2)

Obr. 3.4: Priibéhy polohy po 10 iteracich
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Yoy M1 V@)

4 T =l e %"-' N e~y i
3 .__./" - i
[ i e : 1 r \
25 oo :
V
L = T 1
2 // : \\
i o / ! x‘r\\
1.5 / | %
4 ) \,
] : 1 S
1 F;'K : 6% :
. . -\ ' : SNk -
05 ; \\ :
2 - | | l 5
0 0.2 0.4 108 08 £

Obr. 3.5: Pribéhy rychlosti po 10 iteracich

AD) A1) A2)

e L

Tls]

Obr. 3.6: Priibéhy zrychleni po 10 iteracich
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Uy U1y Ue2)

Obr. 3.7: Pribéhy fizeni po 10 iteracich

Y0y Y(1) Y(2)

ID : : " : TE)

Obr. 3.8: Uloha 1 - koneéné priibéhy polohy
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V() Vi) V@)

Obr. 3.9: Uloha 1 - koneéné pribéhy rychlosti

AQD) A1) AR)

TH

Obr. 3.10: Uloha 1 - konecné priibéhy zrychlen
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Uiy Uiy ue2)

Cast 3

Obr. 3.11: Uloha 1 - koneéné pribéhy fizeni

2. Uloha

Vypocet optimalni trajektorie pro model &.2 robota angularniho typu, kap. 7.2. Zvolené koncové
podminky polohy jsou

y,=(2,081) (3.148)

kde y=(p,4,)". Ostatni parametry jsou ponechany stejné jako v piedchozi tloze. Pribéh
hodnoty kritéria v itera¢nich krocich je patrny z Tab. 3-2.

Tterace Nejvétsiho spadu | Polak-Ribiere | PARTAN BFGS
10 118.92 72.6916 81.2995 100.523
20 83.307 67.3767 69.4838 81.2255
50 68.492 62.6374 62.4523 65.7203
100 64.6025 61.2455 60.8777 61.2096
200 62.3618 60.7868 60.4909 60.4903
500 61.0375 60.4913 60.4903 b
1000 60.687 60.4903 : 2

Tab. 3-2: Uloha 2 — priib&h vypoétu

V tomto pripadé jiz vypocet trva podstatné déle a je patrny r?Zd“. el '].e ingtl,lv}?mk; altgfi‘;rlt_my.
Vblizkosti extrému nejrychleji konverguje rr'n'eFocla b trebﬁ"piﬁo?ae'nf ‘C"cul:\/[ -tlsgu
U¢inngj&i metody konjugovanych gradientﬁ.“Ucrfmost metodyd P Je prekvapiva. Metoda
nejvétsiho spadu konverguje mnohem pomaleji nez otstatm mi:t(.) y. , : ?

Priibéhy polohy, rychlosti a zrychleni jednotliv)’f}l élc:nu jsou Z{lam??ny.na ((1) hrl 3&12 ?i ibr.
3.15. Prabeh fizeni, ktery je Spojjty, je vtomto pripadé pOr:']]igI}lIC 'vz ~E}i11f::1}f aoﬁzen? rg Al;m_ :g
Zajimavé je porovnéani s vysledky pro vyssi hodnotu N =40 . Prubéhy zrychleni p =

Jsou na Obr. 3.16 a Obr. 3.17.
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Y(@) Y(1) Y@

Obr. 3.12: Uloha 2 - priibéhy polohy

VD) V(1) V2)

Obr. 3.13: Uloha 2 - pritbéhy rychlosti
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AQ) A1) A2)

Tl :

Obr. 3.14: Uloha 2 - pritbéhy zrychleni

U@ Ut U@)

Obr. 3.15: Uloha 2 - priibéhy fizeni
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AD) A1) A2) |

Tl

Obr. 3.16: Uloha 2 - pribéhy zrychleni pro N =40

uE) Uy UER)

Obr. 3.17: Uloha 2 - pritbéhy fizeni pro N =40

Pro névrh optimalni trajektorie véak nebyl uvazovan omezeny rozsah polohy ¢lenti. Vysledny pohyb
robota v prostoru je proto nerealny, jak znazorfiuje Obr. 3.18.
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Obr. 3.18: Uloha 2 — pohyb robota v prostoru
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3. Uloha
hrazeni trajektorie je zvolen polynomialni bazovy systém

jny :m ijako uloha 2, pouze pro na ; Y Sy
o e i [0,1]. Pocet optimalizovanych koeficientl pro

{t"},i =0,...N -1, transformovany do intervalu

N=10je n,=18. .

Hodnoty v Tab. 3-3 naznaduji, ze v tomto piipadé vvjfpoc':ewt trva t_iéle aje m1?0}1116m vyrazngjsi
rozdil mezi jednotlivymi algoritmy optimalizace, tfebaze Pocet oppmaﬂhzovanyc paran;(e‘fnj Je
mensi. Pro jednodussi typy systémi, jako je napf. robot z ulohy ‘l, je vslak _konvergence’ feseni
zpravidla mnohem rychlejsi. Je ziejmé, ze volba baze ma velmi vyznamny vliv na dobu vypoctu a
kvalitu vysledk.

Iterace Nejvétsiho spadu Polak-Ribiere PARTAN BFGS
20 327.081 323.897 123.51 72.7834
50 147.439 144.862 90.3446 67.1218
100 116.31 115418 81.3079 65.7736
200 111576 110.401 72.8571 -

500 106.358 102.142 69.1423 -

1000 100.14 91.3635 68.6702 -

2000 92.6116 72.162 67.6249 -

Tab. 3-3: Uloha 3 — priibéh vypoctu

Priibéhy polohy a rychlosti jsou velmi podobné vysledkiim predchozi tlohy (Obr. 3.19 a Obr. 3.20).
Priibéhy zrychleni a odpovidajici pribéhy fizeni jsou znazornény na Obr. 3.21 a Obr. 322

YO Y1) Y2

T[s)

Obr. 3.19: Uloha 3 - pritbéhy polohy pro N =10
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V) Vi) V2)

__________

___________________

Obr. 3.20: Uloha 3 - pribéhy rychlosti pro N =10

AD) A1) A2)

Tls] |

Obr. 3.21: Uloha 3 - pribéhy zrychleni pro N =10
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U@ U U@)

Obr. 3.22: Uloha 3 - priibéhy fizeni pro N =10

Pro vy3si N je v principu mozné ziskat obdobné jako u piedchozi ulohy kvalitn€jsi feSeni. V tomto
pripadé se viak s vy3§im N mnohem vice uplatiiuji numerické chyby, a proto N nemize byt pfili§
vysoké. Prakticky bylo ovéfeno, Ze pro N > 20 jiz zpravidla nelze ziskat lepsi vysledky. Obr. 3.23 a
Obr. 3.24 znazoriiuji pribéhy zrychleni a fizeni pro N =20, kde vysledna hodnota kritéria je
J' =62.006 . Pro N =6 je vysledna hodnota kritéria je J* =107.564 . Odpovidajici priibéhy jsou na
Obr. 3.25 a Obr. 3.26.

AD) A1) A(2)

T

Obr. 3.23: Uloha 3 - pritbéhy fizeni pro N = 20
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Uy Uiy ey

Tlel :

Obr. 3.24: Uloha 3 - priibéhy fizeni pro A =20

AD) AT A2)

Obr. 3.25: Uloha 3 - priibéhy fizeni pro N =6
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u@) Ut U@

D e

e |

Obr. 3.26: Uloha 3 - priibéhy fizeni pro N =6

4. Uloha

Stejny problém jako v tloze 2, ale navic je zavedeno realné omezeni y = y, > —1. Ostatni parametry
a okrajové podminky zistavaji stejné, N =20 . Omezeni je zahrnuto pomoci hladkého pokutového
¢lenu kritéria:

1
J'= [u"w+o[min{y, +1,0}] dt > min (3.149)

0
kde pokutova konstanta byla zvolena o =10".

Vysledné pribéhy jsou na Obr. 3.27 - Obr. 3.30. Na Obr. 3.31 je pak znazornén pohyb robota
v realném prostoru, ktery respektuje dané omezeni.
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Y@ Y(1) Y(2)

Obr. 3.27: Uloha 4 - pribéhy polohy

V(@) V(1) V(2)

Obr. 3.28: Uloha 4 - pritbéhy rychlosti
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AD) A1) AR)

Tl

Obr. 3.29: Uloha 4 - pritbéhy zrychleni

U Ui U@)

Tls) :

Obr. 3.30: Uloha 4 - pritbéhy Fizeni
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Obr. 3.31: Uloha 4 - pohyb robota v realném prostoru

5. Uloha

Model ¢.3, kap. 7.3, robota cylindrického typu na pojezdu. Je zadana koncova podminka bodu 3 v
kartézskych soufadnicich:

X, =1
Y,=15 (3.150)
Z,=1.5
Pocitecni podminka polohy je v soutadnicich systému
(3.151)

Yo & (J’az;?’a I)?(O) = (—1’ 0’ 0-1 OS)T .
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Pocatedni a koncové podminky rychlosti jsou nulové.

pripadé je koncova podminka nelinearni a nelze ji transformovat do tvaru y(t f)=YI&

V tomto je proto relaxovéna a

‘mu je Ctyf Erny { i oloh
nebot’ prostor soufadnic systeému je Ctyfrozmerny. Koncova podminka p y
kritérium je rozsifeno o termindlni ¢len:

1
J':o-yj:yf+furu dr . (3.152)
0

kde y, =y(t,) a pokutové konstanta byla zvolena o = 10*.

Jako slozky fizeni v kritériu nebyly zvoleny piimo plsobici sily, ale

u, =F,/10
u, =(F, —(my, + my + m,)g)/50
u, =M,/10
u,=F_/10.

(3.153)

Ze slozky tizeni u, ve sméru z byla odstranéna staticka ast kompenzujici tihové uéinky. Byl zvolen
bazovy systém spline-funkci {Af"}}j , kde n=2, N=16. Celkovy pocet optimalizovanych
parametrii je n, = 64.

Aby byla ziskdna smysluplna trajektorie, bylo nutné zavést dodateéna omezeni — napi. x=0.3,
x<2 a ¢20 v podobé dalsich pokutovych &lent kritéria.

Vyslednd hodnota kritéria, ziskand po 150 iteracich metodou BEGS, je J'=280.113.
Odpovidajici prubéhy kinematickych veli¢in a fizeni jsou na Obr. 3.32 - Obr. 3.35. Na Obr. 3.36
jsou priibéhy soufadnic bodu 3 (misto X, ¥, Zjsou kiivky oznaceny R,,R,,R,). Na Obr. 3.37 je
znazornén pohyb robota v prostoru.
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Y Y() Y2) Y3

Obr. 3.32: Uloha 5 — priibéhy polohy

Vo) V(1) M@2) M(3)

Obr. 3.33: Uloha 5 — priibéhy rychlosti
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AD) A1) AR) AG)

Tl :

Obr. 3.34: Uloha 5 — priibéhy zrychleni

Uy Uty U@y Ue)

Tls) |

Obr. 3.35: Uloha 5 — priibéhy zrychleni
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RO R(1) R@2)

T[s]:

Obr. 3.36: Uloha 5 — priibéh polohy koncového bodu

Obr. 3.37: Uloha 5 - pohyb robota v prostoru
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6. Uloha

Model ¢&.4, kap. 7.4, kyvadla na posuvném ramu. Okrajové podminky polohy jsou:

= (3.154)
yit,) = (2.0

kde y = (x,p)" . Okrajové podminky rychlosti jsou nulové.

iize byt presto feSena pfiblizné metodou

Systém neni regulami vzhledem k fizeni. Uloha vSak m
v ose rotace Clenu 2

nahrazeni trajektorie tak, Ze je zaveden virtudlni fidici moment M,

s dodate¢nym omezujicim pozadavkem

M, =0. (3.155)

@

Zvolime-li kritérium optimality ve tvaru

2
J = [kF! +k,M dt - min (3.156)
0

predstavuje k,M ; hladky pokutovy ¢len pro splnéni omezeni (3.155). Staci tedy zvolit
k,>k, >0. (3.157)

Konkrétn¢ bylo zvoleno k =1, k,=1000. Vysledky pro N =20 jsou metodou BFGS ziskany
béhem nékplika sekund. Priibéhy kinematickych a akénich veli¢in jsou na Obr. 3.38 - Obr. 3.41. Na
Obr. 3.42 je znazomnén pohyb kyvadla v prostoru. Omezujici podminka (3.155) je v tomto pripadé

- ~ - Wawr k
splnéna pomérné presné. Pro vétsi hodnoty poméru k—“' (napf. >10000) se vyrazné prodluzuje doba

vypoctu a vznikaji problémy s konvergenci k fesen.
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Y0y (1)

Obr. 3.38: Uloha 6 — priibéhy polohy

v V(1)

Obr. 3.39: Uloha 6 — priibéhy rychlosti
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Tloha 6 — prabéhy zrychleni

Obr. 3.40: Ulo

U@ U

-’

Obr. 3.41: Uloha 6 — pribéhy fizeni
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Obr. 3.42: U
: Uloha 6 — pohyb kyvadla v prostoru
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3.14. Zaver

Z fesenych prikladii je patrné, Ze popsana metoda je velmi efektivni i pro pomérné vysoky podet
N 5 g PR ]

bazovych prvkii. Vysledky tloh 2 a 3 ukazuji, 7e bézovy systém {A]"'}" mé vynikajici viastnosti
v porovnani se systémem {r‘}: Ve skuteénosti byl s jesté mnohem horsimi vysledky testovén i
5 - Ll Y

systém Cebysevovych polynomi a zcela netispééné i kosinovy bazovy systém. Navic baze { A] ]}~-.

umoziiuje urychleny vypodet gradientu pro vyssi N.

Ulohy &. 2 a 5 naznaduji, Ze v realnych pripadech je Casto tieba dodat omezujici podminky pro
ziskani smysluplnych trajektorii. Uloha ¢. 6 demonstruje, Ze metoda miZe byt spésné vyuZita i pro
vypocet trajektorii systémil, které nejsou regularni vzhledem k fizeni.

Obecné Ize konstatovat, ze chovani metody je velmi uspokojivé v piipadé zakladni formulace
problému bez dodate¢nych omezujicich podminek. Jsou-li ptitomna dodateéna omezeni, jako napf.
nelinedrni koncové podminky, je pribéh vypoctu vétsinou rovnéz pomémé uspokojivy, ale kazdy
dalsi omezujici pozadavek zpisobuje zpravidla horsi konvergenci k feSeni. V mnoZiné parametri
rovnéz maZe vzniknout vétsi pocet lokalnich extrémid a vysledky ziskané algoritmem lokalni
optimalizace mohou byt nekvalitni.
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Cdst 4.

Vypocet metodou nahrazeni fizeni

Postup popsany Vv piedchozi ¢asti je velmi efektivni
tvaru. Pro systémy, které obsahuji nuly na pravé
podminky je mozné metodu rovnéz pouzit pii zave
tim dojde k vyraznému zhorSeni konvergence.

pro s:fstémy. a okrajové podminky ve specialnim
strz'me rovnice (3.1), a pro nelinearni okrajové
deni dodateénych omezeni typu rovnosti, tiebaze

Vtéto Casti je popsan obecnéjsi postup, ktery je zalozen na nahrazeni funkce fizeni. Tato
metoda je blizka kl'aswkym _gradlentmm metoddm vypoétu optimélniho fizeni ve funkcionalnim
prostoru [4], [5], avSak pracuje v kone¢nérozmémém prostoru parametrti. To umoziuje pro vypocet
vyuzit kvalitni algoritmy optimalizace, jejichz vlastnosti jsou dobfe znamy a které maji solidni
teoreticky zaklad. V tomto prostoru je rovnéz mozné hledat globalni minimum, coZ je dulezité
vptipadé iloh s komplikovanymi omezenimi.

Vyhodou metody je univerzalnost — pracuje piimo s popisem systému ve stavovém prostoru a
neni vyzadovana regularmost vzhledem k fizeni ani transformace do specialniho tvaru s fizenim na
pravé stran€¢. Okrajové podminky jsou uvazovany v obecném tvaru soustavy nelinedrnich
algebraickych rovnic.

Nevyhodou tohoto postupu je nutnost feSeni soustavy obyéejnych diferencidlnich rovnic jako
sou¢ast vypo¢tu hodnoty kritéria. Tento vypocet je znaéné ¢asové naroény a je zatizen numerickou
chybou. Kvuli nelinearnimu tvaru koncovych podminek neni mozné vyuzit eliminace ¢asti
koeficientl a tim sniZeni poétu parametrti jako v pfipadé nahrazeni trajektorie. Celkova Casova
néroénost je proto vyrazné vyssi. Ukazuje se viak rovnéz, Ze tento postup je mnohem méné robustni
a u nékterych uloh maze $patné konvergovat k feseni (Casto se jedné pravé o systémy, které nejsou
regulirni vzhledem k Fizeni a kde nelze primo aplikovat metodu nahrazeni trajektorie).

K nejzajimavéjsim vysledkim této ¢asti prace patii metoda urychlen¢ho vypoctu gradientu
kritéria pro finitni bazové systémy.

41. Formulace problému
UvaZujme systém popsany soustavou obyéejnych diferencidlnich fownic
x=f(x,u,0). 4.1)

Réd vektoru stavu x oznacéme n, fad vektoru fizeni um, m<n.

Okrajové podminky necht’ jsou ve tvaru

x(0) = X, (4.2)
w(x(t,) =0.

: ¢ latf sdém case 1€{0,¢, |:
UvaZujme rovnéz omezeni typu rovnosti a nerovnosti, ktera plati v kazdé [ f:l
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g(x,u,r)20 (4.3)
h(x,u,7)=0. (4.4)

Ukolem je nalézt integrovatelnou funkci fizeni takovou, ze funkcional
(4.5)

J= J‘fn(x,u,t) dt — min .
0 |
_|

Predpoklada se, ze funkce f, f,g,h jsou spojité diferencovatelné podle svych parametru x, u (y
podlex(z,)) a po ¢astech spojité podle Casu. Cas t, uvazujme nejprve jako pfedem znamy (4.

pevny). Reseni dloh s volnym &asem je diskutovano v kap. 4.4.

4.2. Princip metody

Nahrad'me funkci fizeni pro kazdou slozku vazenym souétem bazovych funkci {bo,...,bN} b

u (t) = ia,jb.(r) (4.6)

J
j=0

kde A =(a;) je matice koeficienti.

V dal8im textu je vyuzivan vektorovy zépis:

u(t)=Ab(z). 4.7)

Dosad'me (4.7) do (4.5):
J = [f,(x,Ab(1),0) d . (48
0
Tento vztah 1ze rovnéz zapsat Jjako

ﬂ = f,(x,Ab(1),t)
e 49

J(0)=0.
Rovnice (4.9) spolu s pohybovymi rovnicemi systému tvofi rozsifenou soustavu '

-

dx
dt

2 L[ MR e
x_(x]’ fz{f J @.11)

=f(X,u,1) .10)

kde
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Rovnice (4.10) jsou vyuzity pro vypodet hodnoty

tedy funkei A a jeho minimum je hledéno v prosto kritéria na zikladé dané matice A. Kritérium je

ru sloZek této matice

J* =min {J(A)}. (4.12)

Nejsou-li uvazovana omezeni (4.3) a (4.4

: : ), je problém (4.12 s : ;
ilohou nelinedrniho programovani, nebot (4.12) s koncovymi podminkami (4.2)

‘ X(1;) zavisi na A prostrednictvim fesen soustavy (4.10).
N.? rOZd;ll a0 By {li}hrazte'nl' trajektorie je nelinedrni omezujici podminka typu rovnosti vzdy
pritomna. Tato omezeni je mozné zahmout pokutovou metodou do terminalni &4sti kritéria

= O'“‘I’(x(tf))lli + :[f;.(l,ll,f) dt (4.13)

kde K je diagonalni matice s kladnymi prvky a o >0 pokutova konstanta. V tomto pripadé viak
mize byt rychlejéi konvergence k feSeni dosazeno pomoci pfimych metod nelinearniho
programovani, jako napf. SQP (viz &ast 6, kap. 6.2). Omezeni typu rovnosti a nerovnosti v kazdém
bodé¢ (4.3) a (4.4) lze snadno zahrnout pokutovou metodou do kritéria, obdobné Jjako u metody
nahrazeni trajektorie, viz kap. 3 .4.

Z vyse uyeden)'rch zavéri vyplyva, Zze pfi pouziti pokutovych &lenti je mozné se v dalSich
uvahdch omezit na minimalizaci kritéria ve tvaru

J=p(x,)+ fﬁ)(x,u,r)d:. (4.14)

4.3. Teoretické opodstatnéni metody

Je mozné povazovat za teoreticky nedostatek, ze optimalni funkce fizeni, ktera je na zaklade
vysledki variaéniho poétu a teorie optimalniho fizeni pouze po Castech spojita [3] (. ma na
intervalu [0,: f ] kone&ny poéet bodii nespojitosti), nemuze byt aproximovéna s libovolnou presnosti

pomoci véZzeného souétu posloupnosti spojitych funkei ve smyslu normy

oo} = m 0] @19

Cilem v3ak je ve skuteénosti nalézt trajektorii (1). priibéh x), kterd je dostateCné blizka extremale, a

odpovidajici priibéh fizeni je pouze vedlejsim vysledkem.
Dile je ukézéno, Ze i kdyZ optiméln pribéh u’(¢) je pouze po Estech spojity, pro dostatetné
vysoké N 1ze nalézt spojitou funkei u(?), jejiz slozky 1z vyjadfit souctem (4.6) , Ze trajektorie x(7)

a x'(f) jsou libovolné blizké ve smyslu metriky 2[103:)&} “x(r) -X (!)ﬂ . Tim je tento postup teoreticky

opodstatnén. i )
dana optimalni funkce tizeni u'(¢) je spojita. Piedpokladejme, Ze bazovy

Uvazujme nejprve, ze '
: 4 dzové koeficienty a, v souctu (4.6)

systém maé tu vlastnost, ze pro kazdé 5>0 lze nalézt N a b
takové, ze plati
max]uu(f)'“‘(’)"‘(é" Sl

.-e[[l.rr
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e, nebof prostor spojitych funkei na intervalu [0,:),] je

separabilni [2] (specialné, kazda spojita funkce na intervalu [0,! f] Ize podle Weierstrassovy véty
[10] s libovolnou piesnosti aproximovat polynomefp)- 'Na zdkladé vet o SQOJ];e zIav1sl-(loskt;£'sen1 |
soustav diferencialnich rovnic na poéate¢nich podminkach a parametru, napr. (9], Ize ke cu {

£>0 nalézt § >0 a v >0, tedyi Ntak, ze

Takovy bazovy systém jisté existuj

max ||x(1) - x' (1)< (4.17)

rE{U.r,]

pokud plati (4.16) a [x(0) ~x"(0)]<v .
V piipadé, 2e u'(r) je pouze po Gastech spojita, (4.17) nemusi platit, nebot’ odchylka du je

v bodech nespojitosti velka. Pro jednoduchost uvazujme nejprve pouze jediny bod nespojitosti 7.
Piedpokladejme, Ze bazovy systém ma tu vlastnost, Ze pro libovolné 6 >0 a h >0 lze nalézt N tak,

Ze plati

"u(r)— u'(r)“< S pro te[0,7 —k]u[r +h, tf] : (4.18)

To je jisté mozné, nebot’ nahradime-li pribéh funkce u’(¢) vintervalu [z — A,z + 4] tseckou, ktera

spojuje body u’(z ~h)a u'(r +h), je vysledna funkce spojita (Obr. 4.1).

u' (1)
/7
/7
—
t .
T—h | T | t+h i
Obr. 4.1: Nahrazeni po ¢astech spojitého pribéhu
Oznaéme 1, =7-h, t, =7 +h. Pro hodnoty trajektorie v bodé¢ t, plati

X(L) =x(1)+ [f(x,u,0)dr (4.19)
X (6)=x'(4)+ If(x',u',r)dr. (4.20)

2(4.19), (4.20) je mozné vyjadrit maximalni odchylku trajektorie v bodé ¢, :
-

OX(t,) = x(t,) - x'(t,) =
x(t,) = x(1,) x(tz)—é‘x(r,)+’_[[f(x,u,t)=f(x',u°,r)]dt (4.21)
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lox(e,)] < loxce,)| + flfcxu,0) - (" u',0)dr <

<[loxt@)]+ Jggﬁgglﬂf R (O (4.22)

=|ox(, )|+ hgﬂﬁr}:}”f(x,u,t)~f(x',u',r)||.

Pritom pro libovolné & >0 lze nalézt N takove, ze |ox, | <&, nebot funkce u’ je v intervalu [0,7,]

spojitd. Potom pro kazdé &, >0 lze nalézt h>0 a ¢> 0, . také N

tak, Ze plati |6x,|<e, a tedy
také

l6x| <, prowie|o, L1 (4.23)

Staéi tyto hodnoty zvolit tak, aby platilo

£, >s+h{g}ﬁi&]”f(x,u,t)—t‘(x’,u',t)”. (4.24)

Jelikoz funkce u” je na intervalu [rz,t},:’ spojita a ||5x1||<£2, Ize pro libovolné &, >0 nalézt N
takové, Ze |6x|| < &, v celém intervalu [O, tf].

V piipadé, Ze optimalni funkce fizeni ma vice (ale koneény pocet) bodii nespojitosti, Ize
platnost pfedchozich vysledkl indukénim zplisobem rozsifit i na tento pfipad. Tim bylo dokazano,
ze optimalni trajektorie muze byt dobfe aproximovana, je-li funkce fizeni vyjadfena v bazovém
systému spojitych funkci.

44. Problémy s volnym ¢asem

Metoda je zaloZena na apriorni znalosti ¢asu f,. V mnoha praktickych pipadech se viak jedna o tzv.
problém s volnym &asem, kdy doba pohybu ¢, ma byt rovnéZ urcena. Nejjednodussi moznosti je
tuto tlohu fesit jako posloupnost tiloh s pevnym asem. Ozna&ime-li J'(1;) feSeni tlohy s pevnym

Casem ¢, pak feSeni problému s volnym ¢asem je
J =min{J'(t,)} - i

Tento postup véak mnohonéasobné prodluzuje dobu vypoétu, k.teré mize byt zna¢na i vpr{pa;lé
pevného Casu. V pripadé, ze optimalni cas £ je kone&ny, existuje vsak transformace na ulohu

S pevnym ¢asem [5]:

‘] = i‘[.f[l(x(s)s U(S),f(S)) vzds (426)

roménnou, v nOvou vstupni
kde parametr 5 je novou nezavislou proménnou, [ MOVOU stavovou P ' p

Proménnou a plati
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& _3, 1(0)=0 (4.27)
ds
X _ 2 g(x(s) (51 (5) - (428
ds

Diky této transformaci neni nutné se pfipadem s volnym ¢asem zvlast’ zabyvat. Tento postup vsak

dosud nebyl v ramci této prace prakticky realizovan.

4.5. Numericky vypocet kritéria

Pro integraci soustavy (4.11) je nutné pouzit nékterou numerickou metodu feSeni soustav

obyéejnych diferencialnich rovnic. Pro znamy prubéh fizeni je
f(x,u,0)=f(%,1). (4.29)

Integrace soustavy (4.11) je pomémé naroénym vypoctem. Délka kroku proto l'fluSE byt zvolena co
nejvétsi, ale tak, aby soucasné nedoslo k vyraznému zkresleni feseni. Vhodna délka kroku v’§ak
obecné nelze odhadnout predem. Moderni metody pracuji vétSinou s prpménnym krokem, ktery se
uréuje automaticky v pritbéhu vypoétu na zakladé ur¢itych chybovych kritérii.

K nejefektivn&jsim metodam, které soucasné umoziuji dynamické fizeni délky kroku, js_ou
metody typu prediktor-korektor [14], které jsou zaloZzeny na interpolaci polynomu nékolika
poslednimi body. Tyto metody jsou vsak pomérné komplikované z hlediska implementace. Musi byt
napf. startovany néjakou jinou metodou, nebot’ pro uréeni nového bodu potfebuji znalost né€kolika
predchazejicich bodii. V praxi se nejastéji vyuzivaji metody prediktor-korektor ¢tvrtého a patého
fadu.

Volba metody je rovnéz ovlivnéna typem bazového systému. Napi. v pfipadé bazového

N
systému {Ai}u je priabéh fizeni funkei po ¢astech hladkou a metody prediktor-korektor, které

predpokladaji hladkost funkce f v celém intervalu integrace, nelze pouzit. Vhodnou volbou v tomto
piipadé jsou napf. metody Runge-Kutta [15], kterym pro uréeni nového bodu x(z,,,) = x(¢, + h) staéi
znalost x(z,)a hladkost f v intervalu [qt,,tJt +h]. Tyto metody rovnéz umoznuji dynamické tizeni
délky kroku, vétsinou jsou viak méné efektivni.

U uloh somezenimi je délka kroku integrace shodna skrokem zjistovani, zda nedoglo
k prekroceni omezeni a odpovida uréitému faktoru rozlideni. V tomto piipadé je pravdépodobné
vhodné ponechat krok integrace konstantni a musi byt pomérné kratky. V opaéném pripadé muze
b}?t ziskano nepfipustné feseni. Jsou-li omezeni zahrnuta pomoci hladkych pokutovych ¢leni, nejsou
sice poruSeny podminky hladkosti, aviak ani vtomto pipadé krok integrace nemize b):n prilis

gr;}dlouien, nebot’ integrand kritéria ma v bodech prekrodeni omezeni vyrazné uzké vybézky (Obr.

Uvazujeme-li viechny tyto aspekty, ziistavaii
ny tyt . ji metody Runge-Kutta s konstantni délkou kroku
vhodnou volbou. Efektivnéjsi postupy jako prediktor-korektor s proménnou délkou kroku lze

doporucit pouze u uloh bez omezeni v kazdém ca P
SC Y 2 (4 r a
s mendim poctem prvki. a vpfipadé hladkych bazovych systémi
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i fo(x!u’t)

vV

Obr. 4.2: Priibéh integrandu kritéria pfi vyuziti pokutovych funkci

g t

h
X —x +—6-(k, +2k, + 2k, +k,)

(4.30)
La=t+h
kde
k, =f(x;.%,)
k, =i‘(xk +%ka +g)
(4.31)

~ k h
k, =f(x, +72,r,¢ +5)

k, =f(x, +K,,1, +h).

4.6. Vypodcet gradientu

Pro nalezeni lokalniho minima rozsifeného kritéria (4.14) lze pouzit libovolny z algoritmi hledani
minima bez omezeni. Vzhledem ke skutecnosti, ze pocet parametri je pomémé vysoky (bézné 20-30
a vice), je vhodné zvolit metodu, kterd vyuzivé derivaci ucelové funkce. Tyto algoritmy jsou
zpravidla efektivngjsi nez ty, které derivaci nevyuzivaji, i kdyz derivace nejsou explicitné zname a
Jsou ur¢ovany numericky.

Pro numericky vypocet gradientu kritéria je vétsinou doporuceno [11], [15] pouZit centralni

diference:
o/ _J(A+hD,)-J(A-hD,) (4.32)
e 2h

i
kde #>0 je malé &islo a D, je matice majici vsechny prvky nulové kromé prvku na pozici (,)),
i

ktery je roven jedné.
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e bez potizi, avsak pro vétsi pocet par:}il;nu?)t;’ll é% f‘;‘:}?
du problémi je vypocet gradientu zkt_ sl
itéria. Proto je tieba hledat cesty Pro efe' nfntsjs V}:lp {
tou obdobou metody urychleného vypoctu gradient

Vztah (4.32) v praxi vétSinou fl.ll'lgl.}j,
vypodetné naroény. Pro uvaZovanou ti
naroénéjsi operaci nez vypocet hpdnoty kr
gradientu. Nasledujici zdvéry jsou urci
z predchazejici ¢asti.

Predpokladejme, Ze pro dané hodnoty para
rovnic (4.10) je urCena historie stavu a hodn.ota. b
piiristek hodnoty kritéria 8. v zavislosti na variaci rizeni ou

metrti A je uréena funkce fizeni u(?)a integrac
kritéria. Lze dokazat [4], [5], Ze diferencialr
lze vyjadiit ve tvaru

"oH @
J = |—dudt
-
kde H je Hamiltonova funkce
H=f+A\f. (4.
Pro funkci A(¢) pritom plati
@’ __oH .
dt ox
o9
).T(rf) - |i—-} ] (4.3
axf xp=x(ty)

Pozn.: linedrni zobrazeni definované vztahem (4.33), které kazdé variaci du prifazuje néjaké dJ
predstavuje derivaci funkcionalu podle funkce fizeni v bodé u(z) [5] .

Priibéh A(7) je tedy uren integraci rovnice (4.35) ve zpétném sméru s koncovou podminkou (4.36).
Ze vztahu (4.7) lze vyjadfit variaci fizeni

Su(t)=dAb(r). 43

Ozna¢me a/ fadky matice A. Po dosazeni do (4.3 3) dostavame

“oH m " OH
6J = |—dAb(t)dt = —da’b(t)dt =
Ja“ Z.ojé*u a/ b(r)dt

o 4.3
=1

OH
3 5 b0t da,.

i=1 j=1 g

To v8ak znamena, ze
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integralti (4.39). Naroc¢nost je tedy obecné opét ]
diferenci (4.32). Pro uréité typy bazovych pet linedmé zavisld na N, stejné jako v pripadé pouZiti

Uvazujme néjaky finitni bazovy systé
Z definice vyplyva, Ze bazovy prvek b (1) j

" OH ol
Jé;bf(r)d‘ = j' éu-bj(t)dr (4.40)

Q+iT i

a integral staCi poCitat pouze na intervalu Q+iT . Vzhledem k tomu, e pro dany typ bazového

t
¢ - — —f.. - " :
L [Q] g N’ - [Q] Je délka intervalu Q a & ngjaks konstanta, 1ze konstatovat, Ze tato

cast vypoltu nezavisi na N, nebot’ celkova naroénost je Gméméa soucinu N [Q]~at,. Pro vétsi
hodnoty N je Palf moZné pfet?lp’oklédat, ze dojde k znaénému urychleni. Tyto zavéry jsou prakticky
potvrzeny, tre!aaze k vyraznéjsimu rozdilu dochazi az zhruba pro N >10, nebof samotny vypocet
integralt je méné naro¢ny nez integrace rovnic (4.10) a (4.35).

Koncové podminky w(x r)=0 predstavuji z hlediska metody optimalizace omezeni typu
romogti. Algoritmy nelinedrniho programovani, jako napi. SQP (viz &ast 6, kap. 6.2), pracuji
s gradienty funkci y/; podle parametri A. Uvazime-li viak, ze y(x ) lze vyjadfit jako

w(x,)=w(x,)+ de(1)= w(x,)+ j’—a%m =
4 s (4.41)

—w(x)+ [ a0y

lze pro kazdou slozku y pouzit stejny postup jako v predchozim pripadé, kde vsak opét chybi

: X
termindlni ¢len @(x,), nebot w(x,) je konstanta, a misto f, jsou sloZky vektoru a‘:;i )f ;
b % ; : : i 4 . ow(x) . o
V pfipadé, Ze koncové podminky jsou trivialni, tj. w(x(z,))=x(t,)—X,, je = jednotkovou

45
matici a sta¢{ uvazovat gradient jednotlivych slozek integralu [ f(x(1))dt .

0

4.7. Numerické aspekty metody vypoctu gradientu

Popsany postup ma dvé nevyhody. Prvni z nich je nutnost uloZeni prubéhi A(r) a x(f) v paméti
pocitate. To viak u soucasnych pocitacl vétdinou neni na zdvadu. Zavazn€j$im problémem je
potfeba parcialnich derivaci % % g—,%- V piipadé komplikovanych funkei f, f,, popf. g,

] ? au ’ ’ .
i i kdyz je mozné vyuzit softwarové nastroje

mis . ; licitni vztahy, - : £
Ze byt nesnadné dodat exp univerzalniho software je proto treba

k symbolickému vypoétu derivaci. Pro potiet??z fcalizac?e ’
zabyvat se moZnosti numerického vypoctu parviélnich denvactl)i' 'm vypoStem derivaci v kazdé
. . ; P e ikaiici pfibliznym vypoctem derivacl v m
Situace ie komplikovans tim, #e chyby vanilaicl BIINIENYER Y4, 4t :
kroku jsou injtegrovégy v rovnicich (4.:35) 8 (#:39). Zde e nemianve B HY0- efeli(tdr(}kzml:'l -d‘i)o'u
blizkych hodnot [14], ktery se pfi integraci kumuluje. Prf)to se lze donu}}l]\l;at, ze vysicae I;ﬂUZt: h):t
zatizen piilis vclkou,chYbou. Mnohem lepsich vysledkd uiak Lz, dos et TROTEREAGI YERPN.
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yt j ie mozné ur€it rozdilem
dle u se vysk uji pouze v integralu (4.39). lenJe P
Parcialni derivace podic u I

integrald

o ;:[H(u +he,t)b, dt — IH(“ —he,,1)b, dt 44
~ _ D

oa, 2h|:

ltonovy funkce podél aktualni trajektorie,
TN ; H(u,t) hodnota Hami
kde e, jei-ty jednotkovy vektor a
Parcialni derivace podle x jsou vyuzity v rovnici (4.35) pro vypocet funkce A . Soustava (4.35) je
arcia

linearni:
bl o __%
=R s 443
. B
Nahrad'me pravou stranu pomoci centralnich diferenci
T
| wglv-v (444
[ ox 2h [ ] )

kde pro slozky vektora v', v plati:

(4.45)
v =f0(x—hej,t)
Reseni Ize pak vyjadfit jako
k=—i[l’ —l‘] (4.46)
2h
kde A", A~ jsou feSeni rovnic
- +(ﬁ):r A=W 447
ALY sl
@;Jr(ngiﬁ- ' 448
a \ax) " TV i
s koncovymi podminkami
A () =p(x, +he)) (4.49)
A (t)=p(x, —he,). (4.50)

Obdobny ; ; :
obnym zpiisobem viak bohuzel neni mozné odstranit parcidlni derivace ﬂ které by mély byt

uréeny symbolicky, je-li to mozné. P '
i) s s | - I'Testo je vSak dosazeno vyznamného zjednoduseni, nebof
= €obsahuji pokutové slozky omezen.

Bylo prakticky ovéfeno, ze popsany postup Je funkéni
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48. Resené priklady

Uloha 1

Model robota cylindrického typu popsany v kap.
stavovém tvaru X =f(x,u) oznaéme

sz +2Bx + @ —eA
eA

JEE=

M?’ = 299X(AX+B) —eA
F.+¢’(Ax+B) 4

@

2 . .
Ax"+2Bx+C M, -2¢x(Ax+B)
ed F +¢'(Ax+B)

H,=

= (Ax* +2Bx+ C)| F, + ¢*(Ax + B)|-ed[ M, - 2i(Ax + B)]

Jelikoz musi platit H # 0, lze vyjadrit druhé derivace:

Z=(F,-gD)/D
¢=H, H
¥=H |H

Definujeme-li stavovy vektor

X= {y] = (2,0,%%,9,%)
Y

je mozné z (4.54) soustavu (7.4) snadno prevést do tvaru X = f(x,u):

X, =X,

X, = X;

X =X

i, =(F,-gD)/ D
i.=HH
g.=H, (H

. 2 1
Pro nahrazeni fizeni byl zvolen bazovy system {Af

Je n, =63 . Integrace rozsifené soustavy (

s krokem h = = ;. j. pro vypocet funkcionalu je treba 400
100

Okrajové podminky jsou obdobné prikladu ¢. 1, kap. 3.13:

str. 95

:AE_}_'2 +2ABX+A(C+A€2)

=AM, -24¢3(Ax + B)+ e[ F, + ¢*(Ax + B) |

7.1. Pro vyjadieni soustavy (7.4) ve standardnim

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

}N . N =20. Pocet optimalizovanych parametr
0

4.10) byla provedena étyfbodovou metodou Runge-Kutta

vyhodnoceni f(x,u) podél trajektorie.
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x(0) = (0, 0,0,0,0,0)*r

x(t;)=%; = (1,2,1,0,0,0)T : (4.5?)
ond inalnim ¢lenem
Kritériem optimality j kvadraticky funkciondl s terminalnim cle
1
2 T §
I =o-“x(:},)~xf||2 + Iu u dt — min asy
0

kde pokutova konstanta pro splnéni okrajovych podminek byla zvolena o =1000.
olika algoritmy optimalizace. Metodou BFGS jsou vys| edky
ce nez 5x déle nez v piipadé nahrazeni trajektorie. Vysledns

ky shodné s pribéhy z prikladu €. 1, kap. 3.13. Vypodet it

Tab. 4-1 ukazuje pribéh V)’zpoc':n,i pék’
ziskany priblizné béhem 30 s, coZ je Vice
pribéhy na Obr. 4.3 - Obr. 4.5 jsou praktic :
rychleji, je-li zvolen hrubsi krok integrace, aviak napf. pro i = Er ; Je )1z patrné znaéné zkreslen

vysledné fidici funkce v krajnich bodech (Obr. 4.6).

Iterace Nejvétsiho spadu | PARTAN BFGS
10 1872.77 1742.77 67.105
20 1322.01 590.709 64.4149
50 559.084 64.9393 58.8992
100 190.332 54.1661 53.1487
200 68.2172 53.3894 -

500 54.0258 53.1488 -
1000 53.9607 53.1487 =

Tab. 4-1: Uloha 1 — priibéh vypoétu

XO0) X1 X@2)

Tl

Obr. 4.3: Uloha | prubéhy polohy
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Cést 4

X(3) X(@) X()

Obr. 4.4: Uloha 1 — pritbéhy rychlosti

u@) Ut U

Tl

Obr. 4.5: Uloha 1 — priibéhy fizeni
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U@y Ucty Ue2)

Cast 4

1
Obr. 4.6: Uloha 1 — pribéhy fizeni pro h=—1,

Uloha 2

Model kyvadla na posuvném ramu popsany v kap. 7.4. Pro vyjadreni soustavy (7.43) ve stavovém
tvaru x =f(x,u) ozna¢me

m, + m,

H=

m,Lcosp

H =

X

H =

m, +m,

m, L cos g

m
zmzL[‘f‘(

Po vyjadteni druhych derivaci:

Stavovy vektor je

m,L.cos g

2
m,L

F. - pi+mLp*sing m,Lcoso
m,gsin

=mI’ {FJ = Bx+m,L¢* singp — -?%— gsin gacosqa}

F. = i+ m,L¢’ sing

m,gsin @

m +m,)gsingp - (F, - Bx + m, L@’ sin go)cosqo}

=
]

‘G‘:
|
x| & T
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‘
=m,L*[m, +m, —m, cos’ p]

(4.59)

(4.60)

(4.61) ‘
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u=Fr

g

Ridici vektor ma jedinou slozku

Okrajové podminky jsou zvoleny stejné jako v tloze 6, kap. 3.13:

x(0)=0
x(t,)=x,=(2,0,0,0)".

Kritérium optimality je ve tvaru

i =J“x(tf)—xf“2 + ?uz dr.

0

Cast 4

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

Pro nahrazeni fizeni byl opét zvolen bazovy systém {A}}:, N =20. Pocet optimalizovanych

parametru je n, =21.

V tomto piipadé se ukazuje, Ze hodnota o musi byt znaéné vysoka. Vysledky pro N =203
o=10" jsou metodou BFGS ziskany po 70 iteracich. Integrace ¢tyfbodovou metodou Runge-Kutta

byla provedena skrokem # :éﬁff' Priibéhy stavovych veli¢in a fizeni jsou znazornény na

Obr. 4.7 - Obr. 4.9. Vysledna hodnota kritéria je J' =1006.15 . Okrajové podminky jsou ziejmé

splnény pouze velmi piiblizné.

X0y *(1)

4
Obr. 4.7: Uloha 2 — pribéhy polohy pro &= 10
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. 4
Obr. 4.8: Uloha 2 — priibéhy rychlosti pro o = 10

Tls) :

Obr. 4.9: Uloha 2 — priibéh fizeni pro o =10

!(valiil:néjéich vv:{rsledkflje dosazeno pro o =10°. Vysledna hodnota J"=1521.2 je nalezena po 120
iteracich. Pribéhy na Obr. 4.10 - Obr. 4.12 jsou velmi podobné vysledkim ziskanym metodou

nahrazeni_'trajektorie (loha 6, kap. 3.13). Pro Vy8si hodnoty o jiz algoritmy optimalizace $patné
konverguji k fedeni.
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Cast 4

Obr. 4.10: U
: Uloha 2 — priibéhy polohy pro o =10°

X(2) X(3)

Tl |

O  C
br. 4.11: Uloha 2 — prabéhy rychlosti pro o = 10°
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u@m)

T[s] |

Obr. 4.12: Uloha 2 — priibéhy zrychleni pro & = 10°

49. Zaver

Postup popsany v této ¢asti prace je blizky klasickym numerickym metodam vypocétu optimalniho
fizeni ve funkcionalnim prostoru. Je vSak zaloZen na redukci do prostoru konecného poétu
parametr(, kde lze vyuZit efektivnich algoritmi optimalizace a je mozné uvaZovat i o hledini
globélniho extrému. Vyhodou oproti metodé popsané v piedchéazejici ¢asti je zejména skute¢nost, Ze
je pracovano s obecnym stavovym popisem systému.

Regené priklady naznacuji, Ze popsand metoda je funkéni a pii pouziti kvalitnich algoritmi
optimalizace pomémé efektivni, tiebaze méné neZ metoda nahrazeni trajektorie. Pro zjednoduseni
bylo vyuzito jediné hodnoty pokutového koeficientu o . Pfi pozadované vysoké presnosti splnéni

koncové podminky by vSak bylo zhlediska efektivity vyhodnéjsi vypocet realizovat v nékolika
krocich se zvySujici se hodnotou o .

Z transformace pohybovjch rovnic modeli do standardniho tvaru (4.1) je ziejmé, % U
mechanickych soustav je pfirozenéjsi pracovat pfimo s tvarem obsahujicim fizeni na pravé strané,

ktery je ziskan dosazenim do Lagrangeovych i 5 : i !
: ( vych rovnic. PoZadavek, aby pohybové rovnice byly zadany
ve standardnim tvaru (4.1), je v tomto pfipadé spise nevyhodou. s S
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Cast §

Cdst 5.

Optimalni pohyb v prostoru s prekazkami

VpredcthZICh ca_ste(fh prace b):l Popsaﬂ_’z?ﬁs_ob transformace problému vypoétu optimélnich
trajektorii dynamlckyclz S){stemu' § omezujicimi podminkami na dlohu hledani minima funkce
kogcé{;él}o poé_tu prc_)fnermych‘. C}lcm této Casti je rozdifeni prezentovanych postup pro vypodet
optimalnich trajektorii mechanickych soustav v prostoru s piekazkami.

vadépodobné_ ’ nej?néméjéi metoda navrhu trajektorii robotickych systémi [17] spociva
v konstrukei vpotenmaflove funkce' \ Rrostqn_l‘ soufadnic stroje, ktera odpovida vzdélenosti pozice
r0b0t3_9d pozadovaného _bodu. Piekazky, jejichz tvar a pozice jsou piedem znamy, jsou do tohoto
potencidlu zahrnuty v principu pokutovou nebo bariérovou metodou. Smér trajektorie v kazdém
bodé je pak dan zapornym gra;lientem potencialu. V potencialové funkci mohou vznikat lokalni
extrémy (mista s nulovym gradientem), které se vétinou piekonavaji pomoci nahodnych faktort.
Vyhodou této metody je jednoduchost a efektivita, tiebaze u sloZitych scén neni zarudeno, Ze
vkazdé pozici, ktera neni koncovou, bude nalezen bod s men$im potencialem. Jinym moznym
pristupem je napf. konstrukce sité cest, které spojuji uritou dostateéné hustou diskrétni mnozinu
vychozich bodi s koncovymi body [18].

Zminéné metody vsak zcela ignoruji dynamiku. Trajektorie se sice mize blizit hladké funkci
pii dostatecné kratkém kroku, avSak neni zaruCena optimalita pohybu vzhledem ke zvolenému
kritériu. U potencialové metody dokonce ani neni zaru¢eno, Ze nebude nalezena trajektorie, ktera je
vyrazné delsi nez jina, ktera sméfuje do stejného bodu.

Dile jsou popsany rizné aspekty metody vypoctu optimalni trajektorie v prostoru
s prekazkami, pIné respektujici dynamiku a tvar systému, ktera je zaloZena na technikach popsanych
vpfedchozich Castech prace. Jsou-li splnény ptislusné podminky, je mozné vyuzit nahrazeni
trajektorie i funkce Fizeni, ale z diivodu znaéné vypocetni naro¢nosti je vhodnéjsi prvni z piistupt,
nebot’ konverguje zpravidla rychleji k feSeni.

Nalezeni efektivnich algoritmi a jejich prakticka realizace je néroc':n)'m}.ﬁlf?’lem'a p‘feds'tav,u_]e
vJistém smyslu vrchol této préce. Resené piiklady dokumentuji,_ ze pro 51021§éjs1 scény je zrs'kano
kvalitni feSeni na jednoprocesorovém pocitaci PC 12 GHZ zgrav1d}a v radp mmut."{o je dle nazoru
autora velmi dobrym vysledkem, nebot’ naznac uje, Ze tento pristup je prakticky vyuZitelny.

5.1. Specifické vlastnosti problemu

aného tvaru v prostoru s piekazkami, lze

20 i optimalni icky tému d :
Uvazujeme-li optimalni pohyb mechanickych sys a komplikaci, které vyzaduji samostatny

sice pouzit vyse popsané metody, aviak objevuje s fad
rozbor,

K nejdilezitéjsim problémtm patfi:
rekazek v daném Case je zpravidla

- tému a p tri
i modely sys { nez vypocet hodnoty kritéria.

L. T ot Ll : trickym :
ua Kpiie LR byt mnohem naro¢né)s

¢asové naro¢nou operaci, ktera muze
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; < s4dné ovém bodé te[
enastava kolize Vv zadném Cas %1 J ;

Sl s I byt vykonan pouze v kone¢ném poctu boda.
i <etreni kolize véak mize

Algoritmus vysetreni kolize v |

izace S omezenimi v obecném tvaru ze Q| kde

ktni mnozina €2 je zadana logickou funkc;

ritmy v ¢asti 6).

3. Jedna se o typicky problém globélni t'.)l:»timz‘al:l
zje vektor parametrli trajektorie a kpr;pal ;
prislusnosti @ (viz t€Z kapitola Heuristicke alg

: 15ky i 71 1 nekone¢ného poétu bod;
TR L poe : kazky jsou mnozZinami ne po i,
i tfeba uvést, Ze systém i pre ki R L o SENE
5}““16”:'“1 (I:E(:’?ali':ée'sou véak aproximovany modely, které umoznuji E?zholillno:lt °§ pgp""dlf(le ’k01121
v l?;rzgér:éﬁq ase T?yp modelu musi byt zvolen s ohledem na co nejvyssi rychlost vysetreni kolize,
Druha cast s:c tyké uréeni gasovych bodu testovani kolize #,. V idedlnim pripadé jsou tyto body

urceny tak, ze:

- Celkovy pocet bodil testovani kolize ¢, je co nejmensi.
Je garantovano, Ze nedojde ke kolizi v 4dném Zase t€(1,.1)-

Pokud jde o tieti bod, je-li tvar systému v realném prostoru v Case ¢ oznacen jako Q(f) a tvar

prekazek jako R(t), je pozadovano, aby

0(,) N R(,) =2 (5.1)

pro viechny diskrétni body testovani kolize ¢, [0,! f] . Ptitom se predpoklada, Ze je zvolen takovy
typ modeld, Ze platnost (5.1) lze zjistit pomoci kone¢ného po¢tu operaci.

Jelikoz poloha modelu Q(f) zéavisi na soufadnicich y a ty dle pfedpokladu zavisi na slozkéch
vektoru parametru z, je pozadavek (5.1) specidlnim pripadem obecného zapisu ze Q).

Jsou mozné dva piistupy:

- Pracovat pfimo s obecnym tvarem omezeni ze Q pomoci algoritmi optimalizace, které to
umoznuji
- Pfevést omezeni na tvar

g(z)=20 (5.2
popr.

g(x)=0 (5.3

kde funkce g, h jsou spojité, popt. hladké v prostoru parametrii z.

Pl'aktiCké szl Senosti naznaéu | i n y’ tvar v y] lOd" }' P! 0
3 : 1, ie Ob'f:c 0 1 Vi 1 1 v y
: h i’ ; i ; . . mezeni Ze Q ét§m0u nenit ,

stran§, Jsou zndmé typy modeli (viz da
efektivné. Pfi nalezeni Jediného b
ukonéit.

nalezeni ¢, pro které Q)N

~ Neni tedy jisté, ktery z
implementovan spige druhy

R(t) %D, jako v predchozim pripadé.
pistupi je vyhodnéjsi, v

Pristup, ktery se 74 byt rmci této price byl vyvijen a prakticky

VWhodn&jsi z hlediska potrebného poitv
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iteraénich kroku, ne:gt' obsahuje informaci o mife ko 1€ a umoZiui
i. Existuje zde rovnéz 7 By
gmezgnt;o o tim-:ilizace e ":Z n;:zpost urychleni vypoétu v blizkosti minima pomoci lokalnich
algori wu p gz pitola Hybridni metody v &asti 6 race). A . e
tento pristup bude GUCInn&j3i zejména pro vyssi 5 (pocet optimalizovalfych p:elra “tot:ﬁS)e domniva, ze
' : metri).
Pro prevedeni na tvar (5.3) definujme funkci MO

L R), ktera dvoiici Eany gi T3
pfirazuje redlné Cislo napf. tak, Ze plati tyto axiomy: JIC1 uzavienych podmnozin R

H(Q,R)>0 (5.4)
H(Q,R) = u(R,Q) (5.5)
HO,R)=0 & QNR=0 (5.6)

HQ V0, R) 2 u(Q,R)

H(Q U0, R) 2 (O, R) )
Funkei u(Q,R) nazvéme mirou kolize.
Pozadavek (5.1) pak miize byt nahrazen omezujici podminkou ve tvaru (5.3)
HQ.R)=0, Vi,€[0,¢/]. (5.8)
Omezeni mize byt zahrnuto do kritéria pokutovou metodou:
Ll atfj,u(g(:), R(t)) dt . (5.9)
0

kde o > 0. Pro praktické vyuziti je tfeba hledat cesty maximalniho urychleni vypoctu (5.9).

5.2. Modely pro efektivni zjisténi kolize

Pro reprezentaci tvaru systému a piekazek je tfeba zvolit uréity typ modell, se zfetelem na
maximalni efektivitu detekce kolize, popf. zjisténi miry kolize. Pro prvni pl'*ibliif:ni jF mozZné n°api
nahradit systém ur&itym poétem bodii na jeho povrchu a testovat, zda néktery z teci{to“bodu se
vné&jakém Ease nachézi uvnit prekazky. Tento jednoduchy postup autor v podstatt; ovéx_-nl ]12' ve své
diplomové préci, je vsak moZné na néj narazit i v odborné literatufe v souvislosti Snz}vrh?m
trajektorii robotickych systému. Pro praktické vyuziti je v_éak f}‘eba vétEmou' ’deﬁnovaf ve“lky pocet
téchto bodii a uréovat jejich pozici v kazdém case, coz mlmoralfiné Prc_)dloum vdc:bu vypoctu. Prot?
dali postup sméfoval k plnému nahrazeni tvaru. \Y lom’tt) ptipadé je vkazdém Casovém bode
testovina kolize mezi télesy reprezentujicimi systém a piekazky. ; NI

V disertaéni praci bylo vyuzito nahrazeni tvaru soustavou nmohc;:ﬁémyn. Pro detekei a ;Jgiiéérllll
miry kolize byly implementovany jednoduché algopvnqy, které jsou e:fed ]£1 POLI;Zfi ngf?;r]r?o:én ();
smalym poétem vrcholi a jsou pouze pf‘lbllznf:. : Autovr vt¢ dobé ne gykna ooyl
sofistikovanéjsich metodach vySetieni kolize mnohostént, napr. [20], ktire 35.1(;: vfzsm Jeinb oy
mnohem komplikovanéjsi z hlediska implementace. Realizované algoritmy 1ze p p

ur¢ity kompromis z hlediska:

- rychlosti detekce kolize v konkrétnim ¢ase

- efektivity pfi aproximaci sloZit¢ho tvaru Hi| AT
y i kolize
= naro¢nosti implementace datovych struktur a algoritm

- efektivity detekce kolize podél trajektorie 20
- moznosti konstrukce pokutové funkce w(Q,R) ajeji integrace

str. 105



Cast 5

Jan Cvejn — Habilita¢ni prace

u z hlediska uzivatele

: : T ;
- naro¢nosti vytvareni mode 4
& mozné dva zakladni piistupy:

rakazek | dstat
Pro nahrazeni tvaru systému a prekazek jsou vV PO

a) pouziti povrchovf;ch modelt
b) nahrazeni tvaru soustavou téles '
gové grafice pro kvalitni na!xrazem tvaru redlnych
povrchovy’rch ploch, !cterve na sebe 'S.pojlté nebo
. i dely v kaédén} éasti je tvreba vysetFit Pmssffiky
hladce navazuji. Pfl? utl;:’ienl, odet je tieba provest numericky uz v Emvpad'e Bloch dl’uhel}o Fady
Eé::q?m?gﬂgg{ kgilzz ?(;%el celé trajektorie je pak’éan)ve Z;icnek:lir'ocno;a ;Eemcli Fiton
rlev}’rhc::do.uJ z praktického hlediska je narocnost vytvafeni modelu, Kiere vy je vyraznoy
softwarovou podporu.

Pod piistupem b) se rozumi apr?xim
poétu jednoduchych, vétsinou konvexnich téles:

Povrchové modely jsou béZné vyuzivané v pocita

3 inny i. kiivych
s soustavou segmentl rovinnych, pop
v = olize mezi dvéma mo

ace tvaru systému a prekazek sjednocenim koneéného

n

Q=CJGH r=Ur, (5.10)

J=1

Vysetfeni kolize je pak redukovano na zjisténi kolize mezi vsemi dvojicemi ¢,,7; .

Jednou z moznosti je nahrazeni slozitéjsich tvart pomoci soqstavy_eleme}ltémi?h mnohostén,
jako jsou hranoly, jehlany a komolé jehlany. Tento typ modell je ziejmé vyhodny pro n_ahrazcnj
hranatych tvari, které se &asto vyskytuji u technickych systémi. Hlavnim nedostatkem je velmi
hruba aproximace oblych tvarii. Zjisténi kolize je pomémé efektivni operaci v piipadé, Ze poet
vrcholil jednotlivych mnohosténd neni velky. Rozsifime-li tfidu elementarnich téles o oblé prvky,
jako napf. ¢asti kuzeld a kouli, neni moZné bohuzel pouzit jednotné algoritmy popsané v dalSich
kapitolach. Zjisténi kolize mezi nékterymi dvojicemi elementarnich téles potom muze byt naroénou
operaci z hlediska doby vypo¢tu i implementace.

Jinou alternativou je nahradit tvar pfiblizné sjednocenim dostate¢ného poétu mnoZin
jednoduchého tvaru, mezi kterymi je zjiténi kolize trividlni. Jsou-li zvoleny napf. krychle se
stranami rovnobéznymi se soufadnymi osami, vznika problém pii zméné orientace téles v prostoru.
Vyhodnéjsi jp nahrazeni tvaru sjednocenim kouli, kde pfi zméné orientace dojde pouze
k transformarit stfed'ﬁ. Poget mnoZin, ktery odpovida rozliSovaci trovni, na které chceme s télesy
pracovat, miZe byt pro aproximaci sloZitého tvaru pomérmné vysoky (pro nahrazeni tvaru

primyslového robota to miize byt napf. fadové n, =10" kouli). Celkova naroénost detekce kolize,
ktera odpovida sou¢inu n, x n, pak miZe byt zna¢na.
Podstatného zdokonaleni vyse uvedeného postupu Ize dosahnout hierarchickym zplsobem,

napf. [19]. Tvar systému a piekazky
skute¢nosti sta¢i po

soustavy kouli pokryvajicich téleso v jednotlivych kr;}cic}}: je tieba vhodnym zpiisobem definovat

- Siroka faze, kdy se pomoci jednoduch)}c

télesa ¢i povrchové plochy, kde mize dojh kritérii uréi mengj podoblasti, popt. elementdmi

it ke kolizi
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. uzka faze, kdy se provede vlastni vvietten: Lol:
e vysetreni ze i &4 : 5
" kolize mezi Castmi, které byly uréeny v iroké

U zminéné hierarchické kulové metody vsak tyto faze nej P

. ¥ vr = Nejsou presné FL R
kp]ynul?mu pechodu. .V pripadé nahrazeni tvaru pomoci EOUStaVOddéle?.ly avdc:chazlrmez: nimi
vySetfeni kolize mezi dvéma mnohostény a do y mnohosténti je uzkou fazi

. : Siroké f3 ¥ e i
dvojic mnohostént, mezi kterymi se bude kolize vyéetfz:)z\?altmm viechny kroky, které zuzuji mnozinu

53. Vypocet polohy bodu

PHi pf)}aybu modelu j_e tieba v kaic}é@ Casovém bodé vypoditat pozice nékterych bodi systému, popi
Pf'ekaZf}:‘lf kg}p?-]k}[{ldl ]S'OI}I1 Po;}iblwe) v zavislosti na soufadnicich stroje y. Napf vp;‘ipadé
hierarchickych kulovych modeli to jsou soufadnice stredti kouli. zati el :
to jsou soufadnice rohovych bodd. 1, zatimeo u mnohosténovych modeli

Pozice téChtf’ bodi _ilE konstantni v soutadném systému daného &lenu, nebot’ &leny jsou dle
pfedpokladlt tu}:le. T?l’l‘ vi¢i soufadnému systému predchazejiciho ¢lenu vykondva v obecném
piipadé soucasné rotacni a translaéni pohyb. Oznaéme r, polohu daného bodu v soufadném systému

i-t¢ho ¢lenu. Je-li s, pozice soufadného systému i-tého ¢lenu viigi €lenu (i—1) a T, ortogonalni

matice rotace i-tého ¢lenu vii¢i ¢lenu (i —1), platipro r,_, :
r,=s+Tr. (5.11)

Matice T, = T(a,, 5,,7,) je definovéna Ghly rotace podle soutadnych os x, y a z:

T(a,8,7)=T.(r)T,(A)T.(«) (5.12)
kde
1 0 0
T.(2)=|0 cos a -sing |, (5.13)

0 sin @ cos @

cos f 0 sin S
T,(B)= 0 1 0 . (5.14)
—sin f 0 cos B

cos ¥, —sin 7, 0
T.(y)=|sin 7, cos 7, © (5.15)
0 0 1

Polohu bodu v zakladnim, tj. nultém soufadném systému, Ize pak uréit rekurzivni aplikaci vztahu
(5.11). Pro formélni zjednoduseni se ¢asto vztah (5.11) zapisuje jako

xr—l x'l
Via | (T s,.] ¥ | (5.16)
Z:'—I OT ]- zl‘

|
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ma vztah (5.16) tvar

Zavedeme-li rozsifené vektory polohy T,
= H. e (5‘?)
i-1 Bk
‘ %2 dné ; lati:
Pro rozsifeny vektor polohy v zakladnim soufadnem systému p
i, = (K. T)F =Tl (5.18)

Pro vySetfeni kolize je vétsinou tfeba pro kazdy ¢len urcit pozice vétstho poctu bodi najednou,

Ur¢eme r,_, ze vztahu (5.11):

= ; r.)=
A T r =0t T (s + Tr)

(5.19)
=8, T..s: +Tu'-|Tf r,=S,.% T;—IT:' Ly

kde s, , je pozice i-tého soufadného systému v soufadném systému ¢lenu (i —2). Opakovanou

aplikaci (5.19) dostavame:
fh=8,% Tl (5.20)

Si0=S07t T._s; 521
LT =T_oL; - '

Pomoci rekurzivnich vztahti (5.21) se nejprve postupem zdola nahoru pro i =2,3,... ur¢i vektory s,
a matice absolutnich rotaci T,, pro viechny ¢leny. Hodnoty s,, a T, odpovidaji umisténi a

orientaci celé soustavy téles v prostoru. Absolutni pozice jednotlivych bodi uvnitf ¢leni se pak
dopo¢itaji pomoci vztahu (5.20).

5.4. Nahrazeni soustavou elementarnich téles

;fsmdls(y pc_)f?s;né vltéto kapitole se tykaji pfipadu, kdy je tvar nahrazen soustavou elementérnich
es. Specifické vlastnosti mnohosténovych modelii, které jsou specialnim piipadem, jsou
diskutovany v dal3ich kapitoléch, Jsou %P pripadem,

_ V zékladni verzi je problém redukovén na zjisténi kolize mezi viemi dvojicemi elementarnich
téles g,,r,. Algoritmy zjidténi kolize, popt. jejiho rozsahu, mohou byt pomémé asové naroiné,
dok:qc':e'l PO:CLtd se ?edné o mnohostény. JelikoZ poéet téchto operaci roste zhruba kvadraticky se
R iy ?ZHOSU modelu, je tento zikladni piistup velmi neefektivni pro komplikovan&jsi tvary.
rozho\cigic:n; sy eve il Je vak mozné dosahnout, pokud se ve vétsiné piipadii podaf
e dvé:nap(::g)x? Jfédn?dt_xsﬁlch podminek. Jednou z moznosti je pred vlastnim zjisfovanim kolize

entarnimi télesy testovat kolizi jim opsanych kouli. Takto lze snadno vyloutit

piipady, kdy jsou télesa dostate¢n& vzdalens. Definuime C, € P stred télesa P a &islo r, , které je

polomérem minimdlni koule se stredem C,, ktera obsahuje P. Cislo r, mize byt uréeno
a8 X

jednor o : :
Jednorazove, nebot’ je invariantni vzhledem k pohybu P. Dvé télesa nemaji spole¢ny prinik, j estlize

lc: - Co “2 >(1p 41 ]1 : (5.22)
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U’ podlouhl)?cvh Fvar"ﬁ mizZe byt test (5.22) malo u¢inny. Je viak mozné navic snadno sestrojit opsané
va}ce nfekonccne delky zadané osou a polomérem. V tomto pripadé Ize velmi efektivné rozhodnout o
prazdném nebo neprazdném priniku koule a valce. Je-li stied valce t&lesa Q identicky se stredem

jeho opsané koule, 7/ je jeho polomér a v vektor urdujici jeho osu, maji P a Q prazdny prinik,
jestlize

1

v

kde (a |b> oznacuje skalarni soucin. VySetfeni priiniku dvou nekoneénych vélc je jiz ndroénéjs

operaci, nebot’ vyzaduje vyfeSeni soustavy linedrnich rovnic 3 x 3. Proto pred vlastnim testovanim
kolize byly pfi praktické implementaci provedeny pouze tyto testy:

i€ ~Colf ~—=(C, - C,Iv} >(r +1,)’ (5.23)

- opsand koule 1. télesa - opsana koule 2. t¢lesa
- opsany valec 1. télesa - opsana koule 2. télesa
- opsana koule 1. télesa - opsany valec 2. télesa

Algoritmy vysetfeni kolize popsané v dalsich kapitolach pracuji s rohovymi body a normalami stén
mnohosténd. Pro vypocet rohovych bodi se pouzije vztah (5.20) a normaly se ur¢i na zakladé
rohovych bodi. Pro vétsi pocet bodi je tento vypocet pomémné naro¢ny. Velmi dilezité z hlediska
efektivity je, Ze jej neni nutné provadét, jestlize je néktery z vySe popsanych testli negativni. Staci
tedy nejprve uréit stredy opsanych kouli a jeden dalsi bod, ktery ur¢i osu opsaného valce. Vyhodné
je zvolit stfed souradného systému ¢lenu identicky se stfedem opsané koule a valce — pak lze uSetrit
vypocet pozice jednoho bodu.

Uvazujeme-li, ze kazdy pevny ¢len, popt. kazda piekazka muze byt nahrazena nékolika
elementarnimi télesy, je piirozené modely organizovat ve vice Grovnich. Model systému a piekazek
je v této obecnéjsi podobé definovan jako stromova struktura, kde kazdy vrchol obsahuje kone¢ny
pocet naslednikd, z nichz nékteré predstavuji elementarni télesa a ostatni jsou stromové struktury
stejného typu. Soufadné systémy, které jsou spole¢né pro viechna elementarni télesa a podstromy
daného ¢lenu, jsou reprezentovany vnitinimi vrcholy stromu. Zména pozice a orientace vnitiniho
vrcholu se projevi zménou absolutni pozice a orientace viech jeho nasledniku.

Vypoéet polohy boda v stromé 1ze provést opét pomoci vztahii (5.20), (5.21). Rozdil spoéiva
v tom, Ze misto cyklu je pro priichod stromem nutno pouzit jednoduchy rekurzivni algoritmus:

Pozice(i) (predpoklada znamé s, , a T, , pro i =1):
- Je-li i list stromu, tj. elementéarni téleso, urc¢i viechny jeho potfebné body pomoci (5.20).
- Je-li i vnitini vrchol:

a) ur¢is,, a T, pro viechny jeho pfimé nasledniky {k} pomoci vztaht

S;0=S0T Ts,

(5.24)
TLO - Tr'.uTk ¢

b) vyvolej Pozice(k).

VySetfeni kolize se provede rovnéZ rekurzivnim zpisobem. V tomto piipadé se kolize zjiStuje mezi
vrcholy stromu (tj. podstromy):

Kolize(i, j): I 3 : ol
- Lze-li snadno zjistit, ze ke kolizi mezi vrcholy i, j nemuze dojit, vrat’ negativni vysledek.
- Je-li i ynitini vrchol:
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Kolize(k,)) pro viechny dvojice (K0), kde {k} jsou pim;

piimi naslednici vrcholu /.

pro vsechny primé nasl

je-li j vnitini vrchol, vyvolej

naslednici vrcholu i a {/} jsou

Kolize(ky) edniky {k} vrcholu .
oliz

- je-lij list stromu, vyvolej
- Je-li i list stromu:
- je-lij vnitini vr

chol, vyvolej Kolize(i,/) pro véechny primé nasledniky {1 } vrcholu ;.

- je-lij list stromu, proved’ zjisténi kolize pro mnohostény 'q, o : 2 |
Je-li néktery z vysledki vpfedchozich krocich pozitivni (tj. doslo ke kolizi), vrat' pozitivni
- Je-11 ne e
vysledek, jinak vrat’ negativnl vysledek

vylouceni pripadu, kdy modely jsou dostate¢ni
beze zmény aplikovat, jedna-li se o listy, tj.
definovat opsané koule a vélce u vnitfnich

tmu odpovida
h kouli a valcl lze
pro urychleni

Prvni tadek vyse uvedeného algori
vzdalené. Urychleni pomoci opsanych ke
elementarni télesa. Navic je viak mozZne
vreholii, které odpovidaji skupinam téles. ’ ; |

Nejefektivn&jsi variantou v tomto piipadé je sestrojit opsan¢ ’koule_ a vaulcc: u sk'upm tt‘..les
s konstantni relativni vzdalenosti pred zatatkem vypoétu. V tomoto pnpad'é Je mozZné \_ryuzlt techniky
opozdéného vyhodnocovani, kdy soufadnice potfebnyc,h bodii se uréi az v algoritmu vySetfeni
kolize. Tim dojde k usetfeni vypoctu pozic bodi v téch &astech modelu,'kdv': l_ze rozhodnout o kolizi
pouze na zdkladé opsanych kouli, popf. valct. Tento piistup se viak zda byt lmplerpentaéné Znaéné
naroény, ale dosud nebyl podrobné analyzovan. Komplikaci, ktera vsak lze vyfteSit softwarové, je
definovani opsanych kouli a valci pro skupiny téles pii vytvafeni modelu.

Jednodussi, i kdyZ ziejmé méné efektivni variantou je automaticky uréovat koule (popt. i vélce,
tiebaze to je jiz obtiznéjsi) opsané skupinam téles reprezentovanym vnitfnimi vrcholy stromu
zpétnym postupem v kazdém bodé trajektorie. Pro vypocet stiedu a poloméru koule odpovidajici
konkrétnimu vrcholu se vyuzije znalost kouli opsanych jeho naslednikim. Tento vypodet neni
néroény a lze jej provést v ramei uréeni kouli opsanych elementarnim télestm:

Koule(i):
- Je-li i list stromu, ur¢i opsanou kouli a valec.
- Je-li i vnitini vrchol:
- vyvolej Koule(k) pro viechny jeho pfimé nasledniky {}

- na }zlélflfidé znalosti stfedii a poloméri kouli opsanych naslednikiim uréi opsanou kouli pro
vrchol 1.

Dosud bylo uyaiovén.(), ze kolize se uréuje pouze mezi modely systému a prekazek. Ve skuteénost
tc:to_ rozdélem' Vv praxi éa§t0 nesltaéi, nebot’ mize dojit k nezadouci kolizi nékterych &asti systému
vuélhsol_)é. Vy!:e‘ popsané algoritmy Ize snadno upravit i pro tento pfipad. Na druhé strané viak
mec anicky spojené Eleny systému jsou vzdy v kolizi, coz je v poradku. Je tieba odlisit tyto dva
Phpady. chnoduch'ym technickym fesenim je opatfit jednotliva elementarni télesa ¢ celodiselnymi
indexy L(q,), které odpovidaji ptislusnosti k &lentim. Pfedpoklada se, Ze indexy sous‘ednich &lend s¢

i8i 0 1. Soucasné je mozné vyhradit nulovy index neaktivnim Eastem, které se neuplatni pi vypoitu.

Kolize je pak testovana pouze mezi télesy ¢,,¢ ,u kterych plati
i Jox

L9)>0.Lg)>0 a |L(q,)- L(q, )|>1. (53
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5.5. Mnohosténové modely

V této kapitole je popsana zikladni verze prakticky realizované metody detekce kolize mezi dvéma
mnohostény.

S » I - A - o
Mnohostén P v R* je definovan konvexni obal m konvexné nezavislych ,rohovych® bodi
X,,..., X, , které nelezi v jedné roviné

P={X1X=Za,.)(,., 0<a, <1, ia,:l} (5.26)
i=1

i=1
kde X, =(x,,y,,2,). Zkrécen¢ oznaéme
P=conv{X, |i=1,..,m}. (5.27)

Negativni poloprostor ; je definovan étvefici realnych ¢isel [a,, b, ¢, d,]:

H ={X|ax+by+cz+d <0}. (5.28)
Pozitivni poloprostor H definujme jako doplnék k H| , tj.

H' ={X|ax+by+cz+d >0}. (5.29)
Rekneme, Ze rovina H oddéluje mnoziny A a B, jestlize

AcHYaBRe He (5.30)

Uvazujme, Ze systém Q a prekazky R jsou nahrazeny soustavou mnohosténti ve smyslu predchozi
kapitoly. Problém je tak redukovan na vysetieni kolize mezi dvéma mnohostény.

Navic je mozné napi. pozadovat, aby se systém pohyboval v omezeném pracovnim prostoru,
ktery je definovan prinikem poloprostorti:

A RE (5.31)

Pro vysetieni kolize mnohosténii bylo vyuzito dvou jednoduchych tvrzeni konvexni analyzy, jejichZ
dikaz je vynechan:

P
Kazdy mnohostén je mozné vyjadit jako pranik néjakych poloprostora P =(")H, .

i=1

Jestlize body X,,...,X, lezi v poloprostoru H *, resp. H™, pak také jejich konvexni obal lezi v
H, tesp. H .

P
Je-li d4n mnohostén P a mnoZina poloprostorti {H[, 5 e p} takovych, ze P= ﬂH,.' , 0znaéme
i=1
p=1
tuto mnoZinu jako minimdlni, jestlize po vyjmuti jakéhokoliv z prvki z této mnoziny je ﬂ H 2P,

i=1
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hledéni oddélujici roviny. Vyjadfeme mnohostény

Py e kol {?IT?.nlm m} jako pruniKy Poloprostorﬁ
P=conv{P |i=],..n}a S=convi{s, | 1=k

P=ﬁb’{ ,s=(K. - (532

=y i=l

? ikladé tvrzeni vySe viechn

Sl : . 3 rohové body S (a tedy na 2 2 y

e it ek ok, vt viochy oy e P

y eziv H, : » , A

Obdobné, jestlize existuje index j takovy, Z¢ véechny rohove body Plezi v K, potom rovné;
PnS=9.

Zjisténi, zda mnohostén P =conv {F, | i=1,..n} lezi v pracovnim prostoru (531) je jednoduli =

sta&i ovéfit, zda ve W lezi viechny jeho rohové body, 1.
PeW;, Vi,j . (5.33)

Zjidténi, zda dany bod X eH" je lacinou operaci - staéi pouze dosadit souradnice bodu do
nerovnosti (5.29). Pro praktickou implementaci je vyhodnéjsi p010pro§tory definovat bodem VeH
a normalovym vektorem n . Poloprostory jsou pak snadno urceny na zakladé polohy rohovych bodii.
V tomto pripadé plati

XeH o (n|X-V)>0. (5.34)

Zajimavé je srovnani uvedeného algoritmu vyuzivajiciho konvexnosti mnohosténi s postupem
zaloZenym na vy3etfeni priseénic povrchovych ploch pomoci nastroji analytické geometrie.
Uvazujme priklad vySetfeni kolize dvou kvadru.

1. Hledani oddélujici roviny

Kazdy kvadr ma 6 poloprostoriia 8 rohovych bodu. Proto je treba provést maximalné 2.(6.8.3) = 288

operaci soucinu a pfiblizné stejné tolik operaci souctu (vypocet je mozné ukonéit dfive, jestlize byl
nalezen oddélujici poloprostor).

2. Analyticka geometrie

Pi-edpolglédejme, ze operace négo})epi a déleni jsou stejné naroéné a ze porovnani dvou redlnych
hod'not Je stejné narolné jako siténi. Pro uréeni priniku dvou polygonii v prostoru je tfeba nejprve
nalézt pruseénici rovin. Predpoklada

me, Ze jsou zndmy bazové vektory rovin v/,v,, bod polygonu
X' anormaly n' rovin, i =1,2:

- vektorovy sou¢in normal p=n'xn’ . 6% 3+

- nalezeni bodu na priseénici Znamena vyiesi
S : vyres s .
eliminaéni metodou vyzaduje cca 17 *_ | +“ soustavu rovnic 3 x 3. Vypoget Gaussovou

- dohromady 23 *, 14 +

Déle je tfeba uréit prise¢iky priseénice

.. ¥ s S hl‘an 1 ¥ r 1
nejvyhodné&jsi hledat v bazi vektorg Vi 4. Vfow?]? polygoni pro oba polygony. Pruseiky J¢
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- Vyjadtime prisecnici v bazi v;,v} . Je tieba fesit soustavu rovnic 2 x 2 - 8 *, 4 +.

- Pruse¢ik s hranou vyzaduje opét feseni soustavy 2 x 2 rovnic, tj. 8 *, 4 +. Pritom kazdy z
polygonii ma 4 hrany

- Hrgna protina prisec¢nici, pokud priseéik lezi uvniti znamého uzavieného intervalu. Toto
z)18téni vyzaduje 2 operace porovnani, tj. 2 +

- dohromady 2 [(8 *, 4 +)+ 4 (8 * 4+) + (2 +)] =80 *, 44 +

Na zavér je tieba na zakladé polohy téchto prise¢ikii na priseénici rozhodnout, zda ke kolizi
dochazi nebo ne, coz odpovida ovéfeni nulového priniku dvou uzavienych intervali, tedy 4 +.
Dohromady tedy zhruba 100 operaci nasobeni a 60 operaci souétu pro kazdé dva polygony.

Vypocet lze vSak rovnéz predcasné ukoncit v pripadé, Ze nékteré z polygonli maji prinik. Celkova
narofnost je maximalné zhruba 6.6 (100*, 60+), coz je 3600 operaci nasobeni a 2160 operaci
souctu. Kromé toho mohou vzniknout problémy s $patnou podminénosti, popf. neexistujicim
feSenim soustav rovnic, které je nutno néjak oSetfit, ¢imz dojde k zvyseni rezZie.

Prvni z metod je tedy pfiblizné 10-krat rychlejsi nez druha a pfitom se jedna o velmi
jednoduchy algoritmus. Bohuzel v3ak Ize nalézt pfipad, kdy je timto zpisobem detekovana kolize, i
kdyZ nenastava (Obr. 5.1). Z konvexni analyzy je sice znamo, ze oddélujici rovina musi existovat,
nemusi vSak byt n€kterou zrovin H,,K,, které¢ definuji mnohostény. Ukazuje se vsak, Ze tento
pfipad nastava pomérné ziidka. Pfi vyuziti pro navrh optimalnich trajektorii se tim ponékud zmensi
mnoZina pfipustnych feSeni. Z tohoto hlediska je mozné metodu povazovat za pfibliznou. Podstatné
je, Ze zustava zaruceno, Ze ke kolizi nedochézi v piipadech, kdy metoda kolizi nesignalizuje.

Obr. 5.1: Pfipad, kdy minimalni mnoZiny poloprostori neobsahuji oddélujici poloprostor

Vyse uvedeny postup neni zaloZen na minimalnosti mnoZin poloprostorii /" ,K . Metoda se stane

pfesnéjsi, pokud tyto mnoziny rozsifime o dalsi (nadbyte¢né) poloprostory definované na hranach a
rozich (viz Obr. 5.2 vlevo). Vyhodou je, Ze normaly pislusnych odd€lujicich rovin lze snadno urc€it
jako konvexni kombinaci norméilovych vektorii rovin pfilehlych stén. Napf. v pfipadé kvadru
pomoci aritmetickych priiméra normalovych vektorl rovin protinajicich se na hranach a vrcholech
takto vznikne dalgich 20 poloprostorii. Celkova vypodetni naro¢nost se tim vSak zhruba z€tyfnasobi.
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Obr. 5.2: Nadbyteéné poloprostory definované v rozich

Nejhorsi pipad nastava, jestlize dva protahlé mnohostény jsou vuci sobé obraceny hranou, jako na
Obr. 5.1, a jejich osy jsou na sebe kolmé. Na zikladé¢ Ghlu odd€lujicich rovin lze odhadnout
minimalni dovolenou vzdalenost v nejhor$im pripadé, ktera je imérna délce mnohosténu. Obr, 5.3
znézorfiuje tuto situaci v ptipadé minimalni sady poloprostori, kdy uhel odd€lujicich rovin ¢ je 90°
(vlevo) a rovnéz v piipadé rozsifené sady o jeden poloprostor na kazdé hrané urCeny aritmetickym
pramérem, kdy piislusny thel ¢ je 135° (vpravo). Vztah pro délku (L), Sitku télesa (W) a dovolenou
vzdalenost v nejhor$im ptipadé d je ziejmé

L
2 tan% . (5.35)

Obr. 5.3: Pfipad chybné detekce kolize
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Z (5.35) je mozné vyjadtit pomeér d /L :

E—lcot2 id 5.36
B2 o 0 (3:28]

Parametr W /L miZze byt chapan jako uréity omezujici faktor pro vytvafeni modelu — piili§ dlouha
a souCasné uzka télesa je tieba nahradit pomoci vétsiho poétu kratsich. Je-li tento faktor zadén, lze
pomoci poméru d /L odhadnout ptesnost metody.

Tab. 5-1 ukazuje hodnoty L/d pro W/L=0.1 v piipadé kvadru. Prvni sloupec odpovida
celkovému poctu poloprostorti. Treti fadek odpovida pripadu, kdy na kazdé hrané jsou definovény
dva nadbyte¢né poloprostory a vrozich tfi. Vtomto pripadé je vsak celkovad naroénost jiz
srovnatelna s postupem zaloZenym na hledani priseénic povrchovych ploch, proto pro praktické
vyuZiti jsou zajimavéjsi prvni dva fadky tabulky, které odpovidaji situacim na Obr. 5.2 a Obr. 5.3.
Druhy fadek pfedstavuje uréity kompromis mezi pfesnosti a efektivitou. Pfi ndhodném generovani
mnohosténi v tomto piipadé je kolize detekovana téméf vzdy spravné. Proto byla tato varianta
zvolena pro praktickou realizaci.

p % Lid
6 90° 25

26 135° 9.33
54 150° 29.43

Tab. 5-1: Pomér délky a dovolené vzdalenosti v nejhor§im pripadé pro riizné thly rovin ¢

U obecnych tvari se mohou uhly stén vzdjemné vyrazné liSit. Pak je vhodné piidat dodate¢né
poloprostory pouze na hranach a vrcholech s ostrymi, popf. malo tupymi uhly — napf. tak, aby thel
@ byl u vSech vrcholu a hran alesponn 120°. U hran, které sviraji uhel mensi nez 60° je v tomto

pfipadé nutno piidat vice neZ jeden poloprostor.
5.6. Zjisténi miry kolize

Jednou z diilezitych prednosti mnohosténovych modeld pro navrh optimalnich trajektorii je moznost
konstrukce rychle vypoéitatelné miry kolize u(Q,R), ktera je navic spojita, nebo dokonce hladka

v prostoru parametrii trajektorie z. Integral této funkce miize byt vyuzit jako pokutovy ¢len kritéria
£5.9).

Uvazujme, Ze plati:

- Pozice bodii mnoziny Q je v kazdém ¢ase hladce zavisla na vektoru polohy ¢lend y
- Vektor y je v kazdém &ase spojité diferencovatelnou funkei bazovych koeficientl trajektorie,

popf. fizeni
- Béazové koeficienty jsou linearné zavislé na slozkach vektoru z

Z téchto podminek pak okamzité vyplyva, Ze pozice libovolného bodu mnoZiny Q je spojité
diferencovatelnou funkci z.

Prvni podminka v pfipadé mechanickych systémi s tuhymi ¢leny pfimo vyplyva zalgoritml_l
vypoétu polohy bodi, ktery byl popsan v kap. 5.3. Druhou a treti pod{ninku _lze sngdno ovefit
v pfipadé nahrazeni trajektorie souctem bazovych funkci. V tomto pripadé je zavislost y na
bazovych koeficientech linearni, tedy hladka.
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tou funkci. Jelikoz f je spojité diferencovatelna, 1z¢

h izeni, je w sPOJl (4.1):

Pokud je nahrazen PP Josti na variaci fizeni linearizaci soustavy
iadfit variaci traj je v zavislosti
vyjadfit variacl trajektorie

5*:%5X+.—Z_ru_5u . (53?)

: i 14drit ve tvaru
Rovnice (5.37) je lineamni a jeji tedeni 1ze tedy explicitné vyjéds

Sx(1) = ®(1,0) 5x(0) + j‘l'(r,r)ﬁu(r)d T (538)

kde ®(1,1,) Je fundamentalni matice fegeni homogenni soustavy

ox = Qf—é‘x (5.39)
ox
a funkce W(¢,7) ma tvar -
=d(t,7) —. (5.40
¥(1,7)=P(,7) o )
Jelikoz v obou piipadech je stejna potate¢ni podminka x(0) = x, , je 6x(0)=0.
Dosadime-li za variaci fizeni
Su(t)=dAb(r) (5.41)
1ze vyjadfit slozky dx, v kazdém Case jako

rom N m N !
5x,(1) = IZ[‘PU.(I,T)Zdaﬁ b, (r)}dr =YY [, (.0)b(r)dr day, . (5.42)
0 Jj=l k=0 j=1 k=0 ¢
Jelikoz diferencialni piiristek slozek &x, vdaném Case ¢ lze vyjadfit jako linearni kombinaci
piiristki koeficientl da, , musi byt cleny I'P;}'(I ,7)b,(t)dr spojitymi parcialnimi derivacemi podle
0

a;.

Treti podminka je v pfipadé nahrazeni fizeni trivialni T =3 (daif
Kisavim knehe il vidlni, nebot’ slozky vektoru z piimo odpovidaj!

Oz:r.lac‘.n;: h(H -jX ) vzdalenost bodu X od poloprostoru H~ . Je-li X , n&jaky bod na oddelujici
roviné Ha n(H") jednotkovy normalovy vektor roviny H orientovany ven z H~, plati:

WH, X)=(n(H")| X - X,). (5.4)

Definujme dale

h(CH, X) =min { h(H,X),0 . B

Vyjadieme mnohostény P, § jako prinik poloprostori:
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4
P=conv{P |i=1,..n}=(\H;

= (5.45)
S=conv{S |i=1,..,m}= ﬂK{.‘
i=1
Pak je mozné definovat nasledujici funkce:
4, (P,S)=min l —max min {h (i j)} maxmm{h (K. P )}] (5.46)
i=l..p j=l..m i=l..q j=1.n
L e 1 5 1 .

M4, (P,S)=min { max X {E,zl:h (H, ,S}.)}, -mﬁi{-};;h_(lﬂ ,P,-)}} (5.47)

:a

M(P,S)E——l—h{l i
P

+q m’

i[” ;5] x_lJli[Z[” &:.P)]’ ] (5.48)

J=1 i=l =l

Lze se snadno pfesvédCit, ze funkce g4 a u, spojité zavisi na pozicich bodi (predpoklada se, ze
oddeélujici roviny poloprostorti jsou uréovany zjejich soufadnic). Funkce g, je pak vzhledem
k poloham bodii navic spojité¢ diferencovatelna. Pro ovéfeni hladkosti x4, uvazujme derivaci
zjednodusené funkce

%m[l + l‘[f,.(x)J = —El——[_f”,'fz...fk + f il b AR (5.49)
i=1 l+nf,.(x)

k
Predpokladejme, ze n f(x) 20, coz lze snadno ovéfit v (5.48). Derivace (5.49) jsou tedy spojité,
i=1

pokud jsou spojité funkce f'. To viak vuvaZovaném piipadé plati, nebot funkce
[h_ (H,S, )T, [h_ (K,.',f:.)]z jsou spojité diferencovatelné a funkce f, odpovidaji soucétim téchto
¢lent.

Z uvah na pocatku této kapitoly pak vyplyva, ze funkce g, u, jsou spojité podle parametrl
trajektorie z a x, je navic podle z spojité diferencovatelna.

Funkce g - g, pro mnohostény ziejmé vyhovuji axiomim (5.4) - (5.7) a jsou tedy vhodnym
vyjadienim miry kolize. Vyhodnoceni u, je ¢asové naro¢néjsi, ale pokutovy ¢len (5.9) s touto

funkei umoZiiuje vypocet gradientu, ktery miize byt vyuzit pro efektivnéjsi optimalizaci — viz ¢ast 6.
[ v tomto ptipadé je viak mozné vypocet pred¢asné ukoncit, pokud je néktery ze souiniteli nulovy.

Pro celé modely je mira kolize uréena jako soucet pies vsechny dvojice mnohosténi:

MO, R)= iiﬂ(%,?}) (5.50)

i=l j=I1

kde y je jedna z funkci g - 4, . Jinou moznosti je vzit maximum
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4(Q,R) = max ma% {#(q"r-") } )

fml et folpn

d &it, ze axiomy (54) - (5.7) jsou v obou piipadech spinény. Soudet (5.50) je
Lze snadno ovent, z€ ;

; izuje rozsah kolize.
vyhodnéjsi, nebot zachovéva piipadnou hladkost a l€pe charakterizuj€ I

¢ sch modelll s€ pouZiji postupy ol:‘rdobné zjisténi
Pro vypocet (5.50), popr. (52l) u str(;){:;‘:’)l;zpsané metody urychleni — napr. pokud koule

kolize. S drobnymi Gpravami S€ vyuziji 1 : O e .
opsané ¢, a r; nejsou v Kolizi, jisté plati u(g,,r;))=023J° mozne .te“v‘.) yp ' vyn . elkova
dasova n;iroér:ost je vsak vetsi nebot’ vypocet neni mozné ukonCit prl nalezeni prvni dvojice, kde
u(q,,r))#0,jako v pripadé pouhé detekce kolize.

5.7. Kolize mnohosténu s mnoha vrcholy

Hlavnim nedostatkem metody popsané v piedchozi kapitole je’ hrubd sproxirmace oblych tvaru Je
sice mozné nahradit napf. ¢ast koule mnohosténem s dostat?lényﬂj P?_ét‘?{“ f’fﬁh‘flu"a"’éak narotnost
vysetfeni kolize mezi dvéma mnohostény je v nejhorSim P“Paqe pfiblizn¢ umerna druhé mocniné
poétu vrcholii (pokud predpokladame, ze potet vrcholil a sten J€ 'zhruba Signy 8 E’ba F‘thOStéﬂY
maji podobny pocet vrcholil). Maji-li mnohostény jiz r}ékoh?cf des:teknwcho}u, maze byi 'naroénost
této operace piilis vysoka. Pro navrh optimalnich trajektorii by}a puvodné prcdpokladapa pouze
hrubd aproximace tvaru technickych systémi, a z tohoto hlediska byly mnohosténové modely
relativné vyhovujici.

74akladni moZnosti, jak vypocet v tomto piipadé urychlit, je nahradit mnohostény s mnoha
vrcholy soustavou mensich mnohosténdi. Rozdéleni mize byt realizovano 1 hierarchickym
zpiisobem. V tomto pripadé se pouze stromova struktura celého modelu, popsana v kap. 5.4, dile
vétvi. Nevyhodou je komplikované; §i vytvareni modelu, i kdyZz rozdéleni mnohostént na men3i Easti
1ze realizovat softwarove.

Jina moZnost vyrazného urychleni pro mnohostény s vétsim poctem vrcholll existuje v pripadé
vyhodnoceni nehladké funkee (5.46). Tento postup, popsany dale, vSak doposud nebyl prakticky
realizovan.

i - e . . P
Uvazujme problém zjisténi miry kolize dvou mnohosténi P =conv {P |i=],.n} =ﬂH,' a

q
S =conv {5, lj=1,...,m}=ﬂK; . Lze snadno ovéfit, Ze pro funkci 4 (P,S) plati:

j=1

i=l.p j=l.m isl..g jul.n

g(P,S):max{min[ —max min {h(H;,S,)}, —max min {h(K,',P;.)}},O} : (5.52)

Problém lze tedy redukovat na efektivni vyhodnoceni funkce

Ell?-):? \ Eu}n {h(Hl'_ "Sj )} } i (5.53}
Uvazujme 1 7 ; :
ke ) ‘ neJPTV_C. ze me. Vtom pripadé zilezi zejména na efektivnim vyhodnoccni
unkce min {h(H,- »8; )} - Vnéjsi maximalizace se provede béznym cyklem pes viechna i. Pro pevit
dané H; je :

HHTS ) =HS)=(u, 1S, - X, ) =(n, S )+ (559
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Linearni funkce /(X) ma na konvexnim obalu bodi S, minimum, které je soucasné jediné

v lokélnlim sm,y_slu, pravé v nékterém z rohovych bodii. Odtud okamzité vyplyva algoritmus pro jeho
nalezeni, ktery je analogii simplexové metody linearniho programovani:

-z daného rohového bodu § ; ur€it hodnotu funkce pro viechny sousedici rohové body S,

- Jestlize h(S,)<h(S,) pro viechna k, je h(S ;) minimem. V opa¢ném piipadé dosadit misto
S, néjaky bod z {S,} s nizi hodnotou (nejvhodnéjsi volba je patrné S , «arg min {A(S,)},
t). hleda se ve sméru nejvétsiho spadu)

Vyhodou tohoto postupu je, Ze potiebny podet krokli miize byt mnohem mensi nez pocet vrcholi.
Algoritmus vak zfejmé vyzaduje uchovévat pro kazdy vrchol odkazy na okolni vrcholy.

Predchozi postup Ize rozsifit i pro urychleni vnéjsiho cyklu:

-z dan€ho poloprostoru H; uréit hodnotu funkce v, = nllin {h(H S )} pro viechny roviny
J=l,..m

sousedicich stén H, .
- Jestlize v, 2 v, pro vSechna k, ukon¢i vypocet. V opaéném pfipadé zvolit misto H, sténu z

{H *} s nejvyssi hodnotou v,

Vypocet kazdé hodnoty vyZaduje sice minimalizaci A(H,S;) podle j, avsak feSeni

h(H,S;)— min poskytuje velmi dobry pocéte¢ni odhad pro okolni body {Sk} . Vypocetni
¥

naro¢nost proto neni o mnoho vétsi nez v predchozim pripadé. Ukoncujici podminka algoritmu je

vSak v tomto pripadé pouze nutnou, ale nikoliv postacujici podminkou extrému. Kone¢ny bod tedy

v nékterych pfipadech nemusi byt skuteénym feSenim, trebaze lze predpokladat, Zze od néj nebude
vzdalen. Detailni rozbor dosud nebyl dokon¢en.

5.8. VysSetreni kolize podél trajektorie

V predchozich kapitolach byly popsany typy modeli a algoritmy pro efektivni detekei kolize, popf.
uréeni jeji miry v konkrétnim ¢ase. Pro vypocet optimalnich trajektorii je vSak tfeba kolizi vySetfit
v dostate¢né vysokém poctu ¢asovych bodi podél trajektorie. Je zfejmé, Ze pro realné situace tento
vypocet miliZze byt i pfi pouziti nejefektivnéjsich postupi velmi ¢asové naroény. Jelikoz vySetieni
kolize podél trajektorie je z hlediska algoritmu optimalizace pouze elementarni operaci, ktera muize
byt vykonéana napt. 10° - krat béhem vypoctu, je tato ¢ast izkym mistem, které se na celkové Casové
naro¢nosti podili prevaznou mérou.

Uvazujme, Ze systém (Q(7) se pohybuje v intervalu € [O,IIJ. Prekazky nejprve uvazujme
jako statické. Zakladni pristup je zaloZen na zvoleni dostatecné kratké konstantni periody vzorkovani
dt . Krok vzorkovani dt vtomto piipadé je mozné volit umérny pievracené hodnoté maximalni
rychlosti systému v intervalu 7€ [O,x'f] . V Gsecich, kde se systém pohybuje pomaleji, je vSak
algoritmus vySeteni kolize vyvolan zbyteéné Casto a dojde k plytvani vypocetnim vykonem. Pfitom
neni nijak zaruéeno, Ze kolize nenastane. Jelikoz kolize miZe byt testovana pouze v diskrétnich
¢asovych krocich ¢, algoritmus nemusi detekovat kolizi, tiebaze ve skutecnosti existuje Casovy bod
t takovy, ze Q(1)NR#D.

Kvalitngjsich vysledki je mozné dosahnout, jestlize ¢asové body ¢, nejsou ekvidistantni. Cilem

déle uvedeného postupu je navrhnout body ¢, tak, aby:
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7kou a systémem nedojde v 7adném bodé 1 e [0, tf}

- bylo zaruceno, 7e ke kolizi mezi prekd
(tj. ani mezi testovacimi body )

- podet bodi £, byl co nejmensi

o(t)NR=2. Pokusme se urcit maximalni 7, >, tak,

1o rovnéz Q()NR —@ pro viechna te(tl.,gm). Takio

elny, nebot’ v case miZe byt Q

Predpokladejme, Ze v daném bod¢ f; je
aby v piipadé, ze O(f,)) " R=@, plati .
formulovany problém ovsem V obecném pripadé neni feé'lt ’
libovolné blizko prekazce R a tato vzdalenost neni pfedem znama.

Uvazujme viak, ze prekizka R je aproximovana ~mode1em R sur¢itym kladnym pfesahem,
ktery je znam (Obr. 5.4). Kolize je testovana mezi Qa R.Pak lze nalézt 1, tak,yaby bylo zarugeno
O(t)n R =@ pro viechna 7€ (,,1,,) (zdese véak nejedna o kolizi s modelem R, ale se skute¢nou

prekazkou R). Piesna formulace problému je nasledujici:
Uvazujme, Ze pro dany ¢asovy bod ¢, plati Q(;,.)n}? —@ . Ulohou je uréit ¢, >, co nejvetsi tak,
ze jestlize o(t,,,)"R=0, pak plati Q(r)"R=Q pro véechna 7 €(f,,1,,). Model prekazky R

muize byt v libovolné pozici a plati R < R.

Obr. 5.4: Uréeni bodu i

Nejprve uvazujme pohyb izolované
¢ho bodu X. Oznag¢ :
il o znacme S, (t,,t,) délku drahy bodu X od ¢, do f,

fy

Sy (t,1,) = IdS_r (5.59)
kde dS, je diferencialni piirtistek dréhy bodu X = (
— X,y, 2)
dSy =|dx|=ar' + dy’ 1+ gz* (830
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Dle predpokladii, pro kazdy bod XeQ plati X (t)eR, X (tz)eé}? a X(r)¢R pro viechna
r€(1,t,). Definujme

k=inf { S,(t,) | X(4)€R, X(t,)e R aIre(t,,): X(r)e R} (5.57)

kde X(1,), X(#,) jsou libovolné body v prostoru a X(z) je libovolny bod na jakékoliv trajektorii
mezi X(f,) a X(1,).

Z (5.57) vyplyva, ze jestlize X(t,)e R, X(1,

i+l

)eR a S, (t,t,,) <x, pak musi platit X(r)¢ R
pro vSechna 7 € (t,,1,,,) . Pokud toto plati pro viechny body X € Q, pak Q(r) "R =@ pro viechna
7 €(1,,,,) - Odtud vyplyva, Ze ¢, je mozné uréit tak, aby byl co nejvyssi a soucasné S, (¢,,1,,,) <k
pro viechna X € Q:

ta=sup {t|S,(.0)<x,¥XeO}. (5.58)
Veli¢ina x ma jasny geometricky vyznam. Jestlize je prekazka R nahrazena modelem R a

trajektorie viech bodli X € Q je spojita v ¢ase, je ¥ dvojnasobkem minimalni vzdalenosti od okraje
R k okraji R (Obr. 5.4).

Primy vypocet ¢,,, ze vztahu (5.58) neni prakticky proveditelny, nebot’ Q obsahuje nekone¢né
mnozstvi bodd. Je viak mozné pouzit odhad s vyuzitim nerovnosti. Z (5.58) vyplyva, ze
n}gg{ Syl <k (5.59)
Dosad’me (5.55):
max{ S, (t,.4,) } = max { :IdSX } < ;j‘dSQ (5.60)
kde
ds, = max {ds,}. (5.61)
Oznaéme déle
f
Syt 1) = J’dsg. (5.62)
Cas t,,, pak lze uréit tak, Ze plati
t,,, =sup {r ] SQ(I'.,I) < K} . (5.63)

Pfi praktickém vypoctu je veli¢ina dS, integrovana od ¢, dokud neplati S, >x. Pak 1, je
posledni ¢asovy krok, kde platilo S, <« .

Veli¢inu dS, je mozné urcit v zavislosti na dra soucasné pozici pomoci geometrickych
parametri systému: plati dS, = “dX Q“ ,kde X, je bod s nejvyssi rychlosti ze véechbodli X € Q.

Jestlize O je mnohostén, nasledujici tvrzeni umoZziuje urcit dS, pouze pomoci pfiristki

trajektorie rohovych bodii, coZ je uZiteéné pro praktickou implementaci:
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Tvrzeni. Jsou-li X, rohové body Q , plati:

s, =max {dS i (5.64)
Dikaz: Pro bod X € Q, ktery lze vyjadfit jako Kkonvexni kombinaci
o Gl 21,20 (5.65)
X_:Zla‘.X'., ;a; a
plati: ) d = e
55} :[Za 5 ](Zla MJ:?‘ S 2 (5.66)
L 2
<355 o s 5 5 o = i}

J=1 i=l

q s - ’ .
Uvazujme nyni mnohosténové modely Q= qu. . Body testovani kolize mohou byt urCeny pro cely

J=1

model jako celek pomoci rozsifeni veli¢in dS; a & :
s, =max (ds, |,k =min{x,} . (5.61)

Mnohem efektivnji feseni viak spoéiva v uréeni testovacich bodi zvlast’ pro kazdy mnohostén g,.
V tom piipadé je kolize testovina pouze pro takové dvojice mnohosténii ¢,, r, kde plati S, 2k,
(k, je geometrickou charakteristikou kazdé Casti prekazky zvlast, 1 kdyz vétsinou staci volit tento

parametr jako globélni konstantu). Implementace tohoto algoritmu je ale mnohem naro¢né;si, nebot
jiz neni oddélen vypocet testovacich bodi a vySetfeni kolize v daném c¢ase. Veli¢ina S, je

integrovana zvlast’ pro kazdy mnohostén.

~ Popsani metoda muZe byt rozsifena i pro situace, kdy prekazky jsou pohyblivé. Toto roziifeni
je rovnéZ nezbytné v pfipadé, kdy nékteré ¢asti systému se mohou dostat do vzajemné kolize, coz je
typicka situace napf. u pramyslovych roboti.

Uvazujme pohyblivy bod X e, ktery protind model prekazky R v intervalu [lp‘z]-
Oznaéme ZE(f,,t,) mnozinu bodi Y eR takovych, ze X(r)=Y(r) pro néktera 7. = je
z fyzikalniho hlediska stopou bodu X na ptekazce R . Oznaéme S=(1,,t,) délku stopy Z(1,,1,) . Plati:

L

S:060t)= | ~av | [(lax|sar]) s 5,0,0) + 5,00,) 569
Analogicky s pfedchozim postupem pak miize byt bod Y, urentak, ze S_(1,,1.)<kK:
e " EV R ¥

i =SUDL | So(6,,0) + S, (1, 1) < x}. (5.69)

N : 7U1 1 . - 13
a zaver uvazujme pfipad, kdy je pogadovano, aby se systém pohyboval v omezeném konvexnim

pracovnim prostoru ve tvaru W — : W' Neckd 7 i
D i echt’ O je model systému definovany stejnym

zpisobem jako R v ptipadé pfekazky na Obr, 5 4. pe finujme
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n =_§1;g { Sx@.L) | X() eW, X(6,)eWadre(h,t,): Qr) AW £ Q(r) L (5.70)

Dalsi testovaci bod mtZze byt uréen analogicky s vyse popsanym postupem:
fu=sup { 1]8,(t,0<n,vXeQ}. (5.71)

Geometricky vyznam 7 je velmi podobny « . Jediny rozdil je, Ze 7 je definovano pro systém a
nikoliv pro piekazku jako x .

I
Predchozi vysledky lze vyuzit i pro efektivni vyhodnoceni pokutového ¢lenu kritéria Iy(Q,R) dt .
0

V tomto pfipadé je mozné vynechat integraci v useku, kde ke kolizi nedochazi. Piesnéji feceno,
vypocet integralu probiha ve dvou rezimech:

- Po nalezeni bodu ¢, kde u(Q,R)>0 probihd integrace béznym zpusobem, dokud neni
nalezen bod ¢,,, takovy, ze u(Q,R)=0.

- Je-li w(Q,R)=0 pro t=t, je dalsi bod ¢,, stanoven stejnym zpiisobem jako v pripadé
pouhé detekce kolize, nebot’ v tomto useku je zaruceno, ze u(Q,R)=0.

Popsané vysledky, které ukazuji souvislost mezi geometrickym tvarem téles, jejich pohybem a
krokem vzorkovani, jsou do znacné miry obecné, i kdyz pii praktické implementaci se s vyhodou
vyuziji specifické vlastnosti mnohosténovych modeli. Uvazujeme-li vySetfeni kolize mnohosténti
podél trajektorie, existuje vsak dalsi velmi podstatné urychleni, které je z praktického hlediska jesté
uéinné;si.

V pfipadé, ze vbodé ¢ byla mezi mnohostény g, r, nalezena oddélujici rovina, bude se
s velkou pravdépodobnosti jednat o oddélujici rovinu i pro ¢ =¢,,, . JelikoZ algoritmus zjisténi kolize

i+l

mezi mnohostény, stejné jako vypoctu u(q,,r;), konéi pfi nalezeni oddélujici roviny, je vhodné jako

prvni vyhodnotit pozici bodi druhého mnohosténu vié¢i oddélujicimu poloprostoru H™, popi. K*
z predchoziho kroku. Urychleni zrychleni ziskané touto jednoduchou heuristikou je mnohonasobné.

Oba zminéné postupy urychleni detekce kolize podél trajektorie, popf. vypoctu jeji miry, se
nevyluéuji a je mozné je implementovat v ramci jednoho algoritmu. Vysledné rutiny jsou v3ak jiZ
znaéné komplikované. Je tfeba vykonat nasledujici kroky zhruba v tomto poradi:

zjistit piipadnou kolizi opsanych kouli, popf. valct

- vypoéitat pozice rohovych bodi a urcit poloprostory

jestlize t =1, , urCit ¢,

vysettit kolizi. Jako prvni testovat oddélujici poloprostory z pfedchoziho kroku.
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5.9. Prakticke priklady

s prekazkami. Ve viech
2

{A?H}J_n, kde n=2, N=10.

imalni ' if v prostoru
Nasledujici piiklady demonstruji vypocet optlmalmch trajektorl'l vVp
{ tra) i 4Z0VE temu
pripadech bylo vyuZito nahrazeni trajektoric v bazovém Syste | . -
Piekazky byly zahrnuty do kritéria pokutovou metodou s hladkou mirou kolize 4 . Pro optimalizaci
byla pouzita druha z variant diferencialni evoluce p?psgn)’fch_v li:tastl 6, kap. 6.5. Na pocitaci PC
1.2 GHz byly u vsech tloh vysledky ziskany béhem nékolika minut.

1. Uloha
Model &. 2, kap. 7.2, robota angularniho typu. V pracovnim prostoru jsou umistény prekazky.
Okrajové podminky polohy jsou

Yo = (0,0,0)

(592
y, =@L) }

kde y =(¢,9,p)" . Okrajové podminky rychlosti jsou nuloveé.

Pribéhy kinematickych veli¢in ¢lend jsou na Obr. 5.5 - Obr. 5.7. Na Obr. 5.8 je znazornén pohyb
robota v prostoru. Pro ziskani smysluplnych vysledki bylo tfeba uvazovat vzajemnou kolizi ¢lenu
robota viiéi sobg, jak demonstruje Obr. 50,

Y@ Y1) Y@2)

o

Tis) |

Obr. 5.5: Uloha 1 — pribéhy polohy ¢lent
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Obr. 5.6: Uloha 1 — priibéhy rychlosti &leni

AD) AT AR)

T

Obr. 5.7: Uloha 1 — pribéhy zrychleni &leni
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Obr. 5.8: Uloha 1 — vysledny pohyb v prostoru
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Obr. 5.9: Uloha 1 — vysledny pohyb v prostoru bez uvazovani kolize ¢asti robota viéi sobé

2. Uloha

Zadani je modifikaci dlohy ¢. 6, kap. 3.13 s modelem kyvadla na posuvném ramu. Na pozici
(1,0,—1) je umisténa prekdzka. Pro ziskani smysluplnych vysledku v8ak bylo nutné zavést skuteény

moment M, jako fidici veliinu do osy rotace Clenu 2. Jinak feSeni nebylo nalezeno. V kritériu
optimality bylo proto zvoleno k =1, k,=10. Rovnéz bylo nutné pouzit metodu globalni

optimalizace. Priibéhy ziskané algoritmem diferencialni evoluce po nékolika minutach vypoctu jsou
znazornény na Obr. 5.10 az Obr. 5.12. Obr. 5.13 znazoriuje vysledny pohyb kyvadla v prostoru.

Yoy Y1)

Tls)

Obr. 5.10: Uloha 2 — pribéhy polohy
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V(@) V(1

T[s)

Obr. 5.11: Uloha 2 — priibéhy rychlosti

AD) A1)

Tl

Obr. 5.12: Uloha 2 - pritbéhy zrychleni
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das

L]

\\i:"—]".‘
o
S !

Obr. 5.13: Uloha 2 — pohyb kyvadla v prostoru
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3. Uloha

orie v prostoru s prekazkami pro tvarové slozity
riho typu s 3 stupni volnosti. .V tomto Pfipadé
likované. Zvolime-li vSak kritérium
Ini trajektorie nejsou tieba pohybové

malni trajekt
obotu angula :
bot’ jsou velmi komp
vypocet optima

Na zavér je demonstrovan vypocet opti
model, ktery odpovida primyslovému r
je obtizné ziskat pohybové rovnice, ne
optimality, které neobsahuje slozky fizeni, pro
rovnice. Takovym kritériem je napf.

J =[Sk, di — min (5.73)
0

kde k, >0 jsou zvolené konstanty. Hodnoty y, jsou dany pouze hodnotami bazovych funkei a

bazovych koeficienti. Kritérium (5.73) odpovida optimalni trajektorii v kinematickém smyslu, bez
uvazovani dynamiky, a je ekvivalentni problému
b

J= IZuf dt — min

o J=1
\/E.VJ :u; 3

Konstanty k, mohou byt zvoleny napf. jako jednotkové nebo jako druhé mocniny primérych
hmotnosti a momentd setrvaénosti, které zatéZuji jednotlivé osy. V druhém pfipadé se v podstaté
jedna o nahrazeni dynamiky systému zjednodu$enym modelem \/E y,=u,;.

(5.74)

Pro ziskani odpovidajiciho priibéhu fizeni je mozné ziskané pribéhy kinematickych veli¢in
¥.y.y dosadit do pohybovych rovnic jednorazové na konci vypoétu.

Okrajové podminky polohy ¢lent byly zvoleny

yU 2(‘1.3,0.6,0.4,—0_6,0)]"

Y, =(1,0.6,0.9,1.5,1)" (5.75)
kde y =(¢.-9’,v/:a,ﬁ)"’. Prvni tfi slozky vektoru y maji stejny vyznam jako u zékladniho modelu
robota angulariho typu v kap. 7.2. Slozky «, 3 odpovidaji ohnuti zapésti a jeho rotaci. Pribéhy

ziskané algoritmem diferencidlni evoluce po nékolika minuts ’ e
7 , minutich vypoétu jsou zniazornény na Obr.
5.14 - Obr. 5.16. Obr. 5.17 znazoriiuje vysledny pohyb robota v o J mény
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V()

YO) Y() Y@2) YE)

— prubéhy polohy

Obr. 5.14: Uloha 3

Wid)

Vi M1 Vi) V@)

.

Obr. 5.15: Uloha 3 — priibéhy rychlosti
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AD) A1) AR) AE) A

Obr. 5.16: Uloha 3 — priibéhy zrychleni

Obr. 5.17: Uloha 3 — pohyb robota v prostoru

str. 132



Jan Cvejn — Habilitacni prace Cast 5

5.10. Zavér

Vypocet optimalni trajektorie mechanickych systémi v prostiedi s piekdzkami je pfi uvazovani
dynamiky velmi komplexni problém, ktery zasahuje do oblasti teorie optimalniho fizeni, metod
optimalizace a specialnich partii poéitacové grafiky.

Tento problém muze byt v principu numericky feSen postupy popsanymi v predchozich éastech
prace, ale prinasi nékteré dalsi zavazné komplikace, které souvisi piedevsim se zna¢nou ¢asovou
naro¢nosti vyhodnoceni kritéria a vznikem vice lokdlnich minim na okraji piipustné mnoZiny
optimalizovanych parametri.

Dilezitym faktorem, ktery se vyznamné podili na celkové ¢asové naro¢nosti vypoctu, je volba
typu modeld pro nahrazeni tvaru systému a prekazek. Kapitoly vySe obsahuji ur¢ity rozbor tohoto
problému a dale se zaméfuji na popis metody, ktery byla prakticky vyuzita - nahrazeni tvaru
soustavou mnohostént. Pouzité algoritmy jsou uréitym kompromisem mezi naro¢nosti
implementace a efektivitou vypoctu. Vyhodou je moznost konstrukce spojité, popt. hladké miry
kolize, ktera je dulezita pro efektivni optimalizaci s vyuzitim pokutovych funkci. Moznych pristupti
vSak existuje vice a bylo by zajimavé je prakticky porovnat. Jejich programova realizace je vSak
bohuzel zna¢né naro¢na.

Resené ulohy naznacuji, ze popsand metoda je funkéni. Doba vypoétu a schopnost nalezeni
kvalitniho feSeni je vak zavisla na pouzitém algoritmu globalni optimalizace. Kvalitni metody resi
slozitéjsi ulohy zpravidla v fadu minut. Nasledujici ¢ast prace obsahuje shruti zkuSenosti ziskanych
s témito algoritmy.
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Cdst 6.

Algoritmy optimalizace

V predchozich ¢astech prace byly popsany mozné zptsoby transformace problému navrhu optimalni
trajektorie na ulohu hledani minima realné funkce kone¢ného poctu parametrt.

Jadrem vypoctu optimélni trajektorie je vSak numericky algoritmus optimalizace. Kvalita
algoritmu optimalizace je faktorem, ktery se vyznamné podili na celkové dobé vypoctu. Za méritko
kvality algoritmu je povazovan potiebny pocet vyhodnoceni kritéria pro dosazeni potfebné pfesnosti.
JelikoZ vypocet hodnoty kritéria je asové naroénou operaci, je mozné zpravidla zanedbat pridavnou
rezii, ktera souvisi s manipulaci s body a vypoc¢itanymi hodnotami kritéria.

Vyhodou pfistupu diskutovaného v této praci je moznost vyuziti univerzalnich algoritmi, které
maji solidni teoreticky zaklad a jejichz vlastnosti jsou dobfe znamy. Jinou pfednosti je rozdéleni
celého problému na dvé ¢asti, které mohou byt feSeny a implementovany do znaéné miry nezavisle.

Neni zamérem autora v této Casti vytvorit prehled obsahujici detailni popis a rozbor
jednotlivych metod, ktery lze najit v literatufe, ale spiSe provést uréité shrnuti zkuSenosti
s algoritmy, které byly testovany pro feSeni popsaného problému. Cilem bylo dosahnout spolehlivé a
soucasné co nejrychlejsi konvergence k reSeni. Byly testovany postupy doporucené v literature a
v piipadé metod globalni optimalizace 1 vlastni modifikace nékterych algoritmu.

Pouzité algoritmy optimalizace lze rozdélit podle nékolika kritérii. Z hlediska typu feSeného
problému se jedna o dve hlavni skupiny:

1. algoritmy efektivni pro feSeni Gloh bez prekazek
2. algoritmy pouzitelné pro vypocet trajektorii v prostoru s prekazkami

Algoritmy z prvni skupiny jsou popsany v nasledujicich dvou kapitolach. Dosazené vysledky v této
oblasti lze povaZovat do zna¢né miry za uspokojivé. Zejména v piipadé nahrazeni trajektorie je
kvalitni feSeni zpravidla ziskano béhem nékolika sekund 1 pro pomémé vysoky pocet
optimalizovanych parametri. V pfipadé bazovych systémi typu spline lze kvalitu ziskaného feseni
snadno posoudit podle pribéhu n-té derivace. JestliZe se tato po ¢astech linearni funkce blizi hladké
funkci, jedna se velmi pravdépodobné o optimalni feseni (alespon v lokalnim smyslu).

Postupy patfici do druhé skupiny jsou diskutovany zejména v nasledujicich kapitolach
Heuristické algoritmy a Hybridni metody. Vysledky v této oblasti viak dosud zdaleka nejsou
uzaviené. V pfipadé vypoctu optimalnich trajektorii v prostoru s prekazkami pro modely
piipominajici realné situace se délka vypoctu pii pouziti nejefektivnéjSich metod pohybuje v fadu
nékolika minut. Vyznamnym uspéchem vsak je, Ze tyto metody viibec byly objeveny, nebot’ mnoho
algoritmi globalni optimalizace popisovanych v literatufe pro tuto tfidu problému zcela selhava. Na
vyrazném prodlouzeni doby vypocétu se bohuzel nepodili pouze slozitost minimalizované funkee,
nybrz také mnohonasobné zvyseni rezie pro uréeni hodnoty kritéria, které v sobé zahrnuje informaci
0 kolizi modelt systému a piekazek podél trajektorie.

Pro srovnani Gé¢innosti riznych algoritmii bylo tfeba porovnat pribéh konvergence k feSeni pro
- ruzné typy problémii

- ruzné pocate¢ni odhady
- ruzné parametry algoritmu

gty 135



Cast 6

Jan Cvejn — Habilita¢ni prace

experimentélni prace. Detailni prezentace

zsahla A :
R aéného rozsahu. Dile jsou popsany pouze

Pro ziskani téchto dat byla nutnd pomeém e

vysledkii by byla namétem pro samostatnou
nejdilezit&jsi empirické poznatky.

6.1. Algoritmy pro feseni Uloh bez prekazek

. i i u rovnosti a nero i
V piedchozich &astech bylo ukézano, 7e nejsou-li Pmomm: d(;mtS::tTl P vnosti
v kazdém bodé, 1ze uvazovanou tridu problému transformova

J(z) > min (6.1)
g(2)=0 (62)

podle slozek vektoru parametri z dimenze n_. Z
hlediska algoritmu optimalizace neni podstatné, jestli optimalizqv‘ané' koeﬁcicren}y jso? ve sku‘teénos‘ti
organizovany v né&jaké jiné datové struktufe — jako napf. v matici. Piedpokladéame, Ze algoritmus je
vybaven rozhranim, které zajisti transformaci téchto struktur do vektoru a zpét.

U metody nahrazeni trajektorie, kdy funkce f je ve spf:ciélnim tvaru, cast (6.2) odpada a lze
piimo pouzit algoritmy pro feseni hladkych iloh bez omezeni.

kde funkce J a g jsou spojité diferencovatelné

Tyto metody lze déle rozdélit do dvou skupin:

1. algoritmy vyuzivajici derivaci ucelové funkce
2. algoritmy bez vypoc¢tu derivaci

K hlavnim specifikiim problému patii:

- Vypocet kritéria je ¢asové naro¢nou operaci.

- Pocet parametrii je zhruba v rozsahu 10 <n, <100, tedy pomérné velky, aviak ne tolik,
aby bylo nutné uvazovat rezii operace nasobeni matice velikosti (n_,n.) a vektoru (pro
podstatné vySsi n, vsak tato rezie miize byt podstatna, nebot’ je uméma (n,)*). Stejné
tak neni problém s uloZenim matic této velikosti v paméti.

- Parcialni derivace kritéria nejsou explicitné zndmé a je nutné je uréovat numericky.

- Existuji postupy pro urychleni numerického vypoétu gradientu, presto je viak vypodet
gradientu podstatné naroénéjsi operaci nez vypocet hodnoty kritéria.

Z prvnich dvou bodl vyplyva nutnost zvolit sofistikovanéjsi algoritmy, které jsou efektivni 1 pro

pomérné vysoké hodnoty n,. Z druhého a tietiho bodu pak vyplyva, ze

nejSOl:l k dispozici a jejich numericky vypocet je nepfesny a znaéné ¢asov

omezit se na metody vyuzZivajici nanejvyse prvni parciélni derivace.
Prakticky bylo potvrzeno, 7e kvalitni al

druhé parcidlni derivace
& naro¢ny. Je tedy nutné

Uvedenym pozadavkiim vyhovuji predevsim dvé skupiny algoritmg (11):

- mctqdy konjugovanych gradient(
- quasi-Newtonovy metody
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Obé skupiny algoritmii jsou zaloZeny na kvadratickém modelu funkce v okoli minima a lze je
povazovat za zdokonaleni elementarni metody nejvétsiho spadu:

LR +a’s, (6.3)

=V (6.4)

kde VJ je gradient kritéria a @ >0 je parametr nalezeny jednorozmérnym hledanim minima ve
sméru zaporn€ho gradientu

o =argmin {J(z, +a@s,)} . (6.5)

V prvnim piipadé je vyuzito skute¢nosti, Ze jestlize sméry hledani jsou konjugované s matici Q
druhych derivaci kvadratické funkce J (z):J0+brz+zTQz, je minima této funkce dosaZeno
nejvySe v n_ krocich hledani. Konjugovanymi sméry se rozumi takove, Ze

s'Qs =0 pro i#J
Qs p J 6.6)

$;Qs, #0 pro i=j.

Pro nekvadratické funkce je pak dosazeno priblizeni k minimu, které je tim pfesnéjsi, ¢im blize je
vychozi odhad bodu minima. Konjugované sméry mohou byt uréeny mnoha zptisoby, bez explicitni
znalosti matice Q. Napf. u metody Fletchera a Reevese je smér hledani uréen pomoci gradientu a
sméru v predchozim kroku:

Vv
s == % #s*"
k

=1 " k-1

(6.7)

Po n, krocich je tieba metodu restartovat. V literatuie je spise doporuGovana varianta Polak-Ribiére

(Vi-VI)V,
i _Vk +—'—k6—?.—v-*—l—-—'{sk_t ;

k=1" k-1

(6.8)

Bqu testovany obé varianty snepiilis dobrymi vysledky, snad z diivodu nepiresného vypoétu
gradientu. Mnohem lepsich vysledkii bylo dosazeno metodou PARTAN, ktera je motivovana
kompenzaci stfidani kolmych sméri v metodé nejmensiho spadu. Algoritmus je znazornén na Obr.
6.1, kde Sipky odpovidaji smériim hledani a znakem V jsou oznaceny gradientni sméry. U této
metody je vSak teoreticky niZsi u¢innost, nebot’ konjugované jsou pouze smeéry z,-z,, z,-z,,
2. —z,,atd [13].
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Obr. 6.1: Kroky metody PARTAN

Tento algoritmus se velmi osvédcil, tfebaze v soucasné literatuie je “"é_tiinPU opomijen ﬂf?bO je
zmifiovan pouze okrajové. Pozd€ji byl piekonin metodou BFGS, jejiz implementace je pro

n, ~20-30 ve vétsing pripadii nekolikrat rychlejsi.
Jako kritérium ukonéeni vypoétu je vétsinou doporu¢ovana podminka

V.l <& (69)

kde £ je zvolené malé kladné ¢islo odpovidajici pozadované presnosti vypoctu.

Podstatnou sou¢asti zminénych metod je algoritmus hledani minima v daném sméru. Pii prakticke
implementaci je hledani provedeno pouze s omezenou presnosti. Pfi vétsi vzdalenosti od minima je
vétSinou dostadujici niz8i presnost hledani. Vhodna volba ukoncujicich podminek zarucuje u
nékterych algoritmii teoreticky konvergenci k minimu 1 pro pomémné nepresné urceni lokalniho
minima & v kazdém kroku. Jednou z moznosti jsou Goldsteinovy podminky:

J(@) < J(0)+apJ'(0) (6.10)
J(@) 2 J(0)+a(l- p)J'(0) (6.11)

kde pe(0,0.5) je pevny parametr. Vzhledem k tomu, Ze hledéni je providéno v pevném sméru
as,, je kritérium zavislé pouze na parametru @ . J'je derivace ve sméru S,

J'(0)=V]s, . (6.12)

Misto podminky (6.11) je v knize [11] doporu¢ovin Wolfeho test

J(@)20J'0), ae(p,1). (6.13)

Nevyhodou vztahu (6.13) vsak je, ze

: 0 vyzaduje vypog adi ¥ 14
uvazovanou tfidu problémi tato ukonéo J€ Vypocet gradientu v kazdém bod¢, a proto pro

i | probl vaci podminka neni vhodn4_
oy i | pro doptct ledini. o upan < 4 sorim ltého ez (5],
| edini. esnéni vysledku zi : : .
byla provedena interpolace kubického polynomu bodv)?v ncjl:l 1?;;1:1??)1}:;;1 I::(;t?c'nl:mnem .
ému.

Quasi-Newtonovy metody jsou 7
Ne zalozen 3 imaci : ‘ vaci
i O e Y ha postupné aproximaci matice druhych derivaci,
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s, =-H,V,. (6.14)

Vyhodou téchto metod je, Ze nejsou zaloZeny na pesném uréeni minima ve sméru s, a nevyzaduji

restartovani. Matice H, je vétSinou zvolena jako jednotkova. Pro aktualizaci matice H , existuje
fada vztahl. K nejuspésnéjsim patii:

T T
H, =H + 8? . H*?f" 5 (6.15)
AR N

(6.16)

& brows +(1+7TH”J667 _8y'H, +H,yd’
k1 it

5?'7 6!'7 677
kde 8=z2,,,-2,, y=V,,-V,.

Metoda (6.15) je oznaovana jako DFP (Davidon, Fletcher, Powel) a (6.16) jako BFGS (Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shanno). V soucasnosti je na zdkladé praktickych zkusenosti i fady teoretickych
vysledkil doporu¢ovana zejména metoda BFGS, ktera je povazovana za jeden z nejlepsich algoritmi
pro niz§i pocet parametri. Tomu odpovidaji i autorovy praktické zkuSenosti. Metoda BFGS se
ukazala z testovanych algoritmi jako nejefektivnéjsi (viz téz priklady 1-3, kap. 3.13). Na druhé
stran€ je vSak implementace tohoto algoritmu komplikovanéj$i nez napf. u metod konjugovanych

gradientl a pamét'ové naroky s vnitini rezii rostou s nj :

6.2. Omezujici podminky

Omezeni typu rovnosti (6.2) je pritomné v pfipadé nelinearnich koncovych podminek. Zakladnim
pfistupem je rozsifeni kritéria o hladky pokutovy ¢len. Vétsinou je vyhovujici kvadraticka pokutova
funkce:

J'(2)=J(2) + o g, (6.17)
kde ”g”i =g'Kg, K je diagonalni matice s kladnymi ¢leny a & >0 pokutové konstanta.

Je-1i dana rostouci posloupnost {0',. }I pokutovych konstant v (6.17) a {z:}: Jje odpovidajici feSeni

hladkého problému bez omezeni (6.17), lze dokazat [5], ze posloupnost {z:}: konverguje k feSeni

puvodniho problému s omezenimi.

Trebaze v praxi je ¢asto proveden jediny optimaliza¢ni krok s dostateéné vysokou konstantou
o, sekvenéni vypocet je Casto uc¢innéjsi a je nezbytny v pfipadé, Zze je pozadovano splnéni
omezujicich podminek s vysokou piesnosti. Reseni z predchoziho kroku je vyuZito jako podateni
odhad pro novy vypocet. Diivodem tohoto postupu je deformace prostoru parametri zplsobena
pokutovym ¢&lenem. Pro vysoké hodnoty o, které odpovidaji vyssi poZadované piesnosti splnéni
omezujicich podminek, tvori rozsifena u¢elova funkce velmi tizké zakfivené idoli, které neodpovida
kvadratickému modelu. Zminéné algoritmy optimalizace pak konverguji k minimu velmi pomalu.
Vtomto pfipadé se rovnéZz velmi negativné uplatiiuji numerické chyby zpusobené vypoltem
gradientu.

Pokutova metoda lze vyuzZit i v pfipadé omezeni typu rovnosti a nerovnosti v kazdém Case, jak
bylo popsano v predchozich &astech.
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ade, e © neni piilis vysoké. Pf*festo se jedna o
neni vyhovujici. V daném pfipad¢ je
h krocich. Poéateéni kroky pfedstavuji
s niz&i presnosti. V nasledujicich
tejnym koeficientem déli.

dobré v prip

-y i isou pomérné
Praktické zkuSenosti jsou po fektivity zdaleka

elementarni pfistup, ktery zhlediskfl e e
pravdépodobné dostacujici provést vypocet Ve dvo;lmaée provést
uréeni potatecniho odhadu pro vlastni vypocet a ize ]

i asobi ' faktor presnosti £ s€
krocich se o nasobi napf. koeficientem 10a : : & ’ ' e
Byla rovnéZ testovdna moznost pouZit v pocatecnich krocich nizéi pocet bazovych prvki,

‘ ShEE TR T
V tom piipadé je viak tfeba provést prepocet bazovych koc‘:’ﬁmentuz Nnapgui:a;f?vg:hr:ﬁﬁm;mtﬁg
spline je mozné provést snadno transformaci koeficient: Wy Pﬁ oindis N Voot
fizeni. Tento postup se viak nakonec ukdzal jako neprinosny, protoze 1 p1i sl Je vypocet pro
vyrazné niz o zpravidla mnohem rychlejsi. i _ L ’

V pipadé omezeni typu nerovnosti 1ze rovnéz pouzit baricrove ¢leny, které na okraji pfipustné
mnoziny nabyvaji nekonené velkych hodnot. UvaZujme omezent typu

g(z)20. (6.18)

U daného problému se sice omezeni typu (6.18) pfimo nevysl'(y’ﬂijis ale néSICd,UjiCi ﬁval‘ly jSO}J
vyuzitelné analogicky u piipadu omezeni typu nerovnosti v kazdém ¢ase. Omezeni (6.18) miZe byt

zahrnuto rozsifenim kritéria o bariérovy ¢len
1
J'(2)=J(z)-—) klogg(z). (6.19)
g

Vyhodou bariérové metody je, Ze posloupnost bodii z, ziskana jednotlivymi iteracemi lezi
v pfipustné mnoziné. Rozsifené kritérium (6.19), na rozdil od pokutové metody, obsahuje uréitou
informaci o vzdalenosti od omezeni i uvnitf pfipustné mnoziny, a proto algoritmy optimalizace
vétSinou rychleji konverguji k feSeni. Na druhé strané, vypocet vyZaduje na pocatku nalezeni
pripustného odhadu a algoritmus optimalizace musi byt upraven tak, aby generoval vZdy pouze body
uvnitf piipustné mnoziny.

Efektivnéjsi, tfebaze vétSinou méné robustni a mnohem néaroénéjsi z hlediska implementace,
jsou pfimé metody. Tyto postupy vSak dosud nebyly prakticky realizovany, nebot’ vyzaduji zésadni
zasah do struktury existujiciho software. K nejzndméj$im metodim fegeni uloh s omezenimi typu
rovnosti (6.1), (6.2) patfi projekéni metody a sekvenéni kvadratické programovani (SQP) [11].

V ptipadé projekénich metod je smér hledani v bodé z, takovém, ze g(z,)=0, odvozen od
kroku gradientnich, popf. Newtonovych metod projekei na plochu g(z)=0. Projekce viak vyZaduje
vnitini iteraéni smy¢ku.

Algoritmus SQP je mozné odvodit z podminek optimality. V bodé lokalniho minima plati

Vﬁ(z',l) = 0 (6.20)

kde L(z,)) je Lagrangeova funkce

L@h)=J@)-3 4 g(2)=J(z)-2"g(z). (6.21)

Na zakladé postatujicich podminek druhého fady
pozitivné definitni pro viechny body z takové, 7e Vg
(6.20) je v okoli minima fedenim problému

je. Yzc (matice druhych derivaci podle 2)
(Z)'h=0,kde h=z-2". Z toho vyplyvé, Z¢

Vg'h=0. (6.23)
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Nahradime-li (6.22) kvadratickou funkci v bodé z a omezeni linearni funkei, dostavame

L@ W= f@)+ A'g(z) |+ Vf(2)+ lTVg(z)]T b+ Lk Wh=
2 (6.24)

= f(z)+Vf(z) "h+ %hTWh

kde W je matice druhych derivaci £(z,)) podle z, nebot' g(z) + Vg(z)'h=g(z')=0. Vypocet pak
probihé jako posloupnost problémi kvadratického programovani

1 :
f@)+Vf (@) b+ Zh"Wh - min (6.25)

Vg'h=0.

Novy bod je uréen jako z,,, =z, +h a jako novy odhad A je pouZit vektor Lagrangeovych
multiplikatorti podproblému (6.25). Ziskany bod se vétSinou vyuZije jako smér pro jednorozméfové
hledani. Popsany algoritmus je povaZovan za velmi efektivni, avSak vyZzaduje druhé parcialni
derivace J. Existuje v8ak i quasi-Newtonova varianta, ktera pracuje pouze s gradienty.

Zajimavou alternativu pfedstavuji rozsifena kritéria

J'(x) = J(x)+ Zcr g, (x)| (6.26)

J'(x) = J(x) + max {o.|g.(0)|}. (6.27)

V obou téchto piipadech se jedna o spojité, ale nehladké funkce, pro jejichz efektivni minimalizaci
nelze pouzit vySe uvedené algoritmy. Tento pristup je vsak atraktivni tim, Ze pro dostate¢né vysoké
pokutové konstanty o, se feSeni problémil (6.26), (6.27) piesné shoduji s feSenim plivodniho
problému s omezenimi [11] (v pfipadé hladkych pokutovych ¢leni je shoda pouze v limitnim
pfipadé i —» »).

Pro minimalizaci nehladkych funkci ve specidlnim tvaru (6.26), (6.27) existuji G¢inné
algoritmy, které jsou do zna¢né miry podobné pfimym metodam feSeni problému (6.1), (6.2) [11].
Efektivni a robustni univerzalni algoritmy pro nehladké tlohy vSak dosud nejsou k dispozici.
V tomto pripadé je vSak mozné rovnéz pouzit algoritmy nevyuzivajici derivaci, jako je napf. metoda
flexibilniho simplexu [26], struéné popsana dale v kapitole Heuristické algoritmy. VyuZiti
nehladkych pokutovych funkci se rovnéz jevi jako perspektivni v souvislosti s vypoétem trajektorii
v prostoru s prekazkami.

6.3. Nalezeni globalniho minima

V predchozich kapitolach byly popsany metody, které na zékladé zadaného podate¢niho bodu x,

jsou schopné nalézt lokalni minimum kritéria. Kritérium viak miize mit na uvaZzované mnoziné
parametri vice lokalnich minim, jejichZ hodnoty se mohou znaéné lidit.

Tento pfipad miZe nastat i u dloh bez omezeni. V pfipadé nahrazeni trajektorie praktické
zkudenosti ukazuji, Ze pocatecni odhad z,=0 pfi ortogonalnim rozkladu soustavy okrajovych

podminek zpravidla vede rychle ke kvalitnimu feSeni. V tomto pfipadé je pravdépodobné mozné se
spokojit s lokélni optimalizaci.
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. +izeni je tfeba pocitat s tim, 7
: < adé nahrazeni fizeni je tre at s tim, Ze
i 'ch omezeni a rovnéZ Vpnl?a AR s it L

TO zi\;k%::ll?aifbg?r?htgé ;{:img, nebo alespor jemu thkChq Lt z hi: : t:iS]c(iz:Jb; V)'rptgétu kt;;r?u?
gyt tieba vyikouéet vice pocateenich odhadi. Tim viak dojde k znaso ’ pro

jednorazovy vypocet neni zanedbatelna. BT s o
J A ‘;i;ty\l:néjéi vipotet existuje fada (Z¥. metod globalni optimalizace. Téchto metod existuje
€ 1

velké mnozstvi a mohla byt vyzkousena pouze mala Cast. Prakticky testované algoritmy lze rozdélit
do tii skupin:

a) lokalni optimalizace z mnoha po&ateénich bodii
b) heuristické algoritmy
¢) hybridni metody

Toto rozdéleni se viak tyka pouze algoritmii vyuZitych vramci této prace a neni nijak jednotné

s existujici literaturou v oblasti globalni optimalizace.

6.4. Lokalni optimalizace z mnoha pocatecnich bodu

Metody z této skupiny v principu pracuji ve trech krocich:

1. uréeni odhadu umisténi lokalnich minim v zadané oblasti ;
2. nalezeni lokalnich minim v uréenych podoblastech nékterou z béznych metod

3. vybér minima

Elementarnim postupem z této kategorie je zminény opakovany lokalni optimalizaéni vypodet
znahodné generovanych pocate¢nich odhadi, ktery je v literatufe uvadén pod oznaenim
,Multistart [21]. Tento algoritmus je vSak velmi neefektivni, nebot’ zfejmé mnoho optimalizaénich
vypoéti mize sméfovat do stejného lokdlniho minima.

Dokonalejsi techniky jsou zaloZeny na odhadu umisténi lokalnich minim v zadané oblasti a
nasledné optimalizaci pouze v téchto podoblastech. Odhad umisténi lokalnich minim je proveden
vétsinou nahodnym generovanim bodi v dané oblasti a naslednym zpracovanim. Jednou skupinou
moznych postupt je ,,shlukovani* (Clustering), které je obdobou metod shlukové analyzy z umélé
inteligence [21]. Jsou hledany body (stfedy shluki), které maji nejmensi hodnotu v okoli dané
velikosti. Se zvySujicim se poétem vygenerovanych bodi se velikost shluki zmensuje. V literatufe
1ze nalézt fadu variant uvedeného postupu. Ze stfedd shluki je provedeno lokalni hledani minima.

~ Jinou variantou je tzv. topograficki metoda (22}, kterd uréuje odhady minim jako takové body,
jejich hodnota je nejmensi z hodnot jim nejblizsich M bodd, kde M je zvolena konstanta. Pfednost

tohoto postupu oproti shlukovéni je, Ze odpadé vypocet velikosti shluku na zikladé pottu
vygenerovanych bodil.

' 'Tfebazc pro nékteré_ ze zminénych postupl existuji dikazy konvergence ke globalnimu
minimu, v praxi se ukazuje, Ze tyto metody jsou malo G&inné pro vyssi podet optimalizovanych
parametrdl. V'pnpadé, ze prostor parametri ma dimenzi vétdi nez 10, j ofeni
reprezentativnich odhad minim tfeba nerealné vysoky pocet vygenerovanych b;} d"oe i

Prakticky byla testovina upravena to ‘ -
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bohuzel mozné ocekavat spolehlivé nalezeni globalniho minima timto zplisobem. U nékterych
jinych typi problémi tyto algoritmy mohou byt Uspésnéjsi, aviak pro uvaZovanou tiidu problémii,
kdy kritérium je deformovano pokutovymi funkcemi a tvofi uzka udoli, jsou patrné nevhodné.
Pfitom jejich vypocetni naro¢nost je znatna a i pres rizni vylepSeni zde Jjednoznaéné dochazi
k plytvani vypocetnim vykonem.

6.5. Heuristické algoritmy

Druhé skupina testovanych algoritmii globalni optimalizace je zaloZena na riiznych, vétSinou
heuristickych principech. Nékteré z téchto metod jsou inspirovany procesy v piirodé.

Na zékladé praktickych zkuSenosti autora lze fici, Ze vétSina téchto metod trpi stejnymi
problémy jako algoritmy z prvni skupiny. Pro n, <10 se &asto chovaji uspokojivé, avsak pokud
bychom uvaZovali pouze ty algoritmy, které ucinné fe$i problémy pro n, >20, jejich podet se
vyrazné snizi. Vyvoj v této oblasti je ¢asto podcenovan, nebot’ u mnohych algoritmii neni zaruéena
konvergence ke globalnimu minimu. Diraz je spise kladen na metody, kde piislusné matematické
diikazy existuji. Bohuzel, algoritmy s témito vlastnostmi jsou v praxi ¢asto nei¢inné.

Na druhé strané vSak existuji heuristické algoritmy, které fe$i komplikované ulohy i pro
n, >30 a vy38i. Pomoci algoritmi ztéto skupiny byla v minulych letech uspé$né fesena fada
problému, které byly dfive pokladany za nereSitelné. Do této kategorie pravdépodobné patii i
problém vypoétu optimalnich trajektorii v prostoru s prekazkami.

Vyznamnou vyhodou heuristickych metod je, Ze zpravidla nevyzaduji hladkost funkci J a g. Je
¢asto dokonce mozné nahradit omezeni (6.2) vyrazné obecnéjs$i podminkou

ze() (6.28)
kde Q je kompaktni mnozina, ktera je definovana pouze funkci piislusnosti

@(z)=1 pokud zeQ

(6.29)
@(z)=0 pokud z ¢ Q)

Omezeni tvaru (6.2) lze ziejmé snadno prevést na tvar (6.28), avsak nikoliv naopak.

V pripadé vypoctu trajektorii v prostoru s piekazkami je vyhodnoceni (6.28) vyrazné efektivné)si i
algoritmicky jednodussi nez konstrukce pokutové funkce odpovidajici omezeni ve tvaru (6.2), nebot’
staci zjistit jediny bod, ve kterém dochazi ke kolizi. Ukazuje se viak, Ze vétSina algoritmi pfesto
konverguje rychleji a spolehlivéji k feSeni, jsou-li omezeni reprezentovana pokutovym ¢lenem
kritéria. Pfi¢inou tohoto jevu pravdépodobné je, Ze v pripadé pokutovych ¢leni je mozné pribliZovat
se k minimu i1 ze strany omezeni. Jelikoz hladkost G¢elové funkce neni vyzadovéna, je v tomto
pripadé patrné nejvyhodnéjsi pouzit nehladké pokutové funkce (6.26), (6.27). Konstrukce hladkych
a nehladkych pokutovych funkci pro vypocet trajektorii v prostoru s piekazkami pro konkrétni typ
modeld téles byla detailné popsana v predchozi ¢asti prace.

Charakteristickou vlastnosti vétsiny heuristickych algoritmi je, Ze v prib&hu vypoétu dochazi
k hustsimu generovani novych bodi v okoli bodli s nejnizsi dosaZenou hodnotou. Toto je nutnou
podminkou praktické konvergence k minimu v prostorech s vyssi dimenzi n,, trebaZe teoreticky je
konvergence k minimu zaru¢ena napf. i pfi rovnomérném néhodném generovani bodi_’l. Tim ale na
druhé strané v priibéhu vypoétu dochazi ke snizovani schopnosti pokryt celou mnozinu €, takZze
algoritmus postupné prechazi z globalniho rezimu do rezimu lokalniho. V piipadé, Ze okoli
globdiniho extrému je pomémé malé, je pravdépodobné, Ze toto okoli nebude nalezeno
v pocateénich iteracich a vy$e popsany efekt zplsobi, Ze tato pravdépodobnost se bude dale

snizovat,
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3 . i neia
S hapat pouze jako jakysi nejasny kompromis
% vl ale obtizné méfit kvalitu tohoto

e itm
Z toho viak vyplyva, Ze tyto algor! m a ucinnosti. Je ; s
tickych metod pomoci analytickych

mezi schopnosti nalézt globalni minimu

, - at vlastnosti heuristicKy( S ; .
ﬁ?ntlrpr'o"mfﬁ :oﬁgmﬁpg;ﬂfogféiﬁl}?;;mé mozné najit obzvlaste efektivni algoritmy. K tomu je
astroju.

. 5 4 kle k dispozici.
viak tfeba hlubgi znalost problému a tvaru Giéelové funkee, n'ez ktera _](.3 obv}f1 : P s
Pro konkrétni typ problému je viak mozné provest CX P L
_Pro konkr¢ dl yP P Takto je mozmé u kazdé metody najit prlbflmé Optyrmahn nastaven
poéateénimi odhady a parametry. asto je véak tieba n alézt algoritmy do

. r r o , 1 bou rOVl'lat. C i 3
a nejlepsi vysledky riznych metod mezi sebou PO t urditou MnoZinu reprezentativnich

¢ mi iverzalni 3 je nuté zvoli
znaéné miry univerzalni. V tom pripadé je ouue <t : Il ki A Ve
testovacich problémi, coZ viak znésobi mnoZstvi potfebne experimentalni prace. Vyhodou je, ze

tyto experimenty je mozné naprogramovat na pocitaci. Takto lze jiSté, ZISkat kval.i tol pfgdsEaVu 2
Ginnosti jednotlivych algoritmd. Tento automatizovany zplisob porovnani u¢innosti algoritmi viak

dosud nebyl realizovan.

Za kvalitni algoritmus lze povaZovat ten, ktery:

- pro rizné podatetni odhady je schopen nalézt pro kazdou testovaci ulohu témeéf vzdy

globalni minimum v akceptovatelném Case

- umoziuje nalézt takové konstantni nastaveni parametrii algoritmu, Ze pfedchozi bod plati
pro kazdou z testovacich funkei

Druhy bod neni samoziejmosti, nebot’ pro riizné problémy muze konkrétni algoritmus vyzadovat
jiné nastaveni parametrsi, a to zpravidla neni znimé. Proto je druhy bod jednim z vyznamnych
kritérii kvality algoritmu.

Testované heuristické algoritmy Ize rozdélit do dvou hlavnich skupin:

a) jednobodové metody
b) vicebodové metody

Jednobodo\‘ré, r_ne_tody Jje mozné definovat tak, Ze udrzuji v paméti mezi iteraénimi kroky pozici a
hodnotu kritéria jednoho bodu v prostoru parametrd, obdobné jako lokélni metody. Za jednobodové

viak rovnéz povazujme algoritmy, které uchovavaji hodnoty vice bodi sou¢asné, ale nedochazi
k interakci mezi témito body.

Naopak Yiccquové metody pracuji s mnoZinou bodi, které se navzajem ovliviiuji. Ve viech
zde uvazovanych pripadech se poéet téchto bodi neméni v pribéhu vypodtu.

K jednobodovym metodam patii:

L ti;toda s_imu!ovaného o'clzlazo\iéni [24]. Tento algoritmus je inspirovan fyzikalnimi procesy
pro 11?11_01m1 Pfi ochlazovéni rozzhaveného materigly, V pfipadé, Ze ochlazovani je dostateéné
g:‘)im:d;, _J: vzity;}(;'sna sté'!.iktura, ktera ()deVidE:l stavu s minimalni energii. Typickym jevem v tomto
zatl') Je, énj s uritou ?}-avdép_o_d_obnosn akceptoviny zmény stavu i smérem k vy§§i energii,

imco zmény smérem k nizsi energii Jsou akceplovény vzdy. Pravdépodobnost pFijeti stavu s vyssi

energii exponencialné klesé s teplotou k nule. Energii ida mi

expC : : nule. g1 odpovida minimalizovana 1tmus
Ei?:gl_f’c’ﬂahodgg Zg‘légly pozice aktualniho bodu a akceptuje body s nriz?ah?;ricgfc;uA}g;Eﬁa a
Stepgo'::, l: Ezavm‘]:odo ,ngstl'l body s vy$§i hodnotoy. Velikost zmény zpravidla rovnéz klesd
picsioity provedeni daného poétu krokii se ulozi nejnizsi hodnota bod i pfi priichod
jako vysledek iterace a sniZi se parametr odpovidajici teplote o

Algoritmus se pro fefeni uvazovanéh ;
0 s a .
Wity diriesint problému neosvedeil. Divodem patrné je, Ze kritérium

im formuje Uzka udol; . ;
udoli a pro vysgi n, Je velmi mala pravdépodobnost, Ze bude
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vygenerovan nahodny smér, ktery v téchto idolich odpovida poklesu funkéni hodnoty. Nebyly véak
testovany vSechny varianty, které lze nalézt v literatufe.

2. Algoritmus hledani podél nihodné usecky se spline-interpolaci. Algoritmus spo¢iva v generovani
Gsetky délky L nahodného sméru se stiedem v bodé z, a rozdéleni isecky na stejnych 2k dild.

V uzlovych bodech p, j={-k,....k}, jsou vypogitiny hodnoty kritéria a je jimi proloZena spline-
funkce. Je analyticky vypoéitan bod minima spline-funkce p, . Bod z,,, je pak uréen jako

z,,, =arg {min {J(,), J®,), j = ..k} (6.30)

V zikladni verzi popsané v [7] je délka L volena tak, Ze usecka obsdhne celou mnozZinu . V tom
piipadé je sice zachovana schopnost prohledat cely prostor parametrii z libovolného bodu z,, avsak
metoda velmi pomalu konverguje v lokdlnim okoli extrému. Dokonce lze snadno sestrojit piipad,
kdy nekonverguje ani k lokalnimu minimu. Z tohoto divodu je dle ndzoru autora vyhodnéjsi
ponechat délku L jako ndhodnou veli¢inu, jejiz stiedni hodnota je imérmna velikosti mnoZiny Q.

Tento postup byl prvni metodou globalni optimalizace, ktera byla pouZita pro vypocet
optimélnich trajektorii. Je mozné konstatovat, Ze i pres néktera vylepseni oproti autorovi doporucené
zakladni verzi a pres pomérné komplikovanou praktickou realizaci se jedna o algoritmus nekvalitni,
ktery je funkéni pouze pro hodnoty n, <10.

Trebaze se mize zdat, Ze prednosti tohoto algoritmu oproti jinym metodam je zachovéni
schopnosti nalézt okoli globalniho extrému pfi rostoucim po¢tu iteraénich kroki, ve skuteCnosti pii
klesajici hodnoté J(z,) se rovnéz snizuje pravdépodobnost, Ze bude vygenerovan smér takovy, Ze
useCka prochazi oblasti s mensi hodnotou. Tato pravdépodobnost sice teoreticky zistava nenulova
pokud J(z,)> J(z,, ), pro vy3si n, vSak mize byt zanedbatelné mal4.

Do skupiny vicebodovych metod patfi napf. nasledujici:

3. Rozsifend metoda flexibilniho simplexu [27]. Klasicka lokdlni metoda flexibilniho simplexu [26]
pouZiva linearné nezavislych »n, +1 bodu, které se pfesouvaji smérem k poklesu hodnoty kritéria.
Zakladnim krokem je vybér bodu s nejvyssim ohodnocenim a jeho pfesun za protilehlou sténu
simplexu (tzv. reflexe). Kromé toho se provadi dal$i operace, které maji pfizplsobit tvar simplexu
tvaru kritéria jako expanze a redukce. Tato metoda je méné efektivni, nez algoritmy s vypoétem
derivaci - zejména pro vy38i n,. Vyhodou v3ak je, Ze lze pouZit i pro minimalizaci nehladkych
funkci a je mozné ji pomémé snadno upravit i pro piimé feSeni problémii s omezenimi v obecném
tvaru (6.28).

Mozné rozifeni metody flexibilniho simplexu pro globélni optimalizaci spo&iva v tom, Ze se
pracuje s vy38im poctem bodi (typicky nékolikanasobek n,). V kazdém kroku je z téchto bodi
nahodné vybrino n, +1 bodii a s témito body je proveden jeden krok metody flexibilniho simplexu.
Tento algoritmus se vSak neosvédcil. Pro vyssi pocet bodli konverguje piili§ pomalu, a pfitom ani
vtomto pripadé casto neni schopen nalézt globalni minimum. Nebyly dosud testovany nékteré
varianty.

4. Stochastické evolu¢ni algoritmy. Tyto metody jsou zaloZeny na generovani nahodnych bodii
uvnitf dané oblasti. Na po¢atku je vygenerovano v mnoZiné Q rovnomémé M nebo vice nahodnych
bodii. Mnozina M bodu s nejlepsi hodnotou je uchovavdna v paméti a z tvaru této mnoziny jsou
odvozeny parametry generatoru novych bodi. VétSinou je pouzito normalni rozdéleni se stfedni
hodnotou v bodé z_,, . Parametr o miiZe byt v kazdém sméru uréen napf. jako

o, =a n}ﬁx{(z;),‘—(z_!)k}+g (6.31)
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o, =a|@) — @ |+ (6.32)

2 .z. jsou nihodné body z populace riizné od z,, a a je

(6.32) byly prevzaty Z [25]. v s 3
dnoduchy algoritmus muze b){t _efcktlvm pro ur¢ité typy

Pokud funkce tvoii uzka udoli, je V§E}k v’prostorech vyssi
enerovan bod uvnitf tohoto udoli. Patrné proto se

vnéz neosvedcil.

kde(z,), je k-ta slozka vektoru z;,
zvoleny parametr. Heuristiky (6.31),

Prakticky bylo ovéfeno, Ze tento je
problémi pii spravné volbé parametru & .
dimenze velmi mala pravdépodobnost, Ze bude vye
tento algoritmus pro navrh optimélnich trajektorii ro

5. Genetické algoritmy [23]. Tyto metody jsou inspirovany "Y‘S’IJ;‘“ Z“{Ych.e°]{§ffé‘::§’;it;mitren}
EdOkonalcjéim druhiim a jeho realizaci na urovni chrom(:zo_mu. ; oc;n?zon; Je e ; ku?ry
odpovida vektoru z. V populaci, j. koneéné mnoZiné bod}l, jsou nal}o ni \l?’ .}ran){) Vfléﬂc’e prvkii a
mezi jejich chromozomy jsou provedeny operace P‘)d‘fb“e tém, kterc probinaji na bunc n{.; iy
zivych organismu, tj. presmyk, kiiZeni a mutace. \:’yslqdkerz!’ Je l_)Od_- ktery Je '-ércnﬂvu 'Orflblnacel
svych rodi¢h. Soucasné probihd proces vymirani nejslabsich jedincd, tj. odstrafiovani bodi
s nejvy3ssi hodnotou. : ‘

Genetické algoritmy spole¢né s algoritmy simulovaného ochl?zovéni p_f'mesly v 'uréltém s'myos]u
priillom v oblasti optimalizace. Svou povahou jsou vsak blizké spiSe lbcombma’tm-’lckym pr_oblemurn.
Uz pfi hledani minima v diskrétni oblasti, tj. kdy slozky vektoru z jsou cela Cisla, je sice mozné
chromozom sestavit z bindrniho vyjadfeni slozek, avsak jednotlive bity se dle rozsahu hodnot mohou
velmi vyrazné lisit svym vlivem na hodnotu kritéria. To méa negativni vliv na rychlost konvergence
k minimu. V piipadé realnych ¢isel, kdy binarni reprezentace je delsi a obsahuje 1 exponent, je
vyznamovy rozdil mezi jednotlivymi bity obvykle jesté mnohem vét3i. Proto s implementaci téchto
algoritmii pro optimalizaci ve spojité oblasti je spojena fada probléma.

6. Algoritmy diferencialni evoluce [28], [29] byly plivodné navrzeny jako jednoduchd néhrada
genetickych algoritmii pro optimalizaci ve spojité oblasti, kdy se z vySe uvedenych divodd
nevyuZzivaji chromozomy jako fetézce bitli jednotlivych slozek vektoru z, ale misto toho se pracuje
s témito slozkami pfimo v realné podobé. To je umoznéno nahradou genetickych operatort.

Z mnoha variant diferencidlni evoluce se velmi dobie osvédgily tyto heuristiky:

2,=2,+2,(F(z,-1,)) (6.33)
2, =2y, + 2. (F(2,-2,+2,-12,)). (6.34)

Zde z, je nové generovany bod, Z,,2,,2;,2, jsou riizné néhodné vybrané body z populace (u
varianty (6.34) rizné od z,,, ). F je konstanta a Z, (.): R* — R™ je operétor poruchy, ktery s danou
PranépofIObmSti C nuluje slozky svého vektorového argumentu (ovSem tak, aby zstala alespoii
jedna slozka nenulovd). Tento operitor odpovidi mutaci u genetickych algoritrr;i'z.

Algoritmy diferencidlni evoluce se z popsanych metod Pfi vhodném nastaveni parametrd, t).

- Varianta (6.33) se zda byt spolehlivéj§i pro mimoradné
ce, kde pocet lokalnich extrémi zavisi exponencidlné na

n, . V ostatnich pfipadech je obvykle mnohem Uinngjsi varianta (6.34)

hodnotou nez z_, (jsou-li lepsi nez T

ax )9 coi Zamé 1 A ' v ? .
miZe zdat, Ze varianta (6.34) neni vho we globélni chovani algoritmu. A&koliv se
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Pocet bodii M byl vétiinou zvolen jako nasobek n,. Pro méné slozité funkce obvykle staci
M =4n_, —6n_. Pro funkce s mnoha lokalnimi extrémy to mize byt i 10n, a vice. Neni jisté, jestli je
korektni uvazovat linearni zavislost poétu bodii na n_, ale tato volba se pomémé dobie osvéd¢ila.

Ve snaze dale urychlit algoritmy diferencialni evoluce byly testovany modifikace, které
heuristiky (6.33) a (6.34) uréitym zpiisobem kombinuji s hledanim minima podél usecky s vyuZzitim
spline-interpolace. Bod z, v piedchozim algoritmu je v podstaté vyuzit jako smér pro hledani. Tyto
metody nékdy mohou byt u€innéjsi nez diferencidlni evoluce, ale jednoznaéné zavéry nejsou k
dispozici.

6.6. Hybridni metody

Moznosti, jak urychlit vypodet, je pouzit heuristicky algoritmus pouze pro ziskani odhadu
globalniho minima. Ziskany odhad pak upfesnit efektivni lokalni metodou. Pfedpokladem je, Ze
G&elova funkce je hladka. Tento postup mize byt relativné usporny z hlediska spotiebovaného
vypocetniho vykonu. Na druhé strané vSak nezaruCuje nalezeni globalniho minima, nebot to
zpravidla nezaruuje ani pouZity heuristicky algoritmus. Kromé toho miiZe byt problém rozhodnout,
kdy se jedna o spravny odhad globalniho minima a je mozné ukongéit prvni fazi vypoctu. Vyjimkou
je pripad, kdy jsou pfedem k dispozici néjaké informace o globalnim extrému — napf. jeho pfiblizna
hodnota. Jinou moZnosti je néjakym zpusobem odhadnout iteraéni krok, kdy heuristicky algoritmus
presel definitivné do lokalni faze (tj. vSechny nasledujici generované body sméfuji k jedinému
minimu). U vicebodovych metod je napf. mozné pouzit aktualni velikost shluku bodd a apriorni
informaci o minimalni vzdalenosti lokalnich minim.

Pokud nelze takto rozhodnout o ukonceni globalni faze, je mozné tento postup upravit tak, Ze
obé faze probihaji souc¢asn¢. Uvazujme, Ze heuristicky algoritmus generuje posloupnost odhadi
globalniho minima Z,,Z,,.... PoloZme z, =%, a z tohoto bodu startujme hledani lokalniho minima.
Algoritmus lokélni optimalizace generuje v nasledujicich krocich posloupnost z,,z,,..., ktera je
zpresnénim odhadu Zz, . Kroky hledani Z ,z, jsou vykonavany pro stejné i thned po sobé. Jelikoz
predpokladame, Ze lokélni algoritmus konverguje rychleji, rozdil J(z,)~J(z,;) je zpo&atku kladny a
jeho hodnota se zvySuje. Postupné se viak hodnota vyrovna a jestlize body z,,z,,...jsou zpfesnénim

odhadu pouze lokalniho minima, pro ur¢ité / bude tento rozdil zaporny. V tom okamziku konéi faze
zptesnéni odhadu Z, a lokalni algoritmus se restartuje pro zpfesnéni bodu Z,.

Pfedpokladem konvergence tohoto hybridniho postupu je pouze schopnost pouzitého
heuristického algoritmu poskytnout po koneéném poétu krokd dostateéné presny odhad globalniho
minima. Lokalni fize na konvergenci ke globdlnimu extrému nema Zadny vliv. Piiklad prabé&hu
hodnoty kritéria pfi soucasné probihajici globalni a lokalni fazi je na Obr. 6.2.

Je zfejmé, Zze popsany hybridni postup je u¢inny zejména v ptipadé, kdy je pomérné maly podet
lokdlnich minim s vyrazné rozdilnymi hodnotami. Jinak se schopnost nalezeni globalniho minima
nesnizi (tu garantuje dle pfedpokladu pouzity heuristicky algoritmus), ale dojde &asto k restartovani
lokalni optimalizace a tim k plytvani vypocetnim vykonem pro zptesnéni nespravnych lokalnich
minim. Z Obr. 6.2 je zfejmé, Ze pri ukonceni vypoctu po jakémkoliv poétu iteraci je vysledna
hodnota lepsi nez v piipadé samotného heuristického algoritmu.
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Obr. 6.2: Priibéh hodnoty kritéria pfi soucasné probihajici globalni i lokalni fazi

V nékterych piipadech je mozné postup dale urychlit vyuZitim v;’;sledkﬁ z lokalni féz?’v glob?lnim
algoritmu, tj. prepsanim odhadu globalniho minima (zpravidla bo@u s nejmensi d(vasalzenou
hodnotou) z, bodem z,, jestlize J(z,)<J (z,). Tato moznost zavisi na typu heuristického
algoritmu. V nékterych piipadech tato Uprava muZe negativné ovlivnit schopnost nalezeni
globélniho minima.

Napi. v piipadé metody zaloZené na generovani use¢ky nédhodného sméru bylo feceno, Ze
schopnost nalézt globalni minimum se zhorsuje s klesajici hodnotou aktuélniho bodu (pokud neni
ptimo v okoli globalniho minima). U vicebodovych metod mize mit vyrazny posun pozice bodu
s nejmensi hodnotou za nasledek deformaci tvaru shluku bodi. Algoritmus pak muzZe rychleji ztracet
schopnost prohledat celou mnozinu parametr.

V piipadé, Ze obé faze probihaji soucasné, musi nutné musi dojit k plytvani s vypoéetnim
vykonem, av8ak rozdélime-li vypoCetni ¢as mezi oba typy kroki napf. v poméru 1:1, ztrata vykonu
v globalni fazi vypoctu je pravé 50% (jestlize globalni algoritmus nevyuZiva vysledky lokalni faze),
obdobné v blizkosti minima bude vypocet o 50% pomalejsi nez samotna lokalni metoda. Toto
rozd€leni vypocetniho Casu lze provést tak, Ze body z,, resp. z, jsou chapany jako vysledky uréité
davky iteraci globdlni, resp. lokalni metody, které jsou vykonavény souvisle. V nékterych pripadech

muze b_)’n vyhodnéj$i pomér ménit v pribéhu vypoétu, aby napf. v pocate¢nich krocich bylo vice
¢asu pridéleno globalni fazi.

Hybridni metody pfedstavuji jinou moznost, jak vyuzit potencilu efektivnich lokalnich
algoritmil optimalizace, nez pfedstavuje hledéni minima z vice poatecnich bodi, Takto je mozno do
Jiste miry vyuZit vyhod obou skupin algoritmi — zachovat schopnost nalezeni globalniho minima a
zvysit ucinnost v blizkosti lokalnich minim.

Wiz v ramel disertalni price byl realizovan hybridni algoritmus vyuvajici vyse popsané
generovani usecky nahodného sméru se spline aproximaci a pro lokalni fazi metodu PARTAN.
:&?jﬁlnd?f gl);i}tgnt}?t algoﬁtnltls pfekor}én hybridnimi metodami na bazi diferencialni evoluce a
z populace lfminimu ,Poglre VYI;ZH@'IY ‘okilni algoritmus pro pfiblizeni bodu nejmensi hodnotou
varianta (6.34), vétsi ¢ poslednich zkuSenosti je viak samotné diferencidlni evoluce zejména
rianta (6.34), vétSinou efektivngjii. Tyto zavery viak nejsou konedné a dle na Jtora jisté
existuji uCinnéjsi kombinace algoritmi, nez které byly dosud testovany e oo
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6.7. Vyuziti vykonu vice procesort

P}ro urychleni vypoctu je mozné vypodet paralelizovat pro souéasnou praci vice procesord v ramci
v1ce_procesoroveh0 potitace, popr. nékolika po¢itaci na lokélni siti. Obecnymi podminkami je aby
platilo:

- mezi dvéma kroky algoritmu je moZné problém rozdélit na »>1 elementarnich
podproblému, které 1ze zpracovat nezavisle
- kazdy elementarni podproblém je dasové relativné naroénou operaci

V pfipadg, Ze neni splnéna druha podminka, miZe byt rezie predavani dat mezi procesy vyznamna a
paralelizace se nevyplati.

Ob¢ podminky jsou vétSinou splnény pfi vypoétu optimélni trajektorie v prostoru s prekazkami
néjakou metodou globalni optimalizace. V tomto pripadé je zpravidla mozné v uréitém useku
algoritmu vypocitat hodnoty vice bodii nezavisle na sobé. Pfitom vypoéet hodnoty bodu odpovida
integralu kritéria s vySetfenim kolize podél trajektorie a je tedy ¢asové naro¢nou operaci.

Paralelni vypocet probiha tak, Ze hlavni proces vygeneruje v ur¢itém bodé algoritmu globdlni
frontu uloh (1 uloha = 1 vypoc¢et hodnoty bodu) a spousti pracovni procesy, které ulohy ve fronté
postupné zpracuji. Ty mohou béZet bud’to na stejném pocitaci, nebo na jinych poéitac¢ich lokalni sité.
Po zpracovani vSech uloh hlavni proces zpracuje vysledky, dokonéi smy¢ku a pokraduje dal$im
itera¢nim krokem.

Tento postup autor v minulych letech prakticky realizoval univerzalné pro paralelni vypocet na
jednom viceprocesorovém pocitaci nebo na lokélni siti s vyuzitim distribuovanych vlastnosti jadra
opera¢nich systémi fady Microsoft Windows NT. Rozbor feSeni a zakladni kroky praktické
realizace byly popsany v [A14] pfimo pro globalni optimalizaci algoritmem evolu¢niho typu.

Jednodussi a soucasné i1 GCinngjSi je viak paralelizace vypoctu pouze vramci jednoho
viceprocesorového pocitace. Na dvouprocesorovych pocitacich, které jsou dnes bézné dostupné, je
timto zpisobem mozné témét zdvojnasobit rychlost vypoétu.

6.8. Zaveér

V této casti byl prezentovan piehled algoritmi optimalizace, které byly testovany, popf. vyuZity pro
feseni daného problému, a struéné byly zminény i nékteré jiné perspektivni postupy.

V piipadé uloh bez piekazek je situace pomémé jasnd. S vyuzitim znamych algoritmi, jako
jsou metody konjugovanych smérii nebo quasi-Newtonovy metody, lze dosahnout zpravidla velmi
dobrych vysledkid. Pro feSeni uloh, kde se vyskytuji omezeni typu rovnosti, je mozné rozsifit
kritérium o pokutové ¢leny. Je vSak znamo, Ze vtomto pfipad€ jsou vétSinou GCinnéjsi primé
metody, které viak dosud nebyly v ramci této prace prakticky realizovany.

V piipadé tiloh s pfekdzkami se jedna o komplikovany problém globalni optimalizace a vétSina
algoritmi popsanych v literatufe selhava. Na druhé strané vSak existuji metody, které tyto ulohy fesi
pomémé Uspésné. Vesmés se viak jedna o postupy, které nezarucuji nalezeni globalniho minima, ale
jsou pouze uréitym kompromisem mezi schopnosti prohledat celou mnoZinu parametri a pfibliZit se
efektivné k feeni. Jako perspektivni se autorovi jevi zejména tzv. hybridni metody, které kombinuji
vlastnosti heuristickych algoritm@i a metod lokalni optimalizace. Dosud bylo vSak lepsich vysledku
dosazeno pomoci diferencialni evoluce (viz téz feSené Glohy v 5. €asti price).
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Cdst 7.

Priloha - Matematické modely
mechanickych systému

V této Easti jsou popsany Etyfi matematické modely mechanickych systémi, které jsou vyuZity
v feSenych prikladech ¢asti 3-5.

U prvnich dvou modelt, které byly prevzaty z prace [1], chybi detailni odvozeni pohybovych
rovnic a je uveden pouze vysledny tvar. Tyto modely jsou typickym piikladem realnych systémi
regularnich vzhledem k fizeni a byly od po¢atku vyuZivany jako velmi dobry material pro praktické
testovani vlastnosti navrzenych vypoéetnich postupt.

Posledni dva modely, které jsou popsany véetné odvozeni pohybovych rovnic, jsou zde
uvedeny pro demonstraci problému s netrivialni koncovou podminkou a jako piiklad mechanického
systému, ktery neni regularni vzhledem k fizeni.

7.1. Robot pracujici v cylindrickém soufadném systému

Obr. 7.1 znazortiuje praimyslovy robot pracujici v cylindrickém soufadném systému a na Obr. 7.2 je
odpovidajici kinematické schéma. Tato struktura je pomémé jednoduch4, ale v soucasné dobé se v
praxi vyskytuje zridka.

Systém ma tfi stupné volnosti :

- rotace kolem svislé osy
- vertikalni posuv
- horizontalni posuv

Parametry modelu jsou:

- my,m,,m;,m, hmotnosti ¢lenti 3, 4, 5 a bfemene

WA IR momenty setrvacnosti k ose rotace a ¢lenu 4 vzhledem k tézisti 7,
o8 I polohy tézisté ¢lenti 4, 5, 6 pfi zasunutém rameni
- h e rozmérové udaje

Vektor zobecnénych soufadnic je

y=(z0x)". (7.1)

Vektor plisobicich zobecnénych sil je
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Obr. 7.2: Kinematické schéma robota cylindrického typu
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Zavedeme-li oznadeni

6 6
A=) m, B=Z!im,.,
i=4 i=4
4 6 6 (7.3)
C=)1+) m(@+), D=)"m,
i=2 i=4 i=3
je mozné ziskat s vyuzitim Lagrangeovych rovnic soustavu s fizenim na pravé strané:
iD+gD=F,
(7.4)

G(AX® +2Bx+C) + 2i(Ax + B)— ked=M,
$4- ¢ (Ax+ B) + ped = F,

Ridici veli¢iny u, ve skute¢nosti nejsou piimo F , M 0> F., ale jsou pfimo umémé témto

zobecnénym silam.

Poloha referenéniho (koncového) bodu robota R je popsana rovnicemi
X, =(l,+z)cosp—esingp
Y, =(l,+z)sinp+ecosp
Zy=h+z

(7.5)

7.2. Robot pracujici v angularnim souradném systému

Tato struktura primyslovych roboti je v soucasné dobé v praxi pravdépodobné nejrozsifené;si
(Obr. 7.3). Na druhé strané je vSak zna¢né komplikovana z hlediska dynamiky. Systém ma tii stupné
volnosti reprezentované tfemi rotacnimi dvojicemi. Moment setrvacnosti J, ¢lenu 2 je vzhledem k

ostatnim ¢lentim robota zanedban. K ¢lenu 3 nélezi hmotné body m,, m,. m, vyjadfuje hmotnost

zapésti robota a hmotnost m, nahrazuje zatéz.

Parametry modelu:

- my,m,,m,,m,,m redukované hmotnosti (hmotné body)
sidouls iloils s vzdalenosti hmotnych bodu od stfedii rotace
~hea rozmérové udaje

Vektor zobecnénych soufadnic je

y=(0,9,y)". (7.6)

Vektor pusobicich zobecnénych sil je

u=(M,,My,M,)" . (1.7)
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Obr. 7.3: Robot angularniho typu

Ozna¢me
5 5
G =m11|2, G, =1;Zmi’ C, =f22ml.!l.
5 i=2 i=3 (18)
Ci= Y ml C.=C +C,
i=3

Pohybové rovnice maji tvar :

M, =¢[C1 cos’($+a)+C,cos’ $+2C, cos 9.sin(y + I) + C,sin’ (i + .9)] -
- p8[C,sin(29 + 2a) + C, sin 28— 2C, cos(y + 29) C,sin(2y +29)] +
+yr[2C, cos 9.cos(y + ) + C, sin(2y + 29)]

M, = 8Q2C;sing+C, +Cy) +i(C, sing +C,) +y(y + 29)C, cosy +
+39°[Csin(28 +2a) + C, sin28 - 2C, cos(y + 29) - C,sin(2y +29)]+ (7.9)

5

5 gl: 7 cos(9+a) + %0053 +%-Siﬂ(‘f’/ r 9)]

M, =Cyi+ 8(Csiny +C,) - §c, cosy —
- ¢*[C, cos Y.cos(y + 9) + 2C,sin(2y +29) + g S singy + 9)

Poloha referen¢niho (koncového) bodu robota R Je popséna rovnicemi

A= |:(1’2 Ccos 9+, cos(y — (= .9))] cos @
Y, =

A [(12 cos I +/, cos(w—(%—&))] sin @ (7.10
Zy=h+l, sin g+, sin(yx—(%-&])
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7.3. ZjednoduSeny model robota cylindrického typu rozsifeného o
pojezd

Uvazujme zjednoduSeny model robota cylindrického typu, ktery je vSak navic umistén na pojezdu ve
sméru osy y (Obr. 7.4).

Obr. 7.4: Robot cylindrického typu s pojezdem

Setrvaéné vlastnosti jsou reprezentovany pouze hmotnymi body 1 — 4 s hmotnostmi m, az m, .

Konkrétni hodnoty mechanickych konstant byly zvoleny nasledovné:

m, =20

m, =10

m,=m, =35 (7.11)
h=0.75

L=2

Soufadnice bodii 3 a 4 v prostoru v zavislosti na soufadnicich systému y = (y,z,¢,x)" jsou

X,=xcos@
Y,=y+xsing (7.12)
Z,=z+h

X,=(x—-L)cosg
Y,=y+(x—-L)sing (7.13)
Z,=z+h
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Slozky vektoru rychlosti v; bodu 3 a rychlosti v, bodu 4 jsou

X, = fcos@—x@sing
i = y+Xsin@+xPCosy
7=
% = xcosp—(x—L)gsing
Y, = y+xsing+(x—L)pcosy
gz —

Kineticka energie soustavy je ve tvaru

K:limvz =l~m}32+lm (}.'2*‘22)*'
i 2 1 ) 2

i=1
Lo (X2 472 4 22) 4 im (K2 + Y2 +22)
+5m3(X3 +Y; +Z;) 2m4 4 T4 4
Vyjadfime-li éleny X;, ¥’ a jejich soucet:

X =x*(cos@)’ +x’¢’ (sing)’ — 2xxgsin g cos @
Y] =y + % (sing)’ +x’¢’(cosp)’ +2yxksing +
+ 2 X COS @ + 2Xx¢SIn ¢ COS P

X7+ Y ="+ +x°0" + 29(xsin g+ x¢cos @) .

Obdobné pro X, ¥}

X+ Y =2+ +(x-L)*¢? +2y[xsing +(x— L)pcosp].

Po dosazeni do (7.16):

o | ]
K—zmly +—2~(m2+m3+m4)(zz+y2)+-2—(m3+m4)5r2+
1 ‘ o ;
o, [xzqo2 +2y(xsingp+ xq)cosqo)] +
+im [(x-L1)*¢% +2j(isi ;
oM y 1ﬂ$+(x—L)gocosqo)]
Potencidlni energie je rovna
P‘—*(m2+m3+m3)gz

kde g je tihové zrychleni. Lagrangeovy rovnice maji tvar;
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doK 0K oP
..._.._—._——-—+—~—_—_F

(7.22)

kde F=(F,F,,M, FI)T je vektor zobecnénych sil. Vyjadiime-li parcialni derivace K podle y, y :

oK

— = (m, +m, +m, + m,) y+m,(xsin @+ x@cos @) +m,(xsinp+(x—L)pcosp)

oK

E:(m1+m3+m3)z'

g—K_’ =m,(x’¢+ yxcos @) +m,(x— L)’ ¢+ y(x—L)cos )
@

oK T
-a-; =(m, + m,)(x + ysin@)

K _o oK _
oy oz
)
£

- = m,(yxcos @ — yx@sin @)+ m,(yxicosp — y(x — L)psin )
4

0

% = my (3¢ + §pcosp)+m,(x - L)@ + ycos )

Parcialni derivace P jsou nulové kromé

oP

52::(!712 +m,+m,)g .

Dosadime-li do (7.22) ziskdme pohybové rovnice systému:

(my +m, +m; +m,)y +(m, +m,)(isin @+ 2x¢ cos @) + m, (x@ cos ¢ — x¢* sin @) +

+m,((x~L)pcosp—(x—L)p’sing) =F,

(m,+my+m)Z+(m,+m,+m,)g=F,

my (2x5¢ + x° @+ yx cos @)+ m,[2(x — L)xg + (x — L)’ $ + 3(x — L) cos @) = M,

(m, +m)(E + ysing) —mx¢* —m,(x—L)g* = F,

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)
(7.28)
(7.29)

Zamezime-li pohybu v ose y, je y =y =0 a zrovnic (7.26) - (7.29) dostdvame jednodussi soustavu

(m, +my+m,)z+(m,+m,+m,)g =F,
my (2x5¢ + X’ ) + m[2(x - L)k¢ +(x— L)’ ¢l =M,

(my +my)i~[mx+m,(x—L)]¢’ =F.

kterd odpovida zakladnimu modelu robota v cylindrickém soufadném systému bez pojezdu.

Poloha koncového bodu robota je dana rovnicemi (7.12).
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' Fizeni
7.4. Model systému neregularniho vzhledem K Il

m Y s o kyvadla volné zavéSeného na
Uvazujme jednoduchy mechanicky systém, ktcry’ s'e sklada zo y:m e
J' amu (Obr. 7.5). Ve sméru posuv plisobi sila £, - Hmotn m

posuvném ramu LTS, F

. ie uvazovano viskoézni tlumeni.
pro jednoduchost soustfedéné do hmotnych bod lda 2. Ve smeru X J
Vysledna sila piisobici na soustavu ve sméru x je tedy

F,-px (7.33)

kde S je koeficient tlumeni.

Konkrétni hodnoty mechanickych konstant byly zvoleny nasledovné:

m, =2
i (7.34)
L=1
p=0.1
X
21
0

—/’ 2

@

Obr. 7.5: Kyvadlo na posuvném ramu

Zobecnéné soufadnice systému jsou y =(x,¢)". Pro polohu bodu 2 v prostoru v zavislosti na
soufadnicich y plati:

X =x+Lsing (135)
Z=-Lcosgp :
Slozky vektoru rychlosti v, bodu 2 jsou
X =i+ Lpcosg (136
Z=L¢ sin g '

Kineticka energie soustavy je ve tvaru
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1

1 . :
K =5mlvf +—2—mzv22 =%m,x2 +émz(){2 wZ).

Vyjadrime-li ¢leny Y ¢ S Jejich soudet:

X3 +L’¢*(cos @)’ +2Lxgpcos

Z* = '’ (sin p)’

X +Z} =3+ I’¢* + 2Lxgcos @
Po dosazeni do (7.37):

1 ) 1 ; i
K= E(m1 +m,)x’ +5m2(L2gp2 +2Lxgpcosp) .

Potencialni energie je rovna
P=m,gcose.

Parcialni derivace K a P podle y, y jsou:

oK
—=(m, +m,)x+m,Lpcosg
ox
6£ =m,L’p+m,Licos
o9
X _,
Ox
o5 =—m,Lxpsin ¢
2 o
ox
oP :
—=-m,gsing
op x

Pohybové rovnice ziskame po dosazeni do Lagrangeovych rovnic (7.22):

(m, +m,)x+m,L(¢cosp—¢’sing)+ fx=F,
m,L’$+m,Lx cosp—m,gsing =0.

Cast 7

(LT

(7.38)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

Systém neni regularni vzhledem k fizeni, nebot' na pravé stran€ (7.43) se vyskytuje nula, a ve

vektoru fizeni tedy chybi jedna sloZka.
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Zaver

Jednotlivé ¢ésti této zpravy jiz obsahuji dil¢i zavéry. Dle nazoru autora bylo v fadé sméri dosazeno
kvalitnich vysledki. Snad nejvétsim uspéchem je kone¢na verze metody nahrazeni trajektorie
vyuzivajici ortogonalni rozklad soustavy okrajovych podminek a urychleny vypocet gradientu.
Zajimavé vysledky vSak byly popséany i v pfipadé nahrazeni funkce fizeni.

Nejméné jednoznaéné a uzaviené jsou zavéry v oblasti vypoCtu optimalnich trajektorii
v prostoru s piekazkami. Na druhé strané, pravé zde bylo ve skuteénosti vykonano nejvétsi mnozstvi
prace. Pro slozitéjsi scény je mozné vypocet patrné dale urychlit pomoci sofistikovanéjSich
algoritmt vySetieni kolize, které lze nalézt v literature.

Otéazka algoritml globalni optimalizace pro vétsi pocet parametrii je vSeobecné povaZovana za
otevieny problém, na ktery neexistuje jednoznaéna odpovéd’. Pfi pohybu v prostoru s prekazkami je
bohuzel pro aproximaci optimalni trajektorie zpravidla tfeba vétsiho poctu parametrt (napf. 10 nebo
vice na jednu osu). Piesto existuji heuristické algoritmy, které davaji pomérné uspokojivé vysledky a
je mozné predpokladat, Ze v budoucnu se podaii objevit jesté a¢innéjsi postupy.
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