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Piehled pouZitych symboli

o}, {e}
[c].[s]
G.Q,.M
E.v,G

Vil W,

tenzor deformace

tenzor napéti
objemovy primér
tenzor tuhosti
tenzor podajnosti
tenzor tuhosti efektivniho materialu
vektor vn&j§i normaly

vektor posuvu

oblast zaujimana télesem

hranice oblasti

hranice oblasti se zadanym zatiZzenim, resp. se zadanymi posuvy
vektor zadanych vnéjsich sil , resp. zadanych posuvi
reprezentativni objemovy element

objem reprezentativniho objemového elementu
celkova virtualni prace

potencialni energie

kineticka energie

Lagrangeiv kineticky potencial

funkce deformaéni energie

celkova potencialni energie, resp. dopliikova energie
Hu-Washizu , resp. Reissnerdy funkcional

funkcional

sloupcové vektory napéti a deformace

matice elastickych konstant

transformaéni matice

inzenyrské pruznostni konstanty

deformace desky



V.\',x
M. M, M,

x* yrxy

0..0,

parcidlni derivace funkce podle x
vnitfni momenty desky
vnitini pri¢né sily desky

vlastni ihlova frekvence desky




1. Uvod

Ukolem této prace je navrhnout teoreticky a vypodtovy model pro urceni
mechanickych vlastnosti kompozitii uhlik-uhlik vyztuZenych tkaninou platnové vazby, ktery
by umoznil sledovani vlivu geometrie vyztuze a mechanickych vlastnosti matrice a vyztuze

na vysledné mechanické vlastnosti kompozitu.

Kompozity vyztuZené textilii maji stale §ir8i pouziti. Textilni vyztuZ predstavuje nejen
fadu vyhod pro technologii vyroby kompoziti jako je snaz$i manipulace a vyborna
tvarovatelnost, ale zejména dodava kompozitu stabilni vlastnosti v hlavnich smérech.
Specialni 3-D tkaniny a pleteniny, konstruované tak, aby vysledné vlastnosti kompozitu byly
smérové co nejvyrovnanéjsi, umoziuji dalsi velmi zajimavé aplikace. Jejich velkou vyhodou
je vy3i odolnost proti Sifeni trhlin, proti razu a delaminaci. Je tedy duilezité umét
predpovédét vysledné vlastnosti kompozitu, které jsou preduréeny predevdim prostorovym
uspefadanim vyztuZe. To je cilem celé fady mechanickych modell kompozit, jejichZ strucny

piehled je uveden v kapitole 2.

V kapitole 3 jsou vysvétleny zikladni pojmy a pkistupy mechaniky kompoziti a
prehled nékterych partii z teorie pruznosti, ze kterych vychazi navrzeny model.

Kapitola 4 je vénovana variaénim principim. Jsou zde uvedeny nékteré neklasické
varia¢ni principy, ze kterych vychazi vypocet napjatosti v zikladnim objemovém elementu

kompozitu.

V kapitole 5 je popsan navrZeny vypoétovy model, ve kterém jsou mechanické
vlastnosti kompozitu uréeny na zikladé ekvivalence energie napjatosti v reprezentativnim
objemovém elementu kompozitu (dile jen RVE) a ve stejném objemovém elementu
efektivniho homogenniho materialu pfi shodnych okrajovych podminkach . RVE je rozdélen
na fadu shodnych kvadrovych elementi s rozdilnymi elastickymi vlastnostmi, které zivisi na
geometrii vyztuze, na mechanickych vlastnostech jednotlivych sloZzek kompozitu a na jejich
objemovych podilech. RVE je povazovan za nehomogenni anizotropni téleso s diskretnim
rozloZenim mechanickych vlastnosti. Napjatost a deformace RVE je stanovena na ziklade
variatnich principl. Vypoctovy algoritmus a vysledky vypoctu efektivnich mechanickych

konstant jsou uvedeny v kapitole 6.



V kapitole 7 jsou posouzeny moznosti uréovat mechanické vlastnosti kompe

z vlastnich kmiti kompozitnich desek. Zavéry a doporudeni jsou v kapitole 8. V kapitole 9 :

MATLARB pro realizaci numerickych vypoéti.



2. Prehled modeli pro predpovéd’ mechanickych vlastnosti kompoziti s textilni vyztuZi.

Rada modeli mechanického chovani kompoziti vyztuzenych tkaninou je odvozena
z jiz dlouhou uZivanych modeli laminati se zvinénymi vldkny & vrstvami [13-15].

Zobecnénim postupu vypoétu efektivnich mechanickych vlastnosti pro jednosmérné
kompozity je tzv. ,modified matrix method* navrzena Tarnopolskim [16], ktera je uréena pro
tiismérné kompozity jejichz 3-D vyztuz se kiizi pod pravymi thly. Roze a Zigun [17,18]
odvodili ,.curved fibers method* vhodnou pro kompozity s tkanou vyztuzi. Chou a kol. [19]
navrhli sviyj ,fiber inclination model”, ktery je kombinaci metody zprimérovani tuhosti a
klasické laminaéni teorie.

Chou a Ishikava [11] wvyvinuli dvoudimenzionilni model kompoziti s tkanou
vyztuzi znamy jako ,mosaic model®, ktery je vhodny pro prvni ptibliZeni, dile ,.crimp model*
pro vyztuZ platnové vazby a ,bridging model* pro vyztuZe se saténovou vazbou. VSechny
tyto modely lze aplikovat i na hybridni vyztuze, kdy nité¢ osnovy a itku jsou z rozdilnych
materiali. Teoretickym zdkladem téchto modelu je klasicka teorie laminatovych desek [12].
Mozaikovy model je asamblazi nesymetrickych pravoihlych elementi tvofenych spojenim
dvou lamin natoenych vii¢i sobé o 90° . Mosaikovy model nezahrnuje zvInéni niti a
predpoklada pferuseni niti pfi priichodu z licové na rubovou stranu tkaniny vyztuze. Tyto
nespojitosti jsou casteéné preklenuty v “crimp” a “bridging” modelu. Horni a dolni meze
tuhosti a poddajnosti jsou vypoéteny za predpokladu konstantni deformace resp. konstantniho
napéti. Analytické vysledky vyplyvajici z “crimp” modelu ukazuji, ze zvInéni niti vede ke
snizeni tuhosti v roviné desky. Stejné modely aplikovali tito autofi pfi uréovani koeficientii
teplotni roztaznosti kompozitu.

Prehled jednotlivych modeli a jejich vzajemné srovnani spolu s experimentalnimi
vysledky uvadi Bogdanovich a Pastore ve své podrobné monografii [20].

Pro predpovéd’ efektivnich vlastnosti kompozitt vyztuzenych tkaninou je rovnéz
¢asto uzivana metoda konecnych prvki, tedy numericka metoda uréena predevsim k analyze
konstrukcei. Existuje cela skala MKP modeli kompozitniho materialu vyztuzeného textilii od
relativné jednoduchych modeli skladajicich se z ro§tu zakfivenych pruti [4] k detailnim
modeliim, ve kterych matrice a vyztuZ jsou diskretizovany oddélené a tvoii sif' elementi
$ rozdilnymi mechanickymi vlastnostmi [5-10].

Zvlastni skupinu tvofi modely zalozené na mikromechanické odezvé representativ-
niho objemového elementu, ktery je vétSinou tvofen zakladni buiikou textilie vyztuze a pi-

slugnym objemem matrice [6-9,21-25]. Jednotlivé modely vétdinou vychazi z "brick" modelu




RVE zavedené¢ho Bogdanovichem [20], ktery sloZitou vnitfni strukturu modeluje soustavou
kvadrovych elementi s proménnymi mechanickymi vlastnostmi. K vypoétu napjatosti a de-
formace v " brick " modelu RVE za pfedpokladu, Ze materiil kompozitu se Fidi zobecnénym
Hookeovym zikonem, jsou ¢asto pouZivany variaéni principy [8,34,35]



3. Zakladni pojmy mechaniky textilnich kompoziti

V této &asti jsou vysvétleny zakladni pfistupy mechaniky kompozitii a zakladni pojmy
jako jsou efektivni moduly a reprezentativni objemovy element, ze kterych vychazi
navrhovany model. Ddle jsou zde uvedeny zikladni vztahy mezi napétim a deformaci pro

anizotropni material, které jsou pouzity k vypocétu mechanickych vlastnosti naeho modelu.

3.1 Uvod
Rozmanitost kompozitnich materiali zjevné nepfipoudti jednoduchy a jednotny

teoreticky pristup k uréovani jejich mechanickych vlastnosti. Zvolime-li mikromechanicky
pFistup, mame pfed sebou heterogenni material skladajici se z nékolika oddélenych slozek
s komplikovanym prostorovym uspofadanim a s riiznymi mechanickymi vlastnostmi.

Pro potieby pruznostni analyzy kompozitnich konstrukei vak je vét§inou nutné
povazovat kompozit za homogenni material.

Kompozit vyztuzeny textilii pochopitelné neni sourodym a homogennim
materialem, ale lze ho za takovy povazovat, pokud jeho méfitelnd mechanickd odpovéd’ se
ridi zobecnénym Hookeovym zikonem a jsou-li lokalni zmény napjatosti a deformace malé
ve srovnani s méfitelnymi.

Takovyto pfistup neni v mechanice kontinua ojedinély, i kovové materialy jako je
napi. ocel, které vieobecné povazujeme za homogenm a sourodé, vykazuji na irovni
mikrostruktury heterogenni napjatost a dcformau éahmoﬁut tuto mikro-trovefi do analyzy
napjatosti a deformace konstrukei by bylo velmi obtizné a proto je nutné a Zadouci stanovit
ekvivalentni materidlové charakteristiky heterogenniho materialu, tj. representovat jej
homogennim ,efektivnim™ materidlem na zikladé jeho mechanické odezvy.

Pro stanoveni efektivnich moduli je tfeba zvolit reprezentativni objem, kterym je

Jma éa.st komponlnﬂlo materialu, :lez rom:cr nér je mnohem vétsi, neZ je charakteristicky

rozmér m]krostruktury komp(mtu aviak zaroven mnohem mensi, nez je predpokladany
rozmér analymvane konstrukce &i soucdsti. Predpokladame, Ze je-li takovy reprezentativni
objem podroben rovnomérné napjatosti, vznika v ném rovnomérna deformace a naopak.
Efektivni moduly textilniho kompozitu zavisi na geometrii vyztuze — na periodé
provéazani niti tkaniny vyztuZe, na tvaru jejich prifezu, na jejich zvinéni, rozte¢i ap., na
objemovém podilu vyztuZe a matrice a na elastickych vlastnostech materidlu vyztuze a
matrice. Prostfednictvim efektivnich modull lze vzijemné porovnat mechanické chovani
kompozitii podobné vnitini struktury a tyto moduly jsou zaroven voditkem pfi jejim

navrhovani.



Hlavnim problémem mikromechaniky je pravé urdeni zavislosti mezi efektivnimi mo-

duly a strukturou kompozitu. Je zfejmé, Ze vzhledem ke komplikovanosti problému, je plat-

nost teoretickych modeli a zivéri, které z nich plynou, dosti limitovana.

3.2 Efektivani moduly.

Predpokladejme, Ze kompozit se chova linearné elasticky a jeho odezva se fidi
zobecnénym Hookeovym zikonem. V disledku zatizeni v ném vznika komplikované
rozloZeni napéti a deformace. Obecné platné vztahy mezi odezvou kompozitu a mezi
efektivnimi pruznostnimi moduly bychom mohli ziskat zprimérovanim napéti a deformaci
v representativnim objemu kompozitu. Efektivni tuhosti definujeme [1,2,20] jako souginitele
ve vztahu mezi objemovymi priméry sloZek napéti a deformaci, které vznikaji v RVE za
danych okrajovych podminek:

(0,)=Culty)s (3.1)

kde (o,)a (&) jsou objemové priiméry napéti a deformaci:

! 1
(0,)= ?,JU“W S Eyjaydlf (32)

a V, je representativni objemovy element kompozitniho materidlu, neboli element v némz
objemové priméry slozek napéti a deformaci predpoklidame stejné jako odpovidajici

veli¢iny v celém objemu kompozitu.

Okrajové podminky mohou byt dvojiho typu [36):

1. je pfedepsén vektor vnéjsiho zatizeni na jednotku plochy p, na ¢asti povrchu I
D,=0o,n; 3.3)

AL

2. je pfedepsan vektor posuvu %, na &asti povrchu I,

(34)

=i
Il
=



kde

LUF, =L, T, 0L, =0: (35)

Vnéjsi zatizeni RVE vétSinou pfedpoklidame bud’ ve tvaru p, =o,n,, nebo u, = £)x,, kde

o, a &, jsou konstanty a jsou tedy zaroveii objemovymi priiméry napéti &i deformaci
v ekvivalentnim homogennim télese. V nehomogennim RVE je objemovym priimérem de-
formace s;’ pii okrajové podmince (3.4) a objemovym primérem napéti pfi okrajové

podmince (3.3 ) je cr,j ,nebot’ pokud w; a p; jsou spojité, pak i pro nehomogenni téleso

pfi danych okrajovych podminkach plati

bud’ Iaudl’ = % j{ px,+p,x, )dl  anebo _[s,}dlf E _[(u,nJ +un, )dr.
¥ r ¥

Vynasobime-li vztah (3.1) tenzorem stfedni deformace, dostavame:
(©,%8,) = Coule, XEu). (3.6)

Po uziti Gaussovy-Ostrogradského véty a podminek rovnovahy a po Gpravach dostaneme :
J'crqa dv = w((, )(5,{,) (i 3:70)

Vztah (3.7) lze interpretovat [2] jako ekvivalenci energie napjatosti v RVE kompozitu a ve
stejném objemovém elementu z efektivniho homogenniho materialu stejné zatiZeném.
Objemové prameéry slozek napéti a deformaci i efektivai moduly vypodtené ze
vztahi (3.1) a (3.7) zévisi na okrajovych podminkach, které vyjadruji specifické vazebné
podminky mezi zkoumanym RVE a ostatnimi totoznymi RVE, které ho obklopuji. Pfedpo-
kladame-li, Ze RVE je ¢sti nekoneéného télesa a jeho chovéni reprezentuje makroskopickou
odezvu vnitfnich vrstev kompozitu a vyjdeme-li z Voigtova “iso-strain** ¢i z Reussova “iso-
stress* modelu vicefazového materialu [3), mizeme predpokladat bud’ konstantni posuv nebo
konstantni tahové zatiZeni na hranici RVE kompozitu. V homogennim efektivnim materialu
témto pfipadiim odpovidd bud’ konstantni deformace, nebo konstantni napéti v celém objemu.
Experimenty ukazuji, Ze takto stanovené pruznostni konstanty jsou horni a dolni mezi hodnot

efektivnich modulii. Aby odpovidaly efektivni moduly skuteénosti, je nutné zvolit adekvatni



RVE, spravné popsat komplikovanou geometrii vyztuze, urtit elastické vlastnosti vyztuze a

matrice a s dostateCnou presnosti stanovit napjatost a deformaci RVE.

3.3 Representativni objemovy element

Pfi vypoétu efektivnich moduli predpokladiame, Ze existuje objemovy element
kompozitni struktury, jehoZ mechanicka odezva reprezentuje odezvu celku. Vybér RVE zavisi
na typu vyztuze — napf. u jednosmérnych kompositti obsahuje matrici a paralelni svazek
vlaken jejichZ rozlozeni v prifezu RVE odpovidé typu packingll;u kompozitli vyztuzenych
kulovymi c¢asticemi je RVE tvaru krychie s danym T()Zlé}-.;:;l;] kulovych castic ap.

Rozméry RVE by mély byt mnohem vétsi, neZ charakteristicky rozmér vyztuze (kupf.
rozte¢ vidken u jednosmérnych kompoziti). Opriavnénost volby RVE u kompoziti
vyztuZenych textilii neni jednoznaéna vzhledem k tomu, Ze rozméry RVE, spojovaného
vétsinou se zakladni buikou textilie vyztuze, mohou byt dosti velké - v nékterych pripadech i
nékolik centimetr. Je-li vak rozmér RVE velmi maly ve srovndni s rozméry soucdsti nebo
konstrukee, pfi jejichZ pruznostni analyze ma byt pouZito efektivnich moduli, pak se jevi

zprumérovani elastickych vlastnosti v RVE jako rozumné.

3.4 Pruznostni analyza kompoziti vyztuzenych textiliemi

Kompozity vyztuzené textiliemi predstavuji zvlastni skupinu materiali, které vyZzaduji
netradiéni pfistupy v pruZnostni analyze konstrukci odli$né od metod uzivanych pro vrstvené
Jjednosmérné laminaty, u kterych se napfic¢ tlouStkou mechanické vlastnosti méni skokem od
Jedné laminy k druhé. Vlastnosti textilnich kompozitnich materialu se méni ve viech tfech
smérech a to v nékterych mistech spojité a jinde skokem. Tyto materidly se jevi spise jako
nehomogenni soubor anizotropnich elementil rozdilnych mechanickych vlastnosti.

Pokud lze popsat mechanické vlastnosti efektivnimi moduly, pak Ize aplikovat 3-D
analyzu anizotropniho homogenniho télesa. Pokud nejsou efektivni moduly pfijatelné pro
dany typ materialu a konstrukce, pak je tfeba povazovat souéast z kompozitu s textilni vyztuzi
za nehomogenni téleso skladajici se z anizotropnich elementt rozdilnych vlastnosti.

V takovém piipadé je pruZnostni analyza velmi obtizna a je nutné zavést néktera zjednoduSeni
a vytvofit individudlni vypoétovy model vhodny pro dany typ textilniho kompozitu a danou
aplikaci.

Jednim z moZnych pfistupii je vytvofeni tzv. cihlového modelu, nebo nahrazeni dis-

kretniho prostorového rozloZeni materidlovych vlastnosti hladkymi funkeemi soufadnic. Oba



pfistupy budou podrobné popsany v kap. 4 . K vypo&tu napéti a deformaci v téchto modelech

lze vyuZzit variani principy.

3.5 Anizotropni pruznost
3.5.1 Vztahy mezi napétim a deformaci
Zobecnény Hookeliv zdkon mizeme vyjadfit v tenzorovém zapisu:

0y =Cutr Gk i=123) (3.8)

¥

kde o, a &, jsou tenzory napéti a deformaci druhého fadua C, je tenzor étvrtého fadu,
jehoz sloZky jsou konstanty tuhosti materialu, 1, 2 a 3 jsou sméry os soufadného systému.
Vsechny tyto tenzory jsou symetrické, C,,, ma 21 nezavislych sloZek. UZijeme-li zkraceného

ZAPISU O, =0,,&, =&, ,Ty3 =0y ¥y =260 ,T)3 =013, Y13 =263, T, =0y, , ¥y, = 26, ,pak

miZeme vztah mezi napétimi a deformacemi zapsat v maticovém tvaru:
{al=[Ccl{e},
kde matice [C] Jje symetricka matice 9x9. MiZeme nyni definovat matici poddajnosti
[SI=[CT"

a odpovidajici inversni vztah

{el=[s]{o}.

3.5.2. Transformace soufadnic
- i T e .
Jsou-li o —{01,0},,61,1}2,1‘2,10,} a € —{L,,sy,sr,yﬂ,yz,yq ] vektory napéti a

deformace, jejich transformované slozky dostaneme ze vztahli 6'=Go a €'=Q¢ ,kde Ga

Q jsou transformacni matice:

L 2myn, 2n,l, 2I,m,
15 n’ 2m,n, 2nyl, 26,m,
G L o n_‘2 2myn, 2nl, 2lm,
=\ - y

Lt, mm, mn, mn+nm Lngtmly Lmy+ml,

L, mm, nmng mna+am, Ln+nl, Lmo+ml,

L omm,  mn, omn, +nmy Lny +nd, Lm, +ml, |



l, m n’ mn, nl, Lm,
v 2 2
L m, n, myn, ml, I,m,
12 2 2 ! !
Dol s n, iy ny Mty 3ty

2Ll 2mymy 2mn, mony+mmy Lngtnly Lmg+ml, k
20, 2mm; 2nn, mng +nmy Lngnd, Imy+ml,

124, 2mm, 2mn,  mm +amy, Ly tnd, Lmy+ml, |

jejichZ prvky jsou kombinaci prvki transformaéni matice M pro vektory:

I m n cos(x',x) cos(x',y) cos(x,z)
M=|l, m, n,|=|cos(y.x) cos(y,y) cos(y,z)|.
L m on cos(z’,x) cos(z',y) cos(z',z)

Transformacni vztah pro tenzor tuhosti do nového soufadného systému bude
C'=GCO™.

3.5.3 Jednotlivé pripady elastické symetrie

Pfedpokladame-li homogenni rozloZeni pruznostnich vlastnosti pak jakakoliv translace nemé-

ni pruznostni charakteristiky.

a) Jedna rovina symetrie — monoklinicky material.
Reflexi kupf. vzhledem k roviné (1,2) dostaviame matici sloZzek transformovaného tenzoru

tuhosti:

|— Cyy €y Cia ~Cy —C5  Cp
€ Cn €y, —Cy —Cp O3
e Cy Cyp €y —Cy —C O
=g =G = Cnt Oy Cis =L
== Clo=Coy Csq Css =6
L Car Cer Ciz —Coa —Cgp  Cg |

Vidime, ze vsechny slozky se zapornym znaménkem musi byt nulové a monoklinicky

material mé 13 nezavislych elastickych konstant.
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b) Dvé vzijemné ortogonalni roviny symetrie — ortotropni material.
Aby se nezménily vlastnosti materidlu pii reflexi vzhledem ke dvéma navzdjem kolmym
rovinam, muze mit material pouze 9 nezavislych elastickych konstant — tfeti rovina kolma na

prvni dvé je tedy rovnéZ rovinou symetrie a material je ortotropni.

Cii. Oy G 0 0]
(21 CZZ ‘11 0 0
C= Cy €y Cy 0 0
' DD e SR ()
e ) e ()
| D00 e

Transformaci rotace kolem osy 3 dostdvame material s monoklinickou symetrii vzhledem

k roviné (1,2) atp.

¢) Materidl s jednou rovinou izotropie — zvlastni pfipad ortotropie.

Material ma v jedné roviné stejné vlastnosti ve viech smérech, tj. pfi transformaci soufadnic
rotaci o libovolny tihel kolem osy kolmé k roviné izotropie se jeho elastické konstanty
neméni. Tenzor tuhosti ma opét 9 slozek, ale nejsou navzajem nezavislé, material je rovnéz

nazyvan priéné, ¢i transversalné izotropni. Je-li rovinou izotropie rovina (1,2), pak tenzor

tuhosti je

_( 1 r"ll cIJ 0 0 0 1

CIotE Gt o S (S () 0

€z €3 ¢y 0 0 0

C=lo 0 0 ¢, O© 0

0 0 cy 0

1

0 0 0 0 0 E(c“ _—
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r‘rl Cp €Cp 0 0 0
CIC 0 0 0
CIZ c}l cli 0 0 0
gcle e =8 %(c“—cu] 0 0
0 0 0 0 %(c” ~cp) 0
1
R 0 0 E(c“ -c,,)

3.5.4 Inzenyrské konstanty

Pro pfehlednost uved’'me pfehled béZné uzivanych pruznostnich konstant a jejich vztah

ke slozkam jednotlivych tenzori pruznosti.

a)lzotropni material.
Nejéastéji uzivanymi konstantami jsou Youngiv modul £ a Poissontv pomér v , déle pak

modul pruZnosti ve smyku G, objemovy modul x a Lamého konstanty A ap :

Rkt E Ev

) e T ’I'___'_-—"_'a
M)~ =) A+ )i-2v)
5,=8,=8,= I/E, Sp=8,=8, =—-V/E, Sy =8 =SM = I/G.

o

b) Transversalné izotropni material.

Za dvé prvni nezivislé inzenyrské konstanty vyberme Youngiiv modul Eyy , Poissoniiv pomér
V7, které spolu s odvozenym smykovym modulem G, = E,, /2(1+v,, ) charakterizuji pruzné
vlastnosti v roviné izotropie. Tfeti nezavislou konstantou je Youngiv modul E; ve sméru
kolmém na rovinu izotropie, ¢tvrtou konstantou je smykovy modul G v rovinidch kolmych
na rovinu izotropie a patou nezavislou konstantou mize byt Poissoniv pomér v, ., ktery
charakterizuje pfi¢nou deformaci v roviné izotropie pfi pisobeni tahového napéti ve sméru

kolmém na rovinu izotropie. Pro Poissoniiv pomér v,, pak plati v, /E, =v,, [E, .
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Sy=8y= ]/ Er, Sy=—vy/ Ep, S;=8,= _"f.r/ E,,
Su=VE;, 84=8:=1G;, S¢=20+tv)/E;.

¢) Ortotropni material.
Za nezavisl¢ elasticke inzenyrské konstanty oznatme tfi Youngovy moduly E,, E,, E;, dale
tfi moduly ve smyku G,, G, G, a tfi Poissonovy poméry: v,, charakterizuje pfi¢nou

deformaci ve sméru 2 v dusledku aplikovaného napéti ve sméru | atp. Prehledné zapiSme:

1 v % 1
b ] F+ 5
£:='_O-J_ - O-) - O-z’ ;Vy_' = v rvz’
F E, E G
1 v 1 v 14
6}_ _l_y_gl-'—_-O’J_—l‘az’ }(az:_-':-_rrz‘ _'J'_:.__;ﬁ_
E, E, E, G E, bj
v v 1 1
g,=—=2¢g 2o +—0o,, y,=—T71
R s E S - IOy

. 1 ¥ : 14
S —;: Sia _'E{f Sy —_E
1 v 1
Sp=— S:\—“_fw‘ S.u:_
T
1
aq“ =O‘— SSS ='C;—}: Sﬁﬁ:G’w

d) Material s jednou rovinou elastické symetrie
Nyni pfidame dalsi étyfi nezavislé inzenyrské konstanty. Pfedpokladejme, Ze rovinou symet-
rie je rovina (x,y), neboli (1,2), pak ma tenzor poddajnosti navic ¢leny S,;,8,,5, @ Sg.

Prvni tfi vazou normalné deformace &,,£ £, se smykovym napétim 7, €tvrta vaze smyko-

vou deformaci y_ se smykovym napétim 7.

Konstanty, které vazou norméalova napéti a smykové deformace jsou nazyvany koeficienty
vzajemného vlivu prvniho druhu a konstanty, které vazou smykova napéti a normalové de-
formace jsou nazyvany koeficienty vzijemného vlivu druhého druhu. Konstanty, které vizou

smykové deformace a smykové napéti jsou tzv. Cencovovy koeficienty [38].



i _i &1 0 0 ﬂq
E, E, E, G,
e 1 vy 0 0 e
E; E, By &,
¥ b _,l_ 0 0 Mea
S=hal e G| W M, 8 _H
0 0 o L Hu g G g G G,
G G
0 0 e Ps g
G G
Te i e e n' g L
L E, E, Ey GaJ

Monoklinicky material ma tu vlastnost, Ze viechny tfi normalné deformace jsou vazany se
smykovym napétim v roviné symetrie a naopak — smykova deformace v roviné symetrie zd-
visi na viech trech normalnych napétich. Déle pak obé pficné smykové deformace jsou vaza-
ny s obéma pfi¢nymi smykovymi napétimi. Vyznam jednotlivych konstant je zfejmy

z uvedené matice poddajnosti.
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4. Aplikace variadnich principi v mechanice kompoziti

Tyto principy jsou vysvétleny ve vynikajici Washizuové monografii [34] spolu s celou
fadou prikladd jejich wZiti. Zde bude uveden jen jejich struény prehled. Soustfedime se
zejména na neklasické variagni principy Hu-Washizu a Hellinger-Reissneriiv, které jsou méné

bézné a kterych budeme dile pouzivat.
Zékladem variaénich principt je princip virtudlnich praci , ktery lze formulovat nasledovng:

Nechi' mechanicky systém s danymi geometrickymi vazbami je v rovmovdze za piisobeni
soustavy sil. Pak soucet vsech virtudlnich praci 8'W viech vnéjsich i vnitfnich sil na
libovolnych nekonecéné malych virtudalnich posuvech vyhovujicich danym geometrickym

vazbhdm je roven nule:

W =0. 4.1)

Jestlize viechny vnéjsi i vnitini sily jsou konzervativni, tj. maji potencial U, ktery je funkci

soufadnic, pak plati:

W =-6U (4.2)
a princip virtudlnich praci vede k principu stacionarni hodnoty potencialni energie U:

Ze viech pFipustnych konfiguraci soustavy je rovnovdzny stav charakiterizovdn staciondrni

hodnotou potencidlni energie U:
o U=0. (43)

Tato formulace miize byt roziifena i na dynamické problémy, kdy pusobici sily i geometrické
vazby zavisi na ¢ase, pouZijeme-li d’Alembertiv princip dynamické rovnovihy a zahrneme-li

i virtualni praci setrvaénych sil:

5']?" dt+lj[6°W dr=0, (4.4)

i h



kde T je kineticka energie systému, ¢, a £, je po¢atedni a koneény Easovy okamzik, ve kterych
poloha systému odpovida poloze pri skute¢ném pohybu - virtudlni posuvy jsou v téchto
okamzicich rovny nule. Jestlize vSechny vné&j3i i vnitini sily maji potencial U, pro ktery plati

vztah (4.3), dostavame Hamiltontv princip, ktery fika:

Mezi vSemi moZnymi virtudinimi trajektoriemi systému je skutecnd trajektorie

charakierizovana staciondrni hodnotou funkciondlu:

f

]’(T—U)d.-.

h

Zavedeme-li Lagrangetv kineticky potencial [37)
L=T-U,

pak Hamiltoniiv princip lze zapsat:

aij=a 4.5)

Variaéni metody maji Siroké pouziti v pruznostni analyze za predpokladu malych deformaci.
Existuje-li funkce energie napjatosti a pii variaci posuvil zastavaji vngjsi sily nezménéné, pak
princip virtualni prace vede k principu minima deformaéni energie. Tento variaéni princip
spolu se zavedenim Lagrangeovych multiplikatorii vede k celé fadé varia¢nich principt
véetné principu Hu-Washizuova, Hellinger-Reissnerova, principu minima doplitkové energie

a dalSich.

Definujme funkci deformacni energie A(gu) tak, ze plati

54=0,5¢,, kde 24=Cgye,ey. (4.6)

y3

Dosadime-li do (4.6 ) z Cauchyho vztaht pro deformace

1
£, ==, +u, (4.7)

dostaneme funkci A(u,) a princip virtualni prace miZeme zapsat ve tvaru :

16



& [Afu,)dr- [X, 5, d- [p.6u,dr=0, (48)
0 0 E

"

kde Qje oblast, kterou zaujima t&leso, 7, je vektor zatizeni na &asti povrchu I', aX; jsou

hmotové sily.

Definujme funkei doplitkové deformaéni energie B({}',J) tak, Ze plati

6B=¢,60,, kde 2B=S,0,0,, (A8

L) L

potom princip dopliikové virtualni prace bude ve tvaru:
& [Blo, )~ [u,ep,dr=0, (4.10)
0 I,

kde #, je vektor posuvu pfedepsany na &asti povrchu I',a p, =0 n,.
Predpokladame-1i, Ze hmotové sily X, povrchova zatizeni p, a posuvy @, jsou predepsiny a
pfi variacich se neméni, pak lze vyjadfit celkovou potencidlni energii a celkovou doplitkovou

potencialni energii jako:
M= [[4@)- Xy}~ [pudr a 0, = [Blo,)d- [i pdr (4.11)
0 T Q r

a princip minima celkové potencidlni energie a celkové doplitkové energie vyjadfime vztahy :

ol =0 a al, =0 (4.12)
Plati-li linearni vztah mezi napétim a deformaci, pak plati 4=B, ve vech pfipadech v3ak plati

A+B=0,,. (4.13)
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Hu-Washiziv varia¢ni funkciondl mazeme vyjadFit ve tvaru :

2 2{ox, ox,

H= I{A(g,, =X —[g,} _l[% + a_“’_Hay}dﬂ - [pudr - [, ~i)p,dr, @4.14)

kdes,,u,0, a p, jsou vzijemné nezavislé veli¢iny podrobené variacim, p, je vektor zatiZeni
na &asti povichu I, a #, je vektor posuvu predepsany na &asti povrchu T, A(*‘-"y ) je energie
napjatosti a X; jsou hmotové sily. Variaci (4.14) vzhledem k témto osmndcti nezdvislym

velié¢indm dostdvame:

) oW 1 ou, Ou, oo ,
éHzﬁ[{{agv =0 Jb‘é’q "{S‘y —'zh['a—xi—‘l'—a—;‘—}]ao'q _[_&t} +X. {SH' dQ +

+ J-[oﬂn’_ —ﬁ,)r‘)'u‘dl"— _[(u, ~u, )5 p,dl’ + _[[o'ﬂn; —p,)&u‘cﬂ"=0. (4.15)

]

Stacionarni podminky, které vyplyvaji z (4.15) jsou: vztahy mezi napétimi a deformacemi,
Cauchyho vztahy, podminky rovnovihy a okrajové podminky na I, a I', . Fyzikalni vyznam
Lagrangeovych multiplikatorti p, vyplyva z posledniho vyrazu v (4.15): jsou to povrchové

sily na té &asti okraje, na které jsou pfedepsany posuvy.

Funkcional Hellinger-Reissnertiv Ize odvodit z obecného funkciondlu (4.14 ). Veliciny

€, Jiz nebudeme povaZovat za nezivislé a jejich variace Jg, budou nulové, déle budeme

pfedpokladat platnost Cauchyho vztaht (4.7) a linedrni vztah mezi napétim a deformact :

£, =Su04- (4.16)

L)

V takovém pripadé lze slozky deformaci zcela vyloucit z podintegrélniho vyrazu (4.14 )

a ziskat funkcional:



1|0u, ©Ou o 2,
[l" =ﬁ[{ a, E[ax—"‘l'?a;j‘-]-' X,u, —B(O'u ]}dﬂ—nla"p,u,dr—r:[(u, —u.)P, dr: (417)

kde u,0, a p, jsou vzijemné nezavislé velitiny podrobené variacim a funkce B plyne z
(4.9).

Aplikujeme-li Hellinger-Reissneriiv  variaéni teorém spolu s Hamiltonovym principem,

ziskame funkcional:

h

® = [(T-11,)dt (4.18)

'I

a pohybové rovnice rovnice systému ziskame zpodminky stacioniarni hodnoty tohoto
funkcionalu:

SD=0. (4.19)
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5. Model reprezentativniho objemového elementu

Navrhovany model vypoétu efektivnich modulii je uréen pro kompozity typu uhlik-
uhlik zkoumané na Katedfe textilnich materidli FT TU vramci grantu GACR No.
106/99/0096.

V soucasnosti jsou provadéna podrobna méfeni mikrostruktury téchto kompozith [26-
30] a v zavislosti na technologii vyroby kompozitu jsou kvantifikovany zakladni parametry

geometrie vyztuze, které budou tvofit vstupni data pro vypocet efektivnich modulii materidlu.

Jc-z-jiét_‘ ovan "prflbéh vazné viny, perioda zvInéni a prubéh sklonu nité, tvar priifezu nité
a jeho rozméry L /p\u/drlL %Mlj. Zaroven jsou sledovany vnitini vady kompozitu -
porovitost matrice, dutiny bez matrice v nitich i v prostoru mezi nitémi, pfetrhy niti, trhliny
ap. Ortogonalni tkaninu vyztuze tvofinit¢é Torayca T800 typu roving, které jsou
z uhlikovych monofili. Velikost zdkladni buiky plitnové vyztuze nepfesahuje nékolik
milimetri. Uhlikova matrice je vytvofena impregnaci vyztuZe fenolovou pryskyfici, ktera je

po zavadnuti karbonizovéna pfi 1000°C. Zékladni buiika platnové vazby vyztuZe je na Obr.1.
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Obr.1 Zakladni buiika platnové vyztuze
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5.1 Geometrie zikladni buiiky

Vyztuz dancho kompozitu tvofi ortogonilni tkanina plitnové vazby, kterd se sklada
ze dvou systémil rovnobéznych navzijem prekfiZenych niti. Jeji strukturu tvofi periodicky se
opakujici zdkladni vzor — elementérni burika, jejiz geometrie je charakteristickd pro jednotlivy
typ tkaniny. Z obrézku zakladni buiiky je patrné zvinéni jednotlivych niti pfi priichodu z rubu
na lic tkaniny a naopak. Toto zvInéni je nejvétsi pravé u tkaniny platnové vazby, jak tomu
nasvédCuje jeji nejvyssi koeficient provazanosti k=1 (pomér poétu zkfizenych niti ku celko-
vému poétu niti v zakladni burice tkaniny [27]. Tento dva parametr popisuje zaroven periodi-

citu struktury tkaniny.

Zasadni vyznam pro uréovani mechanickych vlastnosti ma rozlozeni tihlu sklonu niti
a thlu provazani, dva parametry, které jsou v sou¢asné dobé sledovany pfi kvantifikaci mik-
rostruktury [26-30]. Uhel sklonu  osy nité v libovolném bodé je thel, ktery svira teéna
k ose nité s rovinou textilni vrstvy. Uhel provazani je thel, pod kterym prochazi nit’ z rubu
textilni vrstvy na lic, nebo naopak. Je zpravidla roven maximalnimu tihlu sklonu [42]

S témito dvéma parametry tizce souvisi i tzv. koeficient zvinéni (crimp) tj. pomér dél-
ky zvnéné nité k jeji volné délce, ke kterému se zaroven tzce vztahuje objemovy podil niti,
tloustka tkaniny a jeji mechanické vlastnosti . Plitnova vazba ma az tiikrat vy3si hodnoty

koeficientu zvInéni nez keprova, &i atlasova vazba [21].

Jsou k dispozici vysledky predchozich méfeni [29,30] na pfiénych Fezech laborator-
nimi vzorky osmivrstvych kompozitii uhlik-uhlik. Rezy byly vedeny stfednicemi niti ve smé-
ru osnovy i ttku a byly vylestény béZznymi metalografickymi technikami. Diléi obrazy struk-
tury zvétdené 70x byly po digitalizaci RGB kamerou preneseny do systému obrazové analyzy
LUCIA G, kde byly odeéteny soufadnice stfednice nité s krokem 0,2 mm a zarovei ur¢ena i
odpovidajici vyska prifezu nité. Z téchto méfeni byly stanoveny priimérné charakteristické
parametry geometrie zdkladni buiiky vyztuze platnové vazby pro kazdy vzorek a laminitovou
vrstvu: perioda vazné viny /, vySka pritfezu nité b, roztec a niti, Sitka g mezery mezi nitémi a

tloustka laminy 4. Jsou to zikladni data, ktera vstupuji do vypoétového modelu.

Model viak umoziuje i vstup podrobnéjsich geometrickych dat z dalich jiz

probihajicich méfeni tvaru a rozméru prifezu a podilu matrice uvnitf niti.

Z1



Obr.2 Parametry zakladni buniky

V prvnim priblizeni byla geometrie zikladni buriky vyztuze aproximovéna tzv.
sinusovym modelem [5], ktery umozZiiuje rekonstruovat trojrozmérnou geometrii zakladni
buiiky z parametrii naméfenych ve stfedni roving niti na skutenych vzorcich kompozitu - z
periody vazné viny [, vysky prifezu nité b, roztece a niti, Sitky g mezery mezi nitémi a

tloustky laminy A viz Obr.2.

Rozméry buriky v naem pfipadé jsou:
Perioda | =31 mm
Rozte¢  a=1/2=1,55mm
Mezera g =02mm
Vyska b=0,2 mm
Tloustka vrstvy h= 0,4 mm

Pomoci sinusového modelu byly vypoéteny v pravidelné siti soufadnice bodli povrchu
niti osnovy a atku tj. soufadnice ploch, které oddéluji vyztuz a matrici a ploch, které oddéluji
zkFiZené nité osnovy a utku vyztuze viz Obr.3. Dalsi zpracovani téchto geometrickych dat a
vypoet rozlozeni tuhosti v RVE jsou jiz na sinusovém modelu zcela nezévislé. To umoZiiuje

v budoucnu zpracovani geometrickych dat ziskanych podrobnéj§im méfenim na skuteénych
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vzorcich, nebo popf. pouziti jiného spojitého geometrického modelu, kterych existuje

v literatufe celd fada [9,31-32] poginajici dobfe znimym modelem Piercovym [43].

Sinusovy model geometrie zikladni buriky

Sinusovy model zakladni buiiky platnové vazby [5] je tvofen kompaktnimi funkcemi
popisujicimi plochy oddélujl'(:;ul‘i':)d sebe matrici a jednotlivé nité. Prabéh stfednice vazné

viny osnovy je popsan vztahem:
P(.‘(x) = —Sin[E) :
a

Tato rovnice miize byt pouzita k popisu pribéhu stednice kazdé nité osnovy i ttku,
zménime-li znaménko a x-ovou soufadnici za y-ovou. Vnitini profil prifezu niti ma stejny tvar

jako stfednice a je dan nasledujici funke;i :

a

Pilo)= _sin[i"'].

Vnejsi profil prifezu nit¢ je rovnéz sinusoidalni, ale jeho amplituda je modifikovana, nebot’ je

nutné zahrnout vliv §ifky mezery mezi nitémi g a nesymetrii priifezu nité:

pel)=(1+ ﬁ)sin[M] - B, kde B= sin(g )

Obr. 4 Pti¢né fezy zakladni buiikou platnové vazby.
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Nesymetrie prifezi niti je patrnd z Obr.4, kde jsou uvedeny pficné fezy zdkladni buiikou.
Povrch niti osnovy a ltku v oblasti ~a<x<a a —a<y<a tvofi linedrni kombinace

téchto tii funkei s koeficienty ve tvaru nasledujicich nespojitych interpola¢nich funkei :

£
i MG
R(x)= H(x). E<lf<a-£  Kkde H(x)= {0‘ a2
2 2 I (=
(sign(x)a — x)+ ]
e u—££1x1$a
g 2

F,(x)= H{jx| - g] - h‘[lxl + % -a ) Fo(n,x, )= R(psign(y)x).,

=i : :
kde parametr 7 ={ ] pro dolni a horni povrch nité. Zakladni funkce povrchu je ve tvaru:
+

i : :
.(1.%,9) = S B, (Vsign(y)pe (<) + nFi.x,0)p, () + nFe=mox, y)p ()
Povrch niti osnovy a utku Ize vyjadrit pomoci této zikladni funkce:

s,mx,y)=s,(mx,y) - pro iitek
s, (mx,y)=-s,(~n.x,y) —pro osnovu
Spojité modely geometrie vyztuze vétsinou predpokladaji sinusovy priibéh vazné viny
a kruhovy, polygondlni &i elipticky priifez niti. Pfi jejich pouziti je tfeba jisté opatrnosti,
nebot’ jejich spoleénou nectnosti byva nizsi objemovy podil vyztuze, nez je ve skutecné
kompozitni struktufe. V daném sinusovém modelu je prifez nité ohrani¢en sinusovkami a
objemovy podil vyztuze, ktery zavisi na poméru g/a Sitky mezery mezi nitémi ku jejich
roztedi, se pohybuje mezi 0.55 a 0.65.
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5.2 Stanoveni reprezentativniho objemového elementu

Ma-li byt kompozitni material tvofeny riznymi slozZkami nahrazen ekvivalentnim
homogennim materidlem, je tfeba stanovit efektivni tuhost kompozitu reprezentovanou
tenzorem tuhosti ve vztahu (3.1). Tento tenzor tuhosti vdZe primérna napéti a primérmé
deformace (3.2) velementarnim objemu materidlu. Je v3ak tfeba si  uvédomit, Ze ve
viceslozkovém materialu nejde o napjatost a deformaci v nekoneéné malém elementu, jak je
béné predpoklidano v teorii pruZnosti, ale Ze je nutné zvolit tzv. reprezentativni objemovy
element (RVE) kone¢nych rozmérti, vjehoz rameci bude zprimérovana napjatost a
deformace.

Vzhledem k periodicité struktury vyztuze byl jako representativni objemovy element
zvolen kvadr, ktery obsahuje zikladni buiiku platnové vazby na Obr.1 spolu s pFislusnym
objemem matrice. Pro plitnovou vazbu rozméry RVE zpravidla nepfesahuji nékolik malo
milimetri a jeho tloustka se pohybuje vrozmezi nékolika desetin milimetru (v nasledujicim
vypoctu  jsou rozméry RVE 3,1 x 3,1 x 0,4 mm). Buika platnové vazby ma v idealnim
pHpadé dvé roviny symetrie a pro vypocet napjatosti by postacilo modelovat pouze jeji jednu
¢tvrtinu. Poéitime v3ak s tim, Zze v budoucnu budou do vypoétu vstupovat pfimo udaje

naméfené na skuteéné mikrostrukture, u niZ lze pfesnou symetrii jen tézko pfedpokladat.

Predpokladame, Ze matrice vypliuje ¢tvrtinu objemu niti a cely zbyvajici objem
kvadru nezaplnény nitémi. Skuteéné poméry jsou ponékud odlisné a model bude déle
zpiesnén. Ve skuteénych vzorcich matrice nevypliuje cely zbyvajici objem, ale spiSe tvofi
vrstvu povlékajici vyztuz, model lze vSak i této skutecnosti snadno pfizpisobit.

Podil matrice v pridfezu nité, ktery je pfedmétem soucasnych méfeni, vstupuje do
vypoétu jako jeden z parametri.

v e

RVE byl rozdélen fadu clementii a pro kazdy z nich byly oddélené stanoveny slozky
tenzoru tuhosti. RVE pak povazujeme za nehomogenni anizotropni téleso s diskretnim
rozloZzenim mechanickych vlastnosti. Jeho odezva na zatiZeni je stanovena pomoci variatnich

principii,
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5.3 Diskretizace RVE

RVE byl rozdélen na fadu elementarnich kvadri stejnych rozméri. Byla zvolena
pravidelnd sit’ s Etyficeti délenimi ve sméru osnovy a ttku a dvanicti délenimi ve sméru
tloustky tj. celkem 19200 elementii. Kazdy element je charakterizovan soufadnicemi x; ,y; , zi
svého stfedu, svymi objemovymi podily ¥,, , V. , V¥, matrice a niti vyztuZe ve sméru x
a y, sklony niti vyztuze ve stfedu elementu v obou smérech a slozkami tenzoru tuhosti
elementu vzhledem ke zvolenému soufadnému systému x,y,z, kde osy x a y jsou zvoleny ve

sméru osnovy a utku tkaniny vyztuZe a osa z ve sméru tloustky.

Poznamenejme, ze tak husté¢ déleni RVE bylo zvoleno hlavné pro proloZeni
prostorového rozloZzeni jednotlivych slozek tuhosti kompozitu spojitymi funkcemi tFi
soufadnic v ramci RVE. Napéti a efektivni moduly pruznosti byly vypoéteny i pro rozdéleni
20x20x6 element. Zatimco &as vypoltu se radikdlné snizil, vysledky vypoétu se lisily o
méné nez 5%. Optimalni podet elementli bude zaviset na typu vyztuZe a jeho stanoveni bude

predmétem dalSich zkouméni.

5.3.1 Uréeni objemovych podili matrice a vyztuZe v jednotlivych elementech

V této etapé vypoctu je jiz geometricky model RVE plné diskretizovan. Pro
pravidelnou sit’ v roving (x,y) jsou uréeny matice obsahujici z-ové soufadnice hraniénich
ploch oddélujicich

a) horni matrici a vyztuz

b) nité osnovy a utku

¢) dolni matrici a vyztuz

jak je zfejmé z Obr.3. Stejna pravidelna sit’ vroviné (x,3) je zdkladnou déleni RVE na
objemové elementy, kterym jsou prifazeny soufadnice x; ,; , z jejich stfedu. Pro kazdy tento
element je nutné stanovit jeho polohu vzhledem k hraniénim plocham, zda se nachazi uvnitf
matrice, nebo uvnité nité osnovy &i ttku. Nékteré elementy zasahuji do dvou, popf. i tii fazi
kompozitu zarovei a vtom pfipadé je nutné stanovit objemovy podil jednotlivych slozek v
elementu. Pro elementy, které obsahuji vyztuz, je tfeba stanovit i sklon vyztuZe v jejich

stfedu.
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Tato procedura probiha postupné pro sloupce elementii napfi¢ tloustkou kompozitni
vrstvy tak, 1.\1hlmhy o geometrii RVE nebylo a priori nic zndmo. Budou-li k dispozici data
z méfeni l,ct:m-._t ;lC k(}ﬁrr;fsoml_l:l na éklj-ieén;uh vzorcich, bude vypoget zadinat pravé v této fazi.
Hustotu téchto dat Ize podle potfeby zvysit pro loZenim splajny a interpolaci.

Nejprve jsou pro i-ty sloupec elerﬁenu’l .uri‘eny prﬁseé ik-y u:;y :I()upte s hraniénimi
plochami mezi jednotlivymi slozkami kompozitu jako primér z-ovych soufadnic vzdy étyf
okolnich bodii dan¢ hrani¢ni plochy nejblizsich k ose i-tého sloupce. Postupné je zjistovina
poloha stfedu kazdého elementu i-tého sloupce vzhledem k hrani¢nim plocham a zjistovano
zda a nakolik pfesahuji hrany elementl hrani¢ni plochy viz Obr.5.

Objemové podily jednotlivych slozek v daném elementu jsou stanoveny jako pomér
délky asekd, které vytinaji hraniéni plochy na ose elementu, ku vyice elementu:

V. =mfd, ¥ =pid,
atp. jak je zfejmé z uvedeného obrazku. Pro urceni objemovych podilii je nutné znat i
objemovy podil matrice uvnitf nité. Tento parametr, ktery lze urcit z obrazové analyzy

priifezi niti, nebo kvalifikované odhadnout [20], byl pro potfeby vypoctu zvolen Vi, = 0.25.

5.3.2 Uréeni dhlu sklonu vyztuze v jednotlivych elementech

Tenzor tuhosti jednotlivych elementit RVE v zikladnim soufadném systému zavisi na

orientaci vyztuZe, ktera je v kazdém elementu odlidna.

/

nit osnowvy

Obr.5 Uréeni objemovych podilii matrice a vyztuZe a tihlu sklonu vyztuze
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Urceni sklonu nité v elementu pfimo z naméfenych soufadnic stfednice nité neni
jednoduché, nebot je nutné derivovat naméfend data. Je proto vhodné naméfend data nejprve
vyhladit bud’ lokalné prolozenim splajnii [30,33], nebo globalné [26] pomoci Fourierovy

fady.

Poznamenejme, Ze prifezy niti nejsou symetrické, jak je ziejmé z Obr.4 a stfednice
niti jsou tedy plochy, které maji kfivost ve sméru x i y. Predpokladejme v3ak, Ze jednotliva
vldkna nité jsou soub&ézna a Ze prifez nit¢ je v kazdém bodé kolmy k priniku roviny
rovnobézné srovinou (x,z) popf. (y,z) splochou jeji stfednice. Pak lze vypolitat z-ové
soufadnice stfedni plochy niti ve sméru osnovy ¢i atku ve svislych roviniach prochézejicich
stfedy elementl jako primér soufadnic horni a dolni hraniéni plochy pfisluiné nité v téchto
rovinich. Takto vypoctenymi body stfednic byly prolozeny kubické splajny a z nich pak
nasledné vypoéteny soufadnice stfedni plochy v desetkrat hust3im déleni. Pro jednotlivé
elementy pak byla numericky nalezena nejkrat3i spojnice jejich stfedu s body stfednice
prislusné nité. Pfedpokladame, Ze jeji Ghel & je totozny s nhlem sklonu prifezu nité ve stiedu

daného elementu viz Obr.5. a tedy i se sklonem vyztuZe ve stfedu elementu.

5.3.3 Tenzory tuhosti materiilu jednotlivyeh slozek kompozitu

Piedpokladame, 7e material matrice je homogenni a izotropni a material vlaken vyztuze je

homogenni a priéné izotropni. Matice poddajnosti materilu matrice:

[aliizs = =fiss c=omits 0 0 0
v/ En 1/ En —tmlEm O 0 0
g _|~vnlEn —vm/En 1/ Enm 0 0 0
b 0 0 0 1/ Gaue() 0
0 0 0 0 1/Gn O

== 0 0 0 0 1/Gn]

—™___ jsou pruznostni konstanty materialu

Kde E_ =30 GPa , =019a G,=——
e K =30GPa, v, a "= +v.)

matrice.

Matice poddajnosti priéné izotropniho materialu vyztuZe , kde jeho prvni dvé osy definuji

rovinu izotropie (rovina priifezu nité) a tfeti osa je orientovana ve sméru vlaken vyztuze:
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1E v iE. v lE, 8 0
—VplBy = AEy =y E, 0 0
g | V!B —valE, VE, 0. & B
0 0 0 /G, 0 0
0 0 0 0 UG, ©

5 0 0 0 0 1/G,|

s hodnotami E, =210 GPa, E, =72 GPa, G, =86 GPa, v, =0.27, v, =0.3 a modul
pruznosti ve smyku v roviné prifezu je dan vztahem G, = —i_
2(1+ vyp)

Slozky tenzort tuhostiC,, a C, obou materialt ziskame invertovinim matic S_ a S .

5.3.4 Urceni tenzori tuhosti jednotlivych elementia RVE — cihlovy model

Siroce pouzivany model kompozitniho materidlu zaloZeny na zprimérovani tuhosti
jednotlivych slozek vychazi z Voigtova modelu polykrystalického agregatu. Tento model
predpoklada, ze ve viceslozkové soustavé je pfi zatizeni pfetvoreni kazdé ze sloZek stejné, ale
napéti nikoliv. Predpoklad stejného pfetvoreni (iso-strain) vede k nasledujicimu vztahu pro

tenzor tuhosti C, soustavy s n slozkami:
C= ) ko (5.1
=l
kde C, je tenzor tuhosti i-té sloZky a k; je objemovy podil této slozky.

Obdobnym zpiisobem bychom mohli zpriimérovat tenzory poddajnosti S; jednotlivych

komponent v elementu:
S =YES . (5.2)

V mechanice kompozitnich materiali se tento model rovnéZ ¢asto pouziva - vychazi z

Reussova modelu, ktery predpoklada, Ze pfi zatizeni je ve viceslozkové soustave nap&ti kazdé
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ze slozek stejné, ale pretvoreni nikoliv (iso-stress model). Z experimentii vyplyva, ze modely
iso-strain a iso-stress pfedstavuji horni a dolIni ohranigeni elastickych vlastnosti kompoziti.

V mechanice jednosmérnych kompozitia kombinuje oba tyto modely tzy. smésovy model.

V naSem pfipadé jsou v jednotlivych elementech pfitomny jedna, dvé nebo i tii slozky
(matrice a vyztuz osnovy €i titku, nebo matrice a vyztuz osnovy i utku zaroven). V kazdém
elementu je thel sklonu vyztuze rozdilny a je tedy nutné tenzor tuhosti materidlu vyztuze
predem transformovat do zikladniho soufadného systému. Nejprve orientujeme tenzor
tuhosti tak, aby rovina izotropie materialu vyztuZe byla totoZna s rovinou priifezu nité ve
stfedu pfislu§ného elementu, potom nasleduje transformace slozek tenzoru do zakladniho
soufadného systému x,y,z tj. rotace kolem pfisluné osy o uihel sklonu nit¢.9, ve stfedu
daného elementu. Po vynasobeni tenzori matrice a vyztuZe pfislusnymi objemovymi podily

a po seéteni dostdvame vyslednou tuhost jednotlivych elementi podle vztahu (5.1).

Vysledny material elementii uvnitf niti, ve kterych jsou pfitomny pouze dvé slozky
kompozitu (matrice a nit pouze v jednom sméru - osnovy nebo ttku) je monoklinicky.
Elementy na spole¢nych hranicich mezi nitémi, které obsahuji viechny tfi slozky kompozitu
jsou anizotropni a elementy, ve kterych je pfitomna pouze matrice jsou izotropni. Ve viech
elementech RVE jsou sloZky C, Ca6, Ci6 a Cys rovny nule, Cp4 a Czs jsou zanedbatelné a

nejvétsi hodnoty C,s a Caq jsou o Fad niz8i nez slozka Ci;.

Alternativou k vypoétu tuhosti v elementech uvnitf niti podle "iso-strain" modelu je
pouziti nékterého z modeld uréenych pro jednosmérné kompozity, ktery predpoklada pfiéné

izotropni material vlaken jako je model Hilliv, nebo Hashiniv [20].

Zprimérovanim elastickych vlastnosti v elementech na hraniénich plochich mezi
matrici a vyztuzi a mezi jednotlivymi nitémi jsme vytvofili plynulejsi pfechod mezi

vlastnostmi elementi na obou strandch hraniéni plochy.

Rozlozeni hodnot slozky C;; tenzoru tuhosti v RVE v rovinich symetrickych ke stfed-
ni roving (x,y) je patrné z Obr.6-8. V levé &asti obrazkii je rozlozeni této slozky v fezech po-
stupujicich od horniho povrchu, v pravé ¢asti je rozloZeni v fezech postupujicich od dolniho

povrchu RVE smérem k jeho stiedni roving. Hodnoty C'; jsou v GPa. Rozlozeni tuhosti, kte-
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ré vzdalené pfipomind lesni mytinu, vérne odpovida geometrii vyztuze. Vyssi patezy odpovi-

daji nitim ve sméru osy x a ty niz3i nitim ve sméru oSy y.

Na konci diskretizacniho procesu je RVE reprezentovan souborem 3-D elementii
s rozdilnymi elastickymi vlastnostmi. Material v ramei Jednotlivych elementii povazujeme za
homogenni a anizotropni. Narozdil od mozaikového modelu [11] skladajiciho se z deskovych

2-D elementi Ize tento 3-D model RVE nazvat cihlovym modelem [20 ].

5.3.5 Spojity model kompozitniho materialu

Za prechod mezi ciblovym modelem a plné homogenizovanym efektivnim materidlem
lze povazovat model se spojité rozloZenymi pruznostnimi charakteristikami. Takovy model
lze sestrojit proloZzenim diskretnich hodnot tuhosti cihlového modelu spojitymi funkcemi tff

proménnych. Ziskame tak anizotropni nehomogenni model materidlu se spojitym

N

prostorovym rozlozenim elastickych vlastnosti. Napjatost v takovém modelu lze stanovit
pomoci variaénich principt, kdy deformace bude aproximovéna spojitymi polynomidlnimi

funkcemi a energie napjatosti vypoctena ze vztahu:

.
kde tenzor tuhosti C,, (x,y,z) je spojitou funkei viech tfi soufadnic.

Jednotlivé slozky tenzoru tuhosti byly proloZeny metodou nejmensich étverci
spojitymi funkcemi ve tvaru goniometrického polynomu tfi proménnych (6.1) pitého stupng,
ktery ma 231 &lenii. Soufadnice x,, Y, a z stiedi jednotlivych elementi jsou ekvidistantni a

jejich potet je sudy. Polozme-li

xp=2;zp/2s, p=1/2,0en 25 =1(2,
yq=2m;/2£, =10 = 20142,
z =2mf2u, =12, ,2u-1/2,



pak goniometrické funkce prave tak, jake splituji podminku ortogonality na intervalu (O;Z:r),

spliuji podminku ortogonality na diskrétni mnoziné bodi ‘1): APz } Matice soustavy

normélnich rovnic vyplyvajici z podminek minima kvadrata odchylek je tedy diagonalni a
tato vlastnost zjednodusuje ureni koeficientii polynomu (6.1) a zaroves tim se tim vyhneme i
problému Spatné _po_d_r_r}ipén_ogli_ soustavy normilnich rovnic. Jsou-li .?m, hodnoty

aproximované funkce v bodech ix o Vo2, } a oznatime-li:

ZZZ fmr¢ ( p)‘ﬁ,(}’vk},(z )’

851’;:

kde @x (xp )’ ¢y (yq )s ¢z (Zr ) jsou po fadé viechny kombinace bazovych funkci ve
vztahu (6.1), pak koeficienty aproxima¢niho polynomu lze vyjadfit ve tvaru:

1 pro i,j,k=0,
2 pro i#0,j,k=0vj#0,i,k=0vk=0,ij=0,

=1,0, kde A, =
P = - 4 pro i,j#0,k=0v i,k#0,j=0v j,k#0,i=0,

ik

8 pro i, j.k#0,

Napf. pro prvni dva koeficienty vztahu (6.1) dostavame vyrazy :

r...= ZEZfM,, a,w=:‘;]azp:;$}m,ms(krpl

podobné uréime i ostatni koeficienty aproximaéniho polynomu. Vyhodou aproximace
ortogonalnimi polynomy je rovnéZ nezavislost jejich koeficientti na poctu lent
aproximaé¢niho polynomu, dalsi ¢leny vyssiho stupné jednoduge pridame podle shora
uvedenych vztahi.

Spojité aproximace tuhosti goniometrickymi polynomy tii proménnych v rovinich
rovnobéznych s rovinou (x,y) a diskretni rozlozeni tuhosti je porovnano na Obr.9.
Poviimnéme si, 7e spojité roziozeni slozky C'1; se pfiblizné shoduje s priib&hem nité ve

Sméru osnovy (smér osy x) na Obr.3.
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Aproximace sloZek tenzoru tuhosti kompoziti s tkanou vyztuzi goniometrickymi po-
lynomy se jevi jako velmi slibni vzhledem k periodicité geometrie vyztuze a k pomémé pra-
videlnému zvInéni vliaken. SR ——— ra:

Alternativou k aproximaci polynomy ve tfech proménnych by mohla byt oddélena
aproximace goniometrickymi polynomy pouze dvou proménnych x a y v fadé fezi
rovnobéznych s rovinou (x,y), ktera by pravdépodobné pfesnéji vystihovala priibéh slozek
tuhosti v jednotlivych fezech.

Aproximace jednotlivych slozek tenzoru tuhosti goniometrickymi polynomy tfi
proménnych byla vyzkousena pii vypottu variace energie napjatosti pro uréovani napéti
v zatizeném RVE. Cas potfebny k vypoctu se tim dramaticky snizil. Pro doporuceni daného
postupu je viak nutné podrobné prozkoumani otézky pfesnosti aproximace, se kterym se
v budoucnu pogita.

Vysledky aproximace tuhosti ortogonalnimi  goniometrickymi polynomy rovnéz
nepfimo potvrzuji adekvatnost pouZiti diskretni Fourierovy transformace pfi kvantifikaci

parametril geometrie tkané vyztuze kompoziti [26-30] na KTM FT TU.
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6.Vypoltovy algoritmus

K vypottu napéti v RVE kompozitu bylo pouzito Hu-Washizu variaéniho principu (4.15), ve
kterém jsou podrobeny variacim slozky vektorii o, €, u a p tj. celkem 18 velidin.

Byly zvoleny bizové funkce [40,41] a jednotlivé veliciny byly aproximovany
polynomy sestavenymi jako linedrni kombinace bazovych funkei, Variaci funkcionalu podle
jednotlivych  koeficientd  polynomii byla ziskana matice soustavy linearnich rovnic,
z okrajovych podminek pak vektor pravé strany. Byla vypoctena napéti pro sérii zatiZzeni
posuvy na hranici reprezentativniho elementu a uréeny efektivni moduly pruznosti
zekvivalence energie napjatosti. Pro numericky vypocet byla vytvofena celd fada programii
tzv. script files pro MATLAB, které jsou pfiloZeny na CD mediu. Pro potieby KTM FT TU

bude vytvorena jejich uZivatelska verze,

6.1 Bazové funkce

Slozky vektori o, € u a p byly aproximoviany ortogonalnimi polynomy

goniometrickych funkci ve tfech proménnych:

3 ! . . 1 . ot i .l .
fle,y,2)= Z(aﬂ COSixcos jycoskz + b, cosixcos jysinkz+c,— cosixsin Jycoskz +
ik

IV o - = . Wil 5, . M = .
+d," cosixsin jysinkz +e, sinixcos jycoskz+ f,,” sinixcos jysinkz+  (6.1)

i e el
sinixsin jysinkz ),

PH e e : Vi
+g, sinixsin jycoskz + hy

kdeijk=01,....m.

V naSem pfipadé n, = 5 a kazda z 18 funkci aproximovéana polynomem (6.1), ktery ma 231

¢lent.

6.2 Sestaveni systému linedarnich rovnic

Systém linearnich rovnic pro uréeni koeficientii aproximaci slozek vektorii o, &, u a p

vyplyvé ze stacionarni podminky Hu-Washizuova funkcionalu (4.15):
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+ J‘(”ﬂ”} —5r}9“,dr—[j(w, ~#)5p,dr + [lo,n, - p,5u,dr =o0.
. [

e i
Oznatime-li F, N, M a G matice bazovych funkei a jejich derivaci a e, d, s a r

sloupcové vektory koeficientli jednotlivjch  polynomii, pak miZeme zapsat vektory
jednotlivych velicin jako sou¢iny:

oc=Fs,0=Cs, £=Fe, u=Nd, p=Nr, Vu=Md a divo=Gs. (6.2)

V pripadé, Zze neuvaZujeme hmotové sily, lze systém linedrnich rovnic vyplyvajicich ze

stacionarni podminky Hu-Washizuova funkciondlu (4.15) formalné zapsat ve tvaru [44]:

E S 0 0]fe 0
SHeE0 b s 0
o o' o prllaf | o
0o o P ollr u"

kde
S=-[F'FdQ, D= [F"MdQ,
Q 4]

Jirme IN?'Ndr‘ E- J' F'C FdQ, (6.4)
Q

u’ = IN?'Nder, D= _[NTN pdr.
I U

V téchto vztazich integrujeme pres oblast Q. kterou zaujima RVE — v naem pfipade

je to kvadr jehoz vyska je rovna tloustce laminy a rozmér zbjvajicich dvou stran je roven

délce periody platnové vazby vyztuZe, event. integrujeme pres povrch T, kvadru, na kterém
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jsou ptedepsény posuvy u, a pies povrch’ »» Na kterém je pfedepsan vektor vnéjsich povr-
chovyeh sil p, .

predpokladame, Ze heterogenni material RVE se Fidi zobecnénym Hookeovym zikonem
0, =Cp (x’y’z)":u s (6.5)

kde tuhosti € (x,»,z) jsou funkei vSech ti soufadnic. V cihlovém modelu jsme pfifadili
stiedu kazdého i-tého elementu (x,, y,,z,) prislusné hodnoty slozek tenzoru tuhosti
(_'w[x,, y,,z,), mame tedy diskretni rozloZeni slozek C @ predpokladame, Ze pro kazdy

element plati:

{a¥ }=[c¥]{ ¥ }, (6.6)

kde lC""l je matice slozek tuhosti dan¢ho elementu. Potom integral IA(&:U)JQ ve vztahu
4]

(4.6) miizeme nahradit sumaci a matici E soustavy (6.3) lze zapsat ve tvaru:

E=Y FOcOpiy, 6.7)

"

kde F"je matice hodnot bazovych funkci ve stfedu i-tého elementu, C" je matice tenzoru

tuhosti elementu, AV je objem elementu a # je pocet elementii v RVE, viz nasl. schema:

][ F Jav=

T
e :
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Viastui numericky’ vypotet matice £ pochopitelné probihé podle algoritmu, ktery vyuziva
pouze vektor bazovych funkei cerne Vyznaceny ve schematu matice F (ostatni jeji prvky jsou

nulové) a symetii matic C a E. Matice E je rozdélena na bloky E, velikosti n,x ny, kde ny je

pocet bazovych funkei. Oznatime-li f={g,,g,......... @} vektor bazovych funkci, pak

E, =Y le,) £ 1,

kde ¢, }* je prislusna slozka tenzoru tuhosti k-tého elementu a Ji Je vektor hodnot bazovych
funkei ve stedu  k-t¢ho elementu. Submatice E,, kterych je v nasem pripadé 17, jsou symet-
rické a stali vypoCist pouze jejich horni trojihelnikovou &ist. Presto je tato &dst vypodtu
velmi ndrocna na Cas vzhledem k pottu bazovych funkci a poétu elementii RVE.

V disledku ortogonality bazovych funkei je matice § diagonalni, matice jednotlivé bloky
matice D jsou dvoudiagondlni, coz usnadriuje feSeni soustavy (6.3) — pfipomefime, Ze v nasem

ptipadé je to soustava linedrnich rovnic pro 18 x 231 neznamych koeficient(.

Byl rovnéZ sestaven numericky vypocet, v némz byla matice E vypoétena pomoci spojitého
rozloZeni tuhosti C,, (x,y,z), aproximovaného ortogonalnimi polynomy. Tento vypodet je
nepomérné rychlejsi, nez pro diskretni rozloZeni, aviak vliv této aproximace na konecné

feSeni bude teprve vyhodnocovin.

6.3 Okrajové podminky

Vektor zatizeni posuvy u byl pfedepsan pro cely povrch RVE, tedy plati
[,=T,T, =0 aziroven vektor pﬂ na pravé strané soustavy (6.3) je nulovy. V tom pfipadé lze
zpodminek spojitosti posuvil v télese a na jeho okraji v poslednim fadku soustavy (6.3)
stanovit pfimo vektor d koeficienti polynomi aproximujicich slozky posuvu u' v télese. Tyto
podminky identicky spliuji samotné bazové funkce a proto byly slozky vektoru zalizini_. u,
zvoleny ve tvaru bazovych funkei tj. jednotlivych ¢leni polynomu (6.1 )‘_ Tyto funkce spliuji
?‘é.rov.eﬁ polimi;ic;i%ompétibi]ity. |

Zpisob zatéZovani se miiZe na prvni pohled zdat odtrzeny od r
satizeni modelu by bylo jen linearni kombinaci bézovych

eality, uvédomme si

viak, ze kazdé jiné - realistictéjsi -

funkei,

Zatizeni byla kombinovana zpiisobem, ktery simuloval materidlové testy pro uréeni

: i V: jori nic nevi |. nezname
Mechanickych vlastnosti anizotropniho materialu, 0 némz a priori nic nevime 1). 1
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orientaci jeho moZnych rovin elastické symetrie ¢ izotropie. Byla to jednoosa zatiZeni ve
viech trech smérech, smykové zatizeni v navzajem kolmych rovinich a biaxidlni testy. De-
formace RVE Udpowdajlu nékterym zatizenim jsou ziejmé z Obr. 10, 14, 18 a 20. V horni
¢asti obrazki je 3-D graf deformace v rovinach rovnobéznych s rovinou (x,y), v dolni &asti je
pribéh jejich izolinii.

6.4 Vypocet napéti

Po dosazeni koeficientti d sloZek vektoru & posuvii do druhého tadku soustavy (6.3)
miZeme vypocCitat vektor e koeficientii slozek vektoru deformace & a zprvniho fadku
koeficienty s slozek vektoru napéti o, vypocet je snadny, nebot’ matice & je diagondlni. Po
dosazeni do tfetiho fadku (6.3) bychom mohli vypocitat staticky neurcité reakce ve vazbdch.
Napéti byla vypociena pro celou sérii zatizeni.

RozloZeni napéti v rovindch rovnob&Znych s rovinou (x,y) pro néktera zatizeni jsou na
Obr. 10-21. Opét jsou zde v horni ¢asti obrazku napéti v jednotlivych rovinach zobrazena
v3-D grafech, kde smér osy x je doprava a vdolni ¢asti obrazku jsou jejich izolinie,
v grafech izolinii je osa x svisla.

Na Obr. 10-13 je pribéh jednotlivych napéti pro deformaci &, =sin(x). Velikost
napéti o, se postupné zvySuje od horniho okraje RVE smérem k jeho stfedni rovine a
ziroveni se méni jeho rozloZeni v zavislosti na tom, kde dand rovina protind nité vyztuZe ve
sméru osnovy a utku, v mistech, kde protini matrici je vzdy vyrazny pokles hodnoty napéti,
které si viak viude podrzi zikladni sinusovy priibéh — uprostied je RVE témef bez napéti.
Podobny priibéh jevi i napéti o, a o, , kterd vznikaji v disledku zabranéni pfiéné deformaci.

Tato napéti jsou o fad niZsi, neZ napéti o, . Jako odezva na toto zatizeni se objevuje 1 napéti

T, viz. Obr. 13,
jeho velikost je viak o dva fady mensi, nez velikost normalného napéti o, .

Pritbéh normalnych napéti pfi sinusovém priibéhu deformace je prisné symetricky, za-
timeo v pritbéhu smykovych napéti je symetrie mirné porusend. Jak uvidime na dal3ich obraz-
cich, je tomu u kosinového pribéhu deformace pravé naopak. Je otazkou, zda tento jev neni

viastni pouzitému sinusovému modelu zikladni buriky.
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objevuji velmi mala smykové napéti v rovinach (x,z) a (»,z) jako odezva na normalnou i smy-
kovou deformaci v roving (x,y). Tato napéti vznikaji v dusledku toho, Zze material elementii
uvnité niti je monoklinicky, i kdyz slozky Cy4 a Ca5 jejich tenzoru tuhosti jsou zanedbatelné a
nejvétsi hodnoty Cis a Cyq jsou zpravidla o fad niZsi nez nejmensi hodnota slozky Cis.

O vypottenych napétich Ize konstatovat, Ze se shoduji s o¢ekavanymi pritbéhy a ze

odezva modelu na dana zatizeni je adekvatni.

6.5 Vypocet efektivnich moduli
Pro jednotliva zatizeni byla vypoé&tena energie napjatosti v RVE a dosazena na pra-
vou stranu vztahu pro ekvivalenci energie napjatosti

)

Kiis 1
( = {Coe,mydV ) = — fo,e,av )=, (6.8)
¥ ¥V

kde na levé strané je energie napjatosti ve stejném elementu efektivniho materialu shodné
zatizeném jako RVE.

Vzhledem k charakteru zatizeni posuvy ve tvaru ortogonalnich bazovych funkei (6.1),
je nutné zatizeni vhodné kombinovat tak, aby objemovy integral ze sou¢inu pfislusnych de-

formaci na levé strané vztahu (6.8) byl riizny od nuly.

Pro ziskéni rovnic (6.8), ve kterych jsou nenulové koeficienty pouze u slozek C; matice tu-
hosti byla pouzZita nasledujici zatizeni:
C: i, =i, =0,1, =coslke)v i, =sin(kx), k=1,....5;

Cyp: u,=u,=0,u, cos(ky)v u, =sin () E=L.5;

1
1

Cys: i, =i, =0,u, =sin(kz), k=1....5;

z

- u,=u,=0,u,= cos(ky)v i, =sin (ky},_
2 G o0, —enll) k=10
- u,=u,=0, u,= cos(kx)v i, = sin (k) :
u i, =i, = 0,1, =sin(kz). k=15



f:}). = HI: =0, ﬁl = COS(](J,’)V a‘ = sin{kyk

Cos : U, =, =0, = cos(kx)v u, =sin(kc)k=1,....5.

Pro ziskani sloZek, které véZou normélna napéti a normlné deformace v rozdilnych rovindch

jsou nutné nésledujici kombinace zatizeni:

o u,=0,u = cos(jx)sin(bl)f\ U, =sin (jx)cos(ky), lk=1l.5
=0 = cos(;x)cos(ky)/\ i, =sin(jx)sin(ky), j.k=1...5"
e i, = 0,1, =sin(jx)cos(kz) A&, =cos(jx)sin(kz), j.k=1.....5
fas i
, =04, =cos(jx)cos(kz) iz, =sin(jx)sin(kz), j.k =1....5°
253 u,=0,u,=sin (,-‘y)cos(kz)x\ i, = cos(jy)sin(kz), j.k=1....5
i u, =0,u, = cos(jy)cos(kz) ati, =sin(jy)sin(kz), j,k=1,.....5°

Pocet kombinaci zatizeni se rovn_al_}_Z_OA Pro kazdé zatizeni byly uréeny pribéhy jednotlivych

sloZek napéti a pro né vypoctena energie napjatosti a dosazena do vektoru pravé strany sou-
stavy linedrnich rovnic(6.8) pro urceni efektivnich tuhosti. Vysledkem byla soustava 720 li-
nearnich rovnic pro 21 neznamych slozek tenzoru tuhosti. Hodnost matice soustavy je 9, coz
implikuje devét nezavislych slozek tenzoru tuhosti a ortotropni efektivni materidl. Po vylou-
deni linearné zavislych sloupcti pomoci Gauss-Jordanovy eliminace s pivotingem, byla tato
soustava feSena Q-R rozkladem [39].

Totozného vysledku bylo dosaZeno i feSenim pomoci nejmensich ctverct
s podminkou, Ze vektor vysledného feSeni bude mit pouze kladné slozky. Lze pouZit i zobec-

néné inverse matice soustavy — tzv. pseudoinverse a dalSich nastroji, kterych dnes nabizi

kazdy toolbox numerické linearni algebry celou fadu.




6.6 Vysledky

Tenzor tuhosti efektivniho materialu vypocteny uvedenym zpiisobem:

(802 22.6: 173 0 O
2268991 173 " g G0
& PE3 173 539 -9 0 0
- 0 (i S0 T80 2 03000
0 R Qs 8.5k
| 0 0, 40 0 0  40.8]

ainzenyrské konstanty efektivniho materialu: E; = E, =70 GPa, E.=48 GPa,
Gy:=G=23.4 GPa, G,,=40.8 GPa, v, =v,,=0.23, v.,=v,.=0.17.

Vyjdeme-li z pruznostnich konstant materialu matrice a vyztuze a z objemovych podi-
1o matice V1=0.6 a vyztuze V,=V,=0.2 a vypoéteme-li primérny tenzor tuhosti naSeho kom-
pozitniho materialu pomoci “iso-strain’ neboli *stiffness averaging” metody podle vztahu

(6.8) bez ohledu na zvInéni niti, dostaneme odhad slozek tuhosti:

[81.6 166 161 0 0 o}
166 BL6- 161 o0 0 0
16:1 161 3300~ 0 0
3 U e TR el et
0 0l By A 3G
R | [ G | TR R D

Z udivujici shody v nékterych polozkéch Ize soudit, ze model vypoétu efektivnich vlastnosti
textilntho kompozitu navrZeny v této praci postihuje skute¢nost a Ze jeho pomérné kompli-

kovani numericka realizace je spravna.



7. Vlastni frekvence desky z ortotropniho materilu

Vzhledem k tomu, Ze v soucasnosti jsou provadéna méfeni vlastnich frekvenci desek
2 C-C kompozitil vyztuzenych tkaninou plitnové vazby, uved'me zde vypocet ohybovych
vlastnich frekvenci ortotropni desky z efektivniho materialu, které by v budoucnu bylo mozné

porovnat s vysledky téchto méfeni.

Mgjme obdélnikovou desku 0 < x <a, 0< y < b konstantni tloustky / . Zahrneme-li
vliv pfiéného zkosu, pak podle TimoSenkovy-Mindlinovy teorie desek miizeme vyjadfit sloz-

ky posuvii pomoci funkei (x, y,t) a y, (x,y,f) jako

u: :zv/x’ vy =zWy’ w;, :»{x‘)yst) 1
pro slozky deformace dostdvime vztahy

E.=ZVW, ., E,=2ZV,,» £,=0,

J",_‘. = z('ly_p,x & 'l"/x,y)" Ko w.x Al J/_‘, = W\), + W." i

Kinetické energie desky bude

T fj [Pl + v, )+ i ez
00 _h=
2
Polozime-li
122 127 _12z,,
2 h\ x? ¥ _h—lMJ"’ = h‘ 2



£ , M M) 3
—-pw—— < _.2;;“' “ b4 TUEES e L el 2‘_ _.,QL =
W\ E 4 B, &6, ] Sh{(}x +Gﬁ ey

(IF

. _"(ﬂ?,y'ﬂx 1§ ﬁr)-va 2 f’:w)ds = ﬂP‘ ('ﬁ’x —i;;,,)*' P_..(!,(/}. = ﬁ‘.)-k R(w— 1717)] ds,
G,

kde p(x,y) je pricné zatizeni desky ve sméru osy z na jednotku stfedni plochy, ostatni velidi-

ny oznacené vinovkou jsou pfedepsand zatiZeni a deformace na boénim okraji desky:

kde F., ﬁy ,F. jsou slozky pfedepsanych vnéjsich sil na jednotku plochy na boéni &sti povr-
chu I, , kiivky G, a C, jsou &asti obrysu desky, na kterych jsou pfedepsiny vnéjsi sily nebo
deformace. Lagrangeovy multiplikatory P, P, a R maji vyznam staticky neurCitych reakci

v predepsanych vazbéch.

Po dosazeni do funkciondlu (4.18) a po variacich podle M, .M, M, .0, .0, v, .v,,

w, P, PyaR dostavame pro pl(x, y) =0 ze staciondarni podminky (4.19) po integraci per par-

tes okrajové podminky, po¢ateéni podminky a nasledujici diferencialni rovnice (lohy:

o _E,}l] x E‘h' y
12v.;
M, Lol gy

3 :
oy Eh 3

EW_‘ _E_M st ')‘M =0

12v
Lol S B,
x  Gh

ow 6

of 0 gp
el o

BY O T
5 G,
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S oznatenim I, = p h*/12, ifi = ph.
V naSem pfipadé je E, =E ,v, =v, G, =G, . Vyloutime-li téchto rovnic momenty a

pficné sily, dostaneme tfi rovnice pro neznimé posuvy w,y, a y,:

ow 2 2 a° 2
D,(WJ--—]-[DOBWWD %)— |W’( D &b, 2, =1

ox ax’ Y & ) axdy or’
ow oy, oy, dy GRS
Dy, +—|(-|D,—52+D 2 -—"2v D, +1 2 =
(W} By] [ » Y| ooy o, 0, )1, e )

o 2 2 2
D, 6% W,,+(3 L a'w ma——=0,
ax ay axl ayZ aIE

K, n (,- W

e D, =iy, D, a D, =%(_fx:h‘

Pro desku prosté podepienou na celém okraji budou okrajové podminky ve tvaru:

w=0,M, =0,y =0 pro x=0,x=a;
w=0,M, =0,y =0 pro y=0,p=b;

Reseni soustavy (7.1) miizeme predpokladat ve tvaru:

LM L nny
w = w, sin——Ssin——co5@,,f,
a
mm . n
W, = acos—-sm—@icosmmf, (7.2)
a

. mm  nmy
w, = fisin——Ccos——Ccos@,,[.
£ a b
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Dosazeni do soustavy (7.1) vede na problém vlastnich hodnot:

w,D,A+alD, + D4 + DB T, )+ p 48{v, D, + D, )=0,

w,D,B+a AB(v,D, + D, )+ B(D, + DB + D_4* - fo. a0 (7.3)

—~ -
m
wa[A2+Bz —-%ﬂ)mﬂpho,

L

kde 4=mn/a a B=nn/b. Determinant soustavy musi byt roven nule a z této podminky
dostavame rovnici Sestého stupné pro thlovou frekvenci @, .

Pro Etvercovou desku tloudtky A, a=b, z uvedeného typu ortotropniho materidlu, po oznade-
ni:

- 3 2
P =- “:; +(’-‘)'; T=d? .
GG e G a

dostavame pro m=n nasledujici vlastni frekvence:

o,,=[r*(6P+5)+30+ )6, o, = 10T,
S = [r‘(zs—som 36P" )+ r*(300 + 360P) + 900]'2'

Pro m=1, h/a=1/20, h=5 mm a p=1.81g/cm’ dostavame ti vlastni frekvence, z nichz nejnizsi
odpovida ohybovym kmitim — odpovidajici vlastni kmitoget je fi = 3.05 kHz, dalsi dvé frek-
vence, které jsou mnohem vy$i (kmitocet 366 kfz a 361 kHz ), dostavame v disledku zahr-
nuti priéné smykové deformace a rotacni inercie [35].

Vypocteme-li vlastni frekvence pro izotropni desku £=£,,v=v, .G = E, / 2{1 = V,D,Z),
dostavame kmito&et ohybovych kmitti f;,=3. 53 kfz, tedy pfiblizné o 15% vyssi, neZ pro or-

totropni desku.
Pro srovnani je pfipraven i vypodet vlastnich frekvenci desky metodou MKP na zakladé cih-

lového modelu kompozitniho materialu.
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8. Zavér

Byl navrzen a realizovan 3-D mikromechanicky model pro vypoéet efektivnich elas-
tickych vlastnosti kompozitii vyztuzenych tkaninou platnové vazby. Model vystihuje zikladni
zakonitosti mechaniky daného materidlu. Ziskané vysledky numerické realizace modelu jsou
ve shodé se skutecnosti. Model Ize vyuZit ke studiu vlivu parametrii geometrie vyztuze a me-
chanickych vlastnosti materidlu jednotlivych komponent na vysledné vlastnosti kompozitu.

K posouzeni moznosti kvantitativniho vyhodnoceni materidlovych vlastnosti pomoci

tohoto modelu zatim chybi srovndni s experimentalné stanovenymi hodnotami.

Model je zaloZen na predpokladu linedarné elastického chovéni a perfektni vazby mezi
jednotlivymi slozkami struktury kompozitu. Jak ukazuji vysledky méfeni mikrostruktury na
vzorcich kompozitu, maji dané kompozity celou fadu vnitinich vad provazejicich slozitou
technologii vytvareni matrice. Tyto vady mechanické vlastnosti kompozitu vyrazné ovliviiuji.
Vliv nékterych z nich jako je kupk. pérovitost matrice, nepravidelnosti pribéhu niti vyztuZe a
tvaru jejich priifezu, nerovnomérny obsah matrice v nitich vyztuze ap. Ize do modelu zahr-

nout.

Béhem prace na modelu se objevila celd fada zajimavych dilé¢ich problémi, jejichZ feSeni se

1ze v budoucnu podrobné vénovat:

1) Podrobné prozkoumat moznost pouZiti cihlového modelu spolu s metodou kone¢nych
prvki a to jak k uréeni efektivnich modulii pomoci simulovanych materidlovych testd, tak i
k napétové analyze kompozitnich soucasti. Model MKP mohou tvofit pravideln¢ elementy
typu "brick" s odlisnymi tuhostmi vypoctenymi metodou diskretizace , ktera byla navrZena

a realizovdna v této praci. Data pro takovyto MKP model jsou jiZ pFipravena.

2) Uréit piesnost aproximace 3-D rozloZeni mechanickych vlastnosti spojitymi funkcemi
dvou a tii prostorovych soufadnic, ktera byla popsana v odstavei 5.3.5 a v prvnim pfibliZeni
i realizovana, Zaroven ovéfit jeji pouZiti pfi vypoctu variace energie napjatosti v RVE a

vliv této aproximace na vysledné hodnoty efektivnich tuhosti.

3) PFi vypoétu tuhosti elementii RVE uvnitf niti vyztuze vyuzit i dalsich znamych modell

kompozitni ho materialu pro jednosmérné kompozity a ur€it hranice, ve kterych se mohou
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pohybovat efektivni moduly.

4) Realizovat vstup dalSich geometrickych dat z méfeni mikrostruktury do vypo&tového
modelu.

5) V dal3i etapé lze model snadno prizpiisobit pro vypocet efektivnich moduli kompozith
s jinymi typy textilnich vyztuzi, u kterych je pripustny predpoklad existence RVE. Jsou to
rizné typy 2-D a 3-D tkanin a pletenin, pro které lze bud’ sestrojit matematicky model
geometrie jejich periodicky se opakujici zakladni buiiky, nebo jeji parametry pfimo odméFit

s dostate¢nou podrobnosti na skute&nych vzorcich kompozitu.

6) Prozkoumat vliv po¢tu elementi, na které je rozdélen RVE, na vysledné efektivni moduly

a stanovit jejich minimalni poéet v zavislosti na typu tkaniny vyztuze .

7) Jako alternativu k dosud pouzivanému zatiZeni pouzZit i smiSené okrajové podminky —
zejména uvolnit vazby ve sméru kolmém na rovinu (x,p) tj. urc¢it mechanické vlastnosti

tenké laminy v této rovingé.

8) Podrobnéjsiho prozkoumani by rovnéz zasluhovala numericka stranka modelu — stupné
volnosti feSeni zivére¢né preurtené soustavy linearnich rovnic s niz$i hodnosti matice

soustavy, neZ je pocet neznamych.

9) Systematicky provadét parametrické vypocty tak, aby bylo mozné stanovit zikladni
zavislosti mezi charakteristickymi parametry vyztuze (distibuce hlu sklonu, koeficient
provizani, koeficient zvinéni, objemové podily, mechanické vlastnost slozek)

a efektivnimi mechanickymi vlastnostmi a navrhnout jednoduchy zpusob jejich vypoctu.
Reseni daného problému poskytlo autorce této prace nejen vysledky pouzitelné

v praxi, ale i radost z hledani a uspokojeni z pfekonavani tézkosti, se kterymi se na své cesté

za poznanim setkavala.
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