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1. Uvod

S aplikacemi teorie spolehlivosti se 1ze dnes setkat téméf ve vSech oblastech lidské
¢innosti a z tohoto pohledu ma interdisciplinarni charakter. Kromé technickych disciplin,
kde se problematika spolehlivosti studovala jako prvni a odkud pfichazely a dosud
prichdzeji nejvyznamnéjsi podnéty pro jeji rozvoj, se pojem spolehlivost vyskytuje v rizné
formé a mife i vdiive neobvyklych oborech — ekonomii, sociologii, psychologii,
vzdélavani apod.

Hlavni okruhy otézek spojené s aplikacemi teorie spolehlivosti v technické praxi
jsou nejen problematika kvantifikace spolehlivosti (pomoci tzv. ukazateld, napf.
pravdépodobnosti bezporuchového provozu apod.), ale i tzv. fizeni spolehlivosti, které lze
chapat jako obecné postupy vedouci k dosazeni, resp. zajisténi poZadované urovné
spolehlivosti. Existuje celd fada metod a postupti vhodnych pro rtizné aplikacni oblasti.
Napiiklad zavedeni rezimu preventivni udrzby, ktery spociva v organizované a pravidelné
provadéné kontrole a vyméné komponent systému, umoziiuje predejit vzniku poruch, resp.
dostatecné vcas je odhalit, a ve svém dusledku vede ke zvyseni spolehlivosti systému 1 pfi
stavaji drovni spolehlivosti jeho prvki. Tento postup nachazi uplatnéni predevsSim u jiz
provozovanych systému a jeho hlavni pfednosti je skuteCnost, Ze neni tfeba do systému
konstrukéné zasahovat. Nevyhodou, zvlast€ u slozitych systémui, je jeji organizacni a
technicko-ekonomické zabezpeceni, zejména pii pozadavku na optimalizaci ndkladi. Jinou
metodou je postup, kdy se komponenty systému nahrazuji tak spolehlivymi, aby bylo
dosazeno pozadované urovné€ systémové spolehlivosti. Zna¢nou nevyhodou tohoto
pfistupu je skute¢nost, Ze naklady na zvySovéni spolehlivosti nerostou linearné a tudiz od
jisté urovné je tento postup prakticky nerealizovatelny.

Praxe, ale i teorie ukazuji, ze jednim z nejefektivnéjSich a nejuniverzalng;sich
zpusobii, kterym lze pozadovanou uroven spolehlivosti dosdhnout, je aplikace systému
majoritniho zalohovani. Jde o metodu, kdy spolehlivostné kritické funkce, resp.
komponenty, subsystémy jsou vhodnym zpusobem zalohovany. Uvedeny postup je typicky
pravé pro oblast automatického fizeni. Tuto skute¢nost 1ze dolozit celou fadou prikladu
nejenom z odborné literatury (systémy automatického fizeni v letectvi, kosmonautice,
telekomunikacich a vojenstvi), ale i z oblasti zajmu autora — jaderné energetiky, kde
naprostd veétSina fidicich (samoziejmé 1 technologickych) systémi je zaloZena na
systémech majoritniho zdlohovani. Jejich rozhodujicimi pfednostmi jsou vysoka

spolehlivost, strukturdlni jednoduchost a obecné nizké naklady.



Cile habilita¢ni prace

Lze konstatovat, ze pies zcela zasadni vyznam systéma majoritniho zélohovani,
vyplyvajici pfedevsim z poétu jejich aplikaci, neni dle ndzoru autora tato problematika
vbézné dostupné literatufe komplexné zpracovand. V zahranicéni literatufe, prevazné
technického zaméfeni, se objevuji ¢lanky, které se zabyvaji ruznymi aspekty vypocCtu
ukazatelii spolehlivosti jednotlivych typli systému majoritniho zdlohovéni. V Ceské
literatufe nejsou autorovi zndmy, kromé [HR, Kol, Ko2, Stl, St2]', zidné dal3i publikace
zabyvajici se touto problematikou.

Cilem habilita¢ni prace je systematicky zpracovat problematiku vypoctu zdkladnich
ukazateli spolehlivosti systémi majoritniho zdlohovani, pfedevsim s dirazem na jeji
praktické vyuziti v oblasti modernich vysoce spolehlivych systémt automatického fizeni.
S ohledem na tento cil byl také zvolen zplisob zpracovani uvedeného tématu. Snahou bylo
dosdhnout dostatecné presny a srozumitelny vyklad, bez prilisnych ,.teoretickych formalit®.
Ziskan¢ vysledky jsou v pfevazné vétSiné plvodni, pouze v omezené mife prevzate
z uvadénych zahrani¢nich zdroji a jsou ve tvaru, ktery umoziuje jejich bezprostiedni

pouZiti, resp. jejich pocitatovou implementaci.

" Dalgim netiplnym zdrojem informaci o téchto systémech je i informativni piiloha B normy CSN IEC 1165.



1.1 Klasifikace systémii majoritniho zalohovani

Systémy majoritniho zdlohovéni (také oznacované jako vybérové systémy) tvofi
velmi obecnou a Sirokou tiidu koherentnich systémii. Podle jejich charakteristickych rysu
je 1ze rozdélit na rizné typy. Je-li naptiklad rozhodujici vlastnosti moznost obnovy, jde o
tzv. obnovované, resp. neobnovované systémy majoritniho zdlohovani. V ramci
obnovovanych systémii lze zvolit jako dal3i kritérium pro klasifikaci napiiklad strategii
obnovy. V tomto pripadé pak miiZe jit o systémy s omezenou, resp. neomezenou obnovou.

Z hlediska funkce vybérovych systémi je vSak rozumné zvolit jako hlavni kritérium
pro jejich klasifikaci definici poruchového, popf. provozuschopného stavu. Timto
zpusobem lze dostat dva zakladni kvalitativné odlisné typy systému:

+ Systémy majoritniho zélohovani & libovolnych prvku z n (systém vybéru k libovolnych
prvki zn), jejichz provozuschopnost je zajiSténa provozuschopnosti alespon
k (libovolnych) prvki z celkového poctu n.

« Systémy majoritniho zalohovani & po sobé jdoucich prvki zn (systém vybéru k po
sobé jdoucich prvki z n), jejichz poruchovy stav je definovan poruchovym stavem

alespon k bezprostredné po sobé jdoucich prvki z celkového poctu n.

Hlavni rozdil mezi obéma zdkladnimi typy systému spoCiva ve vyznamu poradi
porouchanych (provozuschopnych) prvki na stav systému. Je ziejmé, Zze u vybérovych
systémi 4 libovolnych prvki z n nehraje porfadi zZddnou roli. O stavu systému rozhoduje
pouze celkovy pocet provozuschopnych, resp. porouchanych prvki, bez ohledu na to, o
které prvky fyzicky jde. Typickou oblasti, kde tyto systémy nachdzeji Sirokd uplatnéni,
jsou vysoce spolehlivé ochrann€é a fidici systémy (napfiklad systém vnitroreaktorové
kontroly na Elektrarné Dukovany (EDU) vyuzivd pfi vyhodnocovani potieby zasahu
systémy majoritniho zalohovani k libovolnych prvkli z ), ale i technologické systémy
(naptiklad systém napdjeni parogeneratori v EDU tvofi vybérovy systém dva ze tfi, resp.
dva z péti; kompresorové stanice na tranzitnim plynovodu tvofi vybérové systémy tfi
z péti, resp. pét z deviti).

Naopak, v pfipadé systémi vybéru kpo sobé jdoucich prvki zn hraje potadi
provozuschopnych, resp. porouchanych prvki podstatnou roli. Stav systému je totiz urden
poétem bezprostiedné po sobé jdoucich prvku v poruchovém stavu a nikoliv jejich

celkovym poctem, ktery muze byt vyrazné ve€tSi nez k. V zavislosti na topologickém
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uspoiadani prvki 1ze dostat dva typy systémi — systémy s linedrné usporddanymi prvky a
systémy s prvky uspofadanymi do kruznice. Klasickym piikladem vyuZiti linearné
uspofadaného systému majoritniho zalohovani (k po sobé jdoucich prvki z n)' je tlakové
potrubi, na jehoZ trase je n kompresorovych stanic. Jestlize pfi poruse jedné stanice je
predchézejici schopna tento vypadek nahradit a porucha systému nastava az v pripadé, kdy
dvé bezprostiedné po sobé jdouci stanice jsou v poruchovém stavu, 1ze tento systém
povazovat za systém dvou po sobé jdoucich prvki z n, typ porucha. Dalsi oblasti, kde jsou
tyto systémy intenzivné vyuzivany, jsou sofistikované systémy automatického fizeni
v oblasti letectvi, kosmonautiky, telekomunikaci a vojenstvi. Jednoduchou ukéazkou vyuZiti
systému & po sobé jdoucich prvkii z n uspofddaného do kruznice mize byt i ndsledovné
organizovand pocitacova sit’ ,ring“. Je-li napfiklad kazdy z n pocitacii pfimo propojen
se dvéma bezprostfedné nasledujicimi, 1ze tento model sité povazovat za systém dvou po
sobé jdoucich prvki z n, uspofddany do kruznice. Pfehled o hlavnich typech systémi

majoritniho zdlohovani si Ize ucinit ze schématu na obr. 1.

Systémy majoritniho zdlohovani

Systémy vybéru Systémy vybéru
k libovolnych prvki z n k po sobé jdoucich prvki z n
Linedarné usporadané Systémy uspofadané
systémy do kruznice

Obr. 1 —klasifikace systémii majoritniho zdlohovani

Prvni zminky o vyuZiti téchto systémi se objevily vroce 1982 v souvislosti s projektem nového
urychlovace elementdrnich Cistic v Brookhavenu a v souvislosti s problematikou ndavrhu integrovanych

obvodi.



1.2 Prehled spolehlivostnich pojmi a definic

Praxe ukazuje, Ze spolehlivost a pojmy sni souvisejici byvaji velmi Casto chapany
intuitivné. Dusledkem z toho vyplyvajicim jsou mozna nedorozuméni, coz lze povazovat

za dostateCny ditvod pro nasleduji definice (vCetné jejich standardnich interpretaci).

Definice 1.1 — spolehlivostni systém, konfigura¢ni vektor, strukturni funkce

Necht X (¢)=(X,(¢),....X, (1)), je n-rozmémé ndhodné veli¢ina, @(x) booleovskd
funkce, kde x=(x,,...,x,),x,€{0,1} je booleovsky vektor. Potom uspofadanou dvojici
S =(X(t),9(x)) nazveme n prvkovym spolehlivostnim systémem (kratce jen systémem).
Nidhodny vektor X (¢) se nazyvé konfiguraéni vektor' a uréuje stavy viech prvkii systému
(tzv. konfiguraci) v ¢ase . Nahodna veli¢ina X, (¢),i€{l,...,n} definuje stav i-tého prvku,
kde X, (z)= 1, je-li v case t prvek i v provozuschopném stavu,

0, je-li v Case ¢ prvek i v poruchovém stavu.
Booleovskd funkce ¢(x) se nazyva strukturni funkce a definuje stav systému jako funkci

stavt jeho prvki. Plati

¢(x)= 1, je-li v dané konfiguraci x systém v provozuschopném stavu,

0, je-li v dané konfiguraci x systém v poruchovém stavu.

Definice 1.2 — (minimdlni) cesta, (minimalni) fez, irelevantni prvek
Konfigurace x se nazyva cesta, jestlize ¢(x)=1.

Cesta x se nazyva minimalni, jestlize pro libovolnou konfiguraci y plati:
(y<x)->o(y)=0,

A

kde y<x , jestlize (Vie {l,...,n}(y, S)C!.))A(E_UE {L...nkl3 <x_;.)).

' Oznaéeni konfiguraéni vektor se bézné pouzivd i pro booleovsky vektor x = (x,,..., x,). Dale definujeme

délku s(x) konfigurace x jako .s‘(x) =2X .
i=l



Konfigurace x se nazyva se fez, jestlize ¢(x)=0.

Rez x se nazyva minimalni, jestlize pro libovolnou konfiguraci y plati
(y>x)—>0(y)=1.

Prvek 7 se nazyva irelevantni, jestlize pro vsechna (x[ . ) plati
9(x[0,)=o(x1).

kde  (x|o,)= (%000 %, 11 Xp0p0ee00X,) @

(2]0, )= (e 250,308 i b2l )=l o x|

Definice 1.3

Necht' S = (X (t),(p(x)) je spolehlivostni systém. Potom:

. Pravdépodobnost R; () bezporuchového provozu systému S v ¢asovém intervalu (0,!)

je definovéana vztahem

R.(t)= P[ min (X (u))= 1).

ue(0, 1)
. Funkce okamzité pohotovosti 4, (7) systému S je definovana vztahem
A, (1)=P(o(X(1))=1),
a soucinitel asymptotické pohotovosti 4 jako

Ag =1im A4 (1),

f—poa

pokud uvedend limita existuje.

Poznamka 1.1

« Zpredchozich definic je ziejmé, Ze jde o tzv. dvoustavové systémy, kdy systém 1 jeho
prvky se mohou vyskytovat pouze v jednom ze dvou navzajem se vylucujicich stavech,
oznacovanych nejcastéji jako provozuschopny (bezporuchovy), resp. poruchovy

(provozuneschopny).



. Funkce R, (¢) vyjadfuje pravdépodobnost, ze v pribéhu Casového intervalu (0,7)

nedojde k Zzadné poruse systému, tj. systém bude po celou dobu pouze

v provozuschopném stavu. V nékteré literature byva funkce R; () oznacovéna jako
spolehlivostni funkce, resp. funkce bezporuchovosti, funkce preziti doby 7.

+  Pravdépodobnost poruchy systému v ¢asovém intervalu (0,7) budeme znacit R, (2).Je
definovana jako pravdépodobnostni doplnék R,(f),tj. R (¢)=1-Rg(t).

. Hodnota funkce okamzité pohotovosti A () vyjadfuje pravdépodobnost, ze v Case ¢
bude systém v provozuschopném stavu (tedy nikoliv, ze béhem intervalu (0,:) nedojde

k jeho poruse). Mezi obéma veli¢inami zfejmé plati vztah

Ry (1)< 4, (1)

Specidlné v piipadé neobnovovanych systémi dostavame Ry (7)= 4, ().

Definice 1.4 — dudlni systém

Rekneme, ze S” =(X(1),9" (x)) je dudlni systém k S = (X (1),¢(x)). jestlize
9" (x)=1-¢(1-x),

kde 1-x=(1-x,...,1—-x,) je tzv. dudlni konfiguraéni vektor.

o]

Jako primy dusledek této definice dostaivame ndsledujici uzite¢nou charakteristiku

dualniho systému - konfigurace x je (minimalni) {
fez

ta
g } systému S pravé tehdy, jestlize

fez

} duilniho systému S”. Odtud také (5°)” = 5.
cesta

konfigurace 1 — x je (minimalni) {

Vzhledem k tomu, Ze vétSina v praci uvazovanych ukazateli spolehlivosti je

vztahovana k ur¢itému Casovému intervalu (0,1') pevné délky, budeme pro zjednoduseni

zapisu proménnou ¢ zpravidla vynechdvat. Naopak, v nékterych ptipadech budeme pro

zdiraznéni  zavislosti  pravdépodobnosti  bezporuchového provozu systému na
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spolehlivostnich parametrech jeho prvkii pouzivat obsahlejsi zdpis, napf. Ri(p), kde

p=(p,.-..,p,) je vektor pravdépodobnosti bezporuchového provozu prvki systému.

Definice 1.5 — koherentni systém

Systém S = (X, ¢(x)) se nazyva koherentni (monotdnni), jestlize:

Vie{l,...n} (Vxo(x|1,)20(x[0,) A Fcelx|1,)>e(x]0,)).

Poznamka 1.2

Koherentni systémy lze povazovat, z praktického hlediska, za ,,standardné” se chovajici

systémy, nebot’ z vlastnosti uvedené v jejich definici vyplyva:

. Poruchovy stav viech prvkii vede k poruse systému, tj. ¢(0,...,0)=0, a naopak
v piipadé jejich provozuschopnosti je i systém provozuschopny, tj. ¢(1,...,1)=1.

+ Vztah definujici koherentni systém byva oznacovan jako monotonie strukturni funkce a
vyjadruje skutecnost, Zze porucha zddného prvku nemize ,,zlepSit™ funkci systému, tj.
zpusobit pfechod z poruchového do provozuschopného stavu, navic systém ziejmé

neobsahuje irelevantni prvky.

Definice 1.6 — importance prvki systému

Necht' S = (X, ¢(x)) je koherentni systém. Potom:

v T Z!tp(xll,-)—cp(x!&)]

n—1
2" (T%)

se nazyva strukturni importance prvku i, (i=1,...,n),

Rlvi
g Ml 2 e

ap i

se nazyva spolehlivostni importance prvku i, (i=1,...,n).



Poznamka 1.3

*

Strukturni importance prvku uddva pomérnou Cetnost konfiguraci, ve kterych praveé
porucha uvedeného prvku vede ke zméné stavu systému z provozuschopného do
poruchového. Tento typ importance je mirou ,dalezitosti”, kterd zdvisi pouze na
struktufe systému a je invariantni vzhledem k pravdépodobnostem bezporuchového
provozu prvki.

Spolehlivostni importance je komplexnéjsi ukazatel, ktery kromé struktury systému
bere v tvahu také pravdépodobnosti bezporuchového provozu prvki. Interpretovat ji

1ze jako ,,spolehlivostni vdhu* jednotlivych prvki v rdmci systému, nebot’

gh(p.on.) :’Z’BRS (o) | dp,
dt — ap, dt

a tedy

Zménu pravdépodobnosti bezporuchového provozu systému lze tudiz vyjadrit jako
linedrni kombinaci zmén pravdépodobnosti bezporuchového provozu prvka, jejichz

koeficienty jsou pravé spolehlivostni importance.

Tvrzeni 1.1

Necht' S = (X, @(x)) je koherentni systém. Potom plati

-

*

pro soucinitel asymptotické pohotovosti systému:

pro spolehlivostni importanci prvku i:
L()=E[o(X | 1)-¢(x |0)].

kde £ oznacuje stfedni hodnotu, 7 stfedni dobu do poruchy systému a @ stfedni

dobu do obnovy systému.

S lze reprezentovat:



- Sériovym fazenim viech minimalnich fezi, jehoz prvky jsou usporddany paralelné,
tj.

o(x)=[]o. (x).

x,ER
kde R je mnozina vSech minimdlnich fezu,
¢, (x) je strukturni funkce odpovidajici paralelnimu uspofadani prvki
minimalniho fezu x,.

- Paralelnim fazenim vSech minimalnich cest, jejichz prvky jsou usporadany sériove,
t).

o(x)=1-[T(1-9. (%)),

x.eC

kde C je mnozina vSech minimalnich cest,
@, (x) je strukturni funkce odpovidajici sériovému uspofadani prvki

minimalni cesty x..

Relativné casto dochazi k nejednoznacné interpretaci pojmt stfedni doba do poruchy,

sttedni doba do obnovy a stfedni doba mezi poruchami'. Zjednodusené Ize ¢innost systému

chapat jako stridavou realizaci nahodné veli¢iny U vyjadtujici dobu do poruchy a realizaci

nahodné veli€iny V vyjadfujici dobu do obnovy. Z tohoto pohledu je vyznam zminénych

stfednich dob nasledujici:

- Stfedni doba do poruchy (7, oznaCovana také jako MTTF) - stfedni hodnota ndhodné
veliciny U.

- Stfedni doba do obnovy (®, oznaCovana také jako MTTR) - stfedni hodnota nahodné
veliciny V.

- Stfedni doba provozu mezi poruchami (u obnovovanych systémi; 7, oznacovana také
jako MTBF) — stfedni hodnota ndhodné veli¢iny U.

- Stfedni doba mezi poruchami (u obnovovanych systémil) - stfedni hodnota nahodné

veliciny U+ V , t). T+ ®.

'V oblasti terminologie bude prace vychazet z normy CSN IEC 50(191)
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2.  Systémy majoritniho zilohovini & libovelnych prvkii z n

(systémy vybéru k libovolnych prvki z n)

Tato kapitola je vénovina vyhradné prvnimu typu systémi majoritniho zdlohovani, totiz
systémiim majoritniho zalohovani k libovolnych prvki zn. Tyto systémy byvaji také

oznacovany jako systémy vybéru k libovolnych prvki z n, resp. vybérové systémy k z n.

Definice 2.1 — obecné systémy

Necht S = (X ,q)(x)) je systém vyhovujici nasledujicim predpokladim:

+ systém se skladd zn prvkl, které se mohou nachdzet pouze vjednom ze dvou
vzajemné se vylucujicich stavech — provozuschopny stav, nebo poruchovy stav',

« v ase =0 jsou vSechny prvky v provozuschopném stavu,

. systtm je v provozuschopném stavu, jestlize je provozuschopnych alespon
k libovolnych prvki z celkového poétu n (1< k <n).

Potom § nazyvame systémem majoritniho zalohovani k libovolnych prvkla zn, typ G a

znatime GA(k,n), resp.GA(k,n; p), kde p=(p,, ... , p,) je vektor pravdépodobnosti

bezporuchového provozu jednotlivych prvki systému. V pfipadé, kdy vSechny prvky maji

stejnou pravdépodobnost bezporuchového provozu p pouzijeme oznaceni GA(k,n; p). o

Analogicky, ovSem pomoci poruchovych stavii prvki, lze definovat systém
majoritniho zdlohovéni & libovolnych prvki z n, typ F. Tento systém je v poruchovém

stavu, jestlize je v poruchovém stavu alesponi & libovolnych prvku z celkového poétu n.

Tyto systémy budeme znacCit FA(k,n), resp. FA(k,n;p) a FA(k,n;p).

Jiny zpusob definice vyuzivd vlastnosti charakterizujicich mnozinu vSech (minimainich)
cest, resp. fezu. Oba typy systému tak lze definovat jako systémy, které maji vlastnosti
uvedené v nésledujici tabulce. Tyto charakteristiky jsou vhodnym zékladem pro vypocet

hornich a dolnich odhad{ pravdépodobnosti jejich bezporuchového provozu.

" Slova funkéni, bezporuchovy, resp. provozuschopny budou uzivina Jako ekvivalenty pro provozuschopny

stav a neprovozuschopny, resp. provozuneschopny pro poruchovy stav.



GA(k,n) FA(k,n)
MnoZina minimalnich cest {xl S(x)=k} {xl S(x):”_k+1}
Mnozina viech cest {xl s(x)zk} {x| s(x)zn—k+l}
Mnozina minimdlnich fezii {x‘ s(x):k-l} {x' s(x]=n—k}
Mnozina viech fezl {xi s(x)sk—l} {x| s(x)Sn—k}
Strukturni funkce Sl aa =k %) o Lt SRl
0, s(x)<k 0, s(x)<n-k+1

Tab. 1 - vlastnosti charakterizujici systémy GA(k,n) a FA(k,n)

Poznamka 2.1

Pifimo z definice, resp. z vySe uvedenych vlastnosti Ize snadno nahlédnout platnost

nasledujicich tvrzeni:
. Systémy GA(k,n) i FA(k,n) jsou koherentni, navzdjem dudlni (ve smyslu definice
1.4) a tudiz plati vztah

GA(k,n)=FA(n—k+1,n). (2.1)
V nésledujicich tivahach se proto omezime na studium systémi GA(k,n). Z duality je
pak snadné odvodit analogické vztahy platné pro systémy FA(k,n).
. GA(1,n) odpovida paralelnimu fazeni prvki systému (tzv. substituéni zélohovani).
+  GA(n,n) odpovidé sériovému uspofadani prvki systému.

. Pro strukturni funkci systému GA(k,n) plati

QoY= T1 (1-w(=..)), 22)
s{.\',;:—"k—l

Poan (¥)=1= TT (1-w(x.x.)), (2.3)
.'.fxr_i—k



Iy xey

i ‘"(x’y):{o jinde

n-1?

«  Ziejme Z[‘PGA{A—.n)(x'].-)—(PG-A(;.-.,,;(-V]O.)]=CH tedy strukturni importance vsech

x| .i

prvki systému GA(k,n) jsou stejné a plati

I, ()===ti=12,..n.

. Systétmy GA(k,n) tvofi obecn&j§i tifidu neZ sériové-paralelni systémy' a
pravdépodobnost bezporuchového provozu libovolného sériové-paralelniho systému
Ize vyjadfit pomoci pravdépodobnosti bezporuchového provozu systému GA(k,n), pro
vhodné £, n. Napriklad sériové-paralelni systém, jehoz blokové schéma je na obr. 2,

odpovida systému GA (23 2P, Pp ) s kde p, = RGA{I,J;Pl (p2ps)pi)? P8 = Ps-

Y2

Pa

Obr. 2 - priklad sériové-paralelniho systému

" Struktura systémti GA(k, n) je natolik obecnd, Ze pravdépodobnost bezporuchového provozu libovolného n
prvkového koherentniho systému lze vyjadfit jako linearni kombinaci pravdépodobnosti bezporuchového

provozu systémi GA(i, n), i = 1,...,n. [AP]



2.1 Obecné systémy GA(k, n)

Za obecné systémy GA(k,n) jsou povazovany takové systémy, u kterych nejsou ¢inény
zadné dodatecné piedpoklady o nahodnych velic¢inach vyjadfujicich stavy prvki, jako
napiiklad nezavislost, stejné rozdéleni apod.

Véta 2.1 - obecné systémy GA(k,n)

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu libovolného systému GA(k,n) plati

n—k . )
R{}A[k_n] = (_]) *Choii “Biai (2.4a)
i=0
kde §,,= Y P(x,=1..X, =1),i=0,1, .., n—k (souet sc provid
ISji<...<jpiSn
pres vSechny kombinace (k + i)-té tfidy na mnoziné {1, ..., n}),
P(X Tk =xn+.) je sdruzena pravdépodobnostni funkce nahodného

vektoru (le,..., .8

.m,) Tlej s w L Sa

Dukaz:
Z definice provozuschopného stavu systému GA(k,n) ihned dostdvame pro

pravdépodobnost bezporuchového provozu vztah

Riuum = gP(Ar) ) (%)
kde A4 je mnozina vSech konfiguraci délky r, tj. A :{x ] s(x)= r} :
Pro potieby ditkazu oznaéme mnozinu vsech prvkii systému symbolem P, ={l,...,n} a

systém vSech podmnozin mnoZiny P, symbolem B(n). Na B(n) definujme funkci f

nasledovné:

.f(1)=P(1‘[(X, =1)], Ie B(n).

iel

Snadno zjistime, ze f lze vyjadfit ve tvaru

f(n= 3 g(J), ()

kde g je funkce na B(n) definovana vztahem



g(J)zP[H[szl) A T (X,=0)|, Je B(n).

Vzhledem k tomu, 7e (B(n), g) tvoii kone¢ny svaz', lze na (xx) aplikovat Mébiav zékon

inverze Ciselnych funkci'. Dostavame tak

g(I)= 3 f(J)u(1J),

Je B(n)
7 e

kde p(7,J) je Mébiova funkce' svazu (B(n), g). Z izomorfnosti* svazii (B(n), C) a

({0.1}" , <) dostavame pro Mébiovu funkei

w(Z, )=« ()™ ,prorcd (k)
0, jinde.
Odtud zrejmé
=Y e()=3 ¥ fU)u(s
le B(n) leB(n) JeB(n)
= =r ~ IcJ

Zameénou poradi scitani a vyuzitim (#xx) dostdvame

=3 ) YN N (LR,

JeB(n) leB(n) JeB(n)
|J|>"r [fl=r A IcJ |/|=zr

tedy

kde 8= ¥ AL

JeB(n)
|J|=i

Z () tak pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému dostivame

(A‘(k n) Zz r+:' ZSk+f Z Ch, .

r=k i=0 r=0

Snadno lze nahlédnout, ze vnitfni soucet je roven i-tému ¢lenu konvoluce posloupnosti
k+i il . » I i . i s

{C;H.} 2 {(—l)} a je tedy az na Cinitel (—1) roven koeficientu u x' v soudinu
j=0 j=0

vytvorujicich funkci téchto posloupnosti.

" Definice uvedenych pojmi viz [Bi].
" Izomorfismus je ddn pfifazenim charakteristickych vektord prvkiim B(n), t;. h({) = (ul il ) kde

u,=lproiel,u, =0proi¢l.



S ohledem na zfejmou identitu

(1+x)“; -—1—1—-:(1+J|r)k+'._I , x# -1
e

vyplyva z porovnani koeficientii u x' vztah

2= G =1y G
r=0

tedy

n—k

RGA(L"} = Z(‘l)j OB

i=0

Disledek 2.1
« Z véty 2.1 a vztahu (2.1) dostavame pro pravdépodobnost bezporuchového provozu

systému FA(k,n) vztah

s
RFA(LH] = (_l); ‘C:i—.k-ﬂ' -Sn—k+:'+1 3 (25)
i=0
a
Pro dal$i uvahy oznacme
R(0)=S,, (2.6a)
R(m)=R(m-1)+(-1)"-C., ,Si,n »m=1, ..., n—k, (2.7a)
kde ztejmé R, , =R(n—k).

Z Bonferroniho nerovnosti [Fe] navic vyplyva platnost

R(ZYSR . S ROI+) 4 1=001, i, V"‘k%J , Tesp. V”"“'%J,

Vlastni vypocet je proto vhodné provadét postupné dle vztahi (2.6a) a (2.7a). V kazdém

kroku je pak moZné jako odhad pravdépodobnosti R, =~ pouzit



R*(m)=| R(m)+;(m—l) [ N B R Pl (2.8a)
pro jehoz chybu plati
A(m)= R* (m)_RGA(k.n] _%-C::-m—l 'Sk+m' (293)

Zv1ast€ u rozsdhlych systémi lze tento vztah vyuzit k apriornimu stanoveni poctu kroka
(hodnota m) nutnych k dosazeni pozadované presnosti vypoctu pravdépodobnosti

bezporuchového provozu systému GA(k,n).

Poznamka 2.2 — alternativni vztahy
Jako alternativu k (2.4a) — (2.9a) lze pouzit nasledujici vztahy (2.4b) — (2.9b), které

vyjadiuji pravdépodobnost R, ,) pomoci dopliku, tj. R, =1~ 7 A(k.n) - Postupné tak
dostavame:
k— 1
GA{k n) n :cﬂ' n—k+i+l ? (2-4b)

r=D

kde S = Z P(X. — G =0) S F=A=kFL R

i
1<i <...<i, <n

(soucet se provadi pres vSechny kombinace r-té tfidy na mnoziné {1, ..., n}).

Ddle

R(0)=1-Snku, (2.6b)

R(m)=R(m-1)+(-1)"" C~,... - Suctimn , m=1, ... k-1, (2.7b)
kde R(}A[k.n} R R(k_l)

R +R(m-1
R*(m)_l () 2( )| el S (2.8b)
] 3 =
A(m) = ‘ R (m) = Roy | €5+ Corsom * Su-teomsr (2.9b)

" Prom= 0 polozime R"(0) = R(0).



R*(m)

Zasadnim kritériem, které rozhoduje o volbé vypocetnich vztahii, jsou hodnoty
pravdépodobnosti bezporuchového provozu prvkii systému. Z vyrazi (2.Xa), resp. (2.Xb)
je ziejmé, Ze v piipadech kdy zminéné pravdépodobnosti jsou relativné vysoké* je treba
pouzit vztahy (2.Xb). Takto provedend volba vypodetni metody jednak minimalizuje
zaokrouhlovaci chybu, na druhé strané zarucuje pro dané hodnoty pravdépodobnosti velmi
Typicky prubéh konvergence

rychlou konvergenci R"(m) ke skute¢né hodnoté R G

prvnich Etyf iteraci R'(m) v zdvislosti na hodnoté pravdépodobnosti bezporuchového

provozu prvku p ukazuji ndsledujici grafy.

0.5 | 4]
| } // .; 0.9 | ;
0.4 | i ! z
4 o i o -
0.3 . ,.'.: | g 1 r/
/ ' A /
i ot ”
I // | '
0.2 Ve | 0.6 | 7
v | T
0.1 0.5 | /
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p P
Graf 1 - pribéhy (2.7a) v doporuceném rozsahu Graf 2 - priibéhy (2.7b) v doporuéeném rozsahu
(0<p<05:k=6n=11) (05<p<l;k=6n=11)
— B prubéh exaktni hodnoty pravdépodobnosti bezporuchového provozu
Sk (1) R'(2) - —R(3) 7 R(4) .. pnibéhyocdhadi

pravdépodobnosti R,

Jako doplikové hledisko 1ze pfi volbé vypocetnich vztahi vzit v ivahu hodnoty k a

n. Je ztejmé, Ze v piipadé kdy k& SL%J vyzaduje vypocet R, . provadény dle vztahi

' Jako vhodné kritérium, kdy lze z hlediska volby typu vypoétu povazovat prvky systému za relativné

spolehlivé, je geometricky priimér jejich pravdépodobnosti bezporuchového provozu. Tj. prvky 1ze pro dané

dcely povazovat za spolehlivé, jestlize {/p, -...- p, 20,5
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(2.Xb) méné kroku (hodnota m) nez v pripadé pouziti (2.Xa). Je-li vypocet provadén
vsouladu s vySe uvedenymi kritérii, je mozné pouzit odhad R"(m) jako dostatecné
pfesnou aproximaci R, Ak JIZ pro mald m. Navrzeny zpusob vypoctu dokumentuje

nasledujici priklad.

Priklad 2.1 — vypocet R

GA(k,n)

S piesnosti fadu 10” vypoététe pravdépodobnost bezporuchového provozu systému
GA(k=5,n=11;p= 0,9). Pfedpoklddejte, Ze nahodné veli¢iny vyjadfujici stavy prvki
jsou nezavislé, stejné rozdélené.

Jelikoz jde o systém, jehoz prvky majirelativné vy$si hodnotu pravdépodobnosti
bezporuchového provozu (p 20,5), navic k <n—k+1, je vhodné vyuzit vztahy (2.Xb).

Z nezavislosti dostavame

Bt mey G T T el

Pocet iteraci m zajistujicich dosaZeni zadané presnosti odhadu R’ (m) nalezneme ze

vztahu (2.9b), tj.
I
E ; C6+m

Odtud m = 0 a k dosazeni pozadované presnosti postacuje provést pouze prvni iteraci. Pro

CI00” <107

nazornost byl proveden tplny vypocet a jeho jednotlivé kroky provadéné dle vztahu (2.6b)

—(2.9b), véetné vysledku, jsou obsazeny v nasledujici tabulce.

m 0 1 2 3 4
R(m) 0,999967 0,99997855 | 0,99997701 |0,9999771024 | 0,9999771003
R (m) 0,999967 0,99997278 | 0,99997778 | 0,999977056 ----
A" (m) 1,6500 E-5 5,7750 E-6 7,7000 E-7 4,6200 E-8 -—---
A(m) 1,0100 E-5 4,3203 E-6 6,7970 E-7 4,4300 E-8 ----

Tab. 2 — vypocet pravdépodobnosti bezporuchového provozu systému GA(5,11; 0,9) dle (2.Xb)

Popis tabulky:

R(m) - hodnoty pocitané dle vztahi (2.6b) a (2.7b),

pravdépodobnost bezporuchového provozu R s ) = R(4)=10,9999771003,



R"(m)- pribézné odhady pravdépodobnosti Rs.11) pocitané dle vztahu (2.8b),

R (0)=0,999967 ...odhad pravdépodobnosti bezporuchového provozu
vypocteny s presnosti fadu 107,
A"(m)- odhad chyby R"(m) vypocitany jako pravé strana vztahu (2.9b),

A(m) - skutecnd chyba pribézného odhadu R’ (m).

Pfi nerespektovani kritéria pro volbu vypocetnich vztahi by uziti (2.Xa) vedlo
k nésledujicimu postupu.
Snadno zjistime, Ze nerovnost

1

e Cm s C]51+m : 0‘ 95+m < 10'—5
2

44+m

neméd voboru me {0,1,...,6} feSeni, tedy k dosaZeni pozadované piesnosti je nutné

provést kompletni vypocet, tj. vSech sedm iteraci. Pro hledanou pravdépodobnost
bezporuchového provozu pak plati R, = R(6). Skute¢ny pribéh vypoctu je obsazen

v nasledujici tabulce.

m 0 1 2 3 - 3 6

R(m) | 272,806 | -954,822 | 1412,747 | -1073,201 | 418,368 | -64,900 | 0,9999771003

R (m) | 272,806 | 341,008 | 228,963 | 169,773 | 327,416 | 176,734 ----

A" (m) | 136,403 | 613,814 | 1183,785 | 1242,974 | 745,784 | 241,634 Foo=

A(m) | 271,806 | 340,008 | 227,963 | 168,773 | 326,416 | 175,734 i

Tab. 3 — vypocet pravdépodobnosti bezporuchového provozu systému GA(5,11; 0,9) dle (2.Xa)

Vypocetni metoda prezentovana vétou 2.1, resp. poznamkou 2.2, je nejefektivnéjsim

autorovi znamym zplsobem vypoCtu pravdépodobnosti bezporuchového provozu

obecnych systémi GA(k,n). Oznacime-li /=min(k—1,n—k), potom je tieba v priibdhu

{
vypoétu vycislit pravdépodobnosti ZC; pruniku, tudiz pro slozitost dostivame odhad
i=0

O[(e'%)f} kde symbol O je tzv. ,,velké o™




Vyse zminéné tvrzeni o efektivnosti dolozime nésledujicim porovndnim s ostatnimi

v literatufe se vyskytujicimi metodami vypoétu pravdépodobnosti bezporuchového

provozu koherentnich systém:

Princip inkluze a exkluze - IE

Vypocet probiha dle vztahu [BP, Rh, Ro]

Rﬁm_n}=iP(A,)— 3 P(A;.I-A‘Z)+ > P(A,I-A;E-A,_‘)WL...
i=1

1 <iy<m 1Si <iy <iySm
e U
kde m=C_,
A, , i=1,..., m jsou viechny rizné minimalni cesty, tj. ndhodné jevy tvaru

alie i w1y i m i e

1

V prubéhu vypoctu je tieba vycislit pravdépodobnosti ZC " obecné riznych prunikd,

i=1

tedy pro slozitost dostdvame odhad 0(2": ) .

Metoda oznacovana v zahranicni literatufe jako disjoint product - DP
Vypocet probiha dle vztahu [Ro, Lo, AB]

R P(A4)+P(4-4,)+P(4-4,-4,)+..+P(4-...-4,,-4,),

GA(k.n) —

kde m a A; maji stejny vyznam jako v predchozi odrdzce, A4 je negace jevu A,.
Vi-tém &lenu (i=1,...,m) je oviem nutné provést prinik minimélni cesty A,

s negacemi vSech predchozich, tj. A,...,A_, . Pro slozitost tak ziejmé dostaneme odhad
2k
e-n
ol ()"}

Ostatni metody (napiiklad vycCisleni pravdépodobnosti vsech provozuschopnych

konfiguraci ozna¢ované v zahraniCni literature jako state-space enumeration method [Ro,

BP]) jsou pouzitelné pouze pro malé systémy nebo pro systémy, kde nahodné veliciny

vyjadfujici stavy prvku jsou nezavislé (metoda faktorizace - factoring method [Ro, BH,

AB]).
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Priklad 2.2 — porovnani sloZitosti
VySe uvedené charakteristiky slozitosti jednotlivych metod vypoétu pravdépodobnosti

bezporuchového provozu lze dokumentovat na ptikladu obecného systému GA(2,3).

VSechny jeho minimdlni cesty tvofi konfigurace, které lze =zapsat ve tvaru
(110), (101), (011). Pro zjednoduSeni zdpisu sdruzené pravdépodobnostni funkce

pouzijeme

resp. teCkovou konvenci

Pl x %x, 2 |=P(X=x; X =x %

Piimou aplikaci vztahii (2.6a) a (2.7a) dostavame:

R(0)=5, = P((11¢))+ P((1e1))+ P((+11)),

R(1)=R(0)-C,-S,=R(0)-2P((111)).

Rioz) = P((110))+ P((1e1))+ P((+11))-2P((111)),

a celkové bylo treba vycislit pravdépodobnosti 4 Clentl.

Uzitim principu inkluze a exkluze dostavame:

R" (0)=P((19))+ P((1+1))+ P((+11)).
R (1)= R (0)= P((110)-(181))= P((11#)-(11)) = P((101)-(#11)).
R™(2)=R"(1)+P((11e)-(1e1)-(e11)),

tedy celkové bylo tfeba vycislit pravdépodobnosti 7 ¢lent.

Uzitim metody disjoint product dostdvame:

R (0)=P((119)),



R™ (1)=R" (0)+P((11)-(1e1)) = R (0)+ P(((0 ) +(09))-(101)) =
=R (0)+P((0we)-(101))+P((s09)-(101)),
R” (2)=R" (1)+ P((1Te)-(Te1)-(e11))=

:RDP(l)+P(((Oo-)+(000))-((000)+(o-0))-(01 l)):

= R (1)+ P((0we)-(+11))+ P((020)-(+11))+ P((00)-(o11)) + P((+00) (o11)

tedy celkové bylo tieba vy¢islit pravdépodobnosti 7 ¢lent.

Na zavér je vhodné zdlraznit, Ze rozdil mezi poctem clent, jejichz
pravdépodobnosti je nutné vycislit pfi vypoctu zaloZzeném na vété 2.1 a ostatnimi
»standardnimi® metodami, neni linearni funkci » ani 4. Je tedy zrejmé, Ze prednosti v praci
navrzené metody jsou u rozsahlejsich obecnych systémi GA(k,n) podstatné vyraznéjsi,

zvlasté pokud vyuzijeme odhady (2.6) — (2.8).

Vyznam véty 2.1 neni dotcen ani skutecnosti, Ze u celé fady redlnych systémi je
dnes obvyklé predpokladat splnéni alespon jedné z nésledujicich podminek. Ty umoziiuji
odvodit jednodussi a vypocetné efektivnéjsi vztahy pro vypocet jejich pravdépodobnosti

bezporuchového provozu (viz odstavec 2.2).

(P1) Permutovatelnost.

Systém vyhovuje podmince permutovatelnosti, jestlize sdruzena pravdépodobnostni

funkce P(X, =x,....,X, =x,) je symetrickou funkci svych proménnych.

(P2) Nezavislost.
Systém vyhovuje podmince nezdvislosti (ddle oznaCovan jako systém s nezavislymi
parametry), jestlize ndhodné veli¢iny vyjadiujici stavy prvka systému jsou
nezavislé, tj. sdruZend pravdépodobnostni funkce je souCinem marginalnich

pravdépodobnostnich funkci

P(X=x;..:X,=2 )= PlX, =% ) e P(X =x,).



(P3) Homogenita.
Rekneme, 7e systém je homogenni, jestlize ndhodné veliCiny vyjadfujici stavy

prvki systému jsou stejné rozdélené .

Poznamka 2.3 — permutovatelnost
+ Permutovatelnost muze tvofit v praxi pfijatelny kompromis mezi zcela obecnymi

systtmy GA(k,n) a systémy snezavislymi parametry. V tomto pfipadé lze totiz

nahlédnout, Ze nahodné vektory (X, ,...,X, ) , 1<, <...<i, <n maji stejné rozdéleni,

I!

které zavisi pouze na hodnoté » a nezavisi na konkrétni volbé indexii 7, ..., 7 .

r

. Pii vypoétu dle véty 2.1, resp. pozndmky 2.2 dostavame pro S, , resp. S, vztahy

§=C-P, 8 € P (2.10)

e P—PlX 1 0 ¥ —1) P_Plx 0 X -0 ¥

« Kazdy systém, ktery vyhovuje podmince permutovatelnosti, vyhovuje 1 podmince
homogenity (obracena implikace ziejmé neplati). Obecné vSak nevyhovuje podmince

nezavislosti veli¢in X ,..., X

n*

"'V pripadé, kdy systém vyhovuje podmince nezavislosti (P2), lze homogenitu popsat vztahem
vie{l,....n} P(X, =1)=p.

27



2.2 Systémy GA(k, n) s nezavislymi parametry

V tomto odstavci se budeme zabyvat vyhradné systémy s nezdvislymi parametry.

Tyto systémy jsou nejrozsifenéjiim modelem, ktery je v soucasné dobé pouzivan pfi
e ppe iR , : . e S B s S i s -
vétSing' standardnich aplikaci GA(k,n). Je zfejmé, Ze podminka nezdvislosti ma zasadni

vyznam a jednim z podstatnych disledki je zjednoduSeni vypocti pravdépodobnosti

bezporuchového provozu prezentovany nasledujici vétou.

Véta 2.2 — nezévislost
Necht' systém GA(k,n;p,....,p,) spliuje podminku nezivislosti. Potom pro

pravdépodobnost jeho bezporuchového provozu plati rekurentni vztah:

RGA{R.H;m enly) = Pn ‘[Rc,n(k—l.n—l;p, SR s RGA(k,n-l;pl,.,.,p,,_, )] i R(}A(k_r!—l;pl,,..‘pnﬂ) (2.11)
s po¢ate¢nimi podminkami R, ., . =0,pro n<k, 2.12)

Risomp...p)=1Pr0 0=k<n. (2.13)
Diikaz:

Mnozinu vSech provozuschopnych konfiguraci systému rozlozime dle stavu n-tého prvku.

Aplikaci véty o uplné pravdépodobnosti a s ohledem na podminku nezavislosti dostavame

vztah

RGA(k‘n;pl,..,,pﬂ} =Py 'Rm(k—:,n—l;pl. ) il 'RGA{k.n-l;pl, S

ktery po jednoduché upravé vede k (2.11).
Nutné pocate¢ni podminky (2.12), (2.13) jsou logickym dusledkem definice 2.1, kterou lze
formalné rozsifit i na piipad n <k, resp. k=0 .

0]

' Za vyjimku lze povazovat systémy, u kterych miize dojit k tzv. poruse se spole¢nou pfi¢inou nebo je tieba
uvazovat snizeni spolehlivosti z diivodu zvySené zitéze zplsobené poruchami ostatnich prvkd. V tomto
pfipadé je nutné pouzit vysledky pfedchoziho odstavee 2.1 a pravdépodobnost bezporuchového provozu uréit

ze vztahli (2.4) - (2.8), resp. z poznamky 2.2.
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Specidlné pro systémy s paralelni strukturou (substituéni zalohovani, 1=k < n) dostdvame

explicitni tvar

n

R{;A[i,n;m,.,,_p"] =1= 1-[ (l =5 )

=1

a v pripadé sériové struktury (1<k =n) plati

Pfi pocitaCové implementaci véty 2.2 neni vhodné vztah (2.11) realizovat pomoci
rekurzivniho voldni procedury s postupné se zmenSujicimi hodnotami parametri, ale

pouzit nasledujici algoritmus':

Algoritmus 1

p: array[1 .. n] of real; {vektor pravdépodobnosti bezporuchového provozu prvki}

r: array[l .. n— k+ 1] of real;

begin
r(1]1=p[1];
for j=2 to n—k+1 do r[j]=p[i1(Q —-rlj—- 1) +r[j-1];
for i=2 to k do begin
r(1}=pld-r{1];
for j=2 to n—k+1 do r[j] =plj+i— 1G] - rlj — 1) + rlj — 1];
end;

end;

Vypocet tedy probihd postupné po jednotlivych ,fadcich® schématu z obr. 3 a po jeho

" Zapis vyuziva standardni a vieobecné srozumitelné piikazové struktury vyssich programovacich jazyki a je
dnes bézné vyuzivan v odborné literatufe. Nejde tedy o skuteny zdpis programu se viemi formalnimi

nalezitostmi.



ukoncenti plati
R{}A[k.kﬂ—]:p],--.,pbl 0) = r[I] N find 1" svall ~—k +] ¢

tedy RGA(»{'.n;pl‘..,_p,,} = r[n —k+ ]] '

(V ptipadé k < n — k+ 1 je pamétové vyhodnéjsi provadét vypocet po diagonalach.)

RGaa RGaq,n-k+1)

RGawk, k) J= RGak, n)

Obr. 3 — schéma vypoctu R

Dile je ziejmé, ze pro kazdou dvojici (i,j) , i=L...,k ; j=i,...,n—k+i je hodnota

i pocitana pravé jednou a to dle schématu zndzornéného na obr. 4. Celkovy
TA\ L, fiPy s P

pocet krokii vypoétu tak 1ze odhadnout vztahem k- (n—k +1).
Ze schématu na obr. 4 je také ziejmé, Ze pfi vypoctu R, je kromé pravdépodobnosti p,

treba mit k dispozici hodnoty R, a R;,, . Pro pamétovou sloZitost tak dostdvame

n+min(k,n—k+1).

R

GA(i-1,j-1)

p.! N N 5
RGA(;}.!'—I] ¥ %A 4 ! RGA{:‘J}

Obr. 4 - zpiisob vypoétu R,

Rozdil mezi rekurzivnim zpisobem implementace véty 2.2 a vySe navrzenym lze
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demonstrovat na systému GA(3,5; p,,..., p;). Cisla v zavorkdch jsou hodnoty parametri 7,

J (resp. &, n).

Rekurzivni zpisob:

3.5) (2.4) (1,3)
(2,3) (1,2)
(2.2)
(3.4) (2,3) (1,2)
(2.2)
(3.3)

Navrzeny zpusob:

(1<l (1.2) (1.3)
(2.2) (2.3) (2,4)
(3.3) (3,4) ; (3.5)

Kromé evidentné vysSich pamétovych ndroki, vyzadovala rekurze i vice krokt, nebot’ se

vypocet pro hodnoty parametrii (2,3) opakoval.

Poznamka 2.4

Kromé obecnych metod vypoctu pravdépodobnosti bezporuchového provozu, které pii

aplikaci na GA(k,n) nedosahuji srovnatelné Casové, resp. pamétfové slozitosti, lze
v literature [BH, SP] nalézt specidlni postupy vypoctu R, Ak, - Porovnani jejich slozitosti

s navrzenym algoritmem | obsahuje nasledujici tabulka 4.

Metoda Cas Pamét’
Algoritmus 1 O("24) ()(%-n)
[BH] o(";) 0(2:n)
[SP] o(n*) O(3-n)

Tab. 4 - porovnani vypoéetni sloZitosti
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Algoritmus v [BH] je zalozen na vytvorujici funkci f(x)=]](g, +px) a ziejmé
i=l
skuteCnosti, ze R .. lze vyjadrit jako soucet ZK ;- kde K, je pravdépodobnost

=k

GA(k,n;py ...

toho, Ze pravé libovolnych j prvka systému GA(k,n; p,,..., p,) je provozuschopnych. K,

proto tvofi koeficient u x’ v rozvoji f(x) v mocninnou fadu.

Algoritmus navrzeny v [SP] vyuziva nelinearni rekurentni vztah vyssiho fadu, ktery je

ekvivalentni se vztahem

R. =

GA(k.nipy oy ) R(?A{k,n—-l;pT,....;J"_z} + P, '[R(Edtk—l.r:—!;m.....p"_]} -—RGA{J(,R-—Z;;}] o e 2]] 52

+pn—] .[RGA(k=]_n-2;p,,.,.,p"_2} 5 RGA[&,H—J;m S b ] Dy P’ [RGA(k.m-Z;p,..,.,p,,_z} 7 RGA(k—].n—Z;ﬁ ,...,p”__:'}] :

Snadno nahlédneme, Ze tento vztah miZe byt odvozen z véty 2.2 jejim opakovanym

uzitim, tj. dosazenim

R +R.

RGA(R.’I—];JD], L) = pn-l '[RGA[Ir-—I,n-—Z;pi, wet B ) T GA(k,n-2;p,, .-- , P, 1}] GA(k,n=2;py, ... \Ppa)

do vztahu (2.11). V pribéhu vypoctu podle [SP] je proto tfeba mit k dispozici vzdy dva

fadky schématu analogického obr. 3.

Véta 2.3 — odhady

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému GA(k,n; p,,...,p,) s nezdvislymi

parametry plati
[1 [1-[](1-;;,)“"} < Rotmp,py 1= 11 [I-Hp:“} (2.14)
.\'{'xJ:‘:k-l - .«[.\'x]:k o
Dukaz:

Kazdy koherentni systém je ze spolehlivostniho hlediska (viz tvrzeni 1.1) ekvivalentni
s paralelnim uspofadanim vSech svych minimalnich cest, jejichZ prvky jsou fazeny sériové.

S ohledem na (2.3) tak pro strukturni funkci GA(k, n) dostavame
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‘prmu_n)(x)=l“ H l—l_[x; : (*)
y

|

sl y)=k ¥

Analogicky, z ekvivalence se sériovym upofadanim vsech jeho minimalnich fezi, jejichz

prvky jsou fazeny paralelné, dostavame

{pGA{k,n](x): H I*H(l—x;) g (%)

[l

s( y{:k -1 =0

Dadle z koherentnosti systému GA(k, n) ziejmé vyplyva

Vie{l,...,n} 3Ix ¢(x|1,)-¢(x|0,)=1

tedy

E[o(X[1,)-9(X]0,)] >0.
Odtud s ohledem na tvrzeni 1.1 plati
aRGA{k.n:p] o) >0

s
9p,
a tudiz funkce spolehlivosti je pro (p,,...,p, )€ (0, 1)" rostouci v kazdém svém

argumentu p;.

Z nezavislosti a (*) tak dostaneme
RGA[.&,n;pl,...,;}”} == H (1 o l:|[pl.l ]
.\'[x)=k

resp. z (#x)

RG"'("-”lPL---qp,.lz H [I_H(l_p,-)]q'}.

x i=1

s(x)=k-1

Specialné, v piipadé homogenniho systému plati odhady

-k
( n

(ln(l_p)nﬂhl )(‘”. S R(}A{k,n;p) < 1_(1_})*) : (215)
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Z jejich tvaru je ziejmé, Ze dolni odhad lze pouzit jako dostate¢né presny pro systém, jehoz
prvky maji ,,vysokou* pravdépodobnost poruchy a horni pro systémy s,.malou“

pravdépodobnosti poruchy prvki. Jejich vazena kombinace

chl

R{;A(k.n} = p-(l—-(l— p)ﬂ_m )

+(l—p)-( 1—(1—,0*){:] (2.16)

je vyhovujici pfi vétsiné praktickych aplikaci. V situaci, kdy ndhodné veli¢iny vyjadfujici
stavy prvki jsou nestejné rozdélené, 1ze misto odhadii z (2.14) pouzit odhady (2.15), resp.

(2.16) a za p dosadit geometricky prumér pravdépodobnosti bezporuchového provozu
vSech prvki systému, tj. p = m !

Tyto skutecnosti demonstruje nasledujici graf, ktery navic ukazuje obecny a pro zavislost
R yk.n:py D@ p typicky pribéh ve tvaru S. Diikaz platny pro koherentni systémy lze nalézt

v [BP, str. 54].

iy g
| ’/"'. |
0.8 | 7 |
: v
| i
G 7
2 i 7
[:5 0.4 _//
} r'//
0.2 | 4
i 7
Qs ias e B s AR G i IR PR
0 (614 0.4 0.6 0.8 il
P
Graf 3 - priibéhy odhadii (2.15) a (2.16) pro systém GA(3, 5)
RGA“.S_‘M —— vazeny odhad (2.16)
horni odhad (2.15) —— dolni odhad (2.15)

Poznamka 2.5 — normalni rozdéleni

Je zfejmé, Ze v pfipadé homogennich systému GA(k,n; p) ma ndhodna veli¢ina vy-

jadtujici pocet prvkii v poruchovém stavu binomickeé rozdéleni fadu »n s parametrem p. Pro
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dostatecné velké hodnoty n- p-(1- p)’ tak Ize pouzit aproximaci

k—n-p

RGA{k.n;p} =1 3

3

n-p-(1-p)

kde @ (u) oznacuje distribuéni funkci normovaného normélniho rozdéleni N (0;1).
o}

Z uvodu kapitoly 2 vyplynulo, Ze systémy vybéru k libovolnych prvki zn tvofi
obecngjsi tfidu nez sériové-paralelni struktury. Nasledujici véta ukazuje jejich specifické
postaveni dokonce mezi vSemi koherentnimi systémy, jejichz prvky maji stejné rozdélené
nahodné veliCiny vyjadfujici stavy. Vramci této tfidy je lze povazovat z hlediska

spolehlivosti za optimélni [Ph, Be].

Véta 2.4 — [AP]
Pro pravdépodobnost R, (p) bezporuchového provozu libovolného »n prvkového

koherentniho systému, ktery vyhovuje podmince nezavislosti a homogenity, plati

R, (P) = Zaj ; RGA(_LH:,D) > (2.17)
=1

kde {(1 l}n : jsou jednozna¢né definované koeficienty s vlastnostmi o, 20 , Z(I =1
= = >

Dikaz:

Pro R, (p) zfejmé plati
Rn (p)_—_— Zaf . p,' (1__ p)n_'. :
kde a; je pocet cest velikosti .

Definujme koeficienty {0{;.}_ soustavou vztahi C! -Zai =a,, i=1...,n. Ztvaru
!

Jj=1

matice této soustavy je patrné, Ze je regularni, ma vzdy jediné feSeni a plati

o, o | o Z(xr. =1. Navic dostavame
J=

" Standardné byvé doporucovidno n- p- (1 - p) b
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%(0)=3] 3w |0
i=1 j=1
Zaména pofadi sCitini vede (vzhledem ke tvaru strukturni funkce systémii GA(k,n) -

tabulka 1) k dokazovanému vztahu, t].

L

R, (P) i Z{x; {ZCI “fr '(I*P)H]: Za;. 'RGA(;:n.-p) '
= =

J=l

Dusledek 2.2

Pro stfedni dobu do poruchy libovolného » prvkového koherentniho systému, ktery

vyhovuje podmince nezavislosti a homogenity, plati
TS = Zai ; TGA(:‘,n;p] 7 (218)
i=1

Dukaz:
Necht' F(r) je distribu¢ni funkce doby do poruchy vySe zminéného »n prvkového

koherentniho systému. Zfejmé F(#) = 0, pro <0, tedy pro stfedni dobu do poruchy 7}

plati

oo

i =O].(1~F(t))dt= j‘R,!(t)dt, *)

0

kde R,(1) je funkce spolehlivosti uvazovaného systému. Z (2.17) vyplyva

T(;:D]_
0

S ohledem na obecnou platnost (x) tak dostdvame dokazovany vztah.

n

a‘r’ 5 RGA[i.n;p) (t) df = Zai : IRG/{{LH:P] (I)dt 2
I i=1 0

o

Uvedené vlastnosti jsou dokladem specifického postaveni systémi vybéru k libovolnych
prvkli z n v ramci koherentnich systému a Ize je demonstrovat (vCetné zplsobu vypoctu

koeficientii o) na prikladu systému, jehoz blokové schéma (nemd sériové-paralelni

strukturu) je uvedeno na obr. 5.
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[

Obr. 5 - schéma analyzovaného systému

Piehled vSech cest, nutny pro dalsi vypoéty, je dan nasledujicim seznamem.

Délka cesty Seznam cest

1-3
4

5

)

x,xzxgx?), (xxxx; )
nnxrx). [ nernxre), (rnrrrs) (Enras). [x2x et )

IX L) (xxxxx ), (rxxzx)

(
(
(
(e rr ) xxzxx ) (x 00 )
(xoxxrr).(nex.x.t )

(

Xy Xy X3 Xy Xs X Xy )

Pro {a}  tak dostavame

a=a,=a,=0,a,=2,a,=8,a,=5, a,=1.

T - - W ¥
Hledané koeficienty {a !.} . pak nalezneme jako feSeni soustavy
J=

tedy

Ty 05 40 @RS AR B R e D
NI o 0 a0 0. 0 1o TG
3538 35 S0 0RO bel
35353535 0. 0.0 e lsiia
BT BT R e ) B T
T S R ORS BRI A B
| e (AR i 1
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Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu uvazovaného systému tak plati
e 34 1 2.5
R(p) e RGAHJ;_:;} + 105 RGA{S,T:;:} e RGA{C\.?:;J] 5 RGA(?.?'.PJ

a dosazenim explicitniho vyjadfeni R, ., ziskame

R(p)=2-p*+2-p°-5-p°+2-p’.
Pro stfedni dobu do poruchy ziejmé plati

T, =%,

34
33 GA{4,?}+ 105

b
TGA{S,?} s TG

A(6,7) + %'T

GA(7,7)°



2.2.1 Obnovované systémy GA(k, n)

Vyznamnou spolehlivostni charakteristikou obnovovanych systémi je funkce
okamZité pohotovosti, resp. souinitel asymptotické pohotovosti'. Z definice 1.3 a 2.1 lze
nahlédnout, Ze k jejich vypoétu lze pouzit vztahy analogické vztahim pro vypodet
pravdépodobnosti bezporuchového provozu. Jde predeviim o vétu 2.2, algoritmus 1 a
odhady z véty 2.3. V uvedenych vztazich je viak tfeba misto pravdépodobnosti p; dosadit
soucinitele asymptotické pohotovosti poéitané ze vztahu

T
A': : k] ‘=la"‘s 2
L ?]+(I),. I n (%)

kde 7. je stfedni doba do poruchy a @ je stfedni doba do obnovy prvku i. Pro tiplnost

pfipomenime, Ze predpoklad nezavislosti zlistava v platnosti.

Priklad 2.3
Uvazujme systém GA(2, 5) jehoz prvky maji exponencidlné rozdélené doby do poruchy i

doby do obnovy s parametry danymi tabulkou:

Cislo prvku

Intenzita 1 2 3 4 5
poruchy 1,1765E-2 | 1,1765E-2 | 1,1111E-2 | 1,0526E-2 | 1,0526E-2
obnovy 6,6667E-2 | 6,6667E-2 | 1,0000E-1 | 2,0000E-1 | 2,0000E-1

Pro souéinitele asymptotické pohotovosti prvki tak ze vztahu () dostdvame:
A =A4,=0,85; 4,=0,90; 4, =4,=0,95.

Prubéh vypoctu A, s, dle algoritmu 1 dokumentuje nasledujici schéma

Acsan = 0,850000 | A2 = 0,977500 | Agan 3 = 0,997750 | Agaa.4) = 0,999888

Acaezn = 0,722500 | AGsez = 0,952000 ( AG424) = 0,995463 | AG425) = 0,999666

a odtud hledany soucinitel asymptotické pohotovosti systému 4 =(,999666 .

GA(2,5)

Pfi vypoctu odhadt dle véty 2.3 dostdvame

'V ptipadé neobnovovanych systémii je pravdépodobnost bezporuchového provozu ziejmé rovna hodnoté

funkce okamzité pohotovosti.
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0,999477 < 4, . =0,999666 < 1,000000

a ze vztahu (2.16), kde byl dosazen geometricky primér souéiniteli asymptotickych
pohotovosti prvku, tj. A4 :,-‘lA] ... A; =0,898888, zjistime

A5 =0,999530.

Poznamka 2.6

V literature [Gr] lze nalézt algoritmus pro vypocet pohotovosti systémii GA(k, n) zaloZeny

na metodé oznaCované jako state-space enumeration. Analyzou vypocetni sloZitosti
zjistime, Ze pro jeho pamétovou slozitost plati odhad O(4:-n), pro ¢casovou
0(% ‘n2+2-n) a tedy vobou pfipadech nedosahuje efektivity v praci navrzeného

algoritmu 1.

Véta 2.5
Necht GA(k,n;p) je obnovovany homogenni systém snezavislymi parametry, jehoz

vSechny prvky maji stredni dobu do poruchy 7 a stfedni dobu do obnovy ®. Potom plati:

ol
a) AGA{k.n:p] =i n—k+l .” 2 (219)
> &%)
n—k+1 = i
5 ot (74)
b) TGA(k.nJJ} = q)GA(fc,n;p] T c! : (2.20)
Diikaz:

ada) Oznatme N ndhodnou veli¢inu udavajici pocet prvkl, které jsou v provozu-
schopném stavu. Vzhledem k nezavislosti a homogenité systému je ziejmé, ze N ma

binomické rozdéleni fadu »n s parametrem rovnym souCiniteli asymptotické pohotovosti

- I ; . :
prvku, tj. 4= e Odtud pro asymptotickou pohotovost systému GA(k, n; p) plati
.J'.

P(N =k-1)

A{I,-t(k,n:p}:P(Nzk ‘ Nzk_l)ZI"P(NZk*l)
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Vyuzitim explicitniho tvaru pravdépodobnostni funkce veli¢iny N dostaneme
C1.f(—| . Ak*—] (l__ A)n_kﬂ

D G i 4

i=k-1

A =1

GA(k,n;p)

Odtud

c (T k-1
AGA“"":”:FE” ((/(;) )
(T

i=k—1
a n€kolika snadnymi tipravami dostdvame vztah (2.19).

ad b) Vyuzitim obecné znamého vztahu pro vypocet souéinitele asymptotické pohotovosti

(tvrzeni 1.1) dostavame

5 T'(;A(k,n;p)

A(“A \ s
JA(k,np) >
T(.r'/i‘(k.n;p} s (DGA{k,n:p}

kde 7. Ak p) je stfedni doba do poruchy a & ) Je stiedni doba do obnovy systému

GA(k,n
GA(k,n; p). Odtud
A -®

__ “GA(k,n;p) GA(k,n;p)

T : =
GA(En:p) s

Dosazenim (2.19) a nékolika dalSimi apravami dostaneme vztah (2.20).

O

Exponencidlni rozdéleni patii ve spolehlivostni praxi mezi nejpouzivanéjsi [BP, GU, KL].

Aplikaci véty 2.5 tak dostdvame ndsledujici.

Dusledek 2.3
Pro obnovovany homogenni systém GA(k,n;p), jehoz prvky maji exponencialni

rozdéleni doby do poruchy s intenzitou A a doby do obnovy s intenzitou p, plati

AGAH,H;;;] =] - n—k+1 g ) (221)
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1

m, (2.22)

GA(kmip) —

(Ziejmé q)(m![knp] min(T,,...,Tn_hl), kde 7 , i=1,...,n—k+1 jsou exponencidlné

rozdélené néhodné veli¢iny s parametrem 1)

o )

k-C,’j-JL

_:[]

(2.23)

TGA(k,n;p)

Specidlné v pfipadé substituéniho zalohovani (k=1) plati pro soucinitel asymptotické

A' n

a pro stredni dobu do poruchy

pohotovosti

Na zavér této kapitoly je tfeba poznamenat, Ze pro libovolnd pevna &, A, p (L2X) lze

vhodnou volbou n dosahnout libovoln¢ velky sou€initel asymptotické pohotovosti ( < 1) a
libovolné dlouhou stfedni dobu do poruchy. Lze také ukdzat, ze rychlost konvergence

Ay » TESP. divergence T, md geometricky charakter a jde tedy o velmi efektivni

zpiisob zalohovani (viz nasledujici grafy).

0. 9399? i ||
0.99998 / 10
\ 9
0.9999F / é
A :
5
Graf 4 - konvergence soucinitele Graf 5 - divergence stiedni doby do

asymptotické pohotovosti poruchy
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8 5 Systémy majoritniho zalohovani k po sobé jdoucich prvkii z n

(systémy vybéru k po sobé jdoucich prvki z n)

Vtéto kapitole je vénovina pozornost vyhradné druhému typu systémii majoritniho
zalohovéni, totiz systémim majoritniho zilohovani k po sobé jdoucich prvki zn,

oznacovanych také jako vybérové systémy k po sobé jdoucich prvki z n.

Definice 3.1 — linedrné uspofadany systém

Necht' S =(X,(x)) je spolehlivostni systém, jehoz prvky jsou uspofadany linearné' a

ktery spliuje nasledujici podminky:

+ systém i jeho prvky se mohou nachdzet pouze vjednom ze dvou vzajemné se
vylucujicich stavech — provozuschopny stav, poruchovy stav,

« v case r = 0 jsou vSechny prvky v provozuschopném stavu,

+ systém je v poruchovém stavu, jestlize je v poruchovém stavu alesponl kpo sobé
jdoucich prvki z celkového poétu n, (1< k < n).

Potom S nazyvame linearné usporddanym systémem majoritniho zalohovani A po sobé

jdoucich prvkii z n, typ F a znaéime FC, (k,n), resp. FC,(k,n; p),kde p=(p,,....p,) je

vektor pravdépodobnosti bezporuchového provozu jednotlivych prvki systému. V pripadé,

kdy vsechny prvky maji stejnou pravdépodobnost bezporuchového provozu p, pouZijeme

oznaéeni FC, (k,n;p). o

Z vyse uvedené definice 1ze nahlédnout tyto zdkladni vlastnosti systémui F'C, (k,n).

+  Pro strukturni funkci plati

q)FC!_fk.n-}(x)= min max x,. 3.1)

ISisn—k+1 igjsi+k-1 -

Tento vztah ma zakladni vyznam, nebot jednoznatné definuje linedrné uspofadany

systém a bude vyuZzivan pfi vypoctu pravdépodobnosti bezporuchového provozu.

. Systémy FC, (k,n) jsou koherentni, j.

(p,mk‘,,)(o,...,o)=0 & O nalligl)=1,

" Tj. pti daném usporadéni ma kazdy prvek kromé prvniho jediného pfedchiidce a kazdy kromé posledniho

jediného naslednika.
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Vie {1, ; n} (Vx (pF(‘,_{k.n}(xI 1!.)2 (pn._,L[,‘_n}(x’ O,.) A 3x (pFCL(k_n}(xI l,.)> (ppqu‘n](x| 0, ))

+  Mnozinu vSech minimalnich fezii FC, (k,n) tvori

E

tj. konfigurace ve kterych se vyskytuje pravé & po sobé jdoucich prvki v poruse.

I1SiSn—k+1  i<jSi+k=1 -

(s(x)=n-k) A (min max x.:OJ}, (3.2)

+  Mnozinu v8ech fezii FC, (k,n) tvofi

{x

tj. konfigurace, ve kterych se vyskytuje alespon k po sobé jdoucich prvki v poruse.

mm max x, =0}, (3.3)

1Sisn—k+1 i<j<i+k-1 -

Definice 3.2 — systém uspofadany do kruznice

Necht S je spolehlivostni systém jehoZ prvky jsou usporadany do kruznice' a ktery spliiuje

nasledujici podminky:

« systém se sklada zn prvki, které se mohou nachdzet pouze vjednom ze dvou
vzajemne se vylucCujicich stavech — provozuschopny stav, poruchovy stav,

« v case =0 jsou vSechny prvky v provozuschopném stavu,

+ systém je v poruchovém stavu, jestlize je v poruchovém stavu alesponi kpo sobé
jdoucich prvkii z celkového poétu n, (1< k <n).

Potom S se nazyva systém majoritnitho zalohovani & po sobé jdoucich prvku z n, typ F,

uspofadany do kruznice a bude oznacovan FC, (k,n), resp. FC, (k,n;p), FC, (k,n;p).a

Z definice vyplyvaji nasledujici zakladni vlastnosti systémi FC, (k,n).

«  Pro strukturni funkci systému plati

cp,,_q{k_,,}(x)zmin max x-, (3.4)

I<isn i<j<itk-1 /
kde 7 oznacuje nejmensi kladny zbytek ;j mod n.

« Systémy FCj (k,n) jsou koherentni, j.

(pF(,A“‘n}(O,...,O)zo A (pFCA_(k‘n)(l,...,l)zl,

" Tj. kazdy prvek mé pii daném uspofdani jediného pfedchidce i naslednika.
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Vie {L---»”} (Vx Prc, {k.n)(x] 1;)2 (P,:'(_-A.(k.n)(x] 0,) A pilx (p*""i‘x(k-n}(x| l,)> (‘pF{“x[k,n}(xl 0, ))

«  Mnozinu vSech minimélnich fezti FC, (k,n) tvo

{x

(s(x)=n-k) A (min A % =0J}, (3.5)

ISisn i<j<ivk-1 7

vSech fezl

s

kde 7 oznaluje nejmensi kladny zbytek j mod » .

min max x- :0}, (3.6)

\<i<p ISiSi+k-1 /

Analogicky k vySe uvedenym definicim 3.1 a 3.2 je mozné nadefinovat obé varianty
usporadani systémi majoritniho zalohovani & po sobé jdoucich prvki z n, typ G, které jsou
v provozuschopném stavu, jestliZe je provozuschopnych alespon & po sobé jdoucich prvki
z celkového pottu n. Oznacime-li tyto systémy GC, (k,n) , resp. GC, (k,n) lze snadno

ukazat, Ze pro jejich pravdépodobnost bezporuchového provozu plati vztah

R

GC,(k.n:pyynpy) = 1 % R."(‘,(k,n;ql‘,___q"}s

kde + oznaCuje usporadani prvki systému (tj. L, resp. K) a g, =1— p,. Bez ujmy na

obecnosti se I1ze proto omezit v dalich uvahéch na typ F.

Poznamka 3.1

. Zasadni rozdil mezi obéma variantami vybérovych systémi k po sobé jdoucich prvki
z n spoliva pravé ve vlastnostech uspofddani jeho prvki. U linedrné usporadaného
systému jsou prvky Cislovany vzestupné 1,..., n a existuje jediny prvek (Cislo 1), ktery
nemd predchidce a existuje jediny prvek (Cislo »), ktery nemd naslednika. V pfipadé
uspofadani do kruznice jsou prvky Cislovany ve sméru chodu hodinovych rucicek
(1...., n) a kazdy prvek ma svého predchiidce i ndslednika. Vyznam tohoto rozdilu v
uspoiadani prvku, ve vztahu k definici stavu systému, dokumentuje nasledujici piiklad
(k= 2) z obr. 6. Je ziejmé, Ze porucha prvkii n a 1 vede k poruse systému uspofadaného

do kruznice, nikoliv viak k poruse linedrn€ uspofadancého systému.
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Systém uspofadany do kruznice

W I syZiend n=2nw~1n

Systém uspofddany linedrné

Obr. 6 — systémy dvou po sobé jdoucich prvkii z n, typ F

Na rozdil od vybérovych systémi GA(k,n), kjejichz poruse vede porucha

libovolnych k& prvkil (tj. uspofadani prvka téchto systémi je zhlediska stavu
nepodstatné) je zfejmé, Ze u obou variant vybérovych systémi & po sobé jdoucich

prvki z n miZe byt celkovy pocet porouchanych prvku podstatné vét§i — u linearné

usporadaného systému n—t%J a u systéemu usporadanych do kruznice n—L%J \%

pfipadé kdy kdélina n— t %J —1 v ostatnich pfipadech.

Kromé jiz uvedenych vlastnosti plati nasledujici:

Substitu¢ni zdlohovani (tj. paralelni fazeni prvku), je spolehlivostné ekvivalentni

s obéma variantami vybérovych systémi n po sobé jdoucich prvkii z n, ;.

R =R =R

FCy (n,n; p) FC, (n,n:p) GA(1,n;p)*

Linedrné uspofadany n prvkovy systém je spolehlivostné ekvivalentni s (n+1)
prvkovym systémem uspofadanym do kruznice, kde p,,, =1, tj.

=R

RFC:,(*-MH‘--\.:J..) FCy (kntlipyeccspy Py =1) *

Vybérovy systém (n—1) po sobé jdoucich prvkiu zn uspofadanych do kruznice je
spolehlivostné ekvivalentni s vybérovym systémem 2 prvki z n, 1.

R =R

FCy(n=1,0;p ... Py) GA(2.m,py oy )
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3.1 Obecné systémy FC.(k, n)

Pfipomenime, Ze za obecné povazujeme takové systémy, kde nejsou Cinény zadné
dodatecné pfedpoklady o néhodnych veli¢indch vyjadfujicich stavy prvk, jako napriklad
nezavislost, stejné rozdéleni apod. V tomto smyslu jde o nejobecnéji variantu a vysledky

jsou pouzitelné univerzalné.

Véta 3.1 - obecné systémy FC,(k,n)’

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu obecného libovolné uspofddaného (tj.

linearné nebo do kruznice) systému FC,(k,n) plati

RFC.(k.n} = z ucr, (0,(‘)- H(X: = 0)], (3-7)

ceC, iec

kde C, jespojovy polosvaz generovany minimalnimi fezy systému FC, (k,n),

W. ~ Jje Mdbiova funkce na C,.
Dukaz:
Ozna¢me C, mnozinu, ktera obsahuje prazdnou mnozinu &, vSechny minimaélni fezy
systému FC,(k,n) a je uzavienid na sjednoceni. Mnozina C, je zfejmé Castecné
uspofadana inkluzi. Z koherentnosti systémi FC,(k,n) ziejmé vyplyva, Ze tvofi spojovy
polosvaz, kde operace spojeni v je definovana jako sjednocenti, tj.

cvd=cud. edel.

Nejmensi prvek uvedeného polosvazu budeme dale znacit 0 a nejvetsi 1.

Na mnoziné C, definujme funkce fa g ndsledovné

7le)={TT06, =0)} e 70)=1.

iec

gle)= P{l‘[(x,. =0)AJT(x, = 1)], pelfl

iec JEC

'V Zévislosti na varianté systému je tieba symbol * viude nahradit symbolem L pro linedrné usporadane

systémy a K pro systémy uspofadané do kruznice.
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Snadno nahlédneme platnost f(c) Z g\d) a tudiz aplikaci Mobiova zdkona inverze

deC,
cgd

¢iselnych funkei dostavame

= > f(d) ),ce C,\0.

deC,\0
cr=a’

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FC, (k,n) tak ziejmé plati

Reckm = =2 alc) c)=1- 3 2 f(d) ke (ed),

ceC,\0 ceC,\0 deC,\0
ccd

tedy

Rec,omy =1+ Z fld z].l.( c,d)

deC,\0 eC,\0
(.(;d

Pfimo z definice Mdbiovy funkce dostavame

0="35(0.c) nc (c.d)=50.0)-n. 0.d)+ 30.c)n.(c.d), deC.\0,

ceC, ceC,\0
ccd ccd

kde ((c,d) je {—funkce definovand na C, vztahy ((c,d)=1, jestlize ccd a

&(c,d) =0 jinde. Odtud

_ZU-(?, (ﬂ,c)

eC,
ccd

a pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FC, (k,n) tak dostavame

F( L (k.n) =L z f 0,d)= Zf(d)pf (O*d)'

deC,\0 deC,

Pozndamka 3.2

. Vypocet R, je vhodné provadét postupné dle vztahu

R(m)=R(m-1)+ > u (0,0)-1’(1—[()('. = 0)], m=1...[1"  (3.8)

e

kde R(0)=1a ||c“ oznacuje vysku fezu c (tj. maximdlni délku fetézce mezi 0 a ¢).

" Soucet se provadi pies viechny fezy dané vysky.
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Priibézné pocitané hodnoty R(m) lze pouzit jako odhad pravdépodobnosti R

vlastnosti R (”1") =R

FC. (k) S

FC,(kn) "

Z hlediska praktického vyuziti vztahi (3.7), (3.8) je podstatny zptisob vypoc¢tu hodnot

M@obiovy funkce. V piipadé zcela obecnych systémi FC,(k,n) neni mozné nalézt jeji

jednoduchy explicitni tvar a je tfeba vyuzit néktery z nasledujicich postupi:

Postup zaloZeny pfimo na definici Mébiovy funkce jako inverzni k (- funkci a
faktu, Ze obé funkce lze reprezentovat maticemi. Lze snadno ukazat, Ze zminéné
matice jsou navzdjem inverzni a tedy hodnoty p. (0,c) tvofi prvni fadek matice
inverzni k Z-matici reprezentujici funkci , tj. Z= (Qd )(-‘ o Kde C_, =t d).
JelikoZ uvedend Z-matice je horni trojuhelnikova a fidka 0-1 matice, je zpusob

vypoctu snadno pocitaCové implementovatelny i pro pomérné rozsahlé systémy.

Druha metoda je zalozena na vztazich

=->"u(0,c), pnc(0,0)=1 (3.9)

ceC,
cC d

vyplyvajicich z dikazu véty 3.1. I tento pfistup k vypoctu je ziejmé pouzitelny pro
rozsahlé systémy.

Navic Ize ukdzat, Ze pro hodnoty L., a jednotlivé varianty systému plati:
Systém FC, (k,n): Vce C, ie, (0,c)e {-1,0,1},
Systém FCy (k,n): Vce C, —{1} p. (0,c)e{-1,0,1},

ue, (0,1)e {1, &},

Vztahy (3.7), (3.8) jsou nejefektivnéjsi autorovi znamé vztahy urCené pro vypocet R,
obecnych systémil FC,(k,n). Z dikkazu véty 3.1 totiz vyplyvd, ze obsahuji minimdlni
pocet Gleni nejjednodussiho mozného tvaru. Je ziejmé, Ze k vypoctu pravdépodobnosti
bezporuchového provozu obecnych systémt FC, (k,n) lze vyuzit i ,,univerzalni* metody,

jako napiiklad princip inkluze a exkluze, disjoint product apod. Tyto metody vSak jsou
vypocetné podstatné slozitéjsi, nebot’ na rozdil od prezentovanych obsahuji ¢leny stejného

tvaru, oviem opacného znaménka (viz nasledujici ptiklad).

49



Priklad 3.1
a) Vypocet R

FCy(2,5)

Z (3.2) je zfejmé, Ze minimalni fezy tvoii dvojice prvki (1,2), (2,3), (3.4), (4,5) a Hassetiv

diagram pfislusny spojovému polosvazu C , jenaobr. 7.

(12345)

SR T

(1234) (1245) (2345)
(123) (234) (345)
(12) (23) (34) (45)
‘\MHHﬂ““HRHHiizhkjﬁiii;,,/”/////’
0

Obr. 7 - spojovy polosvaz minimalnich fezi systému FC, (2.5)

Pro vypocet hodnot Mébiovy funkce vyuzijeme prvni metodu z poznamky 3.2, tj. inverzi

Z-matice, ktera ma tvar

L e
fc0n 00 o
0 0 Tl Ol L 0yl Gl i
O 0W0 10 1T
T R e e
000 0) 070 100 Giily Bird
2100000010101
Cp 00080l D01i
o0 H 0 e 6 S o¥ihovy igitigy
000000000101
00000000O0O0 11
000000000O0O0O 1
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Invertovanim Z dostavame

R S B B [ () S
Qo 1o Dare O v 0 el o ) 1.8 =)y ol
R S R R R TR e ()
Dol D N1 5af) - Bl =i sl A0 1 0
VR L R N R B
7 = e L R el ST R B s R SR ¢ TR 5
(Ve ¢ e | SRR R o el s e Lo (R LIRS ) [ (R
R0 5 e S R O T S )
g el e ¢G0T (TS IR S Ry SRR R o e |
JAE | A U R T | D S | S R |
00 0 00000 & 0 1=}
0 S 0-00 0 0 Rl ST [

a tedy hledané hodnoty Mdbiovy funkce jsou
He, (030) =1,

He, (0.12)=p, (0.23)=p, (034)=p,, (0.45)=-1,
e, (0.123)=p, (0,234)=p, (0,345)=1,

He, (01245)=1, p., (0,1234)=p., (0,2345)=0,
ie, (0,12345)=—1.

Ozna¢ime-li pro zjednoduSeni zdpisu P(ii...im)zP(X . =0,... X, =0), dostavame

aplikaci (3.9) vztahy

R(1)=1+ ) p, (0,¢)- P[H (M= O)J =1-P(12)- P(23)- P(34)- P(45),

IEC

R(2)=R()+ Y pe, (0.)- [ = 0)} = R(1)+ P(123)+ P(234)+ P(345)+ P(1245),

|| e ||=2 iec
R(3)= R(2), jelikoz pro vSechny fezy ¢ s vyskou 3 plati p(0,¢)=0,

R a = Rid)= R(2)- P(12345).
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Pro porovnini, vypocet dle principu inkluze a exkluze probihd nasledovné
R"(1)=1-P(12)~ P(23)- P(34)- P(45),
R™(2)=R(1)+ P(123)+ P(1234)+ P(1245) + P(234)+ P(2345)+ P(345)
R™(3)= R(2)- P(1234)- P(12345) - P(12345)- P(2345)
Ryc,os) = R*(4)= R(3)+ P(12345).

Pi1 vypoctu dle metody z véty 3.1 bylo tieba vycislit pravdépodobnosti 9 praniki oproti 15

pri pouziti principu inkluze a exkluze.

b) Vypocet R -

Minimalni fezy tvofi dvojice (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (1,5) a Hassetiv diagram odpovidajici

spojovému polosvazu C, je na obr. 8.

(12345)

(1234) (1245) (2345) (1235 (1345)
(123) (234) (345) (145) (125)
o e s s
(12) (23) (34) (45) (15)
0

Obr. 8 — spojovy polosvaz minimalnich fezi systému FCy (2,5)

Aplikaci druhého postupu z poznamky 3.2, tj. vztahu (3.9) dostavame

we, (00)=1,
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Me, (0,12)=p, (0,23)= He, (0,34)=p. (0,45)= He, (0,15)=-1,
Me, (0.123) =, (0,234) =p, (0,345)=p, (0,145)=p, (0,125)=1
He, (0,1234) = p. (0,1245) = K, (0,2345) =p,, (0,1235)=p,. (0,1345)=0,
He, (0,12345)=-1,
tedy
R(1)=1-P(12)-P(23)- P(34)- P(45)-P(15),
R(2)=R(1)+P(123)+ P(234)+ P(345)+ P(145)+ P(125),
R(3)= R(2), jelikoz pro viechny fezy c s vyskou 3 plati p(0,c)=0,
Rec, o.5) = R(4)= R(2)- P(12345).

Pro porovnani, v pripadé aplikace principu inkluze a exkluze je tfeba postupné vycislit

pravdépodobnosti 31 ¢lent (prinikii) oproti 11 pfi aplikaci véty 3.1. o

Pokud je pfi aplikacich nutné predpokladat zavislost ndhodnych veli¢in vyjadiujicich stavy
jednotlivych prvki, ukazuje se, Ze tato zavislost nemiva zcela obecny charakter. Z definice
obou variant systémti FC,(k,n) a nasledného komentafe je zfejmé, Ze rozhodujici roli
pii definici poruchového stavu systému hraje uspofadani prvki — libovolnych
k bezprostfedné po sobé jdoucich prvkii v poruchovém stavu. Z tohoto diivodu je mozné
povazovat za nejvhodnéjSi model zdvislosti tzv. markovskou zdvislost. Jde o model, ve
kterém je pravdépodobnost poruchy prvku funkci poctu bezprostiedné ho predchazejicich
prvki v poruchovém stavu a umoziiuje dobfe popsat situace, kdy dochazi napiiklad ke
zvySovéani pravdépodobnosti poruchy prvki vlivem jejich zvySené zitéze. Presnéji

nasledujici definice.

Definice 3.3 — systémy s markovskou zavislosti

Rekneme, ze systém majoritniho zalohovani kpo sobé jdoucich prvki zn je systém
s markovskou zavislosti fadu (k — 1), jestlize pravdépodobnost poruchy libovolného prvku
systému je funkci potu bezprostfedné ho pfedchazejicich po sobé jdoucich prvki

v poruchovém stavu.
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Pfislusné pravdépodobnosti poruch prvkii jsou tedy definovany nésledovné:
-pro FC, (k,n)

40 :P(Xl =0)s 90 ZP(X,- :OlXi—l =l),i=2,...n,
q‘_|‘__| :P(X!. :OlXJ—I :0""’X| :0), ;':—_2,___,](

q,|,-=P(X,-=0\X,-_]=0,.-.,X =0,X, ., =1), i=3...n,

- pro FC, (k,n)

20 =P(X,=01% =1 8q =P X=X} =0, X =0X . =1,

kde indexy je tfeba brat jako nejmensi kladné zbytky modulo ».
Pravdépodobnosti bezporuchového provozu prvki jsou pro oba typy systému definovany

vztahem p, . =1 =g, ;-0

U obou variant systému tak pravdépodobnosti d; vyjadiuji pravdépodobnost vzniku
poruchy prvku 7 v situaci, kdy pravé j bezprostfednich predchidcti (ve smyslu usporadani)

je v poruchovém stavu (tj. (j+1)-ni pfedchidce je provozuschopny). V piipadech, kdy

bude tieba zdtraznit markovskou zdavislost, pouzijeme oznaceni FC, (k,n;q”j,...,qn“) ;

Véta 3.2 — systémy s markovskou zavislosti fadu £ - 1

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systtmu FC, (k,n) s markovskou

zavislosti fadu £ — 1 plati

2 (kn) ZQHH{ FC, (k,i)|0 (3.10)

i=0

j=1
kde O =qu'+f|f o i=l..,n;:j=1,...,min(k,n—i+1),
=0

min (k—1,i=1)
Rec, oo =1> Rec,(uiyo = .Zop 05" Rec iy PO izl,
7 fi
min (k—1,i—j-1)

T
RF{.',_(&,;}U i~ Q,-__,-H_,,- pr i Fr (k,i—j-1)|1 pro 0< j<is<n,

Rec, ey =0, pro0<i<k a RF(‘Alefzo proi<j<k.
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Diikaz:
Oznac¢me A mnoZinu vsech fezi systému FC, (k,n), tj. 4= {x‘ Qre, {k‘n}(x) = 0}_

Z vyjadfeni strukturni funkce ve tvaru (3.1) pak snadno nahlédneme, ze mnoziny

B::{x

tvori rozklad 4 (B; obsahuje vsechny fezy, ve kterych prvni ,,poruchovy* fetézec zaéind na

min 4 J
0< jﬁn—k{'}

JHISIS j+k

max X, =0}=:}, i=0,....0-k

pozici i + 1). Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému dostdvame

n—k
RFC;{k,n) =1‘ZP(B )

i=0

Ziejmé plati
B, = {x'(pF(_‘L(k‘,.}(xl,...,x,.)= lax,=1Ax, =...5%,, =0}

(pro i = 0 je tieba formalné dodefinovat x, =1, @z (o) =1), tedy

:')z P(xm S E X = 0' (pF(.“L(k,r')(xl ,..‘,x‘.)= lax; = 1)' P((pFCL{_k.;')(xl ,...,x,.)= lAax, = )

S ohledem na definici g, ; 1ze psat

P(xm =i = -O]quf k.-}(xl’ X )_le _'1) ;+||o'qf+2|]""‘q¢-+k|k_| :Q;‘+1‘k
a oznaCime-h

Rec fifn = Hipais nn)=lax 1), i20, (%)

podminénou pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FC, (ki pis -l ) 28

podminky, Ze posledni prvek je provozuschopny (tedy R re, (k.0)0 = 1), dostavame

.F‘C (k,n) = ZQ:H k F(‘{_[k,;}i) ;

i=0

Proi = 1 lze ziejmé psat

{(x],...,x;. )| (pmu.,)(x,,...,x‘.): lax, = 1}:

min (k-1,i-1) e 5 5 }
{(xl,,,,,xi))(p,,_,(.:_u.;_])(x,,...,xhl)= LAE, =l &g, =-wmdg = ARSI

1=0
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Odtud

P((PFQ(L;-—Q Exiio g )= InX,_;, = A, =...=x_,=0Ax = I) =
= P(xi = 1| Prc, (111) e )= lax,_ =lAax,_,=...=x,,= 0)-
'P((PFQ(L,—I} (xl seens X ) =IAx_ =lAx_  =...=x,= 0)'

Oznac¢ime-li v souladu s (x)

RFQ(LHH i P((’p!-‘(."L(k.i—i] (x|s--'sx;—1 ) = 1Ax.ﬂ'-—__:‘-—l :lea—; DO :0) i J241, iel

i—1

podminénou pravdépodobnost bezporuchového provozu systému F £ (k,i iy p‘._,)

za podminky, Ze poslednich j prvki je v poruchovém stavu, dostdvame
min (k-1,i-1)

R

FC, (ki) 0 — - Py RFCL[k,i—IH e
Jj=

Stejn€ uvahy vedou ke vztahu

min (k—1,i—j-1)

RFQ ki)l j = O oy Zpi—j,’f : RFQ(L:‘—;‘—J][! pro 0< j<i<n,
=0
se zfeymymi podminkami
Rec, i =@ Pro0<i<k a Rec,ay; =0 Proi<j<k

Dusledek 3.1
V ptipadé, kdy pravdépodobnost poruchy prvku zdvisi pouze na stavu bezprostfedné

piedchézejiciho prvku (tzv. markovska zavislost fadu 1), dostdvame

RFCL{Ln} = [I 5 An.k :] ' RF‘CL(k.n—I} 3 An.fr : RF(',_{&,H—Z) %

(3.11)

Gt " Dkt Dn-ksfo " Pt RFC,_{k,n~k—l}

kd 4 ( ) qufr " Dn-k1)0
€ ¥ b pn— = pn— S SRy
2 i i Do+ In-ko

a s pocatecni podminkou R, , = 1 pro0<n<k.

0}
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Vztahy (3.10), (3.11) lze samoziejmé aplikovat i na homogenni systémy FC,(k,n) s

markovskou zavislosti'. Jde o systémy, kde
Vi,je {1,‘..,;1} Dim = Djjm>

tedy kazdé dva prvky maji stejné podminéné pravdépodobnosti poruch, které jsou funkci
pouze poctu bezprostiedné predchizejicich prvki v poruchovém stavu. V tomto piipadé

budeme pouzivat oznaceni 4., misto g, a p, misto Pijm

.|m

Ptiklad 3.2

a) Vypocet Ry (;) - nehomogenni systém s markovskou zavislosti fadu 2.

Uvazujme nehomogenni linedrné uspofadany systém FC, (3,7) s markovskou zavislosti

fadu dva. Symbolickou aplikaci véty 3.2 tak pro jeho pravdépodobnost bezporuchového
provozu dostdvame

4

FQ(3 T ZQM 3 FCL(?-.x'}|0 d
=0
kde Q= yo " 92 " 932> 0,,= oo " 93y " 942> Qs = yo " Dap " Do »

Os= 940 " 9sp " 92> Qs = 950" Do " )2+
Pro podminéné pravdépodobnosti bezporuchového provozu postupné nalezneme
RFCL(S‘O]f() =1
Rec, 3ayo = Pio 'RF(Z}_{S,OHD = Pyo> Rec oy = O, = o>
RF(.‘,_Q,Z}{O = Py 'R;-‘(‘L(JJ}[U t Py 'RFCL(},IH] =Py " Py T4y Py

RF(}{:‘.E}“ = QZF] < pi?o g RFC;_(].UnO = p!ll(} : q1|0 2 RFCL(SE}P. = 1||2 == q“'(] ’ qllll 2

Rec 330 = Pyo Rec oot Py Rec o + Py Rec, 3202

"V pripadé homogennich systémii FC, (k. n) s markovskou zdvislosti fadu jedna 1ze nalézt explicitni

vztahy pro vypocet jejich pravdépodobnosti bezporuchového provozu — viz [Ko2].
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o (pﬂ,a "Pajo H 4y * Py ) "Pyot Pyo oo Py T o Do Paps

Ry G =9y l:pvm Fe,3jo T Py 'RF('L(3,|}|1:| = [Pqn "Pajo T4y 'pz|1]'q?-|0’

R =0,, Py 'RFQ(3,0}|Q = Pyo "D "3

FC,(3.3)2

RFCL(3,4}|D =Py 'RFC{_('.?,S],‘O " Dy 'RFCL{3,3)|I % Py, 'RFC,_{s.a]iz 7
- |:(p|[n "Pajo TGy " Py ) "Pyo t Py oo Py T 90 "9 'psz]'p4\c +

+(plgo "Pojo T 9o " Py )'q?.|o "Payt Pyo 950 93 " Py

(Z t&chto vztahi je jasné patrnd mySlenka vypoctu, kterd je vyuZzivdna i v piipadé systémi
s nezavislymi parametry.)
Pro uplnost vypoctu piedpokladejme, Zze podminéné pravdépodobnosti bezporuchového

provozu p, . jednotlivych prvki systému, jsou dany ndsledujici tabulkou (zvySenim zdtéze

zpusobené poruchou bezprostiedniho predchudce dochazi k 5% snizeni ,,spolehlivosti®):

PN 1 2 3 - 5 6 7
0 0,9600 | 0,9550 | 0,9500 | 0,9450 | 0,9400 | 0,9350 | 0,9300
1 0,9120 | 0,9073 | 0,9025 | 0,8978 | 0,8930 | 0,8883 | 0,8835
2 0,8664 | 0,8619 | 0,8574 | 0,8529 | 0,8484 | 0,8438 | 0,8393
Odpovidajici podminéné pravdépodobnosti poruch jsou diny vztahem gy sl= P ;-
Vypoctem pak dostavame:
0, = 5,2876E-04 ; 0, = 6,4540E-04 ; 0,5 =7,7468E-04 ;
0,; =9,1924E-04 ; 0;, =1,0770E-03;
R (3.0f0 = 1,0000E+00; chl(s.n,'o =9,6000E-01 ; R, GO = 4,0000E-02 ;
R G2 = 9,5309E-01, Recoon = 4,3200E-02, }QF.{?I_(_,,‘E}lg =3,7080E-03 ;
R:'-'G,(SJ}IO =9,4760E-01; K €, 631 =4,7655E-02 ; Rmm)|3 =4,2120E-03 ;
R rC, (340 = 9,4186E-01.

Odtud vysledna pravdépodobnost bezporuchového provozu Recom = 0,996 228 .
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b) Vypocet R rc,(37) - homogenni systém s markovskou zavislosti fadu 2.

Z homogenity ihned vyplyva

0:3=053=0;,= Q=05 = SR ATRUAPE

RF{"L{3.0]|0 =1, RFCI_ @10 = Po> RFCL{.’-.I}|I =4q.0>

oy -

RFCL{S‘z}ll(] & po|{1 * qo|{) = p.|\ ] RF‘CL“‘QH'[ = p.| 0 3 q.| K R.LT__‘L (3.2)2 — q,no 'q.] s
e

RFCL[3‘3]|0 = P.o +2'P.|o a0 Po)y +‘?.|g AT APE

R = : . + . 2 R =— . .

Fe,(33)1 = Pefo " Dejo T Pof1 " o0 Krc,(33)2 Pajo " 4ej0 " De1>

R 2

RF{'L{EA)HO =y pollo +3'q|||{] : pl||[ .pl“) +2q.|0 .qo'll i p¢|2 -p.!,{) +QO2|0 : pfl‘.

a tedy pro hledanou pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FC,(3,7)

dostavame

Rec,3.7) = 1= 4,049,114, 2 -1 TP, ot P.2|g + Pf|g + Pf,'g 4.0 '(P.|1 +2p,,0, 3P.2; 0D,| |) 5 7

+Q.2|op.2|1 +qo!oq.|| '(p.|z +2pc|0pl|l)] £ (*)

Pro numericky vypocet predpoklddejme, analogicky k ésti a), Ze vlivem zvySené zatéze
zpusobené poruchou bezprostredniho predchiidce dochdzi k 5% sniZeni pravdépodobnosti

bezporuchového provozu prvku. Dostavame tak

i 0 1 2
P.; 0,9500 0,9025 0,8574
4. 0,0500 0,0975 0,1426

a numerickym vypoctem dle (*) R, , = 0,966 684.

O
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3.2 Systémy FC(k, n) s nezavislymi parametry

Vtomto odstavci se budeme zabyvat vyhradné systémy FC,(k,n), které vyhovuji

podmince nezavislosti (P2).

Véta 3.3 — vztah FC(k, n) X FC,(k, n)

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FCx(k, n), k<n " plati

n

k
RFCx(*.ﬂ;ﬂ»---‘m} & Z,:A" i Z B:‘ .RFC,_(k._J'—:—l;,r}Hl,.._,,uJ U (3.12)

j=n—k+1
i=l
kde A,:p,aA,.:p‘.-Hq‘, pro i>1,
=1

:.‘3’H=pnafm’j=p!.-l--‘[a.gff pro j<n.

I=j+1
Diikaz:

Oznaéme S = {x|(pl,__m“](x)=l} mnozinu viech cest systému FC, (k,n) a definujme

mnoZiny S, , nasledovné
Sy ={%| Orcyempy =1 A i=min{l] %=1} A j=max{t]x, =1}}.
Vzhledem k definici strukturnich funkci obou variant systému a indext 7, j, 1ze psat

=1ai=min{l|x, =1} A j=min{/|x, = 1}],

S, :{x (pm.{

J‘f‘.!’f'—l;p,,,l..,,.pj_l)
coz vzhledem k pfedpokladu nezavislosti vede ke vztahu

P(S.)= 4 Recytsitipanin) B *)

i=1 n
kde 4, = p,, A{zp‘.-nq! proJE>1,B,T:pnaJB’f.zpf-l_Iq‘r pro j<n.

I=1 I=j+1

Mnoziny {S“ ;.}k"" tvoii ziejmé rozklad S a pro pravdépodobnost bezporuchoveho

i=1, j=n—k+i

provozu systému FC, (k,n) tak dostdvame

" Pro k = n viz pozndmka 3.1
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RF('A-{k,n;pl..,,.p,,} o Z Z P(SfJ ) 2

i=l j=n—k+i

coz po dosazeni (+) a nasledné tipravé vede k dokazovanému vztahu.
9]

Dusledek 3.2

+  Aplikaci véty 3.3 na systémy vyhovujici podmince homogenity dostivame
k
RF('.'A-{k.n'.p} == p2 * Zi 7 q{_l - RFC,_(k,n——:’—!;p} ' (3 13)
=1

+ ZvySe uvedenych vztaht (3.12) a (3.13) vyplyva, Ze vypocet pravdépodobnosti
bezporuchového provozu systému uspofadaného do kruznice l1ze pfevést na vypocet
pravdépodobnosti bezporuchového provozu linearné uspofadanych systému. Bez ijmy

na obecnosti se tak 1ze zabyvat pouze linedrn€ uspofadanymi systémy.

Véta 3.4

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FC, (k,n) plati

R =R

FC(k,m;py v apy) FCI.“‘-"_I'-Piv---Pn-|) —qn '--.'qn—k+[ 'pn—k 'RFC;(k,ﬂ—'k-l'.f}|,...,ﬁ",.g. ) (314)

k
s pocdtecnimi podminkami R, . =1- Hq‘. 8 Rec hmp.p) —1sPIO <K,

i=l

Dikaz:

Ozna¢me A mnozinu viech konfiguraci systému FC, (k,n), které soucasné tvoii cesty

systému FC, (k,n=1p,,.... p, ), ti-

A:{(x,,...,xﬂ)

(pFC‘. (k.n=1;py s Py ) (xl"' ""xn—l ) = 1}

a B mnozinu viech fezi systému FC, (k,n), které tvofi cesty systému

FC, (k,n=k=Lp,seees Prgr)s -

XiyeoosXypr )=1A X, =1AX, =0A LA =0}.

(PF{‘;_{k,n--k—'l;pl,,..,p”_*_l) (

B:{(xl,...,xn)
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Odtud zfejmé
déle

a z pfedpokladu nezdvislosti

P(B) =qn Qa1 P 'RFc, (k.n—k—1;p, .

vsPnk-1) |

Néslednym vyuzitim ziejmé relace B — A dostdvame dokazované tvrzeni.

o

Poznamka 3.3

Z koherentnosti systémi FC, (k,n) ziejmé vyplyva

R <R <R

FC,(knipmin) =~ FC(kmpynpy) = 7 FC (K Py ) ?

kde'p.. =min(p,. .p. ). p.o =max(p...p. )

V ptipadé, kdy systém nevyhovuje podmince homogenity, 1ze vzdy pouzit odhad
R =R
+Pn)

FC,(k,n;p,,... FC,(k.n;p)?

kde p=ip - b,

R o je libovolny vztah pro vypocet pravdépodobnosti bezporuchového

FC,(k,n
provozu odpovidajici varianty homogenniho systému FC, (k,n).

Pro chybu takového odhadu zfejmé plati

R —R <R ~R

FC,(k,n;py,py) FC,(k.n:p)| = ~"FC.{k.8: Do) FC,(k.m;puin)

Priklad 3.3
a) Pravdépodobnost bezporuchového provozu FC, (3. Tps-w )

Aplikaci vztahu (3.14) snadno dostdvame
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RF‘C,{S.?:;;]..,.,;J?} =l QBP9 59— P,'9° 9, 95— D394 G5 g —
~Ps 45959, (1-9,° 9, 4).-

b) Pravdépodobnost bezporuchového provozu FC, (3,7; p;,..., p, ).

Aplikaci vztaht (3.12) a (3.14) dostavame
Recyitmoy =4[ Bs (1=, 0,)+ B, (12,9, -9, — D, -0, -4, -5 ) +
+B,-(1-4,°9, 9, ~ P 4344 95— D544 "9 " 95 ) | +
+4, - [Bi+B-(1-q,-4,-q)+ B, (1= G5 4y G5 — Py 44 45 4) | +

+A3'[Bj + B, + B, '(l*‘h "qs 'QG):Ia

kde 4 =p, A,=q -p,, 4. =9 92D,
B, = p,, By = p-q, By =ps-q94-9,.

o

Véta3.5"

Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FC,(k,n;p), 1<k < n*, ktery

vyhovuje podmince homogenity, plati:

i R it
)R ==Y (1) - C - p - ¢ -[Hp-ﬁ——‘;’—} (3.15)
=1
kde ﬁ:["“J
k+1
: i k i+l i+1 k(l+1) n
b) RF(‘x{k,n:P,\:l-_;(_l) '(P'q ) .C"'k'“m{Hn—_k-(i_-—l-l—) = (3.16)

"'V [LP] lze nalézt vztahy pro vypocet pravdépodobnosti bezporuchového provozu systému FC.(k, n; p)

odvozované za stejnych pfedpokladi jako ve vété 3.5. Uvadéné vztahy vsak nejsou presné.

" Pro k = n viz pozndmka 3.1

63



Dikaz:
ad a) MnoZinu vSech provozuschopnych konfiguraci S = {x‘ Pre, “_”,(x) =1 } rozlozime

podle poctu porouchanych prvki dané konfigurace do tiid S R o TR 2 B
S=L]s,,
j=0

kde §, = {x\ P, (k.n](x)z 1A y= n—s(x)}.

Odtud pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému dostdvdame vztah

HWM=H@=%P@J
o=

R

Vzhledem k predpokladim véty je zfejmé, Ze pravdépodobnost kazdé tiidy rozkladu miize

byt vyjadiena ve tvaru

P(s,)=IFL,-p™ -¢’,

kde L"”} ; je pocet vSech riiznych fetézch délky n, které se skladaji z jx0 (reprezentuji

prvky v poruchovém stavu) a (n— j)x1 (reprezentuji prvky v provozuschopném stavu) a

obsahuji nejvyse £ — 1 po sob¢ jdoucich 0. Snadno Ize nahlédnout, Ze

e S

je vytvorujici funkce koeficientdi L,

Jut=j "

Z rozvoje

ziskame pro hledané koeficienty vztah

n— ,H-l

It (*)

j.n—j n Jj+l n—ki
i=0

tedy

n n—j+l

RFr,[k.n} :Z Z (_l)f' n—j+l Cr: :: g ‘q;.-

j=0 i=0
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Zaménou poradi séitani a naslednou transformaci mezi vnitiniho souétu dostaneme
n n—i+l

Recomy =2, 2, (<1) -CL, CHE . g, (+%)

=0 =k

Z tvaru binomickych koeficientti je patrné, ze vnitini soucet Ize vy¢islit pomoci vytvorujici
funkce

f(x)=x-(g+px)"™,

jejiz rozvoj vede k identité

(q+px n—ki ZC": kk: : n—j q_;'—h' 'xn—j+'l ;

J=ki

Z i-té derivace uvedené identity dostdvame

n—i+l

i = n—ki—i+ i n—ki—i i £ ki T
. el - RV N e T ey g W oy R e

j=ki

,0<r<s .Polozime-li x = | ziskdme

n—i+l

A:i ]ki p +An ki p = ZAH Jj+l Cr-: kk: i .q-"l_kj

i=ki

a nékolik naslednych uprav vede k identité

n—i+l1

ba e Rk e S "-q“-[lw

J=ki

n—ki—i+l]
el

Dosazenim do (*#*) nahlédneme platnost dokazovaného vztahu.

ad b) Analogicky k predchazejici ¢asti diikazu dostdvame

Fqucn) ZK;M' o

kde K, I _, je pocet vsech riiznych zpusobu, jak na kruznici rozmistit fetézec délky n, ktery
se skladd z jx0 (prvky v poruchovém stavu) a (n—j)x1 (prvky v provozuschopném
stavu) a obsahuji nejvySe k — 1 po sobé jdoucich 0. Rozkladem vsech vySe zminénych

rozmisténi nahlédneme platnost vztahu

min (j,k~1) 1
k=l gkl
el op & tf I (%)

fin=1 -‘ﬂf
i=l
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navic je ziejmé, ze

f_;(x)=(x+2.x2 +3w»r3+...+(1’c—1)'x"_')-(1+J|c+...+x"_')ﬂ_j_l

min  j,k—1)

je vytvorujici funkce pro Z: Lo
Odtud
A= - _ l'?—_f—] A
Knt;=Z(_l)r'C:i C::: k (_1):]' ri,fi C;::ii"
i=0 i=0
tedy
Reciim = 1) (Gl Gal sl aGop Oy | vl
=0 r=ﬂ

Stejnou technikou jako v zavéru dukazu Casti a) (tj. zaménou pofadi s¢itani a vycislenim
vnitiniho souctu) dostavame dokazovany vztah.

o}

Poznamka 3.4 — odhady

. Pro pravdépodobnost bezporuchového provozu systému FC, (k,n) plati

_R

RF(_'KU‘ np,. ot e )

<RFC,{.(np} —(1_(1_P) )EJ,

(1 _(l = P)k )n = RF(-A_{,&_”‘-;.)} < (l - (1 - p)k )\:JH .

Tyto odhady jsou ziejmym dusledkem vztaha (3.1), (3.2) , (3.4) , (3.5) a tvrzeni 1.1.
Pro zbézné vypolty pak dosahuji prijatelné presnosti jejich nasledujici vazené

kombinace

o n—k+1

RFG.(*'H;,”} = '(1 _(1 ) p)A )

RFCN{;(,H;;,) = p'(] ‘(l 2 P)‘. )" +(l—p)-(l-—(1-— p)* )EJH (3.18)
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+  Pro pfesnéjsi odhad pravdépodobnosti bezporuchového provozu systému FC, (k,n; p)

je vhodné pouzit [Fe, str. 324-327]

I=q-x;

FC, (k.m;p) S

(1

a v piipadé systému FC, (k,n; p)

kde x, je jediny kladny kofen rovnice 1-x+ p-g* - x**!

FCy (k,n;p)

I

+k—~k-x)-p

n+l

lx[)

p-[l-(qxg)k -(l+k—k-q-xn)]

(1+k—k-x0)-(l—q-xa)‘x§_' )

(3.19)

(3.20)

=0 rizny od ¢q'.

(Dukaz je stejné jako u (3.19) zaloZen na teorii obnovy a vyuziva vytvofujici funkce.)

Empirické testy ukazuji, ze zvlasté odhady (3.19) a (3.20) jsou dostate¢né pfesné i pro

relativné malé hodnoty n(27).

porovnavajici

odhady (3.17)

(3.20)

s exaktnimi

hodnotami

Tuto skutecnost doklddaji nasledujici tabulky

pravdépodobnosti

bezporuchového provozu. V tabulkich pro systémy FC, (k,n) jsou vypoctené hodnoty

uvadény v poradi

odhad (3 17)
odhad (3.19)

exaktm (3 15)

Linedrné uspofadané systémy FC, (k,n; p)

FCi(k, n; 0,5)

, pro systémy FCy (k,n) v potadi

odhad (3.18)
‘odhad (3 20) ;
exaktni (3.16)

n\k 3 3 4 5
0299927 | 0639267 | 0,854988 | 0,938 950
itails 0,265579 | 0,632804 | 0,843211 | 0937755
70265625 | 0632813 | 0843750 | 0937500 |
0.156195 | 0506765 | 0,757704 | 0,882514
o e N N e
(70,140625 | 0,492188 | 6,’?5’4'8'8’3 """ 0,890 625 |
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FCy(k, n; 0,7)

FCy(k, n; 0,9)

Systémy uspofadané do kruznice FCy (k,n;p)

FCx(k, n; 0,5)

FCx(k, n; 0,7)

FCx(k, n; 0,9)

n\k 2 3 4 5
IIIIIIIII 0,623 580 | 0,894486 | 0,975164 | 0,994 180
» Fime e e
| 0,623917 | 0,897910 | 0974890 | 0.994 168 |
0,486 761 | 0,838 693 | 0,956421 | 0,988 400
10 | 0496412 | 0,844884 | 0958004 | 0989065 |
0496412 | 0844884 | 00958004 | 0.989 065
n\k 3 3 4 5
0,944362 | 0,995309 | 0,999630 | 0,999 972
7 0,945513 | 0,995401 | 0,999 630 | 0,999 972
| 0,945513 | 0,995401 | 0,999630 | 0999972
0917265 | 0,992525 | 0,999350 | 0,999 944
10 0,919747 | 0992708 | 0999360 | 0,999 945
| 0,919747 | 0992708 | 0,999360 | 0,999 945
n\k 2 3 4 5
0224945 | 0531309 | 0,757704 | 0,869 600
7 0226832 | 0556335 | 0,772411 | 0,886 736
70,226563 | 0,617188 | 0,835938 | 0,929 688 |
0,117 146 | 0424629 | 0674218 | 0,818 563
10 0,120109 | 0432708 | 0,691486 | 0,842211
170,120 117 | 0483398 | 0,751953 | 0,889 648
n\k ) 3 4 5
0,567458 | 0,854297 | 0,956421 | 0,986 723
7 0,586 595 | 0867591 | 0,960076 | 0,988 052
170,586 564 | 0.886381 | 0971431 | 0,992977 |
0.442952 | 0,801275 | 0,938092 | 0,980 993
10 0,466 718 | 0,816354 | 0,943457 | 0,982975
70,466 719 | 0,834 181 | 0954731 | 0,988 087 |
n\k 2 3 4 5
0934918 | 00993419 | 0,999350 | 0,999 935
) 0937567 | 0,993700 | 0,999370 | 0999937
70937567 | 0,994600 | 0999550 | 0,999 964
0.908092 | 0,990641 | 0999070 | 0,999 907
10 | 0912018 | 0991012 | 0999100 | 0,999910 °
(70.912018 | 0,991910 | 0,999280 | 0,999 937
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4. Zaveér

Na 1plny zéver chei jako autor vyjadfit presvédéeni, ze predkladand prace splni,
kromé kritérii kladenych na habilitaéni praci, také sviij dalsi, neméné dilezity cil. Tim je
poskytnout zdjemctiim, pfedevsim z fad technickych pracovnikii zabyvajicich se otazkami
spolehlivosti, komplexné zpracovanou problematiku vypoétu zdkladnich ukazateli

spolehlivosti systémi majoritniho zalohovani. Systematicky piehled o vysledcich prace si

1ze ucinit z nasledujicich tabulek.

Homogenni systémy

vztahy (2.19)-(2.23)

GA(k, n) Exaktni vztahy Odhady
: 2 véta 2.1
Obecné systémy Ly vztahy (2.6x), (2.7x)
Systémy s nezavislymi | véta 2.2 véta 2.3
parametry vztah (2.13) vztah (2.14)
véta 2.5 poznamka 2.5

vztahy (2.15), (2.16)

FC.(k, n) Exaktni vztahy Odhady
Obecis sixtim véta 3.1, 3.2 poznamka 3.2
i e vztahy (3.7), (3.10), (3.11) |vztah (3.8)

Systémy s nezavislymi
parametry

véta 3.3, 3.4
vztahy (3.12)-(3.14)

poznamka 3.4

Homogenni systémy

veta 3.5, dusledek 3.2
vztahy (3.13), (3.15), (3.16)

poznamka 3.4
vztahy (3.17)-(3.20)

Kromé vyse uvedeného prehledu vztahii, které plati pro systémy majoritniho zalohovani,
obsahuje prace také metodu pouzitelnou pro zcela obecné koherentni systémy. Jde o
techniku vypoétu zaloZenou na aplikaci Mobiovy inverze Ciselnych funkci. Tato metoda je
univerzalni, vypoéetné dostatecné efektivni a umoziiuje exaktni vypocet pravdépodobnosti
bezporuchového provozu, resp. souCinitele asymptotické pohotovosti stfedné velkych

koherentnich systémi. Pro rozsdhlé systémy je mozné jednotlivé iterace vyuzit jako dolni,

resp. horni odhad pfislu$nych ukazateli.
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[Ai]
[AP]

[Ar]
[Be]
[BH]

[Bi]
[BP]

[Fe]
|Gr]
IGU]
[HR]
(KL]
[Kol]
[Ko2]
[Lo]

[LP]

[PG]

[Ph]
[Rh]
[Ro]

[SP]

[St1]

[St2]
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Prehled znacdeni

n
+  celkovy pocet prvki systému (n>1),

X

I

+ nahodna veli¢ina definujici stav prvku i,(i =1,...,n)

3

L ol - {0,1}, X, =1 - provozuschopny stav, X, =0 - poruchovy stav,

X=lx U x)

+  konfigurace systému (nahodny vektor stavii prvki systému),
+ definice — str.8,

®s (x)

» strukturni funkce systému S,
+ definice — str. 8,

B} 2|

+ pravdépodobnost, podminéna pravdépodobnost,
E[]

+ stfedni hodnota,

p, =P(X, =1)

. pravdépodobnost bezporuchového provozu prvku i,(i =1,...,n),

qg; = b= D
. pravdépodobnost poruchy prvku i,(i =1,...,n),

p=(p,-p,). 4=(4,---4,)

. vektor pravdépodobnosti bezporuchového provozu, resp. pravdépodobnosti poruch
prvki systému,

FA(k,n), FA(k,n; p), FA(k,n; p)
systém k libovolnych prvku z n, typ F (porucha),
definice — str. 14,

GA(k,n), GA(k,n; p), GA(k,n; p)
systém k libovolnych prvki z n, typ G (provozuschopnost),
definice — str. 14,

FC,(k,n), FC,(k,n; p), FC, (k,n; p)
linearné usporadany systém k po sobé jdoucich prvki z n, typ F (porucha),
definice — str. 43,

GC, (k,n), GC, (k,n; p), GC, (k,n; p)
linedrné uspofadany systém k po sobé jdoucich prvki z n, typ G (provozuschopnost),
definice — str. 45,
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rC

« (k,n), FCy (ks";P)~ FC (k,n; p)

systér_n k po sobé€ jdoucich prvki z n, typ F (porucha), usporadany do kruznice,
definice — str. 44,

GCy (k,n), GC (k,n; p), GC, (k,n; p)

-

Ry

*

R,

A

*

4

il

Ak

n

-

systém & po sobé jdoucich prvkii z n, typ G (provozuschopnost), uspofadany do
kruznice,

definice — str. 45,

pravdépodobnost bezporuchového provozu systému S,
(napf. R, ., oznaCuje pravdépodobnost bezporuchového provozu systému GA(k,n)),
definice — str. 9,

=1-R;
pravdépodobnost poruchy systému S,
(napf. Ry, , oznacuje pravdépodobnost poruchy systému FA(k,n)),

soucinitel asymptotické pohotovosti systému S,
(napf. Ay (., oznacuje souinitel asymptotické pohotovosti systému FC, (k,n)),

definice — str. 9,

——h
soucinitel asymptotické nepohotovosti systému S,
(napf. 4, rc, (., 0Znacuje soucinite] asymptoticke nepohotovosti systému FC, (k,n)),

stfedni doba do poruchy, oznacovand také MTTF, str. 13,
stfedni doba do obnovy, oznaCovana také MTTR, str. 13,

faktorial, n pfirozené Cislo,
binomicky koeficient n nad k (n, k libovolna celd Cisla),

variace k-té tiidy z n prvkia bez opakovani (0 < k < n, pfirozena Cisla),

[x]

L]

dolni cela cast x,

{x| V(x)}

L

o]

L]

mnozina viech x majicich vlastnost V(x).

tzv. halmos, tj. symbol vyuzivany k oznaceni konce definic, tvrzeni, diikazi vét apod.
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