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Abstrakt

Tato prace se zabyva navrhem didaktické pomicky pti feseni dynamiky soustavy
téles a zaroven se snazi poukédzat na spojitost teoretickych vypocti s praktickym
experimentem. Jako demonstra¢ni predmét byla pouzita soustava dvou téles, kde jednim

z nich je rotujici nevyvazek.

V matematickém feSeni dynamiky byly sestaveny rovnice rovnovahy, specifikace
sil a kinematické rovnice. Samotna feSeni a celkové vypocty byly provedeny pomoci
softwaru Maple. Dale byl navrhnut a sestrojen fyzicky model, se kterym byl uskute¢nén

realny experiment.
V zé&véru byly vypocty porovnany s praktickym pokusem.
Klicova slova:

didakticka pomticka, dynamika, soustava téles, nevyvazek, Maple

Abstract

This thesis describes the design of didactic aid in solving dynamics of bodies
system and alongside it is trying to point to the continuity of theoretical calculations
with practical experiment. As a demonstration object was used a system of two bodies,

where one of them is a rotating imbalance.

The mathematical solution of dynamics was assembled equations of balance,
specification forces and kinematic equations. Solutions and overall calculations were
performed by using the software Maple. It was also designed and built a physical

model. The model was used to practical experiment.

At the end the calculations were compared with the practical test.

Keywords:

didactic aid, dynamics, system of bodies, imbalance, Maple
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h vyska k bodu otaceni nevyvazku [m]

1 délka predmétu [m]

b délka k bodu otaceni nevyvazku [m]

D dopliikkova dynamicka sila [N]

F sila [N]
Fg tihova sila [N]
Fr tfeci sila [N]
G2 gravitaéni sila télesa 2 [N]
G3 gravitacni sila télesa 3 [N]
N normalova sila [N]
Na, NB normalové sily v bodech A a B [N]
Rx, Ry reakce v uloZeni [N]

T tecna sila dynamicka [N]
T2 téziste télesa 2 [-]

T3 teziste télesa 3 [-]
Ta, Ts tfeci sily v bodech A a B [N]

O odstrediva sila [N]
M moment [N.m]
Me moment ¢epového treni [N.m]
\Y hnaci moment [N.m]
Mp dynamicky moment [N.m]
My moment valivého odporu [N.m]
f koeficient smykového tfeni [-]

fx koeficient ¢epového tieni [-]
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moment hybnosti télesa

koeficienty momentové charakteristiky
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1 Uvod

Dynamika je tfetim oborem z mechaniky pevnych téles: statika — kinematika -
dynamika. V ramci dynamiky studujeme hlavné¢ pohyby a vzijemné interakce mezi
tuhymi télesy pohybujicimi se jako celek s nenulovym zrychlenim. Pro jeji aplikace je
tedy nezbytné kromé zvladnuti popisu silovych ucinkt pii jejich plisobeni na télesa

umét popsat i pohybové stavy téles tj. kinematiku.

Zakladni ulohou dynamiky je nalezeni vztahi mezi piisobicimi silovymi ucinky a
vyvolanymi pohyby tj. sestaveni pohybovych rovnic. Zakladnimi pojmy jsou prostor,

¢as, hmotnost a sila.

Dynamika se obecné fadi mezi narocné predméty ve vyuce. Tato prace ma co

nejvice piiblizit teoretickou vyuku s ndzornou praktickou pomiickou.
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2 Cil prace

Pii vyuce kinematiky a dynamiky v bakaldiském studiu jsou studenti vystaveni
pozadavku fesit ulohy, které se ponékud odlisuji od uloh, které znaji z jinych predméti.
Odlisnost spociva v tom, ze vysledkem vypocti jsou vétSinou funkce (ve smyslu
matematickém) misto cCiselnych hodnot. Takové funkce pak reprezentuji pohyb
studovanych fyzikéalnich objektl, jako jsou hmotny bod, soustava hmotnych boda,
téleso nebo soustava téles. Potiz byva v tom, Ze pod témito funkcemi je tfeba predstavit
si konkrétni pohyb. Proto maji velky vyznam nazorné didaktické pomtcky. Takové

pomiicky ovSem nejsou bézné k dispozici.

Mym cilem je proto - ve smyslu zaddni BP - vytvofit pomtcku k ilustraci dynamiky
soustav téles postupem od matematického modelu k fyzické realizaci. Jako inspirace
slouzi hracka nazyvand HexBug, ktera se vSak jako didaktickd pomicka nehodi

vzhledem ke svym rozmériim a parametriim pohybu.

12
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3 Resersni cast

V dnesni dobé se ve skolstvi pii vyuce riznych predmétii ¢im dal vice vyuziva
ruznych didaktickych pomitcek. Jsou to objekty ¢i predméty zprostiedkujici nebo

napodobujici realitu, napomahajici vétsi nazornosti nebo usnadiujici vyuku.

Na trhu Ize pro bézné vyucujici predméty ziskat velké mnozstvi didaktickych
dynamika, je téchto pomicek velky nedostatek. Casto jsou nahrazovany predméty, které

nemaji s vyukou nic spole¢ného, naptiklad hrackami.

Pfi vyuce dynamiky byla v nasem pripadé pro feSeni dynamiky soustav téles
pouzita hracka HexBug. Jako nazorna pomtcka neni Spatnd, ale je nedostacujici, a to
hned z nékolika davodi. Hracka je velmi mald, prakticky do ni neni vidét a jeji

parametry jsou pro nazornost vyuky nevhodné. Z téchto divodi vznikla tato prace.

Snazim se vytvofit takovou didaktickou pomucku, ktera svou velikosti, parametry a
nazornosti priblizi vyuku feSeni soustavy téles v dynamice, zaroven je zachovan princip
hracky HexBug. Parametry jsem upravila tak, aby didakticka pomiicka byla co nejvice
nazorna a zaroven nebyla slozitd pro pochopeni soustavy téles a nasledného vytvoreni
matematického modelu. Jak se pozdéji ukaze, tyto predméty pracuji s nevyvazkem a

suchym tfenim.

Obrazek 1: Hracka HexBug [1]

13



3.1 Priklady z praxe
S principem rotujiciho nevyvazku nebo pohybem télesa po podlozce, kde se
uvazuje se suchym tfenim, se mizeme setkat i v praktickém zivoté¢, naptiklad: vibracni

desky, péchy, primyslové vibra¢ni dopravniky, Zlaby.

3.1.1 Vibraéni desky, péchy

Hutnici technika je dnes nedilnou soucésti procesu stavebnich praci. Zde se stale
veétsi mérou uplatiiuji Cisté vibracni stroje: vibraéni desky, péchy atd. Tyto stroje pracuji
oproti naSemu modelu s vyrazné jinymi parametry (hmotnost, otacky,...), avSak na
stejném principu (rotace nevyvazku). Vibraéni desky se pouzivaji pro hutnéni zemin
(podkladni vrstvy staveb), hutnéni Zivic (napt. pii opravach silnic) a jsou nezastupitelné

pii pokladce zdmkové dlazby. [2]
D
g -

Obrazek 2: Schéma jednosmérné vibracni desky [2]

3.1.2 Dopravni zlaby
Vibraéni dopravniky jsou mechanické dopravniky pro dopravu sypkych materidlt
vyuzivajici k pfemistovani setrvacnych sil a suchého tfeni plsobicich na castice

dopravovaného materialu.

Impulsni dopravniky — plechovy Zlab konajici nerovnomérny postupny vratny
pohyb vyvolany pohonem dopravniku. Céstice materialu vlivem své kinetické energie

klouZzou po zlabu az do okamziku, kdy se kinetickd energie uc¢inkem tfeni o zlab

14



vycerpa natolik, Ze se rychlosti zlabu a materidlu vyrovnaji, tim jejich relativni pohyb

konéi. [3]

dopravovany material dopravni zlab

listova pruzina

trasadlo s listovymi pruzinami

Obrazek 3: Schematicky obrazek dopravniho zlabu [3]

15



4 Teoreticka vychodiska

V této praci se omezime pouze na rovinny piipad soustavy téles, nebot’ je nas

predmét symetricky a neni tudiz nutné vysetiovat piipad jako prostorovy.

4.1 Princip uvolnovani jednotlivych téles soustavy v roviné
Zakladem je tteti Newtoniv zakon akce a reakce: ,,Dvé télesa na sebe navzajem
pusobi stejné¢ velkymi silami, ale opa¢ného smyslu.”. Cely princip spociva v rozdéleni

soustavy na jednotliva télesa a nahrazeni veSkerych vazeb silovymi u¢inky a momenty.

T¢€leso v roviné ma 3 stupné volnosti (i=3) — dva posuvy ve sméru soufadnicovych
os a rotace. U vazané¢ho télesa se pocet stupnii volnosti snizuje podle typu vazeb.
Rovnice vazbové zavislosti je i = 3 —n, kde n je pocet stupiiti volnosti odnimany

vazbami. [4]

RozliSujeme vazby idedlni a vazby realné, pficemz u vazeb idealnich uvazujeme

povrchy téles dokonale hladké, tudiz pasivni odpory zanedbavame.

V dynamice rovinnych soustav miizeme vazby dale d¢lit na obecnou, rotacni,

posuvnou a valivou.

Obecna vazba - je tvoiena dvéma dotykajicimi se povrchy, pohybujicimi se vii¢i sobé
tak, ze vbodé dotyku dochazi k vzajemnému prokluzu. Vazba znemoziuje posuv
kolmo ke spolecné tecn€¢ obou povrchli, umoziiuje rotaci a posuv ve smeru spolecné

tecny. Tyto pohyby jsou na sobé nezavislé.

Rotaéni vazba - umoziuje vzijemné nataceni téles vici sob¢, neumoziiuje posuv ani

v jednom sméru.
Posuvna vazba - umoziuje posuv pouze v uritém sméru a neumoziuje rotaci.

Valiva vazba - je tvofena dvéma povrchy ve vzdjemném kontaktu (dotyku), ptficemz

nedochazi k prokluzu mezi povrchy. Povrchy mohou mit libovolny tvar. [5]

Nasledujici tabulka 1 znazorfuje principy uvoliovani soustavy téles. Vazby jsou
nahrazeny silovymi reakcemi, pfipadn€é momenty. Je také uveden rozdil mezi
uvolnénim idedlnim a redlném, kde v pfipadé redlném mame vztahy tykajici se

pasivnich odpord.
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Tabulka 1: Principy uvoliiovani soustavy téles [6]

Vazba Schéma Uvolnéni idealni Uvolnéni realné Pasivni
odpory
N N T
bod /
kiivka 5
-N -T -N
N ; - 3D
N N T 2 e
. - k7 k2 “y =
Obecna kiivka / =
(-19) kiivka =
N N I
ol T~
N N .
kiivka / v
bod
-N v _? -N
BES
n:
+
. ~
Rotacni | 1,4/ bod ol
(29 =
LU
Il
E)U
N N >
Posuvna | piimka / F
(-2°) piimka ¥
N V.1 N
- - e i
N -T. N -T ®
Valiva kiivka / i T
(-2°) kiivka e ;
T N T X =

N — normalova sila
T — te¢na sila

f — soucinitel smykového tfeni

Ry, Ry —reakce

M — moment ¢epového tieni; rs — polomér cepu; fz — koeficient cepového tieni
M, — moment valivého odporu, e — rameno valivého odporu
M — moment nahrazujici posunuti normalové sily

v —rychlost
® — uhlova rychlost
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4.2 Pasivni odpory

Ve své praci uvazuji pouze dva druhy pasivnich odporti — smykové a ¢epové treni.

4.2.1 Smykové treni

Smykové tfeni je zdkladnim druhem pasivniho odporu. Vznika pii dotyku dvou
téles. Je dano nerovnostmi sty¢nych ploch, které svymi vystupky do sebe zasahuji a
pohybu brani, proto je smykové teni predevSim zavislé na druhu materidlu, na stavu

stycnych ploch a je také jiné za klidu a jiné za pohybu.

PAIDXT T

Obrazek 4: Nerovnosti sty¢nych ploch [7]

Smykové tfeni se projevuje tim, ze normalova slozka reakce N je provdzena v misté
styku te¢nou slozkou o velikosti T = fN, kde f je soucCinitel smykového tfeni. Tato
tecna slozka plisobi proti smyslu pohybu uvazovaného télesa vzhledem k druhému

télesu v misté styku.

mg

|
F

ﬂ.

2 T FAZT

N

Obrazek 5: Pisobici sily pii smykové tfeni [7]

RozliSujeme statické tfeni za klidu a dynamické tfeni za pohybu. To znamena, Ze na
téleso, které je v klidu, je potfeba vyvinout vétsi silu F tak, aby dosSlo k odtrzeni od

podlozky a dalo se do pohybu.
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Vysledna tieci sila je tedy

F, = Nf,, €Y
v pripad¢ statického tfeni, kde f; je staticky koeficient smykového tfeni a v piipadé

dynamického tfeni je

F.=NF,, )

kde f, je staticky koeficient smykového tfeni.

Graf 1 znazorfiuje zavislost smykového tfeni na rychlosti. Je na ném vidét

piechodova oblast, kdy se téleso odtrhlo od podlozky a nadale ustdleni hodnoty.

Af

-

fo £,

fs=f0 sgn (v)
E fd=f1 sgn (v)

Graf 1: Zavislost smykového tieni na rychlosti

4.2.2 Cepové tieni
Vliv tfeni na oto¢ny Cep v radidlnim lozisku se vyjadiuje tak, Ze se zavadi moment
cepového tieni My, presnéji dvojice sil od cepového tfeni o momentu M, plsobici proti

smyslu pohybu ¢epu vzhledem k panvi. [8]

Moment ¢epového tteni My vyjadiujeme vztahem (viz tabulka 1)

Mé = }"Lvﬁ sz + Iey2 (3)
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Jelikoz je v nasem piipadé cepovy moment zohlednén v momentové charakteristice

motoru, neni potfeba s nim dale pocitat.

4.3 Dynamika télesa v roviné

Dokonale tuhé téleso je téleso, které pod ptisobenim vnéjSich sil neméni sviij tvar

ani velikost. [6]

Hmotové vlastnosti télesa:

- Nultého fadu

e C(Celkova hmotnost télesa

m= jdm
(m)
e Hustota télesa
p=m
dv

- Prvniho fadu

e Staticky moment tclesa

s = J.de:syz +5,. = J.xdmf+ Iya’mf

(m) (m)

- Druhého tadu

e Moment setrvacnosti k ose z (k ose otaceni)

J. = J.(x2 +y2)dm

(m)
-k pocatku L soutadnicovému systému
J, = J. r’dm
(m)

e Deviacni moment k osdm x a y

D = J-xydm =D,

xy
(m)
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4.4 Posuvny pohyb télesa
Téleso kond posuvny neboli translaéni pohyb, jestlize kterdkoliv jeho ptimka, napf.
primka KL v obr. 6, zachovava v prostoru sviij smér. Dusledkem toho je, ze vSechny

body télesa maji v témze ¢ase stejnou rychlost a stejné zrychleni.

VM |

Obrazek 6: Posuvny pohyb télesa [9]

Trajektorie vSech bodi jsou vzdjemné posunuté kiivky. Posuvny pohyb télesa staci

Vovorw

tf1 veliCiny:

Draha
u [m]
Rychlost
_ du |
v=—[ms 11
g s (11)
Zrychleni
. v d'u _dv )
=—= =V— [m.s 12
Caar (12

Pohybové rovnice télesa s posuvnym pohybem stanovime pouZitim véty o zméné

hybnosti a 0 zméné momentu hybnosti.

Zakladni tvar véty o zméné hybnosti je
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dp ~
dt Z ' (13)

i

kde p je hybnost télesa, t je Cas a Fl,i = 1,2, ...njsou pusobici sily, akéni a reakcni.

Protoze hybnost télesa je
p=mv, (14)

kde m je jeho celkovd hmotnost, dostavdme dosazenim do (13) prvni Newtonovu

pohybovou rovnici

N

ma = ﬁ, (15)
i=1
Zavedenim dopliikové dynamické sily
D =—am (16)
dostavame pohybovou rovnici (15) ve tvaru d‘Alembertove
F+D=0 (17)
i=1
Zakladni tvar véty o zméné momentu hybnosti je
db - =
_— V. X F , 18
=2, (18)

i

kde b je moment hybnosti télesa a 7,,i = 1,2,...n jsou polohové vektory plisobist’

jednotlivych sil. Moment hybnosti télesa je definovan jako

5=j;xvmn, (19)
(m)

pfi¢emZ rychlost ¥ kazdého bodu télesa s posuvnym pohybem je stejnad. Mizeme tedy

napsat
Ez_[?dmxﬁz?sxmﬁ, (20)

kde
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Ifdm

= @1
‘ m
je polohovy vektor tézisté télesa.
Derivace na levé stran¢ vyrazu je tedy
db dF . . AV
— =—XmMV A+, Xm— =V XMV +F,Xma=r,xma, (22)
dt dt dt
protoze vektorovy soucin
V. xmv =m(V, xv)=0. (23)

Dosazenim (22) do (18) dostavame druhou Newtonovu pohybovou rovnici pro
téleso a s posuvnym pohybem ve tvaru
Fxmi=) FxF,. (23)
i=1

Nasledné zavedenim doplitkové dynamické sily podle (16) dostaneme

M ixF+7ixD=0, (24)

i=1
coz je druhd pohybova rovnice posuvného pohybu télesa ve tvaru d’Alembertoveé, ze

WV v

které mj. vyplyva, ze ptisobistém dynamické sily D je téziste télesa.

4.5 Rotacni pohyb télesa

Pti rota¢nim pohybu télesa se vSechny body pohybuji po kruznicich se sttedem na

ose rotace. Uhlova rychlost @ a thlové zrychleni a viech bodii je stejné. [9]
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Obrazek 7: Rotacni pohyb télesa [9]

Rotacni pohyb télesa je charakterizovan nasledujicimi kinematickymi rovnicemi

o= % (25)
-do_dg (26)
V,=ro 27)
a, =ra (28)
a, =re’, (29)
kde: ® ...polohovy thel [rad]
® ...Uhlova rychlost [rad.s™]
o ...Ghlové zrychleni [rad.s?]

t ...cas [t]
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r ...polomér [m]

Va ...obvodova rychlost v bodé A [m.s™']
aat ...te¢né zrychleni v bodé A [m.s?]
aAn ...normalové zrychleni v bod& A [m.s?]

Pohybové rovnice télesa s rotaénim pohybem stanovime pouzitim véty o zméné

hybnosti a 0 zméné¢ momentu hybnosti.

Zakladni tvar véty o zmén¢ hybnosti je

dp —
_ZE F, 30
dt ' (39)

i

kde p je hybnost télesa, t je Cas a Fl,i = 1,2, ...njsou pusobici sily, ak¢ni a reakcni.
ProtoZe hybnost télesa je

pD=moOxXr=my,, (31)

kde m je jeho celkova hmotnost a v, je obvodova rychlost vbodé¢ A, dostdvame
dosazenim do (30) prvni Newtonovu pohybovou rovnici

mc?AzmﬁAlerElA":z}?, (32)
i=1

kde a4, je tecné zrychleni v bodé€ A a ay, je normalové zrychleni v bod¢ A.

Zakladni tvar véty o zméné momentu hybnosti je
(33)

kde b je moment hybnosti télesa a 7;,i = 1,2,...n jsou polohové vektory pisobist

jednotlivych sil. Moment hybnosti télesa je definovan jako

b= [Fxvdm= [Fx(@xF)dm= [a&Fdn=Ja0, (34)
(m) (m) (m)
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tzn., ze moment hybnosti rotujiciho télesa k ose otaceni je dan sou¢inem momentu

setrvacnosti [ télesa k této ose a okamzité thlové rychlosti. Casova zména momentu

hybnosti pak je dana souctem momentii vnéj$ich sil k této ose.

Napiseme-li

kde Mp je dynamicky moment, pak

Ja=M,

(35)

(36)

je druha pohybova rovnice rotujiciho télesa, kde @ je okamzité uhlové zrychleni

télesa a J; je moment setrvacnosti télesa k bodu otaceni. (Stale m€jme na paméti, ze

bereme v potaz pouze rovinny piipad.)

Nasledné podle d’ Alemberta mizeme psat

pak

kde T je tecna sila dynamické a O je odstiediva sila.

Dale mGzeme psat d’ Alembertovy pohybové rovnice ve vektorovém tvaru

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)



Velikost tecné sily dynamické a sily odsttedivé a dynamického momentu je

T =mex (43)
O = mew’ (44)
M,=-Ja (45)

kde e je excentricita. [6]

4.6 Obecny rovinny pohyb télesa

Pti obecném pohybu jsou drahami jednotlivych bodi télesa obecné kiivky. Pokud
tyto kiivky lezi v navzajem rovnobéznych rovinach, vykonava téleso pohyb rovinny. Do
obecného pohybu patii jako zvlastni ptipady pohyb posuvny a pohyb rotacni. Aby S§lo
skute¢né€ o rovinnou ulohu, je tfeba, aby téleso mélo rovinu soumérnosti a zatézujici sily

byly rozdéleny soumérné vzhledem k této roving, v nizZ se rovnéZ déje pohyb. [10]

Dynamiku obecného rovinného pohybu nefeSime piimo, nybrz nejcastéji metodou

zékladniho rozkladu na pohyb posuvny (unasivy) a pohyb rota¢ni (relativni).

Pti zédkladnim rozkladu bodu plati rychlost libovolného bodu je souctem rychlosti

unasivého a relativniho pohybu
V=v_+V_ . (46)
Zrychleni libovolného bodu je souctem zrychleni unasivého a relativniho pohybu

C_i = aun + arel (47)

4.7 Dynamika rovinnych soustav téles

vvvvvv

castem dynamiky strojnich oborl. Po teoretické strance se pfi jejich feSeni pouziva
principli a metod z dynamiky soustav bodi, posuvného, rotacniho a obecného pohybu

télesa.
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Soustavy téles predstavuji obecné slozitou mechanickou soustavu. Je
charakterizovana spojitym rozlozenim hmot jednotlivych c¢lend, jejich pruznosti,
slozitou soustavou pasivnich odpord, hnacimi a odporovymi (technologickymi)

silovymi uc¢inky apod.
Rovinna soustava obsahuje télesa, ktera konaji pohyb v téze roving.

4.7.1 Redukéni metoda
Pti tfeSeni vychazime z jednoho ¢lenu soustavy, tzv. redukéniho ¢lenu, na ktery
redukujeme podle jistych principti hmoty vSech ¢lenii a pracovni silové ucinky (sily,

dvojice).

Redukéni metoda je vhodné k feSeni soustav téles s jednim stupném volnosti a

soustav bez pasivnich odport.

4.7.2 Uvolnhovaci metoda

Pti vlastnim feSeni postupujeme takto: Jednotliva télesa soustavy uvolnime od ramu
piipojenim vné¢jSich reakci a vzdjemné od sebe uvazovanim vnitinich reakci. Pro takto
uvolnéna télesa napiSeme pohybové rovnice, jejichz konkrétni tvar zavisi na tom, jaky
pohyb téleso kona (posuvny, rotacni, obecny). K pohybovym rovnicim ptipojime dalsi
podminky, tj. kinematické rovnice (vyjadiujici vztah mezi kinematickymi veli¢inami
jednotlivych bodl a ¢lentt), déale statické podminky (vztahy pro pasivni odpory) resp.

jiné zavislosti tak, aby soustava byla fesitelna.

Pouzijeme d’Alembertova principu tak, Ze pro jednotlivd uvolnéna télesa napiseme
podminky rovnovahy vSech akénich, reakénich a dynamickych silovych uéinkii. Pro
soustavu s n-¢leny tak ziskdme soustavu 3(n-1) rovnic dynamické rovnovéhy, kterou

doplnime dal§imi rovnicemi podle zadani problému.

Vyslednd soustava je algebro-diferencidlni tzn. obsahuje jak algebraické, tak
diferencialni rovnice. V jednodusSich piipadech lze takovou soustavu prevést na
soustavu hlavnich (vlastnich) diferencidlnich rovnic pro feSeni kinematickych veli¢in
soustavy a na algebraickou soustavu pro urceni reakcnich silovych u¢inkl a dalSich
neznamych. Hlavnich (vlastnich) pohybovych rovnic je tolik, kolik je pocet stupnli

volnosti soustavy. [11]
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5 Matematicky model

5.1 Dynamika soustavy

Demonstracni predmét je popsan ve tfech systémech. Zakladni ram 1 je popsan
soufadnicovym systémem x4, y;. Samotny predmét se pak sklada z télesa 2 a télesa 3,
popsanymi soufadnicovymi systémy x,,y, a Xx3,V3. IT¢leso 2 je hlavni ¢ast
demonstra¢niho predmétu, ve kterém se nachdzi motor a dotykd se zdkladniho ramu
potieba urcit, a celkovymi rozméry. T¢€leso 3 predstavuje excentr s nevyvazkem. Je
popsano hmotnosti m; a celkovymi rozméry. Polohu téziste¢ T, polohu stfedu otaceni
(bod C) a moment setrvacnosti J je tfeba urcit. V neposledni fadé je také potiteba urcit

koeficient tfeni f mezi demonstraénim pfedmétem a zakladnim rdmem (podlozkou).

Y, A

yZ/’\

Yr

[11]
x

A VA

L ELLAL PN LLFLEAAAAEELS
u Xt

 _x

S,

Obrazek 8: Dynamické schéma soustavy

Namétené hodnoty jsou:

m, = 0.106 kg, m; = 0,098 kg, [=0,128m,b = 0.106 m,h = 0,068 m
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5.2 Urceni jednotlivych charakteristik a parametra

5.2.1 Charakteristiky télesa 2

A%

Pro matematicky model je potieba urcit polohu tézisté. K tomuto bodu se vazou

nékteré z ptisobicich sil na téleso.
Stanoveni polohy tézisté T

Tezisteé 7> jsem stanovila pomoci vazeni s podpérou. Nejprve jsem si zvazila téleso

Vv

sméru osy x tak, ze jsem predmét z jedné strany postavila na vdhu a z druhé strany
podeptela. Bylo nutné zachovani pfedmétu ve vodorovné rovnovaze. Ze sestaven¢ho

schématu (viz obrazek 9) miizeme pomoci momentové rovnice
—F.x, + R, =0, (48)

ktera se vaze k bodu, kde je téleso podepieno. Fje tihova sila a Rg je reakce v bod¢ B.

Vv

Vv e w

—m,gx, +mygl =0 (49)
x, =Ml (50)
m,

Pokud je hmotnost mz = 0,04571 kg, pak
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~0,04571*0,128

=0,05519 [m]. (51)

Xr

0,106

Ze sestavené¢ho schématu (viz obrazek 11) miizeme pomoci momentové rovnice
_FG(yT_4)+RC(h_4)=0’ (52)

ktera se vaze k bodu, kde je téleso podepieno. R, je reakce v bodé¢ C.

A

7o d] 4
Yr

Vv oew

31



Po dosazeni do rovnice (52) a naslednému vytknuti y;, mizeme vypocitat polohu

2%

—m,g(y, —0,004)+m.g(h—0,004)=0 (53)
me.(h—0,004)
yp == 10,004 (54)
m,

Zvazena hmotnost s podp€rou je mg, = 0,07273 kg, s odeCtenim podpéry m¢ =

0,06655 kg, potom

~0,06655%* (0,068 —0,004)
0,106

+0,004 = 0,04418 [m]. (55)

Yr

MW ew

Obrazek 12: Urcovani polohy téZisté v ose y

Vose z nebylo nutné zjiStovani polohy t&zisté, nebot je tcleso v této ose

symetrické a tim tlohu fesit jako rovinnou.

5.2.2 Charakteristiky télesa 3

Vv v

moment setrvacnosti Js.
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Stanoveni polohy tézisté Ts, excentricita

Téziste T3 jsem stanovila pomoci programu Creo Parametric. Celé téleso slozené
z excentru a nevyvazku jsem vymodelovala a urcila materidlové vlastnosti. Program
vygeneroval polohu tézisté ve tfech osach, z ¢ehoz mizeme nasledné jednoduse ziskat
hodnotu excentricity e. V naSem ptipadé¢ jsem si zvolila pocatek souradnicového
systému do osy otaceni nevyvazku, takze vysledna excentricita byla hodnotou praveé
v jedné ose, kde ostatni slozky byly nulové. T€zisté T; vySlo v bodé x3= 23,1 [mm]

(excentricita), y3=0, z3=0.

po-0

Bewmmnll ey« s 5]

Vv w

Obrazek 13: Urceni t€zisté pomoci softwaru Creo Parametric

Stanoveni momentu setrvaénosti J

Moment setrvacnosti /¢ jsem urcila podobné jako té€zisté T; pomoci pocitacového
softwaru Creo Parametric (viz pfiloha I). Software mi vygeneroval momenty
setrvacnosti k jednotlivym osdm. Nas zajimal pouze jeden moment setrvacnosti, a to
konkrétné¢ k ose z. Jelikoz mame dva uplné stejné nevyvazky, je nutno moment

setrvacnost vynasobit dvéma. Vysledny moment setrvacnosti se tedy rovna

Js=75%107°,
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5.2.3 Stanoveni koeficientu tfeni f

Hodnota koeficientu tfeni f* je nejdilezitéjSi parametr pro prubeh praktického
experimentu. Jeho hodnota se d4 urcit riznymi zptisoby. Mezi nejcastéj$i metody patii:
metoda naklonéné roviny, méfeni pomoci tribometru a méteni na rovné desce pomoci

zavazi, které je zavéSeno pres kladku.

Koeficient tfeni jsem urcovala vSemi tfemi zpisoby. Jednotlivé hodnoty se pro
konkrétni materidl desky liSily minimalné, avSak pro vypocet jsem pouzila hodnotu,
kterd odpovidd meéteni nejvice podobné praktickému experimentu (mefeni na rovné

desce).

Hodnota koeficientu tifeni se urci jako pomér zavazi zavéSené pies kladku ku

celkové hmotnosti predmétu.

Pfi pohybu soustavy téles bychom méli uvazovat s dvéma typy koeficientu tieni.
Staticky, ktery pusobi pfi rozjezdu soustavy a dynamicky, plisobici po rozjezdu. Pro
ziskani statického koeficientu tieni musime prikladat zavazi do té doby, nez se predmét
sam rozjede. Pro urceni dynamického koeficientu tfeni je tfeba pocatecniho impulsu pii

rozjezdu a ptikladat zavazi tak, aby se pfedméet pohyboval konstantni rychlosti.
Hodnota statického koeficientu tieni je f; = 0,145.
Hodnota dynamického koeficientu tfeni je f; = 0,135.

Zahrnuti hodnoty statického koeficientu tfeni f; a dynamického koeficientu tfeni f,
do vypoctu predstavuje vyznamnou potiz, nebot je funkce velmi slozitd a je malo
pravdépodobné, ze by to software pii standardnim integraénim schématu viibec zvladl.
Navic se obé hodnoty 1isi v jedné setin€. Proto jsem se rozhodla pouzit pouze hodnotu
dynamického koeficientu tfeni, protoZze v experimentu pievladd a zéroven velmi

zjednodusi vypocet.
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Obrazek 14: Méteni koeficientu tieni f pomoci zavazi

5.2.4 Parametry motoru EV3 Large

Motor EV3 Large ze stavebnice Lego Mindstorm vazi 82 g a je napajen zdrojem
stejnosmeérného napéti. Pfi napéti 9V (pfi tomto napéti pracuje bézné€ ve stavebnici
Lego) dosahuje maximdlnich 175 otdfek za minutu a maximdlniho statického momentu

43 N. cm pfi 1.8 A. [12]

Obrazek 15: Motor EV3 Large [12]

Pfi naSem experimentu jsme vyuZzivali motor pro napéti 0-12 V.

V néasledujici tabulce naleznete podrobnéjsi charakteristiku motoru pii riznych

napéti.
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Tabulka 2: Charakteristika motoru pii riznych napéti [12]

% et | Otsdky | proud [MECERTCYIEIELHCS] Geinnost

EV3 large
45V 173 N.em| 24mpm | 069A | 043 W 3.10W 14 %
6V 173 N.em| Slpm | 069A | 092W 414 W 22 %
7.5V 173 N.em | 78mpm | 0.69A | 141W 5.17W 27 %
20 173 N.em | 105mpm | 0.69A | 1.90W 6.21W 31%
105V |173Ncem| 132mpm| 0.69A | 239W 724 W 33 %
12V 173 N.em | 153mpm | 0.69A | 2.77TW 828 W 33 %

V grafu 2 je zndzornéna charakteristika motoru bez zatiZeni.

V grafu 3 je znazornéna momentova charakteristika motoru a pribéh proudu pii

napéti 9 V.

230

EV3 Large motor

rpm

200

150

108

0

d

8 10y 12

Graf 2: Charakteristika motoru bez zatizeni [12]
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e Cotation speed (rprm) =—eCyrrent (ma) |

Graf 3: Momentova charakteristika motoru pfi napéti 9 V [12]

Momentova charakteristika motoru je déna rovnici n = a — bM,. Prolozenim
regresni pfimky do mnoziny bodli momentové charakteristiky v grafu ¢. 2 jsem ziskala
koeficienty a = 174,18 ot/min a b = 4 ot/minNcm. Tyto koeficienty plati pouze pro

napéti 9 V. Pro jind napéti se koeficient a bude lisit.

Motor ma pro vSechna napéti pritbéh momentovych charakteristik stejny, ktery se
i1 pouze posunutim. Z tabulky 2 jsem pro dany hnaci moment M, = 17,3 Ncm
odecetla pfi rizném napéti konkrétni otacky, které nadm urci posunuti jednotlivych

momentovych charakteristik. (viz graf4)
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Graf 4: Momentové charakteristiky motoru pro riizna napéti

5.2.5 Kinematické schéma
Kinematicka schémata nadm umoznuji ndzorné vyobrazit a rozebrat pohyby

jednotlivych téles a nasledné pak urcit spravné pusobici sily.

Kinematika télesa vychazi z nasledujicich zakladnich rovnic.

- Pro transla¢ni pohyb posuvny to jsou

dv
= 56
a=-— (56)

du
v=—0, 57
o (57)

kde a je zrychleni télesa,v je rychlost a u je posuv télesa, ¢ je pak cCas.

- Pro relativni pohyb rotaéni to jsou

dw
=== 58
a=- (58)
do
=—" 59
=" (59)
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kde o je uhlové zrychleni, w je uhlova rychlost a ¢ je polohovy tihel.
Kinematické schéma télesa 2

Téleso 2 kona pouze unaSivy pohyb posuvny ve sméru osy x, kdy se téleso
pohybuje rychlosti v se zrychlenim a. Okamzita poloha je pak dana vektorem . (viz

obrazek 16)

Y, A
Y\
Cv 3)
h S %
T, v a
A = =
X1E X2
=
u Xy b

Obriazek 16: Kinematické schéma télesa 2

Kinematické schéma télesa 3

Téleso 3 kond obecny rovinny pohyb, ktery je sloZzen zundSivého pohybu
posuvného a zrelativniho pohybu rotaéniho. Nevyvazek rotuje okolo bodu C's
okamzZitou vychylkou ¢, uhlovou rychlosti w a Ghlovym zrychlenim a. Zaroven se

téleso posouva spolu s télesem 2 ve smeru osy x rychlosti v a se zrychlenim a. (viz
obrazek 17)
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Obrazek 17: Kinematické schéma télesa 3

5.2.6 Silové schéma

Dalsim krokem bylo sestaveni silovych schémat a urceni piisobicich sil.
Uvolnéni télesa 2

T¢leso 2 se dotyka zakladniho ramu v bodech A a B, kde na né¢j ptisobi normalové
sily N4, Ng a tieci sily Ty, Tg. V tézisti T, plisobi gravita¢ni sila G, a sila dynamicka D,.
V bod¢ C je téleso 2 spojeno s télesem 3, kde na n¢j pusobi reakce Ry, R, a reakce na

hnaci moment M,.
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Obrazek 18: Silové schéma télesa 2

5.2.6.1 Uvolnéni télesa 3

T¢leso 3 je excentr s nevyvazkem. Ve stfedu otaceni C ptlisobi reakce od télesa 2
Ry, R,. V té€zisti T3 dale pak pusobi gravitani sila G, dynamicka sila D, odstfediva
sila O a tecna sila dynamicka T. Na téleso 3 pusobi jeSté¢ hnaci moment M, a moment

dynamicky Mp,.

R

>
m
>

v

Obrazek 19: Silové schéma télesa 3
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5.2.7 Rovnice dynamické rovnovahy
Po zkresleni kinematickych a silovych schémat obou téles mizeme pfistoupit
k sestaveni samotnych rovnic dynamické rovnovahy zvlast' pro téleso 2 a zvlast' pro

téleso 3.
Rovnice dynamické rovnovahy télesa 2

Rovnice rovnovahy pro téleso 2 jsou vztazeny k soufadnicovému systému x2,).
Prvni rovnice je sestavena ze slozek sil ve sméru osy x, druhd rovnice je sestavena ze

WV

télesa (k bodu T,).

~R ~T,~T,~D,=0 (60)
-G,-R,—N,-N,=0 (61)
M, +(h_yT)Rx+(xT_b)Ry_xTNA +(l_xT)NB_yT(TA +TB):O (62)

Rovnice dynamické rovnovahy télesa 3

Rovnice rovnovahy pro téleso 3 jsou vztazeny k soufadnicovému systému x;, x,,
nebot’ potfebujeme znat okamzitou polohu nevyvazku vzhledem k zékladnimu ramu.
Stejné tak, jako u télesa 2, je prvni rovnice sestavena ze slozek sil ve sméru osy x, druha
rovnice je sestavena ze slozek sil ve sméru osy y a posledni rovnice je momentova,

Vv

ktera je vztazena k tézisti télesa (k bodu T3).

R, —D;+0Ocosp+Tsngp=0 (63)
-G, +R, +Osnp—-Tcosp=0 (64)
Mh+e(Rxsin (p—Rycosq))—MDzO (65)

5.2.8 Specifikace sil
DalSim dilezitym krokem je specifikace n€kterych sil, jako jsou sily gravitacni,
dynamické (doplikové) sily, odstfediva sila, tecna sila dynamickd, dynamicky moment

a sily tfeci.

42



G, =mg

G, =mg

D, =m,a

D, =mya

O =mew’

T =mec

M,=Ja«a

T, =sgn(v) [N,

T, =sgn(v) fN,

5.2.9 Kinematika

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

Kinematika popisuje pohyby téles, které jsou vyjadfeny nasledujicimi rovnicemi.

Za nezavisle proménnou zvolime polohovy tihel rotace ¢ nevyvazku. Proto bude

a_dw_@d_w_wda)

T dt dedi  dop

dtzﬁ

)
dv dodv dv
a=—=—"-—=0w—
dt do dt do
du dodu du
V=—="T-—=0—
dt do dt do

5.3 Reseni + vysledky

(75)

(76)

(77)

(78)

Celkovy pohyb demonstracniho télesa je natolik sloZity, Ze jsem pfistoupila k

feSeni pomoci matematického softwaru Maple. Do tohoto softwaru jsem zadala vSechny
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rovnice rovnovahy, specifikace sil a kinematiku pohybu. Rovnice jsem postupné

upravovala v softwaru tak, abych ziskala vSechny neznamé.

Reseni dynamiky soustavy téles jsem délala podle zadani ve dvou variantach.
V prvnim piipad€ je konstantni thlova rychlost nevyvazku, v druhém je konstantni
hnaci moment télesa 2 na téleso 3. Nad ramec této bakalarské prace jsem se vénovala

varianté, kdy je dana momentova charakteristika.

5.3.1 Uhlova rychlost relativni rotace 3/2 je konstantni
V tomto ptipad€ nevyvazek rotuje konstantni thlovou rychlosti @ a hnaci moment

M, se méni v zavislosti na ¢.

Pokud ma byt thlova rychlost konstantni, pak musi byt tthlové zrychleni rovno

nule, nebot” derivace konstanty je nulova.

o= konst.—> o =32 ¢ (79)

do
Reseni v programu Maple

Postupnymi Upravami v softwaru jsem dospéla k nasledujicim koneCnym tvarim
pro normalove sily Ny, Ng; tieci sily Ty, Tp; reakeni sily Ry, R,; hnaci moment M), a

zrychleni a. Cely postup feSeni v softwaru je v ptiloze II.

N, = ~7 [-m,gl — mygl + mselw? sin @ + My, — hmza + hmsew? cos ¢ + yrmsa

— yrmzew? cos @ + bmyg — bmsew? sin @ + xpymyg + yrfmygsgn(v)

+yrfmagsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin ¢]

(80)
Ng = 7 [M;, — hmsa + hmsew? cos ¢ + yrmsa — yrmsew? cos ¢ + bmsg
- bm3ew2 sin @ + mezg + nymZgSgn(v)+nym3gsgn(v)
— yrfmzew?sgn(v) sin @]
(81)
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1
T, = —fsgn(v) 7 [-m,gl — msgl + mzelw? sin ¢ + M;, — hmsa + hmsew? cos ¢
+ yrmsa — yrmsew? cos ¢ + bmsg — bmzew? sin ¢ + xym,g

+ yrfmygsgn(v) + yrfmsgsgn(v) — yrfmsew?sgn(v) sin ¢]

(82)

1
Ty = fsgn(v)T [M}, — hmsa + hmzew? cos ¢ + yrmza — yrmzew? cos ¢ + bmsg

— bmzew? sing + xrmyg + yrfmygsgn(v)+yrfmsgsgn(v)

— yrfmzew?sgn(v) sin ¢]

(83)
R, = mza — mzew?cosy (84)
Ry, = m3g — mzew?sing (85)
M, = —ems[asin ¢ — g cos @] (86)
- msew? ) )
a= e msew* cos @ — fm,gsgn(v) — fmggsgn(v
+ fmyew?sgn(v) sin @]
(87)

Rychlost v a polohu u predmétu ziskdme feSenim dvou nasledujicich

diferencialnich rovnic:

dv_a (88)
dp o
du_v (89)
dp o

Vysledky

Pro konkrétni vypoctené hodnoty je nutné dosazeni veSkerych parametrii a zadani

konkrétni velikosti uhlové rychlosti w, v tomto ptipadé w = 24 [1/s]. Vysledny pohyb
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demonstra¢niho predmétu véetné dulezitych pusobicich sil nalezneme v nésledujicich

dvou grafii (5 a 6).

Graf 5 znazoriuje zavislost polohy u (Cervend), rychlosti v (modra) a Casu t
(zelend) na polohovém uhlu nevyvazku ¢@. Pii w = 24 [1/s] vidime, Ze vysledny pohyb
predmétu bude dopfedu a mimo piechodového déje pii rozjezdu se pohyb predmétu

ustali.

0.3+

0.1 5

D T T T T T T T T 1
2 3 4 31 6 71 8x 04 10w 11k 12w
1 ]
-1+

| u v Diﬂ|

Graf 5: Zavislost polohy u, rychlosti v a ¢asu t na polohovém thlu ¢

Z grafu 6 mizeme odecist okamzité hodnoty normélovych sil a hnaciho momentu.
Je dana podminka trvalého kontaktu pfedmétu s podlozkou, kterd se tyka praveé
normalovych sil. Aby podminka byla splnéna, je nutné, aby tyto sily byly v kazdém
okamziku kladné. Podivame-li se do grafu 6, mizeme s jistotou fici, Ze podminka je

splnéna.
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Graf 6: Zavislost normalovych sil Na, N a hnaciho momentu Mj na uhlu ¢

5.3.2 Hnaci moment télesa 2 na téleso 3 je konstantni
V tomto ptipad¢ uvazujeme, Ze nevyvazek rotuje s konstantnim hnacim momentem

M.
Reseni v programu Maple

Postupnymi Upravami v softwaru jsem dospéla k nasledujicim konecnym tvarim
pro normalové sily Ny, Ng; tieci sily Ty, Tg; reakeni sily Ry, R); Ghlové zrychleni a a

zrychleni a. Cely postup feSeni v softwaru je v ptiloze I11.

N, = 7 [-m,gl — m;gl + mselw? sin ¢ — myela cos ¢ + M, — hmza

+ hmgew? cos ¢ + hmzea sin ¢ + yymza — yymzew? cos ¢ — yymsea sin ¢
+ bmsyg — bmzew? sin @ + bmgea cos ¢ + xym,g + yrfmygsgn(v)

+yrfmsgsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin @ + yrfmzeasgn(v) cos ¢]

(90)
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1
Ng = 7 [M;, — hmza + hmsew? cos @ + hmzea sin ¢ + yymsa — yymsew? cos ¢
— yrmgea sin @ + bmsyg — bmgew? sin ¢ + bmzea cos ¢ + x;m,g
+ yrfmygsgn(v)+yr fmsgsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin ¢

+ yrfmseasgn(v) cos @]

01

1
T, = —fsgn(v) 7 [-m,gl — msgl + mzelw? sin ¢ — myela cos + M, — hmza
+ hmzew? cos ¢ + hmzea sin ¢ + yymza — yrmzew? cos ¢ — yprmzea sin ¢
+ bmyg — bmzew? sin @ + bmgea cos ¢ + xym,g + yrfmy,gsgn(v)
+yrfmsgsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin ¢ + yrfmseasgn(v) cos ¢]
(92)
1 .
Tg = fsgn(v)T [M}, — hmza + hmzew? cos ¢ + hmzea sin ¢ + yymsa
— yrmsew? cos ¢ — yrmsea sin g + bmyg — bmgew? sin ¢ + bmyea cos @
+xrmyg + yrfmygsgn(v)+yrfmsgsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin ¢
+ yrfmseasgn(v) cos @]
(93)
R, = mza — mzew?cos@ — mea sin @ (94)

R, =m3g — msew?sing + myea cos @ (95)

1
a = —[mzew? cos ¢ + myeasin p — fm,gsgn(v) — fmygsgn(v)
ms; +m,

+ fmsew?sgn(v) sin ¢ — fmzeasgn(v) cos ¢]
(96)

a = [Mym; + Mym, + my2e?fw?sgn(v)sin®e — mymsefgsgn(v)sing
—mg%efgsgn(v)sing — my?egcosp — mymsegcose + ms2ew?singcose)
/Ims%e? fsgn(v)singcose + mymge?sin?@ + my?e?cos?@ + mymse?cos?q

+ Jsmsz + Jsm,]

97)
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Uhlovou rychlost ©, rychlost v a polohu u predmétu ziskame feSenim G&tyi

nasledujicich diferencialnich rovnic:

a
“@r_°2 98
oo (98)
ﬂzl (99)
dp o
do _a (100)
dp
dr_1 (101)
dp o

Vysledky

Tak jako pro predchozim feSeni musime dosadit veSkeré parametry a zadani
konkrétni hodnotu tentokrat pro hnaci moment M, v tomto piipadé M, = 0,02 [Nm].
Vysledny pohyb demonstra¢niho pfedmétu veéetné dilezitych ptisobicich sil nalezneme

v nésledujicich dvou grafech (7 a 8).

Graf 7 znazoriuje zavislost polohy u (¢ervend) a rychlosti v (modrd) na polohovém
uhlu nevyvazku ¢. Pfi M, = 0,02 [Nm] vidime, Ze vysledny pohyb bude dopiedu a

piredmét se bude stale zrychlovat.

Z grafu 8 je vSak patrné, Ze tato ¢ast zadani nespliluje podminku trvalého kontaktu
s podlozkou, nebot’ normalové sily N4, Ny zasahuji do zapornych hodnot a dochazelo by

tak pii pohybu ke ztraceni kontaktu s podlozkou.
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Graf 7: Zavislost polohy u a rychlosti v na uhlu ¢ pfi konstantnim My

MNa

Nb

Graf 8: Zavislost normalovych si Naa N na thlu ¢ pfi konstantnim My
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5.3.3 Reseni pfi znamé momentové charakteristice

Vtomto piipadé¢ jsem do specifikace sil zadala jest¢ pribéh momentové
charakteristiky naseho pouzit¢ého motoru. Pfedpokladala jsem, ze pfi tomto zadani se
vysledky budou nejvice priblizovat realité¢. Vedly mé k tomu vysledky z pfedchozich
situaci, kdy nejsme schopni bez dalSich pfidavnych zatizeni (napt. regulator otacek)
realné docilit pozadovanych vstupnich podminek (konstantni uhlova rychlost w, resp.

konstantni hnaci moment My,).

V rovnicich jsem hnaci moment M, nahradila funkci M, = P — Qw, kde P a Q jsou
piepoctené koeficienty momentové charakteristiky motoru tak, abych dokazala vyjadrit

hnaci moment M;, v zavislosti na thlové rychlosti w.

n=a—-bM, (viz 5.2.4 Parametry motoru) (102)
a-n a n a 30rx
Ty T b p o PP (103)
kde a)=2ﬂ.
60

Nejprve mizeme vypocitat koeficienty P, O pro napéti 9 V, nebot’ z regresni kiivky
zname parametry a, b.
30r 174,18 30

a
b b YT 200 200z?

Mgy =

Moy = P — Qu = 0,4357 — 0,023%

Z podobnosti trojihelnikti dale ziskame koeficient P pro jind napéti. Koeficient Q

je pro vSechna napéti stejna.

153
12V
Napf. pro napéti 12 V: 105 oo
153  x—-0,173
105 0,4357— 0,173 0,173 0,4357 X

_ 153-(0,4357 —0,173)
- 105

x + 0,173 = 0,5558

P12V = 0,5558
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Takto postupujeme pro vSechna zbyld napéti. V nasledujici tabulce nalezneme

hodnoty koeficientl pro riizna napéti, ktera jsem podle ptfedchoziho ptikladu vypocitala.

Tabulka 3: Hodnoty koeficienti P, Q pro rtizna napéti

Napéti [V] Koeficient P Koeficient Q
4,5 0,2330 0,0239
6 0,3006 0,0239
7,5 0.3681 0,0239
9 0,4357 0,0239
10,5 0,5033 0,0239
12 0,5558 0,0239

Reseni v programu Maple

Postupnymi Gpravami v softwaru jsem dospéla k nasledujicim konecnym tvarim
pro normalové sily Ny, Ng; tieci sily Ty, Tg; reakeni sily Ry, R,; thlové zrychleni a a
zrychleni a. Cely postup feSeni v softwaru je v ptiloze IV.

N, = 7 [-m,gl — mygl + myelw? sin g — mselacosp + P — Qw — hmsa

+ hmsew? cos @ + hmsea sin @ + yrmza — yrmsew? cos ¢ — yrmsea sin @
+ bmyg — bmzew? sin @ + bmgea cos ¢ + xymyg + yrfmy,gsgn(v)
+ yrfmsgsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin ¢ + yrfmzeasgn(v) cos ¢]

(104)

NB:

1
7 [P — Qw — hmya + hmsew? cos ¢ + hmgea sin ¢ + yrmsa

— yrmzew? cos ¢ — yrmyea sin ¢ + bmyg — bmsew? sin ¢ + bmgea cos @
+ xrmyg + yrfmygsgn(v)+yrfmsgsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin ¢
+ yrfmseasgn(v) cos @]

(105)
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1
T, = —fsgn(v) 7 [-m,gl — msgl + myelw? sin ¢ — mzelacose + P — Qw
— hmga + hmzew? cos ¢ + hmzea sin @ + yymza — yrmzew? cos ¢
— yrmgeasin @ + bmyg — bmzew? sin @ + bmsea cos ¢ + xym,g
+yrfmygsgn(v) + yrfmsgsgn(v) — yrfmsew’sgn(v) sing
+ yrfmseasgn(v) cos @]

(106)

1
Tg = fsgn(v)T [P — Qw — hmya + hmgew? cos ¢ + hmgea sin ¢ + yrmsa

— yrmzew? cos ¢ — yrmzea sin @ + bmyg — bmzew? sin ¢ + bmea cos @
+ xpmyg + yrfmygsgn(v)+yrfmsgsgn(v) — yrfmzew?sgn(v) sin ¢
+ yrfmseasgn(v) cos @]

(107)
R, = mza — mzew?cosp — mea sin ¢ (108)
R, =m3g — msew?sing + msea cos @ (109)
1 :
a = ——[mgew? cos ¢ + mgea sin ¢ — fm,gsgn(v) — fmzgsgn(v)
ms +m,

+ fmzew?sgn(v) sin ¢ — fmzeasgn(v) cos ¢]
(110)

a = [Pm; + Pm, — Qums — Qwm, + ms2e?fw?sgn(v)sin?e
—mymsefgsgn(v)sing
—ms%efgsgn(v)sing — my?egcosp — mymsegcose + ms2ew?singcose)
/Ims%e? fsgn(v)sinpcose + mymge?sin?@ + my?e?cos?@ + mymse?cos?@

+ Jsmsz + Jsm,]
(111)

Uhlovou rychlost o, rychlost v a polohu u pfedmétu ziskame feSenim Gtyf

nasledujicich diferencialnich rovnic:
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dv_a (112)
dp o
du_v (113)
dp o
d_a):g (114)
dp
g _1 (115)
dp o

Vysledky

Pro konkrétni vypoctené hodnoty je nutné dosazeni veskerych parametri a zadani

konkrétni momentové charakteristiky, v tomto piipadé
Myi2vy = P — Qw = 0,5558 — 0,0239%w,
ktera je pro vstupni napéti 12 V.

Vysledny pohyb demonstraéniho predmétu vcéetné dilezitych piisobicich sil

nalezneme v nasledujicich dvou grafech (9 a 10).

Graf 9 znazoriuje zavislost polohy u (Cervend), rychlosti v (modra), ¢asu t (zelend)
a thlové rychlosti ® na polohovém thlu nevyvazku ¢. Vidime, ze vysledny pohyb
pfedmétu bude dopfedu a mimo piechodového déje pii rozjezdu se pohyb piredmétu

ustali. Uhlova rychlost je téméf konstantni.
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Graf 9: Zavislost polohy u, rychlost v, asu t a thlové rychlosti na Ghlu ¢

Z grafu 10 miazeme odecist okamzité hodnoty normalovych sil. Okamzité hodnoty

jsou vzdy kladné, tim je splnéna podminka trvalého kontaktu ptedmétu s podlozkou.

Nb |

Graf 10: Zavislost normalovych sil na thlu ¢
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Pro srovnani matematického modelu s redlnym experimentem nam slouzi graf 11.
Zajima nas, za jak dlouho urazi pfedmét vzdalenost ptl metru. Abychom se vyhnuli
prechodovému déji pii rozjezdu, pocitdme s ¢asem, az po ujeti vzdalenosti 5 centimetri.

Z toho vyplyva, ze matematickému modelu trvé pro ujeti 50 centimetrt 5,2 sekund.

0.6 -

04 -

0.1 5

D | Ry R T T T T T T T T T 1T T 11 T T T T T T T 1T 1T - T 1T T T 17T 17T 17 17T 1T T 1T T°T T 1T T T T T T T T 1
Om2m 4m 6 B 10w 12 mid w6 w1320 w22 w24 w26 28 milmi2 n3d w36 ni8 md0 42 ndd nd6 w48 mi0m
o]

u 0.1%]

Graf 11: Graf zavislosti okamzité polohy a ¢asu na polohovém uhlu ¢
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6 Funkéni model soustavy

6.1 Popis modelu
Ptedlohou pro stavbu modelu byla hracka ,,HexBug®, ktera funguje na stejném

principu.

Samotny model vcetné¢ motoru byl sestaven ze stavebnice Lego Mindstorm.
Excentr s nevyvazkem byly zaddny do vyroby na zaklad¢ predem vytvoienych vykrest

(viz ptiloha V).

Obrazek 20: Funkéni model soustavy

6.2 Prakticky experiment

Prakticky experiment nam poslouzi pro srovnani s teoretickou casti. Nejvice
priblizujici se realité je tfeti dopliujici ptipad pii zndmé momentové charakteristice. Pro
nas pouzity motor mame konkrétni momentovou charakteristiku, kterou mizeme zadat

do softwaru Maple.

Me¢fteni jsem provadéla pro napéti 12 V a vzdalenost 50 cm tak, Ze jsem si pomoci
dvou ¢ar na podlozku naméftila 50 centimetrii, pfedmét jsem postavila cca 10 centimetra
pfed prvni ¢aru a pustila ho. Pomoci stopek jsem pak méfila ¢as, za jak dlouho predmét
piekonal urcenou vzdalenost (start i cil byly letmé). Experiment prob¢hl desetkrat,
z ¢ehoz jsem nasledné stanovila ¢asovy primér. V konkrétnich hodnotach miizeme fici,

ze predmét urazi vzdalenost pill metru za 4,9 sekund.
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Tabulka 4: Tabulka ¢ast, za jak dlouho ptedmét 50 cm

Cislo méfeni Cas
5s
49 s
51s
49 s
5s
4,7 s
51s
4.8 s
4.8 s
4,7 s
Pramér 49 s

=N N1 =Sl BN [ RN VR NS B
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7 Zaveér

Préace na téma dynamiky soustavy téles byla velmi zajimava. Byla o to zajimavé;jsi,
ze k teoretickému vyzkumu, sestaveni rovnic rovnovahy, modelovani dat nevyvazku,
zjiStovani tézisté, koeficientu tfeni a dalSich vypocti jsem vSe mohla porovnat s
praktickym pokusem a readlnym pohybem opravdového fyzického modelu. Toto byl pro

mne obrovsky ptinos, zda jsem postupovala spravné a zda ma teoretickd prace

vypovidajici hodnotu v praktické situaci.

Jak tikd zadani bakalatské prace, méla jsem teSit dva ptipady, kdy je Uhlova
rychlost konstantni a kdy je hnaci moment konstantni. Jak uz bylo v textu fe¢eno, ani
v jednom pripadé nejsme schopni bez dalSich ptidavnych zatizeni (napt. regulator
otacek) realn¢ docilit pozadovanych vstupnich podminek (konstantni thlova rychlost w,
resp. konstantni hnaci moment Mj,). TudiZ jsem pfistoupila k tfetimu moznému feSeni, a
to konkrétné piipad, kdy pocitdme s momentovou charakteristikou pouzitého motoru.
Tento jediny pifipad miZeme totiZ navodit v redlném experimentu. Pokud tedy
porovname vypoctené hodnoty z matematického modelu sredlnym experimentem,
vysledky jsou velmi podobné. V matematickém modelu trva pfedmétu k prekonani 50
cm 5,2 sekundy a fyzickému modelu 4,9 sekund, coz je vice nez uspokojivy vysledek.
Odchylky mohou byt zpiisobeny jednak vilemi u fyzického modelu, nebot’ stavebnice
neni upln¢ dokonala, ale také velikost koeficientu tieni. Povrch podlozky, na které jsem
koeficient tfeni méfila, neni tak UpIn€ stejnorody, tudiz je mozné, Ze pti praktickém
experimentu mize dochazet k odchylkdm. Tento povrch jsem si vybrala cilené, protoze

bude pouzit v realném experimentu u obhajoby své zavérecné prace.

Ve své praci vidim pfinos nejen pro mne, ale 1 pro spolecnost. Podle mého nézoru
je ptinosné pracovat v teoretické roviné feSeni problémi spjaté s dynamikou soustavy
téles a usetfit tim nemalé prostfedky a ¢as. Zaroven jsem dokézala, ze teoretickd vyuka
se d4 suspéchem piedvést na jednoduse sestrojenych didaktickych pomickach, se

kterymi se v oboru dynamiky téméf nesetkame.
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Priloha I: Vytah hmotovych charakteristik ze softwaru Creo Parametric pro excentr

s nevyvazkem

File Edit View
UDLUWE = A1.1856342e+84 HH"3

SURFACE AREA = 5_8945323e+03 HH™2

AVERAGE DENSITY =
MASS = 4.9154462e+01 GRAW
MP_SOURCE = GEOMETRY

4.4458161e-83 GRAM / HH™3

CENTER OF GRAVITY with respect to _NEUYUAZEK coordinate frame:

h ¥ 2

INERTIA with respect to _NEVYURZEK coordinate frame:

INERTIA TEHSOR:
Iz% Ixy Ixz 3.7450720e+84
Iyz Iyy Iyz

Izx Izy Izz 0O.0000000e+80

INERTIA at CENTER OF GRAVITY with respect

INERTIA TENSOR:
Ixx Ixy Ixz 1.1224726e+84
Izx Izy Izz O.0000000e+808

PRINCIPAL MOMENTS OF IMERTIA:
I1 12 13

0.8000000e+00
B.0000000e+00 2.9369415e+04 0.0000000e+00
0.0000000e+08 B8.5897575e+03

0.0000000e+00
Iyx Iyy Iyz 0.0000000e+00 3_.1434197e+03

0.0000000e+00 0O.0000000e+08 2.309853%9e+81

8.0000000e+00

0.0000000e+00
0.0000000e+00

0.0000008e+080 B8.5897575e+03

(GRAM = HH™2)
3.1434197e+083 B8.5897575e+03

1.1224726e0+ 04

1§}

{GRAM = HHM"2)

to _HEUYUAZEK coordinate frame:

ROTATION MATRIX from _MEUYUAZEK orientation to PRINCIPAL AXES:

8.80808 8.008008
1.000088 8.80800
B.800008 1.060088

1.000880
0.00000
0.B600080

ROTATION ANGLES from _MEUYUAZEK orientation to PRINCIPAL AXES (degrees):

angles about x y =z 0.888

90.0088 o0.088

RADII OF GYRATION with respect to PRINCIPAL AXES:

R1 R2 R3 7.9968648e+088 1.3219316e+01

1.511145%9e+81 MM

MASS PROPERTIES OF COMPOHENTS OF THE ASSEHMBLY
{in assembly units and the _MNEUYUAZEK coordinate frame)

DENSITY HASS
SILON
1.16808e-83 6.96503e+00
HOSAZ

8.450900e-03 3.82358e+01
CSH_821146_01_H4X1k
7.82900e-03 1.976800+00
CSH_ 021146 01 HAX1L
7.829000-03 1.976800+08

C.G.: X ¥

HATERIAL :

B.00000e+008 O.00000e+D0
HATERIAL:

0.00000e+08 0.00000e+00
HATERIAL :

6.00000e+08 -2.00000e+81
HATERIAL :

0.00000e+08 2_08008e+01

1.82998e+81

2.63261e+81

1.44318e+81

1.44318e+01

(GRAM = HH"2)

SILON_PAG

MOSAZ

UHKHOUWHN

UNKHOUN



Priloha II: Program Maple pro feSeni s konstantni thlovou rychlosti

> restart;
> with (plots):
with (plottools):
with(linalg):
> rl:= -Rx-Ta-Tb-D2=0;
r2:= -G2-Ry+Na+Nb=0;
r3:=-Mh+ (h-yt) *Rx+ (xt-b) *Ry-xt*Na+ (1-xt) *Nb-yt* (Ta+Tb)=0;
rl=-Rx —Ta—Tb—D2=0
r2:=-G2—Ry+ Na+Nb=0
r3:=-Mh++ (h — yt) Rx + (xt — b) Ry — xtNa + (I — xt) Nb
—yt(Ta+Th) =0
> r4:=Rx-D3+0d*cos (phi) +T*sin (phi)=0;
r5:=-G3+Ry+0d*sin (phi) -T*cos (phi)=0;
r6:=Mh+e* (Rx*sin (phi) -Ry*cos (phi) ) -Md=0;
r4 := Rx — D3 + Odcos(¢) + Tsin(¢) =0
r5:=-G3 + Ry + Odsin(¢) — Tcos(0) =0
76 :=Mh + e (Rxsin(¢) — Rycos(0)) — Md=0
> G2:=m2*g;

D2:=m2*a;

G3:=m3*qg;

D3:=m3*a;
Od:=m3*e*omega”2;
T:=m3*e*alpha;
Md:=Js*alpha;
Ta:=signum(v (phi) ) *£*Na;

Tb:=signum (v (phi) ) *£*Nb;

G2:=m2g
D2:=m2a
G3:=m3g
D3 :=m3a
Od:=m3ew
T=m3eo.
Md=Jso

Ta = signum(v(9) ) fNa
Th :=signum(v( ) ) fNb



> alpha:=0;

> Rx:=solve(r4,Rx);
Ry:=solve (r5,Ry) ;

Ry=m3a—m3ew cos( )
Ry =m3g—m3 ew2 sin(¢)
> rl;r2;r3;

“m3a+m3ew cos(0) — signum(v(0)) fNa — signum(v(9) ) fNb
—m2a=0
—m2g—m3g+m3e(ozsin((])) + Na + Nb=0
-Mh + (h — yt) <m3a — m.?e(n2 COS((]))) + (xt —b) (m3g
—miew sin(c]))) — xtNa + (I — xt) Nb
— yt (signum(v(0) ) fNa + signum(v(¢)) fNb) =0
> solve({r2,r3},{Na,Nb}):
assign (%) ;

> Na;Nb;

—%(—m2gl—m3gl+m3e(x)zsin(¢)l+Mh—hn13a

+ hm3e(1)2 cos(0) + ytm3a —ythe(x)2 cos(0) +bm3g
—bm3 6(02 sin(¢) + xtm2g + ytsignum(v(0)) fm2 g
+ ytsignum(v(0) ) fm3 g — ytsignum(v(9) ) fm3 cw sin(¢) )

%(Mh —hm3a+hm3ew cos(0) +ytm3a — ytm3 cw’ cos(0)
+bm3g—bm3 ew sin() + xtm2 g + ytsignum(v(0)) fm2 g
+ ytsignum(v(0) ) fm3 g — ytsignum(v(9) ) fm3 cw sin((b))

> Mh:=solve (r6,Mh) ;

Mh = -em3 (sin(¢) a — cos(¢) g)
> rl;

a:=solve(rl,a);



“m3a+miew cos(9) + %(signum(v(q)))_f( -m2gl—m3gl

tmlew sin(¢) / — em3 (sin(0) @ — cos(¢) g) —hm3a

+ the(D2 cos(¢) +ytm3a —ytm3ec02 cos(¢) +bm3g
—bm3ew sin(¢) +xtm2g + ytsignum(v(0)) fm2g

+ ytsignum(v(9) ) fm3 g — ytsignum(v( o)) fm3 cw’ sin(¢) ))
— - (signum(v(6)) /(~em3 (sin(0) a — cos(0) g)

—hm3a+hm3ew cos(9) +ytm3a —ytm3ew cos(9)
+bm3g—bm3 cw sin( ) + xtm2 g + ytsignum(v(0)) fm2 g

+ ytsignum(v(0)) fm3 g — ytsignum(v(0) ) fm3 ew sin(0) )
—m2a=0

1
m3 + m2

— signum(v(9) ) fm3 g + signum(v( o) )fm3e(02 sin(¢))

<m3 cw’ cos(0) — signum(v(0)) fm2g

> drl:=diff (v(phi) ,phi)=a/omega;

dr2:=diff (u(phi) ,phi)=v(phi) /omega;
dr3:=diff (t(phi) ,phi)=1/omega;

1

drl = dl([) v(0) = —(m3 cw cos(¢)

(m3+m2) o
— signum(v(9) ) fm2 g — signum(v(¢) ) fm3 g
+ signum(v(0) ) fm3 cw sin(¢) )

_d o v0)
dr2 = i u(o) =

®
-4 _ 1
dr3: & (0) .

> m2:=0.106; # kg

m3:=0.098;

1:=0.128;

# kg

# m

xt:=0.05519; # m
yt:=0.04418; # m

b:=0.104;
h:=0.068;
e:=0.023;
g:=9.81;

£:=0.135;

# m
# m
# m

# m/s2
#1



omega:=24; # 1/s2
m2 :=0.106
m3 :=0.098
[:=0.128
xt:=0.05519
vt :=0.04418
b:=0.104
h:=0.068
e:=0.023
g:=9.8l1
f:=0.135
0:=24
> drl;dr2;

d% v(0) =0.2651764706 cos(0) — 0.05518125000 signum(v(0) )

+ 0.03579882353 signum(v(¢) ) sin(¢)

>
res:=dsolve ({drl,dr2,dr3,v(0)=0,u(0)=0,t(0)=0},numeric,maxf
un=50000000) ;

res :=proc(x_rkf45) ... end proc

> res(Pi) ;

[¢0=3.14159265358979, t(0) = 0.130899693899575, u(d)
=0.0156511572612880, v() = -0.0693351993184129]

> Mh;
Rx;Ry;
-0.002254 sin( ) (6.364235294 cos(0)
— 1.324350000 signum(v(¢) )
+ 0.8591717647 signum(v(¢) ) sin(¢) ) + 0.02211174 cos(¢)
-0.6746089412 cos(d) — 0.1297863000 signum(v(d) )
+ 0.08419883294 signum(v(¢) ) sin(¢)
0.96138 — 1.298304 sin(¢)
>

odeplot(res, [[phi,u(phi)], [phi,v(phi)], [phi,0.1*t(phi)]],ph
i=0..12*Pi, tickmarks=[spacing (Pi) ,default]) ;



IAVERVERVARVERYI

[——runt | ——Cune 1 —— i 1]

-0 1 -

-0 1]

>
odeplot (res, [ [phi,Na], [phi,Nb], [phi,10*Mh]],phi=0..12*Pi, ti
ckmarks=[spacing (Pi) ,default]) ;

T TN N N TN T




Priloha III: Program Maple pro feSeni s konstantnim hnacim momentem

> restart;
> with (plots):
with (plottools):
with(linalg) :
> rl:= -Rx-Ta-Tb-D2=0;
r2:= -G2-Ry+Na+Nb=0;
r3:=-Mh+ (h-yt) *Rx+ (xt-b) *Ry-xt*Na+ (1-xt) *Nb-
yt* (Ta+Tb)=0;
rl:=-Rx—Ta—Tb—D2=0
r2:=-G2—Ry+ Na+ Nb=0
r3:=-Mh + (h — yt) Rx + (xt — b) Ry — xtNa + (I — xt) Nb
—yt(Ta+Th)=0
> r4:=Rx-D3+0d*cos (phi)+T*sin (phi)=0;
r5:=-G3+Ry+0d*sin (phi) -T*cos (phi)=0;
r6:=Mh+e* (Rx*sin (phi) -Ry*cos (phi) ) -Md=0;
r4 := Rx — D3 + Od cos(0) + Tsin(¢) =0
r5:=-G3 + Ry + Odsin(¢) — Tcos(d) =0
76 := Mh + e (Rxsin(¢) — Rycos(0)) — Md=0
> G2:=m2*g;

D2:=m2*a;

G3:=m3*qg;

D3:=m3*a;
Od:=m3*e*omega (phi) *2;
T:=m3*e*alpha;
Md:=Js*alpha;
Ta:=signum(v (phi) ) *£*Na;

Tb:=signum (v (phi) ) *£*Nb;

G2:=m2g
D2 :=m2a
G3:=m3g
D3 :=m3a
0d = m3 e(0)’

T:=m3eq



Md :=Js o
Ta = signum(v(0) ) fNa

Th = signum(v(0) ) fNb
> Rx:=solve (r4,Rx);

Ry:=solve (r5,Ry) ;

Rx=m3a — m3e(x)(q))2 cos(¢) —m3eoasin(0)

Ry =m3g— m3em(¢)zsin(¢) + m3 eocos(0)
> solve({r2,r3},{Na,Nb}):

assign (%) ;

> Na;Nb;

—%( -m2gl —m3gl+m3 em(¢)2sin(¢) I —m3eacos(0) !+ Mh

— hm3a+ hm3ew()’ cos(6) + hm3easin(o) + ytm3a
— ytm3ew(0)”cos(¢) — ytm3 easin() + bm3 g

— bm3ew(0)sin(0) + bm3eacos(¢) +xtm2g

+ ytsignum(v(0) ) fm2 g + ytsignum(v(0) ) fm3 g

— yrsignum(1(0) ) fm3 e w(9)” sin(0)

+ yrsignum(v(9) ) fm3 ectcos(0))

%(Mh —hm3a+ the(n((b)zcos(dp) + hm3eosin(¢) +ytm3a

—ytm3ew(0)” cos(¢) — ytm3easin(¢) +bm3g
— bm3ew(0)’sin(0) + bm3eocos(0) +xtm2g
+ ytsignum(v(0) ) fm2 g + ysignum(v(0) ) fm3 g
— yrsignum(1(0) ) fm3 e w(9)” sin()
+ yrsignum(v(9) ) fm3 ectcos(9) )

> rl;

a:=solve(rl,a);

alpha:=solve (r6,alpha) ;



-m3a + m3em(¢)2cos(¢) + m3eoasin() + %(signum(v(q)))f(

~m2gl—m3gl+m3ew(d) sin(0) | —m3eocos(¢) | + Mh
—hm3a+hm3ew(9) cos(0) + hm3easin(¢) +ytm3a
— ytm3ew(0)” cos(¢) — ytm3 easin() + bm3 g

— bm3ew(0) sin(0) + bm3eacos(¢) +xtm2g

+ ytsignum(v(9) ) fm2 g + yrsignum(v(9) ) fm3 g

— ysignum(v(9) ) fm3 e (9)” sin(0)

+ yrsignum(v(9) ) fm3 ecicos(9) ))

- —(SIgnum(v((]))) (Mh — hm3a+hm3ew(o)” cos(0)

+ hm3 eosin(9) + ytm3a — ytm3 ew(9)” cos(0)
— ytm3eosin(0) + bm3g — bm3ew(o)” sin(0)

+ bm3eocos(0) + xtm2 g + ytsignum(v(0)) fm2 g
(0)

(0)

0)) fm3 g — ytsignum(v(9)) fm3 ew(9)” sin(0)
+ ytsignum(v( 6 )_fm3eoccos(¢)>) —m2a=0

+ ytsignum(v

a:= 3 _lk . (signum(v((])))fm3eu)((1))2sin(¢)

— signum(v(0)) fm3eocos() +m3 e(x)(q))2 cos(¢)
+ m3easin(¢) — signum(v(9)) fm2 g — signum(v( o) ) fm3g)

o= (Mh m3 + Mhm2 + m3* & signum(v(¢) )f(n(dp)2 sin(q))2
— m3esin(9) signum(v(9)) fm2 g
— m3” esin(9) signum(v(9) ) fg — m3” ecos(6) g
— m3ecos(0) m2g + m3* & cos(0) w(¢)2 sin(¢) )/
(m3? & sin(9) signum(v(9) ) fcos(9) + m3 & sin(¢)” m2
+m3* & cos(0 ) +m3e cos(q))2 m2 + Jsm3 + Jsm2)

> drl:=diff (v(phi) ,phi)=a/omega (phi) ;
dr2:=diff (u(phi) ,phi)=v(phi) /omega (phi) ;
dr3:=diff (omega (phi) ,phi)=alpha/omega (phi) ;
dr4:=diff (t(phi) ,phi)=1/omega (phi) ;



drl = did) v(¢)

(m3 —i—nlzZ) o(0) signum(v(0) ) fm3 ()" sin(0)

— (signum(v(9)) fm3 e (Mhm3 + Mhm2 + m3* & signum(v(o
— m3 esin(¢) signum(v(9)) fm2g

—m3’ esin(6) signum(v(9) ) fg — m3” ecos(0) g

— m3ecos(§) m2g + m3 & cos(0) 0(6) sin(0) ) cos(4) ) /
(m3* & sin() signum(v(0) ) feos(9) + m3 & sin(9)” m2

+m3%e cos(q))2 +m3é cos(q))2 m2 +Jsm3 + Js m2)

+m3em(0)”cos(0) + (m3e(Mhm3 + Mhm2

+m3” & signum(v(9) ) f0(0)” sin(¢)”

— m3 esin(¢) signum(v(9)) fm2 g

— m3* esin(6) signum(v(9) ) fg — m3” ecos(0) g

— m3ecos(6) m2g + m3” & cos(6) w(6)” sin(0) ) sin(6) ) /
(m3* & sin() signum(v(0) ) feos(9) + m3 ¢ sin(9)” m2

+ m3* & cos(0 ) +m3e cos(q))2m2 + Jsm3 +Jsm2)

— signum(v(9)) fm2 g — signum(v(¢) ) fm3 g)

_d oy (o)
dr2 = a0 u(9) =

dar3 =L () = (Mhm3 + Mhm2

do

+m3” & signum(v(9) ) f0(0)” sin(¢)*

— m3esin(¢) signum(v(0)) fm2g

—m3’ esin(6) signum(v(9) ) fg — m3” ecos(0) g

— m3 ecos(6) m2g + m3” & cos(9) w(6) sin(6) )/

((m3? &sin(9) signum(v(0)) feos(9) +m3 &sin(9)” m2

+ m32 e cos(0)” + m3 & cos(0)* m2 + Jsm3 + Jsm2) o(0))



0 ()
> m2:=0.106; # kg
m3:=0.098; # kg
1:=0.128; # m
xt:=0.05519; # m
yt:=0.04418; # m
b:=0.104; # m
h:=0.068; # m
e:=0.023; # m
g:=9.81; # m/s
£:=0.135; # 1
Mh:=0.02; # Nm
Js:=75E-6; # kgm2
m2 :=0.106
m3 :=0.098
[:=0.128
xt:=0.05519
yt:=0.04418
b:=0.104
h:=0.068
e:=0.023
g:=9.8l1
f:=0.135
Mh :=0.02
Js :=0.000075
> phi0O:=evalf (0*Pi/2) ;
x0:=.0;
omegal:=17;
¢0:=0.
x0 = 0.
w0 =17
>

Res:=dsolve({drl,dr2,dr3,dr4,v(phi0)=.0,u(phi0)=x0, omega (ph
i0)=omegal, t (phi0)=0},numeric, maxfun=500000) ;
Res :=proc(x_rkf45) ... end proc



>
odeplot (Res, [ [phi,u(phi) ], [phi,v(phi)]],phi=0..12*Pi, tickma
rks=[spacing (Pi) ,default]) ;

‘;AAAAAJ

R IAVARVAR /I A

odeplot (Res, [ [phi,Na], [phi,Nb]],phi=0..12*Pi, tickmarks=[spa

-

>

cing(Pi) ,default]) ;
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Priloha IV: Program Maple pro feSeni s momentovou charakteristikou

> restart;
> with (plots):
with (plottools):
with(linalg) :
> rl:= -Rx-Ta-Tb-D2=0;
r2:= -G2-Ry+Na+Nb=0;
r3:=-Mh+ (h-yt) *Rx+ (xt-b) *Ry-xt*Na+ (1-xt) *Nb-
yt* (Ta+Tb)=0;
rl==-Rx—Ta—Th—D2=0
r2:=-G2—Ry+Na+Nb=0
r3:=-Mh+ (h — yt) Rx + (xt — b) Ry — xt Na + (I — xt) Nb
—yt(Ta+ Th) =0
> r4:=Rx-D3+0d*cos (phi) +T*sin (phi)=0;
r5:=-G3+Ry+0d*sin (phi) -T*cos (phi)=0;
r6:=Mh+e* (Rx*sin (phi) -Ry*cos (phi) ) -Md=0;
r4 :=Rx — D3 + Od cos(¢) + Tsin(¢) =0
r5:=-G3 + Ry + Odsin($) — Tcos(¢) =0
76 := Mh + e (Rxsin(¢) — Rycos(¢)) — Md=0
> G2:=m2*g;

D2:=m2*a;
G3:=m3*qg;
D3:=m3*a;
Od:=m3*e*omega (phi) *2;
T:=m3*e*alpha;
Md:=Js*alpha;
Ta:=signum(v (phi) ) *£*Na;
Tb:=signum (v (phi) ) *£*Nb;
Mh : =X->P-Q*X;
G2:=m2g
D2:=m2a
G3:=m3g
D3 :=m3a

0d == m3ew(0)’
T=m3eq

Md :=Js o



Ta :=signum(v(¢) ) /' Na
Th := signum(v(0) ) fNb
Mh=X—-P—Q0X
> Rx:=solve(r4,Rx);

Ry:=solve (r5,Ry) ;
Rx:=m3a —m3 ew(¢)2cos(¢) —m3easin(¢)

Ry =m3g—m3 eu)((b)2 sin(¢) + m3eo.cos(9)
rl:=subs (Mh=Mh (omega (phi) ) ,rl) ;

r2:=subs (Mh=Mh (omega (phi) ) ,r2) ;
r3:=subs (Mh=Mh (omega (phi) ) ,r3) ;
r4 :=subs (Mh=Mh (omega (phi) ) ,r4) ;
r5 :=subs (Mh=Mh (omega (phi) ) ,r5) ;
r6:=subs (Mh=Mh (omega (phi) ) ,r6) ;

rl=-m3a+m3 ew(¢)2cos(¢) + m3 easin(¢)
— signum(v(0) ) fNa — signum(v(¢) ) fNb —m2a=0

r2:=-m2g—m3g-+ m3em(¢)2sin(¢) —m3 e(xcos(q)) + Na + Nb
=0

3= P+ 00(0) + (h—yt) (m3a —m3ew(0)” cos(6)
—m3easin(0)) + (xt — b) (m3g — m3ew(o)” sin(0)
—I—mSe(xcos((]))) — xtNa + (I — xt) Nb
— yt (signum(v(9) ) fNa + signum(v(9) ) fNb) =0

r6:=P—Q0w(0) +e((m3a— m3e0)(¢)zcos(¢)
— m3easin(0)) sin(60) — (m3g — m3 ew(6)*sin(0)
+ m3eoccos(¢)) cos((l))) —Jso=0
> solve({r2,r3},{Na,Nb}):
assign (%) ;

> Na;Nb;



—%(—m2gl—m3gl+m3ew(¢)2sin(¢)l—m3eoccos((1)) [+P

—00(0) —hm3a+hm3ew(0)’ cos(¢) + hm3easin(o)
+ytm3a — ytm3 ew(6)” cos(0) — ytm3 easin() +bm3g
— bm3e(0)’sin(0) + bm3eacos(d) +xtm2g

+ yesignum(v(9) ) fm2 g + yesignum(v(9) ) fm3 g

%(0)) fm3 e w(0)” sin(0)

— ytsignum(
+ ytsignum(v(0) ) fm3 eoccos(q)))

(P = 00(0) = hm3a+hm3ew(s)’ cos(6) + hm3 easin(0)

+ytm3a — ytm3ew(0)” cos(0) — ytm3 easin() + bm3g
— bm3ew(0)’sin(0) +bm3eacos(6) +xtm2g

+ yrsignum(v(0) ) fm2 g + yesignum(v(9) ) fm3 g

%(6)) fm3 ew(0)” sin(0)

— ytsignum(
+ ytsignum(v(0) ) fm3 eacos(6))

> a:=solve(rl,a);

alpha:=solve (r6,alpha) ;

a=— i — (signum(v(0)) fm3 e (9)”sin(0)

— signum(v(0) ) fm3 eocos(d) + m3eo)(q))2 cos(¢)
+ m3easin(¢) — signum(v(9)) fm2 g — signum(v(¢) )fm3g>

o= (Pm3+Pm2—00(0) m3 — 0w(o) m2
+ m3* & signum(v(0) ) f(0)” sin(9)
— m3esin(¢) signum(v(0)) fm2 g
—m3’ esin(9) signum(v(9) ) fg — m3” e cos(0) g
— m3 ecos(6) m2g +m3* & cos(0) w(9)’ sin(0) ) /
(m3? & sin(0) signum(v(0)) feos(0) + m3 & sin(9)” m2
+ m3* & cos(0) + m3 & cos(0) m2 + Jsm3 + Jsm2)

> drl:=diff (v(phi) ,phi)=a/omega (phi) ;
dr2:=diff (u(phi) ,phi)=v(phi) /omega (phi) ;
dr3:=diff (omega (phi) ,phi)=alpha/omega (phi) ;
dr4:=diff (t(phi) ,phi)=1/omega (phi) ;



drl := diq) v(0)

_ 1

3 + m2) o(0) signum(v(0) ) fm3 e w(6)” sin(9)

— (signum(v(9)) fm3 e (Pm3 + Pm2 — 0w(6) m3 — Qo(0)
+m3” & signum(v(0) ) f(9)” sin(9)”

— m3esin(¢) signum(v(0)) fm2g

—m3* esin(¢) signum(v(0)) fg —m3” ecos(9) g

— m3ecos(6) m2g + m3 & cos(0) (0) sin(0)) cos(0) ) /
(m3? & sin(0) signum(v(9) ) feos(9) + m3 & sin(¢)* m2

+m3 cos((j))2 +m3é cos((]))2 m2 +Jsm3 +Js m2)

+ m3em(0)cos(0) + (m3e(Pm3 +Pm2 — 0w(¢) m3
— 00(0) m2 +m3* & signum(v(0) ) f(0)” sin(6)

— m3 esin(9) signum(v(6)) fm2g

— m3 esin(0) signum(v(9) ) fg — m3* ecos(0) g

— m3ecos(9) m2g + m3> & cos(0) 0(0) sin(0) ) sin(9) ) /
(m3? & sin(9) signum(v(9) ) feos(9) + m3 & sin(6)* m2
+m3* & cos(d ) +m3é cos((b) m2 + Jsm3 +Jsm2)

— signum(v(6) ) fm2 g — signum(v(9) ) fm3 g)




dr3 = d% o(0) = (Pm3 + Pm2 — Qw(6) m3 — Qw() m2

+ m3* & signum(v(9) ) f(0)” sin()°

— m3 esin(¢) signum(v(0)) fm2 g

— m3” esin(¢) signum(v(9) ) fg — m3” ecos(0) g

— m3ecos(0) m2g + m3” & cos(9) w(9)’ sin(0) )/

((m3? &sin(9) signum(v(0)) feos(0) +m3 & sin(0)” m2
+m3* & cos((]))2 +m3é cos((]))2 m2 + Jsm3 + Jsm2) o(0) )

d

drd:=—1t(0) =
do o(9)
> m2:=0.106; # kg
m3:=0.098; # kg
1:=0.128; # m
xt:=0.05519; # m
yt:=0.04418; # m
b:=0.104; # m
h:=0.068; # m
e:=0.023; # m
g:=9.81; # m/s
£:=0.135; # 1
P:=0.5558;
Q0:=0.0239;
Js:=75E-6; # kgm2
m2 :=0.106
m3 :=0.098
[:=0.128
xt :=0.05519
vt :=0.04418
b:=0.104
h:=0.068
e:=0.023
g:=9.81
f:=0.135
P :=0.5558
0 :=0.0239
Js :=0.000075

> drl;dr2;dr3;dr4;



2

= o0 [4.901960784 [0.000304290 signum(v(¢)) o(0)
sin(9) — (0.000304290 signum(v(6)) (0.1133832
—0.0048756 »(0)

+ 6.85869660 107 signum(v(0) ) w(¢)” sin(¢)>

— 0.0006089573196sin(¢) signum(v(¢))
—0.00451079496 cos(¢)

1 0.000005080516 cos(6) o(6)> sin(6) ) cos(6)) /
(6.85869660 107 sin(¢) signum(v() ) cos(o)

+ 0.000005495252 sin(q>)2 + 0.000010575768 cos(¢)2

+0.000015300) + 0.002254 () cos(0)

+(0.002254 (0.1133832 — 0.0048756 (0) + 6.85869660 10 s
1 0.000005080516 cos() o(6) sin(6) ) sin(6) ) /

(6.85869660 107 sin(6) signum(v(0)) cos(o)
+0.000005495252 sin(0)> + 0000010575768 cos(0)
+0.000015300) — 0.27016740 signum(v(0)) ) )




L 5(0) = (01133832 — 0.0048756 ()

do
+ 6.85869660 10”7 signum(v(0) ) ©(0)” sin(¢)>
— 0.00060895731965sin(0) signum(v(¢))
— 0.00451079496 cos(¢)
1 0.000005080516 cos(6) w(6)sin(6)) /
((6.85869660 107 sin(¢) signum(v(0)) cos(0)
+0.000005495252 sin(6)” + 0.000010575768 cos(0)
+0.000015300) o(0))

1
<o) = —is
®
> phiO:=evalf (0*Pi/2) ;
x0:=.0;
omegal:=15;

>
Res:=dsolve({drl,dr2,dr3,dr4,v(phi0)=.0,u(phi0)=x0, omega (ph
i0)=omegal, t (phi0)=0} ,numeric, maxfun=500000) ;

Res :=proc(x_rkf45) ... end proc
> Res (phi0) ;

Res (0.348) ;
[0=0. w(¢) =15 (0) =0.,u(9) =0.,v(¢) =0.]
[0=0.348, 0( ) =22.1648848568032, t(d) = 0.0172291529699276,
u(0) =0.000349225977341845, v(¢) = 0.0523854485321950]
> Mh (omega (phi)) ;

0.5558 — 0.0239 ()
> Na;Nb;



0.1867187500 () — 0.1174023859 signum (v(¢) )
+ (0.0004226250000 (0.1133832 — 0.0048756 () + 6.85869¢
— 0.00060895731965sin(0) signum(v(¢))
— 0.00451079496 cos(¢)
1 0.000005080516 cos(6) w(6)* sin(0) ) cos(6) )/
(6.85869660 107 sin( ) signum(v(6)) cos(6)
+0.000005495252 sin(9)” + 0.000010575768 cos(0)
+0.000015300) — 3.570427136
— 0.0004226250000 () sin(¢)
+0.0001322305060 signum (v(9) ) ©(0)> sin(0)
— (0.0002179522703 (0.1133832 — 0.0048756 () + 6.85869¢
(6.85869660 107 sin( ) signum(v(6)) cos(6)
+ 0.000005495252 sin(q>)2 + 0.000010575768 cos(dp)2
+0.000015300)
— (0.0001322305060 signum(v(6) ) (0.1133832 — 0.0048756 wo(
— 0.00060895731965sin(¢) signum(v(¢))
— 0.00451079496 cos( )
1 0.000005080516 cos() o(6) sin(6)) cos(0) ) /
(6.85869660 107 sin( ) signum(v(6)) cos(6)
+0.000005495252 sin(9)” + 0.000010575768 cos()°
+0.000015300) — 0.0002179522702 m(q>)2 cos(¢)



5.571667136 — 0.1867187500 ()

— 0.0001322305060 signum(v(9) ) ®(6)” sin(0)

+ (0.0001322305060 signum (v(0) ) (0.1133832 — 0.0048756 oo
— 0.0006089573196 sin(¢) signum(v(0))
— 0.00451079496 cos( )
1 0.000005080516 cos(6) o(6)* sin(6)) cos(0) ) /
(6.85869660 107 sin( ) signum(v(6)) cos(6)
+ 0.000005495252 sin(q>)2 + 0.000010575768 cos(dp)2
+0.000015300) + 0.0002179522703 () cos()
+ (0.0002179522703 (0.1133832 — 0.0048756 () + 6.85869¢
1 0.000005080516 cos(6) o(6)” sin(6) ) sin(0) ) /
(6.85869660 107 sin( ) signum(v(6)) cos(6)
+ 0.000005495252 sin(q>)2 + 0.000010575768 cos(dp)2
+0.000015300) + 0.1174023859 signum (v(¢))
— 0.001831375000 () sin()
+ (0.001831375000 (0.1133832 — 0.0048756 () + 6.858696¢
1 0.000005080516 cos(6) o(6)” sin(6)) cos(0) ) /
(6.85869660 107 sin( ) signum(v(6)) cos(6)
+ 0.000005495252 sin(q>)2 + 0.000010575768 cos(dp)2
+0.000015300)

>
odeplot (Res, [ [phi,u(phi)], [phi,v(phi)], [phi,0.1*t(phi)], [ph
i,0.001*omega (phi)]],phi=0..12*Pji, tickmarks=[spacing(Pi) ,de
fault]);
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>
odeplot (Res, [ [phi,Na], [phi,Nb]],phi=0..12*Pi, tickmarks=[spa
cing(Pi) ,default]) ;
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Priloha V: Vykresy

PLATNE PRO VYROBU

30,3¢8°
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30

>
s
e
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‘a/ s
2 [50x28x8 SILON
KS CISTY ROIMER NORMA POLOTOVARU MATERIAL POINANKA
| TAKAIKA:
Technicka univerzita v Liberci
CELKOVA CISTA HMOTNOST: 0,01 kg STROJ: POZICE:
NERITKO |KRESLIL: GREGOROVA Dicna DNE: 2016-05-05 DIDAKTICKA POMUCKA
2:1 SKUP INA:
VYDAL: DNE:
FORMAT: A4 NAZEV: CISLO VYKRESU:
LISTU: 1 LIST: 1




PLATNE PRO VYROBU

PEY

W]

e s s s e e e e — - —I— 1-2 ]|
|
|
Far ¥
N
(4,495)
8
15
1.2
2 [50x15x8 MOSAZ
KS CISTY ROIMER NORMA POLOTOVARU NATERIAL POZNAMKA
TAKAZKA:
Technicka univerzita v Liberci
CELKOVA CISTA HMOTNOST: 0,04 kg STROJ: POZICE:
MERITKO |KRESLIL: GREGORQVA Diana DNE: 2016-05-05 DIDAKTICKA POMUCKA
2 SKUP INA:
VYDAL: DNE:
FORMAT: A4 NAZEV: CISLO VYKRESU:
1@ NEVIVAZEK
LISTU: 1 LIST: 1




PLATNE PRO VYROBU

S SR N = Ll
% - |
(43) (8)
? SROUB M4 x 14 (_:SN 02 1146 0.00 3
j PR 50x1548 MOSAZ 0,04 2
g G 50x2818 S1LON 0,01 1
B [ v il MATERIAL  [HMOTNOST | POZNAMKA POZICE
TAKAZKA:
Technicka univerzita v Liberci
CELKOVA CISTA HMOTNOST: 0,05 kg STROJ: POZICE:
NERTTKO | KRESLIL: GREGOROVA Disna | ONE- 2016-05-05 DIDAKTICKA POMUCKA
1:1 SKUPINA:
VYDAL: DNE:
FORMAT: M |WAZEV: CISLO VYKRESU:
&) |SESTAVA 3
LISTU: LIST: 1
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