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Anotace

Tato bakalkska prace se zabyva implementaci algaritpmno transformaci matice na
bidiagonalni tvar. Tuto transformaci Ize provéstkaiika zpisoby, napiklad uZitim
Householderovych transformaci nebo uzitim Golubdfeiva iteraniho bidiagonalizéniho
algoritmu. ProtoZe se fip téchto vypa@tech nevyhneme pouziti aritmetiky s kéneu
presnosti, je dlezitym aspektemigsnost spiienych matic. Jednim z fakfgrktery mizeme
sledovat je ortogonalita s@mnych vektol, které produkuje Golub-Kahanova
bidiagonalizace. Je zndmym faktem, Ze pro zachowéoigonality je zapéebi provadt
reortogonalizaci. UpIna reortogonalizace je vidkw@ara:na na strojovas peéitace, proto
je nutné pi praktickych vypd@tech provadt pouze reortogonaliza¢ast&nou. V této praci se
strwiné zabyvame tznymi strategiemi neuplné reortogonalizace a pateame ziskané

vysledky jak z hlediska jejichipsnosti, tak s ohledem na n&rost vypdtu.

Kli ¢ova slova

Golub-Kahanova bidiagonalizace, ortogonalni tramsére, Gram-Schmi@lt proces,

reortogonalizace.
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Uvod

VyuZzivani vypa@etni techniky g feSeni realnych uUloh vedeinpzert k formulacim
téchto Uloh jazykem matematiky a zejména jazykemadini algebry. Ulohy formulované
jako problémy linearni algebry jsou jedny z malter& dokazeme alesfpov principuiesit
pomoci vypdetni techniky (pesrji feceno rekteré z nich). Zejmy fakt, Zze progedky
pocitact jsou a vzdy budou omezené (omezena velikostépakoneina nenulova doba
provadni elementarnich aritmetickych a logickych operakigde jisté naroky na algoritmy,
které k reSeni takovych uloh pouzijeme. Omezenost granych prostedki pccitace je
pricinou toho, Ze musime pivat jen s omezenou (kokreu) esnosti (na iracionalnicisla
nelze zobrazit v potaCi vabec), ¢imz se dopoustime chyb zaokrouhlovaninileRitym
aspektem pouzivanych algoriinje jejich stabilita, v jisttm smyslu odolnosticv Sireni
zaokrouhlovacich chyb. Analyzaieni zaokrouhlovacich chyb pak jedrem z pednich
témat studia numerické linearni algebry. Na drukimanu kon&nd nenulova doba provéu
elementarnich operaci nas vede k otazkam tykajseimychlosti provathi algoritmi. Ta je
piimo zavisla zejména na mnozstvi aritmetickych ogeflmnoZzstvi logickych operaci byva
zpravidla zanedbatelné, zejména pro velmi rozsaloléy) a samazjmé na usptadani dat
v panmeti pocitate a praci algoritmu s pafti. Stabilita algoritmu avypa’etni cenajsou
pozadavky, kteréasto jdou proti sah Poznamenejme, Ze zde i v celém nasledujicim textu
pouzivame pro natmost vyp@tu termin vypdetni cena, nikoliv termin komplexita (slozZitost)
jak je zvykem napklad u ftidicich nebo vyhledavacich algoriimTermin komplexita
nechavame rezervovany p&pro vyznam kombinatorické sloZitosti. U algoritmumerické
linearni algebry, zejména u algoriinmteratnich, kde si v podstatvybirame (na zaklad
raznych kritérii) kdy vypoet zastavime, neni vhodny.

Jednou z uloh linearni algebry je tak zvany (Uplmblém nejmenSicttveral. Jedna se
o linearni aproximéni problém (v podstatsoustavun linearnich rovnosti pran neznamych,
ktera nema&esSeni v klasickém slova smyslu)

Ax = b, A 0O R™™, x OR™, bOR".

V piipact ulohy nejmenSichétverar feSeni aproximmiho problému hledame tak, Ze
minimalnim zgsobem poopravime pravou strafu takovym zgisobem, aby opraveny
systém ml feSeni v klasickém slova smyslu. Je-li td&seni nejednoziaé vybirame
nejmensi z nich (minimalnim, resp. nejmenSim zdenenana mysli vektor s nejmensi
standardni Eukleidovskou normou). Yigadt ulohy Uplnych nejmensSicttverai se snazime

minimalnim zmisobem poopravit pravou strartu i matici A tak, aby opraveny systém



~

mél teSeni v klasickém slova smyslu (minimalni opravwatice je myslen nejmensi s@t
kvadrati jednotlivych prvki opravy, tzv. Frobeniova norma matice opravy)ieSitelnosti
uplného problému nejmensSic¢tveral je to podstaté slozigjSi. Oke tlohy, jak obyejny tak
Uplny problém nejmensSicttveral, jsou ortogonalké invariantni, jinymi slovy nezavislé na
bazich zvolenych v prostored®” a R™.

Nedavno bylo ukdzano, Ze zcela obecné ortogén@ariantni linearni aproxintai
problémy tvaru Ax = b Ize redukovat na tzvcore problém[12, 14]. Ten je ve &tSing
piipadi snazefesitelny nez problémupodni, gicemzieSeni gvodni Ulohy a core problému
jsou (az na ortogonalni transormaci) identickié&cRod ke core problému taki#e usnadnit
vypccet feSeni fivodniho aproximéniho problému, navic teorie core problémtin@si
vyznamny a novy vhled do teorie linearnich aproxinieh problénd jako takovych. Rechod
ke core problému je realizovan transformaci iez& matice soustavy

[blA]
na horni bidiagonalni tvar. Tato transformace Izgodstat provést déma zpisoby, jednak
piimou bidiagonalizaci roz&né matice (f@vodem maticelA] na horni bidiagonalni tvar)
pomoci ortogonalnich transformaci, nebo pomoc&itého algoritmu, tzv. Golub-Kahanovy

bidiagonalizace [6] matic@ (tentokrat se jedna o transformaci na dolni bidido tvar)

nastartované startovacim vektoresn= b /o[, tedy normalizovanou pravou stranou.

V této praci se zabyvame pouze implementaci vylmanglgoritnti realizujicich
bidiagonalizaci v progedi MaTLABU a studiem &kterych numerickych aspekttéchto
algoritmi (ztratou ortogonality id vypoctu ortogonalnich transformacijgsnosti sp&ené
bidiagonalni matice, okrajévtéZz dobou vypgtu). Text je organizovan nasledujicim
zpasobem. V prvni kapitole st¥né popisujeme zakladni ortogonalni transformace (Gogy
rotace a Householderovy reflexe), jejich konstrukgmuziti @i vypoctu a vzajemny vztah
obou transformaci. V druhé kapitole ss;nwjeme vykladu tak zvaného QR rozkladu matice,
ktery je vhodnym nastrojem disbvyuZitelnym pi popisu rekterych partii bidiagonalizaich
algoritmi (reortogonalizace). Verdti kapitole se &nujeme popisu jednotlivych algoritm
realizujicich bidiagonalizaci a vetvrté kapitole pak ilustrujeme numerické vlastnosti
a chovani vybranych algoritimV paté kapitole jen velmi st¢né¢ popisujeme software, ktery
byl pro &ely testovani numerickych vlastnosti vyvinut. V &&vshrneme vysledky jichZ bylo

v praci dosazeno.



1. Ortogonalni transformace

Ortogonalni transformace jsou transformace liz@ané ortogonalnimi maticemi
(v komplexnim pipact se jednd o unitarni matice). Ortogondlni a unitamatice jsou
norméalni matice (t.AAT = AT A), jejichZ vSechna vlastriisla (tj. ¢isla A O C, pro ktera
existuje nenulovy vektox [0 C" tak, Ze Ax = xA) lezi na jednotkové kruZnici v komplexni

roving. Matice Q O C™" je unitarni, jestlize

Q" =1, =Q'Q,
kde 1, je jednotkova matice dimenzg Q' znai matici transponovanou (transponovanim
rozumime vyninu fadki za sloupce) k matic, Q znai matici komplex& sdruzenou
k maticQ . MaticeQ je ortogonalni, jestlize je unitarni a reali@@,J R™", ;.
QQ' =1, =Q'Q.
V nasledujicim textu se seznamime snda zakladnimi typy ortogonalnich transforma&"v

» rotaci o thelp v roving urcené d¢ma vektory (Givensovou rotaci),

» zrcadlenim podle nadroviny dané normalovym vektofdouseholderovou reflexi).

1.1 Givensova rotace

Zacneme popisem elementarni rotace v révinR?, pro kterou platiy = G(¢)x. Matice
G(¢) realizuje pootdeni libovolného vektorux o Uhel ¢ proti sneéru hodinovych raicek.
Tvar maticeG(g) Ize odvodit nafiklad pomoci obrazku 1.1. Vektox chceme poottit

0 uhel ¢ tak, abychom dostali vektoy. Zfejm¢ musi byt splina podminka rovnosti

I, =1, =r-

0 b7 X, IF

Obr. 1.1: Elementarni rotace v rogjivektor X pootaenim o Uhel@ transformujeme na vektoy .
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UvaZujme pro jednoduchost= 1 a vyjademe oba vektory pomoci jejich sadnic
w = | % | 2 |coda _ | V1| = |codB
X, sinla) |’ y Y, sinlg) | -
Uzitim elementarnich goniometrickych vziad rovnosti S = ¢ + a dostaneme
_|cogp + a)| _ | cogg)coda) - sin(g)sinla )| _
y sinlg + a sinl¢ ) coda) + cog¢) sinla
_|cod¢) —sin(g)||coda)| _
B [siri¢; c052¢ﬂ [sin%aﬂ = Glp)x.
Pro jednoduchost zavedeme o ¢ = codg), s = sin(#), matice pak bude mit tvar
_|c -s
ol)=|S .

nazveme jelementarni Givensovou rotaci

Nulovani slozky vektoru v pomoci Givensovy rotacesloZzené Givensovy rotace

Matici G(#) Ize pouzit k nulovani slozek vektoru. Mame nenylaektor x O R?,

X = [x1 xz]T, ktery chceme zobrazit na vektgr,

=% g0)

Chceme tedy vektox otatit o Uhel ¢ = —a (viz obrazek 1.1), prvky Givensovy rotace

G(¢) jsou pak dany vztahy

¢ = codp) = coda) = ER ><]| s = sin(g) = -sin(a) =

M,
Nyni mame obecnyn-prvkovy vektor x 0 R", budeme hledat takové Givensovy rotace,
které postup® vynuluji co moZzna nejtSi paet prvki vektoru. Vektor y budeme

konstruovat postugi podle schématu

" 0 QoM T J I,
szzzm*-*-*o*o O1=v,
X, 4 . 0 0 0 0

kde symbolC zna&i obecr nenulovy prvek, dvojice symhle znai prvky, které jsou

11



aktualre modifikovany elementéarni rotaci. Maticozapsano

L, 0 0O
Y = GpGps ... Gy_ynX = /X, kde G,.=|0 Gfg) o
0 0 lhia

a matici I" =G,G,3... G,_;,, budeme nazyvat sloZzena Givensova rotace. Maficge

vyjadiena jako sotin elementarnich rotaci a jieba dat pozor na padi jednotlivychiniteli.
Prvky vektoru nulujeme postupnne nutg v nazngeném peadi. VZdy vybereme rovinu,

ve které vektor pootdme tak, aby se vynulovala jedna ze dvou jehdainic v této roviw.

1.2 Householderova reflexe
Druhou ortogonalni transformaci je Householder@fiexe (zrcadleni, odraz). Odvozeni

tzv. Householderovy matice provedeme v obecngmmozmsrném gFipack. V R" je dana

(n - 1)-rozmsrna nadrovina®, kterou niizeme jednozrimé popsat jejim norméalovym
vektorem g, predpokladejme|g|, =1. Nadrovina # je nadrovinou zrcadleni. Libovolny
vektor x O R" mazeme rozlozit na slozku lezici ve &m normalového vektoru
Xq = (qu)x a na slozku ortogonalni nag, tedy na slozku lezici v dané nadrayin

viz obrdzek 1.2. Vektory, zrcadlovy obraz vektorux podle nadroviny#, ziskame

jednoduse. Slozkx, zan€nime za (- xq) a slozka lezici v nadrowin se nezrani, tedy

y=(x—xq)—xq = X = 2x, :(|n—2qu)XE H(q)x.

.Y

y=x—2x,

Obr. 1.2: Householderova reflexe. Matici reflexgkame jako rozdil jednotkové matice a dvojnasobku

projektoruqqT do sn&ru normaly nadroviny zrcadleni, tedil (q) = (I n - 2qu) .
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Matici H(q) = (In - 2qu) nazyvdmeelementarni Householderovou reflexiRealizuje
zrcadleni podle nadroviny dané normalovym vektogem

Matice H (q) je symetrickd, ortogonalni, je tedy samacsimlverzi. Nezalezi na orientaci
vektoruq, neba pro § = (- q), platigq’ = qq', tedy

H(a) = H™(a) = H(a) = H(- a).
Casto patebujeme zkonstruovat Householderovu matici na dékiaalosti vektorux (vzoru)
a vektoruy (obrazu). Jsou-li dany vektory, y O R" tak, Ze x#y a|x, = |y|,, pak

vektor
_ X-Yy
q = <
Ix = v,

je zZ'ejm¢ normalovym vektorem nadroviny zrcadleni, kteraaditx nay.

SloZené Householderovy reflexe

Nyni se je&t seznamime se specialni sloZzenou reflexi. Reégh= {ql,...,qm} 0 R"je
ortonormalni soubor vektbr tj. vektory g jsou normalizované|q|, =1 a vzajema

6}

ortogonalni, qiqu =0 i =0 proi#j, ¢ =1proi=j. Tyto vektory v R"

Ij »
jednozné&né urcuji (n— m)-rozmérnou nadrovinu (ortogonalni doglk prostoru, ktery je

mnozinou vektakr ¢ generovan), jiz jsou normalové vektory. Ngecinatice H(qi),
i =1...m jsou elementarni reflexe. Z ortogonality vektay, q; pak plyne
H(@)H(;) = (1 - 2067 i - 2050] ) = 10 - 2007 - 2q50] = H{g; H(g)
komutativita elementarnich reflexi. Tedy sloZenfeere vznikla pronasobenim vSech matic
H (qi ) je nezavisla na padi nasobeni. Vyslednou matichideme vyjadit ve tvaru
m m m
[1H@) =] 10 - 2007 ) = 10 - 2) aal =1, - 200",
=1 i=1 i=1
kde Q = [ql, - qm] 0O R™™. Householderovy reflexe ve vzajetnortogonalnich sirech

jsou tedy komutativni.

13



Nulovani slozek vektoru vR" pomoci Householderovych reflexi
Householderovu reflexi fiteme vyuZzit k nulovani prikvektoru. Pro libovolnou reflexi

H plati, ze |x|, = [HX, =[], M&me vektor x O R", budeme hledat takovou reflexi,

aby platilo
4| T,
X = X:2 = O = Hx = Y,
X 0

piicemZ pedpokladamex #y (v opaném gripact je H = 1,,). Dosadime-liy = |X|,e do
vztahu

ol A

_ X~y ol A _
q= ——"— ziskame q-= ;
[x = v, Jx=1.e],

pro H(q) = (In - 2qu) pak platiy = H(q)x.

1.3 Vztah mezi Givensovymi rotacemi a Householderovyneflexemi

Kazdou elementéarni i sloZzenou Givensovu rotacisleéit z Householderovych reflexi.

M¢&jme danu Givensovu rota& = [g - (ﬂ a definujme dva normalizované vektory
g, = ﬂ 1-c g, = |:O}
o2 [Wi+c! 2
ziejme

1

o, = 5@ -c+1+c)=1=al,
Zkonstruujeme jim odpovidajici Householderovy nmetic

leln_zchq;Lr =[_CS :C}' H, =[(]j _01j|,
kdes=+1-c?. Pak

—|c —-s|_

H2H1—[S C}—G.

Libovolnou elementarni rotads Ize ze dvou reflexi slozit nekotr@ mnoha zpsoby. Ke

kazdému libovolt zvolenému normalizovanému vektogy existuje takovy normalizovany
vektor g,, e proH; = I, - 2q¢; . H, = I, - 29,q; plati H,H, = G. Na obrazku 1.3

vidime dalSi variantu konstrukce Givensovy rot&cezitim dvou nadrovin zrcadleni.

14



H,H e,=Ge,

H,H e,=Ge,

;
He,

Obr. 1.3: Zjfisob, jak zkonstruovat rotaﬁ(a), a = 1/ 3, pomoci dvou reflexiHy, Ha.
#, %, jsou nadroviny zrcadleni, v tomtdipact piimky.

V piedchéazejicim textu a na obrazku 1.3 jsme ukazak, Ize elementarni (a tedy
i sloZzenou) rotaci vyjait pomoci reflexi. Obecn vSak nelze (sloZzenou) reflexi vyjétd

pomoci rotaci. Naziéme jednoduchyitkaz sporem.

Predpokladejme, Ze elementérni reflékilze vyjadit jako sowin dvou elementarnich
rotaci H = G;G,. Snadno osfime, e pro (elementarni) rota@ plati de{G)=1. Pro
elementarni reflexH naopak pIatidet(H) = -1. UzZitim vztahu pro determinant siou
maticW = UV

defw) = detU) detV),

dojdeme ke spordjmz je dikaz v podstatdokorten.
Elementéarni reflexi nelze slozit z rotaci. Pomamaci zejm¢ nelze vyjadit ani zadna

takova reflexe, kterd je sloZzena z lichéhaitpoelementarnich reflexi. Pro vice informaci

o ortogonalnich transformacich viz mapiebni texty [8, 9, 2].
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2. QR rozklad

Dvojici matic Q a R nazveme QR rozkladem (faktorizaci) obecné obdélrik
matice A 0 R™™ hodnosti r = ranA) < min{m, n} pokud plati, Ze

A = OR,
a Q O R™" je ortogonalni matice (Q'Q = QQ" = 1) a R O R™™ je matice s nulovymi

poddiagonalnimi prvky (horni trojuhelnikova matist@jnych roznsra jako matice A. Casto

se téz mzeme setkat s ekonomickou formou QR rozkladu

A= QR
kde Q O R™ je matice obsahujici prvnich ortonormalnich slougc matice Q
. Q'Q =1,) a R, OR™ je matice s nulovymi poddiagonalnimi prvky (horni

trojuhelnikova matice) obsahujici prvnich radki maticeR. QR rozklad Ize spidtat uzitim

Givensovych rotaci a Householderovych reflexi.

2.1 QR rozklad uzitim Givensovych rotaci

Ozn&me a; j-ty sloupec maticeA = [a, ..., a, .] Matici /, ozna&ime slozenou

Givensovou rotaci, které realizuje transformaci

ar | |al,

a =|%1| | 0 |=ra =r.
A 0

Budeme-li tuto slozenou rotaci aplikovat na mafidostaneme
e 100 * *x * %
_ | OO 0 * * *| _ = A0

A=l.oog ~loox «| = HhASAY

e OO O O* *

kde symbol * zn& obecr nenulovy prvek, symboly vyznauji prvky, pomoci kterych

konstruujeme sloZenou rotaci.

Nyni budeme transformovat (nulovat) druhy sloupeatice AY = [r,, a,..., a®]

oznaeny agl). Firozert chceme zachovat jiz vyttené nulové prvky ve sloupdi;.

Na druhy sloupec tedy aplikujeme jen-2 elementarnich rotaci (nulujeme pouze

16



poddiagonalni prvky)

_%1(%_ R
2y a(l.)n

a) = al) | — H 2'62 2| = ral =,
A4 Lo

Aplikaci sloZzené rotac&, na maticiAY = /A dostaneme

* * * % * * * %
|0 e * = 0 * * x| _ _
A(l) - O e * % - O O * % - /_2/_1A = A(z)
0 o * * 00 * *

Analogicky pokr&ujeme dale. Obeerv k-tém kroku,k = 1,...n konstruujeme sloZzenou rotaci
tak, aby nulovalan - k poddiagonalnich prvk Jde o sloZenou rotaci, ktera pracuje
s vektorem délky — k +1. Matice ozn&ena /", je blokow diagonalni s obeérdvema bloky.
Prvni blok je jednotkova matidgédu k — 1, druhy blok je sloZzena rotace dimenze k + 1.
Prok = 1 matice/; jednotkovy blok neobsahuje (jednotkovy blok ma ez 0), prok = n

je I, = 1,. Posledni transforndai matici, kterou ma smysl uvazovat, je tefly,,

* * % * * * * %
oy _ |0 * * * 0 * * *| _ _ -
AT =8 0 =0 0« «| = A= AN =R
00+ * 000*

VSechny matice; jsou ortogonalni, jejich séin je tedy také ortogonalni matici, oznze
Q=71 ..., pak &&ejme plati A =QR.
Matice Q je z konstrukce vzdytvercova dimenzea a ortogonalni. MaticR = [r,,..., I, Je

horni trojuhelnikova a z konstrukce je vzdy stejienze jako maticé (pripomaime, Ze

matici A jsme uvazovali obe&wobdélnikovou,A 0 R™™M).

2.2 QR rozklad uzitim Householderovych reflexi

Postup s uzitim Householderovych reflexi je korigtng stejny, pouze misto matic,

pouzivame maticéd, aplikované, stejhjako v gredchozim fipadt, na vektory zmensujici se
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délky, tedy schématicky

o * * * * Kk * % * * x % * * K %
e * * * 0 o * * 0 * * * 0 * * *
o x * x| 7|0 e * x| |00 e *| |00 * *|
o * * * O o * * 00 « * 00O *

kde jsou postugh matice A - H;A - (H,H,

N—

A~ ... = (Hyy...HH)A = R.
Ozna&me
Q= H;H; ... Hy, pak &ejme plati A =QR.

(Pripomeaime, Ze matice elementarnich Householderovych rigBex symetrické.)

2.3 Vzajemna zanénitelnost rotaci a reflexi

SloZzenou nebo elementarni reflexi (resp. rot&¢imazeme, za fedpokladu, Ze to Ize,
viz kapitola 1.3, vyjatit pomoci rotaci (resp. reflexi), sfieme-li QR rozkladV = QR této
matice pra¥ uzitim rotaci (resp. reflexi). Zvolime-li vhodnyogiup vyjde matice
R =diag(}... 1*1). V pripac, ze nastan®® = |, platiW = Q a gisluSnou transfornéai

matici jsme vyjadli pomoci transformaci druhého typu, v épém gipact W takto vyjadit
nelze.

2.4 QR rozklad uzitim Gram-Schmidtova ortogonalizatniho procesu

Nech’ je dan libovolny souborlinearné nezavislychvektoni {a,...,a,} O R"

reprezentovany maticA = [a;, ..., a,] O R™™. Budeme se snazit nalézt ortogonalni bazi
prostoru R(A) = spar{a,, ..., a,,). Postup, ktery pouZijeme se nazyvad Gram-Schimidt
ortogonalizé&ni proces. Algoritmus Ize snadno odvodit, vyjddineg-QR rozkladu matice
A = QR, na ktery se budeme divat po sloupcidteji& pro prvni sloupec plati
& = G,
prok-ty sloupec obeegnméame
k-1
q = Z Qfik * Okl
i=1
kde r, zn&i i-ty prvekk-tého sloupce matice. Vezmeme tedy prvni vekta, , poctlime ho
jeho normou a ziskame tak prvni vektor ortogondéizie, oznéme

a
fa = [ay,, %h = ?11
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Druhy vektor a, ortogonalizujeme protg, (od€teme oda, jeho ortogonalni projekci do

snmeru g,) a zbytek normalizujeme, tedy
f, = 0 @,
Z=Ea ~Qf, =8~ (Q1Q1T)az = (ln - Q1Q1T)aza

o = ||z||2

Q; = &

2 - I

M2

Treti vektor ortogonalizujeme proti vekéon q,, q,, zbytek normalizujeme&imz dostaneme
vektor g,. Postup se opakuje, dokud n&sgpame celou mnozinu vektorV k-tém kroku

pracujeme s vektorer, , pomocny vektor vyjadme

k-1
Z= (In - Qk—lQlI—l)ak = - Qk—lQI—lak = - Z qiqiTak’
i=1
kde Q; = [q,...,q;]. Vzhledem ktomu, Ze soubor vekioje linearg nezavisly, bude

vektor z vzdy nenulovy. Ozrdame-li

1 N = Iy
Rom=| 0 T2 Tam| g R™™
0O --- 0 rmm
pak plati
A = QnRym-

Dale zejme plati
sparta, ..., a,) = R(A) = R(Q,) = sparqy, ..., qy,),

z konstrukce vektdr g, navic vyplyva
spafa) = R(Q) = sparq,),
sparfa;, 3,) = R(Q,) = sparly, g,),

spala,, ..., a,) = R(Q.) = spariq,, ..., q.), Ok =1,...,m.

Pokud je soubor vektﬁ)r{al, e am} linearne zavisly pak existuje takove uspadani

vektor, ze pro gjakér,1<r <m platik =r, a O spar(al, e ar). Cislor je hodnost
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matice A = [al, s am] (v pripack linearre nezavislého souboru vektoje r = m), rozklad

matice ma tvar

M1 N = Ny - Iy
A= [qll""qr] oo, :r :m = Qrer'
0 -0 rrr rrm

Vypodet pomocného vektoru — paralelni a sekveni algoritmus

Vztah pro vypdet pomocného vektoruksttém kroku
k-1

zZ= (ln - Qk—lQII—l)ak = &~ QuuaQuad = & - ; GG Ay,
Ize (s vyuzitim ortogonality vektarg;,) prepsat déma matematicky ekvivalentnimi &poby.
Prvni ,paralelni” zapis Ize algoritmicky nejlépej&skit vztahem

z =3, ~ (& q)u — (& %)a ~ (8 95)ds - = (8 Ges )l
piepsano matematicky

2= {1, - aaf - 0] - 6 ... — Gt
Druhy ,sekvegni“ zapis vyjadime algoritmicky vztahy
3 — (&, &),
2, = 7 - (z, ),

L3 = 2 — (22' QS)%’

Z

Z=2; "~ (Zk—2’ qk—l)qk—l’
piepsano matematicky

z= (I, = aaala) - (10 - a0 N1n - a3 N1 - ad Ja.
Tyto dva zapisy jsou sice matematicky ekvivalenalé povedou na algoritmy &znymi
numerickymi vlastnostmi.

Algoritmické zapisy Gram-Schmidtova procesu
V dalSim textu vyloZime v zakladni varianty Gram-Schmidtova procesu,sikky
a modifikovany algoritmus. Klasicky algoritmus s& modifikovaného liSi pouze rogénim

vnitiniho cyklu, v 8mz dochazi k ortogonalizaci vektoay proti jiz sp@tené ortonormalni
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bazi q,...,q.;. Zde vyuzijeme prav paralelniho resp. sekv@riho zapisu vyp&tu
pomocného vektoru.

Matematicky jsou oba algoritmy ekvivalentni, zasade vSak liSi v korimé aritmetice
a paralelizovatelnosti. Pro zépis algoritmu budemvaZovat soubora, ..., a,} O R"

linearre nezavislych vektdr, plati tedym < n.

2.4.1 Klasicky Gram-Schmidtiv algoritmus

Klasicky Gram-Schmidiv algoritmus (CGS) vychazi z paralelnich vzia¥ i-tém kroku
algoritmu  speitame vSechny skalami somy r, = (a.,q), i =1..,k -1, pak
provadime update pomocného vektarivypocet k — 1 skalarnich satind miZzeme provagt
souwasre (paralel). CGS algoritmus je tak velmi didparalelizovatelny. Nevyhodou tohoto
algoritmu je, Ze chyby k nimz dochazi vlivem zaakrmvani v konéné aritmetice, se mohou
pii vypoétu pomocného vektormkumulovat a mohou Zgobit vyznamnou ztratu ortogonality

mezi sloupci maticeQ,,, .

CGS - klasicky Gram-Schmidfiv algoritmus

00 n,=|al,

01 G =a/n

02 for k = 2: mdo

03 zZ =

04 fori =1:k-1do
05 e =G 2

06 end

07 fori =1:k-1do
08 Z=Z- Gy

09 end

10 i = |2,

11 ¢ = z/ 1y

12 end

2.4.2 Modifikovany Gram-Schmidtav algoritmus
Modifikovany Gram-Schmidiv algoritmus (MGS) vychazi ze sekvsiich vztali.
Od CGS se lisi pouze spojenim wmith cykh (. vymazaniraddka 06 a 07 z fedchoziho
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algoritmu). Vypa@et kazdého skalarniho smou r,, 1 < i < k néasleduje az po vyp
updatu z = z — g;_4f;_1,, nNelze je tedy provét paraleld. MGS je gikladem algoritmu,

ktery lze paralelizovat jen na nejnizSi darovni, m@a Urovni vektorovych operaci. Ztrata

paralelizmu je vyvaZena tim, Ze chyby vznikaji¢i ppdatech vektorwz jsou ¢asté&né

eliminovany. Ri ortogonalizaci proti vektorwg, dojde kéast&nému opraveni chyb ve smi

g , které ve vektoruz vznikly pii predchozich operacich. Ztrata ortogonality mezi stoup

matice Q,, je u modifikovaného algoritmu vyrazmizSi nez u algoritmu klasického.

MGS — modifikovany Gram-Schmidtiv algoritmus

00 n,=|al,

01 g =alrn,

02 for k = 2: mdo
03 zZ =

04 fori =1:k-1do
05 N, =0z
06 Z=2Z-0Qly
07 end

08 w = [,

09 O = z/ 1y

10 end

2.4.3 lteraéni zpresréni (reortogonalizace)

Vyhodou klasického Gram-Schmidtova algoritmu (C3é&)paralelnost vyptu, ale
vysledky jsou méh piresné. Naopak modifikovany Gram-Schniidialgoritmus (MGS) ma
piesrEjSi vysledky, ale pouziva sekvam vypaiet. Pokud provedeme CGS algoritmus, resp.
cely jeho vijSi cyklus (s drobnymi Gpravami), dvakrat (tzv.réai zpesreni), ziskame
vysledky s pesnosti srovnatelnou &asto dokonce lepsSi nez u MGS algoritmu. Navic

algoritmus Astane snadno paralelizovatelny.
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3. Bidiagonalizace

Jedna se o transformaci matice na bidiagonalni Matici nazveme horni bidiagonalni
tehdy, ma-li nenulovou pouze hlavni diagonalu anpnaddiagonalu a vSechny ostatni prvky
jsou nulové, tedy

B a

L = 182 02
Bs as

V nasledujicim textu se seznamime s metodami gk@ai matic v bidiagonalnim tvaru
* vypoctem pomoci Householderovych reflexigadré Givensovych rotaci,
o piimym vypatem jednotlivych prvik bidiagonalni matice (Golub-Kahén
algoritmus [6]).
Druhy postup je ménpresny, rychlejSi a vygetné mere narany, tudiz je vhodny i pro velké

fidké problémy.

3.1 Bidiagonalizace pomoci Householderovych matic

Bidiagonalizace pomoci Householderovych matic jenprz metod pro vypeet
bidiagonalni matice, kterou zminime. Je-li naSitancivysoka pesnost sp&ienych matic, je
negastji pouzivanou metodou. Je téz pame jednoducha na implementaci. Takto ziskané
vysledky jsou velmi fesné. Metoda sgiova v transformaci dané matic& na bidiagonalni

matici L za pomoci dvou sloZzenych Householderovych refiglki Ze plati
L = H AH,,
kde H, je leva (slozena) Householderova transformacejicilprvky ve sloupcich &, je

prava (slozena) Householderova transformace nulgjicky viadcich. Tyto matice jsou

sestaveny jako s¢in elementarnich Householderovych transformaci

Hp = H,H,Hg ...
kde jednotlivé maticeéH, maji tvarH, = | — 2qq" (podrobr popsano v kapitole 1.2).
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Vyslednou bidiagonalni matici vyt¥iéne podle schématu:

- [J[Je o e
8000 0000
H,A=|. O0D0OO0O, H,AH, =| 0000,
. 0000 0000
- oood 0000
00 ] 00 ]
0000 O0e e
H,H,AH, =| « 000, H,H,AH,H, = 0o o,
e 000 000
. - D00 I 00O 0O
00 ] 0O |
00 00
HeH H,AH,H, = 000, HgHsHAHHH, = 00|,
e 00 00
i S| i 00
00 | 00
00 00
H,HHH,AHH H, = oo |, L = oo |,
00 00
i « 4 O

kde * symbolizuje obecnhnenulovy prvek matices symbolizuje prvek vynulovany v daném
kroku vypatu.

Analogicky Ize maticiA pievest na dolni bidiagonalni tvar (tj. na matici iwiapenulovou
pouze hlavni diagonélu a prvni poddiagonalu).

3.1.1 ZjednoduSeni vypdtu uzitim vnit¥niho QR rozkladu

Je-li zadana maticd™™ vyrazreé obdélnikova tak, Zen >> m mizeme ped viastni

bidiagonalizaci provést nejprve QR rozklad, ktergmatici A rozloZzime na sain matic
A = Q,R,, (princip vypc@tu je popsan v kapitole 2). Matid@, ma stejnou velikost jako
pavodni maticeA, matice R, je horni trojuhelnikova. Nasledbidiagonalizujeme matici
R, - Analogicky,je-li n << m, pak mizeme provestied vlastni bidiagonalizaci QR rozklad
matice AT = Q,R,, (tzv. LQ rozklad maticé\) a nasleda bidiagonalizovat maticR,. Na

zawr je nutno maticeH, a Hp, které nam i vypoctu vyjdou, vynasobit matid@,,,
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pripadre Q, tak, abychom ziskali rozkladupodni matice A. Tedy v prvnim fipad
dostaneme
A = QnRm,
H'R,Hp = L,
R,, = H LH],
A= (Q,H. )LHS.
V druhém pipadt analogicky dostaneme
A= RiQr,
A = HLHEQ = H L(QHs)".
Vhodnym uzitim QR, resp. LQ rozkladu sé& pypoctu bidiagonalizace snizi vypetni

naroky a zkratéas potebny k vyp@tu, nebd pracujeme s mensimi maticemi.

3.2 Bidiagonalizace pomoci Givensovych matic

DalSi metoda bidiagonalizace je vyuziti Givensovyatatic (jejich konstrukce je
podrobré popsana v kapitole 1.1). Podstata Wtpobidiagonalni matice je stejna jako
u Householderovych matic, liSi se pouze v ortoguniansformaci pouZzité pro nulovani
vektoru (sloupceti fadku bidiagonalizované matice). Vyje Ize i zde zjednodusSit uzitim
vnitiniho QR, resp. LQ rozkladu. Metodu nebudeme tudié dodrobsji popisovat.

3.3 Golub-Kahanova bidiagonalizace

Tato metoda je zaloZzena na Golub-Kahandvdiagonalizanim algoritmu (také
nazyvana Lanczosova bidiagonalizace nebo Lanczash@@hanova bidiagonalizace),
viz [6]. Tento gistup je rozdilny od metody vyuzivajici Househotdgch ¢i Givensovych
matic, ale p jejim popisu zé&hto metod vyjdeme (podobnjako jsme B popisu
Gram-Schmidtova algoritmu vysli z existence QR ktadu spéteného nap uzitim
Householderovych matic). NethA = ULV', kdeU = H,, V = H, a kdeL je tentokrat
dolni bidiagonalni matice. Prvky bidiagonalni maticeujsgiejm¢ nezaporné. Porovnanim
sloupd v rovnicich AV =UL a A'TU = VL' ziskdme algoritmus. Ten je obé&cravisly na

startovacim vektorts 0 R". Vystup matematicky ekvivalentni s Householderowtetodou

ziskame pros = [10,... 0]".

25



Golub-Kahaniiv algoritmus

0 B =|d,

01 W =s/pb

02 w_=Ay

03 a =|w],

04 vi =w /a;

05 wy = Ay, —ayu,
06 B, =|w,

07 u, =W/ f,

08 for j = 234,...

09 w, = A'u; —v,_,f3
10 a; = |w],

11 v, =w /a,

12 Wg = Av, —a,u;
13 Bia = [wel,

14 U = We /By

15 end

Algoritmus vypatu korti, je-li a; =0 a B; = 0. Uvazujeme, ze normalizai koeficienty
a,...,a, a B,..., B, jsou nenulové (kladne), pak pro libovolny stagcivvektors Ize
dokazat, 2e{uj}';:i O R", {vj}'j‘z1 O R™ jsou d¥ mnoziny vzajem& ortogonalnich vektar,

viz [6]. Ozn&me

U, =[u,...,u,] OR™, V, =[v,...,v,]OR™,
pak plati
al
ULAY, = - ?’2 . =L, UcaAY, = {#} = L
) ) & B
B a,

Obecré tento algoritmus nedava uplny rozklad matikeale generuje pouze restrikci
matice A na jistych Krylovovych podprostorech rostouci ditee. Golub-Kahariv
algoritmus je tedy vhodny, kdyZz chceme &pett jenc¢ast&énou bidiagonalizaci maticd. Opst
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i zde Ize vypoet zjednodusit tim, Ze dataegipravime uZzitim vniniho QR, resp. LQ

rozkladu.

3.3.1 Golub-Kahanuv algoritmus bez reortogonalizace

Vyhodou prosté implementace tohoto algoritmu (leextogonalizace) je rychlost a nizké
panttové naroky. Kdyz p&gtdme malowast bidiagonalni matice, pracujeme pouzékolika
sloupci maticeU a V. Pokud je naSim cilem sgitat pouze bidiagonalni matici a nikoliv
maticeU aV, st&i si pamatovat pouze dvaguichazejici vektory.

Nevyhodou této prosté implementace je Upln& ztétzgonality sloup& maticU a V.

Normaliza&ni koeficientya; a f; jsou paitany nepesr€ a tudiz se tato implementacéze

zdat prakticky nepouzitelnd. Pro zachovani ortadjpna pesnosti celého vygtu je tedy
nutné provaét v algoritmu reortogonalizaci produkovanych veltov nasledujicim textu se
budeme zabyvat éhkolika implementacemi Golub-Kahanova algoritmu, Weerych se
zantiime zejména naizné strategie reortogonalizace produkovanych véktor

Zde je ovSem na mistzminit, Ze pro opravdu velké problémy (réasowasnosti
positané Glohy dosahujici dimenze a% n ~ 10°) neni jinA moZnost neZ reortogonalizaci

neprovadt. Tehdy je prostd implementace jedinou moznou awlbV kapitole 4.5 se

pokusime na numerickych experimentech ospraveedjngpouZiti.

3.3.2 Golub-Kahaniv algoritmus s reortogonalizaci
LepSich vysledk Golub-Kahanovy bidiagonalizace, ¢fano kvalitou ortogonality
spaitenych vektol, dosahneme, kdyz séasré béhem vypd@tu reortogonalizujeme pomocné

vektory w a wg proti predchozim vektdm v;_;, Vv,_,,..., resp.u;, u;_, ... (sloupdm

matic V, resp.U). Na reortogonalizaci Ize v podstamahlizet jako na aplikaci klasického
(CGS, kapitola 2.3.1) nebo modifikovaného (MGS, itdp 2.3.2) Gram-Schmidtova
otrogonalizé&niho procesu uvnitGolub-Kahanova algoritmu.

Vyhodou miZe byt zlepSeni ortogonality vekiioa stability vypétu, v gripact CGS nebo
MGS s iterdnim zgesrénim dokonce srovnatelnou s Householderovou metodgpocetni
¢as se reortogonalizaci zvysi, ale stdle je srolmatse metodou vyuZivajici ortogonalni
transformace. Naopak p&tiové naroky mohou byt vyznarmizsi nez u Householderovy
metody (zvl&8 pii vypoctu pouze casténé bidiagonalizace). Nevyhodou oproti prosté
implementaci Golub-Kahanova algoritmu je, Ze Wigiai cena jedné iterace obécroste

S patem iteraci.
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3.3.3 Ortogonalizaéni strategie

Ortogonalizace jak jsme jiz zminili, je v podstaprovadna Gram-Schmidtovym
procesem, tedy jde v principu o vy QR rozklad matic [u,,...,u, ] alv,..., v ], které
jsou ovSem Golub-Kahanovym algoritmem produkovangstgp po sloupcich.
Golub-Kahanova bidiagonalizace a reortogonalizuf@R rozklad tak &i simultans.
Raznymi ortogonalizénimi strategiemi, které dale popiSeme, budendevat, které vektory

u;, resp.v; pii ortogonalizaci pouzijeme (z pohledu QR rozklath viastré urcujeme tvar

zaplréni horni trojuhelnikové matic®), piicemz nasi snahou bude dosahnout co étjv

s

vétsSing pripadi miZzeme reortogonalizaci prouv&d jak pomoci klasickeho (CGS) tak
modifikovaného (MGS) Gram-Schmidtova procesu. \&hal popisu se zatfime pouze na

vektory u; .

3.3.3.1 PIna reortogonalizace

Plnou reortogonalizaci rozumime to, kdyz provadie@rtogonalizaci vektorw, vzdy
proti vSem pedchozim vektdm u,_,,U,_,,..., ;. Pouzijeme ji tehdy, pétbujeme-li
zajistit maximalni moznou ortogonalitu vektorSkut&né stabilni implementace dosahneme
pouze, kdyz vektoryw, (a wg) reortogonalizujeme proti vSentgueSlym vektarm dvakrat

(CGS, MGS s itefmim zgresrenim, viz kapitola 2.4), [4, 5]. Jednonasobna regotalizace
neni dostai&na, vice nez dvojnasobna reortogonalizace je zb§tekKdyZ provedeme dvakrét
plnou reortogonalizaci dosdhneme vysledky srovnételHouseholderovou metodou.

Pokud ovSem bidiagonalizujeme velmi velkou matmiou reortogonalizaci nelze

pouzit, jelikozZ je velmi nakma na part’ a nacas.
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Nasledujici schéma ilustruje, které vektory pouigddi reortogonalizaci vektdr u; (t.

ukazuje tvar zapkni maticeR):

W o . . . . . . . . .
U, ° . . . . . . . . .
Ug ° . . . . . . . .
Uy, ° . . . . . . .
Us ° . . . . . .
Ug ° . . . . .
U7 o ) ° ° °
Ug o o e .
UQ [} [ ] [ ]
Uio ° *
; .
u i o

W U, Uz Uy Ug Ug Uy Ug Ug Ug - Uy

3.3.3.2 Pasova reortogonalizace

Jelikoz plna ortogonalizace je velmi némd, pouzivame i jiné ortogonaligd strategie.
Jednou z nich je pasova reortogonalizace. Ortoganeme vzdy protil predchozim
vektoim. Vyhodou je, zZe tim dosahneme konstantni ¥gptd ceny iterace. Hodnotu
muzeme zvolit tak, abychom maximélrvyuzili pamétovych prostedki a vykonovych
moznosti poitace. Vzhledem k tomu, Ze ortogonalizace neni Uplp&itené vysledky mohou
obsahovat chyby. Nevyhodou je, Ze chyby se paedob® mohou vypdtem Sfit
nezadoucim zisobem, viz nasledujici kapitola 3.3.3.3. Nasledugichéma ilustruje tvar

zaplreni maticeR pii pasoveé reortogonalizaci pte 3:

U, o . . .

u3 o ° ° °

Uy, o . . .

u5 o ° ° °

Ug o . . .

Uy o . . .

u8 fe) ° °

u9 o ° °

Uio ° *
: .

u, o

U Uy U Uy Us Ug Uy Ug Ug Upg --- Uy
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3.3.3.3 Restartovana reortogonalizace

Patet vektofi, proti kterym ortogonalizujeme, se postéipnkazdém kroku zvySuje tak
jako u uplIné reortogonalizace. Pkrocich ale dojde k restartu celého procesu ayortalizaci
zaindme provagt znovu od z&itku postupa proti 0, 1, 2, ...| — 1 predchozimvektorim.
Restartem se @ize zamezit $éni rekterych chyb algoritmem (vizipdchozi kapitola 3.3.3.2),
usuzujeme tak na zakladaktu, Ze ortogonalizace stejného typu (restani@yae pouziva také
nap. v nekterych implementacich metody GMRES, narozdil adgonalizace pasové, ktera
se v metod GMRES vyuZiva jeniidka, [3]. Ri pouZiti této strategie reortogonalizace sice
nedosahneme konstantni ceny iterace, ale jsme schgximalni cenu iterace dighomezit.

Nasledujici schéma ilustruje tvar zagihmaticeR pri restartované reortogonalizaci gre 3:

u:!-o o :.. [

. . L4
u, o
U Uy U Uy Us Ug Uy Ug Ug Upg --- Uy
(Poznamenejme, dezde znai pocet kroki do restartu, nikoliv maximalni get vektofi, proti

kterym reortogonalizujeme, ten je zde roden ; stbvnej s kapitolou 3.3.3.2.)

3.3.3.4 Parcialni reortogonalizace

Pti parcialni reortogonalizaci, viz [15], provadimeortogonalizaci vektorw, proti
vektoru u; jen tehdy, plati-li pro jejich skalarni stin ‘(uj, ukl >¢,]=1...,k-1. Tedy

je-li absolutni hodnota jejich skalarniho 8mw étSi nez pedem dané kladné. Vyhodou
metody je, Ze rizeme uSéit praci tim, Ze vektory s malymi skalarni goy (tedy vektory jiz
ortogonalni) z vypétu vylowime. Problémem ovSem je jak vodit, mize se stat, Ze vSechny
skalarni sodiny budou ¥tSi nez nami zvolenés a dostaneme v podstatplnou
ortogonalizaci (viz numerické experimenty v kaptal.2.4). Jinymi slovy, ip této strategii

nejsme schopni omezit maximalni cenu iteradasledujici schéma ilustruje moznou
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strukturu maticeR (struktura niZze byt zcela nahodild):

W o . . . e ... o

U, ° . . . . . . .

Ug ° . . . .

U, ° . . . .

Us ° . . . .

Ug ° . . . .

U7 o ) °

u8 o ° °

Ug o 4

Uio ° y

u i o
W U, Uz Uy Us Ug Uz Ug Ug Ug - Uy

3.3.3.5 Vybérova reortogonalizace
Motivovani snahou omezit cenu iteracézame reortogonalizaci provédpouze proti

v absolutni hodnét nejwtSim skalarnim sainam ‘(uj,ukX. Tento postup pracown

nazyvame ,vyBrovou reortogonalizaci“. Tato strategie je realpouZitelnd pouze pro
ortogonalizaci pomoci klasického Gram-Schmidtovacpsu, jelikoZz musime nejprve znéat
vSechny skalarni séiny a pak z nich vybrat nejwtSich. Narozdil od vSechigdchozich,
doposud diskutovanych strategii, které |zgjme realizovat pomoci CGS i MGS¢etns
itera&niho zgfesreéni. Nevyhodou, i kdyZz ne velkou, oprotiguichozi strategii je nutnost
provedeni vybru skalarnich satind, které pouZzijeme. Velkou vyhodou oprotiedchozi
strategii je sniZeni ceny iterace (zde nesmimemapout na fakt, Ze k-té iteraci musime
stejre jako u gedchozi strategie vzdy sfitat k — 1 skalarnich sotint). Nasledujici schéma

ilustruje moznou strukturu matide (struktura nize byt nahodila, ale pro vektoay, j > 3,
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musi byt v kazdém sloupci pratti symboly e ):

W o . . . . e ... o

U, ° . . . . . .

U3 o . .

U, ° . . .

Us o ) . .

Ug ° . . .

u, o .

US o [ ]

Ug o

Uio ° *

Uj o
W U, Uz Uy Us Ug Uz Ug Ug Ug - Uy

Poznamenejme jaStze existuji i dalSi, slojSi reortogonalizéni strategie, které zde
ovSem nebudeme ztidvat, nap. selektivni reortogonalizace viz [13]. Numerickiaslita
bidiagonalizace je téZ studovana a nové metodygejypaitu navrhovany napv pracich [1,
16]. Za zminku stoji i nedavné vysledky prezentévén C. Paigem na 17. Householderov

sympoziu v Zeuthen v roce 2008, [11]. Zde je diskana stabilita bidiagonalizace, ve které

k

reortogonalizujeme pouze jednu sadu vektonag. {uj}j zatim co druhou sadu

:1’

vektort {vj }T=1 nechame nereortogonalizovanou.
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4. Numerické experimenty

VSechny nésledujici testy jsou pro¥ag na matici SHAW, viz [7], neni-li uvedeno

jinak.

4.1 Porovnani vypcatetnich ¢asi

3 T T T T
— lgk bez ortogonalizace
— gk s plnou ortogonalizaci
householder by
25 -
2 — —
=
w 1.5 —
us
O
1 -
0sF —
il 1 1 |
0 a0 100 150 200 280 300

Rozmér matice n=m

Obr. 4.1: Vypaetnicasy pro jednotlivé metody préané dimenze dlohy.

120 .

householder Mha

100

a0 -

60 -

Cas [s]

40+

20

0

|
il 50 100 150
Rozmér matice n=m

Obr. 4.2: Vypagetnicasy pro Householderovu metodu MM (matrix-matrixdarct) pro tizné
dimenze Ulohy.
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Na grafu na obrdzku 4.1 vidime porovnani wgiaiho casu bidiagonalizace
Householderovou metodou pouZzivajici pouzessyumatic s vektory (matrix-vector product)
a Golub-Kahanovy bidiagonalizace bez a s dvojnd&solpinou reortogonalizaci. Z grafu je
patrné, Ze nejrychlejSi je vypet Golub-Kahanovym algoritmem bez reortogonalizace.
Abychom ale dosahli dobrych vysleédk musime provést dvojnasobnou plnou
reortogonalizaci, vyptet pak trva zhruba dvojnasobnou dobu (poznamendienea rychlost
vypoctu  Golub-Kahanova algoritmu nema vliv to, zda p@mme CGS nebo MGS
reortogonalizaci, piet aritmetickych operaci je identicky). | tak jeeaknto vypoet stale
rychlejsi nez vypeet Householderovou metodou a navic dava srovnateystedky. Na
obrazku 4.2 je doba vyptu bidiagonalizace Householderovou metodou impléo@mou
tak, Ze konstruujemerimno Householderovy matice a provadimecsoumatic (matrix-matrix
product). Vypdet bidiagonalnich matic timto postupem je velmiomtiavy, uz pro matici

o velikosti 150 trva vice nez 100 s, v¥pbtimto z@isobem je reakhnepouzitelny.

4.2 Test ortogonality maticeU

VSechny nasledujici testy jsou provedeny matici $HAlimenze 100. Provadime

kontrolu ortogonality vektdr u,...,u;, sloupé& matice U. Sloupce maticeU jsou

J
ortogonalni, plati-li Ze s@in U'U je roven jednotkové matidi Nasledujici grafy ilustruji
Jpovrch* matice U'U - |, kterd by nila byt teoreticky nulova. (Poznamenejme, Zze pro

vektory v; mizeme pozorovat podobne vysledky.)
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4.2.1 Porovnani zakladnich metod

i H‘, (/,‘M"ll{“\t ik

| ! “' \”ﬂ i ‘} H‘“’"l‘ll H‘M* I
| i i J”,,..“N

[ ‘)‘ ”' | ﬂ”‘ n/‘J M| \‘m ‘
Ll Jd

Obr. @dlub-Kahanova bidiagonalizace
bez reortogonalizace.

100

&0

Obr. 4.5: Golub-Kahanova bidiagonalizace Obr. G6étub-Kahanova bidiagonalizace
s jednonasobnou plnou CGS s dvojnasobnou plnou CGS
reortogonalizaci. reortogonalizac

Na grafu na obrazku 4.3 je vysledek po Householgebidiagonalizaci. Vidime, ze hodnoty
se pohybuji wadu 107°, tedy na drovni strojovéipsnosti, coZ je vyborny vysledek. Na
dalSich obréazcich jsou vysledky po Golub-Kahandwdiagonalizaci. Na obrazku 4.4 je
vypocet bez reortogonalizace, vidime pouz&alik ortogonalnich vektdr kolem diagonaly,
jinak dochazi k uplné ztr&brtogonality. Provedeme-li plnou jednonasobnoutogmnalizaci
(obrdzek 4.5), je prvnich zhruba 30 veltalokonale ortogonélnich a potéébmlojde ke
ztrd€ ortogonality. B provedeni dvojnasobné plné reortogonalizace \adiuysledek

srovnatelny s Householderovym vyem, hodnoty se rowt pohybuiji viadu107° .
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4.2.2 Porovnani riznych pasovych reortogonalizaci

Obr. 4.7: Golub-Kahanova bidiagonalizace Obr. &B8lub-Kahanova bidiagonalizace
s dvojnasobnou plnou CGS reortogonalizaci. pasovou CGS reortogonalizaci
protil0 vektodm.

Obr. 4.9: Golub-Kahanova bidiagonalizace Obr. 4@6lub-Kahanova bidiagonalizace
s pasovou CGS reortogonalizaci pasovou CGS reortogonalizaci
proti 20 vektoiim. proti 50 vektom.

Grafy na obrazcich 4.7-4.10 zn&agi ztratu ortogonality i vypoctu Golub-Kahanovy
bidiagonalizace s pasovou reortogonalizaci v ymoi s plnou dvojnasobnou
reortogonalizaci. #Preortogonalizaci proti vektofim, je maticdJ do vzdalenosti vektori
kolem diagonaly dokonale ortogondlni, protoZze dosymbdstat reortogonalizujeme proti
vSem pedchozim vektdm. Poté se ortogonalita ztratéHem dalSicH kroki se ot trochu

zlepSi, u ¥tSichl dosahne oft ponerné dobré ortogonality.
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4.2.3 Porovnani riznych restartovanych reortogonalizaci

M ‘}J“ i i
\ !.“ i ‘M\}(} ‘

l il
\M‘ )"

Obr. 4.11: Golub-Kahanova bidiagonalizace Obr. 4@dlub-Kahanova bidiagonalizace
s dvojnasobnou plnou s restartovano& @&drtogonalizaci,
CGS reortogonalizaci. restart po 10 krocich.

Obr. 4.13: Golub-Kahanova bidiagonalizace Obr. 4@dlub-Kahanova bidiagonalizace
s restartovanou CGS reortogonalizaci, s restartovanou CGS reortogonalizaci,
restart po 20 krocich. restart po 50 krocich.

Grafy na obréazcich 4.11-4.14 porovnavaji ztratogmhality po vypotu Golub-Kahanovy
bidiagonalizace s restartovanou reortogonalizacipgrovnani s plnou dvojnasobnou
reortogonalizaci. Grafy jsou podobné jako u pasewétogonalizace s tim rozdilem, Ze kolem
diagonaly neni pas ortogonalnich vektioale vznikaji tamétverce (nejlépe to je vid na
obrazku 4.14), coz je apobeno restartovanim reortogonalizacel Rmcich dojde k restartu
reortogonalizace, tim dojde ke z&raértogonality vektal, ktera se afi postupg zlepSuje az

do dalSiho restartu.
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4.2.4 Porovnani riznych parcialnich reortogonalizaci

Obr. 4.15: Golub-Kahanova bidiagonalizace Obr. 4@@ub-Kahanova bidiagonalizace
s parcialni CGS reortogonalizack 10%. s parcialni CGS reortogonalizack 10%.

1
08
06
0.4
02
0
02

0.4

06

08

-1l
100 100
0

Obr. 4.17: Golub-Kahanova bidiagonalizace Obr. 4@8ub-Kahanova bidiagonalizace
s parcialni CGS reortogonalizack 10%°. s parcialni CGS reortogonalizack 10°.

Grafy na obrazcich 4.15-4.18 porovnavaji parcidgadrtogonalizace prouzné &. Prog
men3i neZ10*° jde jiz prakticky o plnou reortogonalizaci, hodnsy pohybuji wadu 107,
tedy na Grovni strojovéipsnosti. Prog viadech okolol0™° je ortogonalita vektdr je$t

velmi dobra, hodnoty jsou #&du 1073, Pro ¢ v&tsi nez107%° je nékolik prvnich vektod
ortogonalnich, dale se jiz ortogonalita Uplatraci. Pro srovnani kvality ortogonalizace
v zavislosti na velikostie, viz tabulka 4.1, ve které je zaznamenatepwektoii pouzitych

k reortogonalizaci proizna ¢ .
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jednonasobna reortogonalizace dvojnasobna rearédigace
e pocet vektoi, pocet vektoi,
proti kterym H(U U -1 l‘ proti kterym H(U U -1 M
ortogonalizujeme 2 ortogonalizujeme 2

10 4950 61,0486 9882 9,1681*10™°
10 4950 61,0486 9878 8,3485*10™"°
10 4950 61,0486 8117 4,2153*10*
10% 4950 61,0486 8004 1,7523*10°
10 4949 59,4565 8656 53,5468
10 2419 46,5596 7410 63,1746
0™ 3087 42 6313 6024 44,2842
10 3333 61,4119 6538 59,2544
102 3045 26,8552 401 38,3179
10" 756 73,4045 7040 33,9670
10™%° 1394 84,9974 6380 80,9978
10° 1867 75,6449 3190 78,6932
10°® 1224 86,0100 5795 69,8308
107 1469 84,7420 6992 54,6580
10°® 1888 88,7654 3386 87,1373
10° 2812 71,3611 7327 65,0647
10* 2717 42,1967 7226 62,0071
10° 896 34,8693 1456 18,2769
1072 1447 30,8741 4762 13,9418
10" 1299 23,7160 1399 11,7313
10° 108 18,9250 108 18,9250

Tab. 4.1: Pdet (levych) vektal z Golub-Kahanovy bidiagonalizace, proti kterymogdnalizujeme a ztrata

ortogonality, oboje  pouZziti parcialni CGS reortogonalizace pri@mé hodnoty.

Z tabulky 4.1 opt vidime, Ze pro velmi malé ~ 10™° provadime v podstatipinou
reortogonalizaci (tj. 4950, resp. 9900 ortogona@izgi jednonasobné, resp. dvojnasobné

reortogonalizaci ).

Zajimavy jev pozorovany v prezentovanych dateclZgzavislost peétu ortogonalizaci
na & neni monotonnijak bychom mohli gekavat. Mize se tedy stat, zefigvySeni prahu
(a tedy snizZeni citlivosti) se pet ortogonalizaci (a tedy vypetni cena) zvysi, viz nép
£ =10° a 10™°. Na tento jev Ize nahlizet tak, Ze reortogonalizati ,nevhodnému*
vektoru si nizeme ,Fidélat praci® v dalSich vypgétech. Otazka, které vektory jsou tyto
,hevhodné" a zda jsou opravdu nevhodné nebo zgage® proti takovym vektarm nutné

ortogonalizovat by mohla byti@dmetem dalSiho studia. Vidime, Ze ztrata ortogonality
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méiena normou(UTU - I) je prakticky vzdy, s vyjimkou velmi nizkych pralpti dvojité

reortogonalizaci, Uplna. Podobne vysledk§zeme sledovat i pro vektony; .

4.3 Test ortogonality maticeU uZzitim singuléarniho rozkladu
Test ortogonality izeme provaét i vypoétem nejmenSich singularniaclisel matice

[ug, ..., u;]. Ktomuto &elu pouzijeme algoritmus
00

01 for j=1:k

02 data(j) = min(svd(U(:,1:))))

03 end

04 semilogy(data)

05

Prikazem svdf) MATLAB vypcatita vSechna singulargisla maticeA, z nich pak vybereme
nejmensi. Nejmensim singularnigislem niZzeme ndfit ztrdtu ortogonality v matici

[ug, ..., u;]. Spraveé by pro matici s ortogonalnimi sloupciéta byt vSechna singulardisla

rovna jedné.

Obr. 4.19: Householderova bidiagonalizace, Golubdtmva bidiagonalizace s dvojnasobnou plnou
reortogonalizaci (CGS i MGS).
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Dokonal& ortogonalita, singularndisla jsou vzdy rovna jedné. Takovyto vysledelval
vypocet Householderovou bidiagonalizacdd  Golub-Kahanovou bidiagonalizaci

s dvojnasobnou plnou reortogonalizaci (CGS i MGS).

Obr. 4.20: Golub-Kahanova bidiagonalizace beztogmnalizace.

Golub-Kahanova bidiagonalizace bez reortogonalizdografu vidime, Ze ortogonalita drzi

priblizné pro prvnich 10 prvi, poté se Upkaztrati, kdy hodnoty singularnictisel klesnou az

k fadu107*®, tedy na Groverelativni strojové fesnosti.
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)

Smin ([u1 '

Obr. 4.21: Golub-Kahanova bidiagonalizace s pasogottogonalizaci proti 50 vekiitm
nebo restartovanou reortogonalizaci s restapo 50 krocich.

Pribéh péasové reortogonalizace protiegchozim 50 vektdm. Totozny pibéh ma
i restartovana reortogonalizace s restartem porb6i¢h. V obou fipadech se ortogonalita
ztrati po prvnich 50 krocich, poté se vektory stanomericky linearé zavislé.

4.4 Srovnani normalizaénich koeficienti — nenulovych prvkii bidiagonalni matice
V nasledujicich experimentech pouzivame matici SHAdnenze 100. Pomoci
MaTLABovskych pikazi diagl) a diagl, —1) ziskame z bidiagonélni matice, obs

diagonaly. Z nich pak vytw@me nasledujicim Zisobem jeden vektor

[181’ 0'1, ﬁZ’ 0'2, cee 18100’ alOO] '

Takto to udlame pro #izné zpisoby vypd@ta bidiagonalizace. Ziskame vektory diagonal a ty

pak vyneseme do grab porovhame diagonalni koeficienty.
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householderova bidiagonalizace
— — gk bez reortogonalizace
— - — -lgk 5 jednonasobnou plhou reortogonalizaci
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Obr. 4.22: Pitbéhy diagonalnich koeficiefitbidiagonalnich matic ziskanyctiznymi metodami.

Z grafu vidime, Ze diagonalni koeficienty ziskanéoubkeholderovou bidiagonalizaci
a Golub-Kahanovou bidiagonalizaci s dvojnasobndnoyp CGS reortogonalizaci jsou
prakticky totozné. Vysledky ziskané Golub-Kahanovbidiagonalizaci s jednonasobnou
v dané aritmetice) hodnot #ipS neliSi. Naopak vysledky ziskané Golub-Kahanovo
bidiagonalizaci bez reortogonalizace jsou velmirspa
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— gk s plnou reortogonalizaci
— — gk = reortogonalizaci proti 10 vektordm
— - — -lgk s reortogonalizaci proti 20 vektordm
-------- Igk = reortogonalizaci proti 50 vektordm
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Obr. 4.23: Pitbéhy diagonalnich koeficiefitbidiagonalnich matic ziskanych Golub-Kahanovou
bidiagonalizaci s pasovou reortogonalizaci.

Zde vidime srovnani Golub-Kahanovy bidiagonalizageinou reortogonalizaci a pasovou
reortogonalizaci proti predchozim vekta@m. Vzdy dol kroki je pribéh prvki po pasové
reortogonalizaci totoZzny s plnou reortogonaliza®d. kazdychl krocich se hodnota prik
diagonaly vyrazé zhorSi a poté se pozvolnacma fiblizovat ,presnym“ hodnotam. Z grafu
je vidét, Ze nejhorsiho vysledku dosahuje ortogonalizaoé @0 vektofim, ktera se v zadné
fazi dobrym vysledi&m neriblizi.
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lgk = plnou reortogonalizaci

— —lgk s reartoganalizaci restarttovanou po 10
— - — -lgk s reortogonalizaci restattovanou po 20
-------- Igk = reartogonalizaci restartovanou pa 50
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Obr. 4.24: Pibéhy diagonalnich koeficiefitbidiagonalnich matic ziskanych Golub-Kahanovou
bidiagonalizaci s restartovanou reortogoaaliz

Zde jsou piibéhy diagonalnich prvk Golub-Kahanovy bidiagonalizace s restartovanou
ortogonalizaci rov& ve srovnani s plnou dvojnasobnou reortogonaliz&eaf je velice
podobny pibéhim pasové reortogonalizace, vzdy pestartu dojde k zhorSeni vyslégk

které se pak pozvolna blizi ideélu. ®@plati, Ze restart po 10 krocich je nedosjii, protoze

se vysledky ubec nepiblizi ,piesnym“ hodnotdm, vysledky jsou pdmg Spatné.

4.5 Praktickd pouzitelnost prostého Golub-Kahanova algotmu

V piedchozich kapitolach jsme ukazali, Ze prosta G#labanova bidiagonalizace (tedy
bez jakékoliv reortogonalizace) dava velmi Spatngslady. Dochazi k Uplné zteat
ortogonality mezi sptienymi vektory a prvky bidiagonalni matice praktiakemaji ani jednu
platnou cifru. Vime v3ak, Ze pro rozsahlé Ulohynsisime vystit pouze s algoritmem bez
reortogonalizace, ta by byla pro opravdu velké oeatheunosh draha a prakticky
neproveditelna. Na nasledujicirfildadu se pokusime nazifia jakym zpisobem se izeme
na prostou Golub-Kahanovu bidiagonalizaci divdt,rjahlizet na vysledky, které ziskame jeji
aplikaci.
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V tomto piikladu budeme uvazovat diagonalni matici s diagundlprvky ekvidistant#
rozloZzenymi v intervalu [100,200] s krokem 0.2

A = diag(100.0,100.2,100.4,...,199.8,20QDR>*°01
a normalizovany startovaci vektasr= 501%2[1,....1]". Na nasledujicich obrazcich
4.25-4.26 jsou grafy vykreslujici koeficienty;, respektives;,; proj = 1,..., 250 spttene

Golub-Kahanovou bidiagonalizaci s dvojndsobnou opl€GS reortogonalizaci (plr&rna

4 I L

¢ara) a bez reortogonalizace(venasarkovanaara).

102.19

o
Il
=

T

normalizaéni koeficient @

102.1? L

— GK 2x CGS reortoy., matice A4
— 5K hez reort., matice A
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GK 2x CGS reorttog., matice A"
.- GK 2y CGS reortog., matice 4"
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iterace §

Obr. 4.25: Koeficientyaj pro j=1,..., 250.

Dale jsou v grafech na obrazcich 4.25-4.26 vykrgshormalizani koeficientya;, f;
pro modifikované ulohy s maticemi

A =diag(..,al-&y /1 2,a,Q+&y !2),..),

A" =diag(..,aL-€y) ad+&y) ...,

A" = diag(..,a; 1 — 45y ). & L+ 4&5y), ...),

A" = diag(.., a; 1 —16gy ), a; L + 16gy), -..),
dvojnasobné dimenze (tj. 1002) oprotivpdni matici A a normalizovanym startovacim
vektorems = 100Z*/2[1,...,.1]" ; zdea; zna:i i-ty diagonalni prvek jovodni maticeA a Em

tak zvanouelativni strojovoupresnos{machine precision
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normalizaéni koeficiem,ﬁ}.

10 [ — GK2x CGS reortog., matice 4 1
— GK bez reort. matice 4
— - GK2x CE5 reortog., matice 4'
GK 2% CGS reortog., matice A"
161 | ---- GKZ2x CGS reortog., matice A™
GK 2% CGS reortog., matice 4™
T

0 a0 100 150 200 250
iterace §

Obr. 4.26: KoeficientyB; proj =1,..., 250.

Relativni strojova fesnost je nejmensi kladigslo takove, Ze jeho soéet s jednikou je
v aritmetice s plovoudiadovoucarkou (aritmetice s kokaou gesnosti) ¥tSi nez jedna. Toto

¢islo je dilezitou charakteristikou kazdé aritmetiky s ploviotémovoucarkou, pro standarén
pouZivany format double (pouZity i v naSich vymeh) je &, = 27°2 = 2,2204* 107*°,

Polovina strojové fesnostio = &, / 2 se obvykle nazyvaaokrouhlovaci jednotka

Vidime tedy, Ze maticd’', A", A", A" jsme obdrzeli tak, Zze jsme zdvoijili diagonalni
prvky &; pavodni maticeA, pricemz jsme vzdy jednu kopii zmensili o hodnoty = 77/ 2
a druhou kopii o stejnou hodnotuéssili, kopie se tudiz navzajem liSi o hodnay = 77,
kde postupt n = &y, 26,85y a 32t,. Tyto modifikované ulohyteSime Golub-
Kahanovou bidiagonalizaci s dvojnasobnou Uplnou Cf@8rtogonalizaci viz grafy na
obrazcich 4.254.26 (vykresleno postupncéerchovanou tmavomodrotarou, teékovanou

swtlemodrou, tékovanou fialovou a t&kovanou zelenotarou).

Vidime, Ze prostd Golub-Kahanova bidiagonalizace [akékoliv reortogonalizace

e

dokazeme dosdhnout v dané aritmetice) bidiagor@izpdétend s dvojnasobnou Uplnou
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reortogonalizaci ovSem aplikovana na modifikovangiblizné zdvojeny (ve vyse
specifikovaném smyslu) problém. Viz také ngpo].

Presné vysledky ziskané z modifikovanych prohlétak miZzeme interpretovat jako
negresné vysledky ziskané prostou Golub-Kahanovou gpidializaci aplikovanou na problém
puvodni ovSem v aritmetice s plovouéadovou ¢arkou majici zaokrouhlovaci jednotku
rovnou postup&jednotlivym 7.

Naopak, nefesné vysledky ziskané prostou bidiagonalizaéivogniho problému
muzeme interpretovat jakotr@sné vysledky aplikované ovSem na modifikovany lémb
dvojnasobné dimenze takovy, ze kazdy diagonalnékpe; je zdvojen, ficemz jedna jeho
kopie je o hodnotwg; 0/ ZmenSena a druha&sena. Interval mezi éma kopiemi je tedy

uamerny velikosti daného diagonalniho prvku a zaokrouhti jednotce pouzité aritmetiky.
Pripomeime, Ze zde jsme pro jednoduchostitahtednost uvazovali pouze diagonalni
problém. Pro problémy s matici v obecném tvaruitigase pirozere slozitjSi. Stejri tak
jsme zde ubec nediskutovali jak vypadaji vektory, které aijous produkuje. Sledovali
jsme pouze normalizai koeficienty. | pes to je tento vysledek nesmirdulezity nebd

muze ospravedInit pouziti prosté (nereortogonalizéydbolub-Kahanovy bidiagonalizace.
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5. Navod k uzivani programi

5.1 Householderova bidiagonalizace
Hlavni program Householderovy bidiagonalizace dmestse zadanymi parametry pro
vypocet.

Spuséni:
[U, L, V] = hh_bidiag(A, s, k, p, ‘typ’, grf, vp),
vyznam vystupnich parametr
L — bidiagonalni matice,
U, V — pomocné matice,
vyznam vstupnich parameétr
A — zadan& matice, kterou chceme zbidiagonalizovat,
s — startovaci vektor vygti,
k — patet iteraci,
p — vypaita navic jest jeden filkrok bidiagonalizace (true/false),
‘typ’ — zpltisob vypatu:
e ‘MM’ - tvorba celych Householderovych matic (MM odhatrix-matrix
product),
« ‘MV’ - vyuziva zjednoduSeny algoritmus (neji@ s celymi Householdero-
vymi maticemi, MV od matrix-vector product),
grf — pouziti QR rozkladu — vy mezi LQ nebo QR:
e 0 - rozklad se neprovede,
* 1 - QRrozklad,
e 2 — LQrozklad,
e (-1) - program vybere,
vp — zadani p&u platnych cifer pro vypeet ve vysoké fesnosti (ten je realizovany
aritmetikou vpa -—various precision arithmetjc kterd je standardni séasti

MATLABU).

Seznam prograin které se spoudt hlavnim programem nebo je Ize spustit i saatos
s @islusnymi parametry:

[U, L, V] = hh_bidiag_ MM(A, s, k, p, grf),

[U, L, V] = hh_bidiag_MV(A, s, k, p, grf).
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Pomocné programy samostatrespustitelné:
aux_qgr.m (realizuje QRifpadré LQ rozklad maticed),
aux_hholder.m (produkuje Householderovy maticep.resgktory, pomoci kterych je

konstruuje).

5.2 Golub-Kahanova bidiagonalizace
Spusti se hlavni program Golub-Kahanova bidiageaeé s reortogonalizaci a zadaji se

parametry pro vypet.

Spuséni:
[U, L, V] = Igk_bidiag(A, s, k, p, ‘typ’, ‘druh’[param]),
vyznam vystupnich paramétr
L — bidiagonalni matice,
U, V — matice pomocnych vekiigr
vyznam vstupnich parameétr
A — zadana matice, kterou chceme zbidiagonalizovat,
s — startovaci vektor vy,
k — patet iteraci,
p — vypaita navic jestjeden filkrok bidiagonalizace (true/false),
‘typ’— typ reortogonalizace - klasicky/modifikovai@ram-Schmidt (CGS'/'MGS’),
‘druh’ — strategie reortogonalizace — pasova, rastana, parcialni (‘band’/‘rest’/'parc’),

[param] — vektor paraméirse liSi proizné strategie:

» Strategie ‘band’ — [reort, refin, vp]:
reort — proti kolika vekta@mm reortogonalizujeme:
« 0 - reortogonalizace se neprovede,
* (-1) — proti vSem,
* | — protil predchozim vektdim,
refin — vicenasobna reortogonalizace:
* 0 —neprovede se,

* t — provede sekrat,
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vp — zadani @tu platnych cifer pro vypet ve vysoké fesnosti (ten je
realizovany aritmetikou vpa warious precision arithmetjcktera je

standardni saiasti MATLABU).

Strategie ‘rest’ — [rest, refin, vp]:
rest — po kolika krocich se ortogonalizace résj@yr
refin — vicenasobna reortogonalizace:

* 0 —neprovede se,

* t — provede sekrat,

vp — zadanigbo platnych cifer pro vyptet ve vysoke fesnosti.

Strategie ‘parc’ — [epsilon, refin, vp]:
epsilon — kladnéislo, se kterym se porovnava skalarnicsow rozhoduje se,
zda se dany vektor do ortogonalizace pouzije neho n
refin — vicenasobna reortogonalizace :
* 0 —neprovede se,
e t — provede sekrét,

vp — zadani pg&u platnych cifer pro vypget ve vysokeé fesnosti.

Seznam prograim které se spoudt hlavnim programem nebo je Ize spustit i samaostat

s pislusnymi parametry:
[U, L, V] =Igk_bidiag_CGS(A, s, k, p, reort, rejin
[U, L, V] =Igk_bidiag_ MGS(A, s, k, p, reort, refin
[U, L, V] =Igk_bidiag_CGS_restart_ort(A, s, k,nest, refin),
[U, L, V] =Igk_bidiag_MGS_restart_ort(A, s, k, gst, refin),
[U, L, V] =Igk_bidiag_CGS_parc_ort(A, s, k, p, dps, refin),
[U, L, V] =Igk_bidiag_ MGS_parc_ort(A, s, k, p, elos, refin),

prvni d@ metody realizuji pasovou reortogonalizaci, u ostdt je metodaiejma z nazvu.

(DalSi ortogonalizéni strategie dosud nejsou implementovany.)
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Zaveér

Na sérii test a vhodr vybrané matici se podifo oveiit nekteré zname vlastnosti
algoritmi pro transformaci matice na horni respektive dalidiagonalni tvar. Pod#éo se
ukazat, Ze pro vypet dobrych ortogonalnich bazi je nezbytné pouZzif bidiagonalizaci
postavenou na Householderovych maticich, nebo Galtaniv iteraini algoritmus ovSem
s dvojitou Uplnou reortogonalizaci; vysledky jsamualné shodné (nebo velmi podobné) pro
reortogonalizaci realizovanou pomoci klasického 8$G modifikovaného (MGS) Gram-
Schmidtova procesu. Pouzijeme-li neuplnou reortatipaci (pasovou, restartovanou, nebo
parcialni s velkou prahovou hodnotou) a nebo peo#-li GUplnou reortogonalizaci ale pouze
jednonasobnou, @iZe byt ztrata ortogonality mezi sftenymi vektory velmi vyznamna.
Poznamenejme je5tze ne vzdy je ztrata ortogonality tak markanakioj na prezentovanych
obrazcich, zde jsme velmi Spatnych vysledlgoritmi dosahli tim, Ze jsme pracovali s velmi
obtiZznou matici.

Stejre tak jako ztratu ortogonality se pdda oveiit, Ze @ nedostaténé reortogonalizaci
se spotené normalizéni koeficienty (prvky bidiagonalni matice) velmisili od hodnot
spaitenych pgesrgjSi metodou, dokonce nemusi mit ani jednu platrifu.cPresto se vSak
u redlnych, velmi rozsahlych uloh musime spokojiaw jen s prostou Golub-Kahanovou
bidiagonalizaci bez jakékoliv nasledné reortogaaale spétenych vektoi. Navzdory
Spatnému chovani takového algoritmu (Uplna ztrétegonality vektod,, Uplna ztrata vSech
platnych cifer normalizaich koeficient, tj. prvki bidiagondlni matice) Ize ukazat, Ze se
vypocet realizovany timto algoritmem chova v jistém silmyzumré (dochazi k jistému
zpozlovani ve vypotu; nag. nekteré vektory se Zaou pocase ve vypétu objevovat ve vice
kopiich, a pod.). Toto chovanaste&né ilustruje obrazek 4.25. Analyza tohoto chovanikvsa
nebyla pednetem této prace.

Poddilo se implementovat zakladni algoritmy pro vypb bidiagonalizace achteré
pokrctilejSi reortogonalizéni techniky v prosedi MatLABu. Fredpokladame, Ze softwarovy
balik, ktery byl v ramci této prace vyttem bude je$t rozSten o rkteré dalSi
bidiagonaliz&ni techniky a dalSi metody (strategie) reortogaaaée pouzitelné v Golub-
Kahano¥ algoritmu. Cely balik, rozBny o metody realizujici jednotlivé testy (ztrata
ortogonality, atd.), bude vaindostupny na internetu a bude postupnzsSiovan o dalSi
metody, které maji vztah k problematiageSeni linearnich aproxiruich problénd

(klasickéhog¢i uplného problému nejmenSi¢hverai) pomoci teorie core problému, coz bylo
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avodni motivaci pro vznik této prace. Tento sofevhude slouzit jako labordtpro studium

chovéni transformaci vyjevujicich vySe z#rig core problém.
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