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ABSTRAKT

Prace se zabyva probléemem rotorové dynamiky. Jaimkoa dynamickda odezva
kinematicky buzeného rotoru. Studii a#e reprezentovat n#glad rotor
turbodmychadla, do kterého jsouepaSeny vibrace z motoru skrz loZziska. Rotor je
modelovan metodou kotieych prviki a vysledky jsou otestovany v softwaru
MSC.Adams. Metoda kokaych prvki popisuje idel, kotowe jsou uvazovany jako
tuhé. Kompletni model rotoruwietné loZisek je podroben modalni analyze a dynamické
simulaci. V8echny vypiy jsou provedeny v matematickém softwaru Scilab.

Kli éova slova:

rotorova dynamika, kinematické buzeni, metoda koyeh prvka

ABSTRACT

The work deals with rotor dynamics problem. Dynamésponse of rotor with
kinematically excited support is investigated. Téteidied case can represent for
example a turbocharger that is component of annengVibration of the engine is
transported to the rotor of turbocharger throughrings. The finite element method
model was prepared and results were validated MdB8G.Adams software. The finite
element method describes the shaft, the disc isress$to be rigid. The complete model
of rotot with discs and bearings is studied, incigd modal analysis and simulation of
motion. All computation is performed using the msdiftware Scilab.

Keywords:

rotor dynamics, kinematic excitation, finite elerherethod
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SEZNAM POUZITYCH VELICIN

Skalarni veli€¢iny — latinské znaky

A, A(X) [ plocha péiezu

b, [Ns/m]| koeficient vnitniho izotropniho Utlumu
bey, bez [Ns/m]| koeficienty vrgjSiho tlumeni

d [m] pramer

E [MPa] Youngiv modul pruznosti v tahu

Eb [J] disipani energie

Ex [J] kineticka energie

Ep [J] potencialni energie

f [HZ] frekvence buzeni

F [N] sila

G [MPa] Youngiv modul pruznosti ve smyku
I [kgnt] moment setrwanosti k @i¢cné ose

lo [kgn] moment setrvnosti k ose symetrie
j imaginarni jednotka

J [m’] kvadraticky moment plochy

Jp [m] polarni moment plochy

k [N/m] tuhost

I [m] délka

L [J] Lagrangeova funkce

m [ka] hmotnost

n [ot/g] otatky rotoru

S [rad/s] vlastnicisla systému

t [] cas

u [m] posuv piifezu ve srru osyx

% [m] posuv piifezu ve sréru osyy

w [m] posuv pfifezu ve srru osyz

X, Y, Z [m] souadnicoveé osy pevnéeho saaliného systéemu
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Skalarni veli¢iny — fecké znaky

a [rad/g]
€ [1]

y [1]

Jij

¢ [1]

9 [rad]
v [1]

T [1]

p [kg/m’]
¢ [rad]
y [rad]
1) [rad/s]
o [rad/s]
Q [rad/q]
n, ¢ [m]

Vektory — latinské znaky

—

< C© O

Vektory — Fecké znaky

(]
b 4

(Q)

realnacast vlastniha@isla
délkova pomdrna deformace
Uhlova pordrna deformace
Kroneckerova delta
pongrny Utlum

nataeni pirezu v mist x kolem osyy
Poissonova konstanta
Ludolfovo ¢islo

hustota

torzni natéeni phrezu
nataeni phirezu kolem osy
Uhlova rychlost

Uhlova rychlost rotoru
vlastni frekvence

souadnicové osy rotujiciho seadného systému

vektor modalniho prostoru
vektor silového sobeni
zobecwny vektor vychylek
vektor stavového prostoru
vektor rychlosti
pravostranné vlastni vektory

levostranné vlastni vektory

kubicka bazova funkce
linearni bazova funkce

uhlova rychlost
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Matice — latinské znaky

A @« =

s < H4p vV =zZzZ=X

Matice —Fecké znaky

A

Jacobiho matice

matice vijSiho Gtlumu

matice vnitniho Gtlumu

matice modalniho tlumeni

jednotkova matice

matice gyroskopickychdinka

matice hmotovych charakteristik druhétaalu
matice plosnych charakteristik druhétaalu
matice tuhosti

cirkulg&ni matice

matice hmotnosti

matice stavového prostoru

permutani matice, matice stavového prostoru
spektralni matice ve stavovém prostoru
transforméni matice

modalni matice

modalni matice levostrannych vlastnich vektor

spektralni matice
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UvoD
1. PREDMLUVA

Vibrace jsou nedilnou soucasti drtivé vétsiny strojii a zafizeni. Proto je dilezité
vénovat se 1 jejich dynamickému analyzovani. Béhem vyvoje stroje lze predejit
nepiijemnostem, které by vibrace zpusobily. Zaroven je ale dulezité provést i méfeni na
vlastnim stroji, at’ po zhotoveni prototypu a tim i otestovani platnosti fyzikalniho
modelu, tak i béhem provozu stroje a tim i napiiklad odhalit, kdy dochazi k opotiebeni
lozisek, které by pak svou netplnou funkénosti zpusobovali znehodnocovani stroje.
Vibrace jsou samoziejmé pienasené i do zakladd stroje a tedy dokazeme i zjistit, jak
moc stroj ovlivituje své okoli. Obzvlasté tam, kde vedle sebe sousedi mnoho stroji,
muze byt jejich chod vzajemné ovliviiovan, i kdyz samotny jedinec je zkonstruovan
uspokojivé z hlediska vibraci.

Ptevazna vétSina strojli ma rotacni jednotku, néjaké rotory (motory, pfedovky a
jakékoliv dal$i prvky...) u kterych je snaha o eliminaci jakychkoliv nevyvazenosti,
které by zpusobily rozkmitani hiidele, tim i celého zafizeni. Proto byla provedena
analyza tohoto vlivu vibraci na vlastni dynamiku rotoru. Jako jeden z mnoha
reprezentantll tohoto problému mize byt turbodmychadlo upevnéné na motorové
jednotce, kterd se vyznacuje znaénym chvénim, které by mohlo mit vliv na vlastni chod
rotoru turbodmychadla. To jsou rychlobézné lehké stroje. Ale napiiklad obrovské
turbiny elektraren, které musi byt vyrobeny se zna¢nou piesnosti, by se pfi sebemensim
naznaku rezonance zadiely a doSlo by i dokonce k roztrZeni rotoru. JelikoZ jde o
obrovské masy hmoty, tak je to i nebezpecna zélezitost. Neni pochybnosti o tom, Ze
provadet dynamické analyzy je opravdu nutné, at’ z hlediska urychleni vyvoje, tak 1
zvyseni bezpecnosti zafizeni a v neposledni fad¢ uSetieni spousty nakladu, at’ pii vyrobé
prototypt 1 nakladi na opravu poskozenych zatizeni. Prace ukazuje, jak numericky fesit
tuto problematiku, jak sestavit vlastni fyzikalni model realného rotoru a matematicky ho
popsat. Numerickd analyza mize velmi pomoct pii vyvoji strojii, nebo naopak pomoct
pfi diagnostice problému. Ale opravdu silnd stranka ukdzané metodiky je moZnost

aplikace optimalizace na rotorovy systém.
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2. JEVY V ROTOROVE DYNAMICE

Ulohy rotorové dynamiky tvoii komplikovangj$i problém, neZ standardni
dynamické systémy. Tuto komplikaci zplsobuji otacky rotoru a tim vyvolany
gyroskopicky efekt, ktery 1ze popsat kuzelem, ktery je postaven na svij vrchol a tim je
Vv labilni poloze. Pokud kuzel rotuje kolem své osy, zacne vytvafet kolem vrcholu

krouzivy pohyb (Obr. 1).

Obr. 1: Gyroskopicky efekt

Vse vysvétli zdkon o zmén€ momentu hybnosti. Rotaci ziskd kuzel moment
hybnosti av okamziku, kdy se za¢ne odklanét od svislé osy vlastni tihou, zplsobi
¢asovou zménu momentu hybnosti a dojde ke vzniku momentového ptisobeni na kuzel.
Tento moment zpusobuje zminovany krouzivy pohyb. Gyroskopicky moment lze
vyjadrit dle obrazku 2, kde je proveden dynamicky rozbor kuzele. Diferencialni zména

momentu hybnosti je ddna vztahem:
db=d¢ xb, (2.1)
kde moment hybnosti je
b=Iw. (2.2)
Ve vztahu (2.2) je | tenzor setrvacnosti télesa a ® je vektor thlové rychlosti. Ze zakona

o zmén€ momentu hybnosti ziskdvame hledany vztah pro moment zplsobeny

gyroskopickymi u¢inky mg (pfedpokladame konstantni thlovou rychlost m).
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Obr. 2: Gyroskopicky moment

Zde uz se zacind objasiiovat rozdil mezi rotujicim a nerotujicim rotorem. Rotor
je tvotfen hiidelem a kotouc¢i na ném pfipevnénych. Pokud htidel nerotuje a zaroven se
zatizenim deformuje v radidlnim sméru, nedochazi k zadnému dalsimu vybuzenému
silovému puisobeni. Pokud ale rotuje a za¢ne se deformovat v radialnim sméru, zacne se
na ném budit onen popsany moment, at’ uzZ od hmoty kotouct, tak od vlastni hmoty
hiidele. Proto nelze tento vliv zanedbévat.

Dale je vhodné zminit, jak rotace ovlivituje dynamickou stabilitou rotort, ale
tento problém bude rozebran v samostatné podkapitole této prace. A samoziejmé je
znamo, 7ze rotaci se budi i odstfediva sila zpiisobena neidedlnim vyvdzenim apod.
Zatizeni, 1épe feceno vlivy okrajovych podminek jsou velmi rozmarné, at od uloZeni,
kontakty mezi ozubenymi koly a jakékoliv situace se kterymi se mizeme setkat. Vse

zaleZi na typu rotorové soustavy, kterou popisujeme.
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3. RESENE PROBLEMY V DYNAMICE

ROTORU

V oblasti rotorové dynamiky jiz byla feSena spousta typ utloh. At z hlediska
riznych typl zatizeni, tak i druhu uloZeni, pfipadné soustavy rotorii. Pievazna vétsina
praci ale zkouma dynamické ucinky rotoru na své okoli, nebo vySetfuje dynamiku
rotoru uloZeného v inercidlni soustavé. To znamend vlastni pohyb, vliv pouzitych
lozisek a podobnych dalsich modifikaci. Dale naptiklad i vliv nevyvahy rotoru, efekt
fazového natoceni nevyvazenych kotoucu [1]. Diplomova prace se zabyva typem ulohy,
kdy je uvazovan idealné vyvazeny rotor, tim je pfedchazeno vzniku dynamickych sil
vzniklych nevyvahou. Uvazovano je ale ulozeni rotoru v neinercialni soustavé. Tim je
zkouman pouze vliv kinematického buzeni na dynamiku rotoru bez ovlivnéni vysledki
dal$imi externimi ucinky. Prace, ktera se naptiklad zabyva externim buzenim [2]
zjistila, ze buzeni rotoru v hydrodynamickych lozZiskdch ovliviiuje amplitudy vibraci,
ale neovliviiuje mez stability. Zpravidla se prace na toto téma zabyvaji, jak potlacit
vibrace rotoru externim buzenim [3]. Mysleno je fizené buzeni. Cilem diplomové prace
nebylo zkoumat aktivni buzeni, ale jak nahodné kinematické buzeni ovlivni dynamické

chovani rotoru. Takovyto koncept prace nalezen nebyl.
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TEORETICKY POPIS

4. TVORBA MODELU ROTORU

K popsani vlastniho rotoru je mozno pouzit mnoho fyzikalnich metod. Lze
zanedbat hmotu pruznych ¢lenti a uvazovat pouze hmotu tuhych ¢lenti systému, nebo
diskretizovat hmotu pruzného clenu do jednotlivych uzli spojenych nehmotnym
¢lenem, nebo popisovat systém jako kontinuum. VSe zdlezi na typu rotoru, ¢imz se
mysli pomér hmotovych charakteristik naboji (kotouci), které jsou usazeny na hideli,
viéi hmoté¢ vlastniho htidele. Nejvice odpovidajici realité je popisovat systém jako
kontinuum. Proto i v této praci byl tento typ popisu pouzit. Kontinuum lze popisovat
dvéma zptsoby. Bud’ vyuzit analyticky popis, anebo je vyhodnéjsi pouzit univerzalni
metodu pro feSeni diferencialnich problému na urcité fesené oblasti. Tim je mySlena
metoda kone¢nych prvkl. Touto cestou se dosahne maximalni obecnosti popisu ulohy,
diky které se nezanedba zadna hmota. Zarovenn musi byt bran zictel na to, Ze je to
metoda aproximacni, numericka, tedy je zapotiebi pfipravit dostatecné kvalitni model,
metody feSeni a provést kvalitativni rozbor vysledk.

Vlastni rotor se sklada ze tii hlavnich casti. Tyto Casti jsou htidel, naboje (coz
mohou byt ozubend kola, turbinky, vétraky atd.) a uloZeni. Déle do popisu patii 1 vlastni
zatiZeni, které spolu s ulozenim tvofi okrajové podminky problému.

V drtivé vétsiné aplikaci je hiidel kruhového prafezu s délkou znacné
pievysujici jeho primér. Proto ho lze popsat jako jedno-dimenzionalni kontinuum
(vyuZzijeme osové symetrie) pomoci kone¢nych prvki. Pouzité kone¢né prvky byly tedy
typu “beam®, neboli nosnikové prvky. Na nich se hledaly posuvy a natoeni. Pfti
odvozeni byl piedpoklad zachovani kolmosti roviny prufezu vzhledem k deformované
ose prvku (Bernoulliova — Navierova hypotéza). Tim se zanedbava vliv posouvajicich
sil v prifezu.

Jelikoz nebyl k dispozici specidlni software pro feseni rotorovych soustav, tak
byla celad tloha naprogramovand na zakladé popsané teorie v této praci. ProtoZe vlastni
otacky hiidele maji své disledky, které nelze zanedbat a lze také popsat jakakoliv

loziska, zatizeni, ziskat vystupy z programu jaké potfebujeme apod. Diky takto

5



KMP Bc. David Svoboda

vlastnimu vytvofeni programu nam nejsou kladeny meze v analyze rotoru oproti
konvenénimu softwaru, ve kterém by toto nebylo mozné.

Vlastni metoda konecnych prvkii umoznuje popsat jakékoliv téleso, nebo
prostiedi a na ném jakykoliv fyzikéalni problém. Sta¢i k tomu jen popis zkoumaného
problému. Fyzikalni rovnice popisujici zkoumany dé&j vychazeji z rovnic kontinua a jsou
to parcialni diferencialni rovnice. Ty plati na urCité oblasti, ktera ma svou hranici.
V tomto piipadé je to hiidel rotoru. Aby uloha byla feSitelna, tak oblast, na které je
feSen problém, je rozdélena na konecné prvky konkrétniho jednoduchého tvaru a na
nich lIze rovnice vyiesit. Na kazdém prvku je prubéh zkoumané veli¢iny nahrazen
zvolenou aproximacni funkci. Z této funkce se vytvori funkcional, tj. veli¢ina, ktera
popiSe energii funkce na prvku, a ndsledn€ je hleddn minimum této energie (v ptirod¢ se
jakykoliv systém snazi dostat do stavu s nejnizsi energii). Proto lze fici, Ze jde o metodu
energetickou. Po vyfeSeni problému jsou znamy koeficienty popisujici aproximacéni
funkci a tim 1 ziskany pribeh hledané veli¢iny. Kvalita aproximace je zavisla na kvalité
aproximacni funkce a zaroven na vlastni diskretizaci zkoumané oblasti na konecné
prvky. Zaroven pro usporu vypocetniho ¢asu je dulezité, aby aproximacni funkce nebyla

prilis slozitd, pokud to neni vzhledem ke zkoumané veli¢in€ nutné.

4.1 HRIDELOVY KONECNY PRVEK

Pro popis posuvli uzli htidelového elementu byl pouzit Lagrangetv popis
kontinua [4], kde se jako referenéni konfigurace pouZzije pocate¢ni konfigurace uzlu.
Zaroven byl rotor popisovan V pevném soufadném systému, tj. spojeného se statorem.
Htidel se to¢i kolem osy X tuhlovou rychlosti wg. Pouzity typ kone¢ného prvku
popisovany v této kapitole byl odvozen v literatuie [5].

Prizmaticky element kruhového prufezu (ODbr.3) o délce 1© a pramérem d®
s poc¢atkem v uzlu i a koncem v uzlu i+1 v nedeformovaném stavu ma materidlové
vlastnosti - Youngiv modul pruznosti v tahu E, Poissonovo ¢islo v a hustotu p. Na

tomto prvku byly hledané tyto deformace:

" posuv mista X ve sméru osy X, které ozna¢ime pismenem u(X)
* posuv mista X ve sméru osy Y, které ozna¢ime pismenem V(X)

* posuv mista X ve sméru osy z, které ozna¢ime pismenem W(X)
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» natoceni prufezu v misté X kolem osy x, které ozna¢ime pismenem ¢(x).

Obr. 3: Htidelovy prvek

Pribéhy téchto deformaci aproximuji zvolené bazové funkce, pro které se
hledaji jejich koeficienty zapsany do vektort ¢;. Radialni deformace aproximuji kubické

polynomy

v(x) = ®(x)cq (4.1)

w(x) = ®(x)cz (4.2)
kde ve (4.1) a (4.2) je

®(x) =[1xx?x3], (4.3)

a axialni a torzni deformace aproximuji linearni polynomy

u(x) =¥(x)cs, (4.4)

p(x) = P(x)cy, (4.5)
kde ve (4.4) a (4.5) je

Y(x) =[1x]. (4.6)

Pro aproximaci hledanych posuvii vradidlnim sméru byla pouzZita tzv.
Hermitova interpolace, to znamena, ze tvar kiivky je dan dvéma okrajovymi body
a jejich te¢nymi vektory. Tento popis zajisti, Ze jednotlivé elementy budou v uzlu
spojité a zaroven maji spole¢nou te¢nu v uzlu, cozZ je nutné pro redlny popis objektil.
Z tohoto divodu je nutné zavést dalSi dvé deformace a to natocCeni kolem osy y a z,

neboli zavést derivace posuvi vV a w a tim zjistit potfebnou tecnu v uzlu.
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= natoceni prufezu v misté X kolem osy y, které oznacime pismenem 9(x)

* natoceni prufezu v misté X kolem osy z, které oznacime pismenem /(X)

P(x) = @ (x)cyq
9(x) = =@’ (x)cy ,

kde byla derivovana bazova funkce @ podle soufadnice X

@'(x) = [012x 3x?].

(4.7)
(4.8)

(4.9)

Na obrazku 4 lze vidét souradnicovy systém elementu véetné vSech zavedenych

posuvl a uhlové rychlosti hiidele. Transla¢ni vychylky jsou symbolizovany tenkou

Sipkou, rotace a natoCeni kolem pfislusné osy je symbolizované tlustou Sipkou. Ze

zavedenych vychylek je i zfejmé, pro¢ u natoceni kolem osy y je znaménko minus. Aby

kompletni zavedend kladna vychylka byla opravdu kladna, musi byt v prvnim kvadrantu

prostoru, to znamena, Ze translacni posuvy jsou zavedeny ve sméru os. Pfi pohledu do

roviny X, y derivace podle soufadnice X ukazuje do prvniho kvadrantu. Ale pii pohledu

do roviny z, x by derivace podle soufadnice X ukazovala do zapornych hodnot, proto

musi byt zavedena se zapornym znaménkem, aby byla dodrzena kladnd vychylka

V prvnim kvadrantu v referencnim prostoru.

Obr. 4: Soutadnicovy systém

Nyni lze zavést zobecnény vektor vsech vychylek na prvku q(x).

q(x) = [u(x) v(x) Y wix) 9(x) e)]"

(4.10)
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Obr. 5: Deformovany hiidelovy prvek

Na obrazku 5 je zobrazen deformovany htidelovy prvek. Takto byly popsané
jednotlivé deformace pomoci aproximacnich funkei na elementu. Nyni je ale zapotiebi
zajistit matematicky spojitost a te¢nost téchto funkci pro sousedni elementy a tim
aproximovat hledané¢ deformace na celém télese. Jelikoz jsou funkce na jednotlivych
elementech definované pomoci uzll, tak i vlastni koeficienty aproximacnich funkci je
vhodné vyjadiit pomoci posuvii a nato¢eni uzlt. To eliminuje hledani neznamych
koeficientli bazovych funkci c; a zaroven zajisti pozadovanou spojitost nultého a
prvniho fadu aproximacnich funkci mezi jednotlivymi elementy. Funkce posuvu pak

maji tvar podle (4.11) z [5]

u(x) = ¥Y(x)S3'qs, @(x) = P(x)S3'qq,
v(x) = ®(x)S1'qy , P(x) = @' (x)S7'qq (4.11)
w(x) = ®(x)S;'q; , I(x) = - (x)S7'qz ,

kde g jsou hodnoty posuvti na koncich elementu, tj. uzla

[U(O)] w(0)
RO BEO _ [u(0) _ [9(0)
ql‘lva)" L= qB‘[ua) ' q‘*‘[w) '
p() 10
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Matice S; tvoti bazové funkce, kde za X je dosazena O (tj. pocatek elementu) a

délku elementu 1® (tj. konec elementu)

100 0 1.0 0 0
lo10 o0 lo-1 o o 1 0
51_1112 B SZ_1 12 Bl 53_[1 l]'

01 21 312 0 -1 —2] —372

Konfiguraci prvku popiSe vektor zobecnénych posuvu pro krajni uzly (4.12).

T
q® =[q] q7 q3 qj] (4.12)
dq® azq®
qe) — 1 ) —
g dt ’ 9 dt?

Timto se cela tloha hledani neznamych koeficientli bazovych funkci prevedla na
ulohu, kde se hledaji posuvy jednotlivych uzli. Po zjisténi téchto posuvll je znama
kompletni informace o pribéhu vSech hledanych veli¢in na celém hiideli. Je tedy
zapotiebi nalézt hledané posuvy jednotlivych uzli.

Nyni je zapotfebi nastroje, ktery sestavi soustavu rovnic, kterd bude feSena. Je
velmi vhodné vyuzit Lagrangeovych rovnic 2. druhu (4.13). Takto se ziskaji potiebné

matice k popisu naseho dynamického systému velmi elegantni metodou.

d (OL®\ aL®

— (= _)- —M©@ag® (e) (@ (e) g(e)

It (aq(3)> 34 MY™q" + woGY'q + KYq (4.13)

M®© je matice hmotnostnich parametrti prvku (Symetricka, regularni a
positivné definitni)

G® je matice gyroskopickych ucinki prvku (antisymetricka)

K® je tuhostni matice prvku (symetrickd, singularni, positivné semidefinitni)

Ackoliv byl systém uvazovan jako konzervativni, tak piesto se ziskala soustava
rovnic s rychlostnim ¢lenem. Zaroven matice u onoho ¢lenu zptisobuje, ze se soustava
chova jako siln€¢ nekonzervativni. Matice gyroskopickych u¢inkli je nasobena dale
uhlovou rychlosti hfidele, to znamend, Ze rotujici systémy meéni svou povahu
s otaCkami. A praveé toto zpisobuje svazani pohybu hiidele ve sméru y a z. Pokud
systém nerotuje, provazanost pohybu mizi. To je dikaz o tom, Ze nelze tlohy rotorové

dynamiky fesit klasickym zptiisobem bez akceptovani vlivu otacek.

10
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Pro vyuziti Lagrangeovych rovnic je nutné znat funkcional systému, v tomto

piipadé Lagrangeovu funkei L©

L© =g —E©, (4.14)
kde kineticka energie prvku [5] je

E,Ee) = %fol[A(x)vT(x, Ov(x, t) + o T (x, )] (x)w(x, t)]edx , (4.15)
kde v (4.15) je

A(x) plocha prufezu prvku v misté X

V(x,t) rychlost elementu o délce dx v misté X

o(x,t) thlova rychlost elementu o délce dx v misté X

p hustota materialu

J(x) diagonalni matice ve tvaru:

J) = 0 Jx 0 |=—+|0

o) 00 7.[4[2 0 0]
0 0 J

a potencialni energie prvku [5] ve (4.14) je
1l
Elge) — EIO f(A(x)){Ee,%(x, t) + Gyd (x,©) + vA(x, )]} dA(X)dx ,  (4.16)

kde je E Youngv modul pruznosti v tahu

G Younguv modul pruznosti ve Smyku.

Jelikoz je popisovan hiidel o kruhovém prifezu, lze vSe odvozovat v pevném
soufadnicovém systému Yy, z. Rotujici soufadnicovy systém rotuje spolu s hiidelem
(Obr. 6) a pokud by nebyla splnéna podminka prifezu J,(X)=JAX)=J(x), muselo by

odvozeni probihat prave v rotujicim soufadnicovém systému 7, .

11
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Ct)ot

0 =y

Obr. 6: Rotujici soufadnicovy systém

Po specifikaci souradnych systému lze zacit popisovat kinematické veli¢iny

prvku. Vektor rychlosti a thlové rychlosti [6] (sféricky pohyb) ma tvar

u(x, ) wo + @(x, ) + I (x, )p(x, t)
vix,t) = |v(xt) |, o(x,t) = 9(x,t) : (4.17)
w(x,t) Y(x, t)

Dale byly definovany vztahy pietvoieni [5] ze vztahu (4.16). Pietvoreni definuje
Lagrangetv popis, tzn., ze konfigurani prostor je pocatecni stav télesa a od tohoto

stavu je odmétovana kazda deformace

_ Ouy _ Ouy,  Ouy _ Ouy, N ou,
T YT Ty dy’ Yer = 50 T 9z

(4.18)

Posunuti bodu télesa o soufadnicich [X, Y, Z] ve sméru pevnych soufadnych os X, Y, z

vyjadiuji vztahy (4.19) podle literatury [5]

Uy, = ulx) —yp(x) + zv(x) ,
u, = v(x) —zp(x) , (4.19)

u, =w(x) +yp((x),

Po provedeni vSech zminénych operaci, dosazeni aproximacnich vztahli a
vytvofeni Lagrangeovy funkce, ktera je vyuzita ve vztahu (4.13) jsou znamé matice
popisujici element, tj. matice hmotnosti M®, matice gyroskopickych uginka G® a

matice tuhosti K© elementu [5]

12
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ST, + ISt 0 0 0 ]
M© — 0 S;T(1; +1,)8;1 0 0
[ 0 0 S;T1,831 0 ‘
0 0 0 S;T1sS51
0 287TI,S; 0 0
G@© = |—2S;71,87t 0 0 of (4.20)
0 0 0 0
0 0 0 O
S; 71387 0 0 0 ]
K@ — 0 S; 715851 0 0
[ 0 0 S;T1,851 0 ‘
0 0 0 S;T1,83t

kde ve (4.20) jsou l; pomocné integracni matice vzniklé z aproximace hledanych veli¢in

a maji tvar podle (4.21)

l
I, = f pA(xX)PT(x)P(x)dx,
0
l
I = f pl ()@ (x) @' Wdx,
0
l
I3 = f EJ()@" T (x)®"®dx,
0
l
I, = j pA()PT(X)WP(x)dx, (4.21)
0
l
Iy =2 | W @,
0
l
I, = f EAGO)W'" (x)®P'®dyx,
0

l
I, =2 J GJ()P'T ()P’ ®dx .
0

Pro pouzity prvek kruhového prifezu o praméru d, ktery je dale prizmaticky,
tzn. A(x)=A a J(x)=J, jsou po provedeni integraci vztaht (4.21) znamé matice potfebné
pro sestaveni matic popisujici prvek (4.20). Finalni integracni matice jsou zobrazeny ve

vztazich (4.22).

13
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'1 [ 12 13
2 3 4
[ R ER o
2 3 4 5
Il =,0Al 12 13 [4 lS ,
3 4 5 6
IEE A I
4 5 6 7
0 0 0 0 1
0 1 l 1?
L=plo ¢ 23
2_p] 3 2 U
313 91t
0 ? — —
2 5
0 0 O 0
0 0 O 0
=Bl o 4 ol (4.22)
0 0 61 1207
_1 l_
2
14 =pAl l l2 ’
2 3-
_1 l_
2
I5=:D]pl l lZ )
LD 3.
70 0
lo = EAL| 1],

0 0
I7=G]pl[0 )

4.2 MATICE EXTERNIHO TLUMENI

v

Vnéjsi atlum je zplisobeny prostiedim a zarovenn utlumem v loziskach. Vnéjsi
utlum pasobi proti absolutnimu pohybu prvku, coz je schematicky zndzornéno na
Obr. 7. Pokud utlum lozisek je dominantni vii¢i odporu vlastniho éteru, ve kterém se
rotor pohybuje, l1ze vngjsi Gtlum prostiedi zanedbat. Vnéjsi utlum nadm snizuje vlastni
frekvence. Od urcitého Gtlumu prostiedi zatlumi nejvyssi vlastni frekvence. Ve vlastni

modalni analyze se to projevi nulovym vlastnimi frekvencemi.

14



KMP Bc. David Svoboda

S~ 7S

Obr. 7: Schéma ptisobeni vnéjsiho tlumeni

Odvozeni vychazi z Rayleighovy disipa¢ni funkce [7] popisujici ztratovou

energii pii pohybu télesa

Rz(se) = %fol[bEYﬁz(x' t) + bg,w?(x, t)]dx, (4.23)

kde bey, bgz jsou koeficienty vnéjsiho viskozniho tlumeni v lateralnich vychylkach.

Matici externiho tlumeni od prostiedi ziskame ze vztahu (4.23)

aRe® (e) .
g5 = Be 4. (4.24)

Vysledna matice popisujici vn&jsi tlumeni pasobivi na element [7] je

beySTTIgST?! 0 0 0
-T1 o-1
Bl(::e) = O bEZSZ ISSZ 0 0 ’ (425)
0 0 00
0 0 00
kde opét ve vztahu (4.25) vystupuje pomocna integra¢ni matice, ktera ma vztah
l
I, = f T D (x)dx,
0
a po jeji integraci je znama vysledna matice (4.26) pouzita ve vztahu (4.25).
'1 [ 1?2 I3
2 3 4
A I SR
2 3 4 5
Ig =1 2o o | (4.26)
3 4 5 6
2 1+ 15 6
4 5 6 7.

15
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4.3 ODVOZENI MATICE VNITRNIHO TLUMENI

Vnitini utlum je zplGsobeny tfenim vnitini struktury materidlu pfi jeho
deformovani (Obr. 8). Pfi rotaci deformovaného hiidele je tedy branéno jeho
“protaCeni” kolem deformované osy rotace a vznikd okruzny pohyb hiidele. To
zapricinuje nestabilitu rotorového systému, kterd se musi kontrolovat. Proto nelze
vnitini atlum zanedbat. V literatufe l1ze najit tvary matice vnitiniho Gtlumu, které jsou
odvozené obdobnym zplsobem, jako matice externiho utlumu. Ale obsahuje velmi
zpusobem odhadnout matice vnitiniho utlumu.

by

1111 111
T ]
L1

b,

Obr. 8: Schéma pusobeni vnitiniho tlumeni

Myslenka vychdzi ztoho, Zze jde o materidlovy utlum, coz znamena
pouzit informaci, kterou o dynamické povaze materialu zname. Vychazi se z pomérného
utlumu materidlu ¢, ktery lze experimentdlné zjistit (a také na zakladé praktickych
zkuSenosti odhadnout). Ten plati ale pro jednodimenzionalni oscilator, ne systém s Vice
stupni volnosti. Musi se vyuzit modalniho prostoru a pievést prvek na jednotlivé

nezavislé oscilatory [8]. Vychazi se z konzervativniho systému

M@§© + KEq© =0. (4.27)

Soustava (4.27) se vynasobi zleva V' a zprava V, kde Vje modalni matice

normalizovanych vlastnich vektord systému

VIM®@vV§e© + VIK@vyq® =0, (4.28)

kde souciny
VIM@V =E, (4.29)
VTK@V = A®), (4.30)

16
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jsou diagonalni matice, E je jednotkova a A® je spektralni matice (tj. matice kvadrati
vlastnich frekvenci). Ziska se soustava nezavislych oscilatorti a témto oscilatorim lze
pfidat diagonélni matici modalniho tlumeni D®, ktera ma tvar dle (4.31), kde dij je

Kroneckerova delta [4].

D;; = 200;6;; = 20\[A;5y; (4.31)

Po transformaci matice D® do fyzikalniho prostoru je znama matice vnitiniho utlumu

B = (vT)-1p@y-1, (4.32)

Na rozdil oproti externimu tlumeni, které plsobi proti sméru absolutniho
pohybu, vnitini utlum pasobi pouze proti sméru radidlni vychylky. Tedy je zapotiebi
ptejit do rotujiciho soufadného systému, kde Ize pficist matici vnitiniho tlumeni proti
radialni vychylce a soustava se poté transformuje zpét do pevného soufadného systému.

Mezi vektorem zobecnénych posuvi, rychlosti a zrychleni v pevném a rotujicim

soufadném systému plati vztahy

q© =TMqy (4.33)
9@ =T®)q® + T()q® , (4.34)
i@ =T(0qy +2T®af + 1O | (4.35)

kde T(t) je transformaéni matice z rotujiciho do pevného soufadného systému [7], pro

kterou plati
T-H(t) =T'(®),

C S O
0 0 E
cos(wyt) 0 0 0
C= 0 cos(wgt) 0 0
0 0 cos(wgyt) 0 ’
0 0 0 cos(wgyt)
[—sin(wot) 0 0 0
= | 0 sin(wyt) 0 0 |
0 0 —sin(wyt) 0 J’
0 0 0 sin(wyt)
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, (4.36)

S O O
S O RO
O = OO
_ o o o

pomoci (4.36) se transformuje (4.27) do rotujiciho soufadného systému

TT(OMO(T(Oaf + 2T + TOE) + TTOKO(T(Dq’) =0, (4.37)

dale se zavede do pohybové rovnice (4.37) vliv vnitiniho tlumeni (4.32)

T (OMO(TOaf + 2704 + TOE) + B4 + T (OK@(T@®af”) = 0
(4.38)

(4.38) se transformuje zpét do pevného souradného systému

M®@§®© + T()B (TT(£)q®@ + TT(£)q®) + K@q© =0, (4.39)

vysledna rovnice popisujici dynamiku elementu vcetné gyroskopickych ucinkil a

vngjsiho tlumeni je
M©@OG® + (B + B + 0,6©)q@ + (K@ + wK”)qg® =0,  (4.40)

kde ve (4.40) je matice vnitiniho tlumeni

B = T()BTT (1), (4.41)

a cirkula¢ni matice zplsobujici nestabilitu vlivem vnitifniho tlumeni

woK'® = T(OBOTT (1) . (4.42)

Timto byl odvozen vliv vnitiniho Gtlumu. Zjisténa matice vnitiniho utlumu je ale pouze
prvotni odhad, ktery je nutny odladit na zdkladé¢ méfeni skute¢ného rotoru. Vyhodné je,
ze bylo vychazeno z pomérného Utlumu, coz je fadové odhadnutelnd hodnota na zakladé

zkuSenosti vypoctari.
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4.4 SESTAVENI GLOBALNIHO MODELU HRIDELE

Realny model htidele se vhodné rozd¢li na kone¢né prvky ne=1, 2, ... n,-1, kde
Ny je pocet uzld na hiideli. Je zapotiebi volit sit’ prvka tak, aby v mistech vazeb, nebo
pfidavnych hmot byla poloha uzlu. Konfiguraci hiidele popise globalni vektor

zobecnénych posuvi [5] kde i je ¢islo uzlu, i=1.. n,.

q-= [...,ui,vi,l/)i,wi,ﬂi, (pl',...]T (443)

Pro sestaveni globalni matice je nutné ptevést matice prvkli do konfiguracniho

prostoru, kde budou zobecnéné posuvy popsany vektorem (4.43).

q© = [u(0) v(0) %(0) w(0) 9(0) @(0) u() v() YD wD V) e(D]"  (4.44)

Tuto transformaci provede permutaéni matice P [5], ktera ma vSechny hodnoty nulové,
pouze na pozicich (1,2), (2,3), (3,8), (4,9), (5,4), (6,5), (7,10), (8,11), (9,1), (10,7),

(11,6), (12,12) ma prvky rovné 1. Transformacni vztahy pro matice jsou

M© =pTM©P
B = P"BYP,
B@ = pTBp (4.45)
G© =PTGEP,
R(© = pTK@p

K =pPKP.

Schéma sestaveni globalnich matic je na obrazku 9. Do pfislusnych uzld
s okrajovymi podminkami (tj. vazby a uchyceni kotouci) jsou pficteny jejich vlivy na
systétm k pfisluSnym maticim (tuhosti, tlumeni lozisek, hmotové parametry a
gyroskopické Uc€inky kotoucl apod.). Globalni matice je blokoveé sestavena
Z jednotlivych matic elementi. Na obrazku 9 jsou zobrazeny jednotlivé zobecnéné
vychylky Qi pro jednotlivé uzly a kazda tato Cast se sklada z jednotlivych posuvil uzlu

podle (4.43).
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Obr. 9: Schéma globalni matice

45 FYZIKALNI MODEL TUHEHO KOTOUCE

Vétsina hiidelii je osazena jednim, nebo vice kotouci. At je to ozubené kolo,
nebo jakykoliv jiny kotou€, zpravidla je tuzsi jak vlastni hiidel. Pokud pfitom neni
provadéna vysokofrekvencni analyza, lze povazovat kotoufe za tuhé celky. Tyto
kotouce ale ovlivni svou hmotou misto htidele, kde jsou nasazené. Proto tento vliv musi
byt pficten do globalnich matic popisujicich systém.

Pro matematicky popis kotouce [5] bylo pouzito opét Lagrangeovych rovnic
druhého druhu, které sestavily matice, které budou pficteny do globalnich matic hfidele,
a tim budou postupné kompletovat model celkového rotoru. Fyzikalni model kotouce je

vidét na obrazku 10.

Kineticka energie kotouce pevné nasazeného na htideli 0 hmotnosti m je dana vztahem

E, = %mVSTVS + %wTIoo : (4.47)

kde je rychlost stfedu kotouce nasazeného na uzlu i

u;
v, = [ﬁi] , (4.48)

w;
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uhlova okamzita rychlost kotouce [6]

wo+ ¢+ 191/1
o= 9 : (4.49)
W

a matice | popisujici hmotové parametry kotouce pfi rotaénim pohybu

I, 0 0
1=[0 I 0], (4.50)
0 0 I

kde lp je moment setrvacnosti kotouce k 0se rotace a | je moment setrvaénosti k pii¢né
ose kotoue. Pouzitim Lagrangeovy rovnice 2 druhu (4.51) ziskame matice, které

popisuji vliv nasazeni kotouce v globalnim modelu rotoru

d (0Ey J0E, . .
E(ﬁ) T M;.d; + woGkq; (4.51)
l L
kde ve vztahu (4.51) je
Qi = [uy, vy, i, wy, 95, 03] (4.52)
. _da _— d*q;
U= U= "

Takto jsou znamy matice hmotnosti kotouce My a matice gyroskopickych uéinkd
kotouce na rotor Gy. Tyto matice musi byt pticteny do globalnich matic htidele M a G
na prislusnou pozici uzlu i. JelikoZ je uvazovan dokonale vyvazeny kotou¢ s idealné

pevnym nasazenim na hiidel, nebude vybuzena odstiediva sila.

(4.53)

cocooco3 o
o~ococoo
coocoo

coo~o0oo0
co3 ococo

coocoo3

21



KMP Bc. David Svoboda

0 0 0 0 0 O
0000 0 O
oo 0o 0o -1, 0
G"_0000 0 0 (4.54)
00 I, 0 0 0
0 0 0 0 0 O

Vi

Zj

Obr. 10: Fyzikalni model kotouce

4.6 FYZIKALNI MODEL LOZISKA

Kazdy htidel musi byt uloZen tak, aby mu byla umoznéna rotace kolem vlastni
osy. K tomuto zachovani stupné volnosti slouzi loziska. Lozisek je mnoho druht.
Rozdé€luji se podle fyzikalniho principu, na kterém pracuji. Naptiklad valiva, kde je
rotace umoznéna pomoci valivych elementi (kulicky, valecku atd.). Dale to mohou byt
loziska hydrodynamicka (statickd), kde rotaci zajistuje olejovy film, aerodynamicka
(statickd), magneticka apod. V této praci bude pouzit dalsi mozny typ loZisek a to jsou
kluzna samomazné loziska, proto se nadéle budeme zabyvat pouze jimi.

Tato loziska jsou uchycena v loziskovém domecku, ktery umoznuje jejich
naklapéni, coz znamena, ze hiidel mé kloubové ulozeni v misté¢ lozisek.

Funkci popisujici radialni tuhost samomazného loziska je na obrazku 11., kde
vidime, Ze nejdiive v oblasti ville v ulozeni je radidlni tuhost nulova a od kontaktu c¢epu

hiidele s loziskem nastane linearni zavislost tuhosti v lozisku s obrovskou tuhosti.
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Linearni zavislost je uvazovana z diivodu, ze pokud je deformace mimo linearni oblast
materialu, mohou se zacit projevovat plastické deformace v lozisku, coz je nezddouci.

Tuhost v axialnim a transverzalnim sméru loziska je uvazovana nulova. Tlumeni
V lozisku ma obdobné charaktery jako tuhosti. Cely model kluzného samomazného
loziska je nelinearni. Pokud je provadéna modalni analyza, nebo jakéakoliv jina linearni
analyza, je nutné mit linearizovany model loziska (4.56). To v tomto ptipad¢ bude
kluzné lozisko, které ma nulovou vili mezi vnitini plochou loziska a povrchem rotoru.
Takto linearizovany model izotropniho loziska se zahrne do celkového modelu rotoru
tak, ze hodnoty jednotlivych tuhosti budou pficteny ke globalni matici tuhosti na
ptislusné pozice, to znamena pro uzel obsahujici okrajovou podminku. Obdobné bude
pficten vliv tlumeni v loZisku do globélni matice externiho tlumeni.

V piipadé uvazovani nelinearniho modelu loziska (4.55) by byl tento vliv
zahrnut do matematického popisu rotoru externi silou, kterd bude pfictena do soustavy
pohybovych rovnic, kterd bude zavisla na vychylce a rychlosti vychylovani ptislusného

uzlu dle nelinearni charakteristiky loziska.

Nelinearni model loziska:

Fr=0 pro r<cp, r>0
FR = kRT prO r > Cr . (455)
Linearizovany model loziska:
S

Fr (sila vyvolana

radialni vychylkou)

Kr (radialni tuhost loZiska)

0 |e > r (radidlni vychylka)

Cr (radialni viile)

Obr. 11: Prabéh radialni tuhosti samomazného kluzného loziska
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5. ODVOZENIi MODALNI ANALYZY

ROTORU

Pro vyhodnoceni dynamickych vlastnosti jakéhokoliv kmitajiciho systému téles,
nebo pruzného télesa se pouziva takzvand modalni analyza. Tou se Vv prvé fadé ziska
informace o vlastnich frekvencich a jim piislusnych vlastnich tvart kmitia. Tyto dvé
informace popisuji volné kmitani systému. Zaroven lze vyuzit vlastnich vektorii pro
modifikaci soustavy zavislych pohybovych rovnic na soustavu nezavislych pohybovych
rovnic. To mé& obrovsky dopad na vyfeSeni dynamickych vlastnosti kmitajiciho
systému. Nyni je k dispozici feSeni jednoduché pohybové rovnice, kterd je vyfeSena
analyticky. To uSetii mnoho vypoctového ¢asu, zaroven je znamo analytické feSeni, to
znamena, ze lze vySetfovat jakoukoliv ¢asovou oblast a nemusi se pocitat pohyb do oné
¢asti. Dals$i nesporna vyhoda je v ptipadé frekvenéni odezvy. Ze soustavy n oscilatorti
se ziska n amplitudo-frekven¢nich charakteristik. To odhali dominantni vlastni
frekvence a jejich pfislusné amplitudy. Tim se analyzuje daleko detailnéji zkoumany
systém. Cely tento pfevod systému popisujici kmitajici soustavu ve fyzikalnich
soufadnicich do modalniho prostoru popsaného pomoci jednotlivych oscilatori
Vv modalnich soufadnicich se nazyvd modalni analyza. Odvozeni modélni analyzy je
rizné pro konzervativni, slabé nekonzervativni, anebo silné¢ nekonzervativni systém.
pro silné¢ nekonzervativni. Problém spoc¢iva v onom matematickém ptfevodu ze soustavy
svazanych pohybovych rovnic na jednotlivé oscildtory, to znamena diagonalizaci matic
popisujici systém. Modalni analyza vychazi z autonomniho systému, ziskdme vlastni
Cisla a vlastni vektory systému. Nasledné se aplikuje diagonalizaci i na neautonomni
systém.

V tomto piipadé¢ mame k dispozici kompletni popis rotorového systému pomoci

soustavy pohybovych rovnic vV pevném prostoru xyz

Matice gyroskopickych ucinkti je antisymetrickd, tedy u rychlostniho ¢lenu

rovnice vychazi celkova matice obecnd, tak 1 u vektoru zobecnénych vychylek vychazi
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matice obecnd vlivem cirkulacni matice (opét antisymetrickd), systém se bude chovat
jako siln¢ nekonzervativni, protoze neni splnéna podminka pro slabé nekonzervativni

soustavu, tj. podminka proporcionalniho tlumeni (5.2).

(K + woKI)M_l(BE + B[ + a)oG) = (BE + BI + 0)0G)M_1(K + woK]) (52)

Siln¢ nekonzervativni soustavy je vyhodné fesit ve stavovém prostoru, predchazi se tim
feSeni kvadratického problému vlastnich hodnot, coz je numericky naro¢né. Do

stavového prostoru se pohybova rovnice pievede pridanim identity [2] (5.3).

Mg—-Mq=0 (5.3)

Zavede se novy vektor zobecnénych vychylek ve stavovém prostoru

=[qq]", (5.4)

respektive jeho Casova derivace

=[aq]", (5.5)

pohybova rovnice (5.1) pak bude vypadat v rozsifeném tvaru ve stavovém prostoru

spolu s (5.3) takto

[‘I] [(BE + BI + wo,G) (K+ wOKI) [q] [0

Nové blokové matice oznac¢ime N a P a vyslednd soustava ptipravend pro feseni je

Nu+Pu=0, (5.6)

predpoklada se feSeni této soustavy ve tvaru

u=1tes, (5.7)

jeho prvni ¢asova derivace je

u=stest, (5.8)
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dosazenim feseni (5.7) a (5.8) do (5.6) se ziska

sNi et +Pliest =0, (5.9)

a dal$imi upravami je znadm linedrni problém hledéani vlastnich hodnot

(-N"'P-sE)v=0, (5.10)

kde z rovnice (5.10) se ziskaji vlastni hodnoty systému s;

det(—-N"1P —sE) =0, (5.11)

a k nim pak pfislusi vlastni vektory v;j opét z rovnice (5.10)

(_N-lP - SiE)Vi =0 , (512)
pro i=1..2n, kde n je stupen volnosti systému.

Nyni jsou znamy vlastni hodnoty a vlastni vektory systému, které popisuji vlastni
charakter soustavy. Jak jiz bylo napsano, hlavni myslenkou modalni analyzy je soustavu
svazanych pohybovych rovnic separovat na soustavu pohybovych rovnic o stejném
poctu vzijemné nesvazanych. K této diagonalizaci je vyuzito pravé vlastnich vektort
systétmu. Ale jelikoz matice ~N'P neni symetricka, tak to zpasobi, ze neexistuje
ortogonalni systém realnych vlastnich vektord, tedy musi se pouzit k diagonalizaci
systému dvé vzajemné ortogonalni mnoZiny.

Diagonalizace bude provedena pomoci normaliza¢ni podminky (5.13) v [9], kde

.....

mnoZinu tvofenou levostrannymi vlastnimi vektory systému wi;.
Z matice P se diagonalizaci stane diagonalni spektralni matice s vlastnimi hodnotami na
diagonale.

w{ Pv; = —§;;s; (5.14)
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Zavedou se pravostranné a levostranné modalni matice tvofené pravostrannymi a
levostrannymi vlastnimi vektory (5.15), které jsou setazeny podle pfislusnych vlastnich

¢isel vzrustajici posloupnosti 4i< Aj+1.

V = [Vl, Vz, ey VZTI.]' W == [Wl, WZ' ey WZn] (515)

Pravostranna modalni matice vytvoiena je, levostrannou lze zjisti jednoduse piimo

pomoci vztahu (5.16) z [9].

W7 = (NV)~! (5.16)

Nyni Ize transformovat soustavu (5.6) do modalniho prostoru vztahem (5.17).

WTNVe(t) + WIPVce(t) = 0 (5.17)

Vztahem (5.17) se ziska 2n nezavislych homogennich pohybovych rovnic (5.18) pro

modalni soufadnice c(t) (5.19).
E¢(t) —Spc(t) =0 (5.18)
u(t) = Ve(t) (5.19)

Pokud se uvazuje nehomogenni systém, tj. buzeny vnéj§im silovym ptisobenim, objevi

se V pohybové rovnici jesté prava strana transformovana také do modalniho prostoru.

E¢(t) — Spc(t) = WTf(t), (5.20)

kde je
f(t) = [f(ot)] . (5.21)

Pro zjisténi ustalené odezvy lze vyuzit vztahu (5.22) odvozeném v literatuie [9].

i = Vé = VGwE — Sp) *WTf(t) (5.22)
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6. ODVOZENI KINEMATICKEHO BUZENI

V ptedchozich kapitolach byl odvozen matematicky popis systétmu a jeho
modalni analyza. V pohybové rovnici (5.20) je na jeji pravé strané¢ zminén vektor
buzeni f(t). Ten popisuje obecné jakékoliv casové proménné zatizeni pusobici na rotor.
V tomto piipadé se uvazuje dokonale vyvazeny rotor, aby se vystihl pouze vliv
kinematického buzeni. Proto toto buzeni bude zplsobeno pouze vlastnim kmitanim
ulozeni rotoru. Vliv kinematického buzeni se muze zahrnout pro jakykoliv uzel
Vv jakékoliv vychylce. Zde se uvazuje buzeni pouze ve sméru Y, jelikoz jde o analyzu
kmitani v radialnim sméru. Uloha je kompletné rotaéné symetricka véetné izotropnich
vazeb, proto Ize budit v jednom sméru pro dostate¢nou analyzu rotoru. Systém neni
buzen externim silovym puasobeni, tedy Ize zapsat pohybovou rovnici v autonomnim
tvaru (6.2) srelativnimi vychylkami podle obrazku 12. Tim se zahrne vliv
neinercidlnich zékladen fyzikélniho modelu do vlastniho matematického popisu rotoru.
Kompletni vektor popisujici pohyb zdkladny je ve vztahu (6.1), ktery je nulovy a pouze
na pozicich okrajovych podminek, to je uzli i (lozisek a spojky) ve sméru y bude
funkce popisujici kinematické buzeni zaklada Y,i(t). Vysledny vektor zatézujici rotor

vlivem kinematického buzeni je ve vztahu (6.3).

m;

A
bloi E\EI kloi% yri yi
}V

Yoi(t

Obr. 12: Schéma kinematického buzeni ve sméru osy Yy

Qo = qo(t) = [..y0: () ... 17 (6.1)
Mq + (Bg + By + wG)(q — o) + (K+ woK)(q—q¢) =0 (6.2)
F(do G0, 8) = (B + By(8) + 006 “29 1 (K + woKy(0)do () (63)
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7. NUMERICKE RESENI SOUSTAVY

POHYBOVYCH ROVNIC

Pro numerické feSeni diferencidlnich rovnic vzniklo mnoho metod. Od
explicitnich po implicitni. U numerickych metod je dulezité hlidat stabilitu metody a
konvergenci feSeni. To ovliviiuji koeficienty piislusné metody a krok feseni. VSe zalezi
na pouzité metodé. Pro tuto numerickou simulaci pohybu byla pouzita Newmarkova-f
metoda [10] pro feseni diferencialnich rovnic. Tato metoda je implicitni. To znamena,
ze krokem vypoctu se neziska explicitné nasledujici krok, ale soustava rovnic, ktera je
nejdiive zapotfebi vyfeSit a tim ziskat nasledujici krok. Jelikoz jde o soustavu
nelinedrnich algebraickych rovnic, je zapotiebi pouzit dal§i numerickou metodu pro
vyfesSeni této soustavy. JelikoZ byla pouZzita Newtonova metoda pro feSeni nelinedrnich
algebraickych rovnic [11], ptibyva dalsi numericky problém a to je podminénost tlohy.
Toto vSe musi byt ohlidano a ziskame feseni popisujici pohyb rotoru. Tento systém
popisuje jiz odvozena nehomogenni soustava pohybovych rovnic s budicimi tc¢inky. Pro
aplikaci na numerické feSeni se musi ptevést do tvaru explicitné vyjadiujici zrychleni

(7.1).

4(t) = M~*[f(qo, qo, t) — (Bg + Bi(t) + @o®)q(t) — (K + woKi())q(®)]  (7.1)

Newmarkova soustava nelinearnich rovnic (7.2) obsahuje konstanty g, .
Konstantami ovlivilujeme stabilitu feSeni. NejpouzivanéjSi varianta hodnot téchto
konstant je y = 1/2 a # = 1/4. Pro tuto kombinaci ziskavame stabilni feSeni. Detailnéji je
vybér konstant a tabulka stability popsana v literatufe [10]. Dale zde nalezneme tabulky
s konvergencemi a chybami feSeni. VSechny tyto hodnoty se odvijeji od volby poméru
kroku At ku periodé¢ pohybu. V tomto ptipadé vchazeji do pozorovani periody dvou
riznych veli¢in. Otacky htidele a frekvence kinematického buzeni. Pro feSeni v této
praci je referen¢ni mensi perioda pohybu z téchto dvou hodnot. Newmarkova-# metoda
prevadi diferencidlni rovnice na nelinearni algebraické rovnice a jejich postupnym

feSenim se ziskaji stavové hodnoty systému v zavislosti na diskretizovaném case t.
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Do soustavy rovnic (7.2) se dosadi stavové hodnoty systému a zrychleni vyjadiené ze

soustavy pohybovych rovnic dle vztahu (7.1).

Qesae = Qe + At((l —¥)q4, + yqt+At)

1 .. ..
de+ac = q¢ + Atq + At? ((5 - ,B) q: + ﬁqt+At> (7.2)

Newtonova metoda vychéazi zlinearizace =ziskané soustavy nelinearnich
algebraickych rovnic (7.2), ktera musi byt pfevedena na anulovany tvar, ktery je
oznacen jakou soustava nelinearnich rovnic g (7.3). Je to metoda iteracni, to znamena,
ze se kazdym krokem zpfesiiuje feSeni. Je zapotiebi pocatecni iterace. V tomto piipade
je pocatecni iterace kroku feSeni stavajici pohybovy stav soustavy, to znamena, Ze je
feSeni soustavy blizko hledaného nasledujiciho stavu a tim se i urychlujeme vypocet a
muze Se snizit pocet iteraci. Lze se omezit dokonce pouze na jednu az dv¢ iterace pro
dostate¢né piesné feSeni. Samoziejme je zapotiebi tuto konvergenci otestovat, nelze ji
doptedu piredpokladat. Dale musi byt u této metody feSeni ohlidana podminénost
Jacobiho matice A (7.4), protoze dochazi k jejimu numerickému invertovani a mohlo by

zde dochazet ke ztrat¢ konvergence feseni.

8(Aciats Qesar, t +A) =0 (7.3)
9g; o s
A=q;=71, q=1[q"q"". (7.4)
g

Vysledny vztah Newtonovy metody (7.5) umoziuje iteraéné vyfeSit soustavu

nelinearnich algebraickych rovnic postupnymi iteracemi p =0, I, 2, ...
~<p+1> ~<p> —1(~<p> ~<p>
Atne = Geine — A l(qtht)g(qtht ’ (7.5)

~<0> _
kde Qevae = qe -
Zavérem lze konstatovat, ze numerické metody obecné poskytuji dostatecné
silny nastroj pro feSeni opravdu sloZzitych problémi, které by analytickym zplisobem
vyresit nesly, ale maji slabinu ve stabilité a konvergenci feSeni. Proto je nutné tyto

problémy kontrolovat a minimalizovat numerické chyby vnesené do vypoctu.
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ANALYZA ROTORU

8. TESTOVANY ROTOROVY SYSTEM

Simulovany rotorovy systém V této praci je katedrové laboratorni zafizeni pro
demonstraci jevii rotorové dynamiky. Ten lze vidét na obrazku 13. Kompletni
informace a technickou dokumentaci nalezneme v literatufe [12]. Rotor je navrzen tak,
aby byl htidel dostate¢né pruzny a kotouce dostateéné tuhé, aby se vlastni frekvence
hiidele a kotoucl vzijemné neovliviiovali. Ulozen je VvV samomaznych kluznych
loziskach. Pohanén je elektromotorem pies pruznou lamelovou spojku. Vsechny ¢asti

rotoru potiebné do vypoctu budou nasledné detailné rozebrany.

Obr. 13: Zkoumany rotorovy systém

Zatizeni je opatfeno dostate¢né tuhym ramem, aby nebyly ovliviiovany vysledky
méfeni vlivem deformace vlastniho rdmu. U kotouci jsou pfipevnény drzaky pro
uchyceni ¢idel, které mohou zaznamenavat pohyb kotoucii. Rotorovy systém ma tedy
takové vlastnosti, Ze na néj lze aplikovat fyzikalni teorii pro analyzovani rotort
popsanou V prvni ¢asti této prace. Momentalné neexistuje zafizeni, které by provadélo

kinematické buzeni tohoto rotorového modelu, proto lze provést pouze numerickou
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vvvvvv

jakéhokoliv systému zjistit co mozno nejvice realit¢ odpovidajici vstupni parametry.
Proto se dalsi podkapitoly vénuji fyzikdlnim parametrim rotoru a okrajovym
podminkam této ulohy. VSechny informace jsou zjisténé na zakladé geometrickych a
materidlovych informaci o rotorovém systému. Bé&hem budouciho vlastniho

experimentu bude zapotiebi tyto parametry doladit na zakladé méteni.

8.1 HRIDEL

V nasem piipad¢ je htidel po celé¢ délce konstantniho kruhového prifezu
(Obr. 14). Htidel byl diskretizovan na jednotlivé koneéné jednodimenzionalni prvky. Je
dalezité, aby pfi diskretizaci byly uzly na mistech zmén okrajovych podminek ulohy, to
znamena mista ulozeni hiidele a mista nasazeni kotoucl. V ostatnich ¢astech htidele je
vhodné provést co mozno nejrovnomeérnéjsi diskretizaci, aby jednotlivé konecné prvky
byly po celém hiideli co mozno nejpodobnéjsi délky. Rozmeéry dostatecné spliuji
podminky pii odvozovani hiidelovych prvki, kde se predpoklada dlouhy a stihly hiidel.
Geometrické a fyzikalni parametry hiidele jsou uvedeny v tabulce 1. Jedna se o ocelovy
htidel, bez tvarovych zmén a vrubli. Kotouce a spojka jsou k nému piipevnény pomoci
silové vazby vytvotené Srouby. LoZiska odebiraji pouze radidlni stupné volnosti hiidele,
to znamena, ze v axidlnim sméru je umoznén pohyb, proto neni osazeni ani kvili t€émto

loziskam.

Obr. 14: Hridel
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Parametry hridele

Primér 10 mm

Délka 550 mm

Materiél ocel 11 600, CSN 41 1600

Y oungiv modul pruznosti v tahu E 210 000 MPa

Poissonovo ¢islo v 0,3

Hustota p 7850 kg/m®

Tabulka 1: Geometrické a materialové parametry hiidele
8.2 KoTtouc

Kotou¢ je ocelovy a je uvazovan jako dokonale tuhé téleso. Pro potvrzeni tohoto

vyroku je zapotiebi provést jeho modalni analyzu. Ziskand nejnizsi vlastni frekvence je

Cv v

dostate¢n¢ vysoka oproti zkoumanym vlastnim frekvencim rotoru, Ize kotou¢ uvazovat

jako dokonale tuhé téleso. Parametry kotouce jsou v tabulce 2.

Parametry kotouce

Primér 68 mm

Délka 30 mm

Material ocel 11 600, CSN 41 1600
Y oungtiv modul pruznosti v tahu E 210 000 MPa

Poissonovo ¢islo v 0,3

Hustota p 7850 kg/m’

Hmotnost 0,791 kg

Moment setrvacnosti k 0se X 460 kg'mm*®

Moment setrvacnosti k ose y 290 kg'mm®

Moment setrvacnosti k ose z 290 kg'mm°®

Tabulka 2: Geometrické a hmotové parametry kotouce
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Vlastni modalni analyza kotouce byla provedena pomoci softwaru NASTRAN.
Dva prvni vlastni tvary s ptislusnymi vlastnimi frekvencemi jsou zobrazeny na obrazku
15. Lze konstatovat, ze vlastni frekvence kotouée jsou dostateéné vysoké, v iadech
tisici Hertzi. To znamena, ze predpoklad, kde je kotou¢ uvazovan, jako dokonale tuhé
téleso je opravnény. Tento vysledek nezasahuje do vlastniho vyzkumu rotoru, pouze
dovoluje uplatnit teorii matematického popisu kotouce, ktera byla popsana v kapitole

4.5 této prace.

f; = 6574 Hz f, = 12617 Hz

Obr. 15: Modalni analyza kotouce

8.3 KLUZNE LOZISKO

Prvni okrajovou podminkou této tlohy je uloZeni hiidele v loziskach. Pouzité
lozisko je kluzné samomazné lozisko Glacier 10/14x16. Jeho material je spékany bronz.
Lozisko umoznuje rotaci kolem osy X a axialni posuv hfidele ve sméru osy X.
Konstrukei loZiskového domecku je lozisku umoZnéno naklapéni kolem osy y a z.
V tabulce 3 jsou shrnuty odebirané stupné volnosti hfidele zptisobené loziskem. Vidime,
ze lozisko brani pohybu pouze v radidlnim sméru. Tedy je zapotiebi zjistit tuhost
loziska v radidlnim sméru. Tento vypocet byl proveden opét v softwaru NASTRAN. Na
obrazku 16 je zobrazen vypocet tuhosti loziska metodou konecnych prvki. Parametry
loziska jsou zobrazeny v tabulce 4. Materidl loZiska umoznuje nejvyssi kluznou rychlost
10 [m/s]. Tato hodnota ohrani¢ila maximalni oblast pouziti rotoru a tim méla vliv i na

rozsah analyzy rotoru.
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Posuv Odebrany stupen volnosti
u NE
v ANO
7 NE
w ANO
9 NE
® NE

Tabulka 3: Odebrané stupné volnosti loZiskem

Parametry loziska

Vnitini primeér 10 mm

Vnéjsi primeér 14 mm

Délka 16 mm
Material Spékany bronz
Youngtiv modul pruznosti v tahu E 193 000 MPa
Poissonovo ¢islo v 0,32

Hustota p 8874 kg/m’

Tabulka 4: Geometrické a materialové parametry loziska

Materidlovy model loZiska je uvazovan jako linearni. Proto i vypocet tuhosti l1ze
provést pomoci jednoduchého linearniho vztahu, kde se zatizilo loZisko referenénim
zatizenim (tj. libovolné zvolené zatiZeni, které slouzi pouze pro identifikaci tuhosti
loZiska) a to bylo podéleno zjiSténou maximalni deformaci loziska zjiSténou z konecné
prvkového modelu.

referenctni zatiZzeni

k =9-10°Nm™?!

R~ 7
maximalni deformace

Radialni tuhost loziska kg je obrovska a ma izotropni povahu. Tato tuhost bude pfictena
do globalniho modelu rotoru a tim dojde k jeho zafixovani v prostoru ve sméru y a z.
Pokud se uvazuje model loziska jako nelinearni, tak se tato tuhost bude vyskytovat ve

funkeci popisujici silu vyvolanou loZiskem dle vztahu (4.55).
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1.1090E-04

‘4
| T v v
| o Total Nodes 13618 Z

7 & Total Elements 7756

CONTOUR: DISPLACEMENT{mm) (TZ)

Obr. 16: Vypocet tuhosti loziska

8.4 LAMELOVA SPOJKA

Spojka vytvaii vazbu mezi elektromotorem a hiidelem rotoru. Pomoci ni je
pfenasen kroutici moment. Ve vypoctovém modelu je nutné popsat spojku z hlediska
okrajovych podminek. Loziska ulozila hiidel pouze v radidlnim sméru. Spojka odebira
naopak vsechny stupné volnosti s uréitou poddajnosti, kterou je zapotiebi zjistit. Tim je
tedy zajiStén htidel proti pohybu v ostatnich smérech, kterym loziska nebranila. Pouzita

spojka je lamelova, 3D model spojky je zobrazen na obrazku 17.

Obr. 17: Lamelova spojka
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Schéma lamelové spojky je na obrazku 18. Je to sériové tazeni pruzin, kde
pruziny jsou lamely a pasobi svou tuhosti ve vSech smérech pohybu. VSechny tyto
tuhosti musely byt opét zjistény a byly zjistény jako Vv piipadé loziska, pomoci softwaru
NASTRAN, kde se pouzilo referen¢ni libovolné zatizeni. VypoCty byly postupné
provadéné pro zatizeni ve vSech smérech soutfadnicovych os, tj. pro silové a nasledné
momentové pusobeni. Nechala se spocitat deformace v ptislusném sméru a nasledné

byla zjiSténa tuhost pro tento smér.

ki ki

Obr. 18: Spojka - schéma

ki je tuhost lamely pro libovolny smér. Tuhost celkové spojky 1ze spocitat podle vztahu

pro vypocet vysledné tuhosti sériového tazeni pruzin (8.1).
ks, = (i+i)_1 = (1)_1 =2k, (8.1)
Si ki ki ki 2t )

Ukazka vypoctu deformace jednotlivé lamely je na obrazku 19. Reprezentant
vypoctu je zjiStovani tuhosti pro axialni smér. Tabulka vyslednych vypocitanych tuhosti
pro celkovou spojku je v tabulce 5. Hodnoty tuhosti byly opét pficteny do globalniho

modelu rotoru a tim byly okrajové podminky ulohy kompletni.

Min:-6 999E-04

Z
e

CONTOUR: DISPLACEMENT{mm) (TX)

Obr. 19: Vypocet tuhosti lamely v axialnim sméru
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Tuhost ve sméru Hodnota tuhosti
Osy X 11,23:10° N/m
Osyy 12,2:10° N/m
Rotace kolem osy y 1,85 Nm/rad
Osy z 12,2-10° N/m
Rotace kolem osy z 1,85 Nm/rad
Rotace kolem osy x 3174 Nm/rad

Tabulka 5: Tuhost spojky

8.5 KALIBRACNI MODEL ROTORU

Pouzita teorie v této praci pro popis rotoru koneénymi prvky je mnohokrat
ovéfena experimenty [13], [14], 1ze konstatovat, Ze je dostate¢né platna. Proto ji lze bez
obav pouzit pro popis zkoumaného rotorového systému. Ale pii tvorbé modelu
diskretizované¢ho kone¢nymi prvky je dulezité védét, ze diskretizace byla provedena
dostate¢né, kvalitné a vysledky zvypocth a ze simulaci miizeme povazovat za
vérohodné. Proto se dale prace zabyvala navrhem dostate¢né kvalitniho modelu rotoru.
Pro vytvofeni kalibra¢nich hodnot byl opét zvolen software NASTRAN. Kalibracni
model byl vytvofen pomoci objemovych koneénych prvkl. Diskretizovan byl cely
model vcetné kotouctl, jimz je hiidel osazen. Pii kalibraci byly pouZity jiné okrajové
podminky ulohy, nez skute¢né popisujici systém (Obr. 20). Divodem bylo, aby ulozeni
htidele bylo pevné, ne poddajné, jelikoz $lo o kalibraci diskretizace hiidele samotného a
nikoliv celé ulohy. Tedy nebylo Zadouci, aby vysledky ovliviiovaly okrajové podminky.
Kalibrace probihala pro nulové otacky rotoru a pro konzervativni model. Aby byl i
kalibracni model nejvérohodnéjsi, byla zapotiebi provést konvergence diskretizace
tohoto modelu. Konvergence vcetné poctu pouzitych elementli a uzli je vidét na
obrazku 21, kde na vodorovné ose je velikost prvku a na svislé ose vlastni frekvence
rotoru. Pravé vlastni frekvence rotoru jsou referenénimi hodnotami, kterymi byl
kalibrovan odvozeny konecné prvkovy model rotoru. Velikosti prvku se zde mysli

prumérna velikost prvku (tato hodnota je definovana automaticky softwarem).
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ar, @71, @7,

ar, =1, FET,

Obr. 20: Kalibra¢ni model

KONVERGENCE MODALNI ANALYZY
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Obr. 21: Konvergence diskretizace kalibra¢niho modelu
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8.6 ODLADENI KONZERVATIVNIHO MODELU ROTORU

Nyni jsou k dispozici kalibra¢ni hodnoty. Pro kalibraci bylo zvoleno, Ze prvnich
deset vlastnich frekvenci by se mélo shodovat s chybou kolem 5% (zvolena obvykla
statisticka hodnota chyby). Desata vlastni frekvence se jiz blizi k 700 [Hz] a to je
dostateCné pro simulace. Na obrazku 22 lze vidét, ze vlastni frekvence se shoduji i
s pozadovanou pfesnosti. Zaroven si Ize vSimnout jednoho vyznamného zavéru. Tim je

pocet pouzitych prvki a tim 1 pocet stupiiti volnosti tlohy.

VLASTNI FREKVENCE ROTORU

Too
500 —

i @ Total Nodes 49513
500 — & Total Elements 26483
400 —

o Total Modes 24

3100
J + Total Elements 23

200+

vlastni frekvence [Hz]

#——#%—% Mastran solver
O——0—0 Scilab solver
T I
g =] 10
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fax ]
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-
]

Obr. 22: Kalibrace modelu rotoru

40



KMP Bc. David Svoboda

Pro diskretizaci kalibraéniho modelu byly pouzity linearni prvky. To znamena,
Ze stupenn volnosti ulohy je trojnasobek (posuvy ve sméru osy X, Y, Z) poctu uzli.
V odvozeném modelu je stupen volnosti dan poctem uzli ndsobenych Sesti (posuvy ve

sméru X, Y, Z a nato¢eni kolem os X, Y, ). Tyto dvé hodnoty jsou porovnany v tabulce 6.

3D MKP model rotoru 1D MKP model rotoru

148539 144

Tabulka 6: Stupen volnosti ulohy

Je ztejmé, Ze odvozeny konecné prvkovy model ma vic jak tisickrdt menSi stupen
volnosti pti srovnatelnych vysledcich. To znamena uSetfeni naroki na vypocetni
techniku, uSetfeni vypocetnich cast a hlavné neskutecny dopad na piipadné
optimalizacni tlohy.

Dale by $lo zminit, Ze cela tato tloha byla programovana ve volné pfistupném
softwaru Scilab. To znamena i veliké usetieni finanénich prostiedkl. A ptitom, pokud je
zapotiebi feSit ulohy rotorové dynamiky v komerénim softwaru, tak potfebujeme
specialni software, standardni softwary tuto problematiku nevyiesi.

Na obrazku 23. je zobrazen kone¢né prvkovy model naseho zkoumaného rotoru
diskretizovany pomoci popsané metody V této praci. Na mistech okrajovych podminek
bylo nutné mit uzel a zbytek modelu rovnomérné diskretizovat kone¢nymi 1D prvky.

Konec¢né prvky maji praimérnou délku kolem 25 [mm].

kotouc ¢.1 kotouc ¢.2

loZisko ¢.1 loZisko ¢.2

Uzel / Prvek

Obr. 23: 1D MKP model rotoru
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Kompletni pouzitd vypoctova sit’ je zobrazena v tabulce 7, kde je vidét, ze celkovy

kone¢né¢ prvkovy model hiidele je tvofen 23 prvky. Tabulka dale ukazuje geometrii

jednotlivych prvki.
Cislo
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
prvku
Délka
25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 23 | 19 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25
[mm]
Priamér
10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10
[mm]
Cislo
13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 -
prvku
Délka
19 | 19 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 19 | 25 | 25 | 26 -
[mm]
Priamér
10 | 10 { 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 -
[mm]

Tabulka 7: MKP sit’ hiidele

8.7 NEKONZERVATIVNIi MODEL ROTORU

Pro finalni popis rotoru je nutné ke konzervativnimu modelu pfidat matici
gyroskopickych Uc¢inkil a tlumeni, tim i1 zavedeni vlivu otdcek. Matice gyroskopickych
uc¢inkt je jiz pro model znama. Tvar matice vnéjsiho utlumu je také znam, ale nejsou
znamy koeficienty externiho utlumu. JelikoZ jde 0 pohyb v atmosférickém prostiedi, 1ze
vnéjsi éterovy utlum zcela zanedbat. Zbyva tedy jen vliv vnititniho Gtlumu. Tvary matic
vzniklé vnitinim utlumem materialu, tj. matice vnitiniho Gtlumu a cirkulaéni matice
jsou znamé. Vychézeji z pomérného Gtlumu materidlu odvozené v kapitole (4.3) této
prace. Pfi vypoctu byl pouzit obecné znamy pomérny ttlum ocelovych soucasti 0,0015
[-]. Vznika zde zésadni problém tohoto odvozeni. Tim je singularita matice tuhosti
elementu a tim i neexistujici jeji inverze. Proto prakticky postup odvozeni matice

vnitiniho Utlumu (4.32) bude odliSny. Zaroveii i bez problému singularity matice tuhosti

elementu by byla komplikace moznost vzniku struktury matice, kde budou obsazené
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pozice, které svazuji vychylky a silové G€inky, které svdzané byt nemaji. Proto se musi
vyuzit vztahu popisujici matici vnitiniho tlumu (8.2) dle literatury [7]. Timto vztahem
se ziska matice vnitfniho utlumu s jasnou strukturou, jako ma i matice tuhosti elementu,

kde jsou svazané spravné vychylky s ptislusSnymi silovymi G¢inky.

B = p,K© (8.2)

Nyni se problém pievadi na hledani koeficientu vnitiniho utlumu by, ktery bude
vychézet z odvozené matice vnitiniho utlumu (4.32). Pro odstranéni singularity se musi
matice hmotnosti a tuhosti elementu modifikovat. Modifikace probé¢hne zavedenim
pevného vetknuti elementu a tim zajistime regularnost problému. Ziskava se nosnik,
z kterého lze zjistit potfebnou matici, a nezanedbavaji se zadné vlastnosti elementu.
Tento krok umoziiuje ziskani matice vnitiniho Gtlumu (4.32). Aby se nyni ziskal
koeficient vnitfniho utlumu, budou se porovnavat disipa¢ni energie ziskané vztahy
(4.32) a (8.2), které se museji rovnat. Disipacni energii vztahu (4.32) popisuje vztah
(8.3) a vztahu (8.2) popisuje (8.4). KdyzZ se tyto energie daji do rovnosti (8.5), tak se
ziska vztah popisujici vypocet koeficientu vnitiniho Gtlumu. Je nutné podotknout, Ze jde
o numericky odhad vlivu vnitfniho Gtlumu materialu. Vse je zapotiebi odladit s redlnym
systémem. Jelikoz se tato prace zabyva numerickou analyzou rotorového systému, bude

tato hodnota povazovana za konec¢nou a bude s ni po¢itdno v matematickém modelu.

Ep =q"(VH)'D@V g (8.3)
ED = quIK(e)q (8.4)
ED - ED (85)

Ziskany koeficient vnitiniho Gtlumu je:

B qT(VT)—lD(e)V—lq

b = —gg - 2357107
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9. MODALNIi ANALYZA ROTORU

Pokud je znam kompletni popis dynamického systému, 1ze provést jeho modalni
analyzu. Timto krokem se ziskaji zdkladni povahové vlastnosti systému. Tyto
dynamické vlastnosti systému popisuji vlastni ¢isla a k nim pfislusné vlastni kmity
systétmu (tj. vlastni vektory). Kdyz jsou znamé tyto dva zékladni povahové rysy
soustavy, lze nasledn¢ prevést soustavu dynamickych rovnic popisujici systém na
soubor nezavislych pohybovych rovnic jednotlivych oscilatord (9.1) podle kapitoly 5

této prace.

¢i(t) —sici(t) =0 (9.1)

Nejdiive bude rozebran vyznam vlastnich ¢isel systému. V rovnici (9.1) je vidét

u ¢lenu s nulovou derivaci vlastni ¢islo, které je obecné komplexné sdruzené (9.2).

si =a; +j0; kde j =+vV—1 je imaginarni jednotka 9.2)

Pohybova rovnice (9.1) ma feseni ve tvaru (9.3).

ci(t) = Cyicoie @MWt 4 Cypeqie( @10t (9.3)

(9.3) lze zapsat i ve tvaru (9.4).

Ci(t) = e“it[Aicos(.Qit) + Blsm(ﬂlt)] (94)

Z (9.4) Ize konstatovat, ze komplexni ¢ast vlastniho Cisla zptusobuje oscilujici
pohyb (tj. vlastni frekvence systému) a redlnd ¢ast dava informaci o chovani amplitudy

kmitavého pohybu (ttlum systému). Z toho pohledu se posoudi stabilita systému.

I.  Pokud vsechna o; < 0, amplituda se s casem zmensuje a soustava je
asymptoticky stabilni.
Il.  Pokud alespon jedno o; = 0, prislusny mod je na mezi stability.
I1l.  Pokud alespon jedno a;i > 0, amplituda se s casem zvétsuje a soustava je

nestabilni.
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Bylo ukazano, ze pohybové rovnice v rotorové dynamice zavisi na otackach
htidele, to znamena, Zze 1 vSechny ziskané vysledky zavisi také na vlastnich otackach
rotoru. Proto ony ziskané¢ vysledky budou zakreslované¢ do grafi, kde nezévisla
proménna bude uhlova rychlost hiidele, respektive otacky hiidele. Rozsah zkoumanych
otacek bude po celou dobu analyzovani rotoru od 0 do 500ti otacek hiidele za sekundu.
Tato hodnota vychazi z faktu, ze jsou pouzita samomazna kluzna loziska, kde jak bylo
zminéno, je maximalni mozna kluzna rychlost 10 [m/s]. To pro pramér hiidele 10 [mm]
vychazi maximalni otacky cca 318 [ot/s]. Zkoumanych 500 [ot/s] dostate¢né pievySuje
tuto maximalni oblast pouziti, zkoumana oblast plnohodnotné analyzuje vlastnosti
rotoru.

Po vykresleni imaginarnich ¢asti vlastnich ¢&isel €; (tj. vlastni frekvence)
systému v zavislosti na otdckach hiidele se ziskd takzvany Campbelliv diagram
systému (Obr.24). Vlivem gyroskopického efektu nejsou vlastni frekvence v rotorové
dynamice konstantni a dochézi k jejim $tépeni. To je velmi dilezitd informace, ktera
tika, jak je dilezité zahrnout vliv otacek do analyzy systému, jinak se ziskavaji
nesmyslné vysledky. Pokud se vlastni hodnota nestépi, jednd se o vlastni frekvenci

ptislusnou torznimu, nebo axidlnimu vlastnimu tvaru.

CAMPBELLUVY DIAGRAM
500 -
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Obr. 24: Vlastni frekvence systému
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Dale po vykresleni realnych Casti vlastnich ¢isel a; systému v zdvislosti na
otaCkach se ziska informace o stabilité systému (Obr.25). V grafu Ize vidét, ze jsou
realné hodnoty vlastnich ¢isel opét nekonstantni a opét dochazi k jejich Stépeni. Toto
zpusobuje cirkula¢ni matice, kterd vznikla zahrnutim materialového utlumu do popisu
systému. Lze konstatovat, ze ve zkoumaném rozsahu otacek je analyzovany Systém

stabilni.

STABILITA SYSTEMU
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hodnoty vlastnich cis

=

aln
&
[}
Ja
|

e

R

R e L B B B L B L R |
0 S0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fracovni otacky [1/5]

Obr. 25: Stabilita systému

Po analyze vlastnich Cisel se ziskalo mnoho informaci o systému. Bylo ¢aste¢né
zminéno, jak podle charakteru pribchu vlastniho ¢isla odhadnout, jakému druhu
vlastniho tvaru pfislusi. Nyni bude ukazano, jak jednotlivé vlastni hodnoté ptitadit jeji
vlastni vektor. Kazdému vlastnimu ¢islu systému ptislusi vlastni vektor a ten popisuje,
jakym tvarem bude pfislusna vlastni frekvence systému pii volném kmitdni kmitat.

V tloze mohou nastat tfi typy kmiti:

I.  Kmitani v axialnim sméru.
1. Torzni kmitani.

.  Kmitani v radialnim sméru.
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v

Nejzajimavéjsi jsou kmity v radidlnim sméru, jelikoz analyzované buzeni probihalo
v radidlnim sméru. Tyto vlastni vektory vychazeji opét obecné¢ komplexni. Tim
v rotorové dynamice dochazi pii kmitani k takzvanym orbitam pii pohybu. To je
zpusobeno svazanim pohybu ve sméru osy Yy a Zz. Znamena to, Ze deformovany hiidel ma

pti kmitani Svihadlovy pohyb.
Tento pohyb miize byt ve dvou formach:

|.  Protibézna precese

Il.  Soubéznd precese

Protibézna precese je takovy tvar orbitu, pfi kterém vykreslovanad trajektorie
deformovaného hiidele je v opaéném sméru, nez je smysl otaceni hiidele (Obr. 26, I.).
Soubézna precese je pripad, kdy vykreslovana trajektorie pohybu deformovaného
hiidele je ve stejném sméru, jako je smysl otaceni htidele (Obr. 26, 1l.). Vysvétleni

vzniku jednotlivych typl precesi nalezneme v ptiloze A této prace.

el
Q; 0

0 / ” y 0 =y

1. Protibézna precese 1I. Soubezna precese

Obr. 26: Typy orbiti

Diky informacim ziskanym z vlastnich vektori Ize detailn¢ analyzovat
jednotlivé kiivky vlastnich frekvenci v Campbellové diagramu a daleko vice porozumét
systému. Rozbor byl proveden pro prvnich devét frekvenci zobrazenych v Campbelloveé
diagramu. Zde nejde o vlastni hodnotu, ale o typ vlastniho tvaru. Timto kompletné

analyzujeme informace, které miizou vlastni Cisla a vlastni vektory o systému prozradit.
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1. VLASTNi FREKVENCE

Na obrazku 27 je srovnani jednotlivych posuvi prvniho vlastniho tvaru. Tim se
ziskéd informace o typu vlastniho kmitani pro prvni frekvenci. Je vidét, ze se jedna o
axidlni kmitani celého hfidele vlivem malé tuhosti spojky v axidlnim sméru. Axialni
smér znamena ve sméru osy X, kterd je vynesena pro vSechny tvary v [mm] a popisuje

délku hridele.
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Obr. 27: Prvni vlastni tvar

2. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 28 je vidét, Ze se jednd o kmitani v radidlnim sméru. Vykreslené
orbity ukazuji protibéznou precesi. Dochazi k vyraznému kmitani pfevislého konce

osazeného kotoucem.

Obr. 28: Druhy vlastni tvar
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3. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 29 je vidét, Zze se jednd o kmitani v radialnim sméru. Vykreslené
orbity ukazuji soubéznou precesi. Dochdzi k vyraznému kmitani previslého konce

osazeného kotouéem.

Obr. 29: Tteti vlastni tvar

4. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 30 je vidét, Ze se jednd o torzni kmitdni hiidele. Dochazi

K postupnému narGstani natoceni hiidele v jednom sméru.
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Obr. 30: Ctvrty vlastni tvar
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5. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 31 je vidét, Zze se jednd o kmitani v radialnim sméru. Vykreslené
orbity ukazuji protibéznou precesi. Dochdzi k vyraznému kmitani kotouce uchycené¢ho

mezi lozisky.

Obr. 31: Paty vlastni tvar

6. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 32 je vidét, Zze se jednd o kmitani v radialnim sméru. Vykreslené
orbity ukazuji soubéznou precesi. Dochazi k vyraznému kmitani kotouce uchyceného
mezi lozisky. Jednd se o obdobny tvar vlastnich tvard jako v pifipad¢ patého vlastniho

tvaru.

Obr. 32: Sesty vlastni tvar

50



KMP Bc. David Svoboda

7. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 33 je vidét, ze se jedna o torzni kmitani hiidele. Dochazi ke

zna¢nému zkrouceni hiidele.
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Obr. 33: Sedmy vlastni tvar

8. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 34 je vidét, Ze se jednd o kmitani v radidlnim sméru. Vykreslené
orbity ukazuji protibéZznou precesi. Dochézi ke kmitani hiidele v mistech mezi kotouci a
loZisky (obecné& okrajovymi podminkami). Vlastni kotouce osazené na hiideli v tomto
modu prakticky nekmitaji. Charakter vlastniho tvaru je nyni obdobny s devatym tvarem.

U osmého se ale vyraznéji projevuje kmitani previslého konce.

Obr. 34: Osmy vlastni tvar
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9. VLASTNI FREKVENCE

Na obrazku 35 je vidét, Ze se jednd o kmitani v radialnim sméru. Vykreslené
orbity ukazuji soubéznou precesi. Dochdzi ke kmitani hiidele v mistech mezi kotouci a
lozisky (obecné okrajovymi podminkami). Vlastni kotouce osazené na hiideli v tomto

modu prakticky nekmitaji.

GO0
840

I

100

a0

Obr. 35: Devaty vlastni tvar

Timto byly analyzovany jednotlivé prvni zékladni mody systému. Nyni se
ukaze, jak velky piinos maji jednotlivé mody pro celkovy popis vlastniho kmitani
rotoru. Vlastnich vektorti je tolik, jako je stupeil volnosti systému, to je v tomto ptipadé
144. Na obrazku 36 je zobrazen graf, ktery srovnava velikost jednotlivych vlastnich
tvard. Lze fict, Ze postupné piechdzi kmitani hiidele (nejnizsi mody) do jemného chvéni

(nejvyssi mody). Jelikoz jde o analyzovani kmitani rotoru, tak proto staci identifikovat

cvwr

Hodnota vlasthich tvaru

n-ta zobecnena souradnice

p 120
140 n-ty modalni prispevek

Obr. 36: Vykresleni vlastnich tvari kmitani
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10. DYNAMICKA ODEZVA ROTORU

Jsou znamy informace o vlastni povaze rotorového systému. Nyni lze zkoumat,
jakou odezvu bude mit rotor pii kinematickém buzeni jeho uloZeni. Tuto odezvu budou
popisovat prenosové charakteristiky. Tyto charakteristiky byly vytvofeny pro spektrum
otacek od 0 do 500 [ot/s] a pro frekvence kinematického buzeni od 0 do 500 [HZ].

Kinematické buzeni je ve sméru osy Yy, bude se tedy zkoumat odezva pouze ve
sméru této osy. Prenosovou charakteristikou se ziskd informace o poméru vysledné
amplitudy kmitani vici vstupni amplitudé kinematického buzeni pro riiznou hodnotu
otacek a frekvence buzeni. Na zaklad¢ takovéto charakteristiky Ize zjistit dalsi dilezité
informace o systému pii daném druhu buzeni. Lze fici, Ze pfenosova charakteristika je
modifikovany Campbelliv diagram vlastnich frekvenci, ktery ukazuje povahu systému
a ziskana prenosova charakteristika je uz konkrétni projev téchto vlastnosti pfi
dynamickém zatizeni systému.

Nejdulezitéjsi informaci co charakteristika poskytne je informace o rezonancich
systémi. Rezonance zpisobuje, ze se v systému budi vétsi a vétsi amplitudy kmitani az
dojde k samotnému poruseni, nebo destrukci zafizeni. To vypovida o dilezitosti této
informace. Rezonance se projevi ve formé soub&zné precese, nebo protibézné precese.
To uz zélezi na typu vybuzeni, na oblasti v pfenosové charakteristice a vSe ma
souvislost s vlastni povahou systému. Tato povaha byla analyzovana v kapitole o
modalni analyze systému, kde bylo ukazano, jak dynamiku systému popisuji vlastni
Cisla a vlastni vektory.

Dal8i zajimavou oblasti, kterd se projevi, jsou oblasti antirezonanci. To
znamend, ze pokud je konkrétni zkoumané misto v antirezonanci, tak ackoliv je cely
rotor buzen, tak toto zkoumané misto je viaci globalnimu soufadnému systému
spojeného se zemi v klidu a vii¢i lokdlnimu soufadnému systému spojenému s uloZenim
rotoru kmita budicim signalem.

Nyni zalezi na pouziti rotoru, co se od jeho funkce pozaduje, nebo co je pro
pouziti naopak nebezpetné. Vsechny potiebné informace se vyCtou 2z téchto
charakteristik. Nejzajimavé€jsi pro analyzu je, jakou odezvu budou mit mista ulozeni
kotouc¢li. Na obrazku 37 je zobrazena pienosova charakteristika kotouce ¢.1, tj. na
pfevislém konci. Stupnice je z divodu piehlednosti v logaritmickém méfitku. Vztah

definujici pfenos amplitudy kinematického buzeni a amplitudy kmitani kotouce je
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napsan nize (10.1). Ve vztahu je A amplituda dynamické odezvy a Art je amplituda
kinematického buzeni. Pro jednodus$si zjisténi amplitudy odezvy je na obrazku 38
zobrazena funkce pro piepocet logaritmické hodnoty pfenosu na pomérnou hodnotu

pienosu, ktera je definovana vztahem (10.2).
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450

8.2

400

350 - 345

300

250 -1.2

Otacky [1/5]

200

150 -5.4

Logarimticka hodnata prenosu [1]

100

50 -1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Frekvence [Hz]

Obr. 37: Pfenosova charakteristika kotoude ¢.1

V/ztah definujici pfenosovou charakteristiku v logaritmickém métitku:

P, = ln( 4 ) (10.1)
Aref

Vztah definujici pfenos:

p=-~ (10.2)

Aref .

Ptenosova charakteristika kotouce €.1 ukazuje mista rezonanci pro kotou¢ na
pievislém konci htidele. Prvni rezonance pfipadda na oblast kolem 40 [Hz]

kinematického buzeni. Tato rezonance se S nardstajicimi otackami §té€pi na rezonanci
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projevenou protibéZznou precesi (leva vétev) a soubéznou precesi (prava vétev). Dalsi
rezonance pripadd na oblast 110 [Hz]. V této oblasti se vétev protibézné a soub&ézné
precese slucuje a tim dochazi pfi rezonanci k chaotickému chovani kotouce. U dalSich
dvou rezonanci vna$i zkoumané oblasti dochazi ke zna¢né proménlivosti
S nartistajicimi otackami a ob¢ tyto rezonance se projevi protibéznou precesi. Mimo
rezonanci se projevuji i antirezonance (nejtmavsi oblasti). Zajimavy poznatkem je, Ze
prabéhy rezonance a antirezonance se nasleduji bezprostiedné vedle sebe u Ctvrté
rezonance. L.ze konstatovat, ze zminéné oblasti by byly vyhodnoceny jako nebezpecné

pro pouZziti rotoru.

5
10

Obr. 38: Transformacni funkce pifenosové charakteristiky z logaritmického méfitka

Na obrazku 39 je zobrazena druha pienosova charakteristika a ta piislusi kotouci
¢.2, ktery je usazen uprostfed mezi lozisky. Charakteristika je obdobna jako u kotouce
¢.1, ale je vidét, ze nejvyraznéj$i rezonance je v oblasti 110 [Hz]. Dale oblasti
antirezonanci jsou posunuty smérem k vy$Sim frekvencim. MlZeme konstatovat, Ze
tento kotou¢ je mén¢ nachylny K projevim vibraci. Ve veliké oblasti je kmitani kotouce

vuci zakladm piiblizné v poméru 1:1.
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Obr. 39: Pfenosova charakteristika kotoude ¢.2

Tyto charakteristiky ukazaly, jak se dynamicka odezva vyviji s otackami pro oba
kotouce. Nyni je na misté zjistit, jak se pro vybrané otacky vyviji dynamicka odezva
Vv ostatnich mistech rotoru. Analyzovala se dynamika mist osazenych kotoudi, ale je
zapotiebi ovéfit, zda je to dostacujici. Prubéhy dynamickych pienosi zobrazime pro
otacky 100, 200 a 300 [ot/s]. Tyto dynamické pienosy jsou v absolutnim méfitku
amplitudy. Na dal$i ose je frekvence kinematického buzeni a na tfeti ose index uzlu
diskretizovaného modelu rotoru. Dynamické odezvy jsou opét zobrazeny pro vychylky
ve sméru buzeni, tj. ve sméru osy Y.

Na obrazkach 40 az 42 jsou zobrazeny odezvy rotoru pii rychlostech 100, 200 a
300 otacek za sekundu (vybrané hodnoty otacek). Grafy nam zobrazuji chovani hiidele
v zavislosti na frekvenci buzeni, pokud jsou znamy pracovni otacky, takovato
charakteristika je pro nas dostacujici pro popis dynamického chovani rotoru.

Lze konstatovat, Ze je vhodné provést obé varianty pienosovych charakteristik,
abychom znali vyvoj rezonanci v zavislosti na otdckach rotoru, ale zaroven je vhodné
znat prubéh rezonance po délce rotoru a tim i nalézt vhodné mista na hiideli pro

analyzovani rezonanci. Dulezité je znat, v jakych hodnotach se budou pohybovat
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pracovni otacky rotoru, aby se analyza zaméfila na konkrétni oblast. Také by bylo
vhodné védét, v jakych frekvencich by se mohlo i1 kinematické buzeni pohybovat, aby
se analyza jesté vice specifikovala na uzsi oblast. VSe se ale samoziejmé odviji od typu
ulohy, kterd je feSena. V piipadé této prace jde o obecné analyzovéni rotoru a vlivu
vibraci na néj prenasenych. Proto zde byla snaha o co mozno nejobecnéjsi zachyceni
jevu a problémti, které mohou vznikat, protoze neslo o konkrétni aplikaci metodiky na
redlny pfipad. Je ziejmé, ze uz samotnd modalni analyza poskytla mnoho uzite¢nych
informaci, které pomuzou odhadem ptfedpovédét chovani. Po analyzovani vlastnich
tvart v souladu s vlastnimi Cisly systému je ziejmé, jak z Campbellova diagramu vycist,
ktera vlastni frekvence pfislusi jakému vlastnimu tvaru a jakou precesi se bude
projevovat. Tim je mySleno, ze pfi Sté€peni vlastnich frekvenci se nizsi vétev projevuje
protibéznou precesi a vyS§i vétev soubéznou precesi. Pokud se vlastni frekvence

nestépi, bude prisluset axialnimu, nebo torznimu kmitani.

- 2000
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AlA_ref
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Obr. 40: Dynamicka odezva rotoru pii 100 [ot/s]
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Obr. 41: Dynamicka odezva rotoru pii 200 [ot/s]
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Obr. 42: Dynamicka odezva rotoru pii 300 [ot/s]
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10.1 SIMULACE POHYBU ROTORU

Analyza poskytla mnoho informaci, grafi a map, které popisuji dynamické
chovéni rotoru. Nyni boudou zobrazeny numerické simulace pohybu zkoumaného
modelu rotoru sestaveného pomoci metody kone¢nych prvka. Budici signal zakladny
rotoru ma sinusovy pribéh podle vztahu (10.3). Amplituda budiciho signalu je 1 [mm].
Simulace byly provedeny pro ruzné hodnoty otacek rotoru a rizné hodnoty frekvenci
budiciho signalu. Zobrazovany jsou pohyby obou kotou¢t a parametry simulace, tj.
otacky a frekvence, budou vybirany podle pienosovych charakteristik kotouct (Obr. 37,
Obr. 39).

Yo(t) = 0,001sin (2rft) (10.3)

Reseni matematického modelu rotoru bylo provedeno Newmarkovou metodou popsané
v kapitole 7. této prace. Pohybové rovnice jsou diferencialni rovnice druhého fadu. To
znamena, ze je zapotiebi pro jejich vyfeseni znat dvé pocatecni podminky soustavy. Ty
popisuji pocateéni pohybovy stav rotoru. Pocateéni podminky jsou poloha a rychlost
rotoru v nulovém case. Obé tyto hodnoty jsou nulové, coz znamena, Ze rotor je
Vv absolutnim klidu. Zaroven ma rotor vlastni otacky. To je ale vstupni parametr popisu
systému. Zde nejde o analyzu rozbihani rotoru, ale o simulaci konkrétnich, jasné
definovanych parametrti. Tedy popis pocatec¢niho stavu rotoru lze popsat vétou, ze plné
rozto¢eny rotor je vlozeny do téchto (nulovych) pocate¢nich podminek a nasledné
simulovan. Po provedeni simulaci jsou zobrazeny v grafech orbity pohybi stiedu
htidele v mistech nasazeni kotoucu (tj. uzel, ke kterému je pficten vliv kotouci) a
zaroven Casové prubehy téchto vychylek. V obrazcich 43 - 48 je zobrazeno par
vybranych simulaci, ostatni nalezneme v ptiloze B této prace.

Jelikoz je teSena pouze dynamika rotoru, je zobrazen pouze jeho absolutni
pohyb. Pokud by se provadél napiiklad inavovy vypocet hiidele, bylo by zapotiebi
zjistit vlastni kmitani hiidele, tak by se zobrazoval jeho relativni pohyb vi¢i ulozeni,
tj. hiidel vici lozisklim. Je moZno ziskat jakykoliv potfebny vystup, véetné pomérnych
deformaci apod. To je obrovska vyhoda vlastniho naprogramovani ulohy, protoze lze
zjistit jakékoliv potfebné informace o systému. Prace ukazuje jen vybrané vysledky,

které byly povaZovany za podstatné.
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Obr. 43: Kotou¢ ¢.1; n =
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Obr. 44: Kotou¢ ¢.2; n = 150 [ot/s]; f = 40 [Hz]
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Obr. 45: Kotou¢ ¢.1; n = 200 [ot/s]; f = 100 [Hz]
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Obr. 46: Kotou¢ ¢.2; n = 200 [ot/s]; f = 100 [HZz]
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Obr. 47: Kotou¢ ¢.1; n = 250 [ot/s]; f = 250 [Hz]
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Obr. 48: Kotou¢ ¢.2; n = 250 [ot/s]; f = 250 [Hz]
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11. OTESTOVANI ANALYZY ROTORU

V SOFTWARU MSC.ADAMS

Byla provedena kompletni analyza rotoru, at uz z pohledu vlastni povahy
systému, tak 1 z hlediska dynamické odezvy pii externim zatizeni, které je zptisobené
vibracemi uloZeni rotoru. Nyni lze potvrdit ziskané vysledky z analyzy dynamickou
simulaci pohybu v softwaru MSC.Adams. Tento velmi znamy software je viceméné
vrcholem v oblasti dynamickych simulaci. Proto byl zvolen jako prostiedi, ve kterém
bude proveden simulac¢ni experiment. Zde vchdzi ale jeden problém. Software je
primarn¢ uren pro simulace pevnych téles. To je v tomto ptipadé nevhodné, protoze
rotorovy model musi obsahovat poddajny hiidel. Tomuto pozadavku se lze
v MSC.Adams pouze pftiblizit, tim tedy dochéazi k prvotnimu zkresleni vysledkd a to
vlivem uz vlastniho sestaveni modelu. Druha otazka spoc¢iva ve vlivu vnitiniho utlumu.
Analyzovany model zahrnuje vlivy vnitiniho Gtlumu v materidlu, ktery ma zavazné
nasledky, tento vliv nelze totozné podchytit v této dynamické simulaci. Pfitom vlastni
modelovy utlum by musel byt také kalibrovan s redlnym systémem. A samoziejmé
ostatni parametry modelu by musely byt odladény s redlnym modelem. V obou
ptipadech, at’ u simulace, tak i u pfedchozi analyzy byl zanedban odpor vlastniho éteru,
kde se rotor pohybuje. JelikoZ jde o prosttedi atmosféry a pohyb je Vv malych
amplitudach, mohlo byt tak ucinéno. Provedenad analyza, tak 1 simulace vychazi
Z linearnich modell rotorii. Model rotoru v MSC.Adamsu byl opét sestaven pomoci
dokonale tuhych kotouc¢l a poddajného htidele. Ale poddajny hiidel neni popséan jako
kontinuum, ale jako diskretizovany nosnik s hmotnymi pevnymi elementy spojenymi
pruznou vazbou. Je to nejvice realitu podchycujici moznost tvorby pruzného hiidele
v MSC.Adams. Vypoctovy model 1ze vidét na obrazku 49.

Pfi numerické simulaci je opravdu dulezité nastavit spravny krok feSeni.
Obzvlaste to plati v ptipad¢ velmi rychlych déja, jaké v rotorové dynamice probihaji.
Zde vstupuji dvé veliCiny, které budou fidit krok vypoctu. Jsou to otaCky rotoru a
frekvence buzeni zakladu. Vyssi z téchto hodnot bude vychozi hodnota pro volbu
kroku. Vychozi krokovani bylo voleno jako dvacetinasobek vyssi tthlové rychlosti na
jednu sekundu vypoctu (11.1). Poté byl krok navySovén a byla sledovana konvergence

feSeni.
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Obr. 49: Model rotoru v MSC.Adams

Jelikoz zkoumany rotorovy systém je experimentalni zalezitosti, tak neexistuji
pracovni otacky. Pro numerickou simulaci pohybu je nutné pocitat s konkrétnimi
otackami, proto bylo pocitano pro zvolené otacky a pro tyto hodnoty byl rotor buzen
postupné budicim signalem s riznou frekvenci, ktery mél opét sinusovy prubéh podle

vztahu (10.3). Amplituda budiciho signalu byla opét 1 [mm].

krok = 20-2m-max (f,n) -t (11.1)

V tabulce 8 jsou shrnuté podminky simulaci a zjisténé vysledky. Ukazku zjisténych
pribéht pohybu kotouct ve sméru y lze vidét na obrazku 50. Dynamické simulace
z MSC.Adamsu a dynamicka analyza provedena ve Scilabu jsou ve veliké shod¢ i ptes
pouziti odlisnych metod popisu systému. Na zdklad¢ toho lze posuzovat vysledky

z analyzy jako vérohodné.

63



KMP

Bc. David Svoboda

Otacky Budici
Kotouc 1 Kotouc 2
[1/s] | frekvence [Hz]
- 20 Amplituda kmitani Amplituda kmitani
odpovidajici budici. odpovidajici budici.
- 300 Amplituda kmitani blizici | Amplituda kmitani polovi¢ni
se nule. nez budici.
100 40 Amplituda kmitéani 1,5 Amplituda kmitani blizici se
nasobek budici. budici.
Amplituda kmitani Amplituda kmitani 3
100 200 _
polovi¢ni nez budici. nasobek budici.
Rezonance, soubézna Rezonance, soub&zna
150 120
precese. precese.
Rezonance, protibézna Rezonance, protibézna
150 100
precese. precese.
Amplituda kmitani blizici | Amplituda kmitani poloviéni
200 500
se nule. nez budici.
Amplituda kmitani Amplituda kmitani
200 40 ‘ ‘
odpovidajici budici. odpovidajici budici.
Amplituda kmitani Amplituda kmitani
300 300 ) .
polovi¢ni nez budici. odpovidajici budici.
Amplituda kmitani Amplituda kmitani
300 20

odpovidajici budici.

odpovidajici budici.

Tabulka 8: Podminky a vysledky simulaci
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Obr. 50: Dynamické simulace v MSC.Adams
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ZAVER

Préace se zabyvala popisem rotorového systému a jeho dynamickou odezvou na
kinematické buzeni. Analyza byla provedena v matematickém softwaru Scilab, ktery je
voln¢ dostupny, coz znamend veliké uSetieni finanénich nékladii za software. Dalsi
velika vyhoda je daleko hlubsi pochopeni problematiky diky jejimu velmi detailnimu
rozboru. Bylo ukazano, jak popsat hiidel jako kontinuum metodou koneénych prvki.
Tento popis jednodimenzionalnimi koneénymi prvky je obecné uzivany a platny, proto
mohl byt pouzit s piedpokladem spravnosti vysledkt. Takto byl sestaven celkovy model
rotoru ulozeny v kluznych samomaznych loziskach osazen dvéma kotouéi a spojen
lamelovou spojkou s motorem. Globalni model byl ispé$né kalibrovan s objemovym
kone¢n¢ prvkovym modelem rotoru pii nulovych otdckéach v softwaru Nastran.

Po kompletnim sestaveni dynamického modelu rotoru byla provedena jeho
modalni analyza. Ta ukazala, jak vypadaji vlastni Cisla a vlastni vektory rotorovych
systémil. Vliv gyroskopického efektu, ktery zapficini Stépeni vlastnich frekvenci, které
jsou zavislé na otackach. Dale vliv vnitiniho Gtlumu, ktery zpiisobuje nestabilitu rotoru.
Tyto hodnoty jsou také zavislé na otaCkach a dochazi k jejim Stépeni s prave
naristajicimi otackami. Po modalni analyze byla provedena dynamicka odezva, ktera
byla zachycena do riznych typt grafd, pro rizné nezavislé proménné a tyto
charakteristiky zobrazily mista rezonanci, jejich vyvoj s otdckami a tvar kmitani rotoru
pii rezonanci. Bylo zjiSténo, Ze vyvoj rezonanci kotoucll Vv zavislosti na otackach
stopuje Campbelliv diagram, pouze se projevi urcCité frekvence, které vybudi dané
buzeni. Nasledné tvar rezonance rotoru odpovidé tvaru vlastniho vektoru piislusného
jeho vlastni frekvenci. Po provedeni analyzy byla provedena simulace pohybu, ktera
byla feSena numerickou metodou feSeni diferencidlnich rovnic a simulované pohyby
korespondovaly s pifenosovymi charakteristikami a informacemi o nich zjiSténymi
z analyzy rotoru. Tim se mysli informace o soubéznych, respektive protibéznych
precesich. Z prenosovych charakteristik je vidét, ze pii kinematickém buzeni jsou
vybuzeny oba typy precesi a tuto informaci pravé ony simulace potvrdily.

Pro potvrzeni celé numerické analyzy byl proveden simulacni experiment
v softwaru MSC.Adams. Tento software byl pouzit jako nejlepsi mozna kompenzace
realného experimentu, ktery nemohl byt proveden. Pro konkrétni otacky rotoru a budici

funkce byly vysledky ze simulaci MSC.Adamsu porovnany s pienosovymi
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charakteristikami. Simulace a analyza spolu koresponduji, lze tedy predpokladat
davéryhodnost celé analyzy. Je ale nutné provést samoziejm¢ odladéni parametrt
celého dynamického modelu rotoru s redlnym systémem.

Zavérem lze shrnout, Ze ikdyZ je hiidel navrzen dostate¢né bezpecné z hlediska
zatizeni a Unavy materialu, tak je to nedostacujici, pokud neni potvrzeno dynamickou
analyzou, ze rotor neohrozuje vznik rezonance. Analyza Vv této praci potvrdila moznost
vybuzeni rezonance pii kinematickém buzeni rotoru. Pokud je tedy rotor ulozen na
neinercidlnich zakladech, je nutné provést jeho dynamickou analyzu a zjistit, zda

frekvence buzeni nezasahuje do oblasti rezonance systému.
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PRILOHA A

ROZBOR VLASTNIHO VEKTORU

V praci bylo ukazano, jak z komplexniho tvaru vlastniho ¢isla ziskat informace o
vlastni frekvenci a stabilité. Dale je nutné ziskat z komplexni hodnoty vlastniho tvaru
informaci, zda se jednd o soubéznou, nebo protibéznou precesi. Jelikoz ziskavani
informaci je u rotorovych systémii komplikovangj§i (obzvlast u mnoha stupiili

volnosti), tak je vhodné demonstrovat vSe na jednoduchém piikladé.

Demonstracni priklad:
V prostoru y, z méjme vlastni vektor v, ke kterému pfislusi vlastni ¢islo s a

htidel rotuje uhlovou rychlosti @ ve sméru hodinovych rucicek:
_[W_[ _
v=lpl=h] =i
Zakresleni jednotlivych slozek vlastniho vektoru v komplexni roviné piislusné
soutadnice, kde rotuji thlovou rychlosti € je zobrazeno na obrazku A.1.

y-ova soufadnice Z-ova soufadnice

Im{y} Im{z}
Q\/ J [ \Q

0 1T Re{y} T =

— Vy(t)= -sin(Qt) — Vy ()= cos(Qt)

Obr. A.1: Komplexni roviny vychylek
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Z polohy jednotlivych slozek vlastnich vektorG v komplexni roviné lze urcit,
jakou goniometrickou funkci charakterizuji (tzn. jaka funkce popisuje redlnou hodnotu
jednotlivé slozky).

Nyni lze zakreslit v soufadném systému Y, z vlastni vektor v a jeho smysl rotace.
Vlastni vektor a smysl rotace vychdzi ze zjiSténych goniometrickych funkci

jednotlivych soutadnic, dle jejich pribéhu.

z
Qf‘]
\Y
-1 0 1y
-1

Obr. A.2: Realna rovina vychylek — protib&ézna precese

Vysledny smysl Q v prostoru y, z odpovida smyslu thlové rychlosti htidele wo,

tz. vlastni vektor odpovida soubézné precesi.

Pokud by vlastni vektor byl ve tvaru:

=[-[7) see
z
o/ Qi
Vv
-1 0 ly
-1

Obr. A.3: Realna rovina vychylek — soubézna precese

Tak vysledny smysl Q v prostoru y, z neodpovida smyslu uhlové rychlosti

hiidele wo, tz. vlastni vektor odpovida protib&ézné precesi.
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PRILOHA B

SIMULACE POHYBU ROTORU

Absolutni pohyb uzlu v prostoru

Casova zavislost vychylek y, z

0.002 0.002 4
:
0.0015 0.0015
0.001 0.0014
0.0005 0.0005 ﬁ
. 1
= E
E 0 W 0] ‘ - '
= = ! 1
-0.0005 -0.0005
-0.001 -0.0014
-0.0015 -0.0015
-0.002 T T ‘ -0.002 T T T T T T T T T ‘
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I
z[m] ts]
Obr. B.1: Kotou¢ ¢.1; n = 80 [ot/s]; f = 20 [HZz]
Absolutni pohyb uzlu v prostoru Casova zavislost vychylek y, z
0.002 0.002
H
0.0015 0.0015
0.001 0.001
0.0005 0.0005 ﬂ H
— E |
E 04 = 04 ] | | LA |
= = i |
-0.0005 -0.0005 j U U U
-0.0014 -0.0014
-0.0015 -0.0015
-0.002 T T T -0.002 T T T T ‘ T ‘ T T '
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
z[m] ts]

Obr. B.2: Kotou¢ ¢.2; n = 80 [ot/s]; f = 20 [Hz]
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y[m]

y [m]

y[m]

Absolutni pohyb uzlu v prostoru

Casova zavislost vychylek y, 2

0.002 0.002 -
1 :
00015 0.0015
0.001] 0.001]
0.0005 0.0005 7 i
E ] \q | i .
07 ~ 04
= ] | |
i | k)
-0.0005 -0.0005 4
-0.001 -0.001
-0.0015 -0.0015 4
-0.002 : : : -0.002 . . . T )
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
z[m] ts]
Obr. B.3: Kotou¢ ¢.1; n = 150 [ot/s]; f = 55 [Hz]
Absolutni pohyb uzlu v prostoru Casova zavislost vychylek vy, z
0.003 0.003 ~
¥
0.0025 0.0025 -| :
0.002+ 0.002 -
0.0015 0.0015 4
0.001 0.001 J\
0.0005 _ 0.0005 ~ ( | !
E W[ e 1!
0+ [ 0 | i | |
> |
-0.0005+ -0.0005 '
_0.0014 -0.0014
00015+ -0.0015
-0.0024 -0.002+
-0 0025+ -0.0025
-0.003 T ‘ ‘ T ‘ -0.003 . T T ‘ 1
-0.003 -0.002 -0.001 O 0.001 0.002 0.003 0.1 0.2 0.3 04 05
z[m] t[s]
Obr. B.4: Kotouc¢ ¢.2; n = 150 [ot/s]; f = 55 [Hz]
Absolutni pohyb uzlu v prostoru Casova zavislost vychylek y, z
0.006 0.006 ~
4 ¥
0.005 - 0.005 £
0.004 - 0.004 1
0.003 - 0.003 1
0.002 4 0.002 ] F
0.001- _ 0.0014 ﬁ ,’I' “ | A ")‘| |
E I Il ‘
0 ™ 0+ \‘ lm[\' | ’\r “|| ,I‘u r r'1
> 001] I il |
-0.0014 -0.0014 \ ¥
-0.002 1 -0.002
_0.0034 -0.0034
-0.004 1 -0.004
-0.005 1 -0.005
-0.006 T T ‘ ‘ T -0.006 ‘ T ‘ T ‘ T ‘ :
0006 -0.004 -0002 0 0002 0004 0006 0 005 01 015 02 025 03 035 04
z[m] t[s]

Obr. B.5: Kotou¢ ¢.1; n = 200 [ot/s]; f = 120 [Hz]
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y [m]

y [m]

y[m]

Absolutni pohyb uzlu v prostoru Casova zavislost vychylek y, z
0.012 0.012+
0.014 0.014 :
0.008 0.008 -
0.006 0.006 - M
0.004 0.004 -
0.002 _ 0.002- |'|‘| ‘ q
: R
0.002 ~ 0.0021 ||| ‘ U | UI
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0.008 1 -0.008
-0.011 -0.014
por 001 0.01 oo 0 005 01 015 02 025 03 035 04
tis]
Obr. B.6: Kotou¢ ¢.2; n = 200 [ot/s]; f = 120 [HZz]
Absolutni pohyb uzlu v prostoru Casova zavislost vychylek y, z
0.012 00124
0.014 0.01 :
0.008 1 0.008 1
0.006 4 0.006 4
0.004 + 0.004 4
0.002 ' o 0002 1| ‘, fl.n.'l " m J‘N
i = s i I A LY
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Obr. B.7: Kotou¢ ¢.1; n = 300 [ot/s]; f = 330 [Hz]
Absolutni pohyb uzlu v prostoru Casova zavislost vychylek y, z
0.012 0012
0.014 001 :
0.008 1 0.008 1
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Obr. B.8: Kotouc¢ ¢.2; n = 300 [ot/s]; f = 330 [Hz]
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Absolutni pohyb uziu v prostoru Casova zavislost vychylek y, z
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Obr. B.9: Kotou¢ ¢.1; n = 300 [ot/s]; f = 400 [HZz]
Absolutni pohyb uzlu v prostoru Casova zavislost vychylek y, z
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Obr. B.10: Kotou¢ ¢.2; n = 300 [ot/s]; f = 400 [Hz]
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