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Anotace:

Titul: Stereometrie podporovand geometrickymsi programy

Hlavnim cilem této diplomové prace je sestavit kratky text k tématu stereometrie doplnény
o sbirku pievazné fesenych, ale i nefesenych tiloh. Ulohy zafazené do sbirky obsahuji statické
a dynamické obrazky zkonstruované v geometrickych programech GeoGebra 5.0 a Cabri 3D,
které byly vybrany s ohledem na vhodnost, dostupnost a moznosti vyuziti ve vyuce. Dynamické
obrazky jsou pfilozeny v elektronické podobé na CD. Sbirka tloh, kteréd tvoii hlavni cast diplo-
mové prace, je doplnéna teoretickym textem k tématu stereometrie, prizkumem zabyvajicim
se vyukou stereometrie na stiednich skolach a vlastnimi poznatky ohledné pouzivani geome-
trického softwaru pfi vyuce stereometrie, které autorka ziskala v rdmci své praxe na Stiedni

prumyslové skole strojni a elektrotechnické v Liberci.

Klicéova slova: Geometricky software, GeoGebra, Cabri 3D, stereometrie, sbirka tloh.

Summary:

Title: Stereometry supported by the geometric programs

The main aim of this diploma thesis is to create a short text concerning stereometry supplemen-
ted with a set of exercises which are mostly solved and partly unsolved. The set is accompanied
by static and dynamic images which were constructed in two geometric programs GeoGebra 5.0
and Cabri 3D which were chosen for their suitability, accessibility and facilities regarding edu-
cational purposes. The dynamic images are attached in an electronic form on a CD. The set of
exercises, which constitutes the main part of the diploma thesis, is accompanied by theoretical
text concerning stereometry, a survey of teaching stereometry at upper secondary schools and
author’s findings which she gained during her teaching practice at Secondary technical school

in Liberec.

Key words: Geometric software, GeoGebra, Cabri 3D, stereometry, set of exercises.



Zusammenfassung;:

Titel: Raumgeometrie unterstiizt mit den geometrischen Programmen

Das Hauptziel dieser Diplomarbeit ist einen kurzen Text mit einem Set der Recheniibungen
berwiegend mit und teilweise ohne Losung zum Thema Raumgeometrie zu bilden. Die Reche-
niibungen enthalten statische und dynamische Bilder, die in zwei gometrischen Programmen
- GeoGebra 5.0 und Cabri 3D - konstruiert wurden. Diese Programme wurden wegen ihrer
Eignung, Zuginglichkeit und ihre Moglichkeiten beziiglich des Unterrichts ausgewihlt. Die dy-
namische Bilder sind beigelegt in der elektronischen Form auf der CD. Das Set der Recheniibun-
gen, die den meisten Teil der Diplomarbeit bilden, ist ergéinzt durch den theoretischen Text
zum Thema Raumgeometrie, die Erforschung des Unterichts der Raumgeometrie in den Mittel-
schulen und Autors Erkenntnisse, die sie wihrend ihrer Praxis auf der Technischen Mittelschule

in Liberec gewonnen hat.

Schliisselwérter: Geometrie Software, GeoGebra, Cabri 3D, Raumgeometrie, Set der Re-

cheniibungen.
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Kapitola 1

Uvod

Pojem ,matematika‘ vyvolava v mnohych z nas predstavy souvisejici s ¢isly a riznymi pocet-
nimi operacemi. Matka véd, jak byva matematika pro sviij esencialni vyznam pro ostatni exaktni
védy Casto nazyvéana, vsak v sobé ukryvad mnoho témat, kterd nemuseji mit nutné s pocitanim
mnoho spole¢ného. Jednim z takovych je stereometrie, neboli prostorova geometrie, ktera se
zabyva studiem prostorovych vztahti. Nemtuzeme vSak Tici, Ze bychom se ve stereometrii bez
¢isel obesli tplné. Kromé zkouméni polohovych vlastnosti se stereometrie zabyva také urcéovéa-
nim odchylek, vzdélenosti a vypocty obsahti a objemil téles, které jinak nez pocitanim obvykle
zjistit nelze. Vétsinou se vsak jednd o nenaro¢né pocetni operace zalozené na spravném vyhod-
noceni prostorové situace, jez byva zpravidla slozit€jsi nez samotny vypocet.

Nejdtlezitéjsim predpokladem pro Gispésné feseni stereometrickych tloh je dostatecné roz-
vinuta prostorova predstavivost. K jejimu utvareni a osvojovani ve skolnim prostiedi mizeme
pouzit celou fadu pomiticek. Mezi tradi¢ni pomticky pro znazornéni vzajemnych poloh primek
a rovin patii tuzky, listy papiru, tabule nebo stény tfidy. Pro znézornéni zakladnich téles se pou-
zivaji papirové ¢i draténé modely a rizné druhy stavebnic, ze kterych si zaci mohou pozadované
téleso sami sestavit. V posledni dobé se ve skolach vedle téchto klasickych pomtcek zacinaji
objevovat také rtizné matematické softwary, které si kladou za cil zvySeni efektivity vyuky.
V soucasné dobé existuje nékolik geometrickych softwarid, které umoznuji pracovat v trojroz-
mérném prostoru a mohou tedy byt pouzity pfi vyuce prostorové geometrie.

Téma stereometrie a jeji vyuka na stfedni skole s vyuzitim vybranych geometrickych soft-
warll GeoGebra a Cabri 3D je zédkladnim kamenem této diplomové prace. Prvni kapitolu tvori
avod. Dalsi kapitola je vénovana prostorové predstavivosti, moznostem jejiho rozvijeni a nék-
terym dalsim charakteristikdm, které s timto tématem souvisi. Nasledujici kapitola zprostied-

kovava pohled na vyuku stereometrie na stfednich skolach ve svétle Skolské reformy a zaro-
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ven predstavuje zakladni informace o programech GeoGebra a Cabri 3D. Ve c¢tvrté kapitole
jsou uvedeny teoretické zaklady stereometrie, jejichz obsah odpovida priblizné obsahu stereo-
metrie vyuCovanému na gymnéziich. Kapitola pata tvori nejpodstatnéjsi a nejrozsahlejsi ¢ast
celé prace. Obsahuje sbirku fesenych i nefeSenych tloh, ktera je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni
¢asti sbirky jsou uvedeny priklady na rozvoj obecné prostorové predstavivosti, druha c¢ast je
vénovana tradi¢nim i netradi¢nim tdloham ve vyuce stfedoskolské stereometrie. V nasledujici
kapitole autorka shrnuje své poznatky ohledné vyuzivani programu Cabri 3D pii vyuce fezi
béhem své dvoutydenni praxe na Stredni primyslové skole strojni a elektrotechnické v Liberci.
Predposledni kapitola celé prace poskytuje vysledky prizkumu, ktery byl zaméfen na soucas-
nou podobu vyuky stereometrie na stfednich skolach a na vyuzivani geometrickych softwari

pro skolni tcely. Zavér tvori posledni kapitolu celé prace, tedy kapitolu osmou.



Kapitola 2

Prostorova predstavivost

Prostorova predstavivost a jeji rozvoj je nedilnou soucasti vyuky stereometrie. Umoznuje nam
fesit ulohy tykajici se znazornovani téles, vzajemné polohy geometrickych utvart, dale pak
prostorové konstrukéni tlohy atd. Co se vSak pod pojmem prostorova predstavivost vlastné
skryva?

Definici tohoto pojmu se zabyvalo mnoho autori. Jak mizeme najit v [13], prostorova pied-
stavivost je jakési vidéni prostoru. Ten ale musi vidét kazdy, kdo vidi. Problém je v tom, zZe
nestaci prostor vidét, ale je nutné si ho téZz uvédomovat. Jind definice vysvétluje prostorovou
predstavivost jako schopnost vytvaret, uchovavat, vybavovat si a pretvaret dobre strukturo-
vané vizualni obrazy. Nejedné se vSak o jednotnou koncepci. Ve skuteénosti existuje nékolik
druhti prostorovych schopnosti, z nichz kazda zdaraznuje jiné aspekty vytvareni, uchovavani
a transformace obrazu. (pfelozeno z [9])

Ve vyc¢tu definic by bylo mozné pokracovat jesté dlouho, nicméné seznamit ¢tenaie s ruz-
nymi pohledy na prostorovou predstavivost neni hlavnim cilem této prace. Rada bych zde vsak
uvedla jesté jednu definici prostorové predstavivosti, ktera podle mého nazoru nejvice odpovida
stereometrickému pojeti. Prostorova predstavivost je chapana jako soubor schopnosti tykaji-
cich se reprodukénich i anticipacnich, statickych i dynamickyjch predstav o tvarech, vlastnostech

a vzajemnych vztazich mezi geometrickymi utvary v prostoru - [12, s. 33].

2.1 Rozvijeni prostorové predstavivosti

Prostorova predstavivost se rozviji na zakladé geneticky podminénych a vrozenych vloh. Tento
vyvoj se realizuje procesem zrani a uceni, které je ovliviiovano vlastni ¢innosti jedince, prostie-
dim a v neposledni fadé také vychovou. Podle Gergelitsové [2] se vétSina odborniki pfiklani

k nazoru, ze prvni vékova etapa intenzivniho rozvoje prostorové predstavivosti nastava jiz
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v predskolnim véku, zhruba okolo péti let. Déti si v tomto véku vytvareji zdkladni geometrické
predstavy, které rozvijeji prostfednictvim riznych her v podobé stavebnic a skladanek. K témto
druhtim her inklinuji zejména chlapci, coz by mohlo vysvétlovat, pro¢ muzi obecné disponuji
lepsi prostorovou predstavivosti nez zeny. Dalsim dilezitym obdobim je mladsi skolni vék, kdy
se na rozvoji ditéte podili vyznamnym zptisobem i gkola. [20, s. 368]

Ackoli lze prostorovou predstavivost rozvijet po cely Zivot a tedy i v dospélosti, jeji za-
nedbéani ve véku 10-15 let mize vést k nedostatecné trovni prostorového chapani na vyssim

vzdélavacim stupni. [2].

2.2 Rozdily mezi prostorovou predstavivosti muzu a zen

Zajimavym tématem, nejen z hlediska matematiky, je srovnani muzi a zen, respektive jejich
schopnosti v riznych oblastech lidské ¢innosti. Mnohé vyzkumy ukézaly, Ze mezi obéma skupi-
nami existuji statisticky vyznamné rozdily ve vykonech pfi feseni uloh tykajicich se prostorové
predstavivosti. Bylo zjisténo, Ze na rozdil od Zen maji muzi silné rozvinuté centrum pro prosto-
rové vnimani umisténé v predni ¢asti pravé hemisféry, ktera se navic vyviji rychleji u chlapci
nez u divek, a dosahuji tedy lepsich vysledkt v testech prostorové predstavivosti nez zeny.
Urcity vliv se pricitd také muzskému pohlavnimu hormonu testosteronu. Ukazuje se, ze urcita
hladina testosteronu pozitivné ovliviiuje prostorové schopnosti, pficemz pro muze je vyhodnéjsi
mensi koncentrace tohoto hormonu a pro Zeny zase naopak vyssi. [12].

Prestoze jsou tyto rozdily mezi obéma pohlavimi védecky potvrzené, ucitel by mél pristu-
povat ke kazdému zaku jako k jednotlivci a jeho schopnosti by mél hodnotit podle dosazeného

vykonu a ne pouze na zakladé vysledkt védeckych vyzkumi.

2.3 Pohled na prostorovou predstavivost jako jedno z hlavnich
kritéril tspésSnosti v zivoté

Ackoli pojmy jako prostorova predstavivost a zivotni tspéSnost nemaji na prvni pohled nic
spole¢ného, vyzkum pomoci subtestu SP z inteligencniho testu I-S-T Amthauera ukazal pravy
opak. Prostorova orientace, jejiz troven byla timto subtestem zjistovana, se ukdzala byt z hle-
Pti analyze tohoto prekvapivého zjisténi byl vyvozen zavér, Ze nejde jen o prostorovou pred-
stavivost v ptivodnim smyslu, ale o obecnou schopnost orientace ve svété, véetné orientace ve

spole¢nosti ¢ na pracovisti. [16]
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7 uvedeného vyzkumu vyplyva, Ze rozvijeni prostorové predstavivosti je dtlezité nejen pro
ziskani dobrych vysledkt ve Skole ale i pro nas vlastni Zivot, coz je dalsim divodem, pro¢ by

meéli ucitelé matematiky nejen na stiednich skolach vénovat tomuto tématu zvysenou pozornost.

2.4 Vyvoj arovné prostorové predstavivosti

Na zavér této kapitoly bych rada zminila vyzkum, jehoz cilem bylo porovnat vysledky testu
prostorové predstavivosti, ktery byl proveden v letech 1984 az 1987 mezi 870 zaky zékladnich
a stfednich Skol a studenty ucitelstvi matematiky, a testem slozenym z typové shodnych tloh,
kterého se ve skolnim roce 2007/2008 zucastnilo 536 zakt ze sedmi stfednich 8kol.

Oba testy se skladaly ze ¢tyt dloh, které byly obtiznosti pfizpiusobeny danému typu Skoly.
V prvni tloze méli Zaci za kol rozvinout plast krychle vSemi moznymi zptisoby, tedy nalézt
vSech jedenact siti krychle.
Druhou tilohou bylo naértnout téleso, které bylo mozno protdhnout bez mezer vSemi vyznace-

nymi otvory (obr. 2.1).

Obrazek 2.1: Ukazka zadani tlohy ¢. 2 - test prostorové predstavivosti 2007/2008.

Tteti tloha obsahovala bokorys, narys a pudorys krychle, na niz je navinut drat (obr. 2.2).

Ukolem zakt bylo danou krychli zobrazit ve volném rovnobé&zném promitan.

Bokorys Narys Pudorys

Obrézek 2.2: Ukazka zadani tlohy ¢. 3 - test prostorové predstavivosti 2007/2008 .

V posledni tloze byl znadzornén narys a ptdorys télesa a tikolem bylo naértnout jeho bokorys

(obr. 2.3).
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Narys Pldorys

Obrazek 2.3: Ukazka zadani ulohy ¢. 4 - test prostorové predstavivosti 2007/2008.

Celkem mohli zaci v jednotlivych testech prostorové predtavivosti doséhnout patnécti bod.
7 porovnani vysledki obou testti vyplynulo, Ze prvni, druhou i tieti tlohu fesili vyznamné
1épe zaci testovani v letech 1984 /1987, zatimco v tiloze ¢tvrté si nepatrné 1épe vedli zaci testovani
v letech 2007/2008. Celkovy pramér testu z let 1984 az 1987 dosahl 6 bodt, zatimco primér
testu provedeného ve skolnim roce 2007/2008 byl pouze 3,75 bodu. Z dosaZzenych vysledki
lze konstatovat, ze vykony zakid nejsou uspokojivé a potvrzuji snizujici se Groven prostorové

predstavivosti. [12]



Kapitola 3

Stereometrie na stredni skole

S tématem stereometrie se ve vét$im ¢i mensim rozsahu setka kazdy student stfedni skoly. Diky
skolské reformé, ktera predstavuje pro vSechny skoly piechod od jednotnych osnov k vytvareni
rémcovych vzdélavéacich programt (RVP), podle nichz si skoly tvoii své vlastni skolni vzdélavaci
programy (SVP), se obsah a hodinovad dotace stereometrie lisi jak mezi jednotlivymi typy

strednich skol tak i mezi stfednimi skolami, které poskytuji vzdélani ve stejném oboru.

3.1 Zarazeni tématu stereometrie v SVP stfednich skol

Povinnost zafadit téma stereometrie do SVP vychéazi z ocekdvanych vystupti definovanjch
v RVP prislusnych obort stfedniho vzdélavani. V nasledujicim textu jsou pro ilustraci uvedeny
ocekavané vystupy pro oblast stereometrie zarazené v RVP pro gymnéazia a odborné stfedni

skoly s maturitni zkouskou.

Ocekavané vystupy - RVP pro gymnazia

Zak

e pouzivd geometrické pojmy, zdivodnuje a vyuziva vlastnosti geometrickych atvard v ro-

viné a v prostoru, na zakladé vlastnosti tiidi atvary;
e urcuje vzajemnou polohu linedrnich utvart, vzdalenosti a odchylky;
e vyuziva nacrt pii feSeni rovinného nebo prostorového problému;

e v ulohach pocetni geometrie aplikuje funkéni vztahy, trigonometrii a Gpravy vyrazi, pra-

cuje s proménnymi a iracionalnimi ¢isly;
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e iesi polohové a nepolohové konstrukéni tilohy uzitim vSech bodt dané vlastnosti, pomoci

shodnych zobrazeni a pomoci konstrukce na zakladé vypoctu;

e zobrazi ve volné rovnobézné projekci hranol a jehlan, sestroji a zobrazi rovinny fez téchto

téles;

e fesi planimetrické a stereometrické problémy motivované praxi. (pfevzato z [10])

Ocekavané vystupy - RVP pro odborné vzdélavani
74k
e urcuje vzajemnou polohu dvou primek, pfimky a roviny, dvou rovin, odchylku dvou pri-

mek, pfimky a roviny, dvou rovin, vzdalenost bodu od roviny.

e urcuje povrch a objem zakladnich téles s vyuzitim funkcénich vztahi a trigonometrie.

(prevzato z [11])

Stejné jako se lisi ocekavané vystupy riaznych stfednich skol, 1isi se i obsah stereometrie, ktery
je témto vystuptim piizptisoben. Na stfednich skolach poskytujicich odborné vzdélani se ucivo
stereometrie omezuje na zakladni polohové a metrické vlastnosti v prostoru a urcovani objemu
a povrchi zakladnich téles. Na skolach gymmnazidlniho typu jsou uvedend témata probirana
vice do hloubky a obsah je dale rozsifen napiiklad o shodna a podobné zobrazeni ¢i o polo-
hové konstrukéni tlohy, které se vSak v nékterych pripadech objevuji i na stfednich odbornych
skolach technického zaméfeni. S obsahem je svazana i hodinova dotace stereometrie, ktera je
opét individudlni zalezitosti jednotlivych skol. Bliz§imu zkoumani vyuky jednotlivych oblasti
stereometrie a jejimu ¢asovému rozvrzeni se vénuje kapitola ¢. 7, ve které jsou zpracovana data

z dotaznikového Setfeni provedeného na stiednich skolach Libereckého kraje.

3.2 Vyuziti vybranych geometrickych softwart pri vyuce stereo-

metrie

Pti vjuce stereometrie jsou na zaky kladeny vysoké pozadavky z hlediska jejich prostorové
predstavivosti. Velmi dtilezité je proto dodrzet zasadu nazornosti a podpoftit vyklad teorie rtiz-
nymi pomtckami, které zaktim usnadni pochopeni probirané latky a budou vhodné piispivat
k rozvoji jejich prostorové predstavivosti. BéZné pouzivanymi pomickami jsou rtzné typy mo-

delu téles (draténé, dievéné, skladaci apod.), papirové sité nebo bézné prostiedky jako tuzka,
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pravitko ¢i seSit vyuzivané zejména k demonstraci polohovych vlastnosti. Vedle téchto tra-
di¢nich pomiicek se v poslednich letech diky rozvoji pocitac¢ové techniky objevilo i mnozZstvi
geometrickych softwart umoziujich praci s dynamickymi modely, se kterymi lze rtizné pohybo-
vat ¢i ménit zadani. Mezi nejznaméjsi geometrické softwary pouzivané pri vyuce stereometrie
patii programy Cabri a GeoGebra. Zminéné softwary byly pouzity i pro ucely vypracovani této

diplomové prace a jejich zakladni charakteristika je blize popsana v nasledujicim textu.

3.2.1 Cabri 3D

Program Cabri 3D je trojrozmérnym néasledovnikem rovinné verze Cabri II a stejné jako jeho
predchudce je vytvoren pfimo pro vyukové ucely. Ackoli je program licencovany a jeho porizeni
neni levnou zalezitosti, patii k soucasné Spi¢ce mezi geometrickymi softwary vyvinutymi pro
skolské potreby. O jeho kvalitach svéd¢i mimo jiné i skutecnost, ze v roce 2007 ziskal prvni
misto v prestizni mezinarodni soutézi vyukovych digitalnich produkti BETT Award, ve které
jsou hodnocena kritéria jako pfinos pro vyuku, pomér cena - vlastnosti, design a podobné [21].

Prostfedi programu je prehledné a uzivatelsky nenaroéné (obr. 3.1).

Obrazek 3.1: Prostiedi geometrického softwaru Cabri 3D.

Cabri 3D lze diky Sirokému spektru nastroju a funkci vyuzit téméf ve vSech tématech skolské
stereometrie - od polohovych a metrickych tloh pfes shodna zobrazeni az po vypocty povrchi
a objemu téles. U polohovych tuloh lze diky moznosti rotace a nastaveni tthlu pohledu na scénu
snadno demonstrovat vzajemné polohy pfimek a rovin. Pii feSeni konstrukénich tloh je neo-
cenitelnou funkei prehravani jednotlivych krokt konstrukce. Dalsi zajimavou moznosti, kterou
program nabizi, je vytvoreni sité mnohosténu nebo ptikaz ,ofiznout mnohostén“. Oproti své

prvni verzi disponuje druhd verze Cabri 3D metrickymi néastroji i nastroji dynamickymi jako
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jsou stopa a animace pohybu bodu po objektu, které zvysuji vyuzitelnost tohoto programu pfi
vyuce. Nicméné pii pouziti metrickych nastrojua je tfeba upozornit na skute¢nost, ze v nékterych
pfipadech vysledky ziskané v programu Cabri 3D nedpovidaji pfesné vysledktim teoretickym.
Dtvodem je zaokrouhlovani vysledkt a zptisob konstrukce télesa.

Urcitym nedostatkem programu je také jeho vyuziti, které sice vyhovuje oblasti stereometrie,
kde je Cabri 3D idedlnim prostfedkem pro znézornéni situace a kontrolu feseni, ale naptiklad
pro ucely analytické geometrie jsou jeho moznosti nedostacujici. Ackoli konstrukce vytvorené
v daném prostiedi vypadaji diky Siroké paleté barev, variacim tloustky a stylt éar prehledné,
program postrada moznost nastaveni viditelnosti zakladnich téles z nabidky a nelze zde ani na-
stavit prihlednost plochy. S tim souvisi problém se vzajemnym zakryvanim zobrazenych ploch
a obtiznost vybéru zakrytého objektu pro dalsi manipulaci.

I pfes zminéné nedostatky prinasi Cabri 3D do vjuky rovinné i prostorové geometrie fadu

vvvvvv

posledni fadé také zvyseni nazornosti vyuky.

3.2.2 GeoGebra 5.0

GeoGebra je dynamicky matematicky software, ktery nachazi pfi vyuce matematiky Siroké
uplatnéni. Lze vyuzit nejen pro potfeby geometrie, ale i pro vyuku algebry a matematické
analyzy. Diky rychlému vyvoji, kterym tento program od svého vzniku neustale prochézi, se
v nedavné dobé objevilo i jeho trojrozmérné pokracovani - GeoGebra 5.0 verze beta - ktera
rozsifuje moznosti jeho vyuziti i na prostorovou geometrii.

Prostfedi programu nabizi t¥i zdkladni okna, ve kterych je mozné pracovat (obr. 3.2).
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Obrazek 3.2: Prostfedi geometrického softwaru GeoGebra 5.0.
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Algebraické okno zobrazuje vytvorené objekty prostfednictvim zapisu, ndkresna (grafické okno)
umoznuje konstrukci objektt v roviné a graficky nahled 3D poskytuje trojrozmérné zobrazeni
dané konstrukce. VSechna tii okna jsou navzajem propojena, respektive kazdy objekt nakresny
je zobrazen i v grafickém 3D nahledu a jeho zéapis je uveden v algebraickém okné. Nakresna
i graficky nahled disponuji vlastnim panelem néastroji, ktery umoznuje vytvaret nové objekty.
Dalsi zpisob vytvoreni nového objektu poskytuje vstupni pole s piikazovym fadkem umisténé
v dolni ¢asti obrazovky, do néhoz se zadéva novy objekt pomoci algebraického zapisu.

Nabidka nastroji a zptsob ovladani grafického okna je velmi podobny jako v programu
Cabri 3D. Stejné jako Cabri 3D nabizi i GeoGebra 5.0 funkci automatického otaceni a funkci
animace, kterd se zde uskuteciiuje pomoci néstroje ,,posuvnik“. Navic vSak disponuje nasta-
venim prihlednosti ploch a moznosti dynamického zobrazeni narysu, bokorysu a ptdorysu
konstrukce.

Velkou vyhodou GeoGebry obecné oproti licencovanému Cabri 3D je jeji volna stazitelnost

a neustaly vyvoj, ktery z ni ¢ini stale silnéjsiho konkurenta placenych matematickych softwarti.



Kapitola 4

Teoretické zaklady stereometrie

Pro zpracovani teoretickych zakladu stereometrie bylo ¢erpano z ucebnice Matematika pro gym-
ndzia - Stereometrie [19], kterd nabizi uceleny ptehled této tematiky, a ¢asteéné z ucebnice
Matematiky pro SOS a SOU [15]. Déle byly pouzity zdroje [14] a [18], které piedstavuji vy-
sokoskolské pojeti vybranych stereometrickych témat. Vzhledem k tomu, Ze vétSina textu byla
prevzata ¢i upravena podle [19], nachéazi se v kapitole pfimé odkazy pouze na ostatni zdroje.

Cilem této kapitoly neni podat kompletni piehled teorie stereometrie ale pouze jejich nékterych

¢asti vybranych s ohledem na sbirku prikladd, ktera se nachazi v nasledujici kapitole.

Stereometrie je ¢ast geometrie, ktera se zabyva vlastnostmi prostorovych utvart. Zakladnimi
geometrickymi utvary stereometrie jsou bod, pfimka a rovina. O pfimce i o roviné hovorime
jako o neomezenych ttvarech, nebot obsahuji nekoneéné mnoho bodi.

Ogznaceni Gtvart:

e bod ... velkéd pismena latinské abecedy A, B, C, ...
e piimka ... malé& pismena latinské abecedy a, b, c, ...

e rovina ... mald pismena fecké abecedy «, 3,7, ...

Volné rovnobézné promitani
Volné rovnobézné promitani je jednou z mnoha metod zobrazovani prostorovych atvart do ro-
viny (prumétny). Pfi zobrazovani objekti ve volném rovnobézném promitani (obr. 4.1) musime

zohlednit nasledujici pozadavky.

e Pokud rovinné utvary lezi v rovinach rovnobéznych s primétnou, zobrazi se ve skutecné

velikosti.

29
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(a) (b) (c)
Obrazek 4.1: Krychle (a), kvadr (b) a jehlan (c) ve volném rovnobézném promitani.
e Shodné a navzajem rovnobézné usecky, které nejsou rovnobézné se smérem promitani, se
zobrazi jako tsecky shodné a navzajem rovnobézné.

e Pokud shodné a navzajem rovnobézné usecky jsou rovnobézné se smérem promitani,

zobrazi se jako body.

e Pii zobrazovani téles sviraji isecky kolmé k primétné s vodorovnymi tseckami, lezicimi
v rovinach rovnobéznych s priimétnou, thel 45° a jejich délka odpovidé poloviné jejich

skutecné velikosti.

4.1 Polohové vlastnosti

V nésledujicim textu se budeme vénovat polohovym vlastnostem bodti, pfimek a rovin a pred-

stavime si feSeni nékterych polohovych konstrukénich aloh.

4.1.1 Zakladni vztahy mezi body, pfimkami a rovinami

Bod, ptfimka a rovina jsou zékladnimi ttvary prostorové geometrie. Znalost polohovych vlast-
nosti téchto utvart je nezbytnym predpokladem pro tspésné provadéni vypoctu i feseni kon-

strukénich Gloh.

Zakladni tvrzeni

1. Dvéma riznymi body A, B je uréena jedind pifimka.
2. Lezi-li dva rizné body v roviné «, pak pfimka p jimi uréend lezi také v roviné a.

3. Maji-li dvé ruzné roviny «, 8 spoleény bod A, pak maji spoleénou celou piimku, ktera

timto bodem prochéazi.
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4. Rovina je jednoznac¢né urcena:
a) bodem a pfimkou, kterd danym bodem neprochdzi;
b) dvéma rtznobéznymi primkami;
¢) dvéma ruznymi rovnobéznymi ptimkami;

d) tfemi riznymi body nelezicimi v pfimce.
Libovolnd rovina rozdéluje prostor ma dva nazdjem opacné poloprostory a je jejich spolecnou
hraniéni rovinou.
Vzajemna poloha dvou pfimek

Pfimky v trojrozmérném prostoru zaujimaji navzajem tii zédkladni polohy (obr. 4.2). Podle

téchto poloh rozliSujeme pfimky:

e rovnobézné:
a) ruzné - zadny spoleény bod;

b) splyvajici - vSechny body spolec¢né;
e riznobézné - pravé jeden spolecny bod;

e mimobézné - zadny spoleény bod.

Obréazek 4.2: Pfimky rovnobézné riuzné (a, b), splyvajici (a, d), riznobézné (b, ¢), mimobézné

(a, c).

Vzajemna poloha pfimky a roviny

Primka a rovina mohou byt navzdjem riznobézné nebo rovnobézné. Vzajemnou polohu piimky

a roviny rozliSujeme podle toho, kolik maji spole¢nych bodi (obr. 4.3), tj. maji-li
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e pravé jeden spolecny bod — piimka je riiznobéznd s rovinou;

e alespoinl dva spole¢né body — pfimka je rovnobézna s rovinou a je jeji soucasti;

e 74dny spoleény bod — primka je rovnobézné s rovinou, ale neni jeji soucasti.

Obrazek 4.3: Primka ¢ rtznobéznd s rovinou p, pfimka a rovnobéznd splyvajici s rovinou p,

pfimka b rovnobézna rtizna s rovinou p.

Rovnobéznost ptimek a rovin:

e Primka je s rovinou rovnobézna, jestlize je rovnobézna alespon s jednou pfimkou roviny.

e Je-li pfimka rovnobézna s dvéma riznobéznymi rovinami, je rovnobézna i s jejich prisec-

nici (obr. 4.4).

Obrazek 4.4: Rovnobéznost pfimky s prisecnici dvou navzajem riznobéznych rovin.
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Vzajemna poloha dvou rovin
Dvé roviny v trojrozmérném prostoru (obr. 4.5) mohou byt navzajem:
e riuznobézné - spolecnd pfimka;

e rovnobézné:
a) ruzné - zadny spoleény bod;

b) splyvajici - v8echny body spole¢né.

Obrézek 4.5: Roviny rtznobézné («,~; 5,7; 0,7), rovnobézné ruzné («, 3; a,0), rovnobéiné

splyvajici (8, 9).

Pro rovnobéznost dvou rovin plati nasledujici dvé tvrzeni.

e Dveé roviny jsou rovnobézné, jestlize v jedné z nich lezi dvé rliznobézné piimky, které jsou

rovnobézné s druhou rovinou (obr. 4.6).

e Jsou-li dvé rovnobézné roviny protaty tfeti rovinou, pak jsou vzniklé dvé priisecnice také

navzajem rovnobézné - viz piimky a, b z obrazku 4.5 .
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Obréazek 4.6: Rovnobé&znost dvou rovin.

Vzajemna poloha t¥i rovin
Tt roviny v trojrozmérném prostoru mohou byt
e vSechny t¥i navzajem rovnobézné - obr. 4.7(a);

e dvé rovnobézné a tieti rovina protinajici obé ve dvou navzajem rovnobéznych primkach

- obr. 4.7(b);

e t¥i po dvou rtznobézné (obr. 4.8):
a) s jednou spole¢nou pruseénici;
b) s tfemi navzajem rovnobéznymi prusecnicemi;

¢) s tfemi rtiznobéZnymi priseénicemi protinajicimi se v jediném spolecném bodé.

(a) (b)

Obrazek 4.7: TTi navzajem rovnobézné roviny (a), dvé rovnobézné roviny a jedna rovina s nimi

ruznobézna (b).
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AX R

(b) (c)

(a

Obrazek 4.8: TTi po dvou riznobézné roviny s tfemi navzajem rovnobéznymi priseénicemi (a),
s jednou spole¢nou prisecnici (b), s tfemi pruse¢nicemi protinajicimi se v jednom bodé (c).
4.1.2 Polohové konstrukéni ulohy
Pruseéik primky a roviny
Priisecik pfimky a, kterd je rtiznobézna s rovinou o, (obr. 4.9) ziskdme nasledujicim zptsobem:

1. Piimkou a prolozime vhodnou rovinu p, ktera je s rovinou o rtiznobézné.

2. Urc¢ime priisecnici b rovin p a o.

3. Prusecik P pifimek a a b je hledanym prisecikem pfimky a a roviny o.

Obrazek 4.9: Prisecik pfimky s rovinou.

Rez télesa rovinou

Priinik télesa s rovinou nazyvame fezem télesa rovinou. Jedné se o rovinny atvar, jehoz hranice
tvofi prunik hranice télesa a roviny fezu. Pro konstrukei fezii (viz sekce 5.2.2) jsou dilezité

nasledujici véty a dusledky, které z téchto vét vyplyvaji.
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Veéty:
1. Lezi-li dva rizné body v roviné, pak ptimka, kterd je jimi urcena, lezi také v této roviné.
2. Dvé rovnobézné roviny jsou protaty tieti rovinou ve dvou rovnobéznych primkach.

3. Jsou-li kazdé dvé ze tii rovin riznobézné a maji-li tyto tii roviny jediny spolecny bod,

potom prochézeji timto bodem vSechny tii prisecnice.
Disledky:

1. Lezi-li dva rtzné body roviny fezu v roviné nékteré stény, lezi v roviné stény i jejich

spojnice. Prinik spojnice a stény je jednou stranou rezu.

2. Jsou-li roviny dvou stén navzajem rovnobézné a pritom rtéiznobézné s rovinou fezu, jsou

prusecnice roviny fezu s rovinami téchto stén také navzajem rovnobézné.

3. Prilisecnice roviny fezu s rovinami dvou sousednich stén se protinaji v jednom bodé lezicim

na primce, kterd prochazi hranou spole¢nou obéma sténam.

Osova afinita

Jsou dany dvé rtiznobézné roviny a a o a smér s, ktery neni rovnobézny s zddnou z rovin «
a o/. Osova afinita je geometrickd piibuznost, kdy bodu jedné roviny odpovida jeho rovnobézny
prameét ve sméru s do druhé roviny.

Prusecnice rovin « a o' se nazyva osa afinity (obr. 4.10).

Obréazek 4.10: Zobrazeni bodu A, B v osové afinité s osou o.
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Stfedova kolineace

Jsou dany dvé riiznob&zné roviny o a o’ a bod S, ktery nelezi v zadné z rovin « a o’. Stiedova
kolineace! je geometrické p¥ibuznost, kdy bodu jedné roviny odpovida jeho stfedovy primét
z bodu S do druhé roviny. Priisecnice o rovin « a o’ se nazyva osa kolineace, bod S se nazyva

stfed kolineace (obr. 4.11).

Obrazek 4.11: Zobrazeni bodu A, B ve stfedové kolineaci s osou o.

Prunik primky s télesem

Uréovani pruniku pfimky s télesem (viz sekce 5.2.2) provadime nasledujicim zptisobem (obr. 4.12):
1. Ptimkou prolozime libovolnou rovinu.
2. Urcime tez télesa touto rovinou.
3. Prinik pfimky s fezem télesa je zaroven prinik pfimky s télesem.

Pokud je télesem hranol, je vhodné prolozit pfimku rovinou rovnobéznou s boénimi hranami
hranolu, tato rovina se nazyva smérova rovina.
Pokud je télesem jehlan, vybereme rovinu, kterd prochézi vrcholem jehlanu, tato rovina se

nazyvéa vrcholova rovina.

1Stiedova kolineace a osova afinita presahuji standardni latku stiedni koly a pfedstavuji tak pfechod mezi
stfedoskolskou a vysokoskolskou matematikou. Z tohoto diivodu jsou zde zminény pouze stru¢né definice obou

typt promitani podle [18] a v nasledujicim textu se jiz terminy ,afinita“ a  kolineace* nepouzivaji.
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Obréazek 4.12: Prinik pfimky s télesem.

Pricka mimobézek danym bodem, resp. danym smérem

Pricka mimobézek je pfimka protinajici obé mimobézky nebo tsecka s krajnimi body na danych
mimobézkach (obr. 4.13). Postup pro uréeni pticky mimobéZzek prochazejici danym bodem je

nasledujici.
1. Jednou mimobézkou a danym bodem prolozime rovinu.
2. Urcime prisecik roviny a druhé mimobézky.

3. Spojnice daného bodu a priseciku je hledanou prickou.

Obrazek 4.13: Pricka mimobézek danym bodem.

Ulohu vést pricku mimobézZek danym smeérem resime obdobné jako ulohu predchdzejici pouze
s tim rozdilem, Ze vybranou mimobezZkou vedeme rovinu, kterd je rovnobéznd s danym smérem

- viz sekce 5.2.2.
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4.2 Metrické vlastnosti

Mezi zakladni metrické vlastnosti patii urcovani odchylek, vzdalenosti a uréovani kolmosti.

4.2.1 Odchylka

Odchylkou rozumime thel, ktery mezi sebou sviraji pfimky, roviny, resp. pfimky a roviny.

Odchylka dvou pfimek

Odchylka a dvou primek a, b je velikost nulového, ostrého nebo pravého thlu, ktery ma libovolné
zvoleny vrchol V a ramena na piimkach o, b, které prochazeji bodem V a jsou rovnobé&zné

s danymi pfimkami a, b. [15, s. 161]
e Odchylka dvou rovnobéznych piimek je rovna nulovému thlu.

e Odchylka dvou riznobéznych primek je velikosti kazdého z ostrych nebo pravych uhli,

které spolu primky sviraji.

e Odchylka dvou mimobéznych pfimek je odchylkou dvou rtiznobéznych piimek vedenjych

libovolnym bodem prostoru rovnobézné s danymi mimobézkami.

Odchylky muzeme napfiklad uréovat u pfimek prochézejicich hranami krychle (obr. 4.14).

Obrazek 4.14: Dvojice hran na krychli: riznobézky a, b, rovnobézky ¢, d, mimobézky e, f.
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Odchylka primky a roviny

e Odchylka primky b a roviny p, které nejsou navzajem kolmé, je rovna odchylce piimky b

a jejiho pravouhlého pramétu a do dané roviny p (obr. 4.15).

e Odchylka pfimky kolmé k roviné je 90°.

Obrézek 4.15: Odchylka pfimky a roviny.

Odchylka dvou rovin

Odchylka dvou rovin §, v je odchylka jejich priisecnic a, b s rovinou «, ktera je k obéma danym

rovindm kolma (obr. 4.16).

Obrazek 4.16: Odchylka dvou rovin.
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4.2.2 Kolmost

Kolmosti rozumime odchylku o velikosti 90° mezi pfimkami a rovinami.

Kolmost dvou primek
e Dvé piimky jsou navzdjem kolmé, pokud je jejich odchylka 90°.

e Dvé usecky jsou navzajem kolmé, pokud lezi na kolmych primkéch.

Kritérium kolmosti pfimky a roviny: Je-li primka kolmd ke dvéma riznobézZnym primkdm

roviny, pak je k roviné kolmd (obr. 4.17).

Obrazek 4.17: Kolmost pfimky a roviny.

Kolmost dvou rovin

Dvé roviny jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdyz jedna z nich obsahuje pfimku kolmou k druhé

roviné (obr. 4.18).

Obrazek 4.18: Kolmost dvou rovin.
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4.2.3 Vzdalenost

Vzdalenosti rozumime nejkratsi moznou spojnici mezi danymi geometrickymi utvary.

Vzdalenost bodu od pfimky

Pro zjisténi vzdalenosti bodu A od pfimky a mtzeme pouzit nasledujici dva postupy.

Prvni postup - obr. 4.19(a):

1. Sestrojime rovinu o = Aa.

2. V této roviné z bodu A spustime kolmici b k primce a.

3. Vzdalenost bodu A od paty P kolmice b je hledana vzdélenost v = |AP| = |Aal.
Druhy postup - obr. 4.19(b):

1. Sestrojime rovinu o, kde A € 0 Ao La.

2. Urc¢ime prisec¢ik P primky a s rovinou o.

3. V roviné o uréime velikost tsecky AP, kterd odpovidd hledané vzdalenosti bodu A od

primky a.

(a) (b)

Obrézek 4.19: Uréeni vzdalenosti bodu od pfimky podle prvniho zptsobu (a) a podle druhého
zpusobu (b).
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Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost bodu A od roviny o je vzdalenost bodu A a jeho pravothlého priimétu A’ do roviny

o (obr. 4.20).

Obrazek 4.20: Vzdalenost bodu od roviny.

Vzdalenost pFimek a rovin

e Vzdalenost dvou rovnobéznych pfimek je vzdalenost libovolného bodu jedné pfimky od

druhé pfimky.

e Vzdéalenost dvou rovnobéznych rovin je vzdalenost libovolného bodu jedné roviny od

druhé roviny.

e Vzdalenost pfimky a roviny s ni rovnobézné je vzdalenost libovolného bodu pfimky od

této roviny.

e Vzdalenost dvou mimobéznych primek je velikost takové pricky mimobéZek, kterad je

k obéma z nich kolméa. Jde o nejmensi vzdalenost mimobézek (obr. 4.21).

Obrézek 4.21: Vzdalenost dvou mimobézek.
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4.3 Zobrazeni

Zobrazeni Z v prostoru je pfedpis, kterym bodu X prostoru piifazujeme pravé jeden bod X’

prostoru. Bod X se nazyva vzor a bod X’ jeho obraz. Zapis uvedeného vztahu vypada nésle-
dujicim zptsobem: Z: X — X’. Mnozinu obrazt vSech bodt ttvaru U zna¢ime U’ a nazyvame
obraz utvaru U.

Bod X, pro jehoz obrazy plati X’ = X, se nazjvd samodruzny bod zobrazeni.

Utvar U, pro ktery plati U’ = U, se nazjva samodruZny ttvar zobrazeni.

Utvar, ve kterém je kazdy bod samodruzny, se nazjva IDENTITA.

4.3.1 Shodna zobrazeni
Rovinna soumérnost

Je dana rovina p. Soumérnost podle roviny p (rovinnd soumeérnost) v prostoru je shodné zob-

razeni S(p), které pfirazuje:
1. kazdému bodu X ¢ p bod X’ tak, ze pfimka XX’ je kolm4 k roviné p a stfed usecky
X X' lezi v roviné p;
2. kazdému bodu Y € pbod Y/ =Y.

Rovina p se nazyvéa rovina soumérnosti. Zobrazeni pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDV

v rovinné soumérnosti S(«), jehoz podstava lezi v roviné «, ukazuje obrézek 4.22.

Obrazek 4.22: Zobrazeni jehlanu ABCDV v rovinné soumérnosti S(«).

Stfedova soumérnost

Je ddn bod S. Soumérnost podle stfedu S (stfedovd soumeérnost se stiedem S) v prostoru je

shodné zobrazeni S(S), které pfifazuje:
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1. kazdému bodu X # S bod X' tak, ze bod S je stfedem tusecky X X';

2. bodu S bod S’ = S.
Bod § se nazyva stired soumeérnosti. Zobrazeni pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABCDV ve
stfedové soumérnosti S(S), kde S = V| ukazuje obrazek 4.23.

B’ A’

C' DI

A
B

Obrazek 4.23: Zobrazeni jehlanu ABCDV ve stiedové soumérnosti S(S), kde § = V.

Osova soumeérnost

Je ddna osa o. Soumérnost podle osy o (osovd soumérnost s osou o) v prostoru je shodné

zobrazeni S(o), které pfifazuje:
1. kazdému bodu X ¢ o bod X' tak, ze piimka X X’ je kolm4 k piimce o a stfed usecky
X X’ lezi na pfimce o;
2. kazdému bodu Y € o bod Y =Y.

Piimka o se nazyvd osa soumérnosti. Na obrazku 4.24 je znazornén pravidelny ctyiboky

jehlan ABCDV v osové soumérnosti S(0) podle ptimky o = <> BC.
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Obrazek 4.24: Zobrazeni jehlanu ABCDV v osové soumérnosti S(o).

Otocdeni

Je dana pfimka o a orientovany thel, jehoz velikost je . Otoceni kolem pfimky neboli rotace

v prostoru je shodné zobrazeni R(o, ¢), které pfifazuje:

1. kazdému bodu X ¢ o bod X’ tak, ze paty kolmic z bodii X, X' k pfimce o splyvaji

v bodé S, rovina XS, X’ je kolméa k ose o, a orientovany tthel X S, X’ ma velikost ¢;
2. kazdému bodu Y € o bod Y’ =Y.

Pifimka o se nazyva osa otoceni, iihel ¢ se nazyva tihel otoceni. Pravidelny ¢tyiboky jehlan

ABCDYV v rotaci R(o, ¢), kde B € o A 0o L ABC znézonuje obrazek 4.25.

Obrazek 4.25: Zobrazeni jehlanu ABCDV v otoceni R(o, ¢).
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Posunuti

Je dana nenulova orientovana tsecka A B. Posunuti neboli translace v prostoru je shodné zob-
razeni T(AB), které kazdému bodu X pfitazuje pravé jeden bod X' tak, Ze orientované tisecky
X X' a AB maji stejnou délku a stejny smér.

Pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV znézornény v posunuti T(KL) - obr. 4.26.

Obréazek 4.26: Zobrazeni jehlanu ABCDV v posunuti T(KL).

4.3.2 Podobna zobrazeni
Stejnolehlost

Je dan bod S a realné ¢islo x (k # 0). Stejnolehlost (homotetie) se stiedem S a koeficientem s

je zobrazeni H (S, k), které pfitazuje:

1. kazdému bodu X # S bod X’ tak, ze plati: |SX'| = |x| - | SX]; pfitom pro x > 0 lezi bod
X' na poloptimce SX, pro k < 0 je bod X’ bodem polopiimky opac¢né;

2. bodu S bod S’ = S.

Cislo x se nazyva koeficient stejnolehlosti. Znizornéni pravidelného ¢étyibokého jehlanu

ABCDYV ve stejnolehlosti H(S, k), kde 0 < k < 1, ukazuje obrazek 4.27.
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Obréazek 4.27: Zobrazeni jehlanu ABCDV ve stejnolehlosti H(S, k).

4.4 Télesa

Télesem se rozumi prostorové omezeny souvisly geometricky utvar, jehoz hranici (nazyvanou
také povrchem) je uzaviend plocha. V nasledujicim textu budou s ohledy na ucely této diplo-

vvvvv

ve stereometrii véetné téles rotac¢nich.

4.4.1 Mnohostény

Mnohosténem se rozumi kazdé téleso, jehoz hranice (povrch) je tvofen sjednocenim n mnoho-
thelnika (stén) takovych, Ze strana kazdého z nich je zaroven stranou sousedniho mnohothel-
niku a zadné dva sousedni mnohouhelniky nelezi v jedné roviné.

Mnohostény miizeme rozdélit na télesa hranolového typu (napi. krychle, kvadr) a télesa
jehlanového typu (napf. étyfstén).

Déleni hranoli:

e Kolmy hranol - bo¢ni hrany hranolu jsou kolmé k roviné jeho podstavy.
e Kosy hranol - bo¢ni hrany hranolu nejsou kolmé k roviné jeho podstavy.
Déleni jehlant:

e Kolmy jehlan - pfimka prochézejici vrcholem jehlanu a stfedem soumérnosti podstavy

(pokud existuje) je kolma k roviné podstavy.

e Kosy jehlan - piimka prochézejici vrcholem jehlanu a stfedem soumérnosti podstavy

(pokud existuje) neni kolmé k roviné podstavy. (Obr. 4.28(b))
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Kolmy hranol a kolmy jehlan, jejichz podstavami jsou pravidelné n-thelniky, se nazyvaji pravi-
delny n-boky hranol a pravidelny n-boky jehlan - obr. 4.28(a). Pokud je jehlan rozdélen
rovinou rovnobéznou s podstavou na dvé télesa, z nichz jedno je opét jehlan, nazyva se druhé

téleso vzniklé fezem komoly jehlan - obr. 4.28(c).

AN

(a) (b) (c)

Obréazek 4.28: Pravidelny pétiboky jehlan (a), kosy jehlan (b), pravidelny pétiboky komoly
jehlan (c).

Objemy a povrchy mnohosténii

V nésledujici tabulce 4.1 jsou uvedeny vzorce pro vypocet objemt a povrchi zakladnich mno-

hosténti.
Téleso Objem Povrch Znaceni
Hranol V =5 S =28, + Sy v ... vyska
Sp ... obsah podstavy
Spy ... obsah plasté
Jehlan V= %Spv S =25, + Sp v ... vyska

Sy ... obsah podstavy
Spi ... obsah plasté

Komoly jehlan | V = %v(Sl + /5182 + 52) | S=51+ 52+ Sy | v ... vyska
S1 ... obsah dolni podstavy
So ... obsah horni podstavy

Spi ... obsah plasté

Tabulka 4.1: Vzorce pro vypocty objemu a povrchti mnohosténti.
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4.4.2 Rotaéni télesa

Rotacni téleso je téleso, které vzniklo rotaci rovinného obrazce kolem dané piimky, tzv. osy

rota¢niho télesa.

Obrazek 4.29: Rota¢ni kuzel vznikly rotaci pravothlého trojuhelnika kolem odvésny.

Nejcastéji vznikaji rotaéni télesa rotaci rovinného utvaru kolem pfimky obsahujici jednu jeho

stranu:
e rotacni valec - ¢tverec nebo obdélnik, rotace kolem libovolné strany;
e rota¢ni kuzel - pravouhly trojihlenik, rotace kolem jedné z odvésen (obr. 4.29);
e komoly rotacéni kuzel - pravouhly lichobéznik, rotace kolem krat$iho ramene;

e koule - pulkruh.

Rotacni téleso zvané anuloid, neboli torus, vznika rotaci kruhu kolem pfimky, ktera neni jeho

soucasti, ale lezi ve stejné roviné jako dany kruh.

Objemy a povrchy rotac¢nich téles

Vzorce pro vypocty objemu a povrchi zdkladnich téles znazornuje tabulka 4.2. V ptipadé koule
existuji vedle vzorci pro vypocet objemu a povrchu celého télesa i vzorce pro vypocet ¢asti

koule:
e Objem kulové Gisece: V = %)71'(37“% + v2), kde 71 je polomér podstavy tisece a v je vyska
Usece.

e Objem kulové vrstvy: V = In(3r? 4+ 3r3 + v?), kde 71 a ry jsou poloméry podstav

vrstvy a v vyska vrstvy.
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e Objem kulové vysede: V = Zm(3rf 4+ v?) + %WT%(T —v), kde 7 je polomér kulové

usece, v vyska kulové tisece a r polomér koule.

e Povrch kulového vrchliku nebo pasu: S = 27rv, kde r je polomér kulové plochy

a v vyska vrchliku (pasu).

Rotacéni téleso | Objem Povrch Znaceni
Rotac¢ni valec V =nar?v S =2nr(r+v) |v... vyska
r ... polomér podstavy
Rotac¢ni kuzel V = irriy S=mnr(r+s) v ... vyska
r ... polomér podstavy
s ... délka strany
rozvinutého plasté
Komoly V=2nv@?+nrro+7r3) | S=nmrf+7mr}+|v.. vitka
rotaéni kuZel + 7ws(ry +72) r1, ra ... poloméry
podstav
s ... délka strany
rozvinutého plasté
Koule V= %WTS S = 4nr? r ... polomér
Anuloid V = 21%r’R S = 4n?rR r ... polomér kruhu
R ... vzdalenost stfedu
kruhu od osy rotace

Tabulka 4.2: Vzorce pro vypocty objemi a povrchti rotac¢nich téles.

Objem a obsah plasté rotacnich téles je mozné vypocitat také pomoci urcitého intergrélu.
Vzhledem k tomu, Ze integralni pocet je probiran pouze na nékterych typech stfednich skol
a tvori prechod mezi stfedoskolskym a vysokoskolskym uéivem, jsou zde oba vzorce (pfevzaté
z [14, str. 124]) pro uplnost uvedeny, ale v pfikladech (viz sekce 5.2.5) se pro vypocet obsahii

a objemu rotacnich téles pouzivaji vzorce uvedené v tabulce 4.2.

Vypocdet obsahu plasté rotaéniho télesa: Obsah Q plasté rota¢niho télesa, které vznikne
rotaci kiivky, vytvorené jako graf spojité nezdporné funkce y = f(x), x € (a,b) kolem osy z je

déan vztahem
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CQzleff@ﬁ¢T+(ﬁxD%m.

Vypocdet objemu rota¢niho télesa: Objem V rota¢niho télesa, které vznikne rotaci kiivky,

vytvorené jako graf spojité nezaporné funkce y = f(z),x € (a,b), kolem osy z je dan vztahem

VZf[U@WM.



Kapitola 5
Sbirka prikladu

Sbirka prikladt, které je vénovan nasledujici text, vychazi z teoretického zékladu stereometrie
uvedeného v predchozi kapitole. Text sbirky je rozdélen do dvou zékladnich ¢asti. Prvni se
zabyvéa obecnou prostorovou pfedstavivosti a druhd je vénovana témattim stereometrie bézné
probiranym na stfedni Skole. Jednotliva témata obsahuji fesené tllohy doplnéné o pripadny ko-
mentar i nefeSené tlohy, jejichz vysledky jsou uvedeny v priloze.

Priklady pouzité v této sbirce byly pfevzaty z riiznych zdroji, podle téchto zdrojt upraveny,
nebo samostatné vytvoreny. Upravy se tykaly nejéastéji znaceni nebo rozsahu zadani, které bylo
podle potieby rozsifeno nebo zkraceno. Vybér prikladt byl pfizptisoben také moznostem geo-
metrickych softwari, ve kterych byly k jednotlivym piikladtim vytvoreny doprovodné obrazky.
I pfes urcité nedostatky (napf. chybéjici viditelnost pfi konstrukei téles) byla diky snadnému

ovlddani a moznostem znazornéni pohybu vytvofena vétsina obrazk v programu Cabri 3D.

5.1 Ulohy na rozvoj obecné prostorové predstavivosti

V prvni ¢asti zacilené na rozvoj obecné prostorové predstavivosti najdeme tlohy na odvalo-
véni krychle, ur¢ovani narysu, bokorysu a ptidorysu téles zobrazenych ve volném rovnobézném
promitani, tlohy vyuzivajici siti téles a dalsi. Mezi hlavni zdroje, které byly vyuZity pro vy-
bér prikladu do této ¢asti sbirky, patfily publikace od J. Molnara [12], a V. Repése [20], které

zaroven slouzily jako cennd inspirace pro vlastni navrhy.

Uloha ¢é. 1

Koétovy zapis krychlového télesa je zpiisob znazornéni télesa pomoci ¢isel symbolizujicich pii-
tomnost krychle v dané vrstvé. Na obrazku 5.1 jsou pomoci tohoto zapisu znazornéna tii krych-

lova télesa.

53
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Je mozné z téchto téles sestavit télesa na obrazku 5.27 (prevzato z [20, s. 370])

1 1

] [0 O

A) B) C)

Obrazek 5.1: Kétovy zapis zadanych krychlovych téles.

Obrazek 5.2: Kétovy zapis slozenych krychlovych téles.

Reseni: Zluté téleso - NE, zelené téleso - ANO (napi.: 2A + 2B), modré téleso - NE, ervené
téleso - ANO (napf.: 2A + 1B + 1C) - viz obr. 5.3.

(a) (b)

Obréazek 5.3: Slozena krychlova télesa.

KOMENTAR: Vzhledem k tomu, Ze télesa A, B i C se sklddaji ze sudého poctu krychli, musi
proto i vysledné téleso z téchto téles sloZen€ obsahovat sudy pocet krychli. Z tohoto duvodu nelze

naptiklad sestavit modré téleso, které obsahuje celkem 11 krychli, coZ je lichy pocet.

Uloha &. 2

Na obrazku 5.4 jsou znazornéna tii riznéd krychlova télesa. Zapiste pomoci kétového zapisu

pohled na dané télesa shora a zepfedu (smérem od pozorovatele). (viastni ndavrh)
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Obrazek 5.4: Krychlova télesa.

Reseni: Reseni tlohy ukazuje obréazek 5.5.

By o Ny o TR

(a
Obrazek 5.5: Kétovy zapis téles pii pohledu zepiedu (a) a shora (b).

KOMENTAR: Pro obménu ulohy mizeme zvolit jiné druhy pohledd, napr. z boku. Celou tlohu

je také mozno obmenit tak, Ze studenti urcuji krychlové teleso podle jeho kdtového zapisu.

Uloha ¢&. 3

Urcete polohu lomené ¢ary znézornéné na draténém modelu krychle (obr. 5.6) a jeji otisk po
odvaleni krychle jednou smérem k pozorovateli, jednou vpravo z pohledu pozorovatele a jesté

jednou vpted smérem k pozorovateli. (viastni ndvrh)

Obrazek 5.6: Lomena ¢ara na draténém modelu krychle.
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Reseni: Orientace lomené ¢ary draténého modelu krychle po odvaleni i jeji stopa (znézornéna

modfe) jsou uvedeny na obrazku 5.7.

Obrazek 5.7: Orientace lomené ¢ary a jeji stopy po odvaleni.

KOMENTAR: Ke zndzornéni konecné podoby lomené édry je zapotiebi urcit vyslednou orientaci
krychle, respektive jejich vrcholi. Ndrocnost ulohy muZeme zvysit nebo naopak sniZit prostred-
nictvim instrukci ohledné pouZivdani pomucek. Modely krychli a moznost vyuZiti ndcrtku mohou

resent znacné usnadnit.

Uloha ¢. 4

Krychle na obrazku 5.8 ma kazdé dvé protéjsi stény natfeny stejnou barvou. Uréi barvu po-
sledniho policka, ktera odpovida barvé stény, na které stoji krychle pfi dokonceni odvalovani

po Sedé, 7luté a hnédé cesté. (vlastni ndvrh)

Obrazek 5.8: Odvalovani krychle po vyznacené cesté.
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Reseni: Odvalovanim po Sedé a zluté cesté skonci krychle na poslednim poli¢ku zelenou sténou.

Pfi odvalovani po hnédé cesté se pak krychle zastavi na modré sténé (obr. 5.9).

Obrézek 5.9: Urceni barevného policka po dokonceni odvalovani.

Uloha &. 5

Hraci kostka mé stény oznacené od jedné do Sesti, pficemz soucet bodi protéjsich stén je vzdy
sedm. Najdéte nejkratsi zptisob odvaleni krychle tak, aby se dostala spravnou sténou na zluté,

modré a ¢ervené policko (obr. 5.10). (vlastni ndvrh)

Obrazek 5.10: Hledani nejkratsi cesty odvaleni krychle na dané policko.

Reseni: Moznosti nejkratsiho zptsobu odvaleni znazoriiuje obrazek 5.11.

KOMENTAR: Ke kaZdému z barevngjch policek se lze dostat nejkratsim zpisobem vice cestami,
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Obrazek 5.11: Znazornéni nejkratsich cest odvaleni krychle na dana policka.

které se vsak sklddaji ze shodného poctu policek. Ulohu miZeme obménit napriklad tak, Ze Ziky

nechdme hledat cestu, kterd obsahuje oproti nejkratsi ceste jedno policko navic.

Uloha ¢. 6

Na obrazku 5.12 jsou znézornény tfi krychle s riznym barevnym znacenim vybranych casti
a jejich sité, v nichz je vSak oznacCena pouze dolni podstava krychle. Dopliite barevné znaceni

krychli do pfilozenych siti. (vlastni ndvrh)

(a) (b) (c)

Obrazek 5.12: Krychle a jejich sité s vyznacenou spodni podstavou.

Reseni: Reseni tlohy je znazornéno na obrazku 5.13.

KOMENTAR: V ptipadé ,b“ md krychle kromé jedné stény oznacenou také jednu hranu a jeden
vrchol. Vzhledem k tomu, Ze v krychli je kaZdd hrana spolecnd dvéma stendam a kaZdy vrchol

prislust trem hrandm, must byt tato skutecnost zndzornena © v siti krychle.
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~

(a) (b) (c)

Obrazek 5.13: Krychle a jejich sité s barevnym vyznacenim vybranych ¢asti.

Uloha ¢&. 7

Na obrazku 5.14 jsou znazornény dva pravidelné mnohostény - osmistén a dvanactistén - s ba-
revné vyznacenymi prvky (2 stény, 2 hrany a 1 vrchol). Vyznaéte tyto prvky v siti uvedenych

téles. (vlastni ndvrh)

Obrazek 5.14: Osmistén s dvanéctisténem a jejich sité.

Reseni: Barevné znaceni siti odpovidajici znac¢eni obou mnohostént ukazuje obrazek 5.13.

Obrazek 5.15: Sité osmisténu a dvanactisténu s odpovidajicim barevnym znacenim.



KAPITOLA 5. SBIRKA PRIKLADU 60

Uloha ¢&. 8

Zobrazte ve volném rovnobézném promitani téleso, které lze ,natésno“ bez mezer protadhnout

otvory uvedenymi na obrazku 5.16. (prevzato z [12, s. 199])

Obrazek 5.16: Otvory urcené k protazeni hledaného télesa.

Reseni: Téleso, které lze bez mezery protahnout zadanymi otvory je zobrazeno na obrazku 5.17.

\

Obrazek 5.17: Hledané téleso.

KOMENTAR: Tri otvory, kterymi lze protdhnout ,natésno® dané téleso tvori ve skutecnosti
ndrys, bokorys a pudorys tohoto télesa. V programu GeoGebra 5.0 je mozné plynule prechdzet

mezi narysem, bokorysem a pidorysem uréeného télesa (viz. priloha na CD).

Uloha &. 9

Na obrazku jsou znazornéna po fadé ¢tyfti télesa - hranol, krychle, kuzel a valec - a ¢tyfi otvory
(obr. 5.18). Ke kazdému otvoru urcete vSechna télesa, které je mozné timto otvorem bez mezery

protahnout z jedné strany na druhou. (upraveno podle [12, s. 118])
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ALTOO [T

(a) (b)

Obrazek 5.18: Otvory a télesa urcend k protazeni.

Reseni: Prvnim otvorem lze protdhnout pouze kuzel. Druhym otvorem projde bez mezery
krychle, hranol i valec. Do tfetiho otvoru lze vsunout ,natésno“ krychli a hranol a do po-

sledniho otvoru valec a kuzel.

KOMENTAR: Otvory urcené k protaZent jsou v podstaté riznymi pohledy na télesa, respektive
jegich obrys. K resent uloh tohoto typu obvykle pouZivame zdkladnich pohledu na téleso - zepredu,
shora a z boku. V urcitych pripadech si vsak s témito pohledy nevystacime. V pripadé krychle
a jejtho protaZeni otvorem cislo 8 bylo nutné, aby se pri pohledu prekryvaly protéjsi vrcholy

(vrcholy spojené télesovou uhlopFickou), viz obr. 5.19.

Obrazek 5.19: Pohled na krychli odpovidajici pravidelnému Sestithelniku.

Uloha ¢&. 10

Do pripraveného modelu krychle znazornéte ve volném rovnobézném promitani polohu jednoho
kusu dratu, ktery je na krychli namotén, pokud znéte jeho narys, bokorys a ptidorys (obr. 5.20).
(prevzato z [12, s. 120])
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L

Narys Bokorys Padorys

(a) (b)

Obrazek 5.20: Narys, bokorys a pidorys dratu (a), model krychle (b).

Reseni: Zptisob namotani dratu na krychli zndzornéné ve volném rovnobézném promitani uka-

zuje obrazek 5.21.

Obrazek 5.21: Zobrazeni namotani dratu na krychli ve volném rovnobézném promitani.

KOMENTAR: Ulohu je mozné obménit tak, Ze zvolime obrdiceny postup, kdy ze zndzornéni
dratu na krychli ve volném rovnobézném promitdni budeme urcovat ndrys, bokorys a pidorys

drdtu - viz. ndsledugici uloha.

Uloha ¢&. 11

Sestrojte narys, bokorys a pudorys dratu, ktery je namotan na krychli zndzornéné ve volném

rovnobézném promitani - obr. 5.22. (vlastni ndvrh)

i

C

Obrazek 5.22: Zobrazeni namotani dratu na krychli ve volném rovnobézném promitani.
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Reseni: Nérys, bokorys a ptidorys namotani dratu je znazornén na obrazku 5.23.

Narys Bokorys Pldorys

Obrazek 5.23: Narys, bokorys a pudorys dratu namotaného na krychli.

KOMENTAR: Grafické zndzornéni tiloh ¢. 10 a 11 bylo zpracovdno v programu GeoGebra 5.0,
ktery umoZnuje dynamicky prechod mezi ndrysem, bokorysem a pudorysem télesa a lze tak vy-

uzit pro snadnou kontrolu obou tuloh (viz. priloha na CD).

NERESENE ULOHY:

Uloha ¢&. 12

Je déna krychle ABCDEFGH. Narysujte vSechny polopfimky s pocatkem v bodé H, které
prochéazi vSemi dalsimi vrcholy krychle.

a) Kolik uhla tyto polopfimky urcuji?

b) V kolika ruznych rovinach tyto uhly lezi? (prevzato z [20, s. 381])

Uloha ¢&. 13

Na obrazku 5.24 je znazornéné téleso ve volném rovnobézném promitani.
Sestrojte jeho:

a) narys;

b) ptdorys;

c) bokorys. (upraveno podle [12, s. 121]

0'

Obrazek 5.24: Téleso znazornéné ve volném rovnobézném promitani.
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Uloha ¢&. 14

Nacértnéte volny rovnobézny primét télesa podle jeho narysu, ptidorysu a bokorysu, obr. 5.25.

(upraveno podle [12, s. 121])

LRIl

Narys Pldorys Bokorys

Obrazek 5.25: Narys, pidorys a bokorys hledaného télesa.

Uloha ¢&. 15

Rubikova kostka se sklada z 27 krychli¢ek (3 x 3 x 3). Kazda ze stén Rubikovy kostky je natfena
jinou barvou. Urcete kolik krychlicek bude mit po rozlozeni kostky na jednotlivé dilky obarvené:
a) tfi stény;

b) dvé stény;

c) jednu sténu;

d) zadnou sténu. (viastni ndvrh)

Uloha ¢&. 16

Stény krychle mizeme vybarvit bud vSechny bilou nebo vSechny ¢ernou nebo nékteré ¢ernou
a nékteré bilou barvou. Kolik rtizné vybarvenych krychli existuje? (prevzato z [12, s. 124])
Uloha é&. 17

Kolik jednotkovych krychli protina v kvadru o rozmérech 5 x 4 x 3 télesova uhlopficka? (prevzato

z [12, s. 124])
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5.2 Tradic¢ni i netradi¢ni priklady v hodinach stereometrie

V této Casti se nachazi priklady rozdélené podle témat - polohové tlohy, polohové konstrukéni
ulohy, mnoziny bod@ v prostoru, zobrazeni a metrické tlohy, ve kterych najdeme jak tlohy
bézné probirané na stfednich skolach, tak i llohy netradi¢ni, které se v soucasnych stfedoskol-
skych ucéebnicich obvykle nevyskytuji.

Pfi vybéru piiklada bylo ¢erpano z publikaci autori: A. P. Kiselev [7], E. Pomykalova [19],
J. Kubat[8], I. Busek [1], F. Hradecky [5], J. Kadlecek [6], J. Petakova [17], J. Holubaf [4]
a Z. Grundman [3].

5.2.1 Polohové ulohy
Uloha ¢&. 1

Vysvétli, pro¢ ti¥inohy stil stojici na rovné podlaze je vzdy stabilni? Pro¢ muze byt naproti

tomu ¢tyfnohy stil nestabilni a jak lze tuto nestabilitu odstranit? (prevzato z [7, s. 3])

Reseni: Rovina je uréena tiemi body, proto je stiil o tfech nohach, respektive o tiech opérnych
bodech, vzdy stabilni. V piipadé ¢tyinohého stolu, u kterého dochazi ke kyvéani, staci upravit

vhodnym zptsobem pouze jednu nohu, aby se nestabilita odstranila.

Uloha ¢&. 2

Vysvétlete, pro¢ dvéma pevné uréenymi body v prostoru lze vést nekoneéné mnoho rovin. (pre-

vzato z [7, s. 3])

Reseni: Rovina je urcena tiemi nekolinearnimi body, tedy tfemi body nelezicimi v jedné piimce.
Pokud mame v prostoru dva pevné urcéené body, pak tfeti bod urcujici rovinu, muze leZet kde-
koli. To znamend, ze muze vzniknout nekoneéné mnoho rovin, které prochazi dvéma danymi
body. Obrazek 5.26 ukazuje pripad, kdy rovina je urena pevné zvolenymi body A, B a bodem

C, ktery se pohybuje po kruzZnici, jejiz osou je primka urcéena body A, B.

KOMENTAR: V programu Cabri 38D je mozné nastavit pohyb bodu C po kruinici a pomoci

ndstroje ,stopa“ zndzornit jednotlivé roviny, které pri pohybu bodu vznikagji.



KAPITOLA 5. SBIRKA PRIKLADU 66

Obrazek 5.26: Rovina urc¢end dvéma pevné zvolenymi body A, B v prostoru a bodem C pohy-

bujicim se po kruznici.

Uloha ¢&. 3

Zméazornéte a popiste polohu t¥i navzajem rtznobéznych primek takovych, Ze jedna protina dvé

dalsi. (prevzato z [7, s. 3])

Reseni: Reeni znazortiuje obrazek 5.27. a) Dvé rfiznobézky a, b uréuji rovinu. Pokud je tieti
riznobézka ¢ protind ve dvou ruznych bodech A, B, lezi tato rtiznobézka ve stejné roviné jako
riznobézky a, b. b) Dvé rtznobézky a, b uréuji rovinu. Pokud je tfeti riznobézka d protne

v jednom bodé P, tedy v jejich spole¢ném priuseciku, nelezi tyto t¥i riznobézky v jedné roviné.

(a) (b)

Obrazek 5.27: T¥i riznobézky protinajici se navzéjem ve dvou bodech (a), nebo v jednom bodé

(b).
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5.2.2 Polohové konstrukéni alohy
Uloha ¢. 1

Rovina je ddna tfemi volnymi body. Umistéte tyto body na pfimky prochézejici hranami krychle

ABCDEFGH tak, aby fezem dané krychle rovinou byl:

a) vrchol;

b) hrana;

c) sténa;

d) trojuhelnik;
)

e) Ctyituhelnik;

)
f) pétithelnik;
g) Sestithelnik;

h) sedmiahelnik. (prevzato z [2])

Reseni:
Kromé sedmitihelniku Ize zkonstruovat vSechny zadané utvary. Priklady jednotlivych feSeni,
kdy je rovina Ffezu uréena body K, L, M lezicimi po fadé na pfimkich ¢ = <> FH, b = < GH

a ¢ = «» AB, jsou znazornény na obrazku 5.28.

Obrazek 5.28: Ruzné podoby fezu krychle rovinou urc¢enou body K, L, M.

KOMENTAR: Na zacdtku tesent ilohy je treba si wvédomit, Ze kaZdd rovina je urcena tvemi

nekolinedrnimi body, tzn. body neleZicimi v jedné primce. Zdky mizeme nechat volit body li-
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bovolné, nebo miZeme zadat primky, na nichZ se body volné pohybuji. Ucelem této tlohy je,
aby si Zdci wvédomili, jakée utvary mohou pomoct Tezu krychli rovinou vzniknout a zdroven jakd
omezent pro tyto utvary plati - krychle mad Sest steén, a proto muZeme sestrojit prostrednictvim

rezu nanejvys Sestiuhelnik.

Uloha ¢&. 2

Jaky n-thlenik o maximalnim mozném n lze vytvorit fezem pravidelného desetibokého jehlanu

ABCDEFGHIJV vhodné zvolenou rovinou? (vlastni ndvrh)

Reseni: Pravidelny desetiboky jehlan se skldd4 z deseti bo¢nich stén a jedné podstavy. Cel-
kem ma tedy jedenéct stén, které je mozné prolozit rovinou tak, ze vznikne jedenéctitthelnik

(obr. 5.29). Hledané n odpovida ¢islu 11.

Obrazek 5.29: Jedenactithelnik vznikly fezem pravidelného desetibokého jehlanu.

KOMENTAR: Pocet stén libovolného jehlanu nebo hranolu (boéni stény + podstava/y) odpo-

vidd mazimdlnimu n n-thelniku vzniklého Tezem daného télesa vhodné zvolenou rovinou.

Uloha &. 3

Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou uréenou body:

a) A, B, X, kde X = Scg;

b) E, B, X, kde X = Squ;

c¢) K, L, M, kde K le#i na hrang DH, |[HK| = £|HD|, bod L lezi na hrané AE, |AL| = 1|AE|
a bod M le#i na hrand BF, |BM| = 2|BF|. (upraveno podle (19, s. 40-41])
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Reseni: Reseni tilohy ukazuje obrazek 5.30.
H \\ X

mﬁ'\'\‘\(\\V‘

N
\ t\\\\)

\

Obrézek 5.30: Rezy krychli danou rovinou.

KOMENTAR: Pro sestrojeni tezi vyuZijeme disledky pronich dvou vét o konstrukci fezi - viz

sekce 4.1.2.

Uloha ¢&. 4

Sestrojte ez krychle ABCDEFGH rovinou urc¢enou body:

a) S1, S2, S3, kde S1 = Sgm, S2 = Sagu, S3 = Spc;

b) K, L, M, kde K lezi na hrané AE, |[AK| = 1|AE|, L lez na hrané BF, |[BL| = 3|BF|
a M = Sgmu;

¢) K, L, M, kde K = Sgp, L lezi na hrané AE, |AL| = }|AE|, M = Spc. (vlastni ndvrh)

Reseni: Jednotlivé fezy danou rovinou znazornuje obrazek 5.31.

(a) (b) (c)

Obrazek 5.31: Znézornéni ezt krychli danou rovinou.

KOMENTAR: Pro konstrukci uréenyjch fezii je nutné pouZit viech tii disledki vét o konstrukce

rezi - viz sekce 4.1.2. 'V pripadé ,c“ nelezi Zadné dva ze zadanych bodi K, L, M v jedné
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roviné a nemizeme tedy najit Zddnou prisecnici roviny vezu se sténou krychle. Rez tohoto typu
sestrojime pomoci kolmého primétu dvou vybranych bodi do zvolené roviny (v nasem pripadé
pomoct kolmych priméti K1 a Ly bodi K a L do roviny podstavy). Vzniklé praméty prolozime
primkou a jinou primkou proloZime taktéz oba vybrané body. Prusecikem techto primek je novy
bod roviny, ve které se jiz jeden ze zadangch bodiu (v masem pripadé bod M) nachazi. Nyni

mdme dva body v roviné dolni podstavy a muzZeme postupovat jako v predchozich wulohdch.

Uloha &. 5

Sestrojte fez jehlanu ABDCYV rovinou uréenou body K, L, M:

a) K = Spy, L lezi na hrané AV, |AL| = 1|AV| a M lezi na hrané AB, |[AM| = 1|AB|;

b) K lezi na hrané AB, |AK| = %|AB|, L lez na hrané BC, |BL| = 3|BC| a M = Spy;

¢) K lezi na polopiimce DA, |[DK| = 3|DA|, L lezi na hrané BC, |BL| = 2|BC| a M = Spy.

(vlastni ndvrh)

Reseni: Konstrukce fezli je zndzornéna na obrazku 5.32.

(a) (b) (c)

Obrézek 5.32: Rezy jehlanem rovinou uréenou body K, L, M.

KOMENTAR: Vzhledem k tomu, Ze bocni stény jehlanu nejsou navzdjem rovnobéiné, neni
mozné vyuZit dusledek druhé vety o konstrukci vezu. Ke konstrukci vezu lze v pripadé jehlanu

vyuzit pouze dusledky proni a treti véty.

Uloha &. 6

Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prisecnici rovin:

a) ACG a AFH;

b) BFH a SEG, kde S = Sap;

c) ABC a 515353, kde S1 = Sag,S2 = Sgr a S3 = Syg. (upraveno podle [17, s. 91]
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Reseni: Hledané priisecnice zadanych rovin jsou znazornény na obrazku 5.33.
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Obrazek 5.33: Priisecnice dvou rovin - krychle.

KOMENTAR: Pri hleddni prisecnice dvou riznobéZngjch rovin staci najit dva body, které jsou

spolecné obéma rovindm. Tyto body hledame pomoct konstrukce fezi télesa uréenymsi rovinams.

Uloha ¢&. 7

Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDYV. Uréete priseénici rovin:

a) ACV a BDS, kde S = Scv;

b) ACV a BDV;

¢) ABC a KLM, kde K lezi na hrané AV, |AK| = 3|AV|, L je sttedem BV a M lezi na hrang
CV, |CM| = 3|CV|. (upraveno podle (17, s. 91]

Reseni: Hledané priisecnice zadanych rovin jsou zndzornény na obrazku 5.34.

NN
N

Obrazek 5.34: PriiseCnice dvou rovin - jehlan.
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KOMENTAR: Dva body, které urcuji prisecnici zvolengjch rovin, hleddme stejnym zpiisobem

jako v predchozi uloze pomoct konstrukce teziu. V pripadé ,c“ nemusime Tez ani dokoncovat.

Uloha ¢&. 8

Urcete prinik pfimky p s rovinou p:

a) p =<« AG, p= HFC v krychli ABCDEFGH;

b) p = CSy, kde S1 = Sy, p = 5253V kde Sy = Sup a S5 = Spe v pravidelném étyibokém
jehlanu ABCDV. (vlastni ndvrh)

Reseni: Prinik pfimky s rovinou hleddme jako prinik pfimky s priisecnici dané roviny a roviny

obsahujici danou pfimku - obr. 5.35.

H
E

(a) (b)

Obrézek 5.35: Prinik pfimky s rovinou.

Uloha &. 9

Je dana krychle ABCDEFGH a pfimka p = <>MN. Najdéte prisecik pfimky p s povrchem
krychle, pokud:

a) M lezi na poloptimce GH tak, ze H je stiedem tsecky GM, N lezi na polopiimce AB a B
je stfedem usecky AN.

b) M lezi na polopfimce DH tak, ze |[DM| = 3|DH|, N lezi na polopfimce AB a|AN| = 3|AB].
(upraveno podle [17, s. 92])

Reseni: Hledané priiseciky jsme ziskaly jako priniky pfimky p a fezu krychle rovinou, ktera

obsahuje pfimku p a je zaroven kolmé k roviné spodni podstavy krychle - obr 5.36.
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Obrazek 5.36: Priseciky primky p s krychli ABCDEFGH.

73

KOMENTAR: Pyi hleddni priseciki primky s povrchem télesa se vyuZivd vhodné zvolend rovina

obsahujici danou primku. Zpravidla se voli rovina kolmd k podstavé, kterou najdeme pomoci

kolmého prumeétu jednoho z bodu primky do roviny podstavy. Pruseciky primky s povrchem

telesa jsou body, prunik primky s telesem pak tvori usecka s pruseciky jako krajnimsi body.

Uloha ¢&. 10

Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV a pfimka p = <>MN. Bod M lezi na polopfimce

AB tak, ze |AM| = %|AB], bod N lezi ve sttedu tsecky urcujici vysku jehlanu. (vlastni ndvrh)

Reseni: Priiseciky pfimky s povrchem jehlanu jsme nalezli obdobnym zpiisobem jako v pied-

chozim prikladé. Vysledné feseni iilohy je na obrazku 5.37.

Obrézek 5.37: Priseciky pfimky p s jehlanem ABCDYV.
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KOMENTAR: Pri urcovdni priseciku primky p s povrchem jehlanu jsme opét zvolily rovinu

kolmou k podstavé, kterd obsahuje primku p a zdroven prochdzi vrcholem jehlanu.

Uloha ¢&. 11

Je dana krychle ABCDEFGH. Najdéte pticku mimobézek BC a EG, kterd prochéazi vrcholy
krychle. (prevzato z [19, s. 48])

Reseni: Vrcholy krychle lze vést &tyii pricky zadanych mimobézek - obr. 5.38.

Obrazek 5.38: Pricky mimobézek BC a EG.

KOMENTAR: Ulohy zamérené na hleddani pricek dvou mimobéZek mohou byt zaddny rizné.
Muizeme hledat pricku dvou mimobéZek danym bodem, kdy jednu mimobéZku a dany bod
prolozime rovinou a uréime prusecik této roviny s druhou mimobézkou. Spojnice pruseciku a da-
ného bodu je hledanou prickou (pokud neni rovnobézna s proni mimobézkou). Pokud mdame vést
pricku dvou mimobézZek, ktera ma dany smér, proloZime jednu mimobéZku rovinou rovno-
beznou s danym smérem a urcime prisecik této roviny s druhou mimobézkou. Pricka je urcena

timto prusecikem a dangm smérem - viz sekce 4.1.2.

NERESENE ULOHY:

Uloha ¢&. 12

Urcete vSechny ttvary, jez mohou vzniknout fezem pravidelného pétibokého jehlanu
ABCDEYV rovinou, ktera je uréena body K, L, M. Bod K je totozny s vrcholem jehlanu V, bod

L se volné pohybuje po piimce | = <> EA a bod M se pohybuje po piimce m = <> BC. (vlastni
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ndvrh)

Uloha ¢. 13

Na obrazku 5.39 jsou znazornéna tii télesa. Sestrojte pro kazdé téleso jeho Fez rovinou urcenou

body O, P, Q. (vlastni ndvrh)

(a) (b) (c)

Obrézek 5.39: Télesa - kolmy ¢tyiboky hranol (a), kosy pétiboky hranol (b) a pravidelny ¢tyfstén

().

Uloha ¢&. 14

Je dana krychle ABCDEFGH. Najdéte prisecnici p rovin:
a) AFH a BGD,
b) EHS ¢ a FGSac. (vlastni ndvrh)

Uloha ¢&. 15

Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDYV. Najdéte prusecénici rovin:
a) ADVa BCV;
b) BCV a SavSpvSpc. (upraveno podle [17, s. 91]

Uloha ¢&. 16

Na obrazku 5.40 je zndzornén pravidelny Sestiboky hranol a dva body M, N urcujici ptimku p.

Najdéte pruseciky pfimky p s povrchem hranolu. (vlastni ndavrh)
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Obrazek 5.40: Pravidelny Sestiboky hranol s primkou p = <> MN.

Uloha ¢&. 17

Sestrojte pricku mimobézek a, b v nichz lezi hrany pravidelného Sestibokého hranolu:
a) bodem M - obr. 5.41(a);
b) smérem s - obr. 5.41(b). (vlastni navrh)

(a) (b)

Obrazek 5.41: Hledani ptricky mimobézek.

5.2.3 MmnozZiny boda danych vlastnosti
Uloha ¢é. 1

Urcete a sestrojte mnozinu vsech bod@ v prostoru, které jsou vrcholem pravého thlu, jehoz

ramena prochdzeji dvéma danymi body A, B. (prevzato z [2])

Reseni: Resenim tilohy je kulova plocha, jejiz stied odpovida stfedu tisecky AB a polomér je

roven poloviné délky usecky AB, obr. 5.42.
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Obrazek 5.42: Thaletova kulova plocha nad tseckou AB.

KOMENTAR: Uloha je prostorovou variaci na Thaletovu kruznici. Kulovd plocha ziskand timto

zpusobem se nazyvd Thaletova kulovd plocha.

Uloha ¢&. 2

Urcete a sestrojte mnozinu vSech bodu v prostoru, které maji stejnou vzdalenost od tfi danych

boda A, B, C, které nelezi v jedné pfimce. (prevzato z [4, s. 14])

Reseni: Hledanymi body jsou stiedy kulovych ploch, které prochazeji body A, B, C. Na ob-

razku 5.43 je zachycena pohybujici se kulova plocha v riznych polohéch.

b
¢ siaviionl

04)

(a) (b) ()

Obrézek 5.43: Kulova plocha prochazejici body A, B, C.

KOMENTAR: Hledané body tvori primku, kterd je kolmd k roviné urcené body A, B, C a pro-

chazi stredem kruZnice opsané trojuhelniku ABC.
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Uloha ¢. 3

Jsou ddny mimobézné piimky a, b. Uréete mnozinu stfedt vSech tisecek, z nichz kazdé mé jeden

krajni bod na pfimce a, druhy krajni bod na pfimce b. (prevzato z [4, s. 15])

Reseni: ResSenim je rovina soumérnosti nejkratsi pricky XY danych mimobézek, tedy rovina

kolmé na tuto pricku prochéazejici jejim stifedem - obr. 5.44.

Obrézek 5.44: Mnozina stfedti spojnic dvou mimobézek

Uloha ¢&. 4

Je dan ¢tyfstén ABCD. Bod X probiha hranu AB. Mame vySetfit geometrické misto pat P

kolmic vedenych z vrcholu D na piimky CX. (prevzato z [5, s. 80])

Reseni: ReSenim je priinik Thaletovy kulové plochy nad primérem CD a roviny thlu ACB -

obr. 5.45.

(a) (b)

Obrézek 5.45: Znézornéni pat kolmic vedenych z vrcholu D étyfsténu ABCD na pfimku CX.
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KOMENTAR: Program Cabri 3D umoZnuje zndzornit skutecnsj pohyb bodu X po secce AB.
Usecka CX se tak pohybuje a paty kolmic vedené bodem D na tuto tsecku vytvdieji pomoci

prikazu ,stopa® mnoZinu hledanych bodi.

Uloha &. 5

Je dan pravidelny duty ¢étyfstén ABCD o hrané délky a. Uvnitf ¢tyfsténu se po jedné jeho
sténé (podstavé) pohybuje koule o poloméru mensim nez ma koule vepsana ¢tyisténu. Vyse-

tfete mnozinu vSech bodu, které mize zaujmout stied koule. (prevzato z [5, s. 86])

Reseni: Resenim je plocha ohrani¢end trojuhelnikem A’B’'C’, ktery je podobny trojtihelniku
ABC a ktery tvoii podstavnou sténu ¢étyisténu ABCD. Strany trojihelniku A’B’'C’ jsou vzda-

leny od stén ¢tyfsténu o velikost poloméru koule (obr. 5.46).

Obrézek 5.46: Ctyistén s kouli pohybujici se po dolni podstavé.

KOMENTAR: Pri grafickém zpracovdni této tlohy byly opét vyuzity dynamické moznosti pro-
gramu Cabri 8D. Vzhledem k omezenym moznostem pohybu se vsak koule wuvnitr ctyrsténu

pohybuje jen po strané A'C’ trojihelniku A'B'C’.

Uloha ¢&. 6

Je dana krychle ABCDEFGH o hrané d. Ozna¢me k kruznici vepsanou ¢tverci ABCD. Mame
urc¢it konstruktivné polomér kulové plochy r, kterd obsahuje kruznici k a vrchol E. (upraveno

podle [5, s. 75])
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Reseni: Pomoci planimetrizace (prevedeni tlohy do roviny) uréime stfed kruznice jako prisecik
osy soumeérnosti tfi bodt na kruznici. Tyto tfi body jsou bod E, a dva body vzniklé prinikem
kruznice k a uhlopricky AC. V roviné ACE najdeme stfed hledané kruznice jako prusecik os

usecek uréenych danymi body, ktery je zaroven stiedem kulové plochy (obr. 5.47).

Stred dan€ kulové plochy bychom dostali i pri vybéru libovolnych dvou bodu na kruznici k, misto

pruseciku os soumérnosti bychom vsak urcovali priusecik rovin soumérnosti urcenych boda.

Uloha ¢&. 7

Je dana primka p a bod S, ktery na ni nelezi. Sestrojte vSechny krychle se stfedem v daném

bodé S, jejichz hrana lezi na pfimce p. (prevzato z [2])

Reseni: Bodem S prolozime rovinu kolmou k piimce p. Prise¢ik piimky a roviny je stfedem S
hrany krychle. Pomoci Thaletovy kruznice t lezici v dané roviné se stfedem v bodé S a polo-
mérem rovnym vzdalenosti bodu S a vzniklého priseciku najdeme stfedy Se, S3 a Sy dalsich
t¥1 hran krychle, které prolozime pfimkami rovnobéznymi s pfimkou p. Vrcholy krychle lezi na

téchto primkach ve vzdalenosti |S1 53| (obr. 5.48).
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Obrazek 5.48: Krychle se stfedem S a jednou hranou na pfimce p.

Uloha ¢&. 8

Je déna pfimka p a mimo ni bod C. Sestrojte krychli ABCDEFGH, ktera méa vrcholy A a E

na pfimce p a a vrchol C' v daném stejnojmenném bodé C. (prevzato z [6, s. 246])

Reseni: Sestrojime rovinu kolmou k pifmce p prochazejici bodem C. Prisecikem této roviny
a primky p je bod A, body BD lezi na ose tisecky AC a na Thaletové kruznici ¢ nad primérem
AC. V bodech B, C a D vzty¢ime kolmice k roviné témito body urcené a nakonec vytvorime
novou rovinu rovnobéznou s rovinou puvodni ve vzdalenosti |AB|. Body EFGH vzniknou jako

pruseciky nové roviny s vytvorenymi kolmicemi, obr. 5.49.

Obréazek 5.49: Krychle ABCDEFGH s vrcholy A, E na ptfimce p a vrcholem C' v bodé C.
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Uloha ¢. 9

V prostoru jsou dany dvé navzajem ruzné rovnobézné primky u, v a bod A lezici na u. Sestrojte
krychli, kterd bude mit vrchol A v bodé A a dvé hrany budou lezet na danych pfimkach. (pre-
vzato z [6, s. 248])

Reseni: Pokud u, v lezi v roviné téze stény, pak se jejich vzdéalenost d rovna velikosti hrany
krychle (d = |AB|) a vysledkem jsou Ctyfi feSeni - obr. 5.50(a). Pokud u, v nelezi v roviné
stejné stény, pak vzdalenost D je velikosti sténové thlopticky a ptislusnou velikost hrany krychle
sestrojime pomoci Thaletovy kruznice a osy dané uhlopricky. V tomto pfipadé vzniknou dvé

feSeni - obr 5.50(b).

Obrazek 5.50: Krychle s jednim vrcholem v bodé A a dvéma hranami na dvou riznych rovno-

béznych primkach u, v.

Uloha ¢&. 10

Je déna rovina p, v ni pfimka p a mimo rovinu p bod V. Sestrojte pravidelny ¢tyiboky jehlan

s hlavnim vrcholem V, podstavou p a s jednou podstavnou hranou na piimce p. (prevzato z [6,

s. 248])

Reseni: Z bodu V vedeme kolmici k roviné p a jeji patu ozna¢ime jako bod S. Tento bod
je stfedem podstavy jehlanu. Vzdalenost bodu S od pfimky p je polovinou podstavné hrany

jehlanu (obr. 5.51). Pokud bod S lezi na pfimce p, iloha nem4 FeSeni.
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Obrazek 5.51: Pravidelny ¢tyrboky jehlan s vrcholem v bodé V, podstavou v roviné p a jednou

podstavnou hranou na pfimce p.

KOMENTAR: Pokud vloha nemd eient, bod S lezi na primce p. V programu Cabri 3D Ize tuto
situaci zndzornit pomoct prikazu ,predefinovat® bod V, kterym pohybujeme tak, aby se bod S

dostal na primku p. Pokud bod S nelezi na primce p, vznikne vZdy jen jeden jehlan.

Uloha ¢&. 11

Je dana krychle ABCDEFGH a body X, Y, Z, které lezi po fadé na hranach FF, FG a BF.
Oddélte od této krychle rovinnym fezem ctyistén FXYZ tak, aby kruznice vepsané trojihelni-

kim XZF a XZY se navzajem dotykaly. (upraveno podle [5, s. 100])

Reseni: Body X a Z musi byt umistény tak, ze |FF X | = |FZ| a zaroveni bod Y musi byt umistén
tak, ze |YZ| = | XY (obr. 5.52).

Obréazek 5.52: Hledany ¢tyfstén a jeho sif.
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KOMENTAR: Oba trojihelniky XZF a XZY jsou rovnoramenné (v pripadé trojuhelniku XZY

muze vzniknout i rovnostranny trojihelnik) se spolecnou zakladnou XZ.

Uloha ¢&. 12

Sestrojte Sest shodnych kruznic na kulové ploSe o poloméru r; takovych, ze kazda se dotyka

¢tyt ostatnich. Uréete konstrukéné polomér ry téchto kruznic. (prevzato z [5, s. 103])

Reseni: Stied S kulové plochy prolozime rovinou «. Priimik této roviny s kulovou plochou je
kruznice, na které lezi body dotyki ¢tyt kruznic. Tyto body ziskame jako priseciky vzniklé kru-
znice a dvou nazvajem kolmych primek prochézejicich stfedem kulové plochy lezicich v roviné
«. Spojenim vzniklych bodu ziskdme v roviné « Ctyruhelnik, jehoz stfedy stran tvori stiedy
51,99, 53 a Sy ¢tyt hledanych kruZnic. Stredy zbyvajicich dvou kruznic S5 a Sg lezi na kolmici

k roviné a prochazejici stfedem kulové plochy S ve vzdélenosti |SS1| od bodu S (obr. 5.53).

Obrazek 5.53: Sest shodnjch kruznic na kulové plose.

Uloha ¢&. 13

Je déna rovina p a mimo ni dva rtzné body A, B. Naleznéte v roviné p v8echny body X takové,

ze vzdalenost |AX| = |BX|. (prevzato z [6, s. 248])

Reseni: Refenim je prinik roviny soumérnosti pfimky AB s rovinou p: ReSenim mfize byt
a) pfimka - obr. 5.54(a), pokud p neni kolmé na AB; b) prazdnd mnozina - obr. 5.54(b), pokud
p je kolméd na AB a neni rovinou soumeérnosti AB; c) rovina - obr. 5.54(c), pokud p je kolm4

na AB a je rovinou soumérnosti AB.
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(a) (b) ()

Obrazek 5.54: TTi moznosti feSeni tlohy ¢. 13.

Uloha ¢&. 14

Je dana rovina p, pfimka p riznobézna s p a kladné ¢islo r. Sestrojte kulovou plochu o poloméru

7, kterd mé stied na pfimce p a dotyka se roviny p. (pfevzato z [6, s. 249])

Reseni: Aby se kulova plocha dotykala roviny p, musi od ni byt vzdalena o polomér r. Mnozina,
bodi jejichz vzdalenost od roviny p je pravé r vytvoii dvé roviny «, 8 rovnobézné s p. Priseciky

téchto rovin s pfimkou p jsou hledanymi stredy kulovych ploch - obr. 5.55.

g ..

P

Obrazek 5.55: Dvé kulové plochy se stfedy na pfimce p, danym polomérem r dotykajici se

roviny p.

NERESENE ULOHY:

Uloha ¢&. 15

Je dana rovina p, s ni rtiznobéznd primka p a ¢islo m>0. Naleznéte na pfimce p vSechny body,

jejichz vzdélenost od roviny p je piesné m. (prevzato z [6, s. 248])
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Uloha ¢&. 16

V roviné plati, ze mnozinou vSech bodi, které maji od dvou danych rtéiznobéznych pfimek a,
b sobé rovné vzdalenosti, jsou dvé primky navzajem kolmé, které predstavuji osy soumérnosti
piimek a, b. Pfevedte tilohu do prostoru (najdéte mnozinu vSech bodu, které maji od dvou

riznobéznych pfimek a, b rovné vzdalenosti). (prezvato z [4, s. 9])

Uloha é&. 17

Urcete mnozinu vsSech bodi, které maji stejné vzdalenosti od dvou danych rovnobéznych rtz-
nych rovin. (prevzato z [4, s. 11])

Uloha ¢&. 18

Jak sestrojite kouli prochézejici:
a) vSemi vrcholy dané krychle;
b) vSemi stiedy hran dané krychle;

c) vSemi stiedy stén krychle? (upraveno podle [5, s. 102])

Uloha é&. 19

Na povrchu krychle ABCDEFGH o hrané délky a urdete vSechny body, které maji stejné
vzdalenosti od vrcholi A, B a bodu M, ktery je stfedem hrany FG. (upraveno podle [5, s. 66])

Uloha ¢&. 20

Jsou dany tii body A, B, C nelezici na téZe pfimce a kladné ¢islo v. Naleznéte rotacni valec
o vysce v tak, aby body A, B, C lezely na jedné z jeho podstavnych hran. (prevzato z [6,
s. 249)])

Uloha ¢&. 21

Urcete mnozinu vSech bodu v prostoru, které maji od dané roviny p a daného bodu A, ktery

nelezi v roviné p, stejné velké vzdalenosti. (prezvato z [4, s. 9])
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5.2.4 Zobrazeni
Uloha é&. 1

Je déna osa o a usecka AB nelezici na ose 0. Rozhodnéte, co vytvori mnozina obrazt tsecky
AB ve v8ech otocenich okolo osy o, je-li

a) AB rovnobézna s osou o a zaroven ruzna od osy o;

b) AB kolma k ose o;

c) AB je riznobézna s osou o a zaroven neni kolma k ose o, bod A je bodem osy o;

d) AB mimobézna s osou o, ale neni kolma k ose o. (prevzato z [6, s. 253])

Reseni: (Obr. 5.56)

a) plast rota¢niho vélce s osou o;

b) mezikruzi nebo kruh se stfedem na ose o a lezici v roviné kolmé na osu o;
c) plast rota¢niho kuzele s vrcholem A a povrskou AB;

d) rota¢ni hyperboloid.

|
o

iR

il

i,

(a) (b) (©) (d)

Obrézek 5.56: Utvary vzniklé rotaci piimky AB okolo osy o.

KOMENTAR: V programu Cabri 8D lze pomoci piikazi ,pohyb“ a ,stopa“ zndzornit rotacni
pohyb usecky AB okolo osy o.
Uloha ¢&. 2

Najdéte néjaké (vsechna) zobrazeni, které prevadi jednu sténu pravidelného ¢tyfsténu v druhou.

(vlastni navrh)
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ResSeni: Zobrazeni, kterd pievadi jednu sténu pravidelného étyisténu ve sténu druhou jsou:

a) rovinna soumérnost - rovina soumérnosti 4 dvou sousednich stén prochézejici jejich spoleénou
hranou a stfedem protéjsi hrany - obr. 5.57(a)

b) osova soumeérnost - osou soumérnosti o je pfimka, kterd prochézi stfedem hrany spoleéné
obéma sténdm a stfedem protéjsi hrany - obr. 5.57(b)

c) otoleni - osou otéceni je pfimka prochézejici spole¢nou hranou obou stén a orientovanym

uhlem otéceni je velikost odchylky obou stén - obr. 5.57(c).

(a) (b) ()

Obrazek 5.57: Zobrazeni prevadéjici jednu stranu pravidelného ¢tyfsténu v druhou.

KOMENTAR: Hleddni zobrazeni, kterd prevddi jednu sténu dancho télesa na jinou miZeme

aplikovat i na jiné mnohostény - viz. uloha ¢. 8 v neresené cdsti.

Uloha ¢&. 3

V prostoru jsou dany body 1, 2, 3. Prvni a druhy bod jsou symetrické podle roviny «, druhy
a tfeti bod podle roviny £ kolmé na «. Urcete jaky vztah plati mezi prvnim a tfetim bodem.
(pFevzato z [7])

Reseni: Prvni a tieti bod jsou symetrické podle priise¢nice rovin a a 3 (obr. 5.58).

KOMENTAR: Uvedend symetrie plati pro jakékoli objekty.
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Obrézek 5.58: Slozeni dvou rovinnych soumeérnosti.

Uloha ¢&. 4

Pravidelnému ¢tyrbokému jehlanu vepiste krychli, jejiz jedna sténa lezi v podstavé jehlanu a vr-

choly protilehlé horni stény na bo¢nich hranach jehlanu. (prevzato z [2])

Reseni: Ulohu fesime pomoci stejnolehlosti. Do jehlanu vepiSeme krychli tak, aby jeji dolni pod-
stava lezela v roviné podstavy jehlanu, hrany dolni podstavy krychle byly rovnobézné s pod-
stavnymi hranami jehlanu a aby jeden z vrcholti horni podstavy krychle lezel na jedné bo¢éni
hrané jehlanu. Pomoci stejnolehlosti se stfedem ve vrcholu jehlanu, z néjz vychazi hrana do-
tykajici se vrcholu krychle, vytvofime obraz krychle tak, ze vrcholy horni podstavy krychle se

promitnou do bo¢nich hran jehlanu (obr. 5.59).

Obrazek 5.59: Krychle vepsana jehlanu.
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Uloha é&. 5

Na obrazku 5.60 je zobrazena krychle ABCDEFGH s barevnym znacenim na sténach ADEH,
EFGH a CDHG. Vyzna¢ toto barevné znaceni:

a) ve stfedové soumérnosti podle bodu S, ktery je prusecikem télesovych uhlopficek krychle.
b) v osové soumérnosti podle osy o, kterd prochazi sttedy stén ABFE a CDHG.

¢) v rovinné soumérnosti podle roviny p prochazejici stiedy boé¢nich hran krychle. (viastni na-

vrh)

Obrazek 5.60: Barevné znaceni stén krychle.

Reseni: Na obrazku 5.61 jsou fialovou barvou znazornény obrazy vzori v dané soumérnosti.

Obréazek 5.61: Barevné znaceni stén krychle znazornéné v soumeérnosti sttedové (a), osové (b)

a rovinné (c).

Uloha ¢&. 6

Je dan pravidelny ¢tyfstén ABCD a bod B’ # B. Urcete rovinnou soumérnost, kterd zobrazi

dany ¢tyfstén na shodny ¢tytstén A'B'C'D’. (vlastni ndvrh)
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Reseni: Rovina soumérnosti prochézi stiedem tisecky BB’ a je na ni kolm4 (obr. 5.62).

Obrazek 5.62: Obraz a vzor ¢tyrsténu v rovinné soumérnosti.

KOMENTAR: Ulohu miZeme pozménit tak, Ze nechdme Zdiky hledat dalsi druhy zobrazeni, kterd

prevadi dany ctyrsten na ctyrstén s nim shodny.

Uloha ¢&. 7

Bod M je vnitfnim bodem hrany AB a bod N je vnitinim bodem hrany CD ¢tyfsténu ABCD.
Sestrojte prinik ¢tyfsténu s rovinou, kterd je obrazem roviny ABC v posunuti T(MN). (pre-

vzato z [19, s. 116])

Reseni: Rezem je trojuhelnik KLN, kde K € AD,L € BD, tisecka KN je rovnobézna s AC
a usecka LN je rovnobézna BC (obr. 5.63).

Obrazek 5.63: Prinik ¢tyfsténu s rovinou ABC v posunuti T(MN).
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KOMENTAR: Dynamicky obrdzek vytvoreny v programu Cabri 3D ukazuje zménu polohy troj-
thelniku KLN v zavislosti na pohybujicich se bodech M a N. (pfevzato z [19, s. 116])

NERESENE ULOHY:

Uloha ¢&. 8

Uréi pocet rovin symetrie v pravidelném jehlanu s n-boénimi hranami. (prevzato z [7, s. 65])

Uloha &. 9

Ur¢i pocet rovin symetrie pravidelného hranolu s n-bo¢nimi hranami. (prevzato z [7, s. 65])

Uloha ¢&. 10

Je déana krychle ABCDEFGH. Urcete vsechna zobrazeni, kterd prevadi sténu dolni podstavy
ABCD na sténu horni podstavy EFGH. (vlastni ndvrh)

Uloha ¢&. 11

Je dan kvadr ABCDEFGH, |AB| = a, |BC| = b, |AE| = ¢. Kdy existuje podobnost, ve které
jsou body B, C, G po fadé obrazy bodu A, B, C? (prevzato z [19, s. 121])

Uloha ¢&. 12

Na povrchu krychle ABCDEFGH najdéte body, které maji stejnou vzdalenost od vrchola A,
B, G. (prevzato z [19, s. 121])

5.2.5 Metrické alohy

Uloha ¢. 1

Rozdél trojboky hranol na tii trojboké jehlany (&tyfstény), které maji stejny objem. (prevzato
z [20, s. 364))

Reseni: Hledané jehlany se vzdy po dvou shoduji v obsahu zakladny a vysce, tedy ve svém ob-
jemu. Pokud se objem jednoho jehlanu shoduje s objemem druhého a objem druhého s objemem
tfetiho, musi se objem prvniho jehlanu rovnat objemu tfetiho jehlanu. Objem vSech t#i jehlant

je tedy stejny. Rozdéleni trojbokého hranolu na pozadované jehlany znézornuje obrazek 5.64.
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Obrazek 5.64: Déleni trojbokého hranolu na tfi trojboké jehlany se shodnym objemem.

KOMENTAR: Podobnou tlohou je déleni krychle na tii shodné ctyrboké jehlany.

Uloha ¢&. 2

Krychle ABCDEFGH s hranou délky a je pietata rovinou BEI (G = Sry). Rezem je rovnora-
menny lichobéznik EBJK (J lezi na tise¢ce CG a K na tseéce GH).
Vypocitejte obsah tohoto lichobézniku. (prevzato z [20, s. 855])

Reseni: Prvnim krokem je nalezeni fezu - obr. 5.65.

Obsah rovnoramenného lichobézniku EBJK muzeme vypocitat dvojim zpisobem:

1) Podle znalosti vlastnosti stfedni pficky trojuhelnika vime, ze J = Scg a K = Sgp.
Pomoci délky hrany krychle a vyjadiime podle Pythagorovy véty velikosti stran lichobézniku:
|EB| = Va? + a2 = V2a? = av/2,
IKI= (7 + 6 =T =%
|EK| = \/a2 + (%)2 = \/a2 + % = ga2 = a32£.

Diky vlastnostem rovnoramenného lichobézniku mtzeme pomoci Pythagorovy véty vypocitat

/5

a5,

Sis
[

ot

také jeho vysku:
2 2
EB|-|JK|\? 5) 2 av/2-a 2 5 2a2—2a2+2a2 5 a2
”:WEK’“(%) :\/(ai) —( el B L e (s

2

— /9,2 — ,.3_
=4/5a a5 75
_3_ )

, . v, oy v(a+c) 2v2 (ax/i—i—a 2 )

Obsah rovnoramenného lichobéznika vypocitame podle vzorce S = =5~ = : =
a—3_.3Y2a

— 22 2 _ 9,2
= 2 - 8% -

2) Uvazujme pravouhly trojihelnik S1.55S3, kde S1 = Sgp, S2 = Scy a S3 = Syk.
Potom |S152] = |[AD| = a, |S2S3| = 1[$:G| = 1|DG| = a¥2.

2
Pomoci Pythagorovy véty dopocitame |S1S3| = (/a? + (a‘/Ti) =...= a%.

KOMENTAR: Proni zpisob teseni vyuZivd metody planimetrizace, kdy se vijska a ndsledné
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Obrézek 5.65: Lichobéznik vznikly fezem krychle ABCDEFGH rovinou BEL

i obsah lichobéznika vypocita pomoci znalosti délky stran. Druhy zpusob je vice zaméren na

hleddni prostorovych vztaht a jeho Tesent je pocetné mené ndrocné.

Uloha ¢&. 3

Je dan kvadr ABCDEFGH, urcete jaky tutvar vyplni stfedni pricky vSech lichobézniki (a dvou
trojahelniktt DBG a DBE, do kterych se zméni lichobéznik v krajni poloze), v nichz protina
kvadr roviny prochazejici pfimkou BD. Vypoc¢téte jeho obsah, pokud vite, ze |AB| = 10 cm,
|BC| =5 cm a |BF| = 4 cm. (upraveno podle [5, s. 101])

Reseni: Stiedni piicky vsech lichobéznikt (a uvedenych trojihelnikil) vyplni Sestitithelnik jehoz
Ctyfi vrcholy tvori stfedy boc¢nich stén a zbyvajici dva vrcholy lezi ve stfedech hran DH a BF,

obr. 5.66.

Obréazek 5.66: Sestitthelnik vznikly sjednocenim stfednich piicek lichobé&znikt (a dvou danych

trojuhelnik).

e
(SIS
Il
=
=
1
N
N
Il

Obsah sestitthelniku vypocitame nasledujicim zptisobem: S = ab - 2

=ab-tab=3ab=2.10-5= 19 =D =375 cm?.

]
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KOMENTAR: Dynamickd verze obrdzku 5.66 umoZnuje zndzornit ménici se podobu lichobéz-
niku a pohyb jeho stredni pricky, jejiz stopa vytvdri plochu hledaného utvaru. Obsah plochy je
mozné urcit i v programu Cabri 8D, vzhledem k omezenym mozZnostem kontrukce téles dangch

rozmeéru, je vsak tento vysledek pouze priblizny.

Uloha ¢. 4

Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C. Vypocitejte pomér objemt t¥i

téles, ktera vzniknou rotaci tohoto trojihelnika kolem kazdé z jeho stran. (prevzato z [1, s. 344])

Reseni:

a) Rotaci trojihelnika kolem strany BC' vznikne rota¢ni kuzel o vysce v = a a poloméru r = b.
Objem tohoto kuzele je V, = %71'7‘21) = %7‘(’1)2(1,.

b) Rotaci trojihelnika kolem strany AC' vznikne rota¢ni kuzel o vysce v = b a poloméru r = a.
Objem toho kuzele je V}, = %m"Qv = %71’@2[).

c¢) Rotaci trojihelnika kolem strany AB vznikne téleso slozené ze dvou rotaznich kuzeld.

Objem tohoto télesa se vypocita V., = V) + Vo = %ﬂvzca + %ﬂvgcb = %m;?(ca +o) = %m)g

c
Pomeér objemt V, : V3, : V. = %sza : %71‘0,21) : %m}gc, protoze v, = %b, jsou objemy danych téles

Va, Vi, Ve v poméru be : ac : ab (obr. 5.67).

Obrazek 5.67: Rotace trojuhelniku postupné kolem vsech jeho stran.
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Uloha ¢. 5

Kouli je opsén rotacni kuzel, jehoz vyska se rovné Sestindsobku poloméru koule r. V jakém

pomeéru jsou povrchy obou téles? (prevzato z [8, s. 232])

Reseni: Z podobosti trojihelnikét VPB a VTS, miizeme uréit polomér podstavy kuzele, ktery
jsme oznadili pismenem z (obr. 5.68):

Qz%,kden:|TV|:\/5r27—r2:2\/6r.

z
6r _ 2V6r _ 6r _ 16

. IR w
Povrch koule ... Sy = 42

Povrch rota¢niho kuzele ... So = 72(z + s), kde s = %6 + 2671 = 57"5/6,
Sy = 77%6 (# + —5T§/6) ﬂ# = 97r?

S1:Sy=4mr? :9mr2=4:9

Povrchy koule a rota¢niho kuzelu S; a S jsou v poméru 4 : 9.

W

(a) (b)

Obrazek 5.68: Rotacni kuzel opsany kouli.

Uloha ¢&. 6

V pravidelném ¢étyfbokém jehlanu ABCDV je dano |AB| = a, |AV| = a. Urcete odchylku

roviny podstavy a roviny bo¢ni stény jehlanu. (prevzato z [1, s. 337])



KAPITOLA 5. SBIRKA PRIKLADU 97

Reseni: Zvolime rovinu kolmou k pifmce prochézejici uréenou hranou podstavy, napiiklad BC.
Idealni je zvolit rovinu tak, aby prochéazela bodem V. Rovina spliujici dané podminky je rovina

VLS, kde S je stted AC, a L je stfed hrany BC. Odchylka rovin je tthlem VLS - obr. 5.69.
2 _ /5

V2

\/GQ—ﬁ \/2 2_,42

Velikost odchylky mtzeme vyjadfit jako tanp = ¢ = — = — =
2 2

tanp = V2 ... ¢ = 54°44/

[ V]
w\n‘&‘m

Odchylka roviny podstavy a roviny bo¢ni stény pravidelného étyibokého jehlanu je 54°44’.

\\V

Obrazek 5.69: Znazornéni odchylky roviny podstavy a bocni stény jehlanu

KOMENTAR: V programu Cabri 3D lze rovinu kolmou na prisecnici dangjch rovin zndzornit.

Pro lepsi prehlednost je vsak tato rovina v obrazku 5.69 skryta.

Uloha ¢&. 7

V krychli ABCDEFGH s hranou délky a je bod M stfedem hrany AE a bod N stfedem hrany
CG. Vypocitejte vzdalenost piimky MN od roviny DEG, pokud a = 5em. (prevzato z [19, s. 99])

Reseni: Grafické feseni tlohy, kde vzdalenost tise¢ky MN od roviny DEG odpovida délce tisecky
XY, je znazornéno na obrazku 5.70.

Protoze rovina DEG protind télesovou thlopficku BH v jedné tfetiné blize vrcholu H a bod Y
lezi ve stiedu této thlopficky, mizeme snadno dopoditat, ze | XY| = %|BH| — é|BH| = %|BH|.
Protoze délka tihlopiicky |BH| = V/3a2 = a\/3, potom velikost tisecky |XY| = a%.

Vzdalenost tsecky MN od roviny DEG je po dosazeni a = 5cm asi 1,44 cm.
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Obrézek 5.70: Vzdalenost pfimky MN od roviny DEG.

NERESENE ULOHY:

Uloha ¢&. 8

Hrany kvadru jsou v poméru a : b : ¢ = 3 : 2 : 1 a télesova thlopficka u; = v/56. Uréete objem
a povrch kvadru. (prevzato z [3, s. 150])

Uloha ¢&. 9

Vypocitej polomér ry Sesti shodnych kruznic, které jsou umistény na kulové plose o poloméru
r1 tak, ze kazda kruznice se dotyka ¢tyt ostatnich (grafické feSeni - viz tloha ¢. 12 na strané
83). (prevzato z [5, s. 103])

Uloha é&. 10

Vypocitej polomér r kulové plochy opsané pravidelnému ¢étyfsténu s hranou délky a. (prevzato
z [20, s. 356])

Uloha ¢é. 11

V pravidelném ¢tyibokém jehlanu ABCDV je déno |AB| = a, |AV| = a. Uréete odchylku dvou
sousednich boé¢nich stén jehlanu. (prevzato z [8, s. 3538])

Uloha é&. 12

Body M, N, P jsou po fadé stfedy hran EF, FG, GH krychle ABCDEFGH o hrané a = 4 cm.

Urcéete vzdalenost:
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a) bodu M od roviny ABG,
b) bodu C od roviny ANP. (prevzato z [19, s. 90])
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Kapitola 6

Vlastni zkusenost s vyuzitim

Cabri 3D pri vyuce

V ramci své souvislé praxe, kterou jsem absolvovala v zimnim semestru druhého ro¢niku nava-
zujiciho magisterského studia na Stfedni primyslové skole strojni a elektrotechnické v Liberci,
jsem méla moznost vyzkouSet si praci s geometrickym softwarem Cabri 3D ve vyuce. Béhem
dvou tydnd, kdy jsem na Stfedni primyslovou skolu strojni a elektrotechnickou dochazela, mi
byly pfidéleny dva prvni ro¢niky, ve kterych jsem probirala téma funkce, a jeden druhy roc-
nik, kde jsem vyucovala prostfednictvim Cabri 3D ¢ast stereometrie zabyvajici se Tezy téles.
Ve druhém roc¢niku jsem stravila vyukou fezti celkem pét hodin. Diky bezproblémové spolu-
praci s vedenim skoly a ochoté Mgr. Jifiny Jirsdkové, ktera byla po dobu praxe mou cvi¢nou
ucitelkou, jsem méla na kazdou hodinu k dispozici tfidu s dataprojektorem a mohla jsem tak
k vykladu a procviceni latky plné vyuzit moznosti programu Cabri 3D.

Jak bylo feCeno, tématu fezil bylo ve druhém roc¢niku vénovéno celkem pét hodin. Prvni
hodina patfila sezndmeni s tfemi zédkladnimi vétami a jejich dusledky (viz sekce 4.1.2), poté
nasledovaly tfi hodiny procvicovaci, ve kterych si zZaci vyzkouseli jak urceni fezu pomoci t¥i za-
danych bodt tak hledani prisec¢nice dvou riznobéznych rovin nebo priniku pfimky s télesem.
Posledni hodina byla vénovana pisemnému opakovani. Vzhledem k tomu, Ze ¢asové ani mate-
ridlni podminky neumoznovaly samostatnou praci zakt s programem Cabri 3D, jeho vyuziti
slouzilo vyhradné k vykladu latky a kontrole postupu a vysledku reseni samostatné prace zaku
prostfednictvim promitani dané konstrukce pies dataprojektor. Pro zjednoduseni prace byly
zaktm na zacatku kazdé hodiny rozdany pracovni listy s predtisténymi télesy, aby nedochézelo
ke zbytecnému zdrzovani rysovanim téles.

Pii vykladu a kontrole postupu feSeni jsem velmi ocenila funkci postupného prehravani
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konstrukce (obr. 6.1), kterou program Cabri 3D nabizi. Jedna se o moznost postupného zobra-
zovani jednotlivych kroku konstrukce prostfednictvim automatického nebo manualniho pohybu
smérem vpied i vzad. Zaci si tak mohou prohlédnout spravny postup feseni a diky zpétnému
krokovani se mohou vratit k mistu, kde udélali chybu, aniz by museli tuto chybu hledat na ta-
buli ¢i na papife, kde byva konstrukce kvili velkému mnozZstvi ¢ar ¢asto neprehledna. Kontrola
spravného postupu pfi feseni fezti téles pomoci funkce krokovani se mi velmi osvédcila také pii
aktivizaci t¥idy, kdy zaci sami navrhovali dalsi krok konstrukce a diky okamzité zpétné vazbé

si tak mohli potvrdit ¢i vyvratit svij odhad.

Obrazek 6.1: Krokovani konstrukce v programu Cabri 3D.

Dalsim cennym pomocnikem pii vyuce stereometrie pomoci Cabri 3D pro mé byla funkce
automatického otaceni scény, kterd je nadstavbou oproti dvojrozmérné verzi toho programu.
P1i pohledu na papir, tabuli nebo na obrazovku monitoru je pro zaky casto slozité predstavit si,
ze dvé zdanlivé se protinajici ¢ary mohou byt ve skutecnosti mimobézky a ne rtznobézky, jak
by se na prvni pohled mohlo zdat. Diky rotaci télesa, kdy se zaci divaji na téleso z riznych thla
pohledu, je vSak mozné spravné vztahy mezi jednotlivymi prvky konstrukce snadno odhalit.
Program Cabri 3D umoznuje rotaci scény kolem osy kolmé k zikladné prochéazajici stifedem
této zakladny (obr. 6.2) nebo libovolné zvolenym bodem.

Urcitym tskalim pii promitani vjukového materidlu pomoci dataprojektoru obecné je
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Obrazek 6.2: Ukazka rotace scény v programu Cabri 3D.

vhodné zvoleni barev a fontu pisma. Cabri 3D nabizi Sirokou paletu barev i druhd pisma
a uzivatel si tak pfi dodrzeni kritérii ¢itelnosti a viditelnosti mize vybrat dle svého uvazeni. Ja
jsem ve svych piikladech pouzitych béhem praxe vyuZivala nejvice barvu modrou (télesa), ¢er-
venou (body fezu) a svétle zelenou (fez) a pismo o velikosti ,,20“. Uroven technického vybaveni
se vSak muze na ruznych skolach lisit, proto doporucuji vzdy kvalitu promitani dopredu ovérit
a vybér barev ¢i fontu podle potfeby upravit.Podminkou pro vyuzivani programu Cabri 3D je
instalace programu Java, ktery je volné stazitelny a je také soucasti prilohy této prace.

Na zavér této kapitoly bych rada poznamenala, ze pouziti programu Cabri 3D pii vyuce
fezu téles se mi velmi osvédcilo. Ackoli priprava jednotlivych konstrukci byla ¢asové narocna,
presnost, nazornost a funkce krokovani a rotace objektti véetné moznosti pobyhovat zadanymi
body a ménit tak celou konstrukci povazuji za vyrazna pozitiva, ktera zkvalitiiuji vyukovy

proces a usnadnuji praci jak zaktm, tak ucitelim.



Kapitola 7

Prizkum v oblasti vyuky

stereometrie

Diky skolské reformé probihajici v poslednich letech ziskaly skoly zna¢nou autonomii, ktera se
projevila jak v obsahu a ¢asové dotaci, tak i v rozvrzeni uc¢iva do jednotlivych ro¢niki. Pro tucely
této diplomové prace byl proveden prizkum, ktery si klade za cil pfiblizit vyuku stereometrie
na stfednich skolach Libereckého kraje s dirazem na uvedené aspekty a vyuziti geometrickych

softwartl jako modernich prostiedk® vyuky.

7.1 Metodika

Prizkum byl realizovan formou elektronického dotazniku, ktery byl spolecné s pravodnim do-

pisem zaslan uciteliim strednich skol Libereckého kraje.

7.1.1 Dotaznik

Struktura dotazniku byla vypracovana nasledujicim zptsobem. V ivodu byly uvedeny stru¢né
instrukce k jeho vyplnéni véetné e-mailové adresy pro zpétné zaslani a dale jiz nasledovaly
jednotlivé otazky. Dotaznik se skladal z otazek polouzavienych obsahujicich vybér z nabidky
konkrétnich polozek s moznosti doplnéni informaci v ramci polozky ,,jiné“, a otevienych, ve
kterych se mohli ucitelé volné vyjadrit k danému tématu.

V dotazniku bylo pouzito celkem sedm otazek. V prvni byli ucitelé pozadéani, aby uvedli
nazev skoly, na které ptisobi. Dalsi dvé se tykaly ¢asové dotace, rozvrzeni a obsahu stereometrie.
Posledni ¢ty¥i otazky zjistovaly vyuziti geometrického softwaru stfedoskolskymi uciteli pfi vyuce

matematiky.
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7.1.2 Vybér respondentii a sbér dat

Distribuce dotazniku byla realizovana tfemi zdkladnimi zpiisoby. V pripadé uvedené kontaktni
e-mailové adresy na webovych strankach skoly byl dotaznik zaslan ucitelim piimo. Pokud
tato informace chybéla, bylo osloveno vedeni skoly s zadosti o rozeslani dotazniku prislusnym
zaméstnanclim. Vzhledem k nizké navratnosti elektronickych dotaznikti byla ¢ast dotazniki

predana osobné v tisténé verzi.

7.2 Vysledky

Elektronicky dotaznik nebo jeho tisténou verzi vyplnilo celkem 32 ucitelti ze 17 stfednich skol

Libereckého kraje.

Otazka ¢. 1

V prvni otazce uéitelé vypliiovali nazev stiedni koly svého piisobisté. Ucelem bylo roziadit jed-
notlivé skoly do t¥i zvolenych kategorii - gymnéazia, stfedni odborné skoly technického zaméreni
a ostatni stfedni gkoly - u kterych byla nésledné zjisfovdna hodinova dotace, roénik a obsah
vyuky stereometrie.

Z celkového poctu sedmnécti skol se dotaznikového Setfeni zuicastnila t¥i gymnazia, ¢tyti
stfedni odborné skoly technického zaméreni a deset skol patficich do kategorie ,ostatni stfedni

skoly*.

Otazka ¢. 2

Dalsi otazka se tykala hodinové dotace a rocniku, ve kterém se stereometrie na strednich sko-
lach vyucuje. Skoly byly opét roziazeny do tii kategorii (viz otazka ¢. 1), v rdmci kterych byla
zjisténa data analyzovéna.

Dvé gymnézia uvedla, Ze vyuka stereometrie u nich probihéd ve tfetim roc¢niku, jedno gym-
nazium meélo stereometrii zafazenou v kvinté odpovidajici prvnimu roéniku. T¥i stfedni skoly
technického zameéreni uvedly, Ze stereometrii vyucuji ve druhém ro¢niku a jedna skola v roéniku
tfetim. Na ostatnich strednich Skolach se rozvrzeni pohybovalo rtzné, kromé prvniho ro¢niku
se stereometrie objevila ve druhém, tfetim i ve ¢tvrtém rocniku.

Stejné jako se v ramci skol lisilo roénikové zatazeni stereometrie, lisil se i poc¢et hodin véno-
vanych tomuto tématu. Primérna hodinova dotace stereometrie pro zvolené kategorie skol je

znézornéna v nasledujicim grafu (graf 7.1).
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Hodinova dotace stereometrie na stfednich skolach
35

30

25

20

15

Poéet hodin

10

Gymnazia sS technické sS ostatni

Graf 7.1: Hodinova dotace stereometrie.

Otazka ¢. 3

V této otazce byli ucitelé pozadani, aby vybrali z predlozené nabidky témata, kterd v ramci
stereometrie vyucuji.

Vsechna témata obsahla podle oéekévani gymnazia, respektive vSichni uéitelé gymnazii. Ob-
sah stereometrie se na stiednich odbornych skolach technického zaméfeni (graf 7.2) a ostatnich
stfednich skolach (graf 7.3) lisil jak mezi skolami, tak diky vytvéareni individuélnich tematickych
plani i mezi uciteli v rdmci jedné skoly.

Mezi témata, kterd zaskrtli vSichni uditelé a kterd se tedy uci na vSech stiednich skolach
Gcastnicich se prizkumu, patfily ,,Zakladni polohové vlastnosti“, ,Vzajemna poloha“ a ,Vy-

pocty obsaht a objemu téles®.

Obsah stereometrie na technickych SS
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polohové poloha praniku odchylek kolmosti vzdalenosti obsaht a
vlastnosti objem téles

Graf 7.2: Obsah stereometrie na stfednich Skolach technického zaméreni.
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Obsah stereometrie na ostatnich S$
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Graf 7.3: Obsah stereometrie na ostatnich stfednich skolach.

Otazka ¢. 4

Otéazkou ¢islo ¢tyfi zacinala ¢ast dotazniku tykajici se geometrického softwaru. V této otazce
méli ucitelé uvést, zda geometricky software ve vyuce vyuzivaji. Pokud zaskrtli polozku ,,ANO*,
byli pozadani o doplnéni ndzvu pouzivaného geometrického softwaru. Pokud byla jejich odpo-
véd zépornd, méli doplnit divody, pro¢ geometricky software nevyuzivaji. V dalsich otézkéch
dotazniku jiz v tomto pfipadé nemuseli pokracovat.

Pouziti geometrického softwaru ve vyuce matematiky potvrdilo 16 z 32 dotazanych, tedy
presné polovina. V ramci geometrickych softwarti pouzivanych pii vyuce obsadil prvni misto
s velkym naskokem program Cabri. Nasledovaly programy GeoGebra, Krychle a okrajové bylo
zminéno i pouziti nékterych dalsich geometrickych softward. Miru zastoupeni geometrickych
softwarti ve vyuce znézortnuje graf 7.4.

Mezi hlavni divody, které ucitelé uvedli jako prekazku pro pouziti geometrickych softwari
pii vyuce, patfilo zejména nedostateéné vybaveni (9x), nedostatek casu (3x) a ve tfech ptipa-

dech byla zminéna také zbytecnost pouzivani téchto softwari.

Otazka ¢. 5

Ukolem pété otézky bylo zjistit, pro jakd vjukova témata matematiky ucitelé geometrické
softwary pouzivaji.
Na prvnim misté se umistila planimetrie, kter& byla uvedena ve ¢trnacti pripadech, nasledovala

stereometrie (11x), analyticka geometrie (4x), algebra (3x) a funkce (3x).
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Zastoupeni geometrickych softwarl ve vyuce

W Cabri
Krychle

® GeoGebra
GoogleSketchUp

M Stavebnice Polydron

m Autocad

Software interaktivni tabule
SmartBoard

Graf 7.4: Zastoupeni geometrickych softwarti ve vyuce.

Otazka ¢. 6

V této otazce byli ucitelé pozadani, aby oznacili zpiisob, jakym geometricky software ve vyuce

pouzivaji. Vysledky jsou znazornény v grafu 7.5.

o e, s - - o
Ucely vyuziti geometrickych softwart
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Vyklad latky Hromadné Samostatné Tvorba testl Testovani
procvicovani procvicovani

Graf 7.5: Ucely vyuziti geometrickych softwarti.
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Otazka ¢. 7

Posledni otazka dotazniku zjistovala vyhody a nevyhody geometrickych softwart z pohledu
uciteld.

Mezi hlavni vyhody, které ucitelé v dotazniku uvedli, pattila ndzornost, presnost a spora ¢asu
v hodiné. Velmi pozitivné byla hodnocena také moznost krokovani konstrukce a zmény zadani.
Naproti tomu, za nejvétsi nevyhodu byla povaZovana ¢asova naroc¢nost pripravy. Na Skoléach,
kde zaci pracuji s geometrickym softwarem samostatné, zminovali ucitelé také zhorsenou kvalitu

rysovani na papir a Spatné rozvrzeni konstrukce.

7.3 Shrnuti

Cilem tohoto prizkumu bylo poskytnout informace o soucasné podobé vyuky stereometrie a vy-
uziti geometrickych softwari v hodinach matematiky na stfednich skolach. Vzhledem k nizkému
poctu respondentt slouzi uvedené vysledky priizkumu predevsim jako hruby odhad skutecné
situace, kterda na stifednich Skoldch v soucasné dobé panuje. Z celkového hodnoceni je vsSak
ziejmé, ze geometrické softwary jako moderni prostifedky vyuky maji dnes ve vjuce matema-
tiky své nezastupitelné misto a diky jejich neustalému vyvoji a zdokonalovani lze ocekévat, ze

jejich vyuzivani pro skolni potfeby bude mit nadale vzristajici tendenci.
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Z.aver

Stereometrie je pro své vysoké naroky kladené na prostorovou predstavivost zaku povazovana
predstavivosti zverejnénych v této praci je zfejmé, Ze schopnosti zakt v této oblasti jsou ne-
dostatecné a je tedy nutné hledat zptusoby pro zvyseni efektivity vyuky stereometrie vSemi
dostupnymi prostfedky. Jeden ze zpisobt vedoucich ke zlepseni kvality vyuky predstavuji geo-
metrické softwary, jejichZ vyuzitim ve vyuce stereometrie se zabyva tato diplomova prace.

Hlavnim cilem této prace bylo sestavit kratky text tykajici se vyuky stereometrie na stfedni
skole doplnény o sbirku fesenych a ¢astecné nefesenych tloh. Sbirka i teoreticky text obsahuji
doprovodné statické a dynamické obrazky zkonstruované v programech GeoGebra 5.0 a Cabri
3D, které byly vybrany s ohledem na Skolské potreby. Obrazky jsou spolu se svymi zdrojovymi
soubory, programem GeoGebra 5.0 a softwarem Java nezbytnym pro praci jak s programem
Cabri 3D tak GeoGebra 5.0 pfilozeny na CD. Cabri 3D nebylo mozné z davodu licence do
prilohy zaradit.

Sbirka tloh tvorici hlavni ¢ast prace obsahuje celkem 82 tloh. Z toho je 53 tloh feSenych
a 29 nefesenych, jejichz vysledky jsou uvedeny v pfiloze. Vzhledem ke skutec¢nosti, ze ucebnic
stereometrie existuje na trhu nékolik, bylo zdmérem této prace zaradit do sbirky vedle tradic-
nich pfikladi i pfiklady méné tradiéni s cilem poukézat na rozmanitost tohoto tématu. Obsah
sbirky byl ptizptisoben také moznostem vybranych geometrickych softwart, které jsou diky dy-
namickym funkcim velmi vhodné k zjistovani polohovych vlastnosti a vytvareni prostorovych
konstrukei, zatimco pfi ur¢ovani metrickych vlastnosti véetné pocitani objemt a obsahu téles
plni spise jen kontrolni funkci.

Nedilnou soucast prace predstavuje prizkum v oblasti vyuky stereometrie realizovany po-

moci elektronického dotazniku, ktery byl zaslan uciteltim stfednich skol Libereckého kraje a je-
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hoz vysledky poukazuji na pozitivni trend v pouzivani geometrickych softwarti ve vjuce mate-
matiky. Z vysledkd prizkumu jsou také patrné zmeény, které prinesla skolska reforma v podobé
vétsi volnosti ve vybéru obsahu uciva jak z hlediska skol tak samotnych ucitelt.

Na zéavér bych rdda poznamenala, ze diky vytvafeni statickych a dynamickych obrazki,
které tvori podstatnou ¢ast této diplomové prace, jsem se naucila pracovat ve dvou v soucas-
nosti nejpouzivanéjsich geometrickych softwarech, coz povazuji za nesmirné pozitivum pro svou
budouci uditelskou praxi. Zarovenn doufam, ze tato prace bude slouzit jako hodnotny zdroj pro

vyuku stereometrie nejen mné, ale i dalsim studentim ¢i ucitelim matematiky.
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Priloha A
Vysledky neresenych tloh

5.1 Ulohy na rozvoj obecné prostorové piedstavivosti

12. a) 21, b) 9.
13. Reseni tlohy - obr. A.1.

(a) (b) ()

Obréazek A.1: Nérys (a), pudorys (b) a bokorys (c¢) daného télesa.
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Obrazek A.2: Hledané téleso znazornéné ve volném rovnobézném promitani.

14. Reseni tlohy - obr. A.2.

15. a) 8, b) 12, ¢) 6, d) 1.
16. 10.
17. 10.
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SENYCH ULOH

YSLEDKY NERE

OHA A. V

PRIL

5.2.2 Polohové konstrukéni alohy

12. Bod, hrana, trojihelnik (véetné stény jehlanu).

13. Reseni tlohy - obr. A.3.

(c)

(a)

Obrézek A.3: Rezy télesem.

14. Reseni tlohy - obr. A.4.

]

vav. //,__,’
\

AN

B

= > SapScp (b).

, prusecnice p

Obrazek A.4: Prisecnice p neexistuje (a)

obr. A.5.

15. Reseni tlohy -

Obrazek A.5: PrisecCnice rovin - jehlan.
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16. Reseni ulohy - obr. A.6.

Obrézek A.6: Pruseciky pfimky p s hranolem.

17. Reseni tlohy - obr. A.7.

Obrazek A.7: Pficka mimobézek danym bodem (a), danym smérem (b).

5.2.3 Mnoziny bodu danych vlastnosti

15. Hledanymi body jsou priseciky pfimky p s dvéma rovinami rovnobéznymi s rovinou p,
ktera je od nich vzdalena o m.

16. Roviny soumérnosti pfimek a, b.

17. Rovina soumeérnosti danych rovin.

18. a) Stfed S koule lezi v pruseciku télesovych thlopficek krychle, polomér r je vzdalenost
bodu S od libovolného vrcholu krychle - obr. A.8(a);

b) st¥ed S koule lezi v priseciku spojnic stfedt protéjsich hran krychle, polomér r je vzdalenost
bodu S od libovolného stiedu hrany krychle - obr. A.8(b);

c) stted S koule lezi v priseciku spojnic stfedt protéjsich stén krychle, polomér r je vzdalenost

bodu S od libovolného stfedu stény krychle - obr. A.8(c).
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Obrazek A.8: Koule prochézejici vrcholy (a), stfedy hran (b) a stfedy stén (c) krychle.

19. Prisecnice rovin soumeérnosti tiseek AB a BM.
20. Podstavou vélce je kruznice opsand trojihelniku ABC. Vysky vélce lezi na kolmicich k
rovine ABC' a maji velikost v. ReSenim jsou dva valce.

21. Rotac¢ni paraboloid s ohniskem v bodé A a s fidici rovinou p.

5.2.4 Zobrazeni

8. n.
9.n 4+ 1.
10. Resenim tlohy jsou zobrazeni:

rovinnd soumeérnost podle roviny soumérnosti horni a dolni podstavy krychle;

stredovd soumeérnost, kde bod § je prisecikem télesovych thlopficek;

osovd soumernost, kde osa muze prochazet spojnici stfedu protilehlych bocnich stén krychle;

otocent s osou shodnou jako v pfedchozim ptipadé a tthlem otoceni ¢ = 180°;

- posunuti o orientovanou usecku AFE;

- stejnolehlost se stfedem S v priseciku télesovych thlopficek krychle a koeficientem stejnoleh-
losti kK = -1.

11.b:a=c: b

12. Stfedy hran EF a CD.

5.2.5 Metrické ulohy

8. V =48, S = 88.

9. ry = @Tl.
_ a3

10. r = Nk

11. 109°28’

12. a) 2v/2 cm, b) \}—% cm.



Priloha B

Dotaznik

Dotaznik pouzity pro ucely priuzkumu vyuky stereometrie a vyuziti geometrickych softwart pro

skolni potieby se z divodu velikosti svého formatu nachézi az na nasledujici strance.
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Dotaznik

Vyuka stereometrie a geometricky software v hodinach matematiky na S$

Instrukce: Spravnou odpovéd zaskrtnéte (v programu MS Office dvojklikem), pripadné doplite slovnim komentdrem.
Pokud u ctvrté otazky odpovite NE, nepokracujte v dalSich otdzkach a cely dotaznik odeslete zpét na adresu
novakova.k@gmail.com .

1. Uvedte nazev Skoly, Na Které VYUCUJELE.......cvecirieuiiriiiirieiirieicieteeetct sttt

2. Uved'te hodinovou dotaci vyuky stereometrie na Vasi skole........... a ro¢nik, ve kterém se stereometrie

vyucuje.........

3. Vyberte z nabidky témata, ktera jsou na Vasi SS v ramci stereometrie vyucovéna:
[ Zékiadni polohové viastnosti — vztahy mezi body, primkami, rovinami;
O Vzdjemna poloha — primek, primky a roviny, rovin;
[ Rezy téles;
[ Prinik primky s rovinou / télesem;
[ odchylka piimek, primek a rovin, rovin;
D Kolmost primek a rovin;
[ vzdatenost bodu od primky / roviny, vzdalenost primky a roviny, vzdalenost dvou mimobeézek;
[ mypocty objemii a povrehii téles.
] Zobrazeni (dopliite jakd....... ... .......c..co.coe oot nn)

4. Pouzivate pfi vyuce matematiky geometricky software?

I ANO (A0PIFte jakp........o....ooeeeeoeeeecoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e )

(napr. chybéjici financni prostiedky, nedostatecné vybaveni uceben, apod.)
5. Pro jaka témata (napf. planimetrie) geometricky software pouzivate?

Doplite

6. Jakym zplsobem geometricky software pouzivate?
[ K vkladu latky (promitani FeSenych prikladii);
[ K hromadnému procvicovani (Zéci navrhuji postup Feseni a ucitel postupné odhaluje jednotlivé kroky
spravného reseni);
[ K samostamému procvicovani — Zdci Fesi samostamé vilohy pomoci geometrického softwaru na PC;
[ & wvorbe predtisténych formulari testu;

D K testovani zakii — Zaci resi pomoci geometrického softwaru testové wilohy na PC;




Pfiloha C

Pfiloha na CD

Prilozené CD ma nasledujici strukturu:

Obrazky
Teoretické zaklady stereometrie
Sbirka prikladi
GeoGebra 5.0 JOGL1 Beta
Java 7

DiplomovaPrace.pdf
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