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Abstrakt

Bakalafskd prace se zabyvéa tématikou fraktdlni geometrie. Nejprve se prace veénuje objevu a
definovani fraktali. Poté rozebird Hausdorffoveé dimenzi a teorii nutnou k vytvoteni demonstra¢nich
aplikaci pro e-learning. Praktickd cast je predev§im vénovana implementaci demonstracnich
aplikaci. Popisuje programy na vykresleni Juliovych mnoZin s moZnosti smooth coloringu, déle

programy na vykresleni fraktalni interpolace a demonstraci fraktalni komprese obrazku.

Kli¢ova slova: Fraktal, Hausdorffova dimenze, IFS, Juliovy mmnoziny, fraktdlni interpolace,

fraktalni komprese obrazki.

Abstract

This bachelor thesis looks into fractal geometry theme. Firstly it deals with discovery of fractals and
their definition. Then it analyzes Hausdorff dimension and theory needed for creating demonstration
applications for e-learning. Practical part is mostly devoted to implementation of demonstration
applications. Thesis describes application for rendering Julia set with a possibility of smooth
colouring, applications for rendering of fractal interpolation and demonstration of fractal image

compression.

Key words: Fractal, Hausdorff dimension, IFS, Julia set, fractal interpolation, fractal compression

of images.
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Uvod
V soucasné dobé se student mechatroniky béhem studia nesetkd s pojmem fraktalni geometrie, coz
byl diivod k vytvofeni e-learningového kurzu, ktery mé za kol sezndmit studenty s timto pojmem.

Soucasti e-learningového kurzu budou jak texty, tak demonstraéni aplikace, které byly vytvoteny

jak beéhem ro¢nikového projektu, tak v rdmci této bakalarské prace.

Vykreslovani fraktalt je velmi zajimavym problémem pocitacové grafiky a tento e-learningovy kurz
studentim umozni vyzkouSet vykresleni fraktali pomoci raznych algoritmli s moznosti upravy
parametri. Pojem fraktal je ovSem ¢im dal vyznamnéj$i, nejenom v problematice pocitacové

grafiky, a proto je dulezité, aby student mél alespon elementarni znalosti tohoto pojmu.

Bakalatské prace nejprve popisuje objev fraktall a jejich definici a s tim spjaty pojem Hausdorffovy
dimenze. Poté popisuje algoritmy nutné k vytvoreni demonstracnich aplikaci a nésledn¢ i jejich
implementaci. Bakalatska prace se také hloubéji zabyva pojmem fraktalniho kodovani obrazu a to

predevsim moznostem jeho komprese.
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1 Fraktaly

Nejcast¢jsi definice pojmu fraktal je: Geometricky objekt, ktery je sob&épodobny v riznych
méfitkach. Jinymi slovy jde o objekt, ktery je tvofen svymi vlastnimi menSimi kopiemi. Prvni
znam¢éjsi objekt s témito vlastnostmi je takzvané Cantovo diskontinium coz je mnoZina s nenulovou
dimenzi mensi nez 1. Toto diskontinium vznika tak zatneme s seCkou [0;1] na ¢iselné ose. Z této
usecky vynechdme prostiedni tretinu [1/3;2/3], ¢imz vzniknou dvé usecky [0,1/3] a [2/3;1]. Iteracné

poté pro vSechny tsecky vzniklé v predchozi iteraci odeberu prostiedni tietinu.

Dalsi objev udélal Svédsky matematik Helge von Koch, ktery v roce 1906 popsal spojitou kiivku,
ktera nema derivaci v Zzadném svém bod¢. Tato kiivka vznika tak, ze zatneme opét s useckou [0;1]
na Ciselné ose. Poté se rozdéli useCka na tfetiny, nad prostfedni tfetinou se vytvoii rovnostranny
trojuhelnik a ptivodni prostiedni tfetina se odstrani. Tento postup iteracné opakujeme pro vSechny
usecky, které vznikly v predchozi iteraci. Pokud misto useCky zacneme s rovnostrannym
trojuhelnikem neboli tfemi useckami, vznikne utvar, ktery se nazyvd Kochova vlocka. Pokud se
bude pocet iteraci blizit k nekonecnu bude mit tento utvar tu vlastnost, ze jeho obvod bude

nekonecné dlouhy, ale obsah bude konecné velky, konkrétnéji 8/5 obsahu ptivodniho trojuhelniku.

Dalsi dilezity objev byl proveden francouzskymi matematiky Gastonem Juliou a Pierem Fatou. Ti
popsali vlastnosti itera¢nich rovnic v komplexni rovin€. O jejich objevu vice v kapitole 3.1. Na
jejich préci poté navéazal Benoit Mandelbrot, ktery pocitatové vykreslil mnozinu, kterd je dnes

znama pod ndzvem Mandelbrotova mnozina. Tato mnozina, kterou popsali také jiz Julia s Fatouem,

2
je tvofena pomoci iteraéniho vypoctu n+17 ZytC Pro kazdy bod ¢ v komplexni rovin€ pocitame z,

‘zn‘£2

kde n=<1;00) a pokud vSechna z, splituji podminku , pak bod ¢ patii do Mandelbrotovy

mnoziny.

Mandelbrot, ktery v té dobé pracoval jako zaméstnanec IBM zkoumal cenu baviny na trhu. Pfi tom
si v§iml, Ze kolisani ceny ma jisté vlastnosti, které se opakuji v riiznych métitkach. Zkoumal také
nahodné poruchy na telekomunikacnich linkach, kde se poruchy opét objevovaly se stejnymi
charaktery v riznych méftitkach. Toto ho vedlo k hlubSimu zkoumdéni tohoto jevu a narazil na
podobny jev napiiklad v tisiciletych zdznamech o stavu vody v Nilu. Z uvedeného lze vidét, ze

fraktalni strukturu ¢i fraktalni chovani mohou mit i ,,negeometrické* objekty.
Mandelbrot také jako prvni zavedl pojem fraktal, ktery definoval pomoci Hausdorffovy dimenze.
Fraktaly byly ovSem znadmé jiz dfive diky jejich vyskytim v ptirod€. Nejcastejsi priklad fraktalu
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v piirod¢ je zelenina celedi brukvovité jménem Romanesco, kterou muzete vidét na obrazku.
V ptirodé ovSem existuje celd fada objektl s fraktalnim charakterem, které¢ vykazuji do jisté miry
sobépodobnost. Jedna se napiiklad o stromy, kapradi, blesky, snéhové vlocky, oblaka, pobtezi, feky.
Sam Mandelbrot tekl: ,,Oblaka nejsou koule, hory nejsou kuZely, pobfezi nejsou kuzele, klira neni
hladkd, blesk necestuje po piimce.* Fraktalni charakter maji casto také utvary vzniklé plisobenim
elektrického proudu. Uvadi se, ze i lidské plice maji do jisté miry fraktalni charakter a pro vypocet

jejich povrchu se vyuziva znalosti ziskanych ze studia fraktali.

Diky vyskytt fraktalti v ptirod¢ se fraktaly vyskytuji také v uméni, a to pfedevS§im vytvarném.

Japonsky malii Hakusai vyuzival fraktali pro ztvarnéni vin v 30. a 40. letech 20. stoleti.

Fraktaly lze nalézt také v architektufe. Konkrétnéji napiiklad u Eiffelovy véze, nékterych
evropskych katedral. Napiiklad basilika San Clemente a katedrala v Ravell v Italii, kde 1ze najit

vzor Sierpinského trojihelniku, nebo u africkych sidlist’ v severni Zambii.

Dnes se fraktaly Casto pouZzivaji na pocitacové generovana pohoti, mraky, stromy nebo pobiezi

v zabavnim primyslu (pocitacové hry, specidlni efekty ve filmech).

2 Definice fraktala

Pro definici fraktalli je nejprve nutnd znalost pojmill topologicka a Hausdorffova dimenze. Prvni
formalni definice topologické dimenze byla vytvofena ¢eskym matematikem Eduardem Cechem.
Ve skutecnosti se ovSem jedna o velice prostou vlastnost. Bod ma topologickou dimenzi 0, ptimka
ma topologickou dimenzi 1, rovina ma topologickou dimenzi 2 a tak dale. Hausdorffova dimenze je
definovana pomoci vztahu K = limN(e) €” .V podstaté se jedna o problém, pfi kterém se snazime
kiivku pokryt stejn¢ dlouhymi tseckami, kde K je délka kiivky, € je délka jedné usecky, N(e) je
podet Gisedek nutnych k pokryti kiivky a D je poté Hausdorffova dimenze. Casta demonstrace
meéieni délky Clenitych objekth je méfeni délky pobiezi, které jak jiz bylo zminéno, mé fraktalni
charakter. To také vedlo k rizné namétené délce portugalsko-Spanélské hranice, kterou oba staty

zméfili s 20% rozdilem.

Pokud by toto pobiezi bylo dostate¢né Clenité a my bychom pouzili dostate¢né malé tsecky, blizila

by se spocitana délka pobtezi k nekonecnu.
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— — =
Unit = 200 km, Unit = 100 km, Unit = 50 km,
Length = 2400 km (approx.) Length = 2800 km (approx.) Length = 3400 km (approx.}

Obrazek 1: Ukdzka viivu délky metru

Fraktal je poté definovan jako objekt, ktery ma Hausdorffovu dimenzi ostie vétsi nez topologickou.
Pokud Hausdorffova dimenze vychazi neceloCiselnd, je nazyvana fraktalni dimenzi, coz je zakladni

vlastnost, kterou popisujeme jednotlivé fraktaly.

2.1 Deterministické fraktaly

Deterministické fraktaly jsou takové, které jsou piesné sobépodobné. Pokud vznikaji pomoci n

ruznych transformaci ¢; tak plati vztah: A= U p(A)
1=l

__logn

Fraktalni dimenzi D deterministickych fraktala 1ze spocitat pomoci vztahu D= E;,

pokud fraktal

vznikl n ndsobnym opakovanim transformace ¢ s koeficientem méfitka S. Pokud bylo pouZzito n
ruznych transformaci ¢; s koeficientem méftitka S; fraktalni dimenzi D spocitdme vyfeSenim rovnice

i=1 SED:1~

Tabulka 1: Fraktalni dimenze znamych fraktalu

Fraktal Fraktalni dimenze
Cantorova mnozina Log2/log3~0,63
Okraj Kochovy vlocky Log4/log3~1,26
Sierpinského trojuhelnik Log3/log2~1,58
Mengerova houba Log20/10g27~0,91
Draci kiivka Log(V2)/log2=2
Mandelbrotova mnoZina 2

Juliovy mnoZiny 2
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22 1FS

Velké mnozstvi deterministickych fraktalt se tvoii pomoci IFS (iteration functions systém, neboli
systém iteracnich funkci) Systém IFS je mnozina uspofadanych dvojic {¢ipi}, kde ¢; je
transformace a p; pravdépodobnost pouziti i-t¢ transformace. Transformaci ¢; mizeme pro

dvourozmérny prostor definovat takto:

x
y

e

f

koeficienty e,/ odpovidaji za posunuti. Uspotddanou dvojici {¢i,pi} lze nazyvat IFS, pokud pro

cv(x,y)=(a o* ]+

c d

, kde hodnoty a,b,c,d odpovidaji za zvétSeni, zkoseni, otoCeni a

2, 2
Euklidovu metriku P(X ):\/x 1T % kde X=[x1,x;], kazdé transformaci ¢; pfifadime nejmensi
realné Cislo s, které splituje predpis ple(X)=@(Y))<sp(X=Y) pro pravdépodobnosti p; poté

n

2 P=1
. 1 p1 pZ pn
musi platit i=1 q S1 %8y .8, <I

2.3 Nedeterministické fraktaly

Tyto fraktaly nejsou piesné sobépodobné, ale statisticky sobépodobné. To znamend, Ze v objektu

nejsou stejné utvary v riznych métitkach, ale naopak jsou v objektu utvary se stejnymi statistickymi

vlastnostmi. Fraktalni dimenze téchto fraktalti Ize pouze odhadnout pomoci tzv. metody pocitani

¢tvercl pro kruhové okoli bodii. Kiivku nejprve pokryjeme N1 nepiekryvajicimi se kruznicemi o

poloméru rl. Poté kiivku pokryjeme N2 nepiekryvajicimi se kruznicemi o poloméru r2 pro ktery
loge2

N
=, kde ™ = .
log= 2

plati r2<rl. Odhad fraktalni dimenze je poté D =

Tabulka 2: Fraktalni dimenze prirodnich utvaru

Utvar Odhadnuta fraktalni dimenze
Pobftezi Jizni afriky 1,05 [10]

Pobiezi Australie 1,13 [10]

Pobiezi Velké Britanie 1,25 [10]

Pobiezi Norska 1,52 [10]

Povrch mozku ¢lovéka 2,79 [12]

Povrch plic ¢loveka 2,97 [12]

Soustava zil a cév Cloveka 1,63 [12]

Zhoubny melanom 1,05-1,30 [12]

14



3 Fraktalni mnoZiny praktické casti

V nasledujicich kapitolach se prace zabyva teorii nutnou ke zpracovani demonstracnich aplikaci.

3.1 Juliovy mnoZiny
Juliovy mnoziny jsou mnoziny bodi na komplexni roviné, pro které plati, Ze posloupnost

J— 2 . . , v . . P v o r I3
Zin1=ZtC | kde ¢ je libovolné komplexni &islo, nediverguje. Hranici téchto bodd je fraktalni

kiivka s Hausdorffovou dimenzi, kterd je rovna dvéma. Tyto mnoziny byly poprvé popsany
francouzskymi matematiky Gastonem Juliou a Pierem Fatou, ktefi zkoumali obecné rekurzivni
analytické funkce. Spolu s Mandelbrotovou mnozinou se jedna o nejzndmé;jsi fraktalni utvar, jejichz

grafické znazornéni hralo ditilezitou roli pti popularizaci fraktalni geometrie.

Juliovy mnoziny lze konstruovat nékolika zptsoby. Nejjednodussi zptisob je time escape algorithm,

neboli algoritmus ¢asového uniku. Tento algoritmus vykresluje Juliovu mnozinu tak, Ze iteraéné

— 2 .
pocita hodnotu z, pomoci vztahu Z»+1= Zx € | kde komplexni &islo ¢ je konstanta, dokud nebude z,

mimo ohrani¢enou oblast nebo nebude dosazeno predem daného poctu iteraci V.

Konkrétnéji to znamend, Ze program pro kazdy bod zacne pocitat s hodnotou z,=k, kde k jsou
soufadnice vysetfovaného bodu v komplexni roving. Poté bude program iteracné pocitat hodnoty z,,
kde n=1,2,...,N. Pro kazdé z, bude program kontrolovat, zdali je bod uvniti kruznice se stfedem v
pocatku a polomérem R, neboli zda plati |Z ,1|$R_ Pokud vSechny z, spliuji tuto podminku,
vybarvime tento bod ¢erné. Pokud jakékoliv z, ,,opusti” ohrani¢enou oblast, vybarvime bod bile,

popiipad¢ barvou urCenou vybarvovacim algoritmem. Hodnota poloméru R se mlze pro rovnice

z

— 2 . , . v , W
druhého stupné typu Zn+1= ZnT € zyolit R=2, pokud plati |l<2 . Pro rovnice tietiho stupné typu

2
Z, =z, taz+b

muzeme zvolit polomér R=max{|(b)|,Va+2}  Pro obecné rovnice typu

1
Zi=ZntC kde M=4 mizeme zvolit polomér R=max{|(c).2" ' |+e kde €>0 je libovolné

kladné ¢islo. Nejednd se ovsem o podminky optimalni, avSak dostacujici.[13]

3.2 Fraktalni interpolace

Fraktalni interpolace je proces, ktery vytvaii kiivku fraktdlniho charakteru, prochéazejici pfedem

zvolenymi body. Jednoduché fraktalni interpolace bez skrytych proménnych probiha pomoci IFS,
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neboli pomoci systému iteranich funkeci. Mé&jme interpolacni body /x,,v./, kde n=0,1..N, kterymi

chceme vést fraktalni kiivku. Tuto kiivku budeme sestrojovat pomoci IFS, neboli pomoci systému

iteracnich funkci. Tento systém se sklada z funkei w, (n=1,2..N). Obecné maji tyto iterac¢ni funkce

o (2)= () () + ()

Pro fraktalni interpolaci se ovSem pouzivaji funkce w,, které maji hodnoty b,=0. To umoziuje, ze

podobu:

vysledna kiivka bude prochézet ur€enymi body. Vsechny funkce w, musi dale spliiovat podminky:

xZT Loy~ Y xr
Wy, 0) _ n—1 wy, N\ _ n
Yo Yn—1 YN YUn

Tyto podminky zptsobi, ze funkce w, bude zobrazovat interval <x,xy> na interval <x,.,x,>, jelikoz

se jedna o spojitou transformaci.

Na zéklad¢ téchto podminek dostaneme, pti rozepsani slozek rovnice iteracnich funkci, nésledujici
soustavu rovnic:
Tpn—1 = anxg + en
Ty = QTN + €
Yn—1 = Cno + dpyo + fn
Yn = cnN +dnpyn + fn

ReSenim této soustavy je:

a;ni
TN — T
LTNLp—1 T)Tn
Cn —
IN — X0
o = Y " Yn=l g UN U0
N — X TN — I
TNYpn—1 — T INY) — X /
FENYn=1 = 0Un _ 4 TNY0 — TOYN
TN — X TN — X

Hodnotu d, nazyvame vertikalni Skalovaci faktor, ktery je zvolen na zakladé vlastnosti fraktélu,
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ktery ma prochézet interpola¢nimi body. Plati véta:

Necht N je piirozené¢ cislo vétsi nez 1 a {w,n=I12,..,N} je IFS asociovany s daty

{(xXnyn):n=0,1,....N}.

Necht' pro vSechny vertikalni faktory kontrakce je 0<d,<I. Pak existuje metrika d na R’

ekvivalentni Euklidové metrice takova, ze IFS je hyperbolicky a jednoznacné urcuje atraktor.

N
G = wn(G)
n=1

Pak atraktor G je graf spojité funkce, ktery interpoluje dand data. Takovou funkci nazyvame

fraktalni interpolaci.[17],[18],[13]

3.3 Fraktalni komprese obrazu

Fraktalni komprese obrazu je proces, pomoci které¢ho lze zakddovat obrazovou informaci pomoci

sobépodobnosti blokll v obrazu.

Problém fraktalni komprese Ize rozdélit na tyto problémy:
* tvorba range a domain blok
* zakddovani obrazu

¢ rozkddovani obrazu

3.3.1 Tvorba range a domain blokt

Range bloky musi byt tvofeny tak, aby se nepiekryvaly a zarovenn pokryvaly cely obraz. Range

bloky lze tvofit zavisle nebo nezéavisle na obraze.

Pii tvorbé range blokl nezavisle na obraze, je nejvhodnéjsi volit range bloky jako stejné velké
mnohothelniky. Nejcastéji se pouzivaji ¢tvercové range bloky, které jsou nejjednodussi, jak na
implementaci, tak na vypocet. U ¢tvercovych range bloki ovSem Casto dochédzi ke zkresleni na
hranach de€leni, které je pro uzivatele Casto viditelnéjsi, nez kdybychom pouzili naptiklad ctvercové

bloky zrotované o 45°.

Dalsi z moznych tvara range bloki je naptiklad trojuhelnik, Sestithelnik a podobné. Jedna se ovSem
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tieba si dat pozor na pokryti celého obrazu. Pokryti miizeme docilit naptiklad tim, ze ptivodni
obdélnikovy obraz roz$ifime na takovy mnohouhelnik, ktery lze Uplné€ pokryt stejné velkymi
mnohouhelniky. VSechny pixely, které timto rozsitenim ptfidame, budou nulové a pii dekddovani se

nebudou zobrazovat.

Obrazové zavisla volba range blokl je napiiklad dé€leni obrazu pomoci kvadraturniho stromu.
Zacneme s nezavisle zvolenymi ¢tvercovymi range bloky. U kazdého range bloku zkontrolujeme
jeho homogenitu a moznosti jeho zakdédovani. Pokud nebude homogenita na dostatecné trovni,
nebo nebude moZné range blok zakddovat s dostatecné malou lokalni chybou, musime range blok
upravit. Range bloky vzdy upravujeme tak, Ze je rozdélime na ¢tyfi nové range bloky s poloviénimi
rozmeéry, u kterych budeme opét kontrolovat podminky. Tento proces budeme opakovat pro vSechny

range bloky, dokud nebudou mit minimalni rozméry, nebo nebudou spliiovat podminky.

Dalsi moznosti je napiiklad tvorba range blokii pomoci horizontdlné vertikalniho déleni. To obraz
rozdeli na razné mnohouhelniky podobné obdélnikiim. Dalsim zpiisobem tvorby range bloki je

pouziti trojuhelnikového dé€leni, které obraz rozdé€li na trojuhelniky rdznych rozméri.

U téchto metod je ovSem nutné zvolit metodu kontrakce domain blokt, ktera bude schopnad, s co
nejmensi chybou, kontrahovat domain blok na rozméry daného range bloku. Je také nutné zvolit
metodu, kterd bude schopnd zpétné rekonstruovat range bloky s nejmenSim moZnym poctem

ulozenych dat.

Jak jiz bylo fe€eno, je nutné domain bloky kontrahovat na rozméry range blokl a vytvofit tim
takzvané B bloky. Této kontrakce Ize dosdhnout opét mnoha zplisoby. Obecné lze tvrdit, ze lze
zvolit jednoduchou a ptesnéjsi metodu, pokud budou range a domain bloky spliovat dané
pozadavky. Pokud budou range a domain bloky ctvercové a rozméry domain blokd budou
celo¢iselnym i-ndsobkem rozméru range blokli, miZzeme domain blok rozdélit na subbloky o
rozmérech i krat i, kterych bude stejny pocet jako pixelii v range blocich. Prvky B bloku poté budou

vzdy primerné, maximalni, nebo minimalni hodnoty z odpovidajicich subblokti domain bloku.

152
143
155
160) B blok 2x2 vzniklg z
Domain blok 4x4 promérngch hodnot

Obrazek 2: Ukazka tvorby B bloku
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3.3.2 Zakodovani

Vychodiskem pii zakddovani je predevSim fakt, ze pfi dekoddovani usilujeme o to, aby kazdy

domain blok byl rozkddovan pomoci jednoho z B blokt nasledujicim ptedpisem:

kde
* R, jsou prvky range bloku
* (i) je parametr pro transformaci kontrastu
* B, jsou prvky B bloku

* 0(i) je parametr pro transformaci jasu

1 je jednotkova matice o stejné velikosti jako B a range bloky

Chybu kontrakce mizeme podle [2] vyjadfit nasledovné:

Bli) = J D (g = (s(0) % by + 0(i))?

k=1
kde 7 jsou prvky range bloku R;, by jsou prvky B bloku B; a n je pocet prvkli v domain a B blocich.

Pokud chceme tuto chybu minimalizovat, musime vyfeSit ndsledujici soustavu rovnic:

OF OF

ResSenim této soustavy dostavame rovnice pro vypocet parametrii s minimalni chybou:

n n n
nkzl kak_kzlfrk kzl bk 1 n
§ = ——— ; — '_2 OZE[kZ_lbk—SkZ_l?‘k}
n Y. = (22T ) )

k=1 k=1
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Tyto parametry jsou dané tak, Ze pro dvojici domain a B bloku prob¢hne dekdédovani s minimalni
moznou chybou pro sparovani téchto dvou blokl. Pro kazdy range blok musime ovSem ovéfit, ktery
z B blokli ma nejmensi moznou chybu E. Proto je potieba spocitat hodnoty s, 0 a E pro kazdou

dvojici range a B blokii.

Poté, co pro kazdy range blok i najdeme B blok j s nejmensi chybou FE, ulozime si nésledujici
informace do matice feseni: x;"=(x,),s,0,7), kde x a y jsou soufadnice j-tého domain bloku, s a o jsou

parametry transformace pro danou dvojici. Hodnota i je pofadové ¢islo rotace a otoceni.

Pro ptesnéjsi zakddovani obrazu lze testovat nejenom dvojice range a B blok1, ale 1 kombinace
range blokl s oto¢enymi nebo zrcadlové pretocenymi B bloky. Téchto rotaci a otoc¢eni se obecné
pouziva Sest. Prvni je neotocend a neptevracena, dalsi je oto¢ena o 90°, o 180° a 0 270°, a posledni

je horizontaln¢ a vertikalné pievracena.

3.3.3 Dekddovani

Samotné dekodovani probiha pomoci nasledujiciho predpisu:

R; = s(i) * Bj +o(i) * 1
Tento ptedpis opakované aplikujeme na vSechny range bloky. JelikoZ je vysledny obraz atraktorem,

tak miizeme pro nultou iteraci pouzit jakykoliv obraz. Nejcastéji se ovSem pouziva obraz cely

¢erny, nebo cely bily.

Pii kazdé iteraci musime nejdiive pfepocitat hodnoty prvka B bloktl. Soutfadnice pouZitych domain
blokt mizeme ziskat z matice feSeni. Musime vSak také znat velikost domain a range blokt. Tato

informace neni nikde ulozena, a proto musi byt soucasti vstupnich informaci.

Pot¢ muzeme spocitat hodnoty prvki kazdého range bloku. Pro vykresleni range bloky do
vysledného obrazu musime znat rozméry pivodniho obrazu. Jelikoz zname rozméry range blokt a
jejich pocet (pocet fadkli matice feSeni je roven poctu range blokil), sta¢i nam pouze jeden z
rozmérd, nebo jejich pomér. Kolik iteraci bude nutnych provést, nez dospéjeme k atraktoru, zalezi
na nulté iteraci a na zakodovani. Obecné ovSem staci kolem patnacti iteraci. Ukazku rozkodovani

muzete vidét v priloze na obrazcich 30-35. [2]

3.3.4 Vyuziti fraktala

Mozné vyuziti fraktalni geometrie 1ze rozdélit do tii hlavnich kategorii:
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* zkoumani objektl s fraktalnim charakterem
* vykreslovani fraktala

e vyuzivani vlastnosti fraktala

Jak bylo jiz zminéno, fraktaly mizeme najit v mnoha riiznych védnich odvétvich. Fraktalni
geometrii Ize vyuzit naptiklad v mediciné, nebot mnoho objektd v lidském téle ma fraktalni
charakter. Pokud chceme urcit plochu nebo obvod téchto objektti, je nutné vyuzit objevi fraktalni

geometrie.

Fraktaly také zasahuji do meteorologie, protoze spousta turbulentnich proudéni maé fraktalni
charakter. Tento fraktdlni charakter popsal Edward Norton Lorenz pomoci Lorenzova atraktoru.
Tento atraktor ma pro urcité parametry a vstupni hodnoty chaotické vlastnosti, které¢ nelze ptilis
pfedpovidat. Tento atraktor popisuje také dal§i chaotické jevy, jako naptiklad chovéni laseru,
dynama a podobné. Existuje také pokus, ktery si kazdy mtlize vyzkouset doma Casto oznacovany
jako Lorenzovo vodni kolo. Vezmeme oto¢né kolo a umistime na né&j né€kolik nadob s otvorem na
dné. Do téchto nddob poté budeme poustét vodu konstantni rychlosti. Pi specifickych pocate¢nich
podminkach a pii specifické rychlosti pritékajici vody se rychlost otaceni bude chovat chaoticky.

[13]

view  attractor | experiment view | sttraclor experiment
¢ —— —
£ ———:315 ; P
R [+ K f———no
k= l———r 086 q=p———=o07
i v T
(e ik ﬁ o ——|— 37
4 e,
8 —|——min = T
4 —f 15 up —— —— 085
By ——— 005
wg — ——— = 24

Wolfram 3 Demol tions Pro demonstrations wolfram.com Welfram #f Demonstrations Project demonstrationswolfram.com

Obrazek 3: Lorenzovo vodni kolo [6] Obrazek 4: Vykresleny Lorenzuiv atraktor
z pokusu s vodnim kolem [6]

Dalsi vyznamny vyskyt fraktali je v ekonomii. Jak jiz bylo zminéno, tento ukaz vedl Mandelbrota
ke studiu problematiky fraktalti. Fraktali vyuziva napiiklad teorie Elliottovych vin, pomoci které

1ze ptedpovidat budouci vyvoj cen na burze na zakladé opakujici se sobépodobnosti v riiznych
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méfitkach. Tato sobépodobnost vyplyva piedevsim z opakujicich se reakci burzovnich obchodnikil

na opakujici se podnéty.[13]

Fraktaly Ize také vyuzit na zaklad¢ jejich vzhledu. Fraktalni Gtvary se vyskytuji v ptirodé v podobé
mrakl, pobfezi, nebo pohofi. Existuji metody, které jsou schopné nahodné vygenerovat plochu s
fraktalnim charakterem po zadani pozadovaného zvrasnéni. Pokud se zamétime na pocitacové hry,
jsou v nich objekty nejcastéji vyjadieny jako mnoZina polygond. Toto velmi zjednodusuje praci s
fraktalnimi strukturami, jelikoZz fraktalni sobépodobnost v tomto pfipad¢é neznamena nic jin¢ho, nez
ze vysledny objekt je tvoten opakujicimi se prvky v riznych métitkach, coz v tomto ptripadé budou
rizné polygony. Samotnd tvorba fraktalniho terénu poté probiha iteraéné pomoci takzvaného

fraktalniho Brownova pohybu (fBM). [§]

Casté pouziti fraktald v technice je pii tvorbé antén. Fraktalni antény maji obecné tu vlastnost, Ze
jsou schopné piijimat velké spektrum frekvenci. Dalsi jejich vyhodou je mala velikost, a tudiz jsou

vhodné pro pouziti v mobilni nebo armadni technice.[9]

Sobépodobnost v riznych métitkach byla také zdokumentovana u rozlozeni vétSich mést. Pokud v
jednom méfitku bereme budovy a cesty, které je propojuji a v dalsim méfitku vezmeme bloky a
hlavni silnice propojujici jednotlivé bloky, lze pozorovat sobépodobnost v téchto méfitkach.
Struktury jednotlivych blokl se také mlzou Casto opakovat. Tohoto lze vyuzit pti pldnovani nové

mestské ¢asti, coz mtize zefektivnit dopravni kapacitu.

Pti fraktalnim vétveni proudu kapaliny lze ptedejit turbulentnim jeviim a docilit tak ¢isté linearniho
proudéni. To je dulezité naptiklad pii Ioniza¢ni vyméné nebo pii michani dvou kapalin, kde

turbulence miize ovlivnit vysledny produkt.[7]
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4 Prakticka ¢ast

4.1 E-learningovy kurz

Soucasti této prace je vytvoreni e-learningového kurzu, ktery ma za ukol predstavit studentim
pojem fraktalni geometrie. Kurz bude dostupny vSem studentim mechatroniky na Technické
univerzité v Liberci. Tento kurz bude obsahovat dokumenty a demonstracnich aplikace, které budou
mit za cil predstavit studentim zakladni pojmy z oboru fraktalni geometrie a prakticky je
demonstrovat pomoci aplikaci. Implementace aplikaci a algoritmy pouzité aplikacemi budou vzdy
popsany v dokumentech odpovidajici kapitoly. Tyto aplikace budou vykreslovat fraktalni utvary
pomoci riiznych algoritmili a budou uzivateli umozilovat zménou riiznych parametra zjist'ovat jejich
vliv na vyslednou fraktalni kiivku. Parametry, které muze uzivatel ménit, jsou specifické pro
pouzity algoritmus. Jednad se napiiklad o pocet vykreslenych bodi, pocet provedenych iteraci a

podobné.
Jednotlivé kapitoly e-learningového kurzu budou:
* Historie a ivod do problematiky fraktalni geometrie
* Hausdorffova dimenze
* [IFS a Bernsleyho kapradi
* Teorie chaosu a Sierpinského trojuhelnik
* Draci kiivka
* Time escape algorithm a Mandelbrotova mnozina
*  Smooth coloring a Juliova mnozina

* Fraktélni interpolace

Fraktalni komprese obrazkt

Pro kazdou kapitolu je vytvoren pdf dokument, ktery bude mit za cil piredevs§im, vysvétlit dané
pojmy srozumitelnou formou. Oproti informacim, které si student mize vyhledat sam, bude mit

tento kurz vyhodu pfedev§im v ucelenosti a v moznosti kazdy algoritmus vyzkouset pomoci
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demonstracnich aplikaci. Tyto dokumenty jsou proto psany s ohledem na téchto aplikace a budou se
popisovat predevsim algoritmy, které byly piimo pouzity v demonstracnich aplikacich, aby mél

student moZnost dany algoritmus vyzkouset s riiznymi parametry.

Aplikace, které budou soucasti kurzu a které byly zpracovany v ramci rocnikové projektu, jsou:

Aplikace na vykreslovani Sierpinského trojihelnikli pomoci tvorby trojihelniku o

polovi¢nich rozmérech, ktery slouzi na demonstraci nedostatki klasické pocitacové grafiky
* Aplikace na vykresleni Sierpinského trojuhelniku pomoci hry chaosu/ nahodné prochazky
* Aplikace na vykresleni kapradi pomoci pravdépodobnostniho systému IFS
* Aplikace na vykresleni draci kiivky pomoci IFS
* Aplikace na vykresleni Mandelbrotovy mnoZziny s moznosti pfiblizeni
Aplikace, které budou soucasti kurzu a které jsou soucasti bakalatské prace, jsou:
* Aplikace na vykresleni Juliovych mnozin s moznosti smooth coloringu
* Aplikace na tvorbu fraktalni interpolace s moznosti zadani interpolacnich bodi

* Aplikace na demonstraci Fraktalni komprese obrazkii s moznosti nastaveni parametrd

kodovani a vyslednym dekédovanim

Tyto aplikace byly tvofeny ve vyvojovém prostiedi Delphi pomoci jazyku object pascal. Aplikace
budou na e-learningovém kurzu dostupné pouze jako exe soubor, jelikoz nejpodstatnéjsi casti
implementace budou popsany v dokumentaci. Tyto aplikace nejsou optimalizovany, co se tyce
pamétové nebo Casové slozitosti a ¢asto jsou omezené také moznosti jejich vyuziti. Diivody téchto
nedostatkll spocivaji v zaméfeni na co mozna nejlepsi demonstraci, a proto byla casto opomijena
dalsi rozsiteni aplikace, kterd by ovSem nezvySovala troven demonstrace. V dokumentaci budou
tedy popsdna mozna vylepSeni a rozSifeni demonstracnich aplikaci stejné tak jako vyhody a
nevyhody pouzitych algoritmt. Soucasti kazdé aplikace je také navod na jeji pouziti, aby student
byl schopen co nejdiive pochopit, jak miize nastavit rizné parametry a jak mize spustit jednotlivé

funkce aplikace.

4.2 Fraktalni interpolace

Demonstrac¢ni aplikace pro fraktalni interpolaci ma za kol zpracovat uzivatelem zadané body
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(vétSinou naméfené hodnoty) a hodnoty vertikalnich Skalovacich faktort. Na zakladé téchto vstupt
aplikace vykresli fraktalni kfivku, ktera bude prochdzet zadanymi body a ktera bude mit
odpovidajici vlastnosti vzhledem k vertikalnim faktorim. Tuto kiivku se program nebude snaZit
nijak vyjadrit, bude se ale snaZit najit co nejvice bodu, které na této kiivce lezi. Soutadnice téchto

bodi se budou ukladat do poli x a y.

Nejprve se do téchto poli ulozi hodnoty zadanych bodd, jelikoZ z principu interpolace vyplyva, ze

tyto body budou soucasti vysledné kiivky. Jelikoz atraktor spliiuje nasledujici rovnost:

Plati tedy, Ze pokud zobrazime body, o kterych vime, ze jsou v atraktoru, dostaneme body, které
musi také byt soucasti atraktoru. V prvni iteraci zobrazime vSechny itera¢ni body pomoci vsech
zobrazeni w,. Dostaneme body, které si v pamé&ti budeme ukladat jako dvojici redlnych Cisel, aby pti
nékolikandsobném zobrazeni nedochazelo k pfili§ velkym zaokrouhlovacim chybam. Tyto body z
R? budeme pii zobrazovani prevadét na dvojici piirozenych &isel, které budou odpovidat
soufadnicim pixelii v obrazku. Toto prevadéni zalezi predevSim na velikosti obrazku a na
pozadovaném rozsahu zobrazovanych hodnot. Rozsah zobrazovanych hodnot je v ptipade
demonstracni aplikace <0;100> pro x-ové hodnoty a <0;60> pro y-ové hodnoty. V nésledujicich
iteracich ze stejnych divodli vzdy zobrazime vSechny nové vzniklé body z piedchozi iterace
pomoci vSech funkci w,. Tento proces budeme opakovat, dokud nedosdhneme pozadovaného poctu

bodu.

Samotny fraktalni charakter vysledné kiivky nemusi byt na prvni pohled ziejmy. Pokud bude d,=0
pro n=1,2,...,N, bude interpolacni kiivka lomené cara, kterou lze vidét na nésledujicim obrazku

(¢ervené jsou vyznaceny interpolacni body).

25



Obrazek 5: Fraktalni interpolace s nulovymi vertikalnimi
zesilenimi

Pokud bude naptiklad d,=0,2 je mozné jiz na interpolacni kiivce pozorovat sobépodobnost. Tato
sobépodobnost je patrna na dal$im obrazku, kde interpolacni bod x,y a bod w,(x,y) jsou znazornény

stejnou barvou.

Obrazek 6: Zndzorneéni dvojic [x,y] a wy(x,y)
Je mozné si povSimnout, Ze i pro oblast mezi body wy(x;,y3) a wy(x,y,) by Slo opét zvyraznit body,

které jsou ve skuteCnosti podruhé zobrazené iteracni body. Mezi wiwai(x3Y3) a WiWi(x4y4))
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bychom mohli najit iteracni body, které byly zobrazeny tfikrat a podobné. Pokud bude d,=-0,2,
bude cely usek mezi body x; a x, osové prevracen podle osy, kterd prochdzi témito body. Na
nasledujicim obrazku je vidét opakujici se motiv zobrazované oblasti na kiivce fraktalni

interpolace.

Zobrazovani oblast a

Obrazek 7: Ukdzka sobépodobnosti u fraktalni interpolace
Spatna volba poétu vykreslenych bodti miize zptisobit, Ze kiivka bude pierusovana, nebo bude velké
mnozstvi bodl splyvat vlivem zaokrouhlovaci chyby. Plati, ze zobrazeni w, bude jakékoliv (nejen
iteracni) body z mnoziny <x¢,xx> zobrazovat na mnozinu <x,.;,X,>, pomoci tohoto pfedpisu:

Wy () — wplTn—1) r— Ip—1

— . - = kder €< x,_ 111, =
Wyl Ty ) — WplTp_q) Ty —Tp—1

Tato vlastnost ma vyhodu, ze pokud budou hodnoty x,-x,.; stejné pro n=1,2,...,N, bude stacit maly
pocet bodil pro vykresleni spojité kiivky. Pokud ovSem bude vétSina bodii u sebe a naopak nékteré
budou velmi vzdalené, bude potieba vétsiho poctu bodl, aby nedoslo k vykresleni prerusované

kiivky, jako na nésledujicim obrazku:
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Obrazek 8: Vykresnela fraktalni interpolace pri nevhodné rozmistenych bodech

4.3 Juliovy mnoZiny

Aplikace na vykresleni Juliovych mnozin umoziuje uzivateli vykresleni této mnoziny druhého
stupné s moznosti zadani hodnoty ¢ a maximalniho poctu iteraci N. Samotné vykresleni probiha tak,

ze program bere jednotlivé pixely, pro které prepocita souradnice odpovidajiciho bodu v komplexni

2
roving. Pro tento bod program bude pogitat hodnoty z, podle rovnice Zn+1=ZnT€ (z,=0), dokud

nebude platit, ze 2> 2 nebo n=n.

Uzivatel také mtze rozhodnout, zdali bude Juliova mnozina vykreslovdna Cernobile nebo barevng.

<2

Znl=< pro

n

Pokud zvoli ¢ernobile, budou ¢erné vykresleny ty body v komplexni roving, které splni

z

n

n=1,2,...,N. VSechny ostatni body, neboli body pro které existuje n<N takove, ze >2 , budou
vykresleny bile. Pokud uzivatel zvoli barevnou metodu vykresleni, tak program vyuzije smooth
coloringu, neboli plynulého pfechodu barev. Barevné vykresleni Juliovy mnoziny znamena, Ze
program barevné zndzorni, v jaké iteraci bod unikl. Velké mnoZstvi bodi unikne pii prab&hu
nekolika prvnich iteraci a naopak u pozdéjsich iteraci unikne malé mnozstvi bodt. Pokud urc¢ime

barvu pro body, které uniknou v urcité iteraci nebo v urcité mnozing iteraci, budou viditelné
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isovrstevnice. Na ndsledujicim obrazku muzete vidét vykreslenou Mandelbrotovu mnozinu s

pouzitim péti barev.

Obrazek 9: Barevné vykresleni Mandelbrotovi mnoZiny bez pouZiti barevnych prechodu

Toto vybarveni je sice nazorngj$i, ovSem moznost tohoto vybarveni je jiz implementovand v
aplikaci demonstrujici tvorbu Mandelbrotovy mnoziny. Graficky efektivnéjsi je vyuziti barevnych
prechodt, kde se neomezime na celociselné urceni iterace, pii které dany bod unikne. Tento proces

probihd nésledovné:

Nejprve pro kazdy bod z v komplexni roviné uréime hodnotu n, coz je potadové Cislo iterace, pfi
které bod unikl. Dale spocitame:

_n{in|z])

T — "
Ini2
Tr = % * H
N
kde N je maximalni pocet iteraci a H je pocet barev v paleté. Zaokrouhlena hodnota x poté urcuje
barvu z palety, kterd bude pouzita pro vybarveni bodu z. Pokud zvolime H=256 neni nutné tvofit

paletu, ale mtizeme pouzit naptiklad RGB barvy (0,0,round(x)).
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4.4 Fraktalni komprese obrazku

Program na demonstraci fraktalni komprese obrazku je schopny zakdédovat obrazek o rozmérech
512x512 pixeld zadany uzivatelem. Program koduje obrazek ve stupnich Sedi i v RGB formatu.
Uzivatel miiZze vybrat z nabidky velikosti range a domain blokii a dale mize zvolit pocet domain
blokli. Program je poté schopny dany obrazek rozkoédovat, at’ uz iteraci po iteraci, nebo v patnacti
iteracich najednou. Program po zakodovani informuje uzivatele o mozné velikosti binarniho
souboru s informacemi nutnymi k rozkoédovani zakdédovaného obrazku a o velikosti ptivodniho

obrazového souboru. V posledni fad¢ uzivatel miize zobrazit pokryti obrazku range a domain bloky.

Pti zakoddovani obrazku do odstinu Sedi program nejprve pievede vSechny pixely obrazku z RGB

hodnot do odstint Sedi pomoci vztahu:
1=0.2989R +0.5870G +0.1140B

Hodnoty odstint Sedi si program ulozi do dvourozmérného pole o rozmérech 512x512 a také tyto
hodnoty dosadi jako hodnoty R, G 1 B. V dal§im kroku si do range a domain poli ulozi soufadnice
levych hornich rohti range a domain blokd. Program nezavisle na obraze zvoli ¢tvercové range
bloky. Pole range blokl neni sice pro kédovani nezbytné, ale zrychli samotny proces kodovani a
jeho dekdédovani. Program zvoli nezavisle na obraze také ¢tvercové domain bloky a to ndhodné

pomoci funkce random tak, aby domain bloky neptesahovaly mimo rozméry obrazku.

Déle program spocitd hodnotu B bloka jako primérny stupen Sedi jednotlivych subblokli domain
blokii. Rozméry téchto subblokli jsou rovny poméru rozméri domain blokit k rozmérim range
blokt. JelikoZ rozméry domain a range blokii uzivatel voli z nabidky, je vZdy zarucena celociselnost

tohoto poméru.

V tuto chvili ma program jiz vS§echny informace, aby byl schopen provést zakédovani. Pro kazdy
range blok hledd B (domain) blok, pomoci kterého lze range blok zakddovat s nejmensi lokalni
chybou. Program nejprve pro dvojici range a B bloku spocitd hodnotu parametrii s a o, poté spocita
hodnotu lokélni chyby. Pro kazdy range blok si program pribézné pamatuje dvojici, ktera mela do
té doby nejmensi lokalni chybu. Tato dvojice bude po otestovani vS§ech moznych dvojic nejlepsi
moznou dvojici pro tento range blok. Informace o této dvojici a parametrech transformace si ulozi

do dvourozmérného pole feseni.
Konkrétné si program na pozici odpovidajici pofadovému ¢islu range bloku uloZzi tyto informace:

* potadové Cislo domain bloku

30



* parametry s ao
* potadové Cislo otocni a prevraceni.

Program provede tento postup pro vSechny range bloky. Jelikoz tato aplikace slouzi predevsim k
demonstraci fraktalni komprese pro studenty, program si ukladd do matice feSeni spiSe poradova
¢isla domain blokd, jelikoz je pole domain blokt k dispozici. Pokud by mély byt ovSem zakodované
informace prenositelné, musel by si program ukladat soufadnice levého horniho rohu domain bloku.
Pti dekoddovani by poté program musel, bud’to sestavit seznam pouzitych domain blokt, aby z nich
mohl pocitat B bloky, nebo by musel pii dekédovani kazdého range bloku prepocitat hodnoty B

bloku, které odpovidaji domain boku nutnému k rozkddovani tohoto range bloku. Obé tyto

vvvvvvvvv

Dekodovani probihd tak, ze program nejprve nastavi obrazek na plné cerny a v dvojrozmérném poli
s hodnotami odstinti Sedi ulozi hodnotu 0 na vSechny indexy. Poté iteratné¢ dekoduje obrazek
pomoci algoritmu, ktery je popsan vySe. V prvni iteraci jsou vSechny B bloky cerné, a proto
vSechny pixely v ramci jednoho range bloku budou mit po prvni iteraci stejny odstin Sedi. V druhé
iteraci, jelikoz pixely B bloku obecné nebudou mit stejny odstin Sedi, pixely range bloki nebudou
Jiz mit stejny odstin Sedi a za¢nou se pomalu vytvaiet hrany. Pii pozdéjsSich iteracich se zacnou
vytvaret i1 plynulejsi prechody a kolem patnacté iterace dojde program k atraktoru daného
zakodovani. Rozdil mezi atraktorem zakddovani a plivodnim obrazkem muzete vidét v ptiloze na

obrazcich 18 a 19.

Program je také rozsifen na kédovani barevnych obrazkl. Tyto obrazky program kéduje obdobné
jako obrazky v odstinech Sedi. S tim rozdilem, ze program barevnym obrazkim koéduje oddélené
slozky R, G a B. Pro ukdzku moznych afinnich transformaci domain blokd program porovnava
range bloky s domain bloky oto¢enymi o 90°, 180° a 270° a také s horizontdln¢ i vertikalné
zrcadlové pietocenymi domain bloky. Pomoci téchto rotaci je mozné dosdhnout mensi primérné

lokalni chyby za pouziti mensiho po¢tu domain blok.

Samotna implementace probihd analogicky jako kdédovéani odstinu Sedi. Program si opét nejprve
vytvoii pole. Tentokrat ovSem trojrozmérné o velikostech 512x512x3, kam si ulozi hodnoty R, G a
B vSech pixel. Oproti kddovani do stupniii Sedi se toto pole miize zdat redundantni, ovSem volani
hodnot z pole. Déle program vytvoii range a domain bloky stejnymi metodami jako pro kodovani

odstinu Sedi. To znamend, ze pro kddovani vSech tfi slozek program pouzivé stejné domain bloky.
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Program si poté vytvoii B bloky opét analogicky, tentokrat ovSem pro vSechny tfi slozky. Samotné

vvvvvv

sloZky a také pomoci vSech transformaci.

4.4.1 Velikost komprese

V literatuie se nejcasteji uvadi, ze pfi rozmerech range blokli 4x4 mé fraktalni kddovani kompresi
4:1. jelikoz 16 pixeli, které jsou obecné uchovany v 16 bajtech, fraktalni kodovani uklada do 4
bajti. V Pfipadé pouziti transformaci se komprese zméni na 3,2:1. V praxi je tato informace
pomérné zavadgjici, jelikoz informaci o zakoddovani range blokli nemusi byt mozné ulozit do 4
bajtl. Velikost informace o poloze domain blokl (soufadnice rohu nebo stfedu), zalezi na velikosti
zakddovaného obrazu. Demonstracni aplikace naptiklad koduje obrazek o rozmérech 512x512, coz
znamena, Ze soufadnice domain bloku lze ulozit do 2x9 bitl. V piipadé demonstraéni aplikace lze

volit soufadnice domain blokl pouze na sudych pixelech

4.4.2 Parametr s

Parametr s je obecné realné cislo, které nejcastéji nabyvd hodnot kolem 0. V nasledujicich
obrazcich je zobrazen histogram a box-plot parametru s pro jedenact riznych zakédovéani obrazku
Leny s riznymi domain bloky. Tato kodovani byla provedena s range bloky o rozmérech 4x4, s
1000 domain bloky o rozmérech 8x8 a za pouziti afinnich transformaci. Jinymi slovy, zkoumame

hodnoty parametru s ze zakodovani 540 672 range blokd.
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Obrazek 10: Histogram parametru s
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Obrazek 11: Priblizené okoli nuly histogramu parametru s
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Obrazek 12: Boxplot analyza parametru s
Z histogramu je ziejmé, ze hodnoty parametru s se nejéastéji pohybuji kolem nuly, ov§em samotnou

hodnotu nula nenabyvaji. Piesnéji, z namétenych hodnot pouze jedna hodnota s spliiovala vztah

abs(s)<0,006 a 46 hodnot spliiovalo vztah abs(s)<0,01. Z boxplot grafu lze vycist, Ze hodnota
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medianu je 0,08, hodnota 25% percentilu je -0,7 a hodnota 75% percentilu je 0,76. Outliery jsou
poté hodnoty, které jsou mimo interval <-2,91;2,96>. OvSem samotny parametr s nabyva hodnot z
intervalu <-34,8;43,14>. Z dalSich méteni vyplyva, ze parametr s mize nabyvat i hodnoty mimo
tento interval. Pfi ukladani parametru s na co nejmensi pocet bitu nastavaji dva problémy. Ukladani
celé casti a ukladani desetinné ¢asti. JelikoZ parametrem s pfi dekddovani nasobime celoc¢iselnymi
hodnotami z intervalu <0,255>, tak chyba mensi nez jeden pixel nastane pii piesnosti parametru s
na tfi desetinnd mista. Pfi pfesnosti na dvé desetinnd mista maximalni chyba tohoto zaokrouhleni
parametru s je 2,55 odstinu. Celou cast 1ze redukovat pomoci znalosti o rozd€leni parametru. Také
lze hledat range bloku blok domain, ktery bude mit nejmensi lokalni chybu a zarovent bude mit
parametr s v intervalu <-1;1> (kvartily pfiblizn€), poptipadé <-3;3> (outliery pftiblizn€). Pokud
budeme volit meze parametru s v intervalu <-1;1> a s pfesnosti na dvé desetinnd mista, lze tento
parametr vynasobit hodnotou 100 a pficist k vysledku hodnotu 128. Toto vysledné cislo 1ze ulozit
do jednoho bajtu. Ov§em primérna lokalni chyba se pfi implementaci téchto Uprav zvysi z hodnoty

13,37 na hodnotu 14,63, a to pfi stejnych parametrech kodovani jako pii ziskavani dat.

4.4.3 Parametr o

Vlastnosti parametru o jsou zkoumany za stejnych podminek a stejnymi metodami jako vlastnosti

parametru s:
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Obrazek 13: histogram parametrii o
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Obrazek 14: Boxplot analyza parametru o

Z boxplot analyzy opét mizeme vycist, Ze hodnota medianu parametru o je 57,88, hodnota 25%
percentilu je 12,94 a hodnota 75% percentilu je 127,18. Outliery jsou hodnoty mimo interval <-
158,43;298,551> a samotny parametr o nabyva hodnot v intervalu <-3442,25;4870,0437>. Oproti
parametru s, u parametru o neni tak vyznamna desetinna c¢ast, jelikoz zaokrouhleni zkresli pixel
maximalné o jednu hodnotu odstinu. Celou ¢ast opét miZzeme omezit, napiiklad na interval <-
180;330>, ktery je teoreticky mozné ulozit do 9bitl. Z diivodu tohoto omezeni se primérna lokalni
chyba zvysi z hodnoty 13,37 na hodnotu 13,6. Pokud implementujeme omezeni na oba parametry,

zvysi se primérna lokalni chyba na hodnotu 14,65.

4.4.4 Afinni transformace

Déle mizeme zkoumat vliv pouziti afinnich transformaci pti kédovani. Nejprve je dobré zjistit,
jestli ncktera ze Sesti moznosti neni pouzivana k zakodovani vice nez ostatni moznosti
transformace. Z riznych méteni vyplyva, Ze se nejcastéji nepouZzije Zadna transformace. Presto je
Cetnost piipadu, kdy neni zadna transformace pouzita, niz$i, nez by se dalo ocekavat. Z méteni dale
vyplyva, ze pocet pouziti dalSich transformaci zéalezi na obrazku, ktery program zakoduje. Na

nasledujicich obrazcich lze vidét ukazky:
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Obrcé;ek 1 6: ;zistojgra;% p(;uz“itzﬁch | bbr&szek 2] 5: “Histjogrc]zsm p;uéé;j}chs

transformaci pro obrazek Leny transformacit pro obrdzek opice
Informaci o pouzité transformaci Ize ulozit do tfi bitll pii pouziti Sesti moznych transformaci, déle
pak do dvou biti pfi pouziti ¢tyf transformaci nebo do jednoho bitu pfi pouziti dvou transformaci a
bez potieby pouziti bitu, pokud budeme pouzivat pouze identickou transformaci. Pokud pouzijeme
pouze identickou transformaci, primérnd lokalni chyba vzroste piiblizné¢ na hodnotu 15,54 (za
stejnych podminek jako pti pfedchozich méteni), pti pouziti dvou transformaci se priimérna chyba
zméni na hodnotu 14,64, pii pouziti Ctyf transformaci se zméni na hodnotu 13,85 a pfi pouZiti Sesti

transformaci se opét zméni na hodnotu 13,37.

Pokud program tedy zakoduje obrazek o rozmérech 512x512 pomoci range blokli o rozmérech 4x4
bez jakychkoli omezeni nebo cileného zaokrouhlovani, bude misto 16bajti pro bmp obrazek

ukladat nasledujici bity:

Obith pro x soufadnici domain bloku

Obitii pro y soutfadnici domain bloku

4bajty pro s parametr

4bajty pro o parametr

2bity na potadové ¢islo transformace

Celkem tedy 84bitli neboli 8,5bajtu, coZz znamena kompresi 1,9:1. Pokud zavedeme vSechny vyse

zminéné restrikce, kromé transformaci, budou se ukladat nasledujici informace:
* 1bajt pro x soufadnici domain bloku
* 1bajt pro y soufadnici domain bloku

* Ibajt pro s parametr
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* 9bitl pro o parametr
* 2bity na potadové ¢islo transformace

Neboli 35 bajtti a komprese 3,6:1. Pro zakédovani range blokti o velikosti 8x8 za pouziti téchto

omezeni dosdhneme komprese 14,6:1.

4.4.5 Kvantifikace chyby

Jiz n€kolikrat byla v praci zminéna primeérna lokalni chyba. Lokalni chyba je hlavnim ukazatelem
toho, jak dobie lze dvojici range a domain bloku zakodovat. Pokud se podivame na vzorec pro
vypocet lokalni chyby, mizeme si povSimnout, Ze ptes vSechny pixely range bloku s¢itdme Ctverce
rozdilu ptivodniho odstinu daného pixelu a odstinu, ktery bude pixel mit po jedné iteraci. Jinymi
slovy: zkoumame, o kolik se obrazek zméni po jedné iteraci daného zakddovani. Opét lze tuto
chybu statisticky zkoumat pomoci velkého mnozstvi naméfenych dat. Histogram lokalnich chyb

zakodovani pil milionu range blokd o rozmérech 4x4 z obrazku Leny vypada takto:
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Obrdazek 17: Histogram lokalnich chyb

0

Nejcastéji lokalni chyba nabyva hodnoty pfiblizné 7. Median nabyva hodnoty 9,52 a primér ma
hodnotu 13,37. Primér je znaéné ovlivnén extremnimi hodnotami, coz oviem neni nezadouci. Casto
se misto primeérné lokalni chyby pocita se souctem lokalni chyby, coz ma ovSem stejnou

vypovidajici hodnotu.

Dalsi moznosti kvantifikace chyby zakodovani je soucet absolutnich hodnot rozdilti odstint pixelt
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ptvodniho obrazku a odstinli pixell atraktoru. Tuto hodnotu budeme nazyvat absolutni chybou.
Hlavni vyhodou porovnavani odstinti pixelti ptivodniho obrazu a odstind pixeld atraktoru je ten, Ze
tento vypocet chyby neni zavisly na velikosti range blok1, tudiz je vhodnéjsi pro porovnani dvou
zakodovani s riiznymi rozméry range blokii. Lokalni chyba je ovSem velmi uzce spjatd s rozméry
range blokd, jelikoZ vzdy s¢itdme rozdily odstinti vSech pixelli range bloku. Tento soucet bude tedy

vyznamn¢ vétsi pro range bloky o vétSich rozmérech.

4.4.6 Range bloky

Jelikoz range bloky musi pokryvat cely obrazek, tak pocet range blokd je nepfimo umérny
rozméram range blokd. Velikost range blokl také zna¢né ovliviiuje pomér komprese a praimérnou
lokalni chybu. Napftiklad: pokud zvétSime rozméry range blokl z velikosti 4x4 na velikost 8x8,
zvy$i se pomér komprese z 3,6:1 na 14,6:1. Primérné lokalni chyba se zvedne z hodnoty 13,37 na
hodnostu 50. Hodnota absolutni chyby pro koédovani s range bloky o rozmérech 4x4 je zhruba
3x10°, neboli kazdy pixel v atraktoru je praimémné o 4 odstiny odlisny od pixelu v pivodnim
obrazku. Pti kodovani pomoci range blokli o rozmérech 8x8 absolutni chyba vzroste pfiblizn€ na
hodnotu 5x10° neboli kazdy pixel v atraktoru je primémé o 6 odstinti odliny od pixelu v

puvodnim obrazku.

Rozméry a pocet range blokil také ovlivni ¢asovou néarocnost kédovani. Pokud se zvysi velikost

range bloku, snizi se pocet moznych dvojic range a domain blokd, jelikoz range blokli bude mén¢.

v

naro¢nost dekddovani neni ovlivnéna rozmeéry range blok.

4.4.7 Domain bloky

Vlastnosti zakodovani lze ovlivnit jak rozméry, tak poctem domain blokt. Naptiklad pro range
bloky o rozmérech 4x4 a domain bloky o rozmérech 8x8 s pouzitim vSech afinnich transformaci, je

vztah primérné lokalni chyby k po¢tu domain blokii nasledujici:

Tabulka 3: prumérna lokalni chyba v zavislosti na poctu domain blokii

Pocet domain blokl Priimérna lokalni chyba
10 20,48
50 17,37
100 16,34
250 14,97
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500 14,14
1000 13,37
2500 12,49

Pocet domain blokl poté vyznamné ovliviiuje Casovou slozitost kdédovani, jelikoz zvySenim
mnozstvi domain blokii na dvojnasobek se zvedne pocet moznych dvojic na 36ndsobek. Kazdou
dvojici totiz musime otestovat pro 3 barevné odstiny a 6 moznych transformaci. Pii dekodovani
zalezi na poctu pouzitych domain blokli, pro které v kazdé iteraci budeme muset piepocitavat
hodnoty B blokii. Pocet pouzitych domain blokii ovSem zélezi i na poc¢tu range blokli. Demonstracni
aplikace koduje obrazky o rozmérech 512x512 pixelii, coz znamend, ze pokud range bloky budou
mit rozméry 4x4, bude 16 384 range blokl pro jeden barevny kanal. To znamend 49 152 range
bloki pro tfi barevné kanaly. Pravdépodobnost pouziti drtivé vétSiny domain bloki je tedy vysoka i
pti velkém poctu domain blokt. Napftiklad pfi tisici domain blocich je primérné pouzito 998,2

domain bloku.

Velikost domain blokl ovliviiuje opét jak velikost lokalni chyby, tak ¢asovou slozitost kodovani a
dekddovani. Pro range bloky o rozmérech 4x4 a za pouziti tisice domain blokl je vztah mezi

rozméry domain blokt a lokalni chybou nasledujici:

Tabulka 4: Prumérna lokadlni chyba v zavislosti na rozmérech domain blokii

Rozméry domain blok Lokalni chyba
4x4 13,02
8x8 13,37
16x16 13,25
32x32 13,23
64x64 13,32

v

Z méteni pro obrazek Leny vyplyva, Ze nejvhodnéjsi je volba domain blokli o rozmérech 4x4. Toto
ovSem neplati pro vSechny obrazky obecné€. S rostouci velikosti domain blokli poté roste ¢asova
narocnost koédovani a dekodovani z divodu vyssi ¢asové narocnosti tvorby B blokl. V priloze

muzete vidét rizné atraktory kddovani s riznymi rozmeéry a poctem domain blokl (obrazky 20-25).

4.4.8 Dalsi méreni

Vsechna dosavadni méfeni byla provadéna na Casto pouzivaném obrazku Leny, aby bylo mozné

porovnat vliv zmén jednotlivych parametrii. Pii testovani demonstracni aplikace byla provedena 1
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dalsi méfeni, ze kterych bylo zjiSténo, Ze vliv parametri na primérnou lokélni chybu je proporéné

podobny jako u obrazku Leny.

Minimalni lokalni chyba byla namétena u kodovani obrazku gradientu, kde pti kédovani pomoci
range blokili o rozmérech 4x4 a tisice domain blokil o rozmérech 4x4 bylo dosazeno primérné
lokalni chyby o hodnoté 0,8. Tento obrazek gradientu lze také zakddovat pomoci range blokl o
rozmérech 32x32 a jednoho domain bloku o rozmérech 64x64 s absolutni chybou mensi nez 10°.
Atraktor tohoto zakddovani muzete opét vidét v piiloze (obrazek 28).I na kddovéanich odlisnych
obrazkl si miize uzivatel pov§imnout, ze fraktalni kédovani je schopné vykreslit barevné prechody

s velkou presnosti.

Dalsi zajimavé méteni je mozné zaznamenat kddovani fotky, kterd zachycuje psa a divku na louce.
Tato fotka byla navic upravena pomoci prechodového filtru HDR ktery zvyrazni hrany. U této fotky
to znamena piedevSim zvyraznéni srsti psa, vlast divky a stébel travy. Tento obrazek fraktalni
kédovani s range bloky o rozmérech 4x4 a tisici domain bloky o rozmérech 8x8 provede s
primérnou lokalni chybou 26,76. Pfi dekddovani lze pozorovat, Ze nebe se dekdduje bez vétsich
chyb oproti tomu trava, srst a vlasy se dekoduji s mensi presnosti. Tento jev lze pozorovat i u pefi
na obrazku Leny. Zde ovSem rozdil oproti pivodnimu obrazku neni tak velky, jelikoz hrany nejsou
tak ostré. Pfi 25 métenych kddovani této fotky nabyval parametr s hodnot z intervalu <-421,6;592>
a parametr o nabyval hodnot z intervalu <-28511,5;28702,85>. Hodnota absolutni chyby pfi
kodovani s range bloky o rozmérech 4x4 a tisici domain bloky o rozmérech 8x8 nabyva hodnoty
5,3*10° (obrazek 27 v piiloze). Pokud zménime rozméry range blokd na velikost 8x8 a rozméry

domain bloki na velikost 16x16, vzroste hodnota absolutni chyby na hodnotu 8,6*10°.

Kodovani s velmi vysokou primérnou lokélni chybou bylo zaznamenano u fotky tutesti s morem.
Pii kodovani s range bloky o rozmérech 4x4 a tisici domain bloky o rozmérech 8x8 byla primérna
lokalni chyba 40,3 a absolutni chyba 7,8*10° (pro range bloky o rozmérech 8x8 a domain bloky o
rozmérech 16x16 nabyva absolutni chyba hodnoty1,3*107). Diivod je opét ve velkém mnoZstvi
ostrych hran na utesu, stejn¢ jako ostré hrany odrazu ve zvinéné vodé€. Naopak parametry s a o

nabyvaji hodnot bliZe k nule, nez tomu bylo u obrazku Leny.

Fraktalni kodovani obrazka se tedy nejvice vyplati pouzit u obrazkt s plynulymi pfechody barev a
naopak se nevyplati pouzit u obrazka s velkym poctem ostrych hran. Je také dilezité dat si pozor na
velikost uklddanych parametrti a pfipadné, jak se zméni vlastnosti kodovani pfi implementaci

ruznych omezeni na parametry.
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4.4.9 Vyuziti fraktalni komprese obrazkii

V dnesni dobé¢ se fraktalni komprese pouziva pro komprimaci, jak obrazku, tak i videa. Spole¢nost
Iterated Systems Inc. Vyvinula v roce 2010 plugin jménem Genuine Fractals 6 pro Adobe
Photoshop nebo Apple Apeture. Ten umoziuje ukladani a otevirani obrazkli zakdédovanych pomoci
fraktalni komprese. Tento plugin je schopny dosdhnout kompresniho poméru 2:1 pii bezztratové
kompresi a 5:1 pti kompresi, kterd neni vizualné ztratovéa. Dalsi z funkci Genuine Fractals 6 je
moznost zvySeni rozliSeni obrazku, coz je operace, pii které se vyplaci pouzit fraktalni
sobépodobnosti. Zachovava totiz ostré hrany a vétSinu detaili. Genuine Fractals 6 je schopny zvysit
rozliSeni obrazku az 10krat pfi stejné kvalité detailii. Nastupce Genuine Fractals 6, ktery se jmenuje
Perfect resize 9.5 od stejné spoleCnosti, je schopny zvysit rozliSeni obrazku az tisicinasobn¢ pfi
zachovani kvality detailt. Tato funkce je popularni pro snimky potizené mobilnim telefonem, které

uzivatel pozaduje vytisknout ve vysokém rozliSeni na vysoko formétovy papir.

Fraktalni komprese se také vyuziva pro ukladani satelitnich snimkti. Divod je pfedevSim v
charakteru satelitnich snimki, ve kterych se vyskytuje mnoho opakujicich se prvki, stejné jako v
nutnosti ukladani velkého mnozstvi satelitnich snimkl. Fraktilni kdédovani optimalizované pro

satelitni snimky je schopné kddovat naptiklad snimky pobteznich oblasti s kompresi az 172:1.

DalSim zajimavym pouzitim fraktalni komprese je kddovani snimk otiskil prsti. Opét se jedné o
situaci, kde je potieba ulozit velké mnozstvi snimkd, které ¢asto vykazuji sobépodobnost. Vyhodou
pouziti fraktalni komprese pro tyto snimky je také moznost jejich porovnavani pomoci zakodované

informace, tedy bez nutnosti dekodovani.
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Zavér
Cilem této prace bylo vytvofeni ucelen¢ho e-learningového kurzu zabyvajicim se fraktalni

geometrii. Fraktalni geometrie je pojem, ktery v budoucnu urcit€¢ budeme slychat ¢im dal ¢astéji, a

proto si myslim, Ze je nutné studenty seznamit se zakladnimi pojmy tohoto odvétvi.

V teoretické Casti prace jsem se snazil popsat jak samotné fraktaly, tak i jejich objev, ktery je podle
mé velmi spjaty s vyskytem fraktalll v mnoha védnich odvétvich. Oproti vyskytu fraktalt, které
muze byt ziejmé na prvni pohled, nemusi byt jejich vyuziti vzdy tak ocividné. To byl jeden z

divodi, pro¢ jsem ¢ast svého prace vénoval moznostem jejich vyuZiti.

V praktické Casti se prace vénuje predevSim implementaci tii demonstracnich aplikaci. Prvni z
aplikaci vykresluje Juliovy mnoziny s moZnosti smooth coloringu. Tato aplikace byla vytvofena
ptedev§im z toho divodu, ze takto vykreslené Juliovy mnoziny hraly velkou roli pii

zpopularizovani fraktali. Casto jsou také prvni véci, kterou si lidé vybavi ve spojitosti s fraktaly.

Soucasti e-learningu budou i aplikace, které¢ jsem vytvofil v rdmci ro¢nikového projektu, a které
slouzi k vykresleni riiznych fraktalli pomoci nejvyznamnéjSich algoritmii. Rozhodl jsem se proto, Ze
vytvoiim aplikace, které také piedvedou mozna vyuziti fraktali. Prvni z téchto aplikaci slouzi k
vykresleni fraktalni kiivky prochéazejici zadanymi body neboli fraktalni interpolaci. Tato aplikace je
zajimava z toho divodu, Ze pouziva velice chytie vlastnosti atraktoru. Zajimavé je také, ze fraktalni
charakter vysledné kiivky nemusi byt na prvni pohled ziejmy, coz mize studenty motivovat k

hledani fraktalt u kiivek, se kterymi se setkaji v praxi.

Posledni demonstracni program, ktery jsem vytvofil, je program na demonstraci fraktalniho
kodovani obrazki. Pti studiu této metody jsem narazil na problém, ze vétSina literatury byla bud'to
velmi obecnd a popisovala pouze samotny algoritmus, nebo naopak popisovala implementaci velmi
specifického druhu fraktalniho kodovani. Z tohoto divodu jsem se rozhodl blize zkoumat velikost
komprese mé implementace, jelikoZ jsem nenaSel literaturu, ktera by se timto problémem vice

zabyvala.
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Obsah priloZeného CD

Ptilozené CD obsahuje:
» Bakalafskou praci ulozenou ve formatu PDF
* Demonstracni aplikace ve formatu spustitelnych soubori .exe
* Obrazky ve formatu JPG které slouzili k demonstraci fraktalni komprese

* Navod na ovladani aplikaci formou textového souboru ve formatu .txt
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