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Anotace

Tato prace se zabyva moznymi problémy, které se mohou vyskytnout béhem simulaci v
multibody programech. Autor v ni uvadi své zkusenosti s tvorbou a naslednou simulaci
multibody modell. Cilem této prace je na dané problémy upozomit, analyzovat je a
navthnout mozna feSeni vedouci kjejich minimalizaci & odstranéni. Pozornost je
vénovana zejména programu MSC ADAMS. Tato prace by méla poskytnout uziteéné
informace nejenom uzivatelim tohoto programu,
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Anotation

The focus of this final project is to discuss possible problems which can occure during
multibody simulations. The autor of this disertation thesis present his experience gained
during creating and simulating multibody models. The aim of the project is to refer to and
analyze these problems and to suggest possible solutions leading to their minimalization.
The attention is paid to MSC. ADAMS Software. This project should be able to provide
useful information not only for the users of this software.
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Seznam zkratek

V této praci jsou znaCeny matice a vektory tu¢nou kurzivou. Matice jsou psany velkymi
pismeny, vektory malymi pismeny. Prvky matice a vektoru jsou psany kurzivou malymi
pismeny.

Je-li v textu odkazovano na oznaéeni uréitych objektu (téles, bodl, atd.) je toto &inéno
kurzivou. Stejné je tomu pii znaceni jednotek.

Viechny zkratky a oznaleni jsou vysvétleny a specifikovany pfimo v textu za jejich
prvnim pouzitim. Zde uved'me pouze ty nejdulezité)si.

GSS . globalni soufadny systém

LSS ... lokalni soufadny systém
MBS............. multibody (model, simulace, prostedi)
R oznaceni ramu

WM2D ... program Working Model 2D
N pocet téles v systému

B v pocet vazebnich rovnic
R kineticka energie

Vo potencialni energie

Lo porfadi zobecnéné soutadnice

J o Jacobiho matice

| 22U impulsmoment

XVZ i soufadny systém tvofeny osami x, ya z
W oo thel precese

S vhel nutace

D e thel vlastni rotace

ST transforma&ni matice mezi systémem 7 a



L Ghlova rychlost Elenu / v soufadném systému j
nlonlnl. .. jednotkové vektory ve smérech x’, ¥/, z’ soufadného systému x'y’z’
X vektor zobecnénych soufadnic
[(u"] ............. matice slozek uhlovych rychlosti
Vi i vektor rychlosti t€lesa 7
@ o, vektor zrychleni télesa 7
{n} pole vektord {n,,n,.n;)
Lo zobecnéné silové ucinky
B o vazebni rovnice
A Lagrangeovy multiplikatory
Koo kondiéni ¢islo matice {(Cislo podminénosti)
I, moment setrva¢nosti télesa 7 k ose x



K problematice multibody simulaci

Obsah

LTV ettt 4
2. Navaznost n1a podobné Prace ..ot e e 5
3. TeOretCKA CAST ...ttt ettt 6
3.1 Matematicky popis mechanického systému ... ... 6
3.1.1 Typy soufadnych systémuUl ... e 6
3.1.1.1 Globalni soufadny SYStEm .. ..ot 7
3.1.1.2 Lokalni soufadny SYSt€m ... e 7
3113 Transformace .........ooooiiiiie et et 8

3.1.2 UhLOVA TYCRLOSE ..o 9

3.1.3 Zobecnéné soufadnice .. e e 12
3.1.3.1 Transformacni matice pro systemy $ vice telesy ............................... 13
3.1.3.2 Casova derivace transformadnich matic...................cccocoioo oo, 15

3.1.4 Uhlova rychlost a slozky Ghloveé rychlosti ............coccocoovooiveooeeoooooeoere . 15
FISRychloSttEZIStE. .. ... e e, 17
3.1.5.1 Systém s kulovymi vazbami. ... 17
3.1.5.2 Systém s obecnymi vazbami. ... 21

3.1.6 Zrychleni t8ZIStE t€lesa .. ...t 23
3.1.7 Zobecnéné akeni SIly ..o e 23
3.1.8 Silové ucinky tlumi¢d a pruzin vevazbach...........................................24
3.1.9 Kontaktnd Sily ..o e 25
3110 Gravitalni Sily ..o, 25
3.1.11 Pohybovérovnice ... 25
31111 Kinetickd energie. .. ... ... e e 26
3.1.11.2 Potencialni €nergie .................ccocooei it e, 26
3.1.11.3 Lagrangeovy FOVIICE ........c.ooo ittt 27

3.1.12 Ukazkovy piiklad — shruti poznatki matematického popisu ......................... 28

3.2 Re$eni matematického popisu mechanického systému..................cocococoeiie.... 29
3.2.1 Specifikace multibody modelti ... 29
3.2.2 Metody feseni diferencidlnich rovnic................................ocoen 30

4. Programové prostiedi MSC ADAMS ... e 32
4.1 Popis modelu ... e e a0 33
4.1.1 Tvorba modelu ve v1rtualn1m prostredl ............................................... 33
4.1.2 Matematicky prepis modelu ... 36
4.1.2.1 Tvorba pohybovychrovnic.........................cooiii 36
4.1.2.2 Matematicky zapis pfikladu v prostredi MSC.ADAMS/Solver................. 40

4.1.3. Shrnuti a charakteristika metod pouzitych v prostiedi MSC.ADAMS ............ 41

A 131 GSTIFF ..o ettt 42
AU 2WSTIFF ... e e e, 43



K problematice multibody simulaci

4133 CONSTANT BDF ... et 43

4134ABAM .. et e 44

4135 RKFAS L e e e, 45

4.1.3.6 Newmarkova, HHT metoda... .. ... ... e 45

4.2 Algoritmus feseni matematického popisumodelu ..........................................45

4.2.1. Odhad piiblizného feseni algebraicko-diferencialni soustavy ...................... 46

4.2.2 Zptesnéni odhadu ..., 46

5. Problematika Jacobiho matice ... 5

5.1 Podminénost Jacobiho matice ... 51

5.2 Podoba Jacobiho matice ... 53

5.3 Piiklad tvorby Jacobithomatice ... ... 53

5.4 Analyza dat v Jacobiho matiCl........................cocooii e, 56

5.4.1 Jacobiho matice — oblast pohybovych rovnic.. ..o 57

5.4.2 Vazebni oblast Jacobiho matice — oblast algebraickych rovnic..................... 59

5.5 Priklady aplikace ..., 60

5.5.1 Rozdilna hmotnost, typ pouzité vazby ... 60

5.5.2 Spravné potadi tvorby modelu ... 71

5.3.3 Automobil § PHVESeI.. ... ... e 79

5331 Stavajicimodel ... 19

5.5 3 2 NAVINUPIAVY ..o e 87

5533 Working Model 2D ... 92

5534 MEICNL. ..o e e 92

6. Shrnuti nejdtlezitéjSich poznatkl. ... 100

T ZAVET .. oo e e e 103

8. LIETATUITA ... oottt ettt 104

9. Seznam vlastnich Praci............. e 106

1O REISHHK ..o e e e e 108
Prilohy

P 1 Priklad dvojitého kyvadla................ P1-1

P 1.1 Matematicky popis modelu ... PL-2

P 1.1.1 Odvozeni rychlosti ... e P1-2

P 1.1.2 Kontrola spravnosti odvozenych rychlosti ..o P1-5

P 1.1.3 Vypocet kinetické energie systému.........................oocoo e P1-6

P 1.1.4 Tvorba Lagrangeovych roviIC ..ottt P1-7

P 1.1.5 Zobecnéné silové NCINKY ... P1-8

P 1.1.6 Sestaveni Lagrangeovych rOVIIC ...t P1-10

P 1.2 Reseni piikladu v programovém prostiedi MathCAD ... P1-11



K problematice multibody simulaci

P 2 Integra¢ni metody pouzité v systému MSC.ADAMS .. . . ... P2-1
P 2.1 Reseni oby&ejné diferencialni rovnice ......................................P21
P 2.1.1 Jednokrokové integraéni metody ..o P2-1

P 2.1.1.1 Rungovy-Kuttovy metody ... P22

P 2.1.2 Vicekrokové integrani metody ..o P2-4

P 2.1.2.1 Adamsova-Bashforthovametoda .................coovivveve P2-5
P2.12.2 Adamsova-Moultonovametoda........................cc.ooco oo P26

P 2.1.2.3 Metody prediktor-korektor ... P2-7

P 2.1.2.4 Metody zalozen¢ na zpétné derivaci (BDF metody).......................... P2-8

P 2.2 Reseni soustav diferencialnich tovnic. ... coooooooeeeeeeeee . P2-8
P22.1. Stabilita metod .. ... P2-9
P222Newtonovametoda...................ooooiie 0 P2-10

P 2.3. Nové metody prostiedi MSC. ADAMS - Newmarkova HHT metoda.. ... ... ... P2-11

P 3 Ukazka matematického zapisu piikladu dvojitého kyvadla v prostiedi

MSC. ADAMS P3-1
P 4 Ukazka Jacobiho matice v prostfedi MSC.ADAMS ... P4-1
P 5 Vypis Jacobiho matice v prostiedi MSC. ADAMS .. ... P5-1
P 6 Model vozidla s piivésem v prostiedi Working Model 2D ... ... ... P6-1



K problematice multibody simulaci

1. Uvod

V dnedni dobé stale vice pronika do riznych oblasti lidského pisobeni vypoéetni
technika. Cilem nasazovani pocitatli je snaha o zefektivnéni a zkvalitnéni riznych
¢innosti, které by bez jejich vyuziti vyZzadovaly piilisné asové naroky, nebo by nebyly
vibec fesitelné. Tato skuteénost nabizi velké moznosti v aplikovani nejriznésich
matematickych poznatkil pii feSeni praktickych problémi (napi. metoda konetnych prvki,
metoda siti, atd.). Bez pouziti vypocetni techniky by tyto obsahlé vypolty byly fesitelné
jen s velkymi obtizemi.

Na druhé strané se ovSem s prichodem pocitaéh mezi méné zkusenymi uZivateli
rozsifil nazor, ze poita¢ zvladne vyfesit 1 ty nejnarocnéjsi ulohy a ze ziskany vysledek je
vzdy spravny a bezchybny Trendem dnesni doby je vyvoj rozsahlych programu, které
nabizeji uzivateli komplexni feSeni jeho problému. Zdanlivou prednosti téchto program je
moznost vytvolit libovolné slozity model bez ohledu na dodrzovani jakychkoliv zasad.
Takovy model vak miZe byt zcela nevhodny pro matematické zpracovani. Disledkem
toho byvé vlepdim piipadé selhdni pozadované simulace. V horSim piipadé vsak mize
nastat skuteCnost, Ze se programu sice podaii vypocet provést, avsak za cenu nespravnych
vysledkti. Tato situace mize mit v kombinaci s uZivatelovym piesvédéenim o absolutni
spravnosti vypoctu velmi negativni dopad.

Podnétem pro sepsani této prace byla autorova zkusenost s problémy, které vznikaji
pfi simula¢nich vypodtech chovani automobilu. V navaznosti na diplomovou praci [1]
autor fesil model osobniho vozidla s pfivésem, jehoz ucelem byla analyza dynamickych
uéinkd prenadenych taznym zaiizenim do karoserie vozidla pii prejezdu terénni nerovnosti.
Vzhledem ke slozitosti modelu dochazelo k ¢astym nestabilitam, které bylo tieba
v co nejvétsi mife eliminovat.

Cilem_této prace je sepsat ziskané zkuSenosti sieSenim sloZitého modelu,
analyzovat problémy, které se b&hem vypoltu vyskytly a navrhnout mozné postupy
vedouci k minimalizaci nezadoucich jevi v prabéhu vypoétu.

Pro tyto ucely se pln¢ zamé&fime na programové prostiedi MSC.ADAMS, které
vyhovuje ze dvou duvoda — bylo jiz pouzito pii formulaci modelu vozidla v diplomové
praci [1] a poskytuje alespoti ¢aste¢ny nahled do matematické formulace modelu a priibéhu
simulaéniho vypoctu.
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2. Navaznost na podobné prace

V souvislosti s modely mechanickych systémi, které mohou byt slozeny z velkého
mnoZstvi vzajemné propojenych téles, je zavedeno pouzZivani pojmu , multibody*.
Hovofime o multibody modelech, multibody simulacich, multibody programech. V dalsim
textu budeme pro tento pojem pouzivat zkratku MBS.

Pohledem do historie (s vyuzitim literatury [2]) zjistime, Ze samotnd dynamika
multibody modelii ma sviy polatek jiz v dobé formulace Newtonovych zakoni &
Lagrangeovych principi. Dynamika multibody modeld se jako nova vétev mechaniky
vyélenila v ramci IUTAM Symphosium, které bylo pofadano v roce 1977 v Mnichove,
Problematika multibody vypocti byla poprvé zvyraznéna vroce 1990 (2nd World
Congress on Computional Mechanics, Stuttgart, Némecko). Sedm let poté, v roce 1997,
byl zalozen prvni Casopis, ktery byl vyhradné vénovan dynamice multibody modeli.
V dnesni dobé jiz existuje fada pravidelné pofadanych konferenci, které jsou zaméfeny
vyhradné na toto téma.

Od dob vzniku problematiky multibody modelii bylo provedeno mnoho pokusi, jak
vhodné formulovat matematické vyjadieni a nasledné feSeni multibody modeli.
V zavislosti na vybéru typu zobecnénych soufadnic existyyi dva zékladni principy
formulace pohybovych rovnic — pomoci kartézskych <& relativnich soufadnic.
V programovém prostiedi MSC.ADAMS je za¢lenéna prvni znich. Podstatou tohoto
principu je popis polohy jednotlivych téles pomoci Sesti soufadnic kartézského soutadného
systému. Pohybové rovnice jsou sestaveny Lagrangeovym piistupem. Souasti popisu
systému jsou i algebraické vazebni rovnice jednotlivych sousedicich téles. Tyto rovnice
jsou piipojeny k pohybovym rovnicim pomoci Lagrangeovych multiplikatorii. Jistou
nevyhodou této formulace je skuteénost, ze v jednom vypocetnim kroku je feSeno velké
mnozZstvi neznamych (vsechny soufadnice + multiplikatory). Mezi vyhody vsak patii
univerzalnost pouziti, a to jak u systémuU s otevienou smyckou vazeb, tak s uzavienou
smyckou vazeb.

V pribéhu vyvoje dynamiky multibody modeli bylo prezentovano jiz velké
mnozstvi metod pro eliminaci nejriznéj§ich problémiu, které se béhem sestavovani
matematického popisu a nasledném vypodtu vyskytuji. Viz napt. [2], [3], [4]), apod. V této
praci se vSak budeme zaméfovat na pifedem dany postup, ktery je implementovan
v prostfedi MSC ADAMS. Cilem této prace neni navrhnout jiny postup pii tvorbé modelu
nebo feSeni matematickych formulaci, ale na zakladé zkuSenosti spredem danymi
algoritmy, implementovanymi v konkrétnim software (prostiedi MSC ADAMS)
poskytnout uzivateli postiehy, které povedou alespon k Caste¢né eliminaci vznikajicich
obtizi.
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3. Teoreticka ¢ast

Drtive, neZ pfistoupime ke specifikaci obtizi, které byly zminény v ivodu, musime
zavést zakladni poymy a osvojit s1 postupy, které vedou k matematickému popisu daného
modelu. Pozornost v této kapitole také vénuyme metodam, které jsou vyuZivany k feseni
vzniklé soustavy rovnic.

Pribéh kazdé multibody simulace daného mechanického systému lze rozdélit na tii
zakladni Casti:

a) tvorba modelu,
b) matematicky popis daného modelu,
¢) feSeni vzniklé soustavy rovnic,

V této kapitole se vénujme predevdim problematice pod pismeny b) a c).
Ptedpokladejme, Ze existuje redlny mechanicky systém a jeho model, ktery je zapotiebi
ngjprve popsat matematickymi formulacemi a nasledné tento zapis vyfesit vhodnou
integra¢ni metodou. Uved'me v této kapitole teoretické poznatky, které budeme aplikovat
v dal$im textu,

3.1 Matematicky popis mechanického systému

Prevazna vétsina poznatkli uvedena v této kapitole je ¢erpana z literatury [5].

Jak jiz plyne zvySe uvedeného rozdéleni multibody simulace do tfech &asti, je
nezbytné nutné mit pro pocitacovou analyzu mechanického systému k dispozici jeho velmi
detailni matematicky popis. Naroky na tento popis se stupnuji se zvysujicimi se pozadavky
na piesnost feleni. V pfipadé slozitych modell sestavajicich se z mnoha €asti mize byt
matematicky popis velmi slozity a komplikovany. Proto je kladena velka pozornost na
postupy modelovani, popis modelu a vyjadiovani vzajemnych vazeb mezi jednotlivymi
¢astmi systému,

PopiSme nyni jeden z moznych postupu, ktery miize byt pocitaCovym programem
pouzit pro matematické vyjadieni daného modelu. Jak jiz bylo zminéno v uvodu, budeme
se soustiedit na popis modelu pomoci kartézskych soufadnic. Uvedeni tohoto postupu je
velmi dulezité pro pochopeni riznych souvislosti, které byvaji méné zkuSenému uzivateli
zpravidla skryty. Za¢néme problematikou soufadnych systému.

3.1.1 Typy soufadnych systéma

Volba souifadného systému mize do znatné miry ovlivnit sloZitost zapisu modelu.
Existuji rizné druhy soufadnych systémi. Nejzakladnéj$i soufadny systém je kartézsky
{obr.3.1).
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Obr. 3.1 Kartézsky soufadny systém.

Tento souradny systém je pro Ucely naSeho popisu volen jako zakladni. Polohy vsech
¢lent modelu jsou vyjadieny v tomto soufadném systému. Vétsina programovych prostredi
umoziuje pii tvorbé modelu uzivateli zvolit také jiny zptsob zadavani soufadnic, napf.
ve valcovém souradném systému. Tato moZznost je ovSem zavedena pouze pro ucely
modelovani. Pfi matematickém popisu modelu je tento druh zapisu pfeveden zpét
na soufadnice zakladni, tj. kartézské.

3.1.1.1 Globalni souradny systém

Globalni soufadny systém (dale jen GSS) je témét vyhradné spojen s ¢asti modelu, ktera
béhem simulace neméni svoji polohu, napt. ram, zem (v prostiedi MSC.ADAMS je toto
téleso oznaceno pojmem GROUND). Svoji polohou urcuje GSS tzv. absolutni bod modelu,
ktery ma nulové soutradnice. Jeho natoCenim jsou urCeny sméry jednotlivych os, na které je
odkazovano pfi definovani ostatnich ¢asti modelu.

3.1.1.2 Lokalni soutadny systém

Lokalni souradny systém (dale jen LSS) je pevneé spojen s konkrétnim télesem
(tzv. soufadny systém télesa). Je dobré, je-li jeho poloha (a nejlépe i orientace) totozna
s globalnim souradnym systémem. Zamezi se tak prepocitavani soufadnic piislusného
télesa a tim se uSetfi mnozstvi matematickych operaci. Tomuto pozadavku vSak neni
mozné v naprosté vétsing piipadu vzhledem k obecné orientaci téles vyhovét.

Ve svém druhém vyznamu slouzi lokalni soufadny systém k ur€ovani polohy dulezitych
bodu (v prostiedi MSC.ADAMS oznacovanych pojmem MARKER). Tyto body muze
uzivatel libovolne zadavat a ménit. MARKER jsou soucasti jednotlivych téles. Na rozdil
od t€zisté muze téleso obsahovat celé mnozstvi téchto bodl. Poloha a natoCeni lokalnich
systémlu v bodech typu MARKER je udavana vzhledem k soufadnému systému télesa

(GSS).
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3.1.1.3 Transformace

Béhem popisu modelu je nutné vychazet ze vzajemné provazanosti jednotlivych jeho
Casti. Pii matematickém popisu modelu obecné plati, ze poloha vSech bodl télesa je
udavana vzhledem k jeho tézisti (lokalnimi soufadnicemi). Pro vypocet je vSak dulezité
znat globalni soufadnice vSech bodl na télese. Zname-li proto globalni soufadnice tézisté
télesa, je mozné pomoci transformacnich vztaht prevést lokalni souradnice jednotlivych
bodt do globalniho soufadného systému.

»’

z
Obr. 3.2 Transformace soufadnych systémau.

Uvazujme dva soufadné systémy podle obrazku 3.2, globalni xyz a lokalni Jc"yjzlr . Oba
systémy jsou vzajemné posunuty o vektor p a natoCeny vuci sobé. Je ziejmé, ze lokalni
soufadnice bodu A4 (xj; v, z:;) pfevedeme na globalni soufadnice A (xA, V. Z A)tim
zpusobem, ze je nejprve vyjadiime v posunutém soufadném systémux”y”z”a posléze
k témto posunutym soufadnicim pfi¢teme soufadnice vektoru p (xp, Vi 2 p). Zbyva proto
vyjadfit transformaci souradnic pootocenim.

Je znamo, Ze obecné natoCeny soufadny systém muzeme postupnou rotaci kolem jeho
o0s prevést zpét do systému zakladniho (globalniho). Oznaéme za timto Gcelem Ghly rotace
kolem os lokalniho soufadného systému x', y', z' postupné «, 3, ¥ .

}?
4

1

})

=9‘1
= =

Obr. 3.3 Pootoceni globalniho souradného systému.
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Nejprve uvedme piiklad pootofeni globalniho soufadného systému kolem osy z dle
obr. 3.3.

x"* =xcosy+ysiny
i

yT=-xsiny+ycosy .1

I=

z ==z

V maticovém zapisu budou mit transformacni vztahy (3.1) nasledujici formu:

x” cosy siny O0)(x X’ X
y©|=|-siny cosy 0| y|,zkracend | y© |=R.-| ¥ |, (3.2)
Sz 0 0 1)z z" z

kde R- je transforma&ni matice mezi systémy xyz a x7 y"* z*

Podobné vztahy lze napsat také pro pootoceni kolem osy y, resp. x:

x? cosf 0 -sinp)[x”

yrl=l 0 I 0 || y” |, resp. (3.3)
zP sinfi 0 cosfB )| zZ*

Ix xf 1 0 0 xfy

Ml=ly|=]0 cosa sina ||y, (3.4)
2 2 0 -sina cosa )|z

kde pfislusné transformacni matice oznatime R, a R..

Z vyse uvedeného je zfeymé, Ze matematicky zapis transformace soufadnic, ktera
vznikne postupné trojitou rotaci kolem os z, y a x 1ze zapsat:

JC"T X

y =8y, (3.5)

i

-
-
z2 '

kde S*’ =R.-R,‘R,.
Matice S’ je proto transforma&ni matici mezi lokalnim soufadnym systémem x’ )’ z’

a globalnim soufadnym systémem x yz .

3.1.2 Uhlov4 rychlost

Uvazujme dva soufadné systémy podle obrazku 3.4, které jsou dany pfislusnymi
jednotkovymi vektory n,, n,, n, a n-, n- n- . Prvni, globalni, je pevné spojen s ramem R,

druhy, lokalni, je spojen s télesem L, které rotuje kolem ramu uhlovou rychlosti danou
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L

vektorem “@". Vzajemna poloha obou soutadnych systémi je dana transforma¢ni matici

S. Jeji prvky jsou vzhledem k vySe popsanému pohybu zavislé na Case 7.

M

L
n,

n;

Obr. 3.4 K odvozeni Ghlové rychlosti.

Vyjadfeme nyni obvodovou rychlost bodu A, jehoz poloha vzhledem k pocatku
lokalniho souradného systému je dana vektorem r :

W dr

v="0"xXr=—-o, (3.6)
dt
kde “@" ozna¢ime uhlovou rychlost télesa L v soufadnicich ramu R.
Rozepisme dale vektorovy soucin v pfedchozim vztahu:
n" n' n’
Q—R(oLxr—(a) ® a))Tx(rrr)T—a) @, ,|l=
- - Ir=r 29703 1272273 - I 2 EX
dt (3.7)

F, r, ry

= (02r3 —wsrg)nf +(a)3rf _a’f’})”zL +(a’1rz _a’z’})ns :

Upravme dale vyraz % na levé stran& vztahu (3.7). Vektor r=(r,,r,,r;) lze vyjadfit

vztahem
r=r-n" kdei=1,23.
Vzhledem k tomu, ze jsou slozky r; konstantni, ziskame po Casové derivaci vektoru
r nasledujici vyraz
dr d(r,-n") _, dnt
dt dt "odt

(3.8)

-10-
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Nyni budeme tento vyraz upravovat dale. Vektor n,*1ze vyjadiit pomoci transformacni

matice vzhledem ke globalnimu soufadnému systému R: n." = S,n;. Po dosazeni:

ar .Mq.gﬁ,_,
dt dt v

kde .S je Casova derivace transformacni matice §.

Vyjadieme nyni derivaci 8 jako soudin transformac¢ni matice § a matice 2. Nasledné
zjednodudme vyraz pievodem na soufadnice lokalniho soufadného systému:
$=2.5, (3.9)
dr

- - - - - - L
E_r‘ QU. S,.j.nj—ri Q,.J n".

Rozepsanim vyse uvedeného soudinu ziskame nasledujici vyraz:
dr

_ L L L L L L
E—rfﬂnnI +rQ. 0"+, . n-+rQ n" +r0. 0" +r L 0"+ (3.10)

L L L
e, Qon +r,Qon,” +r,Q 0,

a po uprave:
d% L L
— =, +10, 1 0 + (0, + 100, + 100 )R, -
di (3.11)

L
e (1, 1, +r,Q

Porovnejme nyni vyrazy (3.7) a (3.11). Maji-li byt shodné, musi byt totozné také ¢leny
nasobici jednotlivé vektory lokalniho soutadného systému #,°, n," n," . Z v{se uvedeného

vyplyva

Qu =0 Q.?I =, st =, 0 @W; W
Q.=0, Q.=0 Q,=-0,,tzn 2e L=|-0, 0 @, |. (3.12)
QIS =, st =@, Q33 =0 w, —w 0

Vyhodou matice £ je jeji skladba. Jedna se o matici, ktera je tvofena vyhradné
thlovymi rychlostmi. Navic je matice antisymetrickd a na hlavni diagonale jsou nulové
prvky. Znamena to, Ze je-li tfeba vyjadiit vzajemnou uhlovou rychlost dvou vici sobé
pohybujicich se systémi, muzeme tak uéinit pouze na zakladé znalosti transformaéni
matice a jeji Casové derivace:

Q=55 (3.13)

Vzhledem k tomu, ze transformacni matice .§ je vzdy ortogonalni, plati, Ze jeji souéin
s transponovanou matici je roven jednotkové matici.$-S” = I. Proto po vynasobeni této
rovnosti zleva inverzni matici .§ plyne ST =8 a po dosazeni do (3.13):

2=5.5"

-11-
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3.1.3 Zobecnéné souiadnice

Zobecnénych soufadnic se s vyhodou pouziva pro popsani polohy jednoho ¢i vice téles
v prostoru. Uvazyyme soustavu X téles a predpokladeyme, ze kazdému z nich umoznime
pohyb v prostoru s maximalnim poltem stupiii volnosti, tj. 6. Dale uvazujme, Ze i-é
téleso bude spojeno vzdy s predeSlym k-7 télesem volnou vazbou. Ram oznaéme indexem
k=0, celkovy pocet téles bude N. Pohybuje-li se téleso v prostoru, jsme schopni kazdou
jeho polohu popsat Sesti vzajemn¢ nezavislymi souradnicemi — tfemi pro posuv a tfemi
pro rotaci. Pfitom piedpokladame, Ze jakoukoliv libovolnou rotaci v prostoru mizeme
vyjadrit postupnou rotaci kolem tfi vzajemné kolmych os (viz. kap. 3.1.1.3). Oznacime-li
lokalni soufadné systémy pevné spojené s jednotlivymi télesy »,* n,* n,* | potom posuv
vazebnich bodii ve sméru jednotlivych os systému vzhledem k soufadnému systému télesa
#-1 bude dan soufadnicemi &, £, £, a piislusné rotace kolem téchto os soufadnicemi
., B, 7,. Celkovy pocet viech soufadnic popisujicich polohu a orientaci N téles

vzajemné propojenych volnymi vazbami v prostoru proto bude /=1...6 N. Zobecnéné
soufadnice zkracené zapisujeme vektorem zobecnénych soufadnic

‘o rotaéni soufadnice prol =1, 2, ..., 3N—1,3N
l posuvné soutadnice prol =3N +1, 3N+2, ..., 6N—-1 6N )

slozky vektoru zobecnénych soufadnic znaéime x, .

Po rozepsani pro jednotliva télesa nabyva vektor zobecnénych soufadnic tvar

X, ... onentace /. télesa vadi ramu,

X;n-; | ... orientace N-tého télesa viic¢i N-1 télesu,
(3.14)

swez | ... posuv £ télesa vi&i ramu,

. posuv N-tého télesa vuci N-1 t€lesu.

-12-
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3.1.3.1 Transformacni matice pro systémy s vice télesy

V praxi se velmi ¢asto vyskytuji mechanismy, které jsou sloZzeny ze dvou a vice ¢lenu.
Tyto ¢leny mohou byt navzajem propojeny ruznymi typy vazeb. K tomu, abychom mohli
popsat kinematické chovani takového mechanismu (napf. rychlost a smer pohybu urcitého
které urCuji a jednozna¢né popisuji vazbové zavislosti mezi jednotlivymi ¢leny echanismu.
Tyto vztahy jsou opét definovany pomoci transformacénich matic.

Obr. 3.5 Systém s vice télesy.

Uvazujme soustavu tfech navzajem propojenych téles dle obr. 3.5, kazdé z nich ma Sest
stupnd volnosti. Télesa ozna¢me Cisly £ = /...3, ram oznaCme indexem k = 0 . Globalni
soufadny systém spojeny s ramem je R, lokalni soufadné systémy jednotlivych téles L;.
Vektor zobecnénych soufadnic bude mit v tomto piipadée tvar

T
%=l By B % ow by B S &) sp0l=d; - 18,

Jak bylo uvedeno jiz dfive, soufadnice se mezi lokalnimi systémy jednotlivych ¢lent
prevadi pouzitim transformacnich matic dle nasledujicich vztahi:

{n3 } =87 {nz } ... soufadnice ¢lenu 3 v soufadném systému ¢lenu 2,

{nz} =84 {n‘} ... soufadnice ¢lenu 2 v soutadném systému Elenu /,
10 _ 10§, o oo G s 2 :

n=8 {n § ... soufadnice ¢lenu / v souradném systému ramu R,

kde {nk}je kompaktni forma zapisu pole {nf n' nf} :
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Budeme-li chtit vyjadiit soufadnice vSech ¢lent v soufadném systému R, potfebujeme
zjistit celkovou transformacni matici. Tu ziskame postupnym nasobenim transformacnich
matic mezi jednotlivymi ¢leny:

{ns} — §3g2gi0 {n} — g% {n} i
{nz} — SZJSM {n} — SM {n}’
('} =" (n}.
Pii sestavovani transformacnich vztahti musime mit vzdy na paméti, ze je tieba
dodrzovat hierarchii stavby modelu.

Mg¢jme napt. systém téles znazornény na obr. 3.6.

Obr. 3.6 Priklad transformace systému s N télesy.

Vyjadieme nyni souradnice 4. a 5. ¢lenu v soufadném systému ramu R. Pro prevod je
nutné znat prisluiné transforma¢ni matice $*’a §*

{n4} — Sm {n}’ kde Sm‘ — 843832821810’
{n’}=8"{n} kde $* = 8§78 5"
Pro opacny pievod, tj. pro vyjadfeni souradnic ramu v soufadném systému nekteré¢ho
ze Clenl systému postupujeme podobné. Napi. pro ¢leny 4 a 5:
{n} - S {n,t}, kde $* :SGJS}ZSBSS’J?
{n}=8"{n’}, kde § “=$"$"5%.

-14-
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3.1.3.2 Casova derivace transformacnich matic

Casova derivace transformac¢nich matic hraje velkou roli pii ureni kinematickych
veli¢in, napf. uhlové rychlosti, Ghlového zrychleni, apod. Z kapitoly 3.1.2 vime, Ze
Casovou derivaci transformacni matice lze vyjadfit nasobenim této matice matici vhlovych
rychlosti £

Mé&jme matici §° , ktera udava transformac¢ni vztah mezi systémy {n“‘} a {nB} Jeji
Casova derivace je dle vztahu (3.13) dana vyrazem
SAB — ,QA'BSAB
Je-li matice S rovna soucinu dil¢ich transformacnich matic, postupujeme pii jeji

derivaci stejng, jako obecné pii derivovani souéinu, tzn., je-li $*° =$“S$P8%  &asova
derivace $*2 dana vztahem

:?/48 — J;JHTJ;(])J;IIB + J;:HBJ;(])J;IIB + J;:HBJQCHJJ;IIB

3.1.4 Uhlov4 rychlost a slozky ihlové rychlosti

Predpokladeyme dvé télesa, 7 a 2, kterd jsou vzajemné spojena volnou vazbou
umoziiujici pohyb ve v3ech Sesti stupnich volnosti. Vyjadfeme nyni velikost dhlové
rychlosti télesa 2 v soufadném systému télesa /. Znaceni uhlové rychlosti budeme provadet
v souladu se znalenim uvedenym v kapitole 3.1.2.

‘o’ =d.n, + /83”21 +7,m5",
resp. v maticovém tvaru:
Io? =.\'22T ‘{n}}’
- r
kde x, = (dz, ﬂj,}'/z) je vektor vhlovych rychlosti télesa 2 vzhledem k lokalnimu
soufadnému systému télesa / ,
Y _f, 1 1 0o . . o
{n }— {nI n, n, } je pole jednotkovych vektor.
Vy3e uvedeny maticovy zapis mizeme piepsat v soufadnicich ramu:
I(I’ 2:: ;i:QI;!;IG {,1} .

Budeme-li dale uvaZovat ktéles vzijemné spojenych vfadu, mizeme pro tuto
mechanickou soustavu psat

k 3
Fo' =Fo' +'0’ o'+ + ot = To' = %18 (),
i=f i=I

resp. v maticovém tvaru:

R = x7T [(O“J{n} . (3.15)

-15-
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kde x™ je vektor zobecnénych soufadnic. Jeho velikost je zavisla na poctu
uvazovanych stupiii volnosti jednotlivych &lenlit soustavy, tzn. na poctu
zobecnénych soufadnic. Pfi uvaZovani pouhé rotace mezi télesy je rozmer
tohoto vektoru 3k x {, uvazujeme-li i posuvy, bude rozmér vektoru 6% x 1,

{n} je vektor slozeny z jednotlivych vektorti souradného systému, rozmeér vektoru
je shodny s rozmérem vektoru x,
[wk] je matice slozek thlovych rychlosti a pro kazdé téleso nabyva specifického

tvaru. Rozmér matice opét zavisi na poltu zobecnénych soutfadnic a poltu
téles. Pfi uvazovani sférického spojeni mezi télesy je rozmér 3k x 3, pii volné
vazbé 64 x 6.

Skladba matice slozek uhlovych rychlosti pii uvazovani tiech téles vzdjemné
propojenych sférickymi vazbami je nasledujici:
E
[(ol J =| e |,
0
kde E jejednotkova matice , # je nulova matice. Obé jsou rozmeéru 3x3,
E
[wz] — Sw ;
0
kde $*° je transformad&ni matice mezi soutadnym systémem / a ramem R,
E
[ws] — Sw ;
SZ@

kde $? je transforma¢ni matice mezi soufadnym systémem 2 a ramem R.

Celkovy rozmér matice [wq je v pripade tiech téles 9x3. Po pfepsani do pole slozek

thlovych rychlosti [(o] . bude mit toto pole tvar

[(U]= 0 ixg}o ixg‘m
0, 0 8%

-16-
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Priklad:

Uréeme velikosti thlovych rychlosti ¢lenli 4 a 5 vzhledem k ramu R podle obr. 3.6,
budeme-li mezi jednotlivymi ¢leny systému uvazovat sférické vazby.
Regeni:

Pfi respektovani sférickych vazeb mezi jednotlivymi télesy bude mit kazdé z nich tfi
stupné volnosti, proto budeme pro viechna télesa uvazovat Casové derivace tiech
zobecnénych soufadnic «,, B,, 7, . Vzhledem k tomu, Ze celkovy pocet t€les v systému je

k = 5, bude mit asove derivovany vektor zobecnénych soufadnic X rozmér 3-5x/, pole
vektori {#} bude mit rozmér 3 x / a matice [m* ] budou mit rozmér 3 -5 x 3

. . T
x:(o:},_, B ¥, Os o, ds, B, ;Vj),

ny={n, n, n},

E E
S}G SI{?
[(o“J: S$7 |, [wj]: 0
s 0
0 A

Pro velikosti thlovych rychlosti proto plati:
B’ =xT [w“ J {n},

R’ = xT [w“] {n).

3.1.5 Rychlost tézisté

Rozdélme tuto kapitolu na dv€ ulohy. Nejprve uvazujme soustavu téles, které jsou
vzajemné propojeny pouze kulovymi vazbami. Tyto vazby umoziyji télesu pohyb ve tfech
stupnich volnosti. Zjisténé poznatky dale roz§ifme na soustavu t¢les s obecnymi vazbami,
které budou umoziiovat pohyb téles ve viech Sesti stupnich volnosti. Dfive nez pfistoupime

e

vektory jednotlivych téles systému.

3.1.5.1 Systém s kulovymi vazbami

Uvazujme mechanismus podle obr. 3.7 Jedna se o trojité prostorové kyvadlo, jednotlivé
¢leny jsou spojeny kulovymi vazbami. Polohy vazeb mezi télesy jsou dany vektory ¢, , kde

i znadi cislo télesa, jehoz vazbu s /-7 t€lesem vektor popisuje. Vektory # uréuji polohu

-17-
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o

a lokalni souradné systémy jednotlivych téles L;.
ni’;;%

L =R

rf
E2
L2 T " I3
i ”z qz ng
n, = i
D\ DT
0, 4 /0, 3 i3
“ \ 2 1
> T
L ’} 3
2 L3

Obr. 3.7 Systém s kulovymi vazbami (trojité prostorové kyvadlo).
Polohovy vektor p, tézisté télesa kje dle obr. 3.7 pro jednotliva télesa /, 2 a 3 dan
nasledujicimi vztahy:
pPi=1,
P,=q,+r,,
P;=q,+q;+r;.

Zobecnime-li vySe uvedeny zapis pro kterékoliv téleso 7, ziskame vztah
pi=D4q;+r, (3.16)
i=t

kde ¢, =0.

V dal§im textu budeme misto sumacniho symbolu pouZzivat Einsteinovo sumacni
pravidlo dané vztahem

3
wv=>uy, =uy,
i=1

kdei=1,2,3.
Pro dalsi odvozovani bude nezbytné vyjadfit polohové vektory ¢; a r, v jednotném
soufadném systému, nejlépe globalnim:
4 =Gty = 4,55 " (.17)

nm m?

kde m znaci Cislo osy souradného systému, m =/, 2, 3.

-18-
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r=r.n'=rS8"n

im"Tm R m'

Dosazenim do vztahu (3.16):

M e oam m

=>.q,5.7'n, +r,S"n, . (3.18)
i=t

Proto, abychom mohli definovat rychlost tézisté, je tieba vyjadfit prvni asovou derivaci
polohového vektoru p, . Tu ziskame derivaci vztahu (3.18):

14 nmm

=> 4,80, +1,85n (3.19)
i=i

Z diive odvozeného vztahu (3.13) muzeme do rovnice (3.19) dosadit za derivaci
transformaéni matice souéin £2.5:

nt Im m "

i
v, =3 q, Q0SS+, QXS0
=i

ZapiSme nyni tento vyraz do maticového tvaru;
y, = ZqTQ“ 108U 41T Q7S (). (3.20)

Povsimnéme si nyni souginu ¢,"Q""* . Jedna se o souin vektoru ¢ a antisymetrické

matice €. Z kapitoly 3.1.2 vime, Ze 1ze tento souéin zapsat také nasledovné:
AU oo T .
g7 Q""" =—(y) g, (3.21)

kde y(’"”o je vektor slozek uhlové rychlosti e v globalnim soufadném systému, které

piislusi antisymetrické matici QU tj. vektor slozek Uhlové rychlosti j-1

télesa ,
Sq,” jeantisymetricka matice vytvoiena ze slozek vektoru ¢,
0 qf;" _qj2
‘gq; = _qj3 0 qu'I
qj? _qﬂ 0

Dosadme vztah (3.21) do vyrazu (3.20) Difive oviem, neZ tak u¢inime, zaclefime
znaménko minus ze vztahu (3.21) do antisymetrické matice Sg j'. Vztah (3.20) bude mit

nasledné tvar

o 0 -4, 9,
quQ[_J'I_]ﬂ ( (4= ”0) qu , kde Sq} q}j 0 _qu ) (3‘22)
i2 qﬂ 0
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Podobné upravime i vyraz r,” Q":

0 -ns R
r'Q¢ = —(y“‘"')T Sr” = (y"")T Sr.kde Sr=|r, 0 -r,| (3.23)
EUERT, 0

Po dosazeni vyraza (3.22) a (3.23) do vztahu (3 .20) ziskame

b =50 51,57 a1 ) 508 ) a2

j=!

Nyni piistoupime k dalsi redukei tohoto vyrazu. Sumaéni znaménko v prvnim ¢&lenu
pedchoziho vyrazu mizeme nahradit sou¢inem

(i-1)0

¥

(J””)T V7 in}, kde y”  je vektor sloZeny z vektora y*, p"’, ..y

V' je matice slozena z matic Sq,8%,8¢,8%,....5¢,5""’ .

Vzhledem k tomu, Ze »* je nulovy vektor (@) = 0, prom = I, 2, 3), dale Sq, =0
(¢,=0. viz vztah (322)) a $% =0 (transformuje sama do sebe), nepfisp&je soudin
(»” )T S¢,5% k celkovému souétu zadnym dilem. Proto miizeme ve vektoru p~ a matici
V! yynechat prvni tii fadky (prom = 1, 2, 3).

V zapéti oviem musime dal§i tfi fadky piidat. Stane se tak proto, %e vektor p~
doplnime o vektor y* z posledniho &lenu vyrazu (3.24) a matici V'’ doplnime o matici
Sr.8 z téhoz mista vyrazu (3.24). Po piepsani se zredukuje vyraz (3.24) do podoby:

v, =y'Viin), (3.25)
kde y je vektor uhlovych rychlosti ¢lent 7, 2, ..., 7 v soufadném systému R (Cislem 0
je oznacen ram), tento vektor je také nazyvan vektorem zobecnénych rychlosti,
V' je tzv. dil¢i matice rychlosti v, spjata s vektorem y, rozmér této matice je
3N x 3, kde N je celkovy pocet téles soustavy
Sq.8%
Sq,8%

yi - Sqis{f-fjo .
S'}SJ'O

0
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V nékterych piipadech je vhodngjsi pouzit zapis vyrazu (3.25) ve tvaru:

v, =xX"WV'{n} kde x je Casova derivace vektoru zobecnénych soufadnic ur€eného
vztahem (3.14) (viz kap. 3.1.3),
W je matice, ktera v tomto pfipadé hraje roli transformacni matice

mezi vektorem Uhlovych rychlosti téles v globalnim soufadném
systému ( y ) a vektorem uhlovych rychlosti jednotlivych téles j

v lokalnich soufadnych systémech téles j-/ (xX).
3.1.5.2 Systém s obecnymi vazhami

Uvazujme nyni systém podle obr. 3.8.

L1

n,
L1
(0} L, H,
' g
n: :
Tl
q,
L2
u? L, /%
- 2 =
n3 Cj @ E ?‘,
-2 ']-"2
o 0, q;
=
ns né‘j
@
n v 03 L3 L3
2 n;
nf r, T3
L3
n;

Obr. 3.8 Obecny systém s vice télesy.

Vazby mezi jednotlivymi télesy jsou rotacniho 1 posuvného charakteru, tzn., umoznuji

o

i-tého télesa vyjdéme ze vztahu (3.16). Doplnime ho o vektor posunuti:

Pi=2¢6+2.4,+r,
i=1 i=I
kde opét ¢, =0. (3.26)

Vektor ¢; mlzeme zapsat v globalnich souradnicich podobné, jako vektor ¢, podle

vztahu (3.17):

;. oy
fi = §m'i'nml T= fm*s;;, ' nm 1

==
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Po doplnéni vztahu (3.18) ziskame:
i P
_ V(710 V(-1 10
P;‘ - ijn‘smﬂ: nm +Z QJ'H‘SHN: nm +rr'n‘snmnm .
i=i 1=I

Nyni, podobné jako v pfipadé rotacnich vazeb, piistoupime k derivovani. Zde je oviem
tieba si uvédomit, Ze soufadnice &, mohou byt na rozdil od soufadnic ¢, proménné

v Case. Proto:
_ dp; _ o S(j—!)() + i S(j—!)() + : S(;‘—I)O + S:‘O 2 27
vi - df - z(:tjn Hm nm z‘fjn Hm nm qun Hm nm rin nmnm' (‘3' )
" i=! i=! j=i

Po op&tovném zavedeni vyrazu § = 2.5 a pfepsani do maticového tvaru bude mit vyraz
(3.27) tvar:

v, =3 ETSU () +i§jfnif"i’“19[3f"i’” {n} +iquniif"}”19*f"}” {n}+...
J=1 i=i 7=i

TS ().

(3.28)

Nyni piistoupime k pfepisu vyrazu za pouziti antisymetrickych matic. Podobné jako
u vyrazu (3.19), piSeme i pro soucin & jTQU 1 nasledujici vztah:

0 _ét- SE':

Tyl _{ G-ney _ d _j
ETQUM =(yUI0) 8¢ kde 8¢, =| £, 0 ¢,
_(ﬂtjz‘ ‘fj 0

Po dosazeni do vztahu (3.28):

v, = ’ZEISU-I)G {n) +2(yu-no)f &S0 (n) +
i=! i=1

et ¥ 81,87 {n}.

i (y(,i-f)ﬂ)T qus{f-l)f’ {n}+...

j=t

Po vytknuti vektoru {m}a po Upravé ekvivalentni supravami vkap. 3.1.5.1 ziska

piedchozi vztah podobu:

v, =(EVi+y Vi) n}, (3.29)
I (Sé"z +Sq_,)Sm
Sm (Sé'} +Sq3)SZG
5% :
kde Vi=| | Vi= (SE +Sq,) 8"
sue Sr, 8%
0 0
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Tento vztah nyni postihne vSechny mozné piipady propojeni téles v systému
s obecnymi vazbami. Stejné jako v kap. 3.1.5.1 mtizeme pouzitim transformacni matice W
vyraz 3.29 piepsat do tvaru:

v, =(EVi+ X WV ){n}. (3.30)

W e

3.1.6 Zrychleni tézisté télesa

rychlosti dle vztahu (3.29). Zrychleni je dano vztahem:

a4 = dd:f = (§TVS‘ +&Vir Ty +yTV£){n} ,
3 (8¢,8" +(8¢,+5¢,)2"8")
Qg (Sé'jS?o'l'(Sé"j'l‘qu)QMSM)
‘QZGS}O E
kde Vs = y | Vi= (8,504 (8z, % Sg,) @EPg0Y |
Q j }ﬂs{j 10 ' ‘
: Sr Q7 8%
0 0

3.1.7 Zobecnéné akéni sily

Predpokladejme soustavu téles podle obr. 3.9, ktera jsou navzajem propojena ,,volnymi*
vazbami, tj. vazbami, které umozfiuji vzajemny pohyb téles v Sesti stupnich volnosti.
Necht' na téleso & pusobi silové ucinky dle obrazku. Ty je mozné ze zakona superpozice
nahradit vyslednvm silovvm vektorem R niisobicim v bodé B a vektorem silové dvojice M.
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Nyni budeme chtit tyto silové tUéinky (R a M) vyjadiit ve smyslu zobecnénych
soufadnic. U¢inime tak napf. z principu virtualnich praci, resp. z jeho obecnéjsi podoby —
principu virtualnich vykont. Ziskame tak novy vektor zobecnénych pusobicich sil, ktery
ma rozmér /x 1, kde / je poCet zobecnénych soufadnic popisujicich systém. Tento vektor
ma nasledujici tvar:
8ka +M.5Rw"‘

F,=R. .
' ox, ox,

ykdel=1,2, ..., n (3.31)

Dosazenim vyrazu (3.22) a (3.30) za vektory rychlosti a po ¢asové derivaci plyne:
F,=RWV"*{n}+M|[o" |{n}.

Tento vztah muzeme piepsat do maticovém tvaru nasledujicim zpusobem:
k k
[=2ViF+Y | |M,,
k k
kde V*  je matice, ktera vznikla nasobenim transforma¢ni matice W a matice V*,
F,  jevektor vysledné sily pisobici na k-#¢ téleso v globalnim soufadném systému,
M, je vektor vysledné silové dvojice plisobici na k-fé téleso v globalnim

soufadném systému,
[@" ] jematice dil¢ich thlovych rychlost.

3.1.8 Silové uc¢inky tlumi¢iu a pruzin ve vazbich

Obr. 3.10 Silové ucinky pruziny a tlumice.

Vyjdéme z obr. 3.10. Podle zakona akce a reakce pusobi na oba Cleny systému stejné
sily opaéného znaménka S, =-S, = f(4,4). Reakéni sily jsou zavislé na vzdalenosti

mezi télesy (v piipadé pruzin) a jeji Casové derivaci (v piipadé tlumic¢a). Piedpokladejme,

7
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Ze vazebni bod télesa 1 se pohybuje rychlosti v, a vazebni bod na télese 2 rychlosti v,

Potom celkovy prispévek obou udinkil do zobecnénych sil bude dle vztahu (3.31):

Ezsl.a'fi +SQ.8"2 _g.9% _Sl.a'? :S}.{%_S”Z]
%

o%, ox, ' ax ox, 0%,
V maticovém tvaru vypada zapis takto:
F=(V]-Vi)s.
Podobnym zpiisobem lze postupovat v piipadé torzni pruziny a tlumice:
‘}R 1 R, 2 ‘}R H R, 2 ‘}R H R, 2
- (Ao +M2'a(.u :MI'C f.O _Mx'a{u =M, ‘ f.O _a(Au
0%, 0%, 0%, 0%, ox, 0%

resp. v maticovém tvaru;

F =([ml]—[m?])M‘

FF:M}

3.1.9 Kontaktni sily

Princip vypoétu kontaktnich sil je podobny jako u silovych a€inkl z pfedchozi kapitoly.
Rozdil pii odvozovani je pouze v tom, Ze na rozdil od pruZiny ¢ tlumiée pisobi kontaktni
sily ve spole¢ném bodé obou téles, proto maji obé télesa v tomto bod¢ stejnou rychlost:

F;=C;'a‘f“+cz'a‘f" =C;‘av1 _Cl‘avl,

ax, o X, ax, o X,

=0.

Z odvozeni plyne, ze kontaktni sily nijak nepfispivaji do zobecnénych pusobicich sil
(F=0)

3.1.10 Gravitaéni sily

Gravita¢ni sila, ktera plisobi na i-f¢ téleso v tihovém poli Zemé je dana vztahem:

F’ =mg, kde m je hmotnost i-tého télesa,
g je vektor tihového zrychleni,

Do zobecnénych plsobicich sil piispéje gravitaéni sila nasledwjicim uéinkem:

F=pe %
U ax,

3.1.11 Pohybové rovnice

K sestaveni pohybovych rovnic budeme vyuzivat Lagrangetv piistup. Diive viak, nez
pfistoupime k jeho definici, zavedeme pojem kinetické a potencidlni energie télesa.
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3.1.11.1 Kinetickd energie

Uvazujme i-£é téleso soustavy o hmotnosti #,, které se pohybuje v soufadném systému

R. Rychlost pohybu tohoto télesa je dana rychlosti pohybu jeho té€zist€ »,. Kineticka
energie tohoto t€lesa je dana vztahem:

T=im v
2
Rychlost v, je mozné vyjadrit dle vztahu (3.25) nebo (3.29). Je oviem mozné vyjit i ze

znalosti polohového vektoru t€zi§t€ télesa r, a jeho {asové derivace. Je-li pocet
zobecnénych soufadnic #, bude polohovy vektor r, zavisly na »+ 7 soufadnicich:

r=r(x,0=r(x,x,,....x,yprol=12.

ana

Casova derivace tohoto vektoru potom bude nabjzvat tvaru totalniho diferencialu:

r  or or, ar,. ) ar or, . or
vo=—>It=—L¥ +—LX, +.. . +—LX, = —J+—_
dt  0x, ox, 8xn 81‘ = 0%, ot
Vzhledem k tomu, Ze jakykoliv prostorovy pohyb télesa 1ze rozlozit na pohyb posuvny
a rotaéni, je mozné 1 celkovou kinetickou energii pohybujiciho se télesa rozlozit do slozky
pfisludné posuvnému pohybu a pohybu rotaénimu:

r=1,..+T

Oznacime-li rychlost posuvného pohybu t€lesa v, potom kinetickd energie tohoto
pohybu bude

L
=—mv .
2

T

fras

V piipadé rotacniho pohybu bude vztah obdobny:

T, = L :
2

kde I je matice setrvacnosti télesa a @ je vektor jeho uhlové rychlosti.
3.1.11.2 Potencidlni energie

Pojem potencialni energie vychazi z definice tzv. potencialnich (konzervativnich) sil.

Jedna se o sily, které jsou pouze funkci polohy. Prace této sily nezalezi na tvaru drahy,
kterou se pohybuje jeji plisobisté. Pfevedeme-li tyto sily do zobecnénych soufadnic x,, kde

. - w . k o .
/=1,2, ..., nazavedeme-li pro né oznafeni f,”, mizeme psat:

kde ¥ je potencialni energie télesa.
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Dodejme, ze mezi konzervativni sily patii napt. sila gravitaéni, sila v pruziné, atd.
Ostatni silové ucinky nelze pomoci derivace potencialni energie ziskat, piesto ale mohou
pfispivat do celkovych zobecnénych akénich sil. Jedna se napf. o silu tfeci ¢i silu Casové
proménnou. Oznadime-li tuto skupinu sil £, miZeme psat:

f=ft

3.1.11.3 Lagrangeovy rovnice

Vyskytuji-li se v systému pouze konzervativni sily, jsou Lagrangeovy pohybové rovnice
definovany nasledujicim vztahem:

A
4a i _@:0, (3.32)
dr\ o%, | 0x

kde L je tzv. Lagrangeova funkce, ktera je rovna rozdilu kinetické a potencidlni energie
L=T-F  Piitom plati, Ze V je potencialni energie v8ech konzervativnich sil ptisobicich
v systému.

V ostatnich pfipadech je nutné nekonzervativni silové GCinky prepoditat na jednotlivé
zobecnéné soufadnice (dle kap. 3.1.7) a ty potom piipocist k pravé strané rovnice:

diaoL) o
Y 3.33
dr[axf) o G:33)

Tyto rovnice piedstavuji v obecném piipadé soustavu # nelinearnich diferencialnich
rovnic druhého fadu.

Jina situace nastane, budeme-li se zajimat nejenom o kinematickou analyzu systému, ale
také o velikosti silovych Uéinka v jednotlivych vazbach. Poté by bylo feSeni vyse
uvedenymi rovnicemi (3.32) nebo (3.33) nevhodné, nebot’ bychom museli sestavit dalsi
pohybové rovnice, dosadit do nich ziskané kinematické veli¢iny a tyto rovnice nasledné
znovu fesit pro neznamé velikosti reakénich aéinka.

V piipadé vypoétu reakci postupujeme tak, ze tyto reakeni ucinky zahrneme piimo
do Lagrangeovych rovnic. Je obecné znamo, ze velikosti vazebnich sil ve smyslu
jednotlivych zobecnénych soufadnic jsou piimo umémé souétu velikosti derivaci
vazebnich rovnic podle pfisludnych zobecnénych souradnic. Tuto zavislost miiZeme popsat
vztahem {pfi respektovani Einsteinova sumaéniho pravidla):

o,
C:/'l i
Y " ok

]

.proi=1...m

kde ¢ jsou jednotlivé vazebni rovnice (jejich pocet je roven m),
A jsou konstanty imérnosti, tzv. Lagrangeovy multiplikatory.
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Lagrangeova rovnice (3.33) pro soustavu obsahujici nekonzervativni sily (kromé
vazebnich) ziska po implementaci vazebnich u¢inki tvar

d(aL) a o4
dfoL) oL 04 _ 4 334
dr(fb‘c,] o A (3:34)

Z vy$e odvozeného oviem plyne, ze v soustavé / pohybovych rovnic piibylo dalsich
m neznamych (multiplikatory A ). Proto musime plivodni soustavu rovnic doplnit
o m vazebnich rovnic na soustavu /+m rovnic o /+m neznamych. Tento postup vede
na algebraicko-diferencialni soustavu rovnic.

3.1.12 Ukazkovy piiklad — shrnuti poznatkd matematického popisu

V kapitole 3.1.1 az 3.1.11 jsme uvedli mozZny postup pfi matematické formulaci
mechanického problému. Tento postup je vhodny zejména pro vyuZiti ve spojitosti
s vypocetni technikou, kdy je vysledna soustava rovnic vytvofena programem bez nutného
zasahu uzivatele. Neni ovSem vyloudena ani moznost vyuziti vy$e uvedeného postupu pro
vypocet, ktery provadi sam uzivatel. Druha ztéchto moZznosti je prezentovana na
nasledujicim piikladu, ktery je z divodu obsahlosti uveden v piiloze P1.

Pfi rozboru tohoto piikladu je vhodné si uvédomit, jak pracny je vypocet vyse
uvedenymi postupy. Pfi¢inou této naro¢nosti je mimo jiné zpiisob matematického popisu
modelu, ktery umoziiyje vyuziti vypoletni techniky. To je dobfe patrné zejména
v prvni ¢asti piikladu, kde se provadi kinematicky rozbor modelu. V pfiloze P1 je
v inkrementovanych mistech zdUraznén rozdil mezi poitatovym popisem daného
problému a zplisobem zapisu, ktery by mohl provést uzivatel bez vyuziti pocitace.

Z uvedeného piikladu je oviem ziejmé, Ze 1 jednodussi forma zapisu daného problému
pfestavuje pomémé naro¢ny ukol. Dalsi zalezitosti je samotné feseni vzniklé soustavy
rovnic. V praxi se navic velice Casto vyskytuji mnohem slozit€)§i mechanické systémy
s daleko naro¢néj§im matematickym popisem. Proto vyuziti vypocetni techniky v této
oblasti znamena nezanedbatelny piinos pii analyze chovani takového systému.

Vpriloze Pl je fedeni popisovaného piikladu provedeno s vyuzitim prostiedi
MathCAD 11. Pro feseni soustavy dvou diferencialnich rovnic druhého fadu by bylo
ziejme& mozné pouzit vhodnéjdi matematicky software (napf. Maple, Matlab). Prostfedi
MathCAD bylo v tomto piikladu pouzito zejména kvili nazornosti. Priklad je feSen
s pouzitim literatury [6].

Vzhledem ke zjednodusujicim predpokladiim, které jsme uvedli na zaCatku vypoctu (viz
P1}) je vysledny matematicky popis tvoren ¢tyfmi diferencialnimi rovnicemi prvniho fadu
{pro kazdy stuperi volnosti jedna diferencialni rovnice druhého fadu). V piipad¢ potieby
vypo¢tu velikosti reakci vjednotlivych vazbach bychom byli nuceni pro sestaveni
pohybovych rovnic vyuzit vztah (3.34). V tom piipadé by vektor zobecnénych souradnic
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x, neobsahoval pouze hodnoty ¢, a ¢,, ale musel by byt tvofen soufadnicemi ve viech

mozZnych stupnich volnosti télesa, které neni podrobeno vazbam. V takovém pfipade
bychom ziskali pro N téles v roviné 3N pohybovych rovnic 2. fadu (resp. 6N pohybovych
rovnic v prostoru) + m vazebnich rovnic (s piithlédnutim k rovinnosti, resp. k prostorovosti
modelu). Napf. pro popis modelu jednoduchého kyvadla zavéSeného rotatni vazbou
s jednim stupném volnosti, bychom v pfipadé rovinného posuzovani ziskali 3 + 2 rovnice
a v piipadé prostorového zapisu 6 + 5 rovnic,

Pro pfiklad dvojitého kyvadla z pfilohy P1 bychom pfi jeho prostorovém vnimani a pfi
potfebé znalosti vsech wvazebnich sil ziskali 6-2+5-2=22rovnice (bez uvazovani
silovych G€inkl). Jedna se o algebraicko-diferencialni soustavu 2. fadu. Pievodem na 1.
fad stoupne pocet rovnic na 34.

3.2 Refeni matematického popisu mechanického systému

Seznamme se nyni $ moznostmi, které je mozné vyuzit pii feSeni matematického zapisu
z predchozi kapitoly. Jednd se o diferencidlni nebo algebraicko-diferencialni soustavu
rovnic 2. fadu. K formulaci této kapitoly bylo vyuzito zeyména zdroje [7].

Vétsina metod, které budou popsany v dal$im textu, neumoziuje piimo fesit soustavy
2. fadu. V takovém pfipad¢ je nutna formalni Gprava zapisu rovnic pievodem na soustavu
prvniho fadu. Tato Uprava je popsana a rozebrana na ukazce ptikladu v piiloze P1.

3.2.1 Specifikace multibody modelu

Pro ucely feSeni multibody systému hraji dileZitou roli zeyména metody, které jsou
vhodné pro feSeni tzv. ,stiff'* systémi. Jedna se o systémy vedouci na soustavu rovnic
s jistymi specifickymi vlastnostmi. V piekladu mliZeme tyto soustavy oznadit jako ,,tuhé™,
Castéji se vsak setkavame s vystizn€j§im pojmem - soustavy diferencialnich rovnic se
silnym tlumenim. S témito typy uloh se v multibody prostiedi setkaivame pomérné ¢asto.

Specifikuyme nyni tento problém blize. Zaméfme se nejprve na linedrni soustavu typu
y' =Ay+b(x).

Tuto soustavu nazveme ,tuhou“, resp. se silnym tlumenim tehdy, bude-li pomér
realnych ¢asti nejvétsiho a nggmensiho vlastniho €isla matice 4 dostatedné vysoky:

|Re A,,.|
—= =, (3.35)
|Re 4

i

kde Sje tzv. ,,S-pomér”.
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Pojem ,,dostateéné vysoké €islo” je velmi obtizné definovatelny. S-pomér slouzi spise
k uréeni miry tuhosti soustav. V literatufe jsou uvadéna mnoha ¢isla. Zmifime proto pro
Ucely této prace Cislo S = 200, které je uvadéno v pripadé pouziti softwaru MSC. ADAMS.

V piipadé nelinearni soustavy diferencialnich rovnic budou smeérodatna vlastni Cisla
Jacobiovy matice J , ktera je tvofena derivacemi pohybovych rovnic podle pfislusnych

neznamych
o' f o f
aly "y
P .
" f " f
ay 0"y

Tato vlastni ¢isla jsou zavisla na promeénné y, a proto budeme v tomto pfipadé tuhost
soustavy vysetfovat pouze na uritém intervalu této proménné y.

Dopad vysokého S-pomeéru na fe§eni soustavy je nasledujici. Obecné lze konstatovat, ze
&m je |[Re A, | v&si, tim men3i integradni krok je nutné pfi vypostu pouzit (souvisi se

stabilitou pouzité metody). A naopak, ¢im mensi je \Re Aol » tim delsi dobu trva odeznéni

i

pfechodového déje a proto musime soustavu fesit na delSim intervalu. , Stiff* systémy
se tedy vyznaluji tou nepiijemnou vlastnosti, ze je nutné k jejich feleni pouzit maly
integra¢ni krok na dlouhém intervalu nezavisle proménné. Tuto nepifijemnost lze vSak
¢astecné potlacit volbou vhodné integraéni metody. Specifikaci téchto metod provedeme
spolu s ostatnimi metodami v nasledujici kapitole.

3.2.2 Metody feSeni diferencialnich rovnic

Diive nez pristoupime ke specifikaci jednotlivych integratnich metod, seznamme
se sjejich zakladnim rozdélenim. Hledisek pro toto tiidéni je vice. Zde uvedme ty
nejzakladné)si:

a) podle vyuziti informaci z minulych kroki: jednokrokové x vicekrokové,

b) podle vyuziti informaci ze soucasného kroku: explicitni x implicitni,

c) podle velikosti integraéniho kroku: s pevnym krokem x s proménnym krokem.

Vpraxi je dnes vyuZivana celd fada integraCnich metod vhodnych pro fedeni

nejraznéjsich problémi. My se viak v daldim popisu zaméime pouze na ty, které jsou
implementovany v prostiedi MSC. ADAMS.

Teoreticky popis principu jednotlivych metod je s ohledem na svoji obsahlost uveden
v piiloze P2. Tento vypis je proveden pievainé ze zdrojii [7], [8] a [9]. Pozomost je
vénovana  Rungovym-Kuttovym  metodam, Adamsovym metodam, metodam
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predikce-korekce a zejména metodam zaloZenym na zpétné derivaci {tzv. BDF metody),
které se s vyhodou pouzivaji k feSeni silné tlumenych systémi popsanych v piedchozi
kapitole. Pozornost je také vénovana problémiim stability a z nich plynoucimu pouZiti
Newtonovy metody pro feSeni soustavy rovnic ziskané vyuzitim implicitnich metod.

Konkrétni specifikaci jednotlivych integraénich metod v prostiedi MSC.ADAMS
uvedeme v navaznosti na tuto ¢ast prace v kapitole 4.1.3, ktera bude blize charakterizovat
vypocet v prostiedi MSC. ADAMS.
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4. Programov¢ prostiedi MSC.ADAMS

V dnesni dobé existuje celd fada programi, které nabizeji mozZnost simulace
mechanickych systému ve virtualni prostiedi. Jedno z piednich mist v této oblasti zawjima
software ADAMS. Tento program byl plivodné vyvinut firmou Mechanical Dynamics,
ktera byla v roce 2002 koupena spoleénosti MSC Software. Program proto v sou¢asnosti
vystupuje pod nazvem MSC ADAMS.

Zakladem tohoto programu je feSi¢ (procesor), ktery je oznaCovan jako
MSC.ADAMS/Solver. Tento modul mize pracovat samostatné S uzivatel komunikuje
v textovém reZzimu. Pomoci souboru piikazi je tak mozné definovat piislusny model a ten
nasledné podrobit dynamické analyze Vysledky lze ulozit napf. do textového souboru.
Nutno vsak podotknout, Ze samostatny modul Solver se v praxi vyuziva jen velmi
ziidka.Nejcastéjsi je spojeni modulu Solver s preprocesorem MSC. ADAMS/View.
K zobrazeni spoctenych vysledkd se vyuziva MSC ADAMS/PostProcessor.

Modul View piedstavuje graficky prostiedek, ktery umoziiyje tvorbu modelu
ve virtualnim prostiedi. Kvili komunikaci s fe§i¢em pouziva stejnych piikazi jako modul
Solver. Tyto piikazy jsou viak uzivateli piiblizeny v pfehledném menu ¢i ve formé ikon.
Kromé snadného ovladani umoziiuje také okamzity nahled na podobu daného modelu.

Modul PostProcessor je bézné vyuZzivan pro zobrazeni spoctenych dat a jejich naslednou
analyzu. Obsahuje spoustu nastrojii pro praci s grafickymi priub&hy (s¢itani kiivek, jejich
derivace, filtrovani, pfevody na spline funkce, atd). Na zakladé uzivatelovych potieb
nabizi Siroké moZnosti pii zobrazeni nejen ¢asovych pribéhi danych vysledki, ale i jejich
prabéht v zavislosti na jinych vypo¢tenych datech.

Kromé vy$e zminénych modulil je moZzné vyuZit i jiné preprocesory, napi. Car, Engine,
Aircraft, atd. Na rozdil o univerzalniho zaméfeni modulu View byly tyto preprocesory
zaméteny do konkrétnich oblasti mozného pouziti. Obsahuji mnoho funkei, které v dané
oblasti zjednodusuji tvorbu modelu a jeho vypocet. Viechny jsou zaméfeny k modelovani
na zakladé tvorby Sablon a jejich nasledném propojeni v sestavu. Tu lze posléze podrobit
riznym typim simulaci, které jsou v daném modulu preddefinovany s ohledem na jeho
dané zaméfeni. V souvislosti témito moduly je ovSem nutné zminit autorovu zkusenost
s velmi ztiZenouw moZnosti odladéni modelu. Ve vytvofené sestavé totiZ nelze ménit
konfigurace modelu. Jedinou moznosti je editace pfislusné sablony, coz znamena nacist
celou sestavu znovu.

V této praci budeme vyuzivat moduld View, Car, Solver a Postprocessor. V zavéru
prace shmeme nejen zkuSenosti pii simulacich danych problému, ale také poznatky
$ pouzivanim jednotlivych moduli.
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V dalsim textu se budeme soustfedit na systém MSC ADAMS (plati pro viechny
moduly).

4.1 Popis modelu

Jak jiz bylo fe¢eno v Uvodu této prace, virtualni prostiedi umoziinje vytvofit model
skladajici se z velkého poctu téles. Tato télesa mohou byt vzajemné propojena vazbami,
které spolu s télesy vytvoii model skutecného mechanického systému. Tento model je poté
mozno doplmt riznymi typy silovych 0éinka a podrobit statické, kinematické &1
dynamické analyze Vysledkem této MBS simulace je celkové chovani daného systému
v uréitém Case.

Obecné je mozné celou multibody simulaci rozdélit do tfech fazi:
a) tvorba modelu ve virtualnim prostiedi,
b) piepis modelu do matematické formulace,
¢) feSeni matematického zapisu modelu.

Na tomto misté je nutné zdhraznit, ze uzivatel mize pfimo ovlivnit pouze prvni faz,
tj. tvorbu vhodného modelu ve virtualnim prostiedi. Druha a tfeti faze (pfepis modelu
a matematické fedeni) je jiz provedeno automaticky na zékladé uzivatelovy specifikace
meénitelnych parametri (integraéni metoda, krok vypoftu, maximalni pocet iteraci
v jednom kroku, atd.).

V dalsim textu se budeme zabyvat jednotlivymi Castmi simulace detailné.

4.1.1 Tvorba modelu ve virtudlnim prostiredi

Pro u¢ely MBS simulaci neni tfeba znat detailni geometrii jednotlivych Casti systému
(kromé& ploch, které jsou ve vzajemném kontaktu). Z tohoto divodu vétsina MBS
programt obsahuje pouze jednoduchy modelar, jehoz pomoci popiSeme model pouZitim
zakladnich geometrickych téles. Témto télesim jsou piifazeny hmotové vlastnosti
jednotlivych ¢asti skute¢ného systému (hmotnost, poloha t&€zist€¢, momenty setrvafnosti).
Tim je dosazeno spravné reprezentace analyzovaného systému po dynamické strance.

Na nasledujicim obrazku 4.1 je uveden pfiklad multibody modelu v prostiedi
MSC ADAMS. Jedna se 0 model uvedeny v piiloze P1.
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Obr. 4.1 Priklad multibody modelu dvojitého kyvadla.

V nasledujici tabulce 4.1 jsou uvedeny piiklady nejcastéji pouzivanych vazeb programu

MSC.ADAMS. Tohoto popisu bude vyuzito v nasledujici

matematického popisu piikladu dvojitého kyvadla.

kapitole pfi ukazce

Tab. 4.1 Popis vazeb v prostiedi MSC.ADAMS.

pocet odebranych stupnu
nazev vazby volnosti poznamka
posuy rotace celkem
REVOLUTE 3 2 3 rotace kolem jedné osy
CYLINDRICAL 2 2 4 rotace + posuv kolem jedné osy
SPHERICAL 3 0 3 rotace kolem tii os
TRANSLATIONAL 2 3 5 posuv podél jedné osy
FIXED 3 3 6 vetknuti
PERPENDICULAR 0 1 1 uzamcena rotace kolem jedné
0s
PARALLEL AXIS 0 5 > gzﬁméena rotace kolem dvou
ORIENTATION 0 3 uzamena veskera rotace
IN PLANE 1 uzamcen posuv podél jedné osy
IN LINE 2 2 uzamcen posuv podél dvou os

7
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Kromé¢ fixace télesa v daném sméru umoznuji vazby také piedepsat prubéh pohybu
v urcitém stupni volnosti (kinematické buzeni). Prikladem definice pohybu muze byt
zavislost popsana formou tabulky nebo zapis matematickou rovnici.

Model byva ¢asto doplnén silovymi ucinky. Ty mohou byt definovany formou sil nebo
silovych dvojic (momentt). Jejich velikost se predepisuje stejné jako v piipadé
kinematického buzeni. S vyhodou zde ovSem mizeme vyuzit jiz preddefinovanych
silovych G¢inkl ve formé pruznych vazeb — pruzina (SPRING) a tlumi¢ (DAMPER).

V souvislosti s vazbami a silovymi u¢inky se také zmifime o dilezitém vazebnim prvku,
kterym je tzv. BUSHING. Jedna se o pruzné spojeni mezi dvéma télesy, kterym je pohybu
teélesa v kazdém stupni volnosti predepsana uZivatelem zadana hodnota tuhosti a tlumeni.
BUSHING se proto chova jako soustava tfech posuvnych pruzin / tlumicu a tfech torznich
pruzin / tlumicu.

Pii definovani vazeb a silovych uc¢inkt hraje velkou roli poradi vybéru jednotlivych
¢lent modelu, které se vazby ¢i silového pusobeni Gcastni. Prvni téleso ve vybéru je
povazovano za téleso akéni, druhé reakéni. Mozné dusledky ukazme na nasledujicim
obrazku 4.2. Ten zachycuje silové G¢inky vazby typu BUSHING, které puisobi z reakéniho
télesa na akeni téleso.

dr d
F=-k(r.-1l )-c,—=+F T — , S
£ = ( % Ox) & dt Ox % _k\ t (G?.\' o G?{i.\' ) = xt 7 A !5'.\'
dr, do
F,=-k,(r,-1,)-¢c,—2+F, K @
¥ y\'y  ‘oy ¥ 0y e T = .
dt i ( : 0: ) dt 0
dr, /
e -8 — P o P
z ( Oz) z df /] (’J_(),;_) G di } J'"_f),__.
X Y
akcni téleso
x
Obr. 4.2 Vazba typu BUSHING.
V predchozich vyrazech znaci:
k.. k,, k, posuvné tuhosti ve smérech x, y, z,
k... k,, k., rotani tuhosti kolem osx,y, z,
c.,c,,C, posuvna tlumeni ve smérech x, y, z,
C.p» €y, €, TOtaCNi tlumeni kolem os x, y, z,
A vzdalenost mezi akénim a reakénim télesem ve sméru x, y, z,
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@,,9,,@. natoCeni mezi akénim a reak¢énim telesem kolem osy x, y, z,

boer loos by klidovou délku pruZiny ve smérech x, y, z,

B> @y . klidové natoeni rotalni pruziny kolem os x, v, z,

Fous By, By, pledpéti v pruzing ve smérux, y, z,

1o 15, T, predpéti v rotalni pruzing kolem osy x, y, z.

V prostiedi MSC.ADAMS jsou silové udinky pruzin a tlumi¢i definovany tak, ze
kladné znaménko ma silovy Ulinek s tendenci odtlatovat ak¢ni téleso od reakéniho.
Z tohoto diivodu je nutné dbat pfi definovani vazby zvysené opatrnosti.

4.1.2 Matematicky prepis modelu

Zkraje této kapitoly pfipomerime, ze do pribéhu této faze multibody simulace jiz
nemilZe uZzivatel nijak aktivné zasahnout.

Matematicky popis modelu je zalezitosti modulu MSC. ADAMS/Solver. Vychazi
ze souboru, ktery je vytvoien modulem View a ve kterém je dany model dokonale popsan.
Soubor obsahuje informace nejen o stavbé modelu, ale také o hmotovych charakteristikach
jednotlivych téles, jejich poloze, definicich pohybd, silovych Géinkd, proménnych, atd.
Tyto informace slouzi jako vstupni data pro piepis modelu na soustavu rovnic.

4.1.2.1 Tvorba pohybovych rovnic

B¢hem této faze simulace je mozné, aby modul Solver ukladal soubor, kde jsou
uvadény prabézné vysledky matematického prepisu. Na nasledujicim obrazku 4.3 je
ukazka prvnich fadki takového souboru. Je na nich obsaZzena informace o poloze
jednotlivych bodi (MARKERG) piepoctena do soutadnic piislusného souradného systému.
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CONTENTS OF THE ARRAY MPT

( T, 1 4) 1 2 3 4
7 1 4 0 5 10 14
3, 1: 4 1 16 31 45
4, 1: 4 0 1 7 13
C 5, 1: 4) 0 0 0 0
E 6, 1: 4; -1 1 7 13
7, 1: 4 0 0 0 0
CONTEMTS OF THE ARRAY APT
( T, 1: 4)  0.0000D+00 0.0000D+00 0,0000D+00 0.0000D4+00
( 2, 1 43 0.0000D+00 0.0000D+00 0.0000D+00 0.0000D+00
E 3, 1: 4; 0.0000D+00 ©.00000+00 0,00000+00 0.00000400
4, 1: 45 0.0000D+00 0.00000+00 0.0000D+00 0.0000D+00
( 5, 1: 43 0.0000D+00 0.0000D+00 0.0000D+00 0.0000D+00
E 6, 1: 4; 0.0000D+00 0. 0000D+00 0,0000D+00 0.0000D+00
7 1 45 0.0000D0+00 0.00000+00 0.00000+00 0.000004+00
C 8, 1: 43 0.0000D+00 0.0000D+00 0,0000D+00 0.0000D+00
( a9, 1: 43 0.0000D+00 0.0000D+00 0.0000D+00 0.0000D+00
E 10, 1: 4; 0.0000D+00 7.5000D+01 4,25000+02 7.50000+02
11, 1: 43 0.0000D+00 1.25000+02 1.25000+02 0.0000D+00
( 1z, 1: 43 0.0000D+00 5.3039D-17-7.6064D-17 0.0000D+00
E 13, 1: 4; 0.0000D+00 2.60120+00 4,28580+00 1.57080+00
14, 1: 45 0.00000+00 1.5708D+00 1.5708D+00 0.00000+00
C 1s, 1: 4)  0.0000D+00 1.5708D+00 1,5708D+00 L1.5708D4+00
CONTENTS OF THE ARRAY MMR
( T, 1: 10) 6 13 1 2 14 5 8
E T 11: 203 7 11 9 16 10 12 =
1= 21: 24 80706050 80706051 B0706052 80706053
C o 1: 10) 1 1 2 2 2 2 2
g %, 11: 20% 3 3 4 4 4 4 ik
o 21: 24 2 1 1 1
3, T 10 0 0 0 0 0 0 0
( 3, 11: 20) 0 0 0 0 0 0 o
3, 21: 24 0 0 0 0
E 4, 1: 103 0 0 0 0 0 0 ]
( 4, 11: 20) 0 0 0 0 0 0 0
( 4, 21: 24) 0 0 0 0
CONTENTS OF THE ARRAY AMR
E 1, 1 10; 0.0000D+00 7.50000+02 9,37150-09-8,37150-0% 0. 00000+00 9.37150-0%-0,37150-00
T 11: 209 7.2714D-08-7.2714D-08-3. 0615D-15 0.0000D+00-3.06150-15-6. 96110-30 0. 0000D+00
( T, 21: 243 09.3715D-09 0.0000D+00 0.0000D+00 0.0000D+00
E 3 1: 10) 0.00000+00 0.0000D+00 1.4211D-14-3.24760-33 0.00000+00 1.42110-14-3.2476D-33-
2, 171 2 aocan 14 7.1054D-14 3.06150-15 0.00000+00 3.06150-15 &.96110-30 0.0000D+00
C - =20 0 00000400

. 0000D+00 0.
~ 1.4577D+02 0.

e Tulatala W0 ala SO

02

0000D+00-1.
NONARLAT 1

4577D0+02 1.45725

—
1 asnn_-_-...-—-'/.

Obr. 4.3 Prubézné vysledky matematického pfepisu multibody modelu.

Pfi matematickém popisu MBS modelu vyuziva program MSC.ADAMS/Solver
poznatkd, které jsme uvedli v kapitole 2. Vzhledem k tomu, Ze jsou vzdy béhem vypoctu
zjistovany i velikosti reakénich ucinkt v jednotlivych vazbach, je pro tvorbu pohybovych
rovnic pouzit vztah (3.34):

2l
d(eL) oL, o _

di\ox | ox o,

Ve

Vzhledem k tomu, ze prostiedi MSC. ADAMS vzdy vnima model jako prostorovy, je
pocet slozek / vektoru zobecnénych soufadnic x, dan hodnotou 6N , kde N je pocet téles

v modelu. Dosazenim vztahli pro kinetickou a potencialni energii systému do hodnoty
Lagrangeovy funkce L, a derivaci této funkce a vazebnich rovnic ¢ podle jednotlivych

slozek vektoru zobecnénych souradnic se proto ziska / diferencialnich rovnic druhého fadu
ve tvaru:

m
2 k
m%, +m,g+ Z:Rmr
i=1

= (4.1), resp. (4.2)

m
_ gn o k
= f;", resp. m¥%, +> K.
i=1

pro posuvnou soufadnici x, ve smeru gravitacniho zrychleni g, resp. mimo tento smér.
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V pfipade¢ rotacnich soufadnic x;, budou pohybové rovnice dany vztahem
I +M = ) (43)

V obou pfedchozich vztazich zna¢i: x,  danou zobecnénou soufadnici,

k  téleso, kterému dana zobecnéna soufadnice
nalezi,

silovou reakci v i-té vazbé, ktera lezi ve sméru

ix;
zobecnéné soutadnice x, a plisobi na téleso &,

M*  momentovou reakci vi-té vazb&, kterd lezi

ix
by s r w -’ -] r
ve smeéru zobecnéné soufadnice x, a pusobi

na téleso &

Jak jiz bylo uvedeno v uvodukap. 32, provadi se pro vétdinu integracnich metod
redukce druhého fadu na prvni. Také modul Solver provadi tuto redukci. V pfipade
silovych pohybovych rovnic postupuje stejnym postupem, ktery je popsan v piiloze P1.

U momentovych pohybovych rovnic je ov§em situace ponékud jind. Kromé zavedeni
dalSich tiech neznamych uhlovych rychlosti kolem piislu§nych os soufadného systému je
vyuzito jesté pfidavnych veliCin — impulsmomentd (p,,p,,p,) kolem stejnych os
soufadného systému. Derivaci impulsmomentu jsou nahrazeny vSechny momentové uinky
pusobici v daném sméru. V nasledujici rovnici je poté vyjadiena rovnovaha mezi timto
impulsmomentem a impulsmomentem setrvaénych u€inkl plsobicich na téleso. Takto je
nahrazena jedna momentova rovnice druhého fadu tfemi rovnicemi prvniho fadu.

Na nasledujicim obrazku je nahrada znazornéna. Obrazek zachycuje jednoduché
kyvadlo, které je zavéeno v bodé 4. Bod 7 je tézistém kyvadla. Zemské tihové Glinky
zanedbavame. Pro ilustraci redukce fadu rovni¢ v prostiedi MSC. ADAMS uvedeme dvé

pohybové rovnice, silovou v ose x a momentovou kolem osy z.
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ta
”

Obr. 4.4 Mechanismus kyvadla.

Tab. 4.2 Vypis pohybovych rovnic a redukce jejich fadu pro mechanismus kyvadla.

charakter rovnice puvodni rovnice 2. Fadu | soustava rovnic 1. Fadu
-mx+R, =0 -mv_+R, =0

silova podél osy x :
p y =W+ %=1
_Téj_R,;x’a_R,;}.’b:O _ITa)z+p::0

momentova kolem osy z p,+R, -a+R,, -b=0

-0, +¢=0

Z ptedchozich poznatkii plyne skutecnost, ze systém MSC.ADAMS ziskd pro kazdé
téleso v modelu celkem 15 rovnic prvniho fadu. Tato soustava diferencialnich rovnic je
dale doplnéna o algebraické rovnice vazeb. Jejich poCet zavisi na typu vazby a je roven
poctu odebranych stupfiti volnosti danou vazbou.

Pii aplikaci tohoto postupu na piiklad dvojitého kyvadla v pfiloze P1 ziskame celkem
2-15+2-5=40 rovnic. To je o 6 vice nez v piipadé popisu uvedeném v pfiloze P1.
Rozdil je zduvodnén zavedenim impulsmomentl, nebot’ tim se zvysi pocet rovnic pro
kazdé téleso o 3.

Pridame-li k této soustavé rovnice silovych uc¢inkd, zvysi se celkovy pocet rovnic na S1.
To je zpusobeno tim, ze silovy Gcinek je v modulu Solver popsan 5 rovnicemi (napf.
u pruziny se jedna o klidovou délku pruziny, celkovou silu v pruzin€ ve sméru jeji osy a tfi
prameéty této sily do jednotlivych slozek souradného systému x, y, z), momentovy Ucinek je
popsan 1 rovnici.
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Na nasledujicim obrazku 4.5 je v textovém tvaru uvedena schematicka podoba soustavy
rovnic z vystupniho souboru modulu Solver pro mechanismus dvojitého kyvadla z pfilohy
P1.

JOINT/1 TYPE=Revolute

PAAT /2
EQUATTON FUNCTION VARTABLE VARTABLE S ;”g?;é?gcement PARLEEE e
= f Eg:gg % :f::}gg::; 32 ¥ pisplacement 32 v Lambda
: 33 Z pisplacement 33 Z Lambda
3 Z Force 3 z velocity 34 21 . X% 34 Lambda
4 Psi Momentum 4 Psi velocity 35 e YJ 35 Caibol
5 Phi Momertum 5 phi velocity vl anpcd
6 Theta Momertum 6 Theta velocity
L IOTNT/2 TYPE=Revolute
g :;1 R ; e b EQUATION  FUNCTION VARIABLE VARIABLE
o h 36 ¥ Displacemant 36 % Lambda
9  Theta Lapoue, 9 L et; MCHE L, 37 ¥ Displacemant 37 v Lambda
}2 X VE1Dc1ty %_10 5 38 Z Displacement 38 Z Lambda
gLkl 39 i 39 Lambda
12 Z veloclty 12 = 40 o TR a0 Lambda
13 Psi velocity 13 psi
14 phi velocity 14 Phi SFORCE/2
lSanTTgeta velocity 13 Theta EQUATION FUNCTION VARTABLE VARTABLE
/ 41 Length a1 Length
EQUATION FUNCTION VARTABLE WARTABLE a2 FOFCE NiG a2 FAFE
16 ¥ Force 14 ® velocity 43 X Force 43 X Force
17 ¥ Force 17 ¥ velocity 44 v Force 44 Y Eorce
18 Z Faorce 18 Z velocity 45 7 Force 45 Z Eorce
19 Ps] Momertum 19 Psi velocity
20 Phi Momentum 20 Fh1 velocity SFORCE/3
21 Theta Momemtum 21 Theta velocity EQUATTON FUNCTTON VARTABLE VARTABLE
22 Psi Targue 22 Psi Momentum 46 Length 45 Length
23 Phi Torgque a3 Fhi momentum 47 Force Mag 47 Force,
24 Theta Torgue 24 Theta Momentum 48 ¥ Force 43 X Force
25 ® velacity 23 x 49 ¥ Force 49 Y Force
26 ¥ velacity 26 ki 50 Z Force 50 Z Force
27 Z Ve]luc1ty 27 %
28 Psi velocity 28 Psi SFORCE/L
29 Fhi velacity 29 phi EQUATION FUNCTION VARTABLE VARIABLE
20 Theta velocity 30 Theta 51 Torgua 51 Torque

Obr. 4.5 Vypis rovnic a neznamych pro mechanismus dvojitého kyvadla.

V prvnim sloupci je vzdy uvedeno Cislo piislusné rovnice a druhy sloupec informuje
o charakteru této rovnice. Ve tfetim a ¢tvrtém sloupci je Cislo a nazev neznamé veliciny.
Jejich poCet musi vzdy souhlasit s poctem rovnic. Je-li model vlivem neopatrného pouziti
vazeb preuréen, jsou veskeré piebytecné rekce béhem vypoctu vynulovany (viz kap. 4).

4.1.2.2 Matematicky zdpis p¥ikladu v prostiedi MSC.ADAMS/Solver

Uved'me nyni pro nazornost piiklad matematické formulace dvojitého kyvadla z piilohy
P1 v prostiedi MSC.ADAMS/Solver. Postup pii popisu modelu je vzhledem ke své
obsahlosti uveden v piiloze P3. Formulace pohybovych rovnic je provadéna na zaklade
vztahu (4.1) az (4.3).

Na nasledujicim obrazku 4.6 je uvedeno porovnani zavislosti uhli ¢,, ¢, a uhlovych
rychlosti ¢,, ¢, na ¢ase mezi zplisobem popisu modelu z piilohy P1 a simulaci v prostiedi
MSC.ADAMS (piiloha P3). Podotknéme, ze z divodu porovnatelnosti vysledki neni
v prostiedi MSC.ADAMS definovan kontakt mezi pistem a podlozkou (stejn€ jako pfi
matematickém feSeni daného piikladu v priloze P1).
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Obr. 4.6 Porovnani vysledka popisu modelu dle pfilohy P1 a simulaci v prostiedi
MSC.ADAMS.

Zavérem této kapitoly zdiraznéme skuteCnost, ze popisem daného modelu metodou
pocitacového zapisu ziskame i pro zdanlivé jednoduchy model pomeémé rozmeérnou
soustavu algebraicko-diferencialnich rovnic. To je dano zejména prostorovym vnimanim
celé problematiky. Z tohoto zavéru vyplyva, ze budeme-li chtit analyzovat chovani této
soustavy rovnic béhem matematického feSeni, bude to zejména diky jejim rozmérim
pomérné nesnadna zalezitost.

Drive vsak, nez budeme analyzu provadét, seznamme se se zakladnimi integracnimi
metodami, které jsou k dispozici v modulu Solver.

4.1.3. Shrnuti a charakteristika metod pouzitych v prostiredi MSC.ADAMS

V této Casti prace popiSeme feSeni soustavy rovnic, ktera byla vytvofena postupem dle
pfedchozi kapitoly. Poznamenejme hned zkraje, stejné jako v kap. 4.1.2, ze tato faze
simulace v prostfedi MSC.ADAMS opét probiha bez moznosti piimého zasahu uzivatele Ci
jeho kontroly nad prubéhem vypoétu. Uzivatel mize ovlivnit vlastnosti feSeni pouze
volbou vhodnych parametra metody pied vlastnim vypoétem (minimalni délka kroku,
nejvetsi rad metody, atd.).

Vzhledem k tomu, Ze je prostiedi MSC.ADAMS navrZeno k feSeni co nejsir§iho zabéru
tkolu technické praxe, je v modulu Solver implementovano nékolik metod. Jejich vybér
provadi sam uzivatel podle charakteru konkrétni tlohy.
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Metody pouzivané v prostiedi MSC.ADAMS jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 4.3 Prehled metod v prostredi MSC.ADAMS a jejich oznaceni.

oznaceni popis
GSTIFF BDF metoda — Gear
WSTIFF BDF metoda — modifikovana Gearova metoda

CONSTANT BDF |BDF metoda s pevnym krokem

ABAM Adams-Bashforth - Adams-Moulton
RKF45 Rungova-Kuttova-Fehlbergova metoda
Newmark o—metoda

HHT o—metoda

Pied zacatkem vypoCtu umoziiuje prostiedi MSC. ADAMS volbu parametrl integracni
metody. Nejcastéji se voli tyto zakladni parametry.

a) Maximalni chybu vypoctu — jedna se o maximalni absolutni chybu béhem celého
vypoctu. Velikost chyby je udavana v tyZ jednotkach, jako neznama veli¢ina. Chceme-li
znat alespon orientacné chybu, kterd je brana na jeden krok vypoltu, je tieba
celkovou chybu délit poctem kroku. To odpovida nejhor§imu pfipadu, kdy by
vSechny chyby v kazdém kroku mély aditivni raz.

b) Maximalni délka integratniho kroku.

¢) Minimalni délka integra¢niho kroku.

d) Vychozi délka integracniho kroku — udava délku integracniho kroku na zacatku
vypo¢tu. Integraéni metoda v dalSim vypoctu tuto hodnotu modifikuje dle
pozadavku feSeni.

e) Maximalni fad dané metody (pro metody s proménnym fadem).

f) Maximalni pocet iteraci v jednom integra¢nim kroku.

Nyni uved'me podrobné&jsi popis jednotlivych metod a jejich zakladni charakteristiky.

4.1.3.1. GSTIFF

Jedna o tzv. Gearovu metodu. Tato metoda spada do oblasti BDF metod (viz pfiloha P2,
vztah (P2.6), event. literatura [10]). C. W. Gear prvni pouzil BDF metodu vysSiho fadu nez

prvniho. Jedna se o k-krokovou BDF metodu s proménnym fadem a proménnym
integracnim krokem. Maximalni fad této metody je 6. Koeficienty «, a f, jsou spocteny

na pocatku simulace z predpokladu, Ze se integrac¢ni krok béhem simulace nebude ménit.

BDF metody se obecné vyznacuji dobrou pouzitelnosti u stiff systému. Do fadu k = 2
maji vSechny implicitni BDF metody tu vybornou vlastnost, ze jsou A-stabilni (dle [7]).
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Se vzrustajicim fadem se jejich stabilita zhorSuje, ale do fadu & = 6 jsou stale A(a)-
stabilni. V nasledujici tabulce jsou pro srovnani uvedeny thly stability:

Tab. 4.4 Stabilita Gearovych metod.

fad BDF metody uhel o
k=1 90°
k=2 90°
k=3 86°
k=4 73°
k=5 517

Poznamenejme, ze pro fad & = / se jedna o tzv. implicitni Eulerovu metodu (viz [7]).
Tato metoda je dokonce L-stabilni. Jeji nevyhodou je mala presnost. Béhem vypoctu muze
dojit k nacitani chyb zjednotlivych kroki a tim muze byt vysledny pribéh neznamé y
znacné zkreslen.

Zuvedeného plyne zavér, ze pro komplikované stiff systémy s velikym C¢islem
Re 1. jsou nejstabilnéj$i BDF metody do fadu k& = 2. Pfi pouziti fadu k = / je ovSem tieba
si dat pozor na nepfipustné nahromadéni chyb a tim na zkresleni celkového vysledku.

Tato integra¢ni metoda je povazovana v prostiedi MSC.ADAMS jako metoda vychozi.
To znamena, ze neni-li uzivatelem vybrana jind metoda pro vypocCet modelu, pouzije
MSC.ADAMS metodu GSTIFF. Mezi jeji podstatné vyhody patfi rychla konvergence
a schopnost efektivné fesit mnoho typut aloh.

4.1.3.2 WSTIFF

Tato metoda je velmi podobna metodé GSTIFF. I zde se jedna o k-krokovou metodu
s proménnym krokem i fadem (max. do fadu 6). Rozdil mezi obéma metodami je v tom, Ze
metoda GSTIFF pouziva konstantni koeficienty «,a [, pro celou €ast vypoctu, zatimco
u metody WSTIFF jsou tyto koeficienty v pribéhu vypoctu pirepocitavany v zavislosti na
integracnim kroku metody. To se pozitivné odrazi na jeji pfesnosti.

Stabilita této metody je stejna jako u metody GSTIFF.

4.1.3.3 CONSTANT BDF

Jedna se o posledni zintegraénich metod, ktera je zalozena na BDF formulaci.
CONSTANT BDF je vicekrokova metoda proménného fadu s pievazné Kkonstantnim
integracnim krokem. To znamena, ze metoda startuje se zadanym krokem a pocita s nim
tak dlouho, dokud wvysledek konverguje. Piestane-li byt metoda v urcitém Case
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konvergwici, dojde k redukei integraéniho kroku. K pokusu o obnoveni integraéniho kroku
na plivodni zadanou hodnotu dojde po 25 krocich vypoétu.

Algoritmus této metody je navrzen tak, aby bylo pro dany integra¢ni krok dosazeno co
nejvetsiho fadu (max. 6). Diky tomu metoda dosahuje dobré presnosti. V pfipadé potieby
je mozné snizit integraéni krok a tim pfesnost vypoctu jesté zvysit. Zaroveil s pfesnosti
vypoctu oviem tento krok zvy3uje 1 naro¢nost vypoctu (zvySuje vyrazné podet operaci).

Vyhodou metody CONSTANT BDF je to, Zze vjistych pfipadech dokéaze Iépe fesit
situaci v modelu nez napi. metoda GSTIFF. Jedna se zejména o riizné typy nespojitosti ¢i
znatné se ménicich veli¢in béhem vypoltu (kontaktni dlohy). Pfi stanovovani délky
integra¢niho kroku je ovSem tfeba dbat opatrnosti. Bude-li krok dosti velky, metoda bude
nepresnd, zmensime-li naopak krok piilis, bude vypocet hodné asové naroény.

4.1.3.4ABAM

Metoda ABAM vychazi z kombinace dvou metod v rezimu prediktor-korektor: Adams-
Bashforthovy a Adams-Moultonovy. Adams-Bashforthova metoda je pouzita k odhadu
neznamé hodnoty v dalSim integraénim kroku a pomoci Adams-Moultonovy metody
dochazi ke korekci tohoto odhadu. Kombinace téchto dvou metod je velice Casta, nebot’
zaruéuje vysokou stabilitu (viz [7]). Adams-Moultonova metoda je do 2. fadu dokonce
A-stabilni.

Jedna se o vicekrokovou metodu s proménnym krokem 1 fadem. Maximalni mozny rad
této metody v prostiedi MSC.ADAMS je 12. Vzhledem ktomu, Ze tato metoda
neumoziuje fedit soustavu algebraicko-diferencidlnich rovnic, je tieba prevést tuto
soustavu na kondenzovany systém obycejnych diferencialnich rovnic. Toho je dosaZzeno
tzv. metodou redukce soufadnic,

Metoda ABAM neni pfili§ vhodna pro feseni siln€ tlumenych tloh (,,stiff* ulohy), avsak
v ostatnich pfipadech je vyhodna piedeviim pro svoji vysokou stabilitu.

Metoda redukce souradnic

Predpokladeyme mechanicky systém obsahujici # nezavislych zobecnénych souradnic.
Bude-li tento systém podroben m vazbam, bude pocet stupiii volnosti tohoto systému
roven ¢islu #-m. Budeme-li ovSem psat soustavu pohybovych rovnic, budou v této soustave
obsazeny vsechny neznamé parametry. Metoda redukce soufadnic vybere z neznamych
veli¢in ty parametry, které¢ se v pribéhu simulace méni nejvice (v danych stupnich
volnosti). Ty oznaci jako nezavislé a systém algebraicko-diferencialnich rovnic pifevede na
systém obyéejnych diferencialnich rovnic, ktery feSi pouze vybrané nezavislé veli¢iny.
Ostatni zavislé veliciny jsou vyjadfeny vazebnimi rovnicemi v zavislosti na nezavislych
parametrech. Tato soustava vazebnich rovnic je fesena Newtonovou metodou v kazdém
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integratnim kroku pro spoftené nezavislé parametry (b€hem iterovani jsou povazovany
za konstantni).

4.1.3.5 RKF45

Jedna se o jednokrokovou metodu Runge-Kutta-Fehlberg, ktera podita feseni v dalsim
integraénim kroku metodou ¢tvrtého a patého rfadu a vysledky obou vypoéta porovna (blize
viz [7]). Vzhledem ktomu, ze RKF45 metodou lze fesit pouze soustav obylejnych
diferencialnich rovnic, pouziva tato metoda (stejné jako ABAM) redukci soufadnic.

Obecné plati, Ze je tato metoda vhodna pro feSeni nepfilis tlumenych systémil tam, kde
neni vypocet derivaci pfili§ naroény. To v piipadé popisu modelu v MSC. ADAMS neplati,
proto je tato metoda ve vétSin€ piipadi nékolikrat pomalej$i nez metody ostatni. Jejim
pfinosem je ovSem to, Ze jeji podstata je zcela jina neZz u jinych metod implementovanych
do MSC. ADAMS. Proto poskytuje vypoctaii uréité rozsifeni moznosti pii simulacich.

4.1.3.6 Newmarkova, HHT metoda

Jedna se o pomérn¢ nové metody, které byly do prostfedi MSC ADAMS
implementovany teprve od verze 2005. Vzhledem k tomu mam s témito metodami zatim
pouze minimalni zku$enosti, a proto se nebudeme jejich popisem piilis zabyvat. Jist€
ovsem bude vhodné v navaznosti na tuto praci pokracovat v dalsi identifikaci téchto metod.

Orientacni popis obou metod je uveden v pfiloze P2 (kap. P2.3). Podrobng¢ji je mézné
ziskat informace napf. v literatufe [11].

4.2 Algoritmus FeSeni matematického popisu modelu

V této kapitole se seznamime s konkrétnim postupem pii vypoltu fedeni soustavy
rovnic popisujici dany model. Mechanismus tohoto postupu je stejny s mechanismem
metod prediktor-korektor. Popis postup vypo¢tu bude duilezity pro identifikaci riznych
nestabilit, které mohou béhem vypoctu vzniknout. Mimo jiné je vyuzito zdroje [12].

Jak jiz bylo uvedeno vyse, vysledkem matematického popisu mechanického modelu je
soustava pohybovych a vazebnich rovnic. Jedna se o soustavu algebraicko-diferencialnich
rovnic druhého fadu. Vétsina vyse uvedenych metod (napt. GSTIFF, CONSTANT BDF)
viak fedi algebraicko-diferencialni soustavu rovnic, resp. diferencialni soustavu rovnic
pouze prvniho fadu. Redukci druhého fadu pohybovych diferencialnich rovnic na prvni fad
proto ziskame vyslednou soustavu rovnic prvniho fadu ve tvaru:

G(y,y,1)=0 (4.4)

pro polate&ni podminky y(0)=y,. (4.5)
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Tato soustava tvofi vstupni data pro nasledujici matematicky vypocet. Jeho postup je
mozné rozdélit do dvou fazi:

a) odhad pfiblizného feSeni v Case ¢

n+le

b) korekce tohoto feseni danou metodou.

4.2.1. Odhad prFiblizného FeSeni algebraicko-diferencidlni soustavy

V této fazi vypoctu je snahou odhadnout co nejpiesnéji hodnotu nezndmého parametru
(parametr() v dal§im iteraénim kroku (7, ,). Cim se podaii ziskat presné&jsi odhad, tim

w+ |
méné iteraci bude potfeba v nasledujicim kroku k jeho zptresnéni a tim rychlejdi bude
vypocet.

K odhadu neznamého parametru v Case ¢, , se vyuziva znalosti vypoctenych hodnot
v piededlém integra¢nim kroku. Zplsob, jakym jsou jednotlivé body zahrnovany
do odhadu se vak s kazdou metodou lisi.

V prostiedi MSC. ADAMS je napf. pro metodu GSTIFF pouzit odhad pomoci
Taylorova rozvoje ve tvaru

K yf:')

y,fﬂ = Z

=0 II

kde y?,, je odhad neznamé velidiny v Case ¢,_,,
h  jekrok vypoctu,
k  jetad pouzité metody,

yf:} je hodnota i-té iterace z predchoziho kroku.

Podobné se napf. v metodé ABAM pouziva pro odhad neznamé hodnoty v fase ¢,,,
explicitni Adams-Bashforthovy metody.
4.2.2. Zpresnéni odhadu

V této fazi vypoctu dochazi ke korekci hodnoty pZ ,ziskané z predchoziho postupu.

Z vyse popsanych metod, které jsou pouzity v prostiedi MSC.ADAMS, vyplyva, ze drtiva
vétSina z nich ma implicitni charakter.
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Piiklad obecného zapisu takové metody pro feSeni soustavy diferencialnich rovnic dané
vyrazem

¥y =f(xy)

pfedstavuje napt. vztah
3 3
Zavyﬂ+v = hz ﬁvfn+v ?
v=0 v=0

kde a,, B, jsou konstantni hodnoty, ptedpokladame, ze o, =1, f, =0

a o, a f, nejsou zaroveil rovny 0,

[,  jefunkéni hodnota f (xn,,,,, ym),
h je integracni krok.

Jak je popsano ve zdroji [7], plati tento vztah pro obecnou linearni £ krokovou metodu a
vede na problém fesit obecné nelinearni soustavu typu

k-t k
ynh‘t + Zavynh' - hz lgvf;ﬁv =0,
v=0 v=0
kde o je nulovy vektor. (4.6)

Vzhledem k tomu, Ze hodnoty v piedchozich krocich jsou jiz znamy, mUzeme vztah
(4.6) pfepsat do tvaru

k
ynh‘t +c _hz ﬁv.f;ﬁv =0,
=0

kde ¢ je konstantni vektor.

Obecné lze vyrazy na levé strané pfedchoziho vztahu zapsat jako funkci neznamé y,,, :

g(yﬂ'h't):o : 4.7)

Jedna-li se o silné tlumenou soustavu, je pouziti klasickych postupi metod prediktor-
korektor (napt. P(EC)" E) zna&né nevyhodné (viz [7]). Je to ztoho divodu, Ze tento
zpasob vypoétu znacné méni oblast stability uzité metody a klade neamérné naroky
na velikost integra¢niho kroku. Proto se pro feseni soustavy (4.7) pouziva Newtonova
metoda, ktera je definovana podle nasledujiciho pfedpisu

g '8 (i
a;yik( L:k) amyik( le)
o =y - : : g(»l) (48)
c"g (y{f}) . °"g (y(i))
3 W 3" P

-47-



K problematice multibody simulaci

Budeme-li chtit proto v pfipad¢ implicitni metody vyjadfit hodnotu y,,, pro nezavisle
proménnou X,,, , Je nutné postupovat dle principu Newtonovy metody:

J}Ayrﬂ'ft =—f (yfgk Y ) ) (4.9)
olg | 4 5! ;
afyik (yfa-gk) Wfﬂ((yijk)
kde J! = = ‘ s APk = Vot = Vol
;;i (#2) - aizk (»i)

Piejdéme nyni k feSeni konkrétni soustavy (4.4) s pocateéni podminkou (4.5), ktera
popisuje chovani multibody modelu. ReSeni této soustavy miiZeme zapsat s piihlédnutim
ke vztahu (4.9) ve tvaru

T28§ + T8, = =G (3 Y1) (4.10)
o606
afynﬂk " Y

kde J' = : :

606
afynﬂk " Y (J)L:}k'ygk'rmk)
&6 oG
s "

I : ,
"G 2"G
Vs O Ve N5 Yt

AV = ;{::; ) - Jy ;(:lk ’

- _ o litn - (i}
Ayrﬁk _yn+k _yn+k'

V tomto vztahu jsou oviem dvé neznamé Ay, a Ay, ,, . Pripomefime si ale, Ze zatim

stale jesté vychazime z obecného vztahu pro feSeni implicitni metody. Pouzijeme-li nyni

konkrétni integracni metodu, bude mozné na zakladé matematického popisu metody ziskat

vztah mezi obéma neznamymi. Uéiime tak napf pro BDF metody (GSTIFF, WSTIFF,
CONSTANT BDF). Jejich matematicky zapis je uveden v piiloze P2:

k
yn+} :zav yn-v+}+h/80yn+f' (411)

v=f
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Vyjadieme si nyni z tohoto vztahu rozdil mezi hodnotami dvou po sobé jdoucich iteraci

3
_ (i-1}
- Zavyn-.+1 + hﬁo yn+f a
v=f
[i+d) : ]
i - |0
yn+} Zavyn-v+} +h/80 yn+}

Rozdilem iteraci y' a y'), dostaneme vyraz:

b=y, =h (58, ,,1:)).

Oznatenim A}M P m 1, aly,, = ;{H}; yfm, ziskame po uprave vztah

Ay :—A : 412
yn+1 hﬁa yn+} ( )

Tim jsme ziskali zavislost jedné neznamé hodnoty Ay,,,ze vztahu (4.10) na druhé

nezname Ay, ., . Dosazenim do tohoto vztahu bude
1 RNRE:
I’ A, —— Ay T A, = G(J”L:k ot rn+l)

a po uprave:

AV i == Gy, (4.13)
kde Gn+k = G()’Sjk !yfrf-gk ’tn+k) a
1
J= (—Jz +J’) je Jacobiova matice ve tvaru
hp,
1 &G N oG 1 oG N o'G
hlgﬂ ajyn+k ajyn+k hﬁﬂ 6}"’ }n+k amyn+k
J= : : {4.14)
1 8"G "G I "G o"G
~ T + =¥ o "o + =
h /89 C Vurs C Vars h ﬁo d ere © Yok (.}’,,+k .}’,,+k n+k)

Vzhledem k dal$im vypoctim ozname ve vztahu (4.13) zmé&nu vektoru Ay,,, novou

proménnou z,,, . Touto Gpravou nabude vztah (4.13) nového tvaru

mth

=-J'G (4.15)

n+k

Podobna situace ve stavb¢ Jacobiho matice bude i v pfipadé pouziti metod ABAM
& RKFIXED.,
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Korekci i-té iterace yfjk hodnotou Ay, ,, provadime tak dlouho, dokud neni splnéna

uzivatel dana podminka chybové tolerance korektoru

|AY, .|| < error .

Z vyse uvedeného vypodtu vychazi jista nepfijemnost pii pouziti Newtonovy metody —
nutny vypoéet Jacobiho matice ./ v kazdé iteraci. To znaénym zplsobem prodluzuje dobu
vypoctu, nebot’ tento vypocet je zvlasté pro rozsahlé soustavy rovnic velmi naro¢ny. Proto
se vpraxi velmi Casto pouziva tzv. modifikovand Newtonova metoda. Pi1 pouziti této
metody je Jacobiho matice pocitana pouze v nékterych iteracich. Konvergence metody
muZe byt sice pomalejsi, toto je oviem zcela vyvazeno rychlej§im vypoétem. V prostiedi
MSC.ADAMS slouzi k tomuto Uéelu parametr PATTERN, ktery specifikuje, ve kterych
iteracich ma dojit k vypoctu nové hodnoty Jacobiho matice. Tato skuteCnost umoziuje
daldi uzivateliv zasah do vypoctu. Zabyveyme se v nasledujici kapitole fesitelnosti vztahu
(4.15).
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5. Problematika Jacobiho matice

V této kapitole se budeme zabyvat podrobngji vlastnostmi Jacobiho matice a jejich
moznym ovlivnénim bé&hem tvorby modelu. Uvedeme, jakym zplisobem ovliviiuji
vlastnosti Jacobiho matice celkovou stabilitu vypoétu. Vzhledem ktomu, ze kvili
rozmérim matice jsou obecné Uvahy velmi naro¢né, zaméfime se na ti konkrétni piiklady,
které byly vybrany na zakladeé skute¢nych uloh. Pokusime se na danych prikladech ukazat,
jak lze vhodnou formulaci ulohy ovlivnit stabilitu vypoétu.

5.1 Podminénost Jacobiho matice

Diive, nez se zaCneme zabyvat mySlenkou spravné stavby Jacobiho matice, je nutné
specifikovat velmi dilezitou vlastnost matice — podminénost.

Pro nase dalsi uvahy bude hrat nejdilezit&si roli vztah (4.15). Jedna se o soustavu
lineamich rovnic, ktera je feSena pro neznamou velikost korekce Ay, . Z podminky
fesitelnosti této soustavy plyne, ze matice J nesmi byt singularni. Toto je do jisté miry
limitujici podminka, nebot udava, ze Jacobiho matice nemiize nabyvat libovolné podoby.

Druha limitwici podminka vychazi z pripadu, kdy matice J nebude sice singulami, ale
jeji vlastnosti se budou vlastnostem singularni matice velmi priblizovat. V této souvislosti
mluvime o tzv. podminénosti matice J. Ta zdvaznym zplsobem ovliviiyje kvalitu feSeni
soustavy (4.15). Specifikujme nyni tento pojem bliZe.

Vyjdéme z piedpokladu, ze urcitd zmeéna hodnoty vektoru pravé strany AG ,, vyvola

zménu Az . TeSeni soustavy (4.15). Tento predpoklad zapiSme nasledovné:

J Az, =AG

H

wi> N€bONL J (2, +42,,,) =G0 +AG, .

Zaméime se nyni na normy matice J a jednotlivych vektori. Jacobiho matici mizeme
obecné zapsat ve tvaru J = ( J j.) , kde j jsou prvky matice J . Rozmér této matice je
(sx5), kde s je potet rovnic pro danou ulohu. Pro ugely této kapitoly zvolme pro vektory

tzv. euklidovskou normu a pro matice spektralni normu. Obé jsou dle [9] definovany
nasledovné:

u 2
|= 2257

i={

. . T. ;
- euklidovska norma vektoru x ={(x,,...,x,) je dana: |x

- spektralni norma matice 4 s prvky o, je dana |A| = /o(B), (5.1)
kde p(B) je spektralni polomér matice B =A"A, ktery je dan vztahem p(B)=max|4|

pro i=1,...,5, kde A jsou vlastni ¢isla matice B.
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Pouzitim pravidla trojuhelnikové nerovnosti musi jist€ platit nasledujici vztahy:

8) A2, =T 'AG,., = [A2,] <77 |AG, .l
b) J’zn+k :an = ”J” zn+k” 2 |Gn+kH'
Jejich tpravou docilime nerovnosti
42| . 1AGu (52)
zn+kH ‘G.rﬂkl
kde & =|J|- |77 (x=1). (53)
Vztah (5.3) udava vazbu mezi relativni zménou hodnoty pravé strany soustavy rovnic
W a odpovidajici relativni zménou vysledku fedeni uﬁz"”ill . Cislo « je tzv. &islem
nth z,ﬁ,(

podminénosti matice J. V literatufe se také pouziva pojem kondiéni &islo. Toto Eislo
udava, jak citlivé bude reagovat feSeni soustavy (4.15) na urcitou zménu vektoru pravé
strany. Cim vétsi &islo podminénosti matice J bude, tim vét3i citlivost miizeme odekavat.
V 1dealnim pfipadé bude &islo x = 1.

Zamérme se dale na moznost ovlivnéni kondiéniho &isla matice. Pro tyto Gvahy se vSak
musime omezit pouze na piipad diagonalni matice J.

Pro potieby dalsich ivah rozepidme vyraz (5.3) pouzitim vztahu (5.1):

e o T) Je{() 7).
V piipadé diagonalni matice bude soudin matic J'J roven matici K, ktera bude opét

diagonalni a jeji prvky budou nabyvat hodnot (j,) . Dale vyjdéme z poznatku, 7e vlastni

isla diagonalni matice jsou rovna pfimo jejim diagonalnim prvkim. Proto muzeme pro
spektralni polomér matice K psat;

p(K) = max (ju)zpro i=1..s.
Spektralni norma matice J je proto rovna |J||=max j, proi=1....s. (5.4)

v w . . 1 s . _! . . ‘o .
Podobné miizeme nalézt i spektralni normu matice J~ . Inverzni matice k matici J musi

byt opét diagonalni s prvky i na hlavni diagonale. Proto plati:
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Po dosazeni vztaht (5.4) a (5.5) do (5.3) ziskame dulezity vztah, ktery udava velikost
kondiéniho &isla diagonalni matice.
K:m proi=1,...,5. (5.6)
min j,
Ze vztahu (5.6) plyne, Ze kondiéni &islo diagonalni matice J je dano podilem nejvétsiho
a nejmensiho ¢isla na hlavni diagonale matice. Tohoto zavéru budeme uzivat v dalsim
textu pii posuzovani vlastnosti Jacobiho matic pro konkrétni piipady.

5.2 Podoba Jacobiho matice

Podivejme se nyni podrobnéji na mechanismus tvorby Jacobiho matice J. Jak jiz bylo
uvedeno, mize jeji podminénost do znaéné miry ovlivnit prabéh feseni a kvalitu vysledku,
V kap. 4.2.2 jsme uvedli, Ze pro vét§inu pouzitych vypocetnich metod je podoba matice
dana pro i+/ iteraci vztahem

1 oG N o'G I &G N o'G
BB P O Vet BBy 0" Ve OV
J= : :
I 2"G oG I o"G "G
hﬁ af - + af o hﬁ am - + am . (i) (i) {
i ynﬂ( yn+k [4] yn+k yn+k ynh‘t’ynh‘t’ ntk

Jedna se o &tvercovou matici, jejiz rozmér je dan poctem rovnic (poétem neznamych).
Jednotlivé fadky matice reprezentuji dané rovnice, ve sloupcich jsou zastoupeny ptislusné
neznamé veli¢iny. Hodnoty v jednotlivych fadcich a sloupcich jsou dany vyrazem

1 J'G N a'G
hﬁo a"ynﬁk avyrﬁk .

kde # je Cislo fadku a v &islo sloupce.

Tento vyraz znamena., Ze obsahuje-li #-tad rovnice ve své formulaci v-tou neznamou,
bude se na w-tém fadku na pozici v-tého sloupce vyskytovat derivace této rovnice podle
dané neznamé. V piipad€, Ze se v u-té rovnici bude vyskytovat v-t4 neznama v prvni
derivaci, bude v w-tém fadku na pozici v-tého sloupce hodnota derivace dané rovnice podle

derivované neznamé nasobena pfevracenou hodnotou soudinu integratniho kroku
a konstanty 5,

5.3 Priklad tvorby Jacobiho matice

Mechanismus tvorby Jacobiho matice ukazme na modelu dvojitého kyvadla z pfilohy
P1. Jak jiz bylo uvedeno vkap. 4121, je vprostfedi MSC. ADAMS dany piiklad
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mechanismu popsan 51 rovnici, tzn., zZe rozmér Jacobiho matice je 51x51. Nyni pro

informaci uved'me vypis neznamych s jejich prislusnymi pofadovymi Cisly:

Tab. 5.1 Vypis neznamych veli¢in pro piipad dvojitého kyvadla.

¢. | ozn. popis ¢ | ozn. popis ¢ | ozn. popis
e g moment ve
1| v, r}clﬂost tel(i:sa 2ve 18| v, r}_c!ﬂost tfflesa 3ve 35 | M,,,. |vazbé v bodé 4
sméru osy x GSS sméru osy z GSS : s
v daném sméru
il g uhlova rychlost sila ve vazbé
o v ryclroskie eséss"e 19| o, télesa 3 ve sméru 36| R, |vbodsBve
¢ |Smeruosyy vektoru 1, sméru x GSS
chlost & uhlova rychlost sila ve vazbé
3| v, |Pchlost®@lesaZve )01 ) Itelesa3vesméru |37 | R, |vbods Bve
“* |sméru osy z GSS g ¥ ”
vektoru @, sméru y GSS
uhlova rychlost télesa uhlova rychlost sila ve vazbé
4 | @,, 2 ve sméru vektoru 21| @,, [t€lesa3 vesméru 38| R,, |vbodsBve
v, vektoru 9, sméru z GSS
uhlova rychlost télesa impulsmoment moment ve
5 | @, |2 vesméru vektoru 22| s, télesa 3 kolem 39 | My, |vazbé v bodé B
0, vektoru 1/, v daném sméru
uhlova rychlost télesa impulsmoment moment ve
6 | @, 2 ve sméru vektoru 23| s, télesa 3 kolem 40 | M, | vazbé v bodg B
4, vektoru @, v daném sméru
: 9 impulsmoment
impulsmoment télesa t8lesa 3 kolem / , A1
vektoru %,
impulsmoment téleS‘cl poloha télesa 3 ve . .
81 P2o | 2 kolem vektoru @, 23| % sméru osy x GSS i [ [silaF-velikost
impulsmoment t€lesa poloha télesa 3 ve sila I ve sméru
9| P23 | 7 kolem vektoru 9, B Y |smém osy y GSS - IR osy x GSS
poloha t¢lesa 2 ve _  |poloha télesa 3 ve oS la 7 ve sméru
Sl 2 | smam osy x GSS M % |smen osy z GSS - 7 |osy y GSS
poloha télesa 2 ve natoCeni télesa 3 sila / ve sméru
RE sméru osy ¥ GSS - RE kolem vektoru i osy z GSS
_ | polohatélesa 2 ve natoceni télesa 3 IR g
ol sméru osy z GSS = 7 kolem vektoru ¢ 46 | Ly |silaS— delka
natocenti télesa 2 3 natoceni télesa 3 ) .
B3| V> | kolem vektoru W, 301 % Ikolem vektoru 9, 47 S |sila§—velikost
natoceni télesa 2 sila ve vazbé v 4 ve sila S ve sméru
N kolem vektoru @, 31| R, sméru x GSS & ©- osy x GSS
. natoceni télesa 2 sila ve vazbé v 4 ve sila S ve sméru
15 4, kolem vektoru 9, = R"-" sméru ¥y GSS 49 S}' osy y GSS
rychlost télesa 3 ve sila ve vazbé v A4 ve sila § ve sméru
18] Vi |ameruosyrass 22| % |smruzGsS B % |osyzGss
rychlost télesa 3 ve moment v bodé 4 moment M —
Boo [~ M. :
17] Vs sméru osy vy GSS 34| My |, daném sméru M velikost
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Dilezitou informaci je také poradi, ve kterém MSC.ADAMS rovnice sestavuje. To ma
pifimy dusledek na strukturu Jacobiho matice. Vzhledem k tomu, ze pro nazornost je
v piiloze P1 ¢islovani rovnic odlisné od postupu jejich fazeni v prostiedi MSC. ADAMS,

uved'me tento v nasledujici tabulce.

Tab. 5.2 Vypis rovnic pro piipad dvojitého kyvadla.

nové . ptv. [nové . ptv. [nové . puv.
¢ rovnice e | e rovnice e | & rovnice "
S . kin.. — téleso 2,
] sﬂclva - téleso 2 1| 18 51lclva —téleso 3 18 | 35 lrot. kolem 35
smér x GSS smér z GSS . <
daného sméru
silova — téleso 2 momentova - kin. - t&leso 3,
2 smér y GSS R téleso 3, smér B ¢ smér x GSS 36
silova — t&leso 2 momentova — kin. - téleso 3,
I smér z GSS i 20 téleso 3, smér @, B 7 smér y GSS 37
momentova — momentova — kin. — t&leso 3.
7 ltgleso 2, smér y/, T 21 téleso 3, smér 9, o smér y GSS 38
momentova — g impulsmoment — 58 kin. —téleso 3, 20
J téleso 2, smér @, - téleso 3, smér B Ot kolem g
£ daného sméru
momentova — impulsmoment — kin.. —téleso 3,
daného sméru
impulsmoment — - impulsmoment — . sila F' - _délka™ 11
7 |tleso 2, smér y/, 24 ltsleso 3, smér 9, i
impulsmoment — rychlost télesa 3 — sila [ - velikost
8 ltsleso 2, smér @, - B smér x GSS S E
impulsmoment — rychlost télesa 3 — sila /7 -sloZka
9 ltsleso 2, smér 9, | 2¢ smér y GSS B« Gss i
rvchlost télesa 2 - rvchlost télesa 3 — sila /7 -sloZka
08 e x GSS Bl %7 s - GSS & |y Gss 4
rychlost t&lesa 2 — uhlova rychlost — sila /7 -sloZka
1 smér y GSS > | 28 lteleso 3, smér W B |4 1Gss 4
rychlost t&lesa 2 — thlova rychlost — sila S - vol.
i smér z GSS . > t¢leso 3, smér @, N 0 délka pruziny 46
tthlova rychlost — uhlova rychlost — sila § - velikost
= téleso 2, smér 7, B téleso 3, smér 9, B 47 it
tthlova rychlost — kin. — t&leso 2. sila § -slozkax
M sleso 2, smér @, N ! smér x GSS sL 48 1Gss it
tihlova rychlost — kin. — t&leso 2, sila S -slozkay
B sleso 2, smér 9, 12132 smér y GSS 32 1 # |Gss +
silova — téleso 3 kin. — téleso 2, -~ |sila S -slozkaz
= smér x GSS i 3 smér y GSS e °? GSS 2
o kin. — téleso 2, rot. moment M -
17 2:111‘;‘;3‘ ,‘c;glsesc’ 3 {17 | 34 |kolem daného 34 | 51 |velikost 51
Y sméru
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v

Pozn.: V tabulce 5.2 znali: nové €. = islovani pouzité programem MSC. ADAMS,
puv. & = &islovani pouzité v piiloze 1.
Nyni mizeme postupné piistoupit k samotnému vypocétu jednotlivych prvki matice J.
Deriviyme piislusné rovnice podle jednotlivych neznamych. Vypisovat budeme jen
nenulové prvky.

-rovnice I: - rovnice 2: - rovnice 3:
] ] 1
la) j,,=——m, 2a) j,.,=—m 3a) j,.=——m
Y i g ) J g ) Jss g
l-b) j}.jf =1 2.b) j},ss =1 3-b) 13,33 =1
l.c) Jrss = -1 2.¢) Josr = -1 3.¢) Jsis = —{
l-d) j}.d} =-1 2.d) j},u =-1 3-d) 13,45 =-1
- rovnice 4: - rovnice §: - rovnice 6:
4a) joo=15 5.a) Jjss=1,, 6.a) j;;= I?}:v
4-b) 14,:-' =-1 S-b) js,a =-1 6-b) js,y =-1

Stggnym  zpusobem bychom postupovali pro viechny rovnice. Dosadime-l
do jednotlivych prvkil hodnoty neznamych veli¢in, které jsme ziskali v pfedchozi iteraci,
dostaneme konkrétni ¢iselnou podobu Jacobiho matice pro dany ¢as a danou iteraci.

Jiz jsme se ze zminili o tom, Ze v ramei prostiedi MSC. ADAMS je mozné v modulu
Solver nastavit ukladani vypisu o prib&hu vypoétu do textového souboru. Velmi uZiteCnou
funkci v témze souboru je také ukladani vypistu Jacobiho matice pro dany ¢as a iteraci.
UZivatel tak ma jistou moznost zpétné zkontrolovat pribéh vypoétu (pokud to rozméry
Jacobiho matice budou umoznovat). Nevyhodou tohoto zapisu je jeho textova podoba.
Ta je pro uzivatele velmi nepfijemna, nebot neni pfehledna. V této formé jsou nejprve
vypsany nazvy radkil a sloupci matice a k nim jsou stanovena &isla jednotlivych prvka.
V nasledyjicim vypisu jsou poté témto pofadovym ¢islim piifazeny spotené hodnoty.

Piiklad Jacobiho matice dvojitého kyvadla zpiilohy Pl je uveden v pfiloze P4.
V piiloze P35 je ukazka vypisu Jacobiho matice v textové formé pro tyz piiklad.

5.4 Analvza dat v Jacobiho matici

Podivejme se nyni blize na rozloZeni a velikosti jednotlivych prvkia Jacobiho matice.
Zaméime pritom svoji pozornost na konkrétni pfiklad dvojitého kyvadla z piilohy P1.

Jiz bylo vy$e uvedeno, ze matematickym popisem mechanického systému ziskame
v obecném pfipadé soustavu diferencidlnich (pohybovych) a algebraickych (vazebnich)
rovnic. Vzhledem ktomu, ze Jacobiho matici spoteme derivacemi téchto rovnic dle
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predpisu (4.14), rozdélme tuto matici na oblast pohybovych rovnic a oblast vazebnich
rovnic. V dal$im textu se vénujme obéma oblastem oddélene.

5.4.1 Jacobiho matice — oblast pohybovych rovnic

Z rozlozeni rovnic uvedeného v tab. 5.2 je ziejmé, ze prvnich 15N fadka Jacobiho
matice (N je pocet téles v systému) je tvofeno pohybovymi rovnicemi. Zaméfime se
nejprve na hlavni diagonalu této Casti matice piislu§nou prvnimu t&lesu. Castecny vypis
prvk této oblasti je uveden v nasledujici tabulce.

Tab 5.3 Podoba Jacobiho matice.

~__C. nezna-
¢ "~ mé| 1 2 3 4 | 5| 6 7 8 9 | 10
rovnice
1 Lom 0 0 0|l 0] 01| 0 0 0 0
hp,
2 0 I m,[ 0 0|l0] 01| 0 0 0 0
hpB,
L
3 0 o |5 z mi oo 0| O 0 0 0
4 0 0 0 [L.| 0] 0] -1 0 0 0
5 0 0 0 0 |L.| 0| 0 | - 0 0
6 0 0 0 0|0 [La]| O 0 -1 0
7 0 0 0 0|l01|o0 .9 0 0 0
h B,
8 0 0 0 0|l 0] 01| 0 f 0 0
hpB,
9 0 0 0 0|l 0] 01| 0 0 - 0
hp,
I
10 4 0 0 0|l 0] 01| 0 0 o |5 7

Z definice Jacobiovy matice plyne, ze jsou diagonalni prvky pohybové Casti Jacobiho

matice rovny bud’ zlomku (pro 7. az 15. rovnici), nebo jeho sou€inu s hmotnosti (pro

4]
1. — 3. rovnici) a momenty setrvacnosti (pro 4. — 6. rovnici). Koeficient S, zavisi na fadu

pouzité¢ integracni metody. Pro prvni fad je f,=1. Vzhledem ktomu, ze vuéi

integracnimu kroku je tento koeficient 1 pro vys§i rad mnohem v&tsi, nebudeme jej ve
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jmenovateli zlomku

pro zjednodusSeni uvazovat. Z charakteru jednotlivych prvka
4]

diagonaly vyplyva, ze pro hmotné&jsi a rozmeémeéjsi télesa (velky moment setrvacnosti) je
jejich hodnota o mnoho vétsi nez 1. To je dano tim, ze integracni krok byva metodou
obvykle volen v fadu 70~ az 107,

Soustied'me se nyni na hodnoty mimodiagonalnich prvki. Derivaci danych rovnic dle
piislusnych proménnych budou v ptipadé 1. az 6. rovnice vzdy nabyvat hodnoty 0 nebo 1
(event. -1). V ptipadé impulsmomentovych rovnic (rovnice 7, 8, 9) uz bude situace jina.
Hodnoty nenulovych derivaci na danych radcich budou v nekterych pfipadech mensi nez 1
(velikosti goniometrickych funkei), zbylé hodnoty vSak budou mit velikost danou rozmeéry

modelu. Napf. derivace 9-t¢ rovnice podle reakéni sily R, je % Podobna situace je
1 v piipadé télesa 3.

Na nasledujicim obrazku 5.1 je uvedena schématicka mapa oblasti pohybovych rovnic
Jacobiovy matice pro ptiklad dvojitého kyvadla z piilohy P1.

(] _2] 3] 2] 5] 6] 7] 8] 9] 0] 1] 12| 13| 14| 1] 16] 17] 18] 18] 20] 21| 22| 23] 23] 25] 26] 27] 28] 29] 30] 31] 32| 33] 32] 35] 36] 37] 38| 38 40| A1 22] 43| 24 45] 46| A7] 48] 48] 50] 51
|| | | 1 | |
[
l‘l‘. | |

g

Thisp

[21]
[22]
23]
24]
[25]
26]
[27]
28]
[29]
30]

Obr. 5.1 Schematicka mapa oblasti pohybovych rovnic Jacobiovy matice.

Oznaceni: Cervena — prvky amerné prevracené velikosti kroku a hmotnosti,

oranzova — prvky umérné momentiim setrvacnosti,

tyrkysova — prvky imeérné prevracené hodnoté kroku,

modra — prvky imérné rozméram modelu,

zelena — prvky rovné 1 nebo -1.

V tabulce jsou zvyraznény fadky, které mohou v zavislosti na rozmeérech modelu

obsahovat mimodiagonalni prvky vyssiho fadu.
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5.4.2 Vazebni oblast Jacobiho matice — oblast algebraickych rovnic

Vzhledem k tomu, ze se zbyla oblast Jacobiho matice tyka algebraickych rovnic vazeb,
silovych uc¢inkl a uzivatelskych proménnych, bude situace s obsazenim prvku v této Casti
matice zcela odlisna. Zejména se tato skuteCnost projevi na hlavni diagonale matice.

S tabulkami 5.1 a 5.2 pro piiklad dvojitého kyvadla porovnejme, podle kterych
neznamych derivujeme dané rovnice na hlavni diagonale. Napf. rovnice 31, tj. kinematicka
rovnice pohybu télesa 2 ve sméru osy x globalniho soufadného systému je ve sloupci 31
derivovana podle neznamé reakce ve vazbé v bodu 4 ve sméru x globalniho soufadného
systému. Jelikoz se ovSem jedna o kinematickou rovnici, je derivace nulova. Podobna
situace je 1 s ostatnimi kinematickymi vazebnimi rovnicemi. Z tohoto poznatku plyne, ze
v piipadé rovnic kinematickych vazeb (rce 31 az 40) bude hlavni diagonala vzdy
obsahovat nulové ¢leny.

V piipadé rovnic definujicich silové udinky (rce 41 az 51) bude situace jina. Zde na
pozicich hlavni diagonaly dochazi k derivacim podle proménnych, které se v rovnicich
vyskytuji (klidova délka, hodnoty sil). Proto budou na hlavni diagonale €isla 1. Nasledujici
obrazek schematicky ukazuje rozloZeni ¢lent vazebni ¢asti Jacobiho matice.

Na nasledujicim obrazku 5.2 je uvedena schematicka mapa vazebni Casti Jacobiho

=
e

matice pro priklad dvojitého kyvadla.

[
B

BEEEEEEEE

51 | 1 11

Obr. 5.2 Schematicka mapa oblasti vazebnich rovnic Jacobiho matice.

Barevné znaceni: stejné jako vySe, zluta — nulové prvky na hlavni diagonale.

V tabulce jsou opét zvyraznény fadky, které mohou pravdépodobné obsahovat hodnoty
vyssiho fadu (v zavislosti na rozmérech modelu). Napi. derivace rovnice 38 (tj. rovnice
definujici polohu télesa 3 ve sméru osy z globalniho soufadného systému) podle proménné

30 (). uhel natoceni telesa 3 kolem vektoru 9, ) je rovna —% :

Stanoveni podminénosti konkrétni matice na zakladé znalosti konfigurace modelu je
velmi obtizna zalezitost. Je nutné si uvédomit skuteCnost (jak je vidét z predchoziho
ptikladu), ze Jacobiho matice muze dosahovat znaénych rozméra. V kapitole 4.1.2.1 jsme
uvedli, ze pohybové rovnice kazdého télesa jsou po redukci na prvni fad tvoreny 15-ti
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vztahy. K tomu je tieba pfipocitat rovnice vazebni, dale rovnice silovych uéinkd, popis
uzivatelsky definovanych proménnych, atd. Napf. stfedné slozity systém s 25 télesy je
popsany cca 800 rovnicemi a Jacobiho matice obsahuje cca 7500 nenulovych prvki.

Ukazme si proto v nasledujici kapitole pfiklad tvorby Jacobiho matice pro konkrétni
tlohy.

5.5, Piiklady aplikace

Cilem této kapitoly bude ukazat, jakym zplisobem je moZné ovlivnit podminénost
Jacobiho matice pro konkrétni pfipady.

Jiz v uvodu bylo zminéno, Ze podnétem pro sepsani této prace se stala zkusenost s velmi
nestabilnim chovanim simula¢nich vypoéti b&hem analyzy tazného zafizeni osobniho
automobilu (viz [13] a [14]). Pfirozenou snahou proto bylo tyto problémy analyzovat
a pokusit se jejich pficiny co nejvice potladit.

V nasledwjicich kapitolach si autor klade za cil upozomit na problémy, které béhem
simulaci musel fesit a na zaklad€ vySe uvedenych teoretickych poznatkli popsat mozny
zpusob napravy. V dalsim textu proto nebude feSena problematika samotné analyzy
tazného zafizeni, ktera by presahla ramec této disertacni prace.

5.5.1 Rozdilna hmotnost, typ pouZité vazby

V této kapitole se zaméfime na jednoduchou ulohu, ktera by meéla poskytnout nazomny
pohled na charakter Jacobiho matice. Tato uloha je odvozena z mnohem slozitgsiho
modelu automobilu na vozovce v prosttedi MSC ADAMS/View. Vozovka byla
modelovana jako tuhé téleso (kvadr) o sifce 4 m, vysce 0.01 m a délce 200 m. Aby m¢la
vozovka béhem simulaéniho vypoctu stale steynou polohu, byla piipevnéna pevnou vazbou
typu FIXED k ramu (GROUND).

Toto fefeni v8§ak mlzZe pro bézného uzivatele piedstavovat problém, ktery se projevi az
pii simulaci. Divodem je skuteénost, ze prostfedi MSC. ADAMS automaticky pi1 tvorbé
télesa piedpoklada, Ze materidlem je ocel. Na zaklade jeji hustoty a objemu vytvoreného
télesa je bez nutného zasahu uzivatele spo¢tena jeho hmotnost. To oviem v pfipadé kvadru
pouzitého pro definici vozovky piedstavovalo velké obtize, nebot jeho automaticky
vypo¢tena hmotnost byla pfili§ veliki vzhledem k ostatnim c¢astem automobilu.
To zpasobovalo béhem vypoétu znainé problémy.

V piipadé zminéného modelu vozovky je feseni tohoto snadné Vzhledem k tomu, ze
vozovka ma v modelu funkci pouze orientatni (slouzi k identifikaci polohy povrchu
vozovky, ktera je ve skuteCnosti zadana datovym souborem), mize uZivatel svym zasahem
kdykoliv snizit jeji hmotnost.
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Otazkou ovsem zastava, jaky postup by mél uzivatel zvolit v ptipadé, ze se bude jednat
o téleso, pro které tento zasah nebude mozné zhlediska principu utlohy provést.
Na nasledujicim prikladé se pokusime tyto problémy analyzovat. Pfi popisu ulohy
vyuzijeme poznatky, které jsme ziskali v pfedchozi kapitole.

Uvazujme dvé jednoducha teélesa o hmotnostechm, a m,. Tato teélesa jsou umisténa

volné v prostoru ve stejné vySce H nad rovinou xz globalniho soufadného systému a ptsobi
na né gravitacni zrychleni v zaporném smeéru osy y. Predpokladejme, ze téleso / je
mnohem hmotné&j$i nez téleso 2. Situaci znazorfiuje nasledujici obrazek 5.3 z prostiedi
MSC.ADAMS/View.

Obr. 5.3 Dvé télesa s mnohem rozdilnymi hmotnostmi v prostiedi MSC. ADAMS.

Budeme-li simulovat chovani tohoto modelu, za¢nou se obé& koule pohybovat proti
smeéru osy y se zrychlenim g.

Po matematické strance je model v prostiedi MSC.ADAMS popsan 30 rovnicemi (15
pro kazdé téleso). Princip tvorby téchto rovnic je podobny jako pro piipad dvojitého
kyvadla (pfiloha P1). Rozdil je pouze v tom, Ze tento model bude obsahovat pouze
pohybové rovnice (vazby ani jiné silové ucinky ¢i uzivatelsky definované proménné zde
nejsou pouzity).

Diive nez pfistoupime k tvorbé Jacobiho matice, definuyme opét jednotlivé rovnice
aneznamé. Vypis je uveden v nasledujicich tabulkach.
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Tab 5.4 Vypis neznamych veliin pro ptipad dvou voln¢ padajicich teles.

¢. |ozn. popis ¢. [ozn popis ¢. |ozn. popis
, |rychlost télesa 2, uhlova rychlost télesa poloha télesa 2,
1| Vo . 6 | Das . 11| Y 2
o |resp. 3 ve sméru 2, resp. 3 ve smeéru osy resp. 3 ve sméru
16 Vs, osy x GSS 21| @y y GSS 26| Vs osy y GSS
2| vy rychlost telesz} 2, 7| Py impulsmoment télesa 12| z, poloha télesa 2
resp. 3 ve smeéru 2, resp. 3 kolem osy z _ |resp. 3 ve sméru
171 Vsy | osy y GSS 22| Psy |GSS 27| %5 | osy z GSS
, |rychlost télesa 2, impulsmoment télesa natoceni télesa
3|V . 8 | Pz 13| ¥
" |resp. 3 ve sméru R 2, resp. 3 kolem osy x 2, rep. 3 kolem
18] Vs |osy 2 GSS 23| Psp |GSS 28| V5 | osy z GSS
4|0, uvhlova rychlost 9| P impulsmoment télesa 14| o, natoceni télesa
télesa 2, resp. 3 ve 2, resp. 3 kolem osy y 2, rep. 3 kolem
191 @5 | smeru osy z GSS |24 P29 | GSS 291 9?5 | osy x GSS
5| @,, uvhlova rychlost 10| x. |poloha télesa 2, resp. 3 (18] 9 natoceni télesa
télesa 2, resp. 3 ve . — | 3 2, rep. 3 kolem
20| Dsp | smeru osy x GSS 25| % y 30| 7 osy y GSS
Tab 5.5 Vypis rovnic pro piipad dvou volné padajicich téles.
Cislo rovnice cislo rovnice cislo rovnice
1 [silova—téleso 2, resp. | 6 |momentova— téleso 2, | 11 |[rychlost télesa 2, resp.
16 |3 —smérx GSS 21 |resp.3— sméry GSS | 2¢ |3 —sméry GSS
2 |silova—téleso 2, resp. | 7 lljllpulsmoment _k 1 12 |rychlost télesa 2, resp.
3 —sméry GSS 22 iclesn, 2 mesp..-kolem 27 |3 —smérz GSS
17 osy z GSS
Bl ilovs — t¥leso 2, resp. BB 113‘11pulsm0ment —k 1 13 u}}lova rychlost —
3 _ smér z GSS 53 téleso 2, resp. 3 kolem ox téleso 2, resp. 3 kolem
18 osy x GSS osy z GSS
4 |momentovi — teleso 2,| 9 113‘1pulsm0ment - 14 uvhlova rychlost —
resp. 3— smérz GSS (8 téleso 2, resp. 3 kolem o téleso 2, resp. 3 kolem
19 ' osy y GSS osy x GSS
5 |momentova — t&leso 2,| 10 |rychlost t&lesa 2, resp. | 15 uvl;lova rychlost;{ l
resp. 3 — smérx GSS | 25 |3 —smérx GSS 30 IEle80 2, fesp) Jkotem
20 ' osy y GSS

Nyni muzeme pfistoupit k tvorbé Jacobiho matice. Dfive vSak, nez uvedeme jeji

podobu, zaved'me pro tento pfiklad nasledujici predpoklady:

a) integra¢ni krok 4 bude 707s,

b) teéleso 2 bude velmi hmotné — hmotnost, resp. momenty setrva¢nosti tohoto télesa
budou tadu 70" kg, resp. kg-m’,

c¢) téleso 3 bude mnohem leh¢i nez téleso 2 — hmotnost, resp. momenty setrvacnosti
budou pro toto téleso fadu /0° kg, resp. kg-m’ .
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Nasledujici obrazek nyni zachycuje schematickou Jacobiho matice podobu:

13[14]15]16] 17] 18] 19] 20] 21] 22] 23] 24] 25] 26] 27] 28] 29] 30]

Obr. 5.4 Schéma Jacobiho matice.

Pii uvazovani vySe zavedenych pfedpokladi budou mit diagonalni prvky v Jacobiho
matici hodnotu nize uvedeného fadu.

Tab 5.6 Hodnoty jednotlivych prvka z obrazku 5.4,

radek fad hodnoty

| [ S 107 -10° = 10"

4., 5., 6. 107

7.—15. 10° (pievracena hodnota integraéniho kroku)
16.,17., 18. 10°

19., 20., 21. 10°

19. — 30. 10°

mimo diag. L =1

Zaved'me nyni pro ucely odhadu kondi¢niho ¢isla Jacobiho matice dalsi zjednoduseni.
Vzhledem k tomu, ze prvky v zelenych polich maji v této konkrétni uloze hodnotu rovnou
Cislu 1 (event. -1), budeme tyto prvky vuci prvkiim na hlavni diagonale zanedbavat. Timto
zjednoduSenim ziskame diagonalni matici. V kap. 4.1 bylo ukazano, ze ¢islo podminénosti
diagonalni matice je rovno podilu jejiho nejvétsiho a nejmensiho prvku na hlavni
diagonale. V nasem piipadé budeme proto psat, ze €islo podminénosti matice je fadu:

. 18
g 20 oyl
min j, 10
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Ackoli je fad kondi¢niho Cisla matice poméme vysoky, dokazi si vypocetni metody
v prostiedi MSC.ADAMS s touto tlohou vcelku dobie poradit.

Zcela jinych vysledk ovSem dosahneme v pfipadé, ze télesu 2 zabranime v pohybu,
tj. odebereme mu vazbou typu FIXED vSech Sest stupnl volnosti. V takovém piipadé
musime matematicky popis dale doplnit o Sest vazebnich rovnic a Sest neznamych reakci

v misté ulozeni dle nasledujici tabulky:

Tab 5.7 Vypis neznamych veli¢in ve vazbé pro piipad dvou téles.

¢. [ozn. popis ¢. | ozn. popis ¢. | ozn. popis
sila ve vazbé sila ve vazbg ve moment ve vazbé
R : R, 35 | M, :
- | Ve Smeux 33 M |smeruz GSS 33| Mriy | e smeru osy y GSS
GSS
sila ve vazb& moment ve vazbé moment ve vazbé
R, : My, ¢ M X
B ‘({fsssmem)’ 34| Mri: | ye sméru osy z GSS 36| Mrix | ve sméru osy x GSS
Tab 5.8 Vypis vazebnich rovnic pro piipad dvou téles.
¢islo rovnice cislo rovnice cislo rovnice

kinematicka — téleso 2,

kinematicka — téleso 2,

kinematicka — téleso 2,

smer osy y GSS

rot. kolem osy z GSS

= smeér osy x GSS = smer osy z GSS -2 rot. kolem osy y GSS
32 kinematicka — téleso 2, | 4 kinematicka — téleso 2, 36 kinematicka — téleso 2,
0 rot. kolem osy x GSS

Jacobiho matice nabyva v tomto piipade tvaru uvedeneho na obrazku 5.5.
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[21]22] 23] 24] 26] 26] 27] 28] 29] 30] 31] 32] 33] 34] 35] 36]

T

Obr. 5.5 Jacobiova matice po pouziti vazby typu FIXED.

Barevné znaCeni a jemu odpovidajici hodnoty prvka je stejné jako v predchozich
ptipadech.

Jak je patrné z predchoziho obrazku, zakladni Jacobiho matice z predchoziho piikladu
zistala nezménéna, byla doplnéna pouze o dalsich 6 rfadku a 6 sloupct. Dale z predchoziho
obrazku plyne, ze i nyni mizeme na prvnich 30 fadka pouzivat zjednoduseni o zanedbani
méné vyznamnych prvka vici dominujicim prvkim diagonaly tak, jak bylo zavedeno vyse.

Vsimnéme si ovSem radki 31 az 36. Na hlavni diagonale se zde objevuji nulové prvky.
To ovSem to v nekterych pripadech nemusi byt na Skodu. Tyto fadky vSak maji jinou velmi
nepiijemnou vlastnost. V daném tadku s nulovou hodnotou na diagonale se vzdy objevuje
pouze jedno nenulové Cislo. Z této skuteCnosti plyne, Ze se tento fadek velmi snadno stane
linearné zavislym na jiném fadku matice, na ktery jsme aplikovali vySe zminéné
zjednoduseni. V naSem pfipadé se jedna o linearni zavislost mezi fadky 37 — 710, 32 — 11,
33— 12,3415, 35— 14 a 36 —13. Tim je pro na§ pripad dosazeno singularni matice.
V piipad€, Zze upustime od zanedbani nevyznamnych ¢lent matice, existuje zde velka
pravdépodobnost, ze v kombinaci s vysokymi vlastnimi Cisly se bude dana matice velmi
piiblizovat singularni matici, tj., ze bude velmi $patné podminéna.

Pozn.: pfi provedeni vypoctu podminénosti matice z obr. 5.5 bylo spoéteno v programu
MathCAD kondiéni &islo x fadu 707
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Vyvstava zde proto velmi zasadni otazka: je mozné se v daném piipad€ vyhnout Spatné
podminéné matici?

Jak plyne z Jacobiho matice obr. 5.5, stadilo by, kdyby na hlavni diagonale nebyly
nulové prvky. Potom by nemohlo dojit k situaci, Ze dva fadky této matice budou linearn¢
zavislé. Vyjdeme-li zfaktu, ze piislusné nulové prvky Jacobiho matice byly ziskany
derivaci vazebnich rovnic dle neznamych reakci v mist¢ uchyceni télesa, dospéeme
k zavér, Ze v piipadé nenulovych diagonalnich prvka by dané rovnice musely obsahovat
pravé tyto neznamé reakce. Derivace by poté byly rovny 1. V algebraickych rovnicich,
které popisuji kinematické vazby oviem zadné silové reakce nemohou byt zastoupeny.
Je proto tieba hledat jiny druh vazby, ktery by mél ve vysledku podobné G¢inky na téleso,
jako vazba pevna, oviem byl by zaloZen na rovnovaze silovych uéinkil. Pro tyto ucely je
mozné v prostiedi MSC ADAMS vyuzit prvku typu BUSHING.

Tento prvek byl jiz zminén v kap. 4.1.1 na obr. 4.2. Konstanty tuhosti, resp. tlumeni lze
pro kazdy smér nastavit nezavisle v libovolné hodnoté. Tato moznost vyrazné roziifuje
oblast jeho mozného pouziti.

V nasem pfipad¢ je proto vhodné nahradit pevnou kinematickou vazbu pouzitim tohoto
prvku. Toho docilime tak, ze v kazdém sméru mozného pohybu budeme definovat velké
hodnoty tuhosti a tlumeni. Tim dosdhneme efektu pevné kinematické vazby. Toto feeni
ma pro nasi ulohu znadny vyznam. Neznamé silové i€inky budou v této vazbé stejné jako
v pevné kinematické vazbé (tfi reakce ve smérech os x, v a z GSS a tfi reakéni momenty
kolem stejnych os). Polohové rovnice kinematické vazby jsou v8ak v piipadé vazby typu
BUSHING nahrazeny rovnicemi silovymi a momentovymi v jednotlivych smérech os
GSS. Tim se vyrazné zméni podoba vazebni ¢asti Jacobiho matice. Podivejme se nyni na
tuto zalezitost detailngji.

Abychom spravné popsali charakter vazby typu BUSHING a jeji pfispévek
do matematického popisu daného systému, ukazme si nejprve jeji uéinky na piikladé
jednoduchého kyvadla. Tento model je znazornén na nasledujicim obrazku 5.6.

-606-



K problematice multibody simulaci

Obr. 5.6 Pouziti vazby typu BUSHING.

Pii matematickém popisu vazeb nyni vychazime z rovnosti silovych G€inkd. Nejprve
napiSme rovnice nahrazeni sil F_, F, F. vx, yaz ose GSS:

16) —cv, + c,am,, — kx,+kay,+F, =0,

17) —cv,, +cbw,, —k,y,+kby,+F, =0,

18) —cv, +c, %’a)_,tg —kiz, +kz%’,92 +F =0,

kde ¢ , ¢, a c, je konstanta tlumeni BUSHINGU ve sméru osy x, y az GSS
k., k, a k, jekonstanta tuhosti BUSHINGU ve sméru osy x, y a z GSS.

Nyni pfistupme k definici momentovych uc¢inki. Mechanismus tvorby rovnic je
ponékud odlisny od principu tvorby algebraickych rovnic v pripadé kinematické vazby.
Momentové reakéni ucinky jsou v pfipadé vazby typu BUSHING definovany
dvojnasobnym poctem rovnic. Nejprve jsou psany rovnice nahrazeni pruzicich a tlumicich

€inkh prvku v misté vazby momenty 7,7, , resp. 7., dale jsou formulovany rovnice

V pohybovych rovnicich jsou poté dany do rovnovahy vysledné sily F,, F,, F., resp.

momenty 7,_,,7, ,,7,,, asetrvatné u€inky pusobici v daném sméru na téleso.

Pro zapis momentovych u¢inki k osam GSS je nejprve tieba transformovat vektory
thlovych rychlosti télesa ze smérd /,,9,, @, do sméra x, y, zGSS. K této operaci

vyuzijeme transformacni matici 7, ., dle vztahu P3.2 v pfiloze P3. Pro zjednoduseni
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budeme opét uvazovat pohyb télesa pouze v roviné. Proto budou mit uhly ¢, a 3, béhem

. , . T o . .
simulace stalou velikost 5 (viz transformace v pfiloze P3, obr. P3.4).

@y, @5 COSY 5 — @, SINY,
T, | —@: |=| —@08100, —@,, COSY, |. (5.7)
a’?a;ra w2q/

S piihlédnutim k vztahu (5.7) nabyvaji rovnice nahrazeni tvaru:
19} ¢, 0,,siny,—c, @,,cosy, +k, g, siny,—k, 3 cosy,+T, =0,
20) ¢,,,@,,C08Y, +¢, @,58in, —k, @, cosy,+k, 9,siny,+T, =0,
21) _cir:a)zw_kfrzwz‘ +T:'z :0?

22) Fa+T, +T, =0

FE 3
Z
23) Fl’z 3 + 7;_1: + T:'yj‘ = 0:

24) ~Fa-Fb+T, +T,,=0

iz2 — Y

Nyni jedté pro uplnost uved'me rovnice pohybové. Jejich formulace je podobna jako
v piikladu dvojitého kyvadla v pfiloze P1. Vypustime jen reakéni 0¢inky v druhé vazbé,
dale vngjsi zatizeni F a M, silové u€inky ve vazb& oznalime F,F,, F. a momentové

uéinky sil a momenti ve vazbé k t&Zisti télesa nahradime v jednotlivych smérech os GSS
momenty 7, ., 7, .. T ..

Ix2e T Iy2

Pro uplnost tyto pohybové rovnice uved'me;

Iy my, +F, =0,
2y my, +f =0,
3) my_.+F,.=0,
4 -v, +x,=0,
3) -v, +y,=0,

6) —v, +i,=0,
7) I2xxa)2{,r/ _pj‘gy = 0:

8) I?:za)?qr? P = 0,

9y 1,,@:5-P55=0,
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10) —a)_,w+yf'/2 =0,
11) _a)?{;}+¢)_':‘ =1,

12) -0,,+9,=0,

13) pqu+}}22:0>
4) p,,+1,,sind,siny, -1, ,sind, cosy, +1,,,cos4, =0,
15) prg+1,co8,+1, ,siny, =0.

Vratme se nyni na zalatek této kapitoly k piikladu dvou t€les s velkou hmotnosti,
znichz jedno je pfipevnéno k ramu a druhé pada. Misto pevné vazby télesa 2 vsak
pouzijme vazbu typu BUSHING, které budeme definovat ve smyslu vSech stupfit volnosti
znacnou tuhost a malé hodnoty tlumeni. Vypis soustavy rovnic zde jiz nebudeme uvadeét,
princip sestaveni je stejny jako v pripad¢é jednoduchého kyvadla. Jelikoz soustava obsahuje
dve télesa a jednu vazbu typu BUSHING, bude celkovy pocet rovnic 39 (15+15+9).

Drive, nez uvedeme schematicky obrazek Jacobiho matice, je opét tieba specifikovat
neznamé. Proménné s Cisly 1 az 30 jsou stejné jako v piipadé pouziti pevné kinematické
vazby. Nasledujicich devét neznamych je uvedeno v tab. 5.9.

Tab 5.9 Vypis neznamych veli¢in ve vazby typu BUSHING.

¢. |ozn. popis ¢. |ozn. popis ¢. | ozn. popis

31| F, silav ve vazbé ve 4| 7 mog‘nent ve vazb¢ ve 37| 7, vysledny momevnvt_ }fz}zby
* |sméru x GSS * |sméru osy x GSS * |k ose x GSS v t&zisti

0| F sila ve vazb¢ ve 35| 7 moment ve vazbé ve 2| 7 vysledny moment vazby
v lsméru y GSS 2| Y | sméru osy v GSS 172 1k ose y GSS v tézisti

3| F sila ve vazb¢ ve 36| T moment ve vazb¢ ve 39| T vysledny moment vazby
'z |sméru z GSS !z | sméru osy x GSS 122 |k ose z GSS v t&Zisti

Pro uplnost jesté v tab. 5.10 dodejme oznacCeni deviti vazebnich rovnic.

Tab 5.10 Vypis rovnic piidanych vazbou typu BUSHING.

tislo rovnice tislo rovnice tislo rovnice
reemilirazeni diloysch rovnice nahrazem ) rce nahrazqni o
31 |acinki BUSHINGu ve 34 momentovych ucinka 37 momentového ucinku
S GES BUSHINGu kolem x BUSHINGu kolem osy x
GSS GSS v tézisti
rce nahrazeni silovych foynoe nahraze131 e nahrazepi g
37 |uginki BUSHINGu ve 35 momentovych ucinku 38 momentového uéinku
. = |BUSHINGu kolem y BUSHINGu kolem osy x
s GSS GSS v teziti
tce nahrazeni silovych rce nahraze’ni o rce 11ahraz§11i o
33 |acinki BUSHINGu ve 36 momentovych ucinka 39 momentového ucinku
BUSHINGu kolem z BUSHINGu kolem osy x

sméru z GSS GSS GSS v tézisti
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Na nasledujicim obrazku 5.7 je znazornéno schéma Jacobiho matice pro takovou soustavu.

112 [3 |4 |5 [6 [7 I8 [° [10[11[12]13[14]15[16]17 [18[19]20]21 [22]23 24| 25]26 |27 [28]29 |20 |21 |32 |32 24 |35 |36 [37 [38 29

S

E=
=az

=i

Obr. 5.7 Schéma Jacobiho matice po pouziti vazby typu BUSHING.
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Barevné znaceni v Casti pohybovych rovnic je stejné jako v pripadé pevné vazby.

V oblasti vazebni je barevné znaceni nasledujici (za pfedpokladu malych tlument):
svetle fialova — velikost prvku imérna tuhostem v posuvném sméru,
oranzova — velikost prvku tmérna tuhostem v posuvném smeéru a rozmeértim,
Seda — velikost prvku imérna rotacnim tuhostem a velikosti tthlt natoCent,
tmav¢ fialova — velikost prvku umérna rozmeéram.

Oproti Jacobiho matici na obr. 5.5 je zde patrné, ze hlavni diagonala je jiz cela tvofena
nenulovymi prvky. Z této skuteCnosti plyne, ze zde nastane ptipad dvou linearné zavislych
fadka velmi obtizné. Proto je zde mnohem vétsi Sance, ze matice bude 1épe podminéna nez
v piipadé pouziti pevné kinematické vazby.

Pti zadavani hodnot tuhosti v jednotlivych smérech vazby typu BUSHING je vsak
nutné tato Cisla definovat opatrné. V piipadé, ze pouzijeme malou hodnotu tuhosti, nebude
tato vazba dostateCné pfesné nahrazovat pevnou kinematickou vazbu. Mohlo by se proto
zdat, ze ¢im vétsi hodnotu zadame, tim docilime vétsi shody. Ani tento pfistup v8ak neni
vhodny. Je tieba si uvédomit, ze také prili§ velka ¢isla v Jacobiho matici mohou zpusobit
jeji Spatnou podminénost. Ta je dana velkym pomérem nejvétsiho a nejmensiho vlastniho
¢isla. Vkap. 3.2.1 jsme uvedli, ze stimto vysokym pomérem (tzv. S-pomérem) také
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souvisi, zda-li je soustava povazovana za ,tuhou™ (resp. silné€ tlumenou). Vzdy je proto
tieba hodnotu tuhosti volit rozvazné,

Podobné je to 1 v pfipadé konstant tlumeni. Vzhledem k tomu, Ze tlumeni neni pro
realizaci pevné kinematické vazby vazbou typu BUSHING pifimo potfebné, volime tyto
hodnoty zpravidla malé. Neni ovSem dobré volit nulové tlumeni, nebot' se miZze stat, ze
zhorsime stabilitu celého systému.

Zaveérem této kapitoly jedté dodejme, Ze vazbou typu BUSHING je mozZné nahradit
i jiné kinematické vazby Velmi Casto se vyuziva nahrada rotaéni, sférické ¢i posuvné
vazby (viz tab. 4.1). V takovychto piipadech je ve sméru stupné volnosti dané vazby
predepsana nulova hodnota tuhosti vazby typu BUSHING.

5.5.2 Spravné poradi tvorby modelu

V této kapitole budeme dale pokradovat ve snaze zjistit, jakym zpisobem je moZné
ovlivnit podminénost Jacobiho matice. V piedchozi kapitole jsme se zabyvali vlivem
velikosti nékterych prvki této matice na jeji podminénost. Zde se zamé&fime na dalsi
vlastnost matice, kterou mizeme cilené ovlivnit jiz pii tvorbé modelu — rozlozeni prvki
napii¢ matici. Pfi této analyze budeme opét vychazet z modelu automobilu v prostfedi
MSC ADAMS/View,

Vratme se opét k rozdéleni Jacobiho matice na oblast pohybovych a vazebnich rovnic.
Viimnéme si nyni poradi, ve kterém jsou jednotlivé rovnice v matici ulozeny. Plati, Ze bez
ohledu na slozitost modelu je vzdy do Jacobiho matice nejprve implementovana oblast
pohybovych rovnic, teprve poté jsou doplnény rovnice vazebni.

Béhem tvorby modelu je kazdému t&lesu piitazeno identifikaéni &slo, tzv. ID. Cislo 1
patfi vzdy ramu (GROUND). Dalsi ¢isla jsou udé€lovana v porfadi, ve kterém jsou
jednotliva télesa modelovana. Skladba pohybové cCasti Jacobiho matice zachovava
hierarchii ¢islovani jednotlivych t€les, tzn., ze prvnich 15 fadkd Jacobiho matice nalezi
k télesu s ID = 2, dali fadky nalezi télesu s ID = 3, dale ID = 4, atd. Stejné je tomu
1 $ neznaimymi proménnymi, jen fadky vystiidaji sloupce.

Podobna situace je 1 ve vazebni Casti Jacobiho matice. Jednotlivé vazby jsou béhem
svého vytvareni ¢islovany pocinaje hodnotou 1. Pii tvorb¢ vazebni Casti matice jsou
rovnice implementovany v poradi jejich tvorby a podle typu pfisluiné vazby (napi. kulové
vazby jsou umistény pied rotaénimi). Stejné je tomu i se silovymi u€inky a s uzZivatelskymi
proménnymi.

Neznamé reakce, resp. hodnoty silovych €inkd jsou umistény do sloupcii ve stejném
pofadi, jako pfisluSné rovnice do jednotlivych fadkt Jacobiho matice. Z tohoto uskupeni

matice vyplyva pfima souvislost mezi ¢asovou posloupnosti modelovani jednotlivych ¢asti
systému a rozmisténim prvkl v matici.

-71-



K problematice multibody simulaci

Je velmi obtizné pro tak rozmérné matice stanovit obecna pravidla o umisténi
jednotlivych prvki a jejich velikostech tak, aby byla matice dobfe podminéna. Ukazuje se
vSak, Ze je dosahovano lepSich vysledku tehdy, nema-li matice pfilis§ Siroky pas. Snazme se
proto urcit takové poradi pii modelovani, aby byly vSechny prvky matice co nejblize jeji
hlavni diagonale.

Na nasledujicim piikladé ukazeme dva rozdilné zplsoby vytvareni modelu. Jedna se o
paralelogram podle obrazku 5.8. Nejprve tento systém namodelujme v nahodném pofadi
vytvafeni jednotlivych prvka. Parametry modelu jsou:

a) 1. a2 teéleso: hmotnost =1 kg, délka = 280 mm, moment setrvacnosti k ose télesa
= 100 kgmm’, momenty setrvaCnosti k ostatnim osam =

= 8500 kg mm’

b) 3. teleso: hmotnost = 2 kg, délka = 600 mm, moment setrvacnosti k ose télesa
= 200 kgmm’, momenty setrvaCnosti k ostatnim osam =

= 70000 kg mm’,
c) krok vypoctu:  h=2-10"s.

4.

Obr. 5.8 Nahodny postup pii modelovani paralelogramu.

Na obr. 5.8 je Cernymi Cisly znazornéno pofadi pfi vytvareni jednotlivych téles
a barevnymi ¢isly postup pfi definovani vazeb. Vazby jsou pouzity dvojiho typu — Cervena
barva znazorfiuje vazby typu REVOLUTE, modra barva znali vazby typu SPHERE.
Pouziti téchto vazeb je z toho davodu, aby nebyl model staticky preuren, nebot pii této
konfiguraci ma 2 stupné volnosti (méné dilezitou rotaci prvku 2 kolem vlastni osy
a natoCeni napft. prvku 1 kolem osy kolmé k roviné mechanismu).

Nyni sestavme pro tento mechanismus Jacobiho matici. Jednotlivé rovnice nebudeme
v této praci vzhledem k jejich obsaznosti rozepisovat, princip jejich sestaveni je stejny jako
v predeslych pfipadech. Na obrazku 5.9 je Jacobiho matice pro tento piiklad schematicky
zachycena. Cislo podmingnosti je pro dané parametry, fad metody 1 a prvni iteraci
eIl 825200

Nyni vytvoime model na zakladé poznatki o tvorbé matice z vodu této kapitoly.
Snazme se pfitom, aby Jacobiho matice tohoto modelu mela vsechny nenulové hodnoty

A2
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co nejblize hlavni diagonale. Jedno z moznych feSeni je naznaeno na nasledujicim
obrazku.

Obr. 5.10 Lepsi postup pii tvorbé paralelogramu.

Zdtvodnéni postupu: Pii tvorbé modelu je s ohledem na tvar Jacobiho matice vhodné
dodrzovat dvé zasady:

a) vazbou propojit prvky s co nejbliz§imi Eisly,
b) pii definici vazeb postupovat od prvku s nejmensim pofadovym cCislem v tom
sledu, ve kterém jsou jednotlivé vazby implementovany do Jacobiho matice.

Z téchto divodi bylo kulovymi vazbami piipojeno téleso 1, nebot rovnice kulovych
vazeb jsou v zapisu Jacobiho matice dfive nez rovnice rotacnich vazeb. Nahled na tvar
Jacobiho matice je na obr. 5.11. Cislo podmin&nosti je v tomto piipad& pro vyse uvedené
parametry a prvni iteraci vypoctu

K=6.56-10"
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Obr. 5.9 Schéma Jacobiho matice pfi nahodné tvorbé paralelogramu.
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Obr. 5.11 Schéma Jacobiho matice pfi lepSim postupu paralelogramu.
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Z porovnani kondi¢nich Cisel Jacobiho matice pro oba piipady vyplyva, ze dodrzenim
vyse uvedeného postupu pii tvorbé modelu se podarilo podminénost matice dvakrat zlepsit.
Toto zlepSeni je patrné i ze schémat obou matic. V druhém pfipadé se podarilo pas
Jacobiho matice mimne zuzit.

Zmifime se jesté o dalsi vyhodé dodrzovani uvedeného postupu pii tvorbé modelu —
zkraceni vypocetniho Casu. Prostfedi MSC.ADAMS pocita inverzni Jacobiho matici
pomoci LU rozkladu. Vzhledem ktomu, Ze se jedna v podstaté o princip Gaussovy
eliminace, je nutné béhem vypoctu provadét pivotaci. V piipad€, ze jsou prvky matice
s velkou hodnotou daleko od hlavni diagonaly, je pivotace naro¢né&jsi nez u matice s uzsim
pasem. V piikladu paralelogramu, ktery jsme diky jeho jednoduchosti vybrali
pro nazornost ukazky uvedeného postupu, se tato Casova uspora pfili§ neprojevuje.

Obr. 5.12 Piiklad paralelogramu v prostfedi MSC.ADAMS.

Zaméfme se nyni na piiklad slozitéjSiho charakteru. Vytvoime model osobniho
automobilu s prednim zavéSenim kol typu Mc Paerson se spodnimi trojuhelnikovymi
rameny a zadni napravou klikovou vle¢nou. Pfiklad takového automobilu je napt. Skoda
Fabia. 3D model automobilu v prostiedi MSC.ADAMS je zobrazen na nasledujicim
obrazku 5.13.

Ve f,l"
Obr. 5.13 Model osobniho automobilu v prostiedi MSC.ADAMS/View.
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Hmotnost a momenty setrvaénosti odpruzenych hmot jsou soustfedény do kvadru
(na obrazku fialove), jehoz tézisté je shodné s tézistém karoserie. Torzni G€inky zadni
napravy jsou realizovany vazbou typu BUSHING mezi dvéma tuhymi celky. Stejnym
typem vazby jsou vytvofeny vSechny silentbloky ve vazbach mezi néapravou, event.
pruzicimi jednotkami a karoserii. Hmotnost a momenty setrvaCnosti pfedni napravy jsou
soustifedény do jednoho télesa (zelena koule na obrazku). Pro definici pneumatik je pouzit
model  Swift-Tyre implementovany v MSC.ADAMS. Hodnoty parametru jsou pro tento
model prevzaty bud ze statického méfeni pneumatiky, nebo byly odhadnuty.
Charakteristiky pruzin a tlumica jsou nelinearni a byly pfevzaty z méreni na skutenych
vyrobcich.

Nyni si popiSme dany model schematicky. Na nasledujicim obrazku je znazornén jeden
zmoznych postupt pii tvorbé modelu (pofadi tvorby vazeb neni pro prehlednost
Cislovano). Barevné oznaceni jednotlivych téles je stejné jako ve skuteném modelu
na obr. 5.14.

11

22

13 7 15

16

14 10

23

12

Obr. 5.14 Hor$i postup pfi tvorbeé multibody modelu osobniho automobilu.
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V nasledujicich tabulkach model popisme:

Tab 5.11 Oznaceni téles v modelu automobilu.

ID | téleso ID | téleso ID | téleso ID | téleso ID téleso
uchyt Lt horni uchyt Cast
2 |karoserie 7 |napravy 12 5 17 | tlumice 22 :
e karoserie s karoserie
zadni levy pravy
naboj e "y . "y
B oy 8 tahlo'nzem 13 East . 18 hlom¥ Huchyt, 53 |8t
zadni prave aroserie tlumice levy karoserie
. , e Y v rameno
4 cl}(sk pravy | g tahl’o fizeni | Cast ‘ 19 pr{ednl B 1zprovy
predni levé karoserie naprava :
praveé
disk levy HeHyL naprava naboj pravy .
= 10 | napravy 15 ¢ , L, 25 [ napravy
predni ; : zadni prava predni .
zadni pravy levé
B néboj levy WM <t karoserie [ PoP2va [l naboj levy WO x oo
zadni zadni leva predni
Tab 5.12 Oznaleni vazeb v modelu automobilu.
mezi | vazba |mezi |vazba mezi | vazba mezi |vazba mezi vazba
2-11 |FIXED | 3-15 5{:]}[{3 ) 59 | SPHERE | 7-13 |BUSHING| 17-22 | BUSHING
2-12 | FIXED = FIXED 5-18 TRANS- 8-26 |SPHERE | 18-23 |BUSHING
pneu LATE
SPRING/ REVO-
2-13 |FIXED | 4-8 |SPHERE |5-18 DAMPER 9-26 |SPHERE | 19-24 LUTE
TRANS- REVO- REVO-
2-14 |FIXED | 4-17 LATE 5-21 LUTE 10-14 [ BUSHING | 19-25 LUTE
SPRING/ SPRING/ TRANS-
2-19 |FIXED | 4-17 DAMPER 5-25| SPHERE |[11-15 DAMPER 19-26 LATE
REVO- REVO- SPRING/ 20-
2-22 |FIXED | 4-20 LUTE 6-16 LUTE 12-16 DAMPER | pneu FIXED
2-23 |FIXED | 4-24 | SPHERE 6~ FIXED 15-16 | BUSHING 21- FIXED
pneu pneu

Z tabulky pfehledu vazeb piimo vyplyva nevhodnost navrzeného postupu tvorby

modelu. Je patrné, ze vazba, kterd vaze t¢lesa s nejvétsim rozdilem ID ¢isel je pevna vazba

mezi karoserii 2 a ¢asti karoserie nad pravym piednim tlumic¢em. Tento velky rozdil ( =21)

zpusobi, ze Cleny derivaci rovnice piislusejici této vazbé budou umistény daleko od hlavni

diagonaly. To je v rozporu s vySe uvedenymi doporucenimi.

Pokusme se proto formulovat model jinym zpusobem. Zaméfime se zejména na to, aby

nejvetsi rozdil ID dvou navzajem spojenych téles byl co nejmensi. Jeden z moznym
postupu pii modelovani zachycuje nasledujici obrazek 5.15.
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Obr. 5.15 Lepsi postup pii tvorbé multibody modelu osobniho automobilu.

Z obrazku je patrné, ze se podarilo snizit maximalni rozdil ID vazbou spojenych téles
z21 na 5. To se samozieymé projevi 1 ve stavbé Jacobiho matice. Diky této upravé bude
mit uzsi pas nez v piipadé modelu na obrazku 5.14.

Kondicni ¢isla Jacobiho matic pro oba postupy nebudeme vzhledem k rozmérim matic
uvadeét. Jacobiho matice maji v obou pfipadech 773 tadky a obsahuji 7304 prvky.
O vyhodach tvorby modelu podle obrazku 5.14 svéd¢i prabéh samotného vypoctu
v prosttedi MSC. ADAMS. Zatimco v pfipadé tohoto modelu si program vystaci s max.
deseti iteracemi v kazdém kroku, v druhém piipade (obr. 5.14) je nutné nastavit maximalni
pocet iteraci béhem jednoho kroku na hodnotu 100. Nesplnime-li tento pozadavek, vypocet
je predasn& ukon&en chybovym sd&lenim, Ze dale nelze pokratovat. Cim vice se blizime
s hodnotou tohoto parametru ¢islu 100, tim vypocet probéhne dal. Touto skute¢nosti je
také pfimo ovlivnén Cas vypoctu. Pfi postupu dle obr. 5.14 je vypocet piiblizne
5x pomalejsi nez pii postupu dle obr. 5.15 (z 30 s na 150 s). Vysledky obou vypoéta jsou
shodné.

Z uvedenych poznatka je ziejmé, ze feSitelnost druhého modelu je lepsi. Tyto zavéry
plynou z autorovych zkuSenosti pii simulacich konkrétnich modelt. Jejich zobecnéni za
ucelem dokazat pro dany postup lepsi €i horsi podminénost matice by bylo velmi naro¢né
a slozité.

Je zieymé, ze ne vZdy je mozné dodrzet zasady tvorby modelu dle této kapitoly. Nékdy
nelze model koncipovat tak, aby byly vazbou propojeny jen prvky s blizkymi pofadovymi
¢isly, jindy zase neni mozné vyhovét pozadavku na poradi tvorby vazeb. Je vSak vhodné
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vést tyto zkuSenosti pfi modelovani v patrnosti a tim mit zaroven alespori hrubou predstavu
o podobé matematického zapisu.

Na zavér této kapitoly bychom méli zminit jesté jedno doporuceni, které piimo plyne
z vy$e uvedenych poznatki. Je ziejmé, ze béhem vytvareni ¢i odladovani modelu je obcas
nutné urcité t€leso odstranit a nahradit jinym. Samotné vymazani télesa neni ve spravné
strukture modelu na zavadu. Problém by ovSem mohl nastat, pokud bychom dokonéili
model systému a rozhodli se jedno ¢i vice téles odstranit a nahradit je jinymi. Poté by na
misto odstranénych téles byla vlozena nova télesa, ktera by mohla mit ID pfili§ odlisné od
sveho okoli. Proto je doporuceno, pokud je to mozné, vytvofena télesa pii jakychkoliv
zménach neodstrafiovat, ale vymazat pouze jejich geometrii. Tim dosahneme toho, ze
1 kdyz bude mit nova ¢ast systému jiny tvar a vlastnosti, bude mit potad stejné ID jako
téleso ptivodni.

5.3.3 Automobil s pFivésem

Nyni se dostavame k piikladu samotného automobilu s piivésem. Tento model byl
vytvoren v prostiedi MSC.ADAMS/Car. Obtize pii vypoctu, které budeme v této kapitole
uvadeét, jsou zpusobeny implementaci poddajného MKP modelu tazného zatizeni.

5.3.3.1 Stavajici model

Vénujme se nyni modelu podrobnéji. Jedna se o model vytvofeny z jedenacti Sablon.
Jsou jimi — pfedni naprava, zadni naprava, fizeni, pfedni pneumatiky automobilu, zadni
pneumatiky automobilu, karoserie, motor, naprava piivésu, korba pfivésu, pneumatiky
pfiveésu a vozovka. Model je zobrazen na nasledujicim obrazku 5.16.

Obr. 5.16 Prostorovy model automobilu s piivésem v prostiedi MSC.ADAMS/Car.
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Rozmérové i hmotové tento model odpovida osobnimu vozu Skoda Fabia. Hmotnost a
setrvacné ulinky karoserie jsou opét soustiedény do jednoho télesa (zluta koule
poddajné téleso. Charakteristiky pruzin a tlumicu byly, stejné jako v pfedchozi kapitole,
doplnény z méfeni. Model pneumatiky byl opét zvolen typu Swift-Tyre. Vybran byl
zejména proto, ze je vhodny k simulacim prejezdi riznych piekdzek. Parametry pneumatik
byly doplnény stejné jako v modulu View pro predchozi priklad.

Model piivésu je vytvofen dle skute¢ného provedeni jednoho z typu ptivésnych vozika.
Naprava je modelovana pomoci dvou tuhych ¢asti, které jsou v ose privesu spojeny vazbou
typu BUSHING. Ta umoznuje realizaci jejich torznich vlastnosti. Dalsi dveé vazby typu
BUSHING jsou pouZity pro spojeni napravy a korby pfivésu. Definovanim tuhostnich
a tlumicich vlastnosti témto prvkiim je dosazeno pruzeni a tlumeni pohyba korby vici
napraveé. Hodnoty jednotlivych konstant byly odhadnuty.

Dale model obsahuje tazné zafizeni, pomoci n€¢hoz je piivés piipojen k vozidlu. Tazné
zafizeni osobniho automobilu se sklada z nékolika ¢asti. Zakladem je piicny nosnik, ktery
je tvofen uzavienym dutym profilem obdélnikového tvaru. Na obou koncich nosniku jsou
pfivafeny ploché drzaky pro piiSroubovani tazného zafizeni ke karoserii automobilu. V ose
vozidla je k pficnému nosniku pfipevnén hak. V modelu tazného zafizeni jsou piicny
nosnik, hak i1 oj pfivésu modelovany jako pruzné prvky. Kone¢néprvkova sit byla
vytvorena taktéz v prostiedi MSC.ADAMS/Car, a to pomoci modulu AutoFlex. Piipevnéni
piicného nosniku ke karoserii neni provedeno pevnymi vazbami (FIXED), ale vazbami
typu BUSHING. Tento postup je zduvodnén v dal$im textu. Pomoci poddajného
konecnéprvkového télesa je vytvorena i zadni naprava automobilu.

Model tazného zarizeni je uveden na nasledujicim obrazku 5.18.

all )

ESEINL)

Obr. 5.17 Tazné zarizeni vozu Fabia. Obr. 5.18 Model tazného zafizeni
v prostiedi MSC. ADAMS.
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Obr. 5.19 Tazné zafizeni v modelu automobilu s pfivésem (MSC.ADAMS/Car).

Priblizme si nyni interpretaci poddajnych téles v prostiedi MSC.ADAMS. Zakladnim
a velmi dalezitym piedpokladem pii vypoctu poddajnych téles pomoci modulu AutoFlex je
to, ze bereme v uvahu pouze malé linearni deformace télesa vzhledem k jeho lokalnimu
soufadnému systému, zatimco celé téleso muze konat obecny nelinearni pohyb. Vyjdeme-li
z této skuteCnosti, mizeme vSechny deformace uzlovych bodi poddajného télesa
aproximovat linearni kombinaci kone¢ného mnozstvi vlastnich tvart kmith. Pro vybér téch
vlastnich tvarl, kterymi je mozné popsat nejdulezitéjsi deformace télesa, je v prostiedi
MSC.ADAMS pouzita Craig-Bamptonova metoda.

Vysledkem konecnéprvkové analyzy je tzv. mnf soubor (modal neutral file), ktery
obsahuje informace o konetném mnozstvi vlastnich frekvenci a k nim pfislusejicich
vlastnich tvarech kmiti daného télesa. UZzivateli je nabidnuta moznost vstoupit tabulky,
ktera obsahuje vlastni frekvence a vlastni tvary kmitd vybrané Craig-Bamptonovou
metodou. Zalezi na uzivateli, aby vybral konkrétni tvary kmitd, které se budou ucastnit
vypoctu. Piiklad této tabulky je uveden na nasledujicim obrazku 5.20.
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7 Modify Modal ICs ...

Disable Highighed Modes [ T setbxect | ]
Enable Highighted Modes Appy DisplacementIC | Cleat Exact Apply Velocity IC |

QObr. 5.20 Tabulka vlastnich frekvenci a vlastnich tvaru kmitu.

Dodejme, ze prvnich Sest vlastnich tvard kmitd odpovida tuhému télesu (jeho Sesti
stupniim volnosti v prostoru).

Pro tcely analyzy pienosu dynamickych u¢inkt z ptivésu do karoserie automobilu bylo
vytvofeno deset modelll pii€nych nosnika o rizné tuhosti. V prostfedi MSC. ADAMS jsou
tyto modely svazany s uzivatelsky definovanym parametrem. Vybérem jeho hodnoty (Cisla
1 — 10) je do modelu automobilu implementovan odpovidajici pficny nosnik.

Na vozovce je ve vzdalenosti 1 m od pfednich kol automobilu umisténa pirekazka typu
wcrampa“. Vyska prekazky je 50 mm, délka 500 mm, nabé&zné hrany jsou sklonény
pod thlem 45°. Tvar piekazky je na nasledujicim obrazku 5.21

V

D i i i 50 mm

— =

500 mm

Obr. 5.21 Prekazka typu ,,rampa”.
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Vsechny dale popsané simulace byly provedeny pro piimocary pohyb automobilu
kolmo k piekaZce pii rychlosti vozidla 50 km-A~' Tato rychlost byla vybrana na zakladé
pfedchoziho méfeni na skute¢ném automobilu (viz kap. 4.3.3.1) a také proto, ze odpovida
maximalni dovolené rychlosti v obei. Simulaéni vypofet zafind urenim statické
rovnovahy automobilu, tzn., Ze vysledky nejsou ovlivnény piechodovym déjem spojenym
s dosednutim automobilu na vozovku. V okamziku za¢atku vypoétu je automobilu udélena
pocate¢ni rychlost odpovidajici rychlosti jizdy.

Béhem provedeni prvnich simulaci {(cca 50) bylo zjisténo hned nékolik problému
pfi vypoctu,

a) I bez omezeni maximalniho poctu iteraci na jeden integra¢ni krok nebylo
dosazeno uz zkraje vypoctu konvergence. Pocetni algoritmus neustale oznamoval,
Ze Jacobiho matice je blizko singularité a stale se pokousel provadét pivotaci tak,
aby byla soustava rovnic fesitelna. Po nékolika pokusech vypocet spadl.

b) Vypodet se rozeb¢hl, oviem pii jakékoliv vetsi zméné v modelu (napf. njezd kol
piivésu na piekdzku) vykazoval stejné komplikace, jako v bodé a). Po nékolika
pokusech o dosazeni konvergence vypocet opét pada.

¢) Vypolet prob&éhl do konce, oviem v jeho pribéhu bylo zietelné, Ze vlastnosti
soustavy rovnic nejsou pro ucel vypoctu piili§ vhodné. Modul Solver byl nucen
opét provadét slozitou pivotaci v mnoha krocich, ale nakonec bylo konvergence
dosazeno. OvSem pii porovnani vysledkdl nékolika simulaci, pro které byly jen
nepatrné zménény parametry integraéni metody (napf. maximalni pocet iteraci na
jeden krok, max. chyba vypoétu, atd) bylo zjisténo, Ze vypocltené pribéhy
se zasadnim zplisobem odliuji.

Priklady t&chto vypolti jsou uvedeny na nasledujicich obrazcich 5.22 az 5.27. Viechny
zobrazené kiivky odpovidaji priibéhtim slozky sily ve sméru jizdy, ktera je pii prijezdu
danou trati métfena na kouli tazného zafizeni (jedna se o silu mezi oji pfivésu a hakem
tazného zafizeni). Dodejme, ze viechny simulace probéhly pro stejnou rychlost piejezdu
automobilu, stejnou piekazku i pfi¢ny nosnik. Jediné, co se béhem simulace ménilo, bylo
nastaveni dvou parametri pouzité integracni metody GSTIFF - vychoziho a zaroveii
maximalniho integra¢niho kroku a maximalni dovolené chyby vypoctu. Hodnoty téchto
parametri jsou pro jednotlivé simulace zvyraznény v legendé grafu Sipkou. Hodnota kroku
je uvadéna v s. Zopakujme z kap. 4.1.3, ze velikost chyby je udavana v tyZ jednotkach, jako
vysledek. ,,chyba = 1* proto znamena maximalni chybu béhem celého vypoctu 1 &, | chyba
= 1E-002* udava maximalni chybu 0.01 &, atd.
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Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni

150000
krok_0.002__chyba_0.0005
krok_D0O0D0S__chwba_0.05
krok_0005_ chyba_005
krok_0002__chyba_0.05
100000 - krok_0.001__chyba_D.05

Force (newtan)

-10000.0 \

-15000.0

T
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Time {sec)

Obr. 5.22 Prubéh slozky sily ve sméru jizdy mezi oji pfivésu a hakem tazného zafizeni
pro integra¢ni krok 2- /0 s a celkovou chybu vypoétu 5-70 7 N.

Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni

15000.0 e e
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Obr. 5.23 Prubéh slozky sily ve sméru jizdy mezi oji piivésu a hakem tazného zafizeni
pro integra¢ni krok 5-/0 s a celkovou chybu vypoétu 5-70 ° N.
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Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni

150000

—

10000.0

krok_0.002__chyba_0.0005
krok 0 0D05_

krak_0 ODQZCh\,b;_O 05
krok_0.001__chyba 005

Force (newton)
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Obr. 5.24 Prabéh slozky sily ve sméru jizdy mezi oji privésu a hakem tazného zafizeni
pro integratni krok 5-70 s a celkovou chybu vypoétu 5- 70~ N.

Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni
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10000.0
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Obr. 5.25 Prubeh slozky sily ve smeru jizdy mezi oji privésu a hakem tazného zafizeni
pro integraéni krok 2- 707 s a celkovou chybu vypodtu 5- 707 N.
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Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni

150000

1 krok 112 15
krok_0.002__chyba 005
s Lral a0 105
oo krak_0001__chyba_0.05
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najezd kol privésu na prekazku

Obr. 5.26 Prubeéh slozky sily ve sméru jizdy mezi oji pfivésu a hakem tazného zafizeni
pro integraéni krok 70 s a celkovou chybu vypoétu 5-70 7 N.

Na poslednim obrazku je Cervenymi krouzky oznacena odezva na prejeti prednich, resp.
zadnich kol automobilu pies prekazku. Kola pfivésu najizdi na piekazku pfiiblizné v Case
055

Z porovnani uvedenych prabéht plynou velké rozdily ve vysledcich béhem
jednotlivych simulacich.

V piipadé simulace z obrazku 5.22 je patrné, Ze nastala situace podle vySe uvedeného
pismene b). Vypocet sice po ur€itou dobu probihal, ovSem je ziejmé, ze najezdem kol
pfiveésu na prekazku nebylo dosazeno konvergence.

Na obrazku 5.24 je patrna situace, kdy vypocet sice prob&hl do konce (dle pismene ¢)),
avSak je ziejmé nezadouci rozkmitani daného prabéhu. To muze mit primarni pfi¢inu
ve Spatn¢ podminéné matici.

Situace z obrazku 5.26 je podobna. Zde uz ovSem nastaveni integracni metody pomohlo
zmirnit vliv nespravné formulovaného modelu. Vysledek se ale stale zda mirne
rozkmitany.

Obrazky 5.23 a 5.25 predstavuji feSeni, které je ziejmé nejblize skutecnosti. Usuzovat
o spravnosti tohoto feSeni lze jednak ze ziskané hodnoty sily, dale pak z pribéhu dané
zavislosti na Case. (Pozn.: Vlivem nedostatecné presné definice pneumatikv a poddajnych
téles (viz dale) se v modelu stavalo, ze kola pfivésu na okamzik (asi 0.2 s) ztratila kontakt
s vozovkou. Tim jsou vysvétleny kladné hodnoty sily v ¢ase pfiblizné od 0.5 s do 0.7 s,
které odpovidaji brzdéni pohybu pfivésu automobilem. To lze vysvétlit tak, ze automobil

-86-



K problematice multibody simulaci

se snazi béhem celé jizdy udrzet stalou rychlost 50 km- 4" Najezdem kol piivésu na
piekazku viak dojde ke zbrzdéni automobilu. Proto je na okamzik zvySen kroutici moment
motoru, aby se pokles rychlosti vyrovnal. Béhem toho v8ak vozik ztrati kontakt
s vozovkou, tim je automobil odlehen a kroutici moment je nutné opét snizit a tim
automobil zbrzdit. Proto dochazi ke zbrzdéni pfivésu). (viz. napf. [15], [16])

3.5.3.2 Navrh upravy

V piedchozim odstavci jsme se jiz mirné dotkli problému Spatné definice poddajnych
téles. Zde se budeme této oblasti vénovat detailngji. Jak jsme jiz uvedli v kap. 3.2.1, je
pro nase uvahy v oblasti feSitelnosti soustav rovnic dilezita hodnota poméru realné ¢asti
maximalniho a mimmalniho vlastniho &isla Jacobiho matice, tj. matice linearizovaného
systému. Velikosti vlastnich Cisel vSak maji pfimou souvislost s vlastnimi frekvencemi
systému. V prostiedi MSC.ADAMS je mozZné vyuzit modul ADAMS/Linear, ktery
v definovaném cCase simulace provede modalni analyzu celého systému. Z vysledkl této
modalni analyzy je mozné na zakladé velikosti vlastnich frekvenci uréit, zda-li je systém
vice ¢i méné vhodny pro matematické feSeni (zda vykazuje , stiff vlastnosti). Nevhodnou
implementaci poddajnych téles do systému mizeme piiznivé poméry vlastnich frekvenci
systému vyrazné zménit (viz.napt. [17]).

Prostiedi MSC ADAMS pii vytvorfeni pruzného télesa automaticky zahre do vypoétu
viechny vlastni tvary kmitl a jim piisluiné frekvence z defini¢niho ,,mnf* souboru. Tim
mulZe nastat situace, Ze se za¢nou v modelu projevovat pomérné vysoké vlastni frekvence
modi s nejvetiimi pofadovymi ¢isly. Na obrazku 5.20 maji tyto vlastni frekvence rad
10* Hz. Petlivym vybérem modi ucastnicich se simulace proto miZzeme toto riziko vyrazné
eliminovat, nebot si lze vé&Sinou vystalit smnmiz$imi vlastnimi tvary kmitd
o mensich frekvencich.

Nutné musime zminit také to, ze v prostiedi MSC. ADAMS je za uéelem redukce poétu
vlastnich tvarii kmitu k dispozici uZite¢ny nastroj. Ten na zakladé piedchozi simulace
provede automaticky vybér t€ch maoda, které se Géastni vice jak uréitou hodnotou procent
na celkové deformacni energii poddajného télesa. Tuto procentualni hodnotu miize uZivatel
ménit. Pouziti tohoto nastroje ma své vyhody 1 nevyhody. Vyhody spo€ivaji v moznosti
snizit slozitost modelu a tim 1 vypocetni ¢as potiebny kjeho simulaci. Nutnym
pfedpokladem je oviem to, Ze minimalné jedna simulace jiZ musi prob&hnout. To nelze
uskute¢nit v piipad€, ze vypocet pro Spatné definovany model kolabuje. Nevyhodou tohoto
nastroje je také to, Ze simulace nemusi prob¢hnout spravné a tehdy mohou mit vysledky
vybéru pro uzivatele pouze informa¢ni charakter. Mnohdy se oviem stava, ze na zakladé
vyb&ru touto energetickou cestou vysoké mody s velkymi vlastnimi frekvencemi presto
v simulaci zistavaji. Oviem jako jednu z moZnosti upravy modelu nelze jinak, neZ tento
nastroj doporuéit.
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V souvislosti s vybérem vlastnich tvari kmith vyvstava také jiny problém, ktery se
v piipad€ tazného zafizeni zieteln€ projevuje. Jiz zkraje této kapitoly jsme se zmifiovali
o vazbach typu BUSHING v mistech uchyceni pfi¢ného nosniku (konkrétné boc¢nich
drzaka) ke karoserii. V pfipadé U¢asti vsech vlastnich moda v simulaci je mozné tyto
vazby nahradit pevnymi (FIXED). Diivodem je to, Ze se pii¢ny nosnik mize deformovat
ve vSech Sesti stupnich volnosti. Nas ov§em v konkrétnim piipadé analyzy pienosu
silovych udinkil z ptivésu do karoserie zajimaji zejména tii vlastni tvary — ohyb nosniku
ve sméru jizdy, ohyb ve sméru svislém a krut. Tim zjednodusime danou ulohu tak, Ze
v jinych smérech, nez ve kterych se deformuji vybrané médy, se bude pii€ny nosnik chovat
jako tuhy ¢len. Vtom pfipadé se pouzitim pevnych vazeb v misté Uchytu nosniku ke
karoserii stane, ze jedna vazba bude v uréitych smérech model pfeurfovat. Prostiedi
MSC.ADAMS proto ve snaze zabranit lineamé zavislym fadkiim v Jacobiho matici a tim
1)eji hrozici singularit€ bude povazovat piebyteéné reakce v danych smérech jako nulové.
Tim mize vjistych pfipadech problém vyfesit, oviem ne vzdy (zejména u vice
pfebyte¢nych vazeb) musi byt tato metoda Usp&sna. Pouzitim vazeb typu BUSHING
podobnym situacim piedejdeme, nebot’ tato vazba neodebird zadny stupei volnosti. Pouze
je tfeba nastavit hodnoty tuhosti a tlumeni v jednotlivych smérech podle pravidel
z kap. 5.5.1 (tzn., malou hodnotu tlumeni a pfiméfené vysokou hodnotu tuhosti).

V souvislosti s ndvrhy na mozné upravy modelu zmifime také nasledujici skutecnost.
Simulace na obr. 5.21 az 5.25 byly provedeny pro prazdny piivésny vozik. To se oviem
také miZe nepiiznivé projevit na vysledcich. Bude-li Groveil zatiZzeni tazného zafizeni pfilis
mald, vznika zde nebezpedi, ze se toto zatizeni pohlti v numerickych nestabilitach chovani
pii¢ného nosniku a haku. Proto kromé& vybéru spravnych tvarl vlastnich kmitd zvy§me
hodnotu hmotnosti piivésného voziku.

Na nasledujicich obrazcich 527 az 5.29 je graficky znazornén pribéh sily mezi oji
piivésu a kouli tazného zafizeni po odstranéni prebyteénych médi. Vypocet byl
pro moznost porovnani stability proveden pro tii hodnoty nastaveni integra¢niho kroku
vypoctu,
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Force (newton)

Force (newton)

Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni
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Obr. 5.27 Prubeh slozky sily ve sméru jizdy mezi oji piivésu a hakem tazného zafizeni
v F W - ; . o 3
po odstranéni piebyte¢nych modua pro integracni krok 7075 .
Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni
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Obr. 5.28 Prubéh slozky sily ve sméru jizdy mezi oji piivésu a hakem tazného zafizeni

po odstranéni prebyte¢nych modi pro integraéni krok 5-70 7 .
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Sila ve smeru jizdy na kouli tazneho zarizeni

15000.0
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Obr. 5.29 Prubeh slozky sily ve sméru jizdy mezi oji pfivésu a hakem tazného zafizeni
po odstranéni prebyte€nych modi pro integraéni krok 2707 s .

Z obrazki je ziejmé, ze vlivem provedenych uprav doslo k ur¢itému ustaleni vypoctu.
Jestlize bychom potiebovali znat presnou hodnotu sily v daném okamziku, museli bychom
dany model dale ladit (napt. pro vybér jinych vlastnich tvard kmita, atd.). To je pomérné
naro¢na zalezitost.

Ukazme vSak na tomto piikladé jinou moznost ovéfeni spravnosti vysledki. Hodnoty
zjisténého silového ucinku lze orientacné oveéfit na zakladé vypoctu setrvaénych uéinka
ptivésu, ktery je brzdén najezdem svych kol na pfekazku. Tyto Uc€inky jsou umeérné
zrychleni voziku podle znamého Newtonova zakona

F =ma,
kde F je setrvacna sila (ptsobici na hak tazného zafizeni),

m je hmotnost piivésu,
a je zrychleni voziku.

Pribéh zrychleni voziku vypocteny v prostiedi MSC.ADAMS v zavislosti na Case je
vykreslen na nasledujicim obrazku 5.30.

Prubeh zrychleni voziku ve smeru jizdy v case najezdu kol voziku na prekazku

100000.0
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Analysis. n2_fho ' Time (sec)
ncjezd kol voziku
na prekazku

Obr. 5.30 Pribeh slozky zrychleni korby piivésu ve sméru jizdy.
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Z velikosti maximalniho zrychleni pti najezdu kol piivésu na piekazku (cca 75 m-s7)

plyne, ze vynasobenim této hodnoty hmotnosti voziku (100 kg) ziskame piibliznou velikost

sily mezi pfivésem a automobilem pfi ndjezdu kol voziku na prekazku. Tato hodnota je
cca 7500 N. Z toho plyne, ze hodnoty v grafickém prubéhu sily na obr. 5.27 az 5.29 byly

spocteny spravng.

Ovsem ne zcela vzdy navrzené upravy tak vyrazné pomohou jako v pfipade grafickych

prubéhu na obr. 5.27 az 5.29. V takovych pfipadech muze byt piiinou problému napt.
nespravna volba integratni metody. Jeji zména je v mnoha piipadech ziejmé

to nejjednodussi, co miiZze uzivatel pouzit.

Vétsinou jsou vSak tyto obtize zpusobeny samotnym modelem. A to bud jeho

samotnou fyzikalni podstatou, nebo, jak bylo jiz vySe zminéno, nevhodnou formulaci.

OvSem nevhodné zformulovany model ziejme ani jina metoda nevyfesi spravne. V tomto
piipadé je vhodné kontrolovat dané vysledky simulace s prub&hy ziskanymi jinou metodou
(napf. pouzitim odlisného softwaru) nebo z méfeni. V nasledujicim textu uved'me piiklad
tvorby srovnavaciho modelu v prostfedi MSC.ADAMS/View a Working Model 2D. Dale
ukazme piiklad postupu pii porovnavani simulacnich vysledkli s méfenymi daty

na skuteCném automobilu. Jako porovnavanou veli¢inu si zvolme zrychleni, které se
béhem jizdy automobilu pfenasi z vozovky do levé piedni napravy. Na obrazku 531 je

zachycen vysledek simulace v prostiedi Car.

Acceleration (rrisec™2)

Zrychleni predni napravy v miste ulozeni leveho kola

2.5E+005

[ = gel_upright CM_Acceleretion. Z l

1.0E+005 [\ T T
00 1 f\\;ﬁkfﬁ\’nﬁw,_
-20000.0 v
-2 .0E+005 T
-3.5E+005 T T T T T T T
oo 0,375 07s 1123 13
Analysis: wi_fho Time (sec) 2007-02-03 100559

Obr. 5.31 Prubeh zrychleni pfenaseny ve svislém sméru z vozovky do piedni napravy
v miste ulozeni levého kola.

Je ziejmé, ze pro ovefeni spravnosti simulacniho modelu je nutné porovnat vice

prabéht. Tim bychom se oviem dostali mimo ramec této disertaéni prace, nebot’ jejim

cilem je ukazat mozné postupy pii odladéni simulace multibody model.
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3.5.3.3 Working Model 2D

Jak jiz nazev napovida, Working Model 2D (dale jen WM2D) je program uréeny pouze
pro rovinnou analyzu mechanisma. Vzhledem k tomu, ze automobil s piivésem jede stale
stejnym smérem a navic se ve zjednoduSeni jedna o symetrickou Ulohu podle podélné
roviny symetrie automobilu, mizeme tento program vyuzit pro porovnavaci simulace.
Ovsem vzhledem k urovm zjednoduseni daného modelu je nutné ke zjisténym vysledklim
pfistupovat jen s velkou opatrnosti. Dokazeme-li viak odhadnout dopad jednotlivych
zjednoduseni na priabéhy simulace, mizou nam jeji vysledky piinést uspokojivé informace.

Z divodu odlisného pojeti modelu od prostiedi MSC. ADAMS i1 od nasledného méreni
uvedeme priklad modelu v prostfedi WM2D v ptiloze P6.

3.5.3.4 Méreni

Méfeni potiebnych dat bylo provedeno na skutetném zeleném automobilu Skoda Fabia
(motorizace 1.4 MPI) s piivésem v ramei Hydrodynamické laboratofe v Liberci — Doubi.
Automobil 1vozikem byly osazeny snimaéi — akcelerometry. Jiné snimale vhodné
pro pouziti na automobilu nebyly k dispozici (napf. snimace polohy). To s sebou pfinasi
jistou nevyhodu, nebot’ porovnavani zrychleni je daleko obtiznéjsi a ma mensi vypovidaci
hodnotu nez porovnani polohy (zrychleni je druhou derivaci polohy, a proto je mnohem
citlivejsi).

Na automobilu bylo rozmisténo celkem devét akcelerometri, na pfivésu jeden.
Kazdému kolu automobilu byl pfifazen jeden akcelerometr srozsahem do 50g. Tyto
snimace byly umistény co nejblize stfedim jednotlivych kol. Jejich piipevnéni vyzadovalo
vyrobu specialnich drzak(. Na né€ byly kladeny naroky co nejvétsi tuhosti. Nasledujici
obrazky 5.32 a 5.33 zachycuji piipevnéni snimacl na levém piednim a levém zadnim kole.

02_



K problematice multibody simulaci
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Obr. 5.32 Uchyceni akcelerometru k predni naprave.

drzak snimace
umistén pod
Sroub tfrmenu
zadni kotouCové
brzdy




K problematice multibody simulaci

Dalsi ¢tyfi akcelerometry byly umistény co nejblize mistim ukotveni ptednich
a zadnich pruzicich a tlumicich jednotek ke karoserii automobilu. Jejich pfipevnéni bylo
vyfeSeno magnetickym drzakem. Rozsah téchto akcelerometrii byl 5¢.

Obr. 5.34 Uchyceni akcelerometru Obr. 5.35 Uchyceni akcelerometru
ke karoserii vpiedu. ke karoserii vzadu.

Uchyceni tfiosého akcelerometru s rozsahem 5g k pfi¢nému nosniku automobilu bylo
feSeno pomoci ,,0 profilu. Ten byl epoxidovym lepidlem pfipevnén k nosniku a posléze
byl k nému akcelerometr piiSroubovan.

Obr. 5.36 Upevnéni tiios¢ho akcelerometru k pfi¢nému nosniku tazného zafizeni.

Posledni akcelerometr byl umistén na oji piivésného voziku v misté spojeni s korbou.
Jeho rozsah byl 5g. Na nasledujicim obrazku je situace zachycena:

-94-



K problematice multibody simulaci

Obr. 5.37 Upevneéni akcelerometru ke korbé pfivésného voziku.

Vsechny uvedené snimace byly propojeny s primyslovym pocitatem, ktery zapujcila
firma DEWETRON. Vstupy od vSech snimact byly pfed samotnym zpracovanim zesileny
stejnosmeérnym zesilovaem a signal byl oSetfen frekvencnim filtrem, ktery ze vstupnich
dat odstranil frekvence vyssi nez 100 Hz. Pocita¢ byl pripevnén pomoci bezpecnostnich
past na zadnim sedadle automobilu.

Obr. 5.38 Me¢rici PC.
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Vzhledem k mnozstvi méfenych dat bylo zadouci, aby se zaznam spoustél automaticky
tésné pred piijezdem automobilu k piekazce. Pro tento ucel byl vyroben snima¢ ze dvou
infraCervenych diod a fototranzistoru. Tento snimac¢ byl pfipojen k jednomu z volnych
méficich kanald PC. Na vozovce v misté pied prekazkou byla polozena leskla folie.
Piejezdem automobilu pfes toto misto se paprsky z diod odrazily od folie a dopadly
na fototranzistor. Tim se objevil na vstupu PC impuls, ktery méteni spustil.

Obr. 5.39 Snimac¢ spousténi zaznamu meérent.

Aby bylo mozné zjistit presnou rychlost automobilu pfi najezdu na prekazku, byly
na projizdénou drahu umistény za prvni folii jesté dalsi dvé lesklé folie v definovanych
vzdalenostech od sebe i od prekazek. Ze dvou po sobé jdoucich pulsi od fototranzistoru je
proto mozné zjistit pfesnou rychlost automobilu a neni nutné se spoléhat na tachometr,
ktery nemusi byt zcela presny.

Pribéh celého piejezdu pies prekazku byl zaznamenavan rychlobéznou kamerou. Bylo
to zejména z toho duvodu, aby bylo mozné porovnat nameéfena data v ur€itém okamziku
s aktualni polohou automobilu v téze chvili. Jelikoz kamera diky svému velmi rychlému
snimkovani neumoznovala piili§ dlouhy zaznam dat, bylo tfeba tuto kameru spoustét te€sné
pfed najetim prednich kol automobilu na ptekazku. K tomuto uéelu byly po obou stranach
drahy postaveny v dané vzdalenosti od piekazek fotobunky, které v okamziku, kdy
automobil prerusil paprsek mezi nimi, sepnuly kameru. Na automobilu ovSem nebyla
na prednim narazniku zadna plocha, ktera by zajistovala sepnuti kamery vzdy ve stejném
okamziku, nezavislém na zpusobu najeti automobilu na piekazky. Proto byl na piedni
naraznik v mist¢ pro SPZ piipevnén kartonovy kvadr, ktery pferusil paprsek vzdy
ve stejném okamziku.

Tento kvadr mél vSak jeste jednu roli. Na jeho predni ¢asti byl pruh Zzluté lepenky.
V misté zadni hrany prekazek stala svisla ty¢, ktera méla znamou vzdalenost od fotoburek.
Z téchto poznatki 1ze zkontrolovat ¢as udalosti zaznamenanych na kamere. Od okamziku
spusténi kamery do okamziku, kdy je v zab&ru kamery vidét prekryti pruhu lepenky
na kvadru a svislé tyCe, musi uplynout doba, ktera je pfimo umérna vzdalenosti tyce
od fotobunék a nepiimo umérma rychlosti automobilu. Existuje v8ak i druhy zpusob zjisténi
Casu na zaznamu z kamery. Z pfedem daného snimkovani a z poradového cisla daného
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snimku lze dopocitat Cas, ktery uplynul od pocatku spusténi kamery. Pocet snimka
za vtefinu se lisil podle rychlosti jizdy automobilu. Pro rychlosti 10 km.i” a 20 km.h™ byla
zvolena frekvence 60 snimku za sekundu, pro ostatni rychlosti byla frekvence 120 snimka
za sekundu. Na nasledujicich obrazcich je znazornén kvadr na pfednim narazniku a draha,

kterou automobil projizdél.

1. leskla folie

2. leskla folie

3. leskla folie

fotobunky

prekazky

Obr. 5.41 Méfici trat’.
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Sled méreni

Zaroven s mérenim dynamického ptisobeni piivésu na automobil béhem jizdy probihalo
1 meéfeni jizdnich vlastnosti samotného automobilu. Toto mfeni zde nebudeme popisovat.
Jeho vysledky jsou uvedeny v praci [1]. Zde se zaméfime pouze na jizdu automobilu
s piiveésem.

Prejezdy vozidla s pfivésem byly uskuteCnény pro tii typy prekazek (kruhovou usec
vysky 25 mm, kruhovou use¢ vysky 50 mm a rampu vysky 50 mm popsanou obr. 5.20).
Pies kazdy typ prekazky bylo provedeno pro 6 rychlosti a 4 zplsoby zatizeni privésu 24
piejezdi. Rychlosti piejezdu byly: 10 km-h', 20 km-h', 30 km-h'', 40 km-h"',
50 km-h' a 60 km-h"'. Pro prvni sérii prejezdd byl pfivés odlehden, pii dalsich
prejezdech byl zatizen hmotnosti 200 kg postupné nad napravou, pfed napravou
a za napravou ve sméru jizdy automobilu.

Vysledek méreni

Na nasledujicim grafu je pro ukazku zachycen prabéh zrychleni levé predni napravy
v misté uchyceni. Priibéh je vynasoben prevodnimi konstantami, které byly ziskany béhem
kalibrace akcelerometrii. Proto je velikost zrychleni na svislé ose udana v m-s .
Na vodorovné ose je uveden Cas v s.

Maprava predndleva
350 | 1 | 1

Es_m;b)‘ : v?‘ww hj\z\/\/\wmmfwﬂvw«ﬂ

| | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5

T8 THeTenid;

=350

Obr. 5.42. Zméfeny prubéh zrychleni na levé predni napravé automobilu.

Uvedme na zavér pro informaci porovnani vysledkt prubéhu zrychleni na predni
napraveé v misté€ ulozeni levého kola ziskanych v prostiedi MSC.ADAMS/Car a méfenim.
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Predni naprava - leve kolo - zrychleni z
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Obr. 5.43 Ukazka porovnani nametrenych dat s vysledky simulace v prostiedi
MSC.ADAMS/Car.

Z grafu je zfejmé, ze jsou prubéhy velmi podobné. Rozdil je patrny zejména v méfitku
v casové ose. To je vSak zpusobeno nestejnymi rychlostmi piejezdu piekazky
automobilem. Nejenom ze kolisala rychlost automobilu v prosttedi MSC.ADAMS,
ale z dodatecnych vypocti ze signalu fotobunék bylo zjisténo, ze tachometr automobilu
ukazoval vétsi hodnotu, nez byla skute¢na rychlost vozidla.
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WO

6. Shrnuti nejdalezitéjSich poznatk

V prubéhu této prace bylo v pfedchozich kapitolach podrobné popsano nékolik
poznatk(i a z nich plynoucich doporu¢eni. Shriime proto v této kapitole viechny vyznamné
informace, které by mohly byt uzivateli prospésné pii tvorbé multibody modell a jejich
nasledné simulaci. Jednd se zeyjména o poznatky zaméfené na programové prostiedi
MSC.ADAMS.

Jiz zuvodnich odstavcill bylo ziejmé, Ze multibody simulace piedstavuji v dnesni
dobé pomérné silny nastro] pro analyzu chovani mechanickych systéma. V porovnani
s analyticko-numerickymi vypoéty (popis matematického modelu soustavou rovnic
uzivatelem a jejich nasledném numerickém feSeni — viz piiklad v piiloze P1) umoziiuji
rychlejsi a pruzngjdi simulaci chovani daného mechanismu v Case. Tato vyhoda je dana
skute¢nosti, Ze uzivatel pouze sestavi model ve virtudlni prostfedi, pficemz matematicky
popis a jeho fedeni jiz program provadi automaticky podle definovanych algoritmi
(viz. kap. 4.1 a piiloha P3). Moznost tvorby libovolného modelu ve virtudlnim prostiedi
viak soucasn€ piinasi urcité riziko — méné zkuSeny uzivatel muze dlohu nevhodné
formulovat. To mivd za nasledek negativni ovlivnéni presnosti simulaci a v mnoha
piipadech i nefeSitelnost nékterych modeld.

Vysledky, které jsou ziskany simulaci nevhodné formulovaného problému, mohou
vykazovat velkou citlivost na zménu parametri modelu nebo integraéni metody. Zavislost
prabéhu vysledkii na téchto zménach pfitom byva zcela nahodna. PHi odstrafiovani
zminénych potizi se nelze ani pfili§ spoléhat na kontrolu prabéhu feSeni, nebot postup
vypoctu byva uzZivateli obvykle skryty.

Podivame-li se podrobnéji na matematicky popis modelu a jeho feSeni (viz kap.3.1
a 4.2), mlZeme usuzovat, z¢ pii nevhodné formulovaném problému vykazuje Jacobiho
matice $patnou podminénost. Reseni dané ulohy je pfimo zavislé na inverzi této matice.
Proto byla v této praci vénovana pozornost moznostem vhodného ovlivnéni jeji skladby.
Pokusme se formulovat zjisténé poznatky do nékolika hlavnich bodi:

a) Integraéni krok vypoltu - jeho velikost je nepfimo Umérna nékterym prvkim
na hlavni diagonale Jacobiho matice (viz kap. 5.4.1, tab. 53). Zkap. 413 vyplyva, Ze
viechny metody implementované do prostiedi MSC.ADAMS jsou definovany

s proménnym integrac¢nim krokem (vCetné metody CONSTANT BDF — viz kap. 4.1.3.3).
Vyskytne-li se proto v modelu v pribéhu feSeni nahla zména urité veliiny (zatézujici
sily, skokova zména polohy, atd.), dojde k vyraznému sniZeni hodnoty integra¢niho kroku.
Tim vyznamné vzrostou hodnoty nékterych prvkd na hlavni diagonale a také hodnoty
vlastnich ¢{isel Jacobiho matice. Tato skuteCnost muze nepiiznivé ovlivnit jeji
podminénost, ktera bezprostfedné souvisi s piesnosti, popi. s uspésnosti celé simulace.
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Nutno oviem v této souvislosti pfipomenout, ze v prostiedi MSC. ADAMS existuje jisty
postup, jak témto komplikacim piedejit. Pfi sestavovani rovnic je mozné zadat
do programu pozZadavek na tzv. SI2 formulaci modelu (Stabilized Index 2). Tato metoda
snizi index algebraicko-diferencialni soustavy rovnic ze 3 na 2. To ma za nasledek
skute¢nost, ze ty prvky hlavni diagonaly Jacobiho matice, které byly nepfimo umérné
velikosti kroku, budou nyni hodnotou integraéniho kroku nasobeny. Tato formulace viak
vyznamné zpomaluje vypocet a je dostupna pouze pro BDF metody. Dalsim omezenim
je skute¢nost, Ze pfi popisu funkce posuvného nebo rotaéniho pohybu nelze uzit jinou
zavislost nez €asovou. Ta musi byt navic zadana hladkou kiivkou, kterda ma spojitou
derivaci alespon do druhého tadu (spojita zrychleni). Pro nékteré typy uloh je oviem SI2
formulace jistou moznosti, jak zlepsit prubéh vypoltu, ktery by byl diky malému
integra¢nimu kroku jinak komplikovany.

b) Velké rozdily v hmotovych charakteristikich a pouziti nevhodného tvpu vazby -

tato vlastnost modelu ma podobné ucinky jako velikost integraéniho kroku. Hmotnosti

&1 momenty setrvacnosti pifimo ovliviuji velikost prvkil hlavni diagonaly. To v kombinaci
s pouzitim kinematického typu vazby vede k narastu kondicniho &isla matice a ke ztraté
numerické stability simulace.

Moznym fesenim tohoto problému je bud’ sniZeni rozdilu v hmotnostech nékterych téles
v systému (pokud to charakter ulohy umoziiuje), popf. pouziti jiného typu vazby. Zeyména
druhou moznost lze doporudit ve vétsiné piipadia. Pouziti kinematické vazby v modelu
totiz znamena doplnit soustavu diferencialnich rovnic o rovnice s odlisnou strukturou.
Zatimco pohybové rovnice vazou silové UCinky, kinematické udavaji zavislost mezi
kinematickymi charakteristikami modelu. V této souvislosti se nabizi vyuziti takovych
typli vazeb, které neodebiraji zadanou podminkou zadny stupenl volnosti, ale pusobi
v daném sméru na téleso pruzné-elastickou silou. Spravnou definici parametrii téchto sil
dosahneme stejného efektu na téleso jako v pfipadé pouziti kinematické vazby. Rovnice
popisujici tento d&j viak budou podobného charakteru jako rovnice pohybové.

¢) Volba poiadi_kroka pFi_tvorbé modelu — vkap 5.5.2 bylo ukazano, jakym
zpusobem muZe nespravné pofadi pii vytvafeni multibody modelii ovlivnit strukturu

Jacobiho matice. Polohy prvkil této matice jsou piimo dany pofadim pii vzniku
jednotlivych téles modelu a definici vzajemnych vazeb. Tim mizeme ovlivnit §itku pasu
Jacobiho matice. Pi1 vypoctech se ve vétsiné multibody simulacich ukazuje, ze ¢im je Sitka
pasu této matice vétsi, tim je dosaZeno jeji horsi podminénosti. Velikosti Sifky Jacobiho
matice je také pfimo uméma dobé vypoltu. Vzhledem ktomu, Ze v prostiedi
MSC.ADAMS je pro tvorbu inverzni Jacobiho matice pouzito LU rozkladu (princip
Gaussovy eliminace), je nutné béhem této operace provadét tzv. pivotaci (piesunuti fadka
a sloupcli matice tak, aby bylo na diagonale co nejvétsi Cislo). Tato operace je tim
naro¢néjsi, ¢im v&tsi je sifka pasu matice.
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Lze proto doporuéit postupnou navaznost v pofadi pii vytvareni jednotlivych prvka
modelu a jejich vzyjemnych vazeb. Vvhodné se jevi spojovani téles sco nejbliz§imi
pofadovymi ¢isly (podobn¢ jako u siti v MKP). Také vazby je vhodné vytvafet v poradi,
v Jakém je program uklada do Jacobiho matice (viz kap. 5.5.2) s ohledem na poradi tvorby
jednotlivych téles. Jsou oviem piipady, kdy model nelze v celém rozsahu podle téchto
pravidel koncipovat. Je vsak vzdy vyhodné vySe uvedena doporu€eni pokud mozno
dodrzovat.

d) Citliva _implementace poddajnych téles — tato problematika pfedstavuje jednu
z nejvétsich obtizi, ktera mize zpasobovat zavazné problémy pfi simulacich. Multibody

programy jsou v pfevazné mife stavény na praci s velkym poctem tuhych téles, které jsou
vzajemné propojeny vazbami s podobnymi parametry. Existuji v3ak ur€ité typy uloh, které
mohou tuto strukturu naruSovat. Neékteré typické problémy (napf. kontakty) byvaji
zpravidla v programu dobfe ofetfeny. V mnoha piipadech viak uspéSnost feSeni zavisi
na zkuSenostech uzivatele. To se dée zejména pii implementaci poddajnych téles, ktera
byla vytvoiena v MKP. V takovém piipadé totiz mohou v modelu vystupovat ¢Cleny s velmi
odlisnou dynamickou poddajnosti. To vede k velkého rozptylu hodnot vlastnich &isel
Jacobiho matice a posléze k ztizené feditelnosti celé ulohy.

Vychodiskem z této situace je citlivy vybér jednotlivych vlastnich tvarti kmiti viech
poddajnych téles tak, aby jejich implementaci do multibody systému nedoslo
k nevhodnému ovlivnéni numerické stability vysledného modelu (vlivem nadmérného
rozdifeni pasma vlastnich frekvenci) - viz kap. 5.5.3.

Jsou ovsem piipady, kdy nelze z principu ulohy v definici MKP télesa opomenout
zadny z vlastnich tvar, nebo jsou vlastni frekvence nejmizich tvart kmith mnohem vys$si
nez vlastni frekvence zastoupené v modelu. To je napf. situace modelu osobniho
automobilu s piivésem z kap. 553, Zatimco je automobil definovany tuhymi télesy
s pruzné-elastickymi prvky v relativné nizkém pasmu vlastnich frekvenci (napf. pruzné
uloZzena naprava ma vlastni frekvenci cca 10 Hz vlastni frekvence pohybu karoserie
automobilu byvaji viadu 1 Hz), poddany model tazného =zafizeni je v porovnani
s modelem automobilu pfili§ tuhy (nejnizsi vlastni frekvence jsou v fadu kHz). V takovych
piipadech je vhodné fesit multibody model a MKP model oddélené. Za timto Gcelem
existuje v dnedni dob& jiz dosti propracované propojeni mezi nékterymi multibody
programy a MKP softwary (napi. MSC. ADAMS — MSC Marc, atd.).

e) Model prochizi nevhodnou polohou — béhem simulace mize dojit k situaci, kdy se
model dostane do polohy, kdy néktera z vazeb bude prebytetna. Potom se mohou stat
fadky Jacobiho matice piislusné dané vazbé linearn€ zavislé na jinych. To muize zpisobit
komplikace pii vypoctu a jeho nasledné selhani (viz. kap. 5.5.1).

ReSenim miZe byt vtomto piipad® prehodnoceni konfigurace modelu & pouZiti
poddajnych vazeb typu BUSHING (podobné jako v odst. b) ).
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7. Zaver

Vdnesni dobé& dochazi v oblastech komplexniho dynamického vySetfovani
mechanickych systémii k vyznamnym zménam a pokroku v implementact vypocetni
techniky. To pfinadi dfive nebyvalé moznosti modelovat ve virtualnim prostfedi pomérn¢
slozité mechanické systémy, které se mohou skladat z mnoha téles (multibody systémy).
V souvislosti s tim v§ak dochazi €asto k situaci, ze ne viechny takto vytvorené modely jsou
vhodné pro uspéSnou simulaci. Ukazuje se, Ze nékteré problémy jsou v daném
programovém prostiedi snadno fesitelné, jiné Ulohy naopak vyzaduji hlub$i znalosti
programového prostiedi, bez kterych je feSeni problému bud nespravné, popi. se viibec
nezdafi.

Cilem této prace bylo popsat autorovy zku$enosti sieSenim multibody systémi,
analyzovat nékteré problémy a navrhnout vhodné postupy pii tvorb€ modell zajistwicich
uspé$né simulacni feSeni. Podrobné&j$i informace ktémto tématim jsou podany
v kapitolach 4 a 5. Shrnuti nejdtlezité)sich poznatki je piehledné zpracovano v kapitole 6.
PrestoZe se tato prace pievazné zaméfuje na programové prostiedi, které je v dnesni dobé
jednim z nejcastéji vyuzivanych v oblasti multibody simulaci — MSC.ADAMS spoleénosti
MSC Software Inc., jsou mnohé prezentované poznatky obecnéjsiho charakteru a mohou
se uplatnit i v jinych multibody programech.

Kromé vys$e uvedenych poznatkii a doporueni pii tvorbé modelil ve virtualnim
multibody prostiedi byl také navrzen zpuasob, jakym postupovat pii ov€fovani vysledki
simulaci. Byla nazna¢ena kontrola na zakladé porovnani vypoc¢tenych vysledkl pro rizné
modalni vlastnosti pruzného ¢lenu (kap. 5.5.3.2), nebo pomoci simulace zjednoduseného
rovinného modelu v jiném programovém prostiedi (Working Model 2D od stejné
spolednosti) - piiloha P6. Pii ovéfovani vysledki simulaci maji nezastupitelnou ulohu
experimenty a méfeni na realném objektu (kap. 5.5.3.4), nebot poskytuji velmi cenné
informace o skutecnych pomérech daného systému.

Autor se snazil v této praci ukazat, co je béznému uZivateli multibody programti skryto.
Informace zde uvedené se obvykle nevyskytuji ani v manualech, ani v uZivatelskych
piiru¢kach. Z textu této prace a z uvedenych piikladi se ukazuje nesporna dulezitost téchto
informaci a poznatki pri stavbé multibody modeld ve virtualnim prostiedi a pro jejich
uspé$nou simulaci. Lze konstatovat, ze cile vytyCené vuvody této prace byly
ve vymezeném rozsahu splnény.
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P 1 Priklad dvojitého kyvadla

Shriime v tomto pfikladu vSechny teoretické poznatky, které¢ byly popsany v kapitole 3.

Je dan klikovy mechanismus dvojitého kyvadla podle obr. P.1. Klika / je pohanéna
elektromotorem, jehoz silovy ucinek je stiidavé pfepinan tak, aby se pist 3 pohyboval
v dané draze. Kromé silového ucinku elektromotoru ptisobi na mechanismus také odporova
sila F, ktera ma konstantni velikost 1 smér (vodorovny). Mechanismus je téz zatizen
deformacni silou pruziny F,. Ta vymezuje nezadouci viile v ¢epech.

Vypoctéme chovani mechanismu v piipadé, kdy dojde k poruse piepinani elektromotoru
a ten bude pusobit na kliku pouze momentem ve sméru otaceni kliky (pist opusti svoji
drahu). Chovani sledujme v Case 3 s. To odpovida ¢asu dobéhu motoru od okamziku, kdy
¢idlo zjisti poruchu. Hnaci moment dobihajicitho motoru je dan funkci

M) =M, —éMO ¥,

Dale spoctéme Cas, ve kterém dojde k narazu pistu na podlozku. Dany jsou nasledujici
udaje:

I, =05m,

L, =15m,
e=05m,

l, =025 m,

m, = 0.4 kg,
m, =12 kg,

k =2000 Nm”,
F =300 N,
M,=100 Nm.

Obr. P.1 Priklad dvojitého kyvadla.
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Vzhledem ke slozitosti vypoctu zvolme nésledujici zjednoduseni:
a) uvazujme pouze rovinny pohyb mechanismu (tzn. 3 st. volnosti pro téleso
bez vazeb),
b) mechanismus ma 2 st. volnosti (thel ¢, a ¢,) — vyjadfeme vSechny rovnice pouze
v zavislosti na téchto dvou neznamych,
¢) sestavujme pouze pohybové rovnice (tj. bez vypoctu reakénich sil).

Obr. P.2 Rozbor piikladu.

P 1.1 Matematicky popis modelu

Priklad reSme pomoci Lagrangeovych rovnic I. fadu. Za¢néme s feSenim kinematickych
veli¢in. Ty jsou potiebné pro tvorbu pohybovych rovnic.

P 1.1.1 Odvozeni rychlosti

Definujme nejprve antisymetrické matice Sr,, Sr,, S¢,, knim potiebné vektory

r,, r,, ¢, atransforma¢ni matice mezi jednotlivymi soutadnymi systémy $", %



T
r Wt W w Ly »~ b 1
Polohovy vektor tézist¢ ¢lenu 1 ma soufadnice: r, = [E!f, 0, 0] n',

1 T
&lenu 2: r, =[El2,0, 0) n.

Polohovy vektor vazby ¢lenu 2 vii¢i vazbé ¢lenu / ma soufadnice: ¢, = (!J,_, 0, 0)T n'

Pfisludné antisymetrické matice maji dle kap. 3.1.5.1 tvar:

0 0 0 0 0 0
; ; 0 0 0
Sr,=10 0 -——=] Sr,={0 0 —512 a Sq,=|0 0 -
J J 0 I 0

0 EJ‘T 0 0 Elz 0

Transformaéni matice $' je odvozena z nasledujiciho obrazku:

n;‘ ==, cos(90° - q)},) -H, Sil'l(900 - @, ),

7, nl =n,sin(90° - @,) + n, cos(90° - @,).

oy

Zjednodusenim:

)‘_ .
n, = H,sin@, —n, cos @,,

1
ft .
/ } ny =R, CosQ, +n,sing,.
®;

n Z tohoto zapisu plyne transformacni matice:

1
sing, —cosg, 0
Obr. P.3 Transformace LSS 1. ¢lenu do GSS. § —| cos o, sing, 0|

0 0 b

Transforma&ni matice $% vychazi z nasledujiciho obrazku:

n,
’ Obdobnym zplisobem ziskame i matici .$°%:

cos(p, —@,) —sin(@p,—p,) 0

§¥ = sin(@, —¢,)  cos(p,—¢,) 0

0 0 1

n}
"
n2 (p2 - (‘pf

2

Obr. P.4 Transformace LSS 1. ¢lenu do GSS.
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e

Rychlost pohybu tézisté télesa | je dana vztahem (3.25):
v, =y V'{n}. (P.1)
Vektor slozek y uhlové rychlosti Clent mechanismu v globalnim soufadném systému je
¥ =(0,0,0,,0,0,0,-3,) .
Matice V' ma dle kapitoly 3.1.5.1 tvar:

H SrISw . . . -
V= Pk kde € je nulova matice rozméru 3x3.

Po dosazeni nabude matice ¥ tvar;

0 0 0
0 0 —%4
i —ie‘f sin @, é{, cosep, 0
i 0 0 0
0 0 0
0 0 0

a vztah (P.1) pro rychlost v, bude mit hodnotu:
1 1 i
. . . AT .. .
v, =(0,0,¢,,0,0,¢0,-¢,) V'{n}= [_E @, sing,, E“;@"; cos®,, OJ {n}.

Podobnym zplisobem budeme postupovat 1 pfi vypoctu rychlosti »,. I v tomto pfipadé
pouzijeme vztah

v,=yV? {n} : (P2)

Matice V7 ma dle kapitoly 3.1.5.1 nasledujici tvar:

VZ_ qusjw
Sr,8% |
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Po dosazeni do matice V* ziskame:

0 0 0
0 0 -,
-/, sin @, I, cos g, 0
Ve=
0 0 0
0 0 —élz
1, . 1
> 1, sin{@, - ;) Elz cos(@, - ¢;) 0

Z toho plyne vztah pro rychlost v,:
o I, . L
_l;‘?; SIIIQO‘, _E!:J(‘?g _‘:*91)5”1((‘92 _‘:*9;)
. . . T 2 . i . .
v, = (0, 0,¢,,0,0, 9, _493) Ve {n} =1 L, cos g, _313(493 —¢,)cos(¢s — ;) {”} :

0

P 1.1.2 Kontrola spravnosti odvozenych rychlosti

Rychlosti t€zist jednotlivych téles mizeme =ziskat také Casovou derivaci jejich
polohovych vektoril. Dle vy$e uvedeného obrazku lze psat:

T
r = [éc‘f Cos @, é.{, sing,, OJ pro polohovy vektor t&Zi5té télesa 1 a

T
r, = [!f cos@, + %Iz cos{@, —@,), 1, sing, — %Iz sin{@, —@,), 0) pro polohovy vektor
t&215t8 télesa 2.

e

I I '
v, = [_ E 1@, Sing,, Elf@ CoS @, 0] protéleso I a
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.. 1, . L.
_l;‘?; SlIlQO‘, _E!:J(‘?g _QOJ)SIH(‘?Q _‘:*91)

) L, «
v,=| L cose, —312(% —@,)cos(p, —¢,) | protéleso 2.
/]

Po porovnani s vysledky pfedchoziho postupu je zfeymé, ze vypocet probéhl spravng.
V této souvislosti je vhodné také upozomit na naro¢nost jednotlivych postupli. V prvnim
piipadé je vypofet rychlosti pomémé slozitou zalezitosti. Je to oviem dafi obecnosti
pocitatového postupu. S podobnymi pripady se budeme setkavat i dale.

P 1.1.3 Vypocet kinetické energie systému

Dle obrazku P.2 a vztaht v kapitole 3.1.11.1 je kineticka energie dvojitého kyvadla
dana nasledujicim predpisem:
T- é[(w Y 1226 +m, (v,) + (%) I Ra‘;ﬂ, (P3)

kde I je matice setrvatnosti kliky 1 k ose otacent,
I} je matice setrvaénosti ojnice 2 ke svému t&Zigti

R, resp. *w’ jsou dany dle vztahu (3.15):

Uhlové rychlosti
Fo'=x"o'{n}, resp. "0’ =x"w’ {n}.
Vektor zobecnénych soufadnic x” je dan

X =(0,0,¢,,0,0,-¢,)

Zaporné znaménko u uhlové rychlosti @, je dano tim, ze jsme v obrazku zavedh

kladny smér rotace ojnice 2 ve sméru hodinovych ruéicek.

Po sestaveni matice slozek thlovych rychlosti ziskame:

1 0 0
0 1 0
0 0 I 0
o' =(0.0.9,0.0.-6,) | o lnb=| 0 [im},
0 0 0 @i
0 0 0




i 0 0
0 I} 0
0 0 i 0
R 2 - . T
w =(0,0,¢,.00 -0, . n;= f n
(0.0.,.0.0.- ¢,) cosp,  sing, 0 ) o )
; Q=@
—-sing, Ccos¢@, 0
0 0 I}

I zde si miizeme pov$imnout sloZitéjdiho pocitatového zapisu.

Dale je nutné definovat matice setrva¢nosti. Ta ma v obecné podobé pro i-#y &len
mechanismu nasledujici tvar (vztazena k ose otaceni o);

L 1) I
= I,/ 122; 15,
I 1) I

kde diagonalni &leny 7', I..", I, jsou momenty setrvadnosti &lend 7 k osam #), n',, ),
a mimodiagonalni prvky maji vyznam zaporné vzatych deviaénich momentt k pfislu§nym
osam.
Po dosazeni do vztahu (P.3) a ¢aste¢né apraveé ziskdme vyraz;
o . T /o . .
] 0 waqu 0 1;31(‘?’1 - @.)
TzE 0 0123;@ + 0 01331(@_(?:) +
fbf 0133;@ 4’; - @2 0133;(@ _fb:)

2z 2
e I, L ) I, ,
+i, |:( _'Ij‘p; sin ¢y — E'I:((o: - QD;)SIH(Q% - 991)) + [";‘pj COs@; — 333(992 - @;)005(992 - 991)] :|

Po koneéné upraveé nabyva vyraz pro potencialni energii nasledujici tvar:

Y A . 1, o
T=E 1331 &, +E 1332((9;_493) +...
P4

! 2oz gz L (P.4)
ek, I, +;!g (@, —@,) +1L,9,(@, —p,)cos0, |.

P 1.1.4 Tvorba Lagrangeovych rovnic

Pfi sestavovami Lagrangeovych rovnic bychom meli vychazet z definice konkrétniho
systému. V naem piipadé se jednd o mechanismus se dvéma stupmi volnosti, proto
ziskame dve& pohybové rovnice (pro kazdou nenulovou zobecnénou soufadnici jednu). Dale
je vhodné zvazit viechny vngji silové uinky, které na mechanismus pisobi a které konaji
béhem pohybu mechanismu praci. V nasem pfipadé se jedna o silu pruziny Fp, vnéjsi silu
F, a hnaci moment M. Krom¢ toho je mechanismu zatizen 1 gravitatnimi silami kliky a
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gjnice. V piipadé gravitaénich a pruznych sil se jedné o sily konzervativni. Proto je mozné
zahrnout oba tyto silové Géinky do potencialni energie.

My v3ak zvolime postup jiny. S vyhodou vyuzZijeme snadnost sestaveni vztahu pro
potencialni energii danou gravitaCnimi silami. VSechny ostatni silové udinky, tj. véetné
konzervativni sily od pruziny, pievedeme do jednotlivych zobecnénych soufadnic
a umistime je na pravou stranu Lagrangeovych rovnic.

Potencialni energie zahrnujici pisobeni pouze gravitatnich sil je dana nasledujicim
vztahem:

V =Y mg °z,  kde °z, je vertikalni rozdil polohy t&Zi5t& i-tého &lenu a polohy
i=1

t&zisté téhoz ¢lenu v rovnovazné poloze mechanismu, na ktery neptisobi vnéjsi sily.

V nasem piipadé miZeme psat:
, i 1, . i . i .
V=mg (511, +El" sing,)+m.g (513 +/, +1 sing, —513 cos(@, — @, —90°)
a po uprave:

, 1 ) . { )
y =El;m;g (I +sing,)+1m,g (1+Sm€ﬂ;)+332m28 [/ =sin(p, -0)]. (P.3)

P 1.1.5 Zobecnéné silové aéinky

Pii tvorbé zobecnénych silovych (¢inki budeme postupovat podle principu virtualnich
vykond, resp. jeho konkrétngj$i podobou — principem virtualnich praci. Zobecnény silovy
Uéinek pusobici ve smyslu prvni, resp. druhé nenulové zobecnéné soufadnice ¢, , resp. ¢,
od sily pruziny F),, odporové sily I, a hnaciho momentu A£(#) budeme znalit Q,, resp. (2.

Pro O, plati:
Q,6¢,=F, 6x,+F,, 0y, +F -6x,;,+M@)- 59, (P.6)
kde Fy;, resp. F,> je pramét sily F,, do soufadné osy ny, resp. na,
X7y je prumét polohového vektoru tézisté kliky do soufadné osy ny,
& oznacuje variaci pfislusné promeénné.

Po tpravé ziskame pro O; nasledujici vztah:

5 S
%y F, 00 cF O vy, (P.7)
0@ o, o,

Qr=FpJ’



Dle obrazku P 2 plati:

a) souiadnice bodi

ox ) i
x, =1, cosp, +1, cos(e, - ¢,), 5(; ==l sing, +1,sin(p, —@,),
oy
y, =e+lsing, —1,sin(p, — p,), g; =1, cosg, +1, cos(p, — 9,),
!
{
x;, =—I,cose,, %=—ilfsin@f,
2 S, 2

b) priméty sil
F,=k(,-1,) cosc,

Fl
F.=k(l,-1)) sine.
Po dosazeni do (P 7) ziskame:

O, =—k(,—1,)Lcosasing, +k(l,—1))-I,cosc sin(p, — ) +...

. . 1 .
etk =1)-Lsina cosg, +k (1, - 1)1, sina cos(g, _@)_EF"]" sing, + M (1).

Podobné plati 1 proQ,:
0, 60,=F, 8x,+F, -8y, +F, dx;, +M(t)- o0,

a po uprave:
oy

5xp ,
Q"J:Fpi" +Fp7' +Fo .
i é @, T S, oo,

‘é'xﬂ

Po dosazeni vy$e odvozenych vztah a provedeni derivace plati:

Q,=-k{,-1,)I,cosasin(p, —@,)-k({l, —1,)-I,sina cos(g, —@,).
Na zavér je jesté nutné definovat geometrické vazby:

2 2 P x.
Ipzw/xp +y,” apo dosazeni a uprave:

l, = Jlf +12+ 211, c08 o, + e’ + 2el,sin @, — 2el,sin( @, — @,) .

X
o =71 +sign(y,)- arccos l_p a po dosazeni a upravé:
P

l,cos @, +1,cos{(p, — @, )
‘/If + 12+ 21, cos @, + & + 2el, sing, — 2el, sinfo, — ;)

a =7+ sign(y, ) arccos
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P 1.1.6 Sestaveni Lagrangeovych rovnic

Nyni mliZeme pristoupit k vypoctu levé strany Lagrangeovych rovnic- Dle kap. 3.1.11.3
definujeme Lagrangeovu funkei

L=7T-V

Nejprve sestavime pohybovou rovnici pro zobecnénou soufadnici ¢,. Prislusné
derivace Lagrangeovy funkce pro tuto soufadnici jsou:

oL

o

i

) i ) 7. i 2, . ) 1 ) )
[331’@1 +I332(§9; — @, ) +m,l +;m222' (@ _qoz)"‘_?'m:]f]z(@; - @,)Cos @, +
i .
+ Em_,lf!_,(of COs @,
d| oL .. . a4 S 1 o
g(_a@ J :1331'@ +1332(49; — @)+ m,l; @, +;m_,z'_f(qo, —qo_,)+3m2!;!2(qo, -@,)Cosp, —

1 L .. 1 . 1 .
- 3"’2!1!2 (@; —,) @, -sing, +Emz!112‘?91 Ccos@, — Emg!;!z@f @, 8N @, ,

o

1 I
=-——m,gl, cosp, ——m,gl, cos(p, - ¢,}—m,gl, cosp,.
dp, 2 2 e ? ?

Po dosazeni do vztahu (3.33) nabude pohybova rovnice nasledujiciho tvaru:

¢,[133’ +1.7+myl} +§m_,l_f +m,l 1, cos ¢2J+¢2 [—1333 —f’jmzl_f —ém?f;@ cosqo2]+...
T — ~ T ~
A(g.) Blo.)

o Co ! ]
...+Emgh-’-g¢z sin g, — L@, @, sin @, +Em;glf COS ¢, +Em_,gl_, cos(¢, — ;) +m, gl cosp, =0,
AN

g J
S INION R
Po zjednoduseni zapisu:
Alp.) ¢, + B(g,) ¢, +C(9,.0:.9,,0,)=0,(0,,9). (P.8)

Nyni sestavime podobnym zpisobem pohybovou rovnici pro zobecnénou soufadnici
@, . Nejprve vyjadiime piislusn¢ denivace:

oL ) ) i 5. . 1 )

a@ = _I332(qof _Wz)_:mzzz (‘:‘91 _(‘92)_3’”23112@1 CosQ,,

d| oL EPIVE i s i . ¥y L
E(g}z_}rss (@ _992)_:"7315(@ _¢z)_jm3"f"2¢; cos ¢, +Em21112(9; @, S P,
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oL 1 L o Fi
— = —Emz!;fz‘?; (¢, —@,)sing, + 3’"9832 cos(@, — ;).

oo,
Po dosazeni:
@1[_ 133-7 - imzlzz - %mziflz COSQ’:] + @2[1332 + émzlzz] + émzlflngf sin @, —
Dip,) E _Emsglz cos(p, —@,)=0,.
F(@b@j‘n@f)
Zjednodusenim:
Dig,) ¢, +E@, + Flo,,0.,0,) = 0,{(0,,¢,) (P.9)

Vztahy (P.8) a (P.9) tvoii soustavu dvou diferencialnich rovnic druhého tadu pro dvé
nezname.

P 1.2 ReSeni prikladu v programovém prostiedi MathCAD

Toto prostiedi bylo pro nase potieby vybrano z diivodu jeho piehlednosti a nazornosti
{(viz vysvétleni v kapitole 3.1.12).

V prostiedi MathCAD je pro fedeni soustavy diferencialnich rovnic implementovana
mimo jiné Runge-Kuttova metoda ¢tvrtého fadu (viz piiloha P2). Tuto metodu je mozné
pouzit bud s pevaym nebo proménnym krokem vypoctu. My se piidrzime kroku pevného,
nebot’ pro nase ucely je to dostacujici. V MathCADu je tato metoda pod prikazem rkfixed.

Dale Runge-Kuttova metoda prepoklada diferencialni rovnice pouze prvniho fadu.

Proto je tieba nyni pfevést vyse uvedenou soustavu dvou diferencialnich rovnic druhého
fadu na soustavu ¢ty diferencialnich rovnic prvého fadu. Ze dvou neznamych ¢, a ¢,

proto ziskame neznamé Ctyii. Oznadime je x; , kde 7 = 0...3. Tyto neznamé budeme
zapisovat zjednodusden€ jako slozky vektoru x.

Xo Xy =@y,
X X, =@,
x=1Y kde T (P.10)
Xy X, =@,
X3 X =@,

Po prepsani soustavy (P.10) na soustavu prvniho fadu ziskame:

X, =@
A(x)- %, + B(x)- %, + C(x) = 0,(x) (P.11)
X; = @, |

D(x) %, +E ¥, +F(x)=0,(x).
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Vzhledem k tomu, ze pii zapisu piikazu rkfixed je vyzadovan vektor prvnich derivaci
neznamych, je tieba tyto derivace z vySe uvedenych vztahl vyjadiit. V piipadé denvaci
neznamych x, a x, takto ucinime z prvni a tfeti rovnice soustavy (P.11); x, = x,
a ¥, = x,. Derivace zbyvajicich neznamych x, a x, je nutné spofitat z druhé a Ctvrté
rovnice soustavy (P.11):

A(x)-x, + B{x} - x;, + C(x) = 0,(x)
D(x)-x, + £E-%, + F(x)=0,(x)

Dix)

:Q*’(x)_c(x)_Qz(x)_F(x)_A(x)[Qj(x)_C(x)]B(x)
YOA(x)  A(x) E—D(x)B(x) A(x)
Afx )
_ _D(x) _
. :Qg(x) F(x) A(x)[Q;(x) C(x)]B(x)l
3 E-20 gy Afx)
Alx)

Nyni uz mizeme pfistoupit k samotnému vypoctu. Vypis programu je uveden na dalsi
strané.
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Zaddani vstupnich parcameitrii:

Iy = 0.5m Iy = 0.25:m g = 9.80665.ms
Iy = 1.5m ko= 250 Mom |

my = 04kg F, = 300N

my = 12kg Mg = 50 H-m

¢=05m M) = Mg - %‘Mo-t

Definice peametrickych vazeb:

1) = \/112 + 157 + 2yl cos(xg) + € + 2.1y sin(xg) — 221y sin{x; — 0

4 -cos(:xgj‘ = 12-005(;2!2 - XEI]J

1)

alx) =T+ sigm:"c +14 sm(xufl - 12-3inli:x2 - xu))-acos[

V¥padet hmotnastnich charakieristik:

a) moment setrvadnosti Slenw 1 k ose nl

AR
1 1. ¥
]:33] = E'm]-llz + ml[EIIJ ]:33] = 333 10_2kgm2
b) moment setrvadnaosti dlenu 2 k ose mg i
Lizo = g L2 s, %
332 < 12‘m2‘ 2 I35 =225x 10 "kgm

Definice substitucnich flenii:

Alx) = 1331 =+ I332 2 mzvll2 + %'mzlzz + mzvll-lzvcos(xg)

"

) 1 2 1 -
B(X:l = —]:332— 1 m212 - E m21] 12-1305()(2)

1 ; . 1 .
Clx) = —mylylyr ;23 smlz;) + E‘mE‘ll o33 )zlsinllle + E‘ml‘g‘ll -cos(xg)t

-I-%,mz,g,]z.cos( 3 —x)+ m2-g-11'005|‘::X0:]
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1 7 1 :
D(X) = —1332 e Zmzlz i E-m2-11-12-005|‘2'.2’l
: 1 2

1 o o1 . ,
F(x) = §'m2'11'12'(xl )z-sinl,}{g) - E-mz-g-lz-cos(xg—xuj

Definice zobecnénych silovich dcinki:

Q10 = —k (L, - Iy) cosl () 1y-sin(z) + k(4,60 ~ o) cosl cu(m)) 1y sin(x -z ) +

e (L@ - 1) sinl et (x) )1y -cos xp) + L INGEN sinl ee(x) )y cos(xy — %) — %‘Fo-ll sin( =g ) + M(D)
Q) = -k (L, -1y cos{ () Ly-sin(x - m) - ke (1, () — I ) -sinl e () ) 1y-cos(x — xq)

Vipocet seustavy Etyi diferencidinich rovnic proniho Fidu:

a) definice paddtefnich podminek:

(o

4

PP = 0
2.5%4
. 0

b) definice vekioru pronich derivact:

£l

Lixl, _

Ql(x) _ C(x) B A 'Q1(X) Clx |

Alx) A= B @-B .
Alx)

Qo® -F® - B(x)

AR

PD(t,%) =

=3

Q) — E(s) - % Qi - C) |

_ D
G o |
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c) viasini vipodet Runge-Kutiovou metodou stvricho Fadu:

7 = rkfized(PP,0,3,1000,PD)

d) vipis vyslediclh a pFevod tikitt na siuprsd:

cas = Z w

pl =2 {180
T

wl =2 &

Q2 =2 @ 1%
T

e =ik (4

Nyni pro nazornost uved'me grafické znazornéni vysledk vypocétu. Na nasledujicich
grafech je zachycen pribéh zmény Ghll @, a @, v zavislosti na Case.

60 2 T T T T T
|| |
iy i
| .II |I
L/ llﬁ‘.}lfl Il‘ |'|I H‘.J Il '\'I f,—\ll
40 ILU.'I llril .’II '1" I.'ll h '_‘.II lllr‘\l = =
W |¥,' '|‘ }lla I". / |II llll \II & :
qﬂ LV I|I |'I L “.} I.l'r '5' A
- v YW AP
IlJ ¥,
0 | | | 1 |
0 0.3 1 1.5 2 2 3
cas
180 T T T T T
AN N
S gl TR fa <
160 {f e =it | ' / \ - ~
2 / - I|I / R }II \| [N f'f | Fa
"G "‘,J'I N ||II HJI I‘-|I |} I'\‘ ‘rr"‘l II|
140 - T
wt
l l | | l
i 03 q 15 7 23 3
cas
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Abychom mohli odpovédét na otazku, kdy dojde k narazu pistu na okolni podlozku,
musime vykreslit také pribéh soufadnice y, v zavislosti na Case

i=0.999
Topoc, = e +1y sin( PPy - lz-sin[:PPg - PEy)

7, = e+ 1y sinl Z W) _ysnlz @z W)

-0.4 T T T T T
Y ! " &
i ' N |
/ ".Il I|r [ {JI "4| |'II |'|| fﬂ' |I| I| .'nl'l
_D 5 |— I,l ! | | —
o FE IR TR T4 /% \ [
—_— |III \ J'I v ! II l\ [ / || ! I\
I . | | J |
Yppoe / o II| |'|I H Jll ¥ | ) ’ ‘. .'II |I &
-6 = ! II| T, \ |'[ I |' 'll i Il ||
- \/ \ f \/ ]
: W W/ ol )
07 L | ! | Y
0 050774 1 1.5 2 25 3
cas

Z grafu plyne, ze pist na podlozku narazi v ¢ase 0.774 s, nebot' tehdy bude jeho
vypoétena poloha niZe, nez je umisténi podlozky (modry pribéh v grafu). Je ziejmé, ze

od této doby jiz grafické prubéhy nebudou platit, nebot ve vypoltu neni zahrnut zadny
kontakt mezi pistem a podlozkou.

Tento piiklad ma ukdzat mozné pouziti teoretického aparatu uvedeného v kapitole 2.

Nutno poznamenat, ze uvedené vypocty probihaji v pirevazné Casti softwari skryté, aniz by
do nich mohl uzivatel jakkoliv zasahnout.
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P 2 Integra¢ni metody pouzité v systému MSC.ADAMS

V dalsim textu si budeme viimat zejm. t&ch metod, které jsou pouZivany pii feseni
mechanickych systému v prostiedi MSC ADAMS. Vypis integraénich metod a jejich
vlastnosti je ve vétsin€ piipadil proveden s vyuZitim zdrojd [7], [8] a [9].

P 2.1 Redeni obyv¢ejné diferencialni rovnice

Driive nez piistoupime k soustavam diferencialnich rovnic, vysvétleme si zakladni
pouzivané metody na jednoduché diferencialni rovnici prvniho fadu.

P 2.1.1 Jednokrokové integraéni metody

Vtomto odstavci se budeme zabyvat pouze metodami explicitnimi. Jednokrokové
implicitni metody disponuji sice urlitymi vyhodami, ale vzhledem k jejich pracnosti se
pouzivaji jen velmi zfidka.

Meéjme diferencialni rovnici tvaru

y' = flx.y) (P2.1a)

s pocatecni podminkou

¥{x,) = 1, kde x, je krajni bod intervalu feseni {a,5}, 4. x, = a. (P2.1b)
Obecna jednokrokova metoda pro feleni této rovnice lze nejjednoduseji vyjadiit
vztahem
yn+1 = yn + h¢(xn!yn’h)? (P22)
kde y, ., je piiblizné fedeni dané diferencialni rovnice v bodé€ x, _,,
y,ax, jsou veliéiny znamé z predchoziho kroku,
h je integracni krok,

(é(xn Vo h) je funkce zavisla na pravé strané rovnice (P2.1).

Je-li y,,, pouze piibliznym FeSenim rovnice, miiZeme vyjadiit miru jeho pfibliZzeni
k presnému fedeni v daném bodé€. Definyyme tzv. lokalni diskretizaéni chybu, ktera bude
dana vyrazem

L{y{x).h) = ylx + h) = y{x) = h £, plx)),

kde y(x) zna&i presné feseni problému (P2.1) v bodé x.

Lokalni diskretizaéni chyba je tedy na zakladé vyse uvedeného vztahu rovna chybé,
kterou se dopustime v jednom kroku fedeni rovnice (P2.1) pii pouziti ptiblizného ptedpisu
(P22).
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Na zakladé znalosti lokalni diskretizaéni chyby mizeme definovat také celkovou chybu
feseni, ktera je rovna souétu lokalnich diskretizaénich chyb.

Nyni mizeme definovat daldi dileZity parametr — fad metody. Radem metody nazveme
pfirozené Cislo p, které spliuje podminku:

L{y(x).h) < K h**!,

kde X je libovolna konstanta.

Z piedchoziho vztahu plyne, Ze fad metody pfimo zavisi na dané diferencialni rovnici,
resp. na hladkosti jejiho fedeni. Neni-li feSeni dostate¢né hladké (tzn., je-li napi. jiz druha
derivace nespojitd), nemusi mit pouzitd metoda fad ani 1, zatimco v pfipadé hladkého
feseni miiZe byt fad nékolikanasobné vyssi.

Lze dokazat, ze kazda metoda fadu p > 7 je pro dostateéné maly integraéni krok
h konvergentni. V praxi je viak snaha vyhnout se pouzivani pfili§ malého kroku, nebot’

takovyto krok velmi zhorSuje ekonomiu vypoctu. Proto v souvislosti s jednokrokovymi
metodami hovofime také o intervalu absolutni stability. Jedna se o interval, ve kterém

%
by mél lezet sou¢in #4, kde 1 je odhad pro derivaci i Tim je zaru€eno, Ze béhem

¥

vypoctu nedojde k pfilisnému nascitani lokalnich diskretiza¢nich chyb.

P 2. 1. 1.1 Rungovy-Kuttovy metody

Jedna se jedny z nejpouzivanéjsich jednokrokovych metod. Funkce (é(x, ¥, h) se bere

ve tvaru

Hx. y. )= whk, +wk, +...+wk
kde k, = f(x,y)

LR

-1
k, = f[x+o:f.h,y+h2ﬁg.kjj, i=23..5.

7=1
a,, B, jsou volené koeficienty.

Vyhodou této metody je fakt, ze k vypoctu hodnoty funkce ¢ neni tieba poéitat zadnou
derivaci. Sta¢i uréit hodnoty pravé strany diferencialni rovnice v s bodech.

V zavislosti na ¢isle s uréuyjeme fad metody p. Obecné plati, Ze ¢im vice hodnot pravé
strany rovnice pocitame (fj. ¢im vétsi je s), tim vétsiho fadu dosahneme. Tato zavislost je
v3ak linearni s konstantou imérnosti 1 pouze do Cislas=4. Pros=5az7jefadp=s-1
apro s> 7 je p =5 — 2 Ztéto skuteCnosti vyplyva, Ze v podstaté nejpouzivané]si
Rungovy-Kuttovy metody jsou fadu prvniho az ¢tvrtého, nebot’ dale jiZ roste fad metody
pomaleji, nez je potiebny poéet funkénich hodnot.
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Volba koeficientli «,, 5, se voli tak, aby méla metoda pozadovany tad p. Dalsim
pozadavkem na volbu téchto koeficientil je skuteCnost, aby méla metoda pro dany fad

maximalni interval absolutni stability. Tato skutecnost se vSak uplatni pouze u metod fadu
p =35, nebot interval stability metod niz§iho fadu neni zavisly na volbé koeficientl

sy s

Tab. P2.1 Intervaly stability Rungovych-Kuttovych metod.

rad interval stability
p=1 (-20)
p=2 (-20)
D—3 (-251,0)
p=4 (- 2.78,0)

Z nejznaméjsich Rungovych-Kuttovych metod uved'me metodu ¢tvrtého fadu dle vzahu
(P2.3):

Worq ey 7 éh(kf + 2k, + 2k; + k4),
kf (f(xn’yn)'

1 1
k. =flx +~hy +—hk, |,
2 f[n 2 yn 2 I]

r ¥
k, = flx, +=hy, +—hk, |,
3 (f[ n 2 y; 2 _,]

kJ = f(xn +h’yn +hk3)

V prostiedi MSC.ADAMS neni implementovana pfimo Rungova-Kuttova metoda
ve vySe uvedeném smyslu, nybrz tzv. Rungova-Kuttova-Fehlbergova metoda, ktera
urCitym zptsobem Rungovy-Kuttovy metody rozsituje. Toto rozsifeni spoCiva v tom, Ze
b&hem jednoho kroku jsou pocitany dvé hodnoty funkce (é(x, y, h), a to pouzitim stejnych
k,, kde i = 1 az 6. Jejich vhodnou kombinaci dostaneme jak metodu ¢tvrtého radu, tak
metodu pateho fadu. Z nich plynouci odhady feSeni diferencialni rovnice y,., pro Ctvrty
tad a y. , pro paty fad jsou porovnany a na zaklad® zjiténé shody je zvolen integradni
krok pro dalsi vypocet. Mohou nastat tfi pfipady:

a) hodnoty jsou prilis rozdilné (vice, nez je stanovend chybova tolerance)

= integraéni krok je zmen3en a hodnoty y, , a y.., jsou vypolteny znovu,
b) rozdil je blizko stanovené chybové toleranci a vyhovuje

= integracni krok se neméni, vypocet pokracuje dalsim krokem,
¢) rozdil je hluboko pod stanovenou chybovou toleranci

= integracni krok se zvysi, vypocet pokracuje dalsim krokem.
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Nasleduje priklad algoritmu Rungovy-Kuttovy-Fehlbergovy metody:
25, 1408, 2197, 1 )

4

4. fad: =y +h 4
Vet =¥ [216" 2565 ° 4104 57

5.fad: y. =y"+h[ /6 k,+ 666 k3+2_85mF kd—_ik5+i_k6}
133 12825 50430 50 55
kde kl‘ :f(xn’yn)J
1 1
k.= flx +=h vy +—k, |,
2 f[ "ty Y p 1].
3 3 9
k,=f|x +=hy +—k +—k, |,
3 j[ " 8 yﬂ 32 ! 32 2]
12 1932 7200 7296
k,=flx +—hy + k, — k,+ k.|,
‘ f[ st 107 T 21975 5007 3)
139 3680 845
k.=flx +hy +—k -8k, + k., - k|,
5 f[ n Y 576 2213 T 04 ;).

{ 8 3544, 1859 11
k.= flx +=hy ——k +2k -k, + ELY/
i f[" 2 T T T s S 04 T 10 5)

Porovnanim obou odhadi dle nasledujiciho vztahu vypolteme Cislo 5. Novy integra¢ni
krok bude potom roven stavajicimu kroku vynasobenému konstantou s

gh,, .

_ _ sty

hno‘gn': - hs.mtj" 8= hsi‘(rtj" 7 5 * »
Yorr = Vnii

kde ¢ je zadana chybova tolerance.

Upozornéme viak, Zze se jednd o metodu explicitni, tzn., Ze vzhledem ke koneéné
velikosti integratniho kroku je interval absolutni stability této metody omezen. MiiZe se

proto stat, ze v zavislosti na ¢isle 4 {odhadu % ) bude souéin 24 mimo oblast absolutni
y

stability a feseni nebude nekonvergovat k cili.

Metoda Rungova-Kutta-Fehlbergova neni pfili§ vhodna pro ,stiff* systémy (viz
kap. 3.2.1). Jeji vvhodou je to, Ze neni tieba béhem feeni pocitat zadné derivace. Uréuje se
pouze hodnota pravé strany v n€kolika bodech (v zavislosti na fadu metody — viz tab.
P21). Zejm. ztohoto hlediska je metoda Runge-Kutta-Fehlberg pro vétsinu uloh
pomalejsi.

P 2.1.2 Vicekrokové integracni metody

Jak jiz plyne z ndzvu, jedna se o metody, které pro stanoveni neznamé hodnoty y, ,,

véase t+h vyuZivaji nejen hodnot y,  zpiedchoziho kroku, ale také zkroki
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Y, 2 ¥, sy ¥, To ma svoji vyhodu zejm. pii odhadu pfiblizného feseni y, , ,
protoze je tento odhad zalozen na vice informacich o pfedchozim chovani funkce.

Obecny vztah pro k-krokovou metodu je dan vzorcem:
k k
DY =Y Befone s (P2.3)
v=f} r=0

kde «,.p, jsoukonstantni hodnoty, piiCemz predpokladame, ze ¢, =/ a ¢, a 53,
nejsou zaroven rovny 0,
fo..  Jefunkéni hodnota f(x . .y .. /.
h je integra¢ni krok.

V zavislosti na hodnot¢ [, rozlisujeme, zda se jedna o metodu explicitni nebo
implicitni. Je-li 5, =0, je hodnota y,,, ve vztahu (P2.3) jednoznané€ uréena pouze
na zakladé znalosti ¢isel y,,y,.,....,¥,.,, V takovémto piipadé se jedna o metodu
explicitni. V opaéném piipadé je nutné hodnotu y, ,, urit ze vztahu (P2.3) iterativné
a metoda je implicitni. I pfes skute¢nost, ze implicitni metody jsou naro¢néjsi na pocet
provedenych vypocetnich operaci mizeme konstatovat, ze maji Casto daleko priznivéjsi
vlastnosti nez metody explicitni (pfesnost, stabilita, atd.). Z tohoto divodu je
napi. v softwaru MSC. ADAMS integrovana pouze jedna explicitni metoda vzhledem
k Sesti metodam implicitnim.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o metody vicekrokové, je ziejmé, Ze pied zapoCetim
vypottu je tfeba znat nejen hodnotu pocateéni podminky v pfedeSlém bodé€, ale
v piedeslych nékolika bodech vypoétu. Ktomuto UCelu se pievazné pouzivaji
jednokrokové explicitni metody. Nyni uvedeme piiklady implicitnich metod.

P 2.1.2.1 Adamsova-Bashforthova metoda

Adamsova-Bashforthova metoda je dana vztahem

k-1

yn+k = yn+k—f +hz Jvmvm.f;&k—f » (P24)
m=0
kde koeficienty y,, jsou dany rekurentnim vztahem Z ! ; ¥, =4 prom =01, ..., napf.
v+
R R N R/
Tomh Ty BTy BT T T T

operator V je operatorem diference zpét aje dan Vf(x)=f (x) -f (x— h) .
k-ta diference zpét je dana V* f (x) = V" f (x)-V"™' f(x—h).
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Jak je patrné ze vztahu (P2.4), jedna se o metodu explicitni. Zajimejme se nyni o jeji
interval absolutni stability. Ozname jej («,0), kde hodnota krajniho bodu intervalu o

je pro Adamsovu-Bashforthovu metodu dana nasledujici tabulkou

Tab. P2.2 Interval absolutni stability Adams-Bashforthovy metody

rad o
a2 -1
6
— 3 —
p 11
3
— 4 -
p 10

Z tabulky P2.2 je patrné, Ze interval absolutni stability této metody neni nikterak velky.
Tato nepiijemna vlastnost je plné v souladu s vySe uvedenym tvrzenim, ze explicitni
metody se jako samostatné v praxi pouzivaji jen zfidka. I v prostredi MSC.ADAMS slouzi
tato metoda pouze k odhadu pfiblizného feSeni v metodach prediktor-korektor (viz dale).
Adams-Bashforthova metoda je fadu 4.

P 2.1.2.2 Adamsova-Moultonova metoda

Tato metoda je zalozena na podobném vztahu jako metoda Adamsova-Bashforthova:

k
yn+k = yn+k—f T hz }/mvm(f;&k bl (P2 5)

mi=0

kde koeficienty 7, jsou definovany nasledovné:

* i 1 e

=i, —vy, =0 prom=12, . , napf.

Y Zﬂvﬂ,m p p
S S NS NS L A
NET ET BT Ty Vim0 MG

Ze vztahu (P2.5) je zfeymé, ze Adamsova-Moultonova metoda ma implicitni charakter.
Vénujme se nyni opét intervalu absolutni stability této metody. V nasledujici tabulce jsou
uvedeny krajni hodnoty a tohoto intervalu v zavislosti na fadu metody p.

Tab. P2.3 Interval absolutni stability Adams-Moultonovy metody.

rad a
o= —o0
2 -6
p=4 -3
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Jak je patrné z pfedchozi tabulky, tato metoda ma mnohem vét§i absolutni interval
stability nez metoda Adamsova-Bashforthova. Pii fadu metody p = 2 mohou dokonce
hodnoty soucinu /- A leZzet na celé zaporné poloose, tzn., ze at zvolime jakykoliv krok,
¢ at je zdrojova diferencialni rovnice reprezentovana jakymkoliv vliastnim &islem 4, bude
feSeni vzdy stabilni a tedy konvergovat ke kone¢né hodnoté. Kromé toho maji Adamsovy-
Moultonovy metody fad p = k + I, tedy o jedniCku vy$si, nez Adamsovy-Bashforthovy
metody. Tyto vyhody jsou oviem do jisté miry vykoupeny implicitnosti této metody.

P 2.1.2.3 Metody prediktor-korektor

Snahou téchto metod je do jisté miry snizit hlavni nevyhody implicitni metody (tj. zejm.
pracnost vypoétu) pii zachovani viech jejich vyse uvedenych vyhod. Kazdy krok implicitni
k krokové metody vyzaduje iterativni feSeni hodnoty y, ., . PoCet potiebnych iteraci je silné

zavisly na presnosti odhadu pocate¢ni hodnoty y(o}

n+k

K jeho zvy3eni, a tedy ke sniZeni

{9)

poctu iteraci dosp€jeme tak, Ze pro stanoveni pocatecniho odhadu y,, pouzijeme

vhodnou explicitni metodu.

Témér ve viech svétovych literaturach se v souvislosti s metodami prediktor-korektor
pouziva stejné oznaleni jednotlivych fazi vypoltu pismeny P (prediction), £ (evaliation)
a C (correction). Tyto faze znamenaji po fadé odhad hodnoty ')

x> Yypocet pravé strany
diferencialni rovnice pro s-fou iteraci f, (s)

a korekci odhadu y, . , t1. vypocet hodnoty

As)
n+k
o1 (nova iterace).

Zplsob vypoctu odhadu priblizného feSeni yf,’f). lze schematicky zapsat jako

P(EC)"E, kde m je poSet iteraci potfebny ke splnéni podminky dané maximalni

S

yr —ym | <& Nevyhodou tohoto zplisobu vypottu je fakt, Ze

pfipustnou chybou &, t.

pfedem nevime, kolik iteraci bude tieba k dosazeni vyie uvedené podminky. Ovsem
naopak nespornou vyhodou tohoto postupu je nezavislost hodnoty piiblizného feseni 3"}

na pocatecni aproximaci, tzn,, Ze lokalni chyba 1 charakter stability jsou uréeny pouze
korektorem.

Tato skute¢nost je svyhodou vyuzita v prostiedi MSC.ADAMS. Zde dvojici
prediktor-korektor tvoti Adams-Bashforthova a Adams-Moultonova metodou téhoz fadu.
Lokalni chyba a charakter stability jsou proto uréeny Adams-Moultonovou metodou.
To je pro nas vyznamnou vyhodou, nebot v kap. P 2.1.2.2 jsme uvedli, Ze stabilita
Adamsovych-Moultonovych metod je pomémé vysoka a pro druhy fad dokonce oblast
stability obsahuje celou zapornou poloosu.
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P 2.1.2.4 Metody zalolené na zpéné derivaci (BDF metody)

Tyto metody jsou obzvlaste vhodné pro silné tlumené (,stiff*) systémy. Jedna se
o vicekrokové metody. Obecné je lze shrnout ve vztahu

k
yn+f =Zal‘ yn—l'ﬂ’ +hﬁﬂ fn+f - (P2‘6)

v=}
Tento vztah lze vyjadiit i zplisobem pouzitym v kap. P 2.1.2.1 (pomoci diference zpét)
nasledovné:
Koy
~ FV' Vori =0 By Frus-

i

Oba vztahy jsou vyjadienim pro implicitni BDF metodu. Kazda implicitni BDF metoda
je pro k <6 tad stabilni. Explicitni BDF metody se v podstaté nepouzivaji. Jejich stabilita
je zaru¢ena pouze do fadu k=2

Uved'me nyni pfiklad zapisu BDF metody 1. a 2. fadu:

k=1: y.,=y,+hf,. ... tzv.implicitni Eulerova metoda,
2

4 1
k=2 Virr = E.,V,, _E.yn—f +§hfn+f'

Vyhodou BDF metod je skute¢nost, Ze nepouzivaji derivaci z minulych krokdi. BDF
metody se vétSinou pouzivaji s proménnym fadem. Typickou aplikaci BDF jsou metody
s tzv. kvazi-konstantni délka integracniho kroku. V takovych pfipadech je po stanoveni
délky kroku tato hodnota co nejdéle brana jako konstantni, dokud nedojde k nutnosti tuto
hodnotu ménit.

2.2 Reseni soustav diferencialnich rovnic

Véechny doposud zminéné metody byly popsany pro jednu diferencialni rovnici
prvniho fadu (P2 1a}) a pocateéni podminku (P2.1b). Pfi vypoétu multibody simulaci se ale
pfedevsim setkavame se soustavou diferencialnich rovnic 2. fadu (pohybové rovnice)
doplnénou o rovnice algebraické (rovnice vazeb). Pii feSeni soustavy diferencialnich
rovnic prede§lymi metodami je nezbytné nutné tuto soustavu prevést na soustavu 1. fadu.
Toho docilime zavedenim dalSich proménnych, které jsou rovny prvnim derivacim
neznamé hodnoty (viz pfiklad v pfiloze P1). Tato soustava potom nabyva tvaru

y'=f(xy) (P2.7)

Postup pfi feSeni soustavy prvniho fadu je potom podobny postupu feSeni diferencialni
rovnice prvniho fadu. U vySe uvedenych metod sta¢i vétSinou jen piedpokladat, ze y,
a f, jsoum-dimenzionalni vektory.

P2-8



P 2.2.1. Stabilita metod

Rozdilnosti v3ak pfichazi pfi posuzovani problematiky stability metody. Sou¢in #- A

R " . . 15
zde jiz neni mozné dale akceptovat. Je to z toho diivodu, ze 4 byl odhad derivace %
8,
pravé strany diferencialni rovnice. Zde je rovnic vice, proto roli ¢isla A pfevezmou vlastni

¢isla Jacobiovy matice J, kterou jsme zminili jiz v kapitole 3.2.1.

Vzhledem k tomu, ze Jacobiova matice obsahuje m vlastnich &isel, nebudeme jiz mluvit
o intervalu stability, ale o oblasti stability. Pro definici oblasti stability je nezbytné zavést
nasledwici:
- uvazyyme linearni k-krokovou metodu

& &
DAY =t B S (P 2.8)
v=f v=f

- definyyme po fade tzv. prvni, druhy a tieti charakteristicky polynom vztahy

3 i
pC)=2al a(v)=2 B an(v)=p(v)-zo(v),

kde zje komplexni ¢&islo. Oblast absolutni stability konkrétni metody je potom
definovana jako mnozina viech komplexnich Cisel z, pro které plati, Ze vsechny kofeny
polynomu 7z(v ) spliiyji podminku |§ f.| < 1. Oblast stability je tedy ohrani¢ena plocha v levé

poloroviné komplexni roviny. Ma-li byt pouzitd metoda pro fedeni dané soustavy
diferencialnich rovnic stabilni, je proto tieba, aby vSechny souciny /-4 (proi=1...m)

lezely v oblasti stability.

V souvislosti se stabilitou definuyyme dalsi, Casto pouzivané pojmy. Prvnim z nich je
tzv. A-stabilita. A-stabilni metoda je takova, jejiz oblast stability obsahuje celou levou
polorovinu komplexni roviny. Proto je-li metoda A-stabilni, znamena to, Ze jeji stabilita
nikterak nezavisi na velikosti integra¢niho kroku, nebot’ souciny /-2, budou vzdy lezet
ve stabilni oblasti. A to 1 v pfipadé silné tlumenych systému, kde je maximalni vlastni islo
velmi vysoké.

A-stabilita v8ak klade na integra¢ni metodu znaéné vysoké naroky. Proto byl zaveden
jiny pojem, a to A{g)-stabilita. Tuto podminku spliuji vSechny metody, které jsou stabilni
alespoii ve vyseci levé poloroviny komplexni roviny se stiedem v pocatku. Plesnéji je

A(o)-stabilni metoda definovana tak, Ze jeji oblast stability obsahuje nekoneény uhel
U,=4z;—a<r—argz<a}. A(a)stabilni metoda je i A-stabilni metodou pro uhel

a=—.
2
Zustafime jesté chvilku u A-stabilni metody. Jak jsme jiz vySe uvedli, je u této metody
zaru¢ena konvergence bez ohledu na velikost integraéniho kroku 1 pro silné tlumené
soustavy. Jesté jsme viak nic nefekli o rychlosti této konvergence. MiiZe se stat, Ze metoda

w

sice bude konvergovat, ale pozadovaného piiblizeni k presnému feSeni dosahne az

P2-9



po velmi dlouhém ¢ase. Abychom rozlisili mezi takovymi metodami a metodami rychle
konvergujicimi, zavedeme jesté jeden zprisfiyjici pojem tzv. L.stability.

Piedpokladejme modelovou diferencialni rovnici y' =2y, kde A je komplexni Eislo
spliujici podminku Re A < 0 (lezi v intervalu absolutni stability). Pfiblizné feseni této
diferencialni rovnice lze obecné zapsat

y, =R"(2) ¥a), (P2.9)

kde R je racionalni funkce aproximujici funkci e* a z=#%- 4.
Pozadavek A-stability v tomto pfipadé znamena, ze |R{(z) < 1. U pomalu konvergujicich
funkei se muze stat, Ze pro nepfiznivé podminky typu Rez — —oo muze dojit k situact,
v niZ R(z) — 1. To je velmi nepfiznivé pro rychlost konvergence. Proto zavadime pojem

tzv. L-stability. Pfislu§nou metodu nazveme L-stabilni, je-li A-stabilni a zaroven splfiuje
podminku, Ze pro Rez — —wje R(z) -0

P 2.2.2 Newtonova metoda

Pii fedeni soustavy diferencidlnich rovnic A-krokovou metodou narazime diive &1
pozdéji na problém fesit obecné nelinearni soustavu typu

) i
Vi + 2 A Y =1 B, for, =0, kde 0 je nulovy vektor, (P2.10)
v=0

=

Vzhledem k tomu, Ze hodnoty v piedchozich krocich jsou jiZ znamy, miZeme vztah
X103 piepsat do tvaru

k
V., tc—- hz B.f... =0, kde ¢ jekonstantni vektor.

v=f
Obecné lze vyrazy na levé strané pifedchoziho vztahu zapsat jako funkci neznamé
y i :
g(ypu)=0 (P2.11)

Jedna-li se o silné tlumenou soustavu, je pouziti klasickych postupli metod
prediktor-korektor (napt. P(EC)” E ) znaéné nevyhodné. Je to z toho diivodu, Ze takovyto
zpasob vypoétu znacné méni oblast stability uzité metody a klade neamérné naroky
na velikost integracniho kroku. Proto se pro feSeni soustavy (P2.11)) pouziva Newtonova
metoda, ktera je definovana podle nasledujiciho predpisu

81 i 51 i
a;yi : (#%) - ﬁ(yiﬂ;,)
Vo = ik - : : g(rik) (P2.12)
;;i (5) - aizk (»i)
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Newtonova metoda je vyhodna tim, Ze ve vétSin€ pripadl konverguje k cili, aniz by
bylo tieba vyrazné omezovat velikost integracniho kroku. Ovsem jistou nevyhodou této
metody je zna¢ny pocet vypocetnich, které zpisobuje vypocet Jakobianu a jeho inverze
v kazdé iteraci. Tento problém lze astené fedit tzv. quasi Newtonovou metodou, ktera
nepocita hodnotu Jakobianu a jeho inverze v kazdé¢ iteraci.

P 2.3. Nové metody prostiedi MSC. ADAMS - Newmarkova HHT metoda

Doposud jsme se sezndmili s metodami, které dokazi fesit diferencialni rovnice prvniho
fadu. Jestlize bychom chtéli vyse uvedenymi metodami fesit problém druhého a vyssiho
fadu, bylo by nutné nejprve tento problém popsat soustavou rovnic prvniho fadu.

Newmarkova a HHT metoda jsou odlidné. Jejich hlavni vyhoda spo¢iva v mozZnosti fesit
diferencialni Glohy druhého fadu piimo, tj. bez nutnosti transformace rovnic na soustavy
prvniho fadu.

Vzhledem k velkému objemu informaci zde nebudeme rozepisovat principy feseni
diferencialnich rovnic t€mito metodami. Pro ufely této prace se spokojime se shmutim
zakladnich charakteristik obou metod.

Newmarkova a HHT metoda pouzivaji odlisny zpisob vypoétu Jakobianu nez vyse
zminéné metody vkap. P 2.1 a P 22. Dusledkem toho jsou Jakobiany Newmarkovy
a HHT metody nejen poditany méné Cast€ji, coz vyrazné snizuje vypocetni as, ale navic
jsou i lépe podmin€ny, coZ snizuje pocet potfebnych iteraci. Navic lepsi podminénosti
Jakobianu se dosahne toho, ze drobné numerické odchylky pii vypo€tu parcialnich derivaci
maji nepatrny vliv na presnost vypoctu. Také stabilita téchto metod je vétsi, nebot jiz pii
malém fadu (tj. vEtsi oblasti stability) jsou schopny dosahnout pomémé dobré pfesnosti.

Vysadou obou metod je jejich vysoka rychlost vypoctu (méné vypolti Jacobiho matice)
a také stabilita 1 pfi malém integracnim kroku (v Jacobiho matici se nevyskytuji prevracené
hodnoty integra¢niho kroku). Mezi dalsi vyhody téchto metod miiZeme Fadit i skute¢nost,
zZe se chovaji jako dolni propust, tzn., ze béhem vypoctu odiiznou rusivé kmity o vysokych
frekvencich, zatimco presné zachovaji kmitavy pohyb o nizkych frekvencich. Hodnota
propusti je nastavitelna. Nevyhodou mize byt napr. zbyte¢né mala délka kroku oproti BDF
metodam, které pro danou ulohu dokazi byt fadu &tvrtého a vyssiho.

Podrobnéjsi informace o téchto metodach miize ¢tenar najit v publikaci [18].
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P 3. Ukazka matematického zapisu piikladu dvojitého
kyvadla v prostiedi MSC.ADAMS

V prostiedi MSC. ADAMS/View vytvoime model dle obr. P3.1. Pfi jeho tvorbé
pouzijme dva prvky typu LINK pro vytvoreni kliky a ojnice (télesa 2 a 3), dale dvé vazby
typu REVOLUTE pro rotacni spojeni ramu s télesem 2 a télesa 2 stélesem 3. Pruzinu
budeme definovat pomoci silového u¢inku SPRING. Pro vytvoreni hnactho momentu A
pouzijeme silovy ucinek TORQUE. Ten je definovan jako silovy moment pusobici
na téleso 2 kolem osy z. Jeho velikost je dana Casové proménnou funkei dle prilohy P1.
Nakonec definujeme i odporovou silu /' elementem FORCE, ktery zavadi silovy ucinek

do tézisté télesa 2 ve smeéru osy x GSS. Velikost tohoto silového uc¢inku je dle zadani
konstantni. Celkovy model v prostfedi MSC.ADAMS/View je vyobrazen na obr. P3.2.

Y ¥
téleso 2 Ty
- =
M
- I|III 'IIIII
/]
w 'I f
téleso 3 -1
,’2 ,Ia'
y4
.‘ll Ill.‘”
I
/]
= i
— e |III ||l|
f'___ﬂ__:_____ IIl| |I|l
sz j |
e .'f /
::—:—_:: "afl /
- 3
________I?IJ |I|l
__—__J-h, II|
ey
i _H
o _"_él__+:
—fi
)
Obr. P3.1 Schéma dvojitého kyvadla. Obr. P3.2 Model dvojitého kyvadla

v prostredi MSC.ADAMS/View.
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Pii sestavovani pohybovych rovnic rozdélme mechanismus na dvé télesa. Nasledujici
obrazek P3.3 zachycuje uvolnéni télesa 2.

K,
}" M R2w

Rox 2z 2y

R, R, Mo

VMR 1y

R,

Obr. P3.3 Uvolnéni télesa 2.

Smysly vsech reakci jsou zakresleny tak, jak je voli systém MSC.ADAMS. V bodé B
sméfuji pfedpokladané silové reakce rotacni vazby ve sméru os globalniho soufadného
systému, v bodé A maji smér opacny. Pii sestavovani rovnic je velmi dulezita skutenost,
ze smery téchto reakci maji béhem pohybu télesa stale stejnou orientaci.

Momentové ucinky vazby jsou v obou bodech orientovany podle postupu vytvareni
vazby, resp. poradim vybrani ak¢niho (prvniho) a reak¢niho (druhého) télesa. Smér
momentu, ktery nese v indexu oznaceni x, je dan vektorovym soucinem vektoru v z ose
lokalniho soufadného systému v misté ulozeni vazby spojeného s akénim télesem a vektoru
vy ose lokalniho souradného systému v témze misté spojeného s reakénim télesem.
Piikladem uved'me bod B. Zde maji oba lokalni soufadné systémy (akéniho 1 reakéniho
télesa) v modelované pozici orientaci globalniho soufadného systému, a proto
se prekryvaji. Smér momentu Mp,, je z tohoto diivodu v zaporném sméru osy x globalniho
soufadného systému a moment Mgy sméfuje v kladném smeéru osy y globalniho
soufadného systému. Postupujeme-li behem zadavani vazby tak, ze nejprve vybereme
téleso 3, budou se oba vektory Mpo. a Mgy, nataet spolu s télesem 2, nebot druhym
vektorem v soucinu z x y je osa y soufadného systému tohoto télesa. Osa z prvniho télesa je

osou vlastni rotace, proto je jeji orientace stale stejnd. Obratime-li vyber téles, bude
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druhym vektorem v soucinu osa y télesa 3. Prvni ¢len soucinu, osa z télesa 2, opét zustava
na misté. Proto by se v tomto pfipadé smeér vektort My, a Mg;, natacel spolu s télesem 3.
Eulerovymi uhly — precesi i/, nutaci 4 a vlastni rotaci ¢ . Postup pii transformaci je

naznacen na nasledujicim obrazku P3.4. Casto se pro tuto transformaci pouziva oznaceni
313.

Y
I/
. y
®
X P y 9 g
¥* : X=x z=z"
precese nutace viastni rotace

1. —> 2 —> 3. —> 4.

Obr. P3.4 Transformace soufadnych systému.

Matematicky vztah mezi soufadnym systémem x°y°z° a globalnim soufadnym

systémem xyz udavaji prislusné transformacni matice. Ozna¢me 7,  transformacni matici

G—i

mezi globalnim soufadnym systémem a lokalnim soufadnym systémem i-tého télesa, resp.
I’ transformaCni matici mezi lokalnimi soufadnicemi i-t¢ho télesa a globalnim

soufadnym systémem. Potom na zakladé znalosti z kapitoly 3.1.1.3 (vztahy (3.3) az (3.5))
plati:

cosp, cosly, —sing,cos & sinly,  cos,sinly, —sing,cosd cosy, sing, siné

. + - + + 2
I, ,,=| —sin@,cosy, —cos@,cos I sinyy, —sin@,sin iy, +cos@,cosd cosy, cos@,sing |- (P3.1)
sin g sin i, —sin g cos i, cos §
resp.
cos @, cosy, —sing, cos g siny,  sing, cosiy, +cos@, cos S sinly,  sin g siny,
T, ; =| —cos@,siny, —sing, cosd cosy, —sing,siny, +cosg,cosd cosy, sind cosy, |- (P3.2)
sin ¢, sin 4, —cos,sin &, cosd

Pii sestavovani momentovych pohybovych rovnic jsou systémem MSC.ADAMS
generovany rovnice ve smérech zmeény jednotlivych Eulerovych uhlt 7, 3, @ . Bude proto
nutné vyjadrit pfepotové vztahy mezi globalnim soufadnym systémem xyz a lokalnim
soufadnym systémem tvofenym smeéry 7,4, ¢ . Je nutné si uvédomit, ze osy tohoto
lokélniho soufadného systému nemusi byt na sebe vzajemné kolmé. K transformaci neni
proto mozné vyuzit matic (P3.1) a (P3.2). Transformacni vztahy budeme proto sestavovat
postupnou rotaci kolem jednotlivych os zxz.



Xy

Proved'me nyni transformaci obecného vektoru a:(a a az)daného v globalnim

soufadném systému. Nejprve zjistime prameét tohoto vektoru ve sméru osy 1. Budeme
postupovat tak, Ze vektor vynasobime transforma&ni matici mezi systémem xyza x' y'z .
Treti slozka vysledného vektoru bude primétem vektoru & do sméru 7 :

cosy siny 0
T =|-siny cosy 0

0 0 i
Proto
cosy siny  0Y a,
T'a=|-siny cosy 0 a, |=

0 0 1)a a

4

Primét vektoru @ do sméru i je proto a, .

Nyni vyjadieme zbylé dvé slozky vektoru a do sméri 9 a ¢@. Tyto sméry jsou dany
orientaci 0os z~ a x soufadného systému x"y"z". Dany systém ziskdme pootofenim
systému x"'y'z"o uhel $ kolem osy x . Piislugna transforma¢ni matice mezi globalnim
soufadnym systémem a systémem x 3"z je

COs i/ sin i 0
T  =|-cosdsiny cosdcosyy sind

singsiny  —sin@cosy  cos

Primét vektoru a do jednotlivych os tohoto soufadného systému bude dan
COS i sin i 0 a, a,CoSy +a, sy
T a=|—cosdsing cosdcosy sind | a |=

sindsmy  —smPcosy cosd )\ a, a smIsmy —a smIcosy +a,cosd
Nyni je mozné sestavit transformaci vektoru a do soufadného systému 3¢

o

a’®? = a,cosy +a,siny : (P3.3)

a,sindsiny —a, singcosy +a. cos$

Podobnym zplisobem budeme postupovat také pii transformaci ostatnich vektori
neznamych reakci ve vazbach do jednotlivych smérii 7, $, ¢ .

Prejdéme nyni k problematice samotného matematického popisu daného modelu.
Vzhledem k obsaznosti matematickych vyrazi se omezime pouze na situaci danou timto
konkrétnim modelem. O stupni zjednoduseni se zminime vzdy u daného omezeni.
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Pied zapocetim formulace rovnic je nutné vzit v uvahu tyto informace:

a)

2,2

soufadny systém x’y’z° v t&zisti télesa 2 si béhem jeho pohybu zachovava stale

stejnou orientaci,

b) pohybové rovnice silové budou vzdy psany ke globalnimu soufadnému systému

¢)

Xz,
piedpokladejme, ze reakce ve vazbach R, , R, R, , resp. R, ,R, , R, budou mit

po celou dobu simulace orientaci globalniho soufadného systému; reakce

R, R, R, sméfuji prosti sméru os x, y, z a reakce R, , R, , R,, smé&fuji ve sméru

0s X, ¥, z globalniho soufadného systému,

d) pfi definici vazby vbodé B bylo nejprve zvoleno téleso 3 a nasledné téleso 2.

Z vyse uvedeného plyne, ze vtomto bod¢ bude mit vektor reakéniho momentu
My, resp. My, na pocatku simulace zaporny smer osy x, resp. kladny smér osy
y. V pfipadé bodu B dale z vyse uvedené skuteCnosti plyne, Ze orientace téchto
reak¢énich momenta viéi télesu 2 bude béhem simulace stale stejna.

v bodé A4 byl postup vytvareni vazby podobny, jako vbodé B — nejprve bylo
vybrano t€leso 2, posléze ram. Sméry reakénich momentl M, , resp. M, budou
opatné smérim reakci Ay, , resp. M. . Jejich poloha béhem simulace oviem
zistane stejna. Z toho vyplyva, Ze s ménicim se thlem i/, se bude ménit orientace

téchto momentu k télesu 2,

Zatnéme nejprve formulovat silové pohybové rovnice k osam x, y a z globalniho

soufadného systému. Po piepisu diferencialnich rovnic druhého fadu na rovnice fadu

prvniho ziskame nasledujicich Sest rovnic:

kde

) my, +R,-R, —-F, =0,

2y my, +R —R, —F +mg=0,
3) my,.+R_ —-R, —F =0,

4) —v, +x,=0,

3) —v, +y,=0,

6) —-v, +z,=0

E

1> je hmotnost télesa 2,

Fy, FyaF- jsouslozky sily F ve smérech x, y a z GSS.

Ve viech piipadech se jedna o rovnice rovnovahy.

Pozn.: ve vsech pohybovych rovnicich uvazujme pro naéely nazornosti misto
Lagrangeovych multiplikatord reakce ve vazbach Plati mezi nimi pfimd Uméra. Pii
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samotném sestavovani Jacobiho matice jsou tyto reakéni GCinky nahrazeny soucinem

A % dle vztahu 3.34.
ox,

!

Nyni se soustfedme na momentové rovnice. Jejich piepisem na prvni fad ziskame
nasledujici rovnice rovnovéhy:

7) I:,xxa)_,w P, = 0,
8 I,.0,,—-p,, =0,
9) I:,Wa)ztg — P =0,
10) -a,, +y, =0,
iy —a,,+¢,=0,

12) —o,,+8, =0,

kde Do, Doy aly jsou momenty setrvaénosti t&lesa 2 k osam x°, y7, z° prochazejici

e

@, @55, -, jsou uhlove rychlosti ve sméru zmény precesniho, nuta¢niho a
rota¢niho thlu.

Diive, nez piistoupime k definici dalSich rovni¢, vyjadiime nejprve momentové uéinky
jednotlivych reakénich sil k osam soufadného systému 7 9 ¢ . Zaénéme vazbou v bodé 4 a

uuuuu

pfisludnymi reakcemi R, , R, , R, . Polohovy vektor bodu A4 vi¢i téZisti télesa 2 je v naem

x? T

piikladé v soutadném systému x”y’z° podobu:

T
%”:[0 0 l-?}
2 5

Pouzitim transforma¢ni matice (P3.2) ziskame slozky tohoto vektoru v globalnim
soufadném systému:

I, . .
3" sin.$, siniy,

/
— A _ | f2 o
r,"”=T, .'r," = 2sm,92cos;,r/_,

l,
B c0s 9,
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Silovy moment jednotlivych reakei okolo os globalniho soufadného systému je potom
dan vektorovym sou¢inem

I, . /
-R,, ?-’sm 4, cosy, +R,, ?cos 9,

GM;.\ __RI_\: l l
“mi =| °M] |=°r*x|-R, |= R, ?sin 9, cosy, —R‘,x?cos 9,
GM_':' __R

[ . ) [ .
-R,, 32 sing, siny, + R, ?sm g, cosy,

Nyni mizeme tento vektor dle vztahu (P3.3) pretransformovat do soutfadného systému
w8
G 2
MI:
" m? = °M;, cosy, + °M; siny,
°M; sin$, siny, — ‘M| sin g, cosy, + "M}, cos 3,

Podobnym zpusobem budeme postupovat také pii vyjadfovani momentovych udinkl
reakénich vazeb v bod& B. Vysledkem bude vektor momentd “me v globalnim soufadném

systému xyz, resp. jemu piislusny vektor momentli **“m; v soutadném systému 7 3¢ :

L . l
R, “£sindg, cosy, - R, Zcos 9,
IV 2 ) -2 )
N / !
“mj=| °M;, |=| -R, ? sin$, cosy/, + R, 32005 8, |, resp.
GM.7 l [
2z
R, 32 sind,siny, - R, 32 sin$, cos iy,
M,
" m’ = M3, cosy, + °M;, siny,

“M; _sind, siny, — M2 sind, cosiy, + “M?, cos 4,

Podobnym zplsobem jako momenty sil budeme transformovat i reakéni momenty
My . My, , tesp. My, M., Napidme jiZ vysledné vztahy:

0
whe F M

my, = M, cosw, —My, siny, , Tesp.
My, sin 3, siny, + My, sing, cosy,

0
wHe T .
Hiy,, = My, cosy., +Mp. siny,

—My,, sind, siny, — M, sin, cosys,
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Je zieymé, Ze pii sestavovani Jacobiho matice budeme uhly ., a 8, piisluSejici

momentu “*“m], povaZovat pii derivovani piislu§nych rovnic jako konstantni (na rozdil

S Hep

od Ghlh ., a 9, piisludejici momentu “**m’,), nebot orientace vektoru ¥*’my, je vici

télesu 2 stale stejna (viz pismeno d) vyse uvedeného vypisu informaci pro tuto tlohu).

Nyni mizeme pristoupit k sestaveni momentovych rovnic ve smérech i (rovnice 13),
$ (rovnice 14) a ¢ (rovnice 15). Je tieba si uvédomit, e se jedna o rovnice nahrazeni.
Vzhledem k tomu, Ze kladny smysl| derivaci impulsmomentt zvolime ve sméru os ¢, 9, ¢,

budeme momenty vSech reakci psat s opaénym znaménkem (odvodili jsme je pro sméry
+y7, +9,+0).

13) p.?gr - GMJ;?Z - GM;: _M 20’
: G 2 . : & 2 . G 2 & 2 . :
14y p,,— "M sinésiny, +"M; sing, cosy, — "M, cos 9, —"M3 sing,siny, +...
G 2 G 2 : : :
oot "M sing, cosyy, — "M, cos 8, — My, sind, siny, —M,, sind, cosy, +...
ot My, sind, siny, + My, sin, cosy, =0,
15)  pyy— "M cosy, - °M; siny, — "M, cosy, - “M; sing, —-M,, cosy, —...
=My, sy, + My, cosy, +Mp, siny, =0.

Tolik k popisu télesa 2. Nyni obdobnym zpisobem matematicky popiSeme téleso 3.
Nasledujici obrazek zachycuje toto téleso pti uvolnéni.
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Obr. P3.5 Uvolnéni télesa 3.

Silové pohybové rovnice k osam x, y, z globalniho souradného systému maji po prepisu
na prvni fad nasledujici podobu:

16) my, +R, S =0,

17) my; +R, -S§, +m,g =0,
18) my, +R, —§, =0,

19) v, +% =0,

20) -v,, +,=0,

2D -v,, +2,=0.

V piipadé momentovych rovnic ziskame prepisem na prvni fad nasledujici vtahy:

22) I3xxa)3ep_p3ep=09
23) Ij:za)j’gr_pj’grzoﬂ

24) Iswa’ﬂ Pz = 0,
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25) —a,,+y,=0,
26) —,,+¢; =0,
27) —w,,+9,=0.

Nasleduji momentové rovnice nahrazeni. Pii jejich formulaci budeme pouzivat stejného
postupu, ktery jsme uvedli pro téleso 2. Na tomto mist¢ zminime uz pouze konkrétni
vysledky.

Nejprve uréime momenty reakénich sil R,,, R,., R.. ke smérim 7, 8,, &, :

I, . .
?sm&ssm%
¢ TB 3 7B Ij’ H
r,”=T, .'r,’ = Esm&cosu/s ,
i
?3005193
I, . i,
—R,, Zsing; cosy, + R, ~cosd,
Gppd 2 2
M2x _RZ‘\:
' / /
G ..F3_| G 3 _ G TB —_ ER 3
m, =| “M;, |=°r" x| -R,, |= RzzEsm‘Sgcos%—R?x?cos&s ,
G 3
M, R, Lo I .
-R,, 3 sing; siny, + R, 3sm 9, cosys,
G 3
M?z
Wi F Ga g3 Ga g3 Lt
nt, = M;, cosy, +7 M, siny,

G 3o . G ER. G 3
M, sin 9, siny, — "MZ sind; cosy, + "M, cos I,

Nyni je nutné uréit momenty jednotlivych slozek sily pruziny §.,5,,S. ktémuz

K Yy

systému 7, $, @, -

L . /
S, 2sin$, cosy, - §, Lcos 9,
Gpsl 2 T2
¥ / /
“m; =| °M;, |=| -S.-Zsing;cosy,+8,Lcosd,
e 2 2
s Lo oo 1
S, - sin g, siny, — 8, S sin 8, cosy,
M,
Y = M3, cosy, + M, siny,

°M;, sin & siny; — M7 sin; cosy, + M3, cos 9



Pied transformaci reakénich momentt do smérd 7,, %, @, je nutné si uvédomit, ze

na rozdil od reakci budou momenty menit svoji orientaci s télesem 2. Nejdfive proto
musime tyto momenty promitnout do sméri x a y globalniho soufadného systému.
Zjednodusme ulohu tim, ze se omezime na konkrétni pfipad a budeme uvazovat rotaci
teélesa 3 vzhledem k télesu 2 pouze kolem osy z globalniho souradného systému. Potom je
vysledny vektor po transformaci do smérti 7,, 9;, ¢, dan:

0
Ve = M, siny, cosy, =M, cosy,siny;,
My, siny,sin; siny, + My, cosy,sing, cosy,

Pistupme k formulaci momentovych rovnic:
28)  ps, — M3 - M -M =0
29)  ps,— M3, sin g, siny, + “M;, sind; cosy, — “M3_cos &, — "M, sin g, siny; +...
ot M sin 8, cosy; — "M cos $, — M, sin;siny, M, sind, cosy; =0
30)  psg— M3, cosy, — M3 siny, — "M cosy, — "M siny, —M,,, cosy; —...
=My, siny, =0
V tomto okamziku jsme ziskali, dle ocekavani, 30 rovnic. Pro kazdé téleso 15. Zbyva

vSak jesSte zformulovat kinematické rovnice vazeb. To ucinime v nasledujicim kroku.
Nejprve vyjadieme pét vazebnich rovnic pro rota¢ni ulozeni v bodé 4.

Ve smyslu stupfit volnosti odebranych v posuvném sméru os globalniho soufadného
systému muizeme psat:
Gp? _ Gr_,m -0,

Wt

kde “r’ je polohovy vektor t&7isté t&lesa 2 viic¢i bodu 4 o soutadnicich (xz, Vs 22).

Po rozepsani tohoto vztahu ziskame tfi rovnice:

3 «x, —%sin 9, siny, =0

l, .
30 yz—?smgzcosy/_,:() /\

/
33) z, —?-’005,92 =)

Obr. P3.6 Vazba v bodé 4.

Nyni pfejdéme k zamezenym stupfiim volnosti ve smyslu rotace kolem os x a y
globalniho soutadného systému. Uhel precese, nutace a vlastni rotace t&lesa 2 budeme pro
pfehlednost znacit vektorem ve sméru Casové zmény téchto uhlt (Ghlovych rychlosti
W, 9, ¢ ). Soudet priméti t&chto uhla do os x a y globalniho soufadného systému musi byt



nulovy. Pro spocteni praméta budeme vychazet ze zjednodusujiciho predpokladu, ktery

plati pro tuto Glohu: vektory ahli y a ¢ smé&fuji ve sméru os x° a z”, vektor Ghlu $ lezi
v zaporném sméru osy y° . K transformaci t&chto thli do globalniho soufadného systému
muizeme proto vyuzit transformaéni matici dle vztahu (P3.2) 7, , (s pfihlédnutim

na znaménka). Vzhledem k tomu, Ze hly soufadny systém x’y”z° ota¢ime proti kladnému
sméru vhld v, , 4, a @,, budou mit tyto thly hodnoty:

——ZJZ 9 ——iir ——iﬂ'
Wj‘ 4 ;] 2 2 ] (03 2 :

Uhly se transformuji nasledovng:
W, 4, cosy, —@,siny,
T, .| -9, |=| -9 siny, —@,cosy,
®, Vs

Po rozepsani do sméru os x a y ziskame rovnice:
34) 8,cosy, —@,siny, =0
35) -9, siny,—p,cosy, =0

Podobnym zptisobem budeme definovat vazebni rovnice pro rotacni spojeni v bodé B.
Pfi psani rovnic pro posuvny smér x, y a z vyjdeme opét z vektorového souctu polohovych
vektort dle obrazku P3.7 :

G _G,2 G

r r r =% =,
3 x?
G .3 o
F =1)s| F =)
Zs Z;
[, . . [, . .
~sin g, siny, —=sing; siny;
2 2
G _TA !7 £ G T4 13 &
r,” =| Zsind,cosy, |, r, =|-=sind cosy, |.
2 2
/ /
—cos 9, ~cos 9,
2 2

Piepisem do jednotlivych smért ziskame rovnice:
L . ; by .. :
36) X.=%,— ? sing, siny, — ESII‘I S, siny; =0,

37y y;=J, —%’sim‘?2 cosy, —%sin&s cosiy; =0,

/ /
38) z,-z, —?cos&z —33005,93 =0.

Obr. P3.7 Vazba v bodé B.



Stggnym postupem jako v piipadé formulace rovnic 34 a 35 budeme postupovat
v piipadé rovnic 32 a 40. Soucet praméti ahli y,, 9,, ¢, télesa 2 a GhlG y,, 9,, @, télesa
3 do os x a y globalniho soufadného systému musi byt nulovy. K transformaci thld
do globalniho soufadného systému opét vyuzijeme matice (P3.1) a (P3.2). Je nutné si
uvédomit, Ze do transformacnich matic musime znovu dosazovat zaporné uhly.

v, v, -8, cosy, +@,siny, §, cosyr, — o, siny,
T, =% +T, -8 =1 $siny, +@,cos, »+1-9,siny, —@,cosyy, =0
@, @ —¥, Vs

Po rozepsani do jednotlivych sméri:
39) -8, cosy, +@,siny, +8; cosy, — @, siny, =0,
40) 8,siny, + @, cosy, — 9, siny, — @, cosy; =0.

Nyni pfistoupime k formulaci rovnic pro jednotlivé silové u¢inky. Zacnéme silou /'
Program MSC ADAMS definuje tento silovy u¢inek péti rovnicemi — délkou (podobné
jako u pruziny), velikosti vektoru sily a jeho priméty do jednotlivych os globalniho
soufadného systému. V pfipadé sily 7 budou proto rovnice nasledujici:

i 1,=0,

42) F =300,
43) F.—F =0,
44) F, =0,
45 F. =0

Podobné je definovana 1 sila v pruziné S. Jeji velikost je rovna souéinu tuhosti &
a deformace. Pii stanovovani jeji velikosti vyjdéme z nize uvedeného obrazku. Vektorem
“ p oznaéme vektor ve sméru pruziny. Jeho velikost je vyjadiena:

G G,3 G TA_&

. PA
p=r+r :

r

Velikost vektoru sily S je dana soudinem tuhosti 4 a velikosti vektoru® p -
)

Zbyva jesté urdit primét sily S do sméru jednotlivych os
globalniho soufadného systému xyz:
S,
§=48, =8
S,

19

[
A q,
[l

Z vyie uvedenych vztahii sestavime dané rovnice:



46) 1, =250,

47) s—k-(|°p|-4) =0.

48) SX—S--G]—'[x'; +l—35£n3351‘nw3—L”an.‘:"zsfn!;/_,),
[°A V2 2
49) § -8 : -[y +£—33m.9 cos —l—"'smS cosyfj
¥ GP 3 2 3 3 2 2 2|
50) S,-8- Gj -(zj+l—300533—£cos¢9_,)‘
7| 2 2

Obr. P3.8 Definice silového ucinku.

Nyni je nutné doplnit jesté posledni rovnici, ktera bude definovat hnaci moment M
pusobici na ¢len 2:

51) M—M0+§Mo-r=0‘

Tolik k matematickému popisu daného prikladu v prostredi MSC. ADAMS.



P 4. Vypis Jacobiho matice v prosttedi MSC.ADAMS

V této priloze je uveden vypis Jacobiho matice z prosttedi MSC.ADAMS pro pfipad
dvojitého kyvadla (viz piiloha P3). Vypis je proveden v prvnim integra¢nim kroku v prvni
iteraci. Vzhledem k jeho obsaznosti byla Jacobiho matice rozd€lena na dvé Casti. Diive,
nez uvedeme jeji vypis, specifikujme si jednotlivé proménné. Cisla rovnic souhlasi

s ¢islovanim v piiloze P3.

oznaceni v Jacobiho matici v(;azi"?l?)iinli’s oznaceni v Jacobiho matici v ;zi,.?::i?li)s
PART/2 X Vel Vs, PART/3 Z Z
PART/2Y Vel Vay PART/3 Psi W,
PART/2 Z Vel V,. PART/3 Phi @,
PART?/2 Psi Vel @5, PART/3 The 9;
PART/2 Phi Vel @5, REVOL JOI/1 X Force R,
PART/2 The Vel o) REVOL JOI/1 Y Force R,
PART/2 Psi Mom P>, REVOL JOI/1 Z Force R,
PART/2 Phi Mom P>y REVOL JOI/1 Zi,Xj Torq My;,
PART/2 The Mom P> REVOL JOI/1 Zi,Yj Torq M,
PART/2 X X, REVOL JOI/2 X Force R,
PART2Y Y, REVOL JOI/2 Y Force R, »
PART/2 Z z, REVOL JOI1/2 Z Force R,
PART/2 Psi W, REVOL JOI/2 Zi,Xj Torq M55
PART/2 Phi @, REVOL JOI1/2 Zi,Yj Torq G
PART/2 The 39, SFORCE/2 Lenght Lo
PART/3 X Vel Vs, SFORCE/2 Force F
PART/3 Y Vel L SFORCE/2 Fx F
PART/3 Z Vel Vs, SFORCE/2 Fy F}
PARTY/3 Psi Vel @3, SFORCE/2 Fz B
PARTY/3 Phi Vel @, SFORCE/3 Lenght L
PART/3 The Vel ;g SFORCE/3 Force S
PART/3 Psi Mom Py SFORCE/3 Fx S,
PART/3 Phi Mom Dsp SFORCE/3 Fy 3
PART/3 The Mom Psa SFORCE/3 Fz S,
PART/3 X X, SFORCE/1 Torque M
PART/3Y ¥y
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P 5 Vypis Jacobiho matice v prostiedi MSC.ADAMS

Dale je uveden vypis Jacobiho matice pro piiklad dvojitého kyvadla z pfilohy P1. Vypis
plati pro prvni integracni krok, prvni iteraci a je uveden v textové podobé tak, jak jej
uklada prostredi MSC.ADAMS do vystupniho souboru.

V prvnim sloupci je uvedeno pofadové Cislo prvku, ve druhé a tretim sloupci je ¢islo
fadku a sloupce matice, paty, resp. Sesty sloupec udavaji nazev rovnice, resp. promeénné
pro piislusny fadek, resp. sloupec.

Vypis prvki matice pro téleso 2:

PART ID = 2
MNP MNPOSR MNPOSC
1; L 1 PART /2 X Force PART /2 » wvel
2 2 2 PART /2 ¥ Force PART/2 ¥ wel
3 3 3 PART /2 Z Force PART/2 Z wel
4 4 4 PART /2 Ps1 Mom PART,//2 Psi vel
5 5 5 PART/2 Phi Mom PART/ 2 Phi wvel
3] 5] 6 PART/2 The Mom PART,/2 The vel
7 4 5 PART/2 Psi Mom PART/2 Phi wvel
8 g 4 PART/2 Phi Mom PART/2 Psi wvel
9 4 &  PART/2 Psi Mom PART/2 The wvel
10 ] 4 PART/2 The Mom PART /2 Psi val
11 4 14 PART /2 Ps1 Mom PART/2 Phi
1z 8 4 PART/2 Phi Trqg PART/2 Psi wvel
13 4 155 PART /2 Ps1 Mom PART/2 The
14 =] 4 PART2 The Trqg PART,//2 Psi vel
E5 5 15 PART/2 Phi Mom PART /2 The
16 9 5 PART/2 The Trg PART/2 Phi wvel
17 5] 14 PART/2 The Mom PART/2 Phi
18 3 6 PART/2 Phi Trg PART/2 The wvel
1o ] 15 PART/2 The Mom PART/2 The
20 =] 6 PART/2 The Trg PART/2 The vel
21 10 1  PART/2 ¥ vel PART,/2 ® vel
22 10 10 PART/Z2 X vel PART /2 X
23 LE 2 PART/ 2 ¥ val PART/2 ¥ wvel
24 L 11 PART /2 ¥ wvel PART /2 ¥
25 12 3 PART /2 2 wvel PART/2 Z wel
26 12 i 7 PART/2 Z vel PART /2 Z
27 13 4 PART/2 Psi wvel PART /2 P51 wvel
28 13 13 PART /2 Psi wvel PART/2 Psi
29 14 5 PART/2 Phi wvel PART/ 2 Phi wvel
30 14 14 PART/2 Phi wvel PART,//2 Phi
31 TS5 4 PART/2 The vel PART2 The wvel
32 15 15 PART/2 The vel PART/2 The
33 4 7  PART/Z2 Psi mMom PART/2 Psi Mom
34 7 7 PART/2 Psi Trq PART/2 Psi Mom
35 5 8 PART /2 Fh1 Mom PART,/2 Phi Mom
36 8 8 PART/2 Phi Trqg PART,/2 Phi Mom
37 6 9 PART /2 The Mom PART,/2 The Mom
38 o o PART/2 The Trqg PART,//2 The Mom
39 7 13 PART/2 P51 Trg PART /2 P51
40 3 13 PART/2 Phi Trg PART /2 Psi
41 9 13 PART/2 The Trg PART/2 Psi
42 7 14 PART/2 Psi Trg PART/2 Phi
43 8 14 PART/2 Phi Trg PART/2 Phi
44 9 14  PaART/2 The Trg PART,/2 Phi
45 7 15 PART/2 Psi Trg PART 2 The
46 a8 15 PART/2 Phi Trq PART /2 The
a7 G ES PART/2 The Trq PART/2 The
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Vypis prvka matice pro téleso 3:

FART
NP

48
49
50
51
52
53
54
55
56
57

50
60
61
62
63
G4
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
o1
92

94

ID =
NPOSR

16
17
18
19
20
21
19
20
19
21

23
19
24
20
24
21
23
21
24
ot
25
26
26
27
27
28
28
29
29
30
30
19
22
20
23
21
24
22
23
24
22
23
24
22

24

NPOSC

16
17
18
19
20
21
20
1%
21
19

19
30
19
30
20
29
21
30
21
1@
25
17
26
18
27
19
28
20
29
21
30
22
22
23
23
24
24
28
28
28
29
29
20
30

30

PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
FPART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
FART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3

X Force
¥ Force
Z Force
Psi Mom
Phi Mom
Tha Mom
P=i1 Mom
Phi Mom
P=i Mom
Tha Mom
P=i Mom
Phi Trg
Psi Mom
The Trg
Phi Mom
The Trg
Tha Mom
Phi Trg
Tha Mom
The Trg
® vel

® vel

¥ vel

¥ vel

Z vel

Z vel

Pzi wvel
Psi wval
Phi wvel
Phi weal
The wvel
The val
P=i1 Mom
Psi Trg
Phi Mom
Phi Trg
Thea Mom
The Trg
Psi Trg
Phi Trg
The Trg
Psi Trq
Phi Trg
The Trqg
Psi Trg
Phi Trg
The Trg

P5-2

PART /3 x vel
¥ vel

PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3

Z ve
Psi

Phi

The

Phi

Psi

The

Psi

Phi

Psi

The

Psi

The

Phi

Phi

The

The

The

X Ve
e

Y va
¥

Z Ve
s
Psi
Psi
Phi
Phi
The
The
P=i
Psi
Phi
Phi
The
The
Psi
=
Ps1
Phi
Phi
Phi
The
The
The

:
vl
vel
vl
vel
vl
vel
wval

vel
vl
vl
vl

Vel
:

;
1

vel
vel
vel
Maom
Mam
Mom
rom

Mom
Mom



Vypis prvka matice pro vazbu v bodé 4:

JOINT

Vypis prvka matice pro vazbu v bodé B:

JOINT

MF

120
121
122
173
124
125
126
127
128

NP

129
130
1551,
132
135
134
b
136
137
138
139
140
141
142
145
144
145
146
147
148
145
150
151
5
153
154
155
156
157
158
159
160

ID =

MPOSR

L L L Lid L L L Ll L L L L L) L)
B I S ST W Mo M v v oW v S I RS SN R PV S o P SN SRR T S =

Led LA L
[l v o T T I R Yl v 4

ID =

REVOL JOI/1
REVOL JOI/ 1
REVOL JOI/1
REVOL 10I/1
REVOL JOI/1
REVOL JOI/ 1
REVOL JOI/1
REVOL JOT/1
REVOL JOI/1
REVOL JOI/1
REVOL JOIL/1
PART /2 X Force
PART /2 ¥ Force
PART 2 Z Force
PART/2 Ps1 Trog
PART/2 Psi Trg
PART/2 Phi Trg
PART/2 Fhi Trog
PART /2 Phi Trg
PART/2 The Trg
PART/2 The Trg
PART/2 The Trg

[t e e Y B G e i O LU B

REVOL J0I/1 Z1.x
REVOL JOI/1 27.x]
REVOL J0I/1 Zzi.X]

PART/2 Psi Trg
PART /2 Phi Tro
PART/2 The Trg

REVOL 10I/1 2i.Y]
REVOL 10I/1 Z21.%]
REVOL JOI/1 Zi.v]

PART/2 Psi Trg
PART/2 Phi Trg
PART/2 The Trg

REVOL J10I/2
REVOL J0OI,/2
REVOL JOI/2
REVOL 101,72
REVOL 10I/2
REVOL 10I/2
REVOL 10I/2
REVOL J10OI/2
REVOL JOI/2
REVOL J0I/2
REVOL J0OI/2
REVOL JOI/2
REVOL JOI/2
REVOL 101,72
REVOL 10I/2
REVOL 10I/2
REVOL 10I/2
REVOL JOI/2
REVOL JOI/2
REVOL J0OI/2
REVOL J0OI,/2
REVOL JOI/2
FART /3 x Force
PART/3 Y Force
PART/3 Z Farce
PART/3 Psi Trg
PART/3 Psi Trg
PART/3 Phi Trg
PART/3 Phi Trg
PART/3 Phi Trg
PART/3 The Trqg
PART,/3 The Trog

N=LXNLXLXNLYXN=LXNLX<LXN<X
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PART /2 X
PART/2 Y

PART /2 Z
PART /2 Psi
PART /2 Psi
PART /2 Fhi
PART /2 Phi
PART /2 Phi
PART/2 The
PART /2 The
PART/2 The
REVOL JOINT/1
REVOL JOINT/1
REVOL JOIMT/L1
REVOL JOINT/1
REVOL JOINT/1
REVOL JOINT/1
REVOL JOIMT/1
REVOL JOINT/1
REVOL JOINT/1
REVOL JOINT/1
REVOL JOINT/1
PART /2 Psi
PART /2 Phi
PART /2 The
REVOL JOINT/1
REVOL J1OINT/1
REVOL JOINT/1
PART /2 Psi
PART//2 Phi
PART /2 The
REVOL JOINT/1
REVOL JOIMT/1
REVOL JOINT/1

PART/3 X
PART/3 ¥
PART/3 Z
PART/3 Psi
PART/3 Psi
PART#3 Phi
PART#3 Phi
PART/3 Phi
PART/3 The
PART/3 The
PART/3 The
PART 2 X
PART /2 ¥
PART /2 Z

PART /2 Psi
PART#2 Psi
PART /2 Phi
PART /2 Phi
PART /2 Phi
PART/2 The
PART/2 The
PART /2 The
REVOL JOINT/2
REVOL JOINT/2
REVOL JOINT/2
REWVOL JOINT/2
REVOL JOINT/?2
REVOL JOINT/2
REWVOL JOINT/2
REVOL JOINT/2
REVOL JOIMNT/2
REVOL JOINT/2

ML MNLX A XMN<X

ZX
ZX
X

v
¥
ZY¥

=N = X =N = X

Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force

Targ
Torg

frorg

Torg
Torg
Torg

Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force
Force



1a0
1al
la2
163
164
165
166
167
168
169
170

172
173
174
175
s
L
178
1709
180
181
182
185
154
185
1386
137
188
185
190
191
192
193
194
195
1956
197
1938
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214

[N
A0 U0 D) O D O e L g

W00 W0 0D 00 Q) e ] ]

PART,/3
PART /3
PART /2
PART /2
PART /2
PART /2
PART 2
PART /2
PART /2
PART /2
PART /2
PART /2
PART /2
REVOL
REVOL
REVOL
REVOL
REVOL
REVOL
PART /3
PART,/3
PART /3
PART /2
PART, 2
PART /2
REVOL
REVOL
REVOL
REVOL
REVOL
REVOL
PART /3
PART /3
PART /3
PART /2
PART /2
PART, 2
PART,/3
PART,/3
PART,3
PART /3
PART /3
PART /3
PART /3
PART,/3
PART /3
PART /2
PART, 2
PART /2
PART /2
PART /2
PART /2
PART 2
PART /2
PART /2

The
The

Trg
TrQq

X Force
¥ Force
2 Force

Psi
Psi
Phi
Phi
Phi
The
The
The
J0I/2
J0I1/2
J01/2
JOI1 /2
JOI1,/2
1012
Psi
Phi
The
Psi
Phi
The
Jo1/2
JO1,/2
Jo1,/2
JOI/2
1012
JOI/2
Psi
Phi
The
Psi
Phi
The
Psi
Phi
The
Psi
Phi
The
Psi
Phi
The
Psi
Psi
Psi
Phi
Phi
Phi
The
The
The

Tro
Trog
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg

i
iZ
A0
25
21.
A

Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg

zZ1.
s
7 I
g [
Zi.
zZi.

Trg
Trg
TEG
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trq
Trq
Trq
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trg
Trq
Trq
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Vypis prvka matice pro silu F:
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Vypis prvkl matice pro hnaci moment M:
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Nyni nasleduje vypis, ktery pfitazuje jednotlivym prvkam Jacobiho matice, které byly
definovany vyse pofadovymi €isly), hodnoty derivaci dle pfislusnych proménnych.

PART ID = 2
NP G(NP) NP G(HP) MNP G(MP) MP GNP
1 2.40000E+03 2 2.40000E+03 3 2.40000E+03 4 8.33000E+06
5 3.05282E+086 5] 3.,67246E+06 ¥ =1.86128E-03 8 =1.86128E-03
9 -1. 38076E-0Z 10 -1.9B076E-02 11 0.00000E+00 12 0. 00000E+00
13 0. 00000E+00 14 0. 00000E+00 15 0. 00000E+00 16 0. 00000E+00
17 0. QO000E+00 18 0. QO000E+00 16 0. 00000E+Q0 20 0. 00000E+00
2 —1. QO0QOE+D0 22 6, QO0O0E+DO 23 -1.00000E+00 24 6. 00000E+00Q
25 -1. 00000E+00 26 6, 00000E+00 27 -1.00000E+00 28 6. 00000E+00
25 =1. 00000E+0C 30 a6, QO000E+00 31 =1.00000E+00 32 6. 00000E+00
33 -1.00000E+00 34 &, ODOOQE+00 33 -1. 00000E+00 36 6, 00000E+00
37 -1. QOOQOE+00 38 6, QO000E+D0 30 0. 00000E+0Q0 40 0. 00000E+00
41 0. 00000E+00 42 0. 00000E+00 43 0.00000E+00 44 0. 00000E+00
45 0. QOOQ0E+00 4@ Q. Q0000E+0O0 47 0. 00000E+Q0
PART ID = 3
NP GNP NP GCNP) NP GNP MP G(NP)
48 7.20000E+03 49 7.20000E+03 50 7. 20000E+03 Lyt 2.25000E+08
52 2. 00000E+08 53 1.37765E+08 54 =-1.10035e-01 55 =1.10035e-01
56 -1.62571E+00 37 -1.62571E+00 58 0. 00000E+00 50 0. 00000E+00
60 0. 00000E+00 61 0. 00000E+00 62 0. 00000E+00 63 0. 00000E+00
a4 0. QO000E+00 63 G, QO000E+00D (5151 0. 00000E+00 a7 0. 00000E+00
0E =1. 000Q0E+0D0Q 69 6, QO000E+D0 70 =1.00000E+00 71 6, 00000E+00
e -1. 00000E+00 73 6, Q0000E+00 74 -1.00000E+00 79 6. 00000E+00
76 -1.00000E+00 77 6, 00000E+00 78 -1.00000E+00 79 6. 00000E+00
B0 1. 00000E+00 31 6. 00000E+00 82 =1.00000E+00 83 6. 00000E+00
B84 -1. Q00O0E+D0 83 6, QUOOOE+DO 86 0. 00000E+0Q0Q 87 0. 00000E+00Q
88 0. QO000E+00 89 0. Q0000E+00 50 0. 00000E+00 91 0. 00000E+00
g2 0. OO000E+00 G3 0. QO000E+00D G4 0. 00000E+Q0
JOINT ID = 1 JOINT TYPE = 3
NP GCNP) NP GENP) NP GCHP) MP GCNP)
95 1.00000E+00 96 1.00000E+00 97 1.00000E+00 98 1.76777E+02
86 -1. 76777E+02 100 -1.07779E-07 101 1.07779E-07 102 2.72856E-14
103 =7.03694E-17 104 =¥.33094E-17 105 =2.30000E+02 106 1.00000E+00
107 1. 00000E4+00 108 1. 00000E+00 109 1.76777E+02 110 -1.7&777E+02
111 -1.07779E-07 112 1.07779E-07 113 2.72856E-14 114 -7.53694E-17
115§ -7.53804E-17 116 =2.50000E+02 H kb -7.04165e-17 118 =7.07107e-01
119 -7.07107E-01 120 -7.04165E-17 121 -7.07107E-01 122 -7.07107E-01
123 -7.04165e-17 124 7.07107E-01 125 -7.07107E-01 126 -7.04165e-17
127 7.07107E-01 128 =7.07107E-01
JOINT ID = 2 JOINT TYPE = 3
NP GLNP) NP GNP NP GNP MP G{NP)
129 1. 00000E+00 130 1.00000E+00 131 1.00000E+00 132 -7.2B877E+02
133 1.76777E+02 134 4.01011E-07 135 -G.72584E-08 136 7.75752E-14
137 1.238BBE-16 138 5.10800E-16 139 -7.50007E+02 140 =1. 00000E+00
141 =1, 0QQO0E+D0 142 =1.00000E+00 143 1.76777E+02 144 =1.76777E+02
145 -1.07779€E-07 146 1.0777Se-07 147 65.99182E-14 148 7.53695E-17
149 7.93693E-17 150 -2.50000E+02 151 1.00000E+00 152 1.00000E+00
153 1. 00000E+00 154 ~-7.28877E+02 155 1.76777E+02 156 4.01011E-07
157 =9, 72584E-08 158 7.73732E-14 159 1.23888E-106 1a0 5.10809E-16
161 —7. 90007E+02 162 -1.00000E+00 163 -1.00000E+00 164 -1.00000E+00
165 1.76777E+02 166 -1.76777E+02 167 -1.07779e-07 168 1.07779E-07
169 6. 99182E-14 170 7.53695E-17 171 7.53695E-17 172 =2.50000E+02
173 2.34719E-17 174 9.71826E-01 175 2.35700E-0L 176 =2.34719e-17
L7 7. 07107E-0L 178 7. 07107E-0L 179 2.34719E-17 180 9. 71826E-01
181 2.35700E-01 182 -2.34719E-17 183 7.07107e-01 154 7.07107E-01
185 9. 67783E-17 186 -2.35700E-01 187 8. 71826E-01 188 -0, 67783E-17
189  -7.07107e-01 150 7.07107e-01 151 O,67783E-17 162 -2.35700E-01
193 9, 71826E-01 194 -9.67783E-17 195 -7.07107E-0L 196 7. 07107E-00
FORCE ID = 2 FORCE TYPE = 1
NP G(NP) NP G{NP) NP GCNP) MNP G(NF)
215 1. 00000E+06 214 =1. 00000E+00 217 -1.00000E+00 218 =1. 000C0E+00
219 0, 00000E+Q0 220 2.26108E-14 221 -2.26108E-14 222 0. QOO00E+00
223 0. 00000E+00 224 0.00000E+00 225 0.00000E+00 226 -1.00895E-06
227 0. 00000E+00 228 1.008%4E-086 229 -5.151435E-16 230 3.09167E-28
231 2.19657E-14 232 -4 .26326E-12 233 -4 .26326E-12 234 -Z.26108E-14
235 1.00895E-06 236 1.00895E-06 237 3.36317E-09 238 =-3.36314E-09
239 0. 00000E+00 240 7.3318%E-17 241 -7.33190E-17 242 2.00972E-14
243 7.93694E-17 244 7.93694E-17 2435 -4.736022E-09 246 1.00000E+07
247 1. 00000E+0Q 248 6.12303E-17 246 -6.12303E-17 250 1. 00000E+07
251 1.00000E+07 252 1.00000E+07
FORCE ID = 3 FORCE TYPE = 1
NP G(HP) NP GELNP) NP GCNPD) HP GCNR)
253 1.00000E+06 254 3.67708BE-08 255 -2.50000E-01 256 0. Q0O000E+00
257 4.41944e+01 258  -2,.84217e-08 259 2.52655e-04 260 1. 00000E+00
261 1. 00000E+00 262 1. 00000E+00 263 Q.00000E+00 264 -4.52322E-14
265 -1.09703E-14 266 0.00000E+00 267 0.00000E+00 268 0. Q0000E+00
269 0. 00000E+00 270 -1.56536E+04 271 0. 00000E+00 272 -6.45420E+04
273 3.55005E-05 274 7.52316E-37 275 3.55095E-05 276 -1.63863E-12
277 8. 67575E-12 278 -1.09703E-14 279 1.56536E+04 280 -6.45420E+04
281 7.28877E+02 282 -1.76777E+02 283 0.00000E+00 284 -4.01011E-07
285 9,72584E-08 286 -8.52651E-14 287 1.2388BE-16 288 5.10809E-16
289 7.50007E+02 290 -1.46557E-00 201 0. 00000E+00 252 0. QO000E+00
293 0, 00000E+00 294 0. 00000E+00 295 1.76689E-26 2596 0. QOO00E+00
297 1.7668B9E-26 298 -1.46557e-01 299 -1.068B22E+02 300 0. 00000E+00
301 -3.12345E-24 302 5.87711E-08 303 -1.37067E-39 304 1.13692E-14
305 -1.B1567E-17 306 1.32518E-23 307 -1.0991SE+02 308 1. 00000E+07
309 0, 00000E+00 310 =1.00000E+00 311 =1.203%59E-25 312 1.00000E+07
313 1.00000E+07 314 1.00000E+07
FORCE ID = 1 FORCE TYPE = 2
NP G(NP) NP G{NP) NP GCNP) NP G(NP)
315 1. 00000E+06 318 =1.00000E+00 317 5.09693E-10 318 0. QOO000E+00
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P 6 Model vozidla s piivésem v prostiedi Working Model 2D

Za ucCelem ukazky tvorby porovnavaciho modelu pro analyzu vysledki ziskanych

v kap. 5.3.3 byl v prostiedi WM2D sestaven nasledujici pulovy model automobilu s piivésem
(obr. P6.1)

Obr. P6.1 Model osobniho automobilu s piivésem v prostiedi WM2D.

Uved'me nyni zakladni zjednoduseni prostfedi WM2D vici software MSC.ADAMS i vici
realité:

a) jedna se o pilovy rovinny model,

b) charakteristiky pruzin a tlumi¢i jsou zadany pouze linearnim pribéhem,
tj. s konstantni tuhosti a tlumenim,

¢) pneumatiky jsou modelovany jako tuha télesa, jejich elastické vlastnosti jsou
zjednodusené nahrazeny konstantou elasticity, tzn. mirou pohlceni energie béhem
kontaktu dvou téles.

Vzhledem k zasadnosti téchto zjednoduSeni je mozné brat vysledky simulaci pouze
informativn€. Jejich stézejnim ukolem je podat zakladni pfedstavu o velikostech
kinematickych a silovych ucinkti v modelu.

Velikost tuhosti a tlumeni pro odpruzeni automobilu byly ziskany linearizaci prabéhu
skute¢nych charakteristik v okoli pracovniho bodu. Torzni tuhost a tlumeni napravy pfivésu je
pievzato z prosttedi MSC. ADAMS.

Poslednim ukolem pted zacatkem vypoctu bylo stanovit nahradni model tazného zafizeni
véetné ureni vhodnych konstant tuhosti a tlumeni. To je do jisté miry obtizna zalezitost.
Pro odhad téchto parametrti nebylo k dispozici dostate¢né mnozstvi podkladi. Neprobéhlo ani
méfeni na samostatné taznem zarizeni. Proto byl v této situaci s vyhodou vyuzit samotny
model tazného zafizeni, ktery byl z modulu Car pfeveden do prostiedi View a tam podroben
zatizeni. Vysledky této simulace se daji vzit jako referencni z toho divodu, ze vzhledem
k jednoduché konstrukci tohoto modelu neni nutné predpokladat Zzadné nesrovnalosti
ve vypoctu. Jednoduchou konstrukci modelu je myslena skutecnost, Ze model neobsahuje
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zadné prvky, které by zpusobili vyrazné odlisné vlastni frekvence od téch, které byly vybrany
pii definovani poddajnych €lenid. Model tazného zafizeni v prostfedi MSC.ADAMS/View je
uveden na nasledujicim obrazku P6.2:

7000.0000

Obr. P6.2 Model tazného zafizeni osobniho automobilu v prostifedi MSC.ADAMS.

Boc¢ni ploché drzaky pri¢ného nosniku jsou pevnou vazbou vetknuty do ramu (GROUND).
Ke kouli haku tazného zafizeni jsou nehmotnymi tahly pfipojeny dvé piidavné hmoty
(Cervena, resp. zelena koule), které se mohou pohybovat pouze ve svislém, resp. vodorovném
sméru. Tyto hmoty jsou urCeny ke zjisténi tlumicich charakteristik. Aktivovana je vzdy pouze
jedna z nich, ktera je postupné pomalu vychylovana. Po dosazeni urcité deformace tazného
zafizeni hmota setrva po dobu 1 sna dané pozici (pro odeznéni piipadného prechodového

e

Case. Tentyz experiment je proveden ve zjednoduSeném modelu v prostiedi WM2D.

Za timto GCelem byly v prostiedi WM2D navrzeny dva typy model dle nasledujicich
obrazka P6.3 a P6 4.

1
&= e e = =
. 1 5
Obr. P6.3 Navrh 1. modelu tazného Obr. P6.4 Navrh 2. modelu tazného
zafizeni v prostiedi WM2D. zafizeni v prostiedi WM2D.
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Model na obr. P6.3 je tvofen pevnym pravouhlym ramem (karoserii automobilu), k némuz
je vodorovnou a svislou soustavou pruzina-tlumi¢ pfipojena hmota haku. K této hmoté jsou,
stejn¢ jako v prostiedi MSC.ADAMS/View) pfipojena dveé telesa, z nichz pouze jedno je
aktivni. Té€lesum je predepsan mozny pohyb pouze ve vodorovném, resp. svislém sméru.
Druhy model tazného zafizeni je slozen ze dvou téles — prvni (spodni) je pevné spojeno
s karoserii, druhé je k prvnimu pfipevnéno rotacni vazbou s implementovanou torzni pruzinou
a tlumi¢em. Na konci télesa je piipevnéna hmota koule, ke které je opét pripojena hmota
konajici vodorovny pohyb.

Na zakladé vysledk simulace provedené v prostiedi MSC.ADAMS se ve 2D modelu
postupné nastavuji konstanty tlumeni v daném sméru do té doby, nez se Casové zavislosti
deformace haku v obou prostfedich shoduji. V piipadé modelu na obr. P6.3 je nutné toto
zatizeni vykonat ve vodorovném i svislém sméru, pficemz pii vypoctu ve svislém sméru je
v modelech vypnuta gravitace. Priklad porovnani zavislosti deformace haku zafizeni na Case
v prostiedi MSC. ADAMS a WM2D je uveden na nasledujicim obrazku

= @izl

01
— INT_NODE_Z108 A1 ir_Debrmaten = |
Ef
a1 3
3
a2
a3
oo 0s 10 15 20 25 an
Al wLRN e G0 ST R B
[ Rotation of Square 13
(rad)
0.002
220 200 o

Obr. P6.5 Zjisteéni tuhosti a tltumeni ndhradniho modelu tazného zafizeni.

Hodnota tuhosti je zjiSténa zprabéhu deformace tézist€ koule haku v zavislosti
na zatézujici sile pfi postupném zatézovani koule vodorovnou, resp. svislou silou v prostiedi
MSC.ADAMS. Zatézovani probiha velmi malou rychlosti, aby se eliminovaly dynamické
vlastnosti téles. Vzhledem k tomu, Ze je zji§téna zavislost piimkového charakteru, je hodnota
tuhosti rovna derivaci prislusné deformacni charakteristiky v daném sméru.

Oba vyse navrzené modely tazného zafizeni byly nasledné zakomponovany do celkového
modelu vozidla s piivésem v prostredi WM2D. V naslednych simulacich vSak bylo zjisténo,
ze prvni model svym chovanim neodpovida kladenym pozadavkum. Je to zejm. proto, ze
ve spojeni s piivésem zpusobuje ve vSech zkoumanych prubézich pirenasenych silovych
ucinkud stalou kmitavou slozku. Dalsi divod, pro¢ tento model neni zcela vhodny je fakt, ze
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koule haku kona pii skute¢né deformaci pohyb po , kruznici®. Z vySe popsanych divodi byl
pro simulaci zvolen druhy model tazného zafizeni, ktery zmifiované nedostatky zcela potlacil.

Tolik k ukazce tvorby modelu slouziciho pro porovnani vysledka simulace z prostredi
MSC.ADAMS/Car. Vzhledem ke slozitostem pii porovnavani prabéhl zjednotlivych
prostiedi (pulovy x prostorovy model) a s ohledem na cil této prace, nebudeme vysledky
simulaci na tomto misté srovnavat. Jen pro zajimavost uved'me bez komentare graf zavislosti

zrychleni pfi¢ného nosniku tazného zafizeni ve svislém sméru pii prejezdu soustavy
automobil — privés pies piekazku.
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Obr. P6.6 Prubéh svislé slozky zrychleni pi¢ného nosniku tazného zafizeni v prostiedi
WM2D.
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