
Jak počítá kalkulačka sinus?

Bakalářská práce

Studijní program: B1101 Matematika
Studijní obory: Matematika se zaměřením na vzdělávání

Informatika se zaměřením na vzdělávání

Autor práce: Štěpánka Najmannová
Vedoucí práce: RNDr. Martina Šimůnková, Ph.D.

Katedra aplikované matematiky

Liberec 2021



Zadání bakalářské práce

Jak počítá kalkulačka sinus?

Jméno a příjmení: Štěpánka Najmannová
Osobní číslo: P17000189
Studijní program: B1101 Matematika
Studijní obory: Matematika se zaměřením na vzdělávání

Informatika se zaměřením na vzdělávání
Zadávající katedra: Katedra matematiky a didaktiky matematiky
Akademický rok: 2018/2019

Zásady pro vypracování:

Cílem bakalářské práce je hledat odpověď na přirozenou otázku, jak pracuje kalkulačka, která dříve či
později napadne každého dobrého učitele informatiky. Studentka si zopakuje, co je Taylorův
interpolační polynom včetně odhadu jeho odchylky od aproximované funkce a nastuduje totéž pro
interpolační polynom. Dále navrhne způsob aproximace funkce sinus těmito polynomy tak, aby při
výpočtu funkční hodnoty dosáhla stejné přesnosti jako běžná kalkulačka. V práci vyzkouší
interpolační polynomy s různě rozloženými uzly, speciálně s uzly v kořenech Čebyševových
polynomů. Dále provede rešerši způsobů výpočtu funkce sinus a porovná svoje metody s metodami
nalezenými rešerší co do přesnosti a výpočtové náročnosti. Práce bude vysázena systémem LaTeX.



Rozsah grafických prací:
Rozsah pracovní zprávy:
Forma zpracování práce: tištěná/elektronická
Jazyk práce: Čeština

Seznam odborné literatury:

Veselý, J.: Základy matematické analýzy, Matfyzpress, 2004.

Stoer, J., Bulirsch, R.: Introduction to Numerical Analysis, Springer, 2002.

Rybička, J.: LaTeX pro začátečníky, Konvoj, 2003.

Dokumentace systému LaTeX: https://www.latex-project.org/help/documentation

Vedoucí práce: RNDr. Martina Šimůnková, Ph.D.
Katedra aplikované matematiky

Datum zadání práce: 26. dubna 2019
Předpokládaný termín odevzdání: 30. dubna 2020

prof. RNDr. Jan Picek, CSc.
děkan

L.S.
doc. RNDr. Jaroslav Mlýnek, CSc.

vedoucí katedry

V Liberci dne 2. května 2019



Prohlášení

Prohlašuji, že svou bakalářskou práci jsem vypracovala samostatně jako
původní dílo s použitím uvedené literatury a na základě konzultací s ve-
doucímmé bakalářské práce a konzultantem.

Jsem si vědoma toho, že namou bakalářskou práci se plně vztahuje zákon
č. 121/2000 Sb., o právu autorském, zejména § 60 – školní dílo.

Beru na vědomí, že Technická univerzita v Liberci nezasahuje domých au-
torských práv užitím mé bakalářské práce pro vnitřní potřebu Technické
univerzity v Liberci.

Užiji-li bakalářskou práci nebo poskytnu-li licenci k jejímu využití, jsem
si vědoma povinnosti informovat o této skutečnosti Technickou univerzi-
tu v Liberci; v tomto případě má Technická univerzita v Liberci právo ode
mne požadovat úhradu nákladů, které vynaložila na vytvoření díla, až do
jejich skutečné výše.

Současně čestně prohlašuji, že text elektronické podoby práce vložený do
IS/STAG se shoduje s textem tištěné podoby práce.

Beru na vědomí, žemá bakalářská práce bude zveřejněna Technickou uni-
verzitou v Liberci v souladu s § 47b zákona č. 111/1998 Sb., o vysokých
školách a o změně a doplnění dalších zákonů (zákon o vysokých školách),
ve znění pozdějších předpisů.

Jsem si vědoma následků, které podle zákona o vysokých školách mohou
vyplývat z porušení tohoto prohlášení.

1. května 2021 Štěpánka Najmannová



Jak poč́ıtá kalkulačka sinus?

Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá aproximaćı a interpolaćı funkce
sinus. V teoretické části se nauč́ıme sestrojit Taylor̊uv polynom.
Lagrange̊uv a Newton̊uv polynom budeme sestrojovat ve vlastńıch
nebo ekvidistantńıch uzlech a dále v kořenech Čebyševova poly-
nomu. Vysvětĺıme, co je systém CORDIC. Ve druhé části spoč́ıtáme
jednotlivé polynomy pro konkrétńı úhly. Porovnáme jednotlivé po-
lynomy co do přesnosti, tak i co do náročnosti výpočt̊u.

Kĺıčová slova: aproximace, Taylor̊uv polynom, Lagrange̊uv poly-
nom, Newton̊uv polynom, CORDIC
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How does calculator calculate sine?

Abstract

This bachelor thesis deals with the approximation and interpolation
of the sine function. In the theoretical part we will learn to construct
a Taylor polynomial. We will construct the Lagrange and Newton
polynomials in eigenvalues or equidistant nodes and also in the roots
of the Chebyshev polynomial. We will explain what the CORDIC
system is. In the second part we calculate individual polynomials
for specific angles. We will compare individual polynomials in terms
of accuracy as well as in terms of complexity of calculations.

Keywords: approximation, Taylor polynomial, Lagrange polyno-
mial, Newton polynomial, CORDIC

6



Poděkováńı
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Úvod

Když při výpočtech na kalkulačce zmáčkneme libovolné tlač́ıtko, málokdo přemýšĺı
nad t́ım, co se vlastně stane. Jak kalkulačka dokáže spoč́ıtat jednoduché nebo i
složité př́ıklady, r̊uzné funkce? Kalkulačka pracuje ve dvojkové soustavě, umı́ jen
sč́ıtat a násobit a funkce aproximuje na polynom. [1]

Bakalářská práce je postavena na hledáńı vhodné aproximace a výpočet sin(x)
pro r̊uzné úhly a porovnáńı přesnosti výpočtu s kalkulačkou. V prvńı kapitole se
seznámı́me s Taylorovým polynomem, ve druhé kapitole se budeme zabývat Lagran-
geovým a Newtonovým polynomem s vlastńımi i ekvidistantńımi body a pak i s
body v uzlech Čebyševových polynomů. U všech těchto aproximaćı nás bude zaj́ımat
i chyba aproximace, tedy jaký stupeň polynomu muśıme zvolit, abychom dosáhli
požadované přesnosti. Protože dnešńı kalkulačky využ́ıvaj́ı systému CORDIC, v po-
sledńı teoretické kapitole si pov́ıme i o něm.[1] V praktické části si ukážeme, jak
jednotlivé druhy polynomů v́ıce či méně vhodně aproximuj́ı danou funkci, jak moc
zálež́ı na stupni zvoleného polynomu i na výběru bod̊u, kterými funkce procháźı.
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1 Taylor̊uv polynom

Při numerickém řešeńı úloh matematické analýzy často nahrazujeme danou funkci
f jinou funkćı ϕ, která danou funkci vhodně napodobuje a snadněji se s ńı poč́ıtá.
Tuto funkci ϕ nazýváme aproximaćı (přibĺıžeńım) funkce f . Naš́ım ćılem je zada-
nou funkci f nahradit jinou, jednodušš́ı funkćı, se kterou se jednodušeji a rychleji
pracuje, přesto je dostatečně přesná. K tomu se nejlépe hod́ı polynomy. K jejich
zpracováńı si vystač́ıme s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı. K aproximaci v okoĺı bodu
použ́ıváme Taylor̊uv polynom.

1.1 Tvar Taylorova polynomu

Předpokládejme, že daná funkce f má v daném bodě x0 a jeho okoĺı spojité derivace
až do řádu n. Dále máme funkci ϕ, která danou funkci f aproximuje. Hodnoty
derivaćı funkćı f a ϕ v bodě x0 jsou stejné až do řádu n. [2]

ϕj(x0) = f j(x0), j = 0, 1, ..., n

Tuto podmı́nku splňuje Taylor̊uv polynom.

Tn(x) = f(x0) +
f
′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)2 +

· · ·+ fn(x0)

n!
(x− x0)n =

n∑
k=0

fkx0
k!

(x− x0)k (1.1)

Pokud za střed Taylorova polynomu urč́ıme x0 = 0, pak mluv́ıme o Maclaurinově
polynomu.

Tn(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n
x(2n+1)

(2n+ 1)!
(1.2)

Na obrázku 1.1 je znázorněn pr̊uběh funkce sin(x) a Taylorovy polynomy r̊uzných
stupň̊u. Na ose x jsou vyneseny úhly v intervalu 〈−π, π〉 a na ose y najdeme hodnoty
funkćı pro dané x. Z obrázku je zřejmé, že s vyšš́ım stupněm Taylorova polynomu
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docháźı k přibĺıžeńı k funkci sin(x) a tedy i ke zpřesněńı výsledku. Dále je zřejmé, že
v okoĺı bodu x0 = 0 je aproximace Taylorovým polynomem ńızkého stupně přesná.
S přibývaj́ıćı vzdálenost́ı od bodu x0 je aproximace méně přesná a ke zpřesněńı
muśıme použ́ıt polynom vyšš́ıho stupně. V kapitole 5.1 si ukážeme aproximaci pro
konkrétńı úhel a spoč́ıtáme, jaký stupeň Taylorova polynomu muśıme použ́ıt pro
danou vzdálenost bodu x od bodu x0.

Obrázek 1.1: Taylor̊uv polynom

1.2 Lagrange̊uv tvar zbytku

Necht’ v okoĺı bodu x0 existuj́ı derivace funkce f až do stupně n+ 1 , pak

Rn+1(x) = f(x)− Tn(x) = f (n+1)(ξ)
(x− x0)n+1

(n+ 1)!
(1.3)

kde ξ je č́ıslo lež́ıćı mezi x0 a x .Zbytek po n-tém členu nám vyjadřuje, jaké chyby
jsme se pro daný stupeň aproximace polynomem dopustili. Umı́me-li odhadnout
(n + 1) derivaci funkce f v daném okoĺı bodu x0, můžeme spoč́ıtat odhad chyby
aproximace.
Plat́ı-li pro každé x z okoĺı bodu x0

|f (n+1)(ξ)| ≤M

potom
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|Rn+1(x)| ≤ M

(n+ 1)!
· |x− x0|n+1 (1.4)

Protože většinou přesnou polohu bodu ξ neznáme, můžeme nepřesnost aproxi-
mace pomoćı tvaru zbytku pouze odhadnout shora. M je maximum funkce |fn+1|
na intervalu 〈x0, x〉 respektive 〈x, x0〉. Protože funkce sin(x) má v absolutńı hodnotě
maximum v 1 a x0 = 0 dostáváme pro x ∈ 〈0, π

2
〉

|Rn+1(x)| ≤
∣∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ (1.5)

neboli

Rn+1(x)| ≤
(π
2
)n+1

(n+ 1)!
(1.6)
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n
(π
2
)n+1

(n+1)!

0 1,57079632679490

1 1,23370055013617

2 0,64596409750625

3 0,25366950790105

4 0,07969262624617

5 0,02086348076335

6 0,00468175413532

7 0,00091926027484

8 0,00016044118479

9 0,00002520204237

10 0,00000359884324

11 0,00000047108748

12 0,00000005692173

13 0,00000000638660

14 0,00000000066880

15 0,00000000006566

16 0,00000000000607

17 0,00000000000053

18 0,00000000000004

19 0,00000000000000

Tabulka 1.1: Odhad maximálńı chyby Taylorova polynomu
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2 Lagrange̊uv polynom a Newton̊uv polynom

U některých funkćı známe body, kterými daná funkce procháźı a jejich funkčńı
hodnoty. Požadujeme, aby aproximace interpolačńım polynomem procházela právě
těmito body.

2.1 Tvar Lagrangeova polynomu

Funkce f je dána svými hodnotami v n+1 bodech xi, i = 0, 1, · · · , n a hledáme funkci
ϕ, která procháźı zadanými body. Body xi se nazývaj́ı uzly interpolace.Předpokládejme,
že dané uzly jsou vzájemně r̊uzné.[2, 3, 4, 5]

ϕ(xi) = f(xi) i = 0, 1, · · · , n (2.1)

Tyto interpolačńı podmı́nky splňuje Lagrange̊uv interpolačńı polynom.

Ln(x) =
n∑
i=0

f(xi) li(x) (2.2)

li jsou polynomy n-tého stupně, pro které plat́ı

li(xk) =

{
0 pro k 6= i,
1 pro k = i i, k = 0, 1, · · · , n (2.3)

Vı́me, že li(x) má kořeny x0, x1, xi−1, xi+1, · · ·xn a v bodě xi nabývá hodnoty 1.
Můžeme jej tedy zapsat ve tvaru

li(x) =
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
(2.4)
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2.2 Newton̊uv interpolačńı polynom

U Lagrangeova interpolačńıho polynomu neexistuje vztah mezi Ln−1 a Ln. Když
mezi známé uzly přidáme daľśı, muśıme všechny polynomy (2.4) spoč́ıtat znovu.
Tuto nevýhodu odstraňuje Newton̊uv interpolačńı polynom.[2, 3, 4, 5]

Newton̊uv interpolačńı polynom má tvar

Nn(x) = a0 +a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+ · · ·+an(x−x0)(x−x1) · · · (x−xn−1)
(2.5)

Jsou-li uzly interpolace vzájemně r̊uzné, vstupńı data nám jednoznačně určuj́ı
koeficienty a0, a1 · · · an, takové, že Nn(x) splňuje interpolačńı podmı́nky:

Nn(xi) = f(xi), i = 0, 1, · · ·n (2.6)

Koeficienty a0, a1 · · · an lze spoč́ıtat ze soustavy rovnic

a0 = y0
a0 + a1(x1 − x0) = y1

a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) = y2
...

a0 + a1(xn − x0) + · · ·+ an(xn − x0) · · · (xn − xn−1) = yn,

ale jednodušš́ı a přehledněǰśı je vypoč́ıtat tyto koeficienty pomoćı poměrných
diferenćı.

Poměrná diference 1. řádu:

f [x0, x1] = f(x0)
x0−x1 + f(x1)

x1−x0

Poměrná diference 2. řádu:

f [x0, x1, x2] =
f(x0)
x0−x1 +

f(x1)
(x1−x0)(x1−x2)

+ f(x2)
(x2−x0)(x2−x1)

Poměrná diference n-tého řádu:

f [x0, x1, · · · , xn] =
n∑
j=0

f(xj)∏n
i=0(xj − xi)

, i 6= j

17



Je výhodné uspořádat výpočty do tabulky poměrných diferenćı

xi f(xi) f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] · · ·
x0 f(x0)

x1 f(x1) f [x0, x1, ]

x2 f(x2) f [x1, x2, ] f [x0, x1, x2]
...

...
...

...
. . .

xn f(xn) f [xn−1, xn] f [xn−2, xn−1, xn] · · · f [x0, · · ·xn]

Podtržené poměrné diference se použ́ıvaj́ı k sestrojeńı Newtonova interpolačńıho
polynomu.
Výsledný sestrojený Newton̊uv polynom má stejný tvar jako Lagrange̊uv inter-
polačńı polynom stejného stupně. Důkaz najdeme v [5]

2.2.1 Newton̊uv polynom v ekvidistantńıch uzlech

V kapitole 5.2 si ukážeme, že volba vlastńıch úhl̊u pro sestrojeńı Newtonova nebo
Lagrangeova polynomu neńı optimálńı. Použijeme pro sestrojeńı uzly x0, · · · , xn, jenž
jsou ekvidistantńı, tedy, že dané uzly maj́ı od sebe konstantńı vzdálenost.[5, 6]

xi = x0 + ih, i = 0, 1, · · · , n (2.7)

kde konstantu h nazýváme krok.
Pro výpočet Newtonova polynomu v ekvidistantńıch bodech použ́ıváme obyčejné
diference. k-tá obyčejná diference bodu xi na množině ekvidistantńıch uzl̊u má tvar

∆kfi = ∆k−1fi+1 −∆k−1fi, i = 0, 1, · · · , n− 1 (2.8)

Tedy plat́ı:

∆0fi = fi

∆1fi = ∆fi = fi+1 − fi
∆2fi = ∆fi+1 −∆fi = fi+2 − 2fi+1 + fi

Newton̊uv interpolačńı polynom v ekvidistantńıch uzlech má tvar

Nn(x) = Nn(x0 + sh) = f0 + shf [x0, x1] + s(s− 1)h2f [x0, x1, x2] + · · ·
· · ·+ s(s− 1) · · · (s− n+ 1)hnf [x0, · · · , xn] , (2.9)

kde

x = x0 + sh, s ∈ [0, n] . (2.10)
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2.3 Chyba aproximace interpolačńım polynomem

Mějme libovolný interval 〈a, b〉, který obsahuje všech n + 1 bod̊u. Necht’ na tomto
intervalu existuje konečná (n+ 1)-ńı derivace funkce f . Poté pro chybu aproximace
funkce f Lagrangeovým interpolačńım polynomem na tomto intervalu plat́ı [3, 5]

R(x) = f(x)− Ln(x) =
fn+1(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0) · · · (x− xn) (2.11)

kde x0, x1, · · ·xn jsou uzly interpolace, x ∈ 〈a, b〉 a ξ ∈ (a, b).

Plat́ı-li

|fn+1(ξ)| ≤M ,

pak

|R(x)| ≤ M

(n+ 1)!
|(x− x0) · · · (x− xn)| (2.12)

Interval 〈a, b〉 prolož́ıme ekvidistantńımi uzly, tj. existuje h 6= 0 tak, že [4]

xk = x0 + kh

neboli

xk = a+ k
b− a
n

(2.13)

Pro funkci sin(x) plat́ı, že má v absolutńı hodnotě maximum v 1 a každý člen
|x− x0|, |x− x1|, · · · , |x− xn| je menš́ı nebo roven délce intervalu 〈a, b〉. Proto podle
vět (2.12)(2.13) plat́ı

|R(x)| ≤ (b− a)n+1

(n+ 1)!
(2.14)

V tabulce 2.1 v prvńım sloupci jsou uvedeny odchylky, pokud za maximum M
zvoĺıme 1.
V MATLABu jsem si vykreslila graf pro Newton̊uv polynom 3. stupně. Na obrázku
2.1 je zvýrazněna maximálńı hodnota funkce y = 10x

(
x− π

2
· 1
3

) (
x− π

2
· 2
3

)
(
x− π

2
· 3
3

)
. Tato funkce dosahuje svého maxima v absolutńı hodnotě v 0, 752.Pro

lepš́ı názornost je x zvětšeno desetkrát. Tuto novou hodnotu (zmenšenou desetkrát)
dosad́ıme do čitatele do vzorce 2.14 a v tabulce 2.1 ve druhém sloupci vid́ıme, že došlo
ke zmenšeńı odhadu chyby. To samé uděláme ještě jednou pro Newton̊uv polynom 10.
stupně. Na obrázku 2.2 je vidět pr̊uběh funkce y = 1000x

(
x− π

20

) (
x− 2π

20

) (
x− 3π

20

)
(
x− 4π

20

) (
x− 5π

20

) (
x− 6π

20

) (
x− 7π

20

) (
x− 8π

20

) (
x− 9π

20

) (
x− π

2

)
a maximálńı hodnotu

v absolutńı hodnotě v 0,594 a x je opět pro lepš́ı názornost zvětšeno, tentokrát
tiśıckrát.V tabulce 2.1 ve třet́ım sloupci jsou spoč́ıtané odhady chyby.
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Obrázek 2.1: Newton̊uv polynom 3.
stupně

Obrázek 2.2: Newton̊uv polynom 10.
stupně

n (b−a)n+1

(n+1)!
0,07516
(n+1)!

0,0006
(n+1)!

0 1,57079632679632 0,07516000000000 0,00060000000000

1 1,23370055013617 0,03758000000000 0,00030000000000

2 0,64596409750625 0,01252666666667 0,00010000000000

3 0,25366950790105 0,00313166666667 0,00002500000000

4 0,07969262624617 0,00062633333333 0,00000500000000

5 0,02086348076335 0,00010438888889 0,00000083333333

6 0,00468175413532 0,00001491269841 0,00000011904762

7 0,00091926027484 0,00000186408730 0,00000001488095

8 0,00016044118479 0,00000020712081 0,00000000165344

9 0,00002520204237 0,00000002071208 0,00000000016534

10 0,00000359884324 0,00000000188292 0,00000000001503

11 0,00000047108748 0,00000000015691 0,00000000000125

12 0,00000005692173 0,00000000001207 0,00000000000010

13 0,00000000638660 0,00000000000086 0,00000000000001

14 0,00000000066880 0,00000000000006 0,00000000000000

15 0,00000000006566 0,00000000000000 0,000000000000000

16 0,00000000000607 0,000000000000000 0,0000000000000000

Tabulka 2.1: Odhad maximálńı chyby interpolačńıho polynomu
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3 Čebyšev̊uv polynom

Při aproximaci Lagrangeovým a Newtonovým polynomem jsme dosud volili vlastńı
nebo ekvidistantńı uzly. V kapitolách 5.2 a 5.3 ukáži, že tyto uzly nejsou zcela nej-
vhodněǰśı. Jako lepš́ı se jev́ı za uzly dosadit kořeny Čebyševových polynomů. [2, 7, 8]

Hledáme funkci h(x), která v intervalu 〈a, b〉 minimalizuje maximálńı absolutńı hod-
notu rozd́ılu od funkce f(x), tedy

minh(x)(maxx∈〈a,b〉|f(x)− h(x)|) (3.1)

Pro interpolaci Čebyševovými polynomy se libovolný interval převede na interval
〈−1, 1〉. Každému t ∈ 〈a, b〉 přǐrad́ıme hodnotu x ∈ 〈−1, 1〉 podle vztahu

x =
t− 1

2
(a+ b)

b− a
(3.2)

Čebyševovy polynomy zapisujeme ve tvaru

Tn(x) = cos(n arccos(x)) (3.3)

Pro n = 0 dostáváme T0(x) = cos(0 · arccos(x)) = 1

Pro n = 1 dostáváme T1(x) = cos(1 · arccos(x)) = x
Pro sestrojeńı polynomů vyšš́ıch stupň̊u se využ́ıvá rekurentńı vztah

Tn+1(x) = 2Tn(x)x− Tn−1(x) n ∈ N (3.4)

Čebyševov̊uv polynom Tn(x) má v intervalu 〈−1, 1〉 n kořen̊u v bodech

x = cos(
π(k − 1

2
)

n
) k = 1, 2, · · · , n (3.5)
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Pokud chceme funkci f(x) aproximovat na intervalu 〈a, b〉, zvoĺıme za uzly body,
které dostaneme pomoćı předpisu

z =
1

2
(x(b− a) + a+ b) (3.6)

Tyto uzly pak dosad́ıme do Lagrangeova nebo Newtonova polynomu (2.4), (2.5)

22



4 CORDIC

CORDIC (z anglického COrdinate Rotation DIgital Computer) je jednoduchý al-
goritmus předevš́ım pro výpočet goniometrických funkćı. V roce 1959 ho navrhl a
popsal Jack E. Volder. Je založen na sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a posunu desetinné čárky ve
dvojkové soustavě. [9]

4.1 Princip algoritmu CORDIC

Algoritmus CORDIC je založen na rotaci vektoru o určitý úhel δ a z následné úpravy
vzorce pro rotaci tak, aby se eliminovaly složité a časově náročné multiplikativńı
operace. Vektor ~r, lze v kartézské soustavě souřadnic zapsat jako ~r = [x0, y0]. Tento
vektor můžeme zapsat i pomoćı polárńıch souřadnic, ve kterých je vektor definován
svou velikost́ı a orientovaným úhlem. Velikost vektoru ~r budeme značit jako r.
Na obrázku 4.1 vid́ıme rotaci bodu A respektive vektoru ~r, vyjádřeného pomoćı
polárńıch i kartézských souřadnic.

Obrázek 4.1: Rotace vektoru

Vztah mezi polárńımi souřadnicemi a souřadnicemi v kartézské soustavě souřadnic
vyjádř́ıme takto
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x0 = r · cosϕ

y0 = r · sinϕ (4.1)

Rotaci o úhel δ pak lze zapsat jako

xδ = r · cos(ϕ+ δ)

yδ = r · sin(ϕ+ δ) (4.2)

Po dosazeńı součtových vzorc̊u pro sin δ a cos δ do (4.1) dostáváme

xδ = r · (cosϕ cos δ − sinϕ sin δ) = x0 cos δ − y0 sin δ

yδ = r · (sinϕ cos δ + cosϕ sin δ) = x0 sin δ + y0 cos δ (4.3)

Vztah (4.3) dále uprav́ıme

xδ
cos δ

= x0 − y0
sin δ

cos δ
= x0 − y0 tan δ

yδ
cos δ

= y0 + x0
sin δ

cos δ
= y0 + x0 tan δ (4.4)

neboli

xδ = cos δ(x0 − y0 tan δ)

yδ = cos δ(y0 + x0 tan δ) (4.5)

Pokud voĺıme δ tak, že tan δ nabývá hodnot 2−i (pro i ≥ 0), je možné tan δ
nahradit zvolenou hodnotou 2−i a násobeńı touto hodnotou můžeme nahradit bi-
tovým posunem.T́ım jsme se zbavili násobeńı a algoritmus bude ještě rychleǰśı. Na
druhou stranu máme omezený výběr úhl̊u, o které může vektor rotovat. To však
neńı problém, nebot’ rotaci o zvolený úhel lze nahradit séríı rotaćı.
Tabulka 4.1 ukazuje hodnoty úhl̊u δi, po kterých se provád́ı rotace. Hodnoty jsou
pro úsporu mı́sta uvedeny pro i = {0, 1, · · · , 10}.

Parciálńı rotace můžeme provádět směrem doprava i doleva, můžeme mı́sto hod-
noty cos δ nahradit konstantou ki, protože plat́ı cos δ = cos−δ. Mı́sto tan δ dosad́ıme
mocninu dvojky 2−i a směr rotace nahrad́ıme parametrem di. Parametr dinabývá
pouze hodnot +1 a -1.
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i 2−i úhel ve stupńıch úhel v radiánech

0 1 45 0,785398

1 0,5 26,56 0,463647

2 0,25 14,03 0,244978

3 0,125 7,12 0,124354

4 0,0625 3,57 0,062418

5 0,03125 1,78 0,031239

6 0,015625 0,89 0,015623

7 0,0078125 0,44 0,007812

8 0,00390625 0,22 0,003906

9 0,001953125 0,11 0,001953

10 0,0009765625 0,05 0,000976

Tabulka 4.1: Záporné mocniny č́ısla 2 a odpov́ıdaj́ıćı úhly

xδ = ki(x0 − y0 · di · 2−i)
yδ = ki(y0 + x0 · di · 2−i) (4.6)

Pro konstantu kiplat́ı

ki = cos(arctan 2−i) = 1√
1+2−2i

Během výpočtu můžeme konstantu k ignorovat a vynásobit j́ı výsledek až na ko-
nec. Součin konstant velmi rychle konverguje k 0, 60725293501(této hodnoty dosáhneme
při i = 18), takže pro větš́ı počet iteraćı můžeme do paměti uložit tuto jedinou hod-
notu a t́ım zmenšit pamět’ové nároky.

V tabulce 4.2 jsou v druhém sloupci uvedeny hodnoty pro jednotlivé konstanty
ki a ve třet́ım sloupci hodnoty pro součin konstant od k do ki.

4.2 Ukázka výpočtu v systému CORDIC

Tabulka 4.3 nám ukazuje, jak během jednotlivých rotaćı o úhel δ docháźı k přibližováńı
k námi zvolenému úhlu 40◦. Ve vedleǰśım sloupci jsou hodnoty funkce sin pro jed-
notlivé úhly. Přesnosti jedenácti desetinných mı́st dosáhneme při 43. iteraci.Výpočty
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i ki součin k

0 0,70710678 0,70710678

1 0,89442719 0,63245553

2 0,97014250 0,61357199

3 0,99227787 0,60883391

4 0,99805257 0,60764825

5 0,99951207 0,60735177

6 0,99987795 0,60727764

7 0,99996948 0,60725911

8 0,99999237 0,60725447

9 0,99999809 0,60725332

10 0,99999952 0,60725303

Tabulka 4.2: Hodnoty konstanty k pro i ≤ 10

byly prováděny v excelu.

Poznámka
Algoritmus je funkčńı pro úhly v prvńım a čtvrtém kvadrantu.Pro úhly z druhého
a třet́ıho kvadrantu je nutné vstupńı úhel δ posunout do prvńıho nebo čtvrtého
kvadrantu a ve výsledku pak převrátit znaménko.
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i d́ılč́ı ϕ ve stupńıch sin (d́ılč́ı ϕ)

0 45 0.70710678119

1 18.43494882 0.31622776602

2 32.47119229 0.53687549219

3 39.59620863 0.63737300217

4 43.17254301 0.68419769479

5 41.38263240 0.66108446001

6 40.48745869 0.64928158976

7 40.03984452 0.64332017543

8 39.81603402 0.64032467590

9 39.92793970 0.64182365555

10 39.9838925 0.64257222831

11 40.01186904 0.64294628502

12 39.99788081 0.64275927581

13 40.00487493 0.64285278521

14 40.00137787 0.64280603170

15 39.99962934 0.64278265406

16 40.00050361 0.64279434295

17 40.00006648 0.64278849852

18 39.99984791 0.64278557629

19 39.99995719 0.64278703741

20 40.00001183 0.64278776797

Tabulka 4.3: Rotace vektoru pro úhel 40◦ a pr̊uběžné výsledky
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5 Vlastńı výpočty

Pro zobrazeńı výpočt̊u a porovnáńı výsledk̊u výpočt̊u s kalkulačkou jsem zvolila
úhel 40◦ (2π

9
). Přesnost výpočt̊u je 11 desetinných mı́st.Hodnota funkce sin(2π

9
)na

kalkulačce je 0,64278760968 . Pro Taylor̊uv polynom jsem zvolila střed x0 = 0.

5.1 Taylor̊uv polynom

Podle věty (1.2) sestroj́ıme Taylor̊uv polynom stupně 1.

T1(
2π
9

) = 2π
9

= 0, 69813170079

Odchylka od výsledku na kalkulačce je 0,05534409111.1

Podle věty (1.2) sestroj́ıme Taylor̊uv polynom stupně 3.

T3(
2π
9

) = 2π
9
− ( 2π

9
)3

3!
= 0, 64142154683

Odchylka od výsledku na kalkulačce je 0,00136606285.

Vid́ıme, že docháźı ke zpřesňováńı výsledku. Pokračujeme ve výpočtu zvyšováńım
stupně Taylorova polynomu. Daľśı výsledky i odchylku od kalkulačky znázorňuje
tabulka 5.1.
V tomto př́ıpadě nám k požadované přesnosti stač́ı Taylor̊uv polynom 11. stupně.

Jak to bude vypadat, pokud zvoĺıme jiný úhel?[7]
Na obrázku 1.1 vid́ıme, že kolem bodu x0 = 0 dosahuje Taylor̊uv polynom výborných
výsledk̊u pro jakkýkoliv stupeň. A pokud požadujeme stále stejnou přesnost i pro
vzdáleněǰśı body, muśıme stupeň Taylorova polynomu zvyšovat. V tabulce 5.2 jsou
znázorněné Taylorovy polynomy zvětšuj́ıćıho stupně a pro jakou vzdálenost bodu x
od bodu x0 jsou vhodné pro námi zvolenou přesnost jedenácti desetinných mı́st.Z
této tabulky také vyčteme, že pro celý interval 〈0, π

2
〉 nám stač́ı Taylor̊uv polynom

17. stupně.

1Nerozlǐsujeme kladnou nebo zápornou odchylku.
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n Tn Odchylka

1 0,69813170079 0,0553440911

3 0,64142154683 0,00136606285

5 0,64280353889 0,00001592921

7 0,64278750161 0,00000010807

9 0,64278761017 0,00000000049

11 0,64278760969 0,00000000001

13 0,64278760969 0,00000000001

Tabulka 5.1: Hodnota a odchylka T (n) pro úhel 2π
9

5.2 Lagrange̊uv a Newton̊uv intepolačńı polynom ve
vlastńıch uzlech

Nejprve sestroj́ıme Lagrange̊uv polynom pro 4 uzly, za které jsem si zvolila úhly
π
6
, π
4
, π
3

a π
2
. Podle vzorce (2.4) sestroj́ıme čtyři polynomy.

Pro úhel π
6
:

 L0(x) =
(x− π

4
)(x− π

3
)(x− π

2
)

(π
6
− π

4
)(π

6
− π

3
)(π

6
− π

2
)

= −9 · (3x− π)(2x− π)(4x− π)

π3

Pro úhel π
4
:

 L1(x) =
(x− π

6
)(x− π

3
)(x− π

2
)

(π
4
− π

6
)(π

4
− π

3
)(π

4
− π

2
)

=
16 · (3x− π)(2x− π)(6x− π)

π3

Pro úhel π
3
:

 L2(x) =
(x− π

4
)(x− π

6
)(x− π

2
)

(π
3
− π

4
)(π

3
− π

6
)(π

3
− π

2
)

= −9 · (6x− π)(2x− π)(4x− π)

π3

Pro úhel π
2
:

 L3(x) =
(x− π

4
)(x− π

3
)(x− π

6
)

(π
2
− π

4
)(π

2
− π

3
)(π

2
− π

6
)

=
(3x− π)(6x− π)(4x− π)

π3
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Tn |x− x0| Rn+1(x)

T3
π
180

6, 7 · 10−11

T5
5π
180

5, 4 · 10−11

T7
13π
180

4, 0 · 10−11

T9
23π
180

1, 2 · 10−11

T11
38π
180

1, 0 · 10−11

T13
60π
180

2, 3 · 10−11

T15
80π
180

1, 4 · 10−11

T17
90π
180

1, 0 · 10−12

Tabulka 5.2: Stupeň Tn v závislosti na vzdálenosti |x− x0|

Nyńı můžeme sestrojit Lagrange̊uv polynom 3. stupně podle vzorce (2.2).

 L(x) = −1

2
· −9 · (6x− π)(2x− π)(4x− π)

π3
+

√
2

2
· 16 · (3x− π)(2x− π)(6x− π)

π3

−
√

3

2
· 9 · (6x− π)(2x− π)(4x− π)

π3
+

(3x− π)(6x− π)(4x− π)

π3

Za x dosad́ıme úhel 2π
9

a polynom spoč́ıtáme.

 L(x) =
5

54
+

40
√

2

81
− 5
√

3

54
+

1

81
=

17 + 80
√

2− 15
√

3

162
= 0, 64294026466

Nyńı pro stejné úhly sestroj́ıme Newton̊uv polynom. Začneme poměrnými dife-
rencemi, které uspořádáme do tabulky (2.2).

xi f(xi) f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]
π
6

1
2

π
4

√
2
2

0,7910
π
3

√
3
2

0,6070 -0,3515
π
2

1 0,2558 -0,4471 -0,0912

Poměrné diference dosad́ıme do vzorce (2.5)

N(x) =
1

2
+ 0, 7910(x− π

6
)− 0, 3515(x− π

6
)(x− π

4
)− 0, 0912(x− π

6
)(x− π

4
)(x− π

3
) =

= −0, 912x3 + 1, 7973x2 − 0, 3740x+ 0, 3340
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Za x dosad́ıme úhel 2π
9

a polynom spoč́ıtáme.

N(
2π

9
) = −0, 912(

2π

9
)3 + 1, 7973(

2π

9
)2 − 0, 3740

2π

9
+ 0, 3340 = 0, 64294026466

Vid́ıme, že oba polynomy nám daly stejný výsledek a odchylka od hodnoty
sin(2π

9
) je

|e| = N3(
2π
9

)− sin(2π
9

) = 0, 00015265498

Obrázek 5.1: Newton̊uv polynom s rovnoměrně rozmı́stěnými úhly

Pro sestrojeńı graf̊u na obrázku 5.1 jsem pro Newton̊uv polynom 3. stupně zvolila
úhly 30◦, 45◦, 60◦ a 90◦. Pro sestrojeńı grafu Newtonova polynomu 10. stupně jsem
přidala úhly 15◦, 75◦, 25◦, 80◦, 5◦, 55◦, 10◦. I pro sestrojeńı Newtonova polynomu
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20. stupně jsem úhly přidávala rovnoměrně po celém intervalu 〈0, π
2
〉.

Jaká nastane situace, pokud uzly nerozmı́st́ıme po intervalu rovnoměrně, ale použijeme
např. úhly jen z prvńı poloviny intervalu? Jak se změńı grafy pro jednotlivé stupně
Newtonova polynomu, ukazuj́ı grafy na obrázku 5.2 . Z graf̊u je možné vyč́ıst, že
nyńı aproximace funkce sin(x) Newtonovým polynomem neńı již tak přesná. I když
zvyšujeme stupeň interpolačńıho polynomu, nedocháźı k lepš́ı aproximaci, ba nao-
pak.

Obrázek 5.2: Newton̊uv polynom s nerovnoměrně rozmı́stěnými úhly
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5.3 Newton̊uv interpolačńı polynom v ekvidistantńıch
bodech

Mějme čtyři uzly, které maj́ı mezi sebou konstantńı vzdálenost. Ze vzorce (2.2.1)
spoč́ıtáme jednotlivé uzly.Za konstantu h zvoĺıme π

6
. 2

x0 = 0

x1 = 0 + h =
π

6

x2 = 0 + 2h =
π

3

x3 = 0 + 3h =
π

2

Spoč́ıtáme obyčejné diference, které uspořádáme do tabulky.

xi f(xi) f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]
0 0
π
6

1
2

0,9549
π
3

√
3
2

0,6990 -0,2443
π
2

1 0,2558 -0,4232 -0,1138

Ze vztahu (2.10) spoč́ıtáme s.

x = x0 + sh
2π

9
= 0 + s · π

6

s =
4

3

Obyčejné diference, h a s dosad́ıme do vzorce (2.9) a spoč́ıtáme.

N3(
2π

9
) = 0 +

4

3
· π

6
· 0, 9549− 4

3
· (4

3
− 1) · (π

6
)2 · 0, 2443−

−4

3
· (4

3
− 1) · (4

3
− 2) · (π

6
)3 · 0, 1138 = 0, 64173780387

Absolutńı odchylka od kalkulačkové hodnoty je

|e| = N3(
2π
9

)− sin(2π
9

) = 0, 00104980582
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Obrázek 5.3: Newtonovy polynomy s ekvidistantńımi uzly

Vid́ıme, že v tomto př́ıpadě interpolace Newtonovým polynomem v ekvidistantńıch
uzlech vycháźı h̊uře, než interpolace ve vlastńıch uzlech.

Na obrázćıch 5.3 máme srovnáńı pr̊uběh̊u Newtonových polynomů v ekvidistantńıch
uzlech. V porovnáńı s grafy interpolačńıch polynomů ve vlastńıch uzlech došlo k lepš́ı
aproximaci.

2Interval 〈0, π
2 〉 chceme rozdělit na 3 intervaly se čtyřmi úhly
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5.4 Newton̊uv polynom v kǒrenech Čebyševových po-
lynomů

Pro výpočet Newtonova polynomu N3(x) potřebujeme 4 kořeny Čebyševových po-
lynomů. Do vzorc̊u (3.5) a (3.6) dosad́ıme za k = 1, 2, 3, 4, za interval 〈a, b〉 zvoĺıme
interval 〈0, π

2
〉 a spoč́ıtáme.

x1 = cos(
π
2

4
) = 0, 9238 z1 =

1

2
(0, 9238

π

2
+
π

2
) = 1, 5110

x2 = cos(
3π
2

4
) = 0, 3826 z2 =

1

2
(0, 3826

π

2
+
π

2
) = 1, 0859

x3 = cos(
5π
2

2
) = −0, 3826 z3 =

1

2
(−0, 3826

π

2
+
π

2
) = 0, 4848

x4 = cos(
7π
2

4
) = −0, 9238 z4 =

1

2
(−0, 9238

π

2
+
π

2
) = 0, 0597

Sestroj́ıme tabulku poměrných diferenćı.

xi f(xi) f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]
1,5110 0,9982
1,0859 0,8847 0,2669
0,4848 0,4660 0,6965 -0,4186
0,0597 0,0597 0,9559 -0,2527 -0,1142

Po dosazeńı do vzorce pro Newton̊uv nebo Lagrange̊uv polynom (2.4), (2.5) źıskáváme

N(x) = 0, 9982 + 0, 2669(x− 1, 5110)− 0, 4186(x− 1, 5110)(x− 1, 0859)−
−0, 1142(x− 1, 5110)(x− 1, 0859)(x− 0, 4848) =

= −0, 1142x3 − 0, 0664x2 + 1, 0227x− 0, 0011 = 0.64157078358

Absolutńı odchylka od kalkulačkové hodnoty je

|e| = N3(
2π
9

)− sin(2π
9

) = 0.00121682611

Na obrázćıch 5.4 vid́ıme pr̊uběh Newtonova polynomu, pokud za uzly zvoĺıme
kořeny Čebyševova polynomu.
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Obrázek 5.4: Newtonovy polynomy s uzly v kořenech Čebyševova polynomu

Z graf̊u 5.3 a 5.4 se zdá, že mezi aproximaćı polynomy s ekvidistantńımi uzly
nebo kořeny Čebyševových polynomů neńı žádný velký rozd́ıl. Pojd’me se pod́ıvat,
jak to vypadá s odchylkami od kalkulačkové hodnoty.

Na obrázćıch 5.5, 5.6 a 5.7 jsou znázorněné odchylky na intervalu 〈0, π
2
〉. Na ose

x jsou vyneseny úhly z tohoto intervalu, u kterých vid́ıme, jaké odchylky dosahuj́ı
od kalkulačkové hodnoty (na ose y). Úhly jsem volila tak, aby žádný úhel neležel
v ekvidistantńım uzlu či v kořenu Čebyševova polynomu. Pokud bych tento úhel
zvolila, jeho odchylka by byla nulová a tento úhel(respektive jeho odchylka) by
zmizel z grafu.
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Vid́ıme, že uprostřed intervalu dosahuj́ı oba druhy polynomů podobných odchy-
lek. Rozd́ıl mezi Newtonovým polynomem v ekvidistantńıch uzlech a Newtonovým
polynomem v kořenech Čebyševova polynomu je na okraj́ıch intervalu, kde polynom
s ekvidistantńımi uzly neaproximuje funkci sin(x) tak přesně. Přestože v některých
úhlech je aproximace polynomem s Čebyševovými kořeny horš́ı, v rámci celého in-
tervalu netrṕı velkými výkyvy v přesnosti.V jeho př́ıpadě se můžeme spolehnout na
stejnou přesnost v celém námi zvoleném intervalu. Jeho rozptyl odchylek je u N3(x)
mezi 10−3 a 10−4, u N10(x) mezi 10−12 a 10−14 a u N20(x) je to mezi 10−15 a 10−16.

5.5 MATLAB

Veškeré výpočty a grafy byly prováděny v Excelu a v MATLABu.
Pro vykresleńı grafu Taylorova polynomu r̊uzných stupň̊u byl použit následuj́ıćı kód:

x=-pi:0.1:pi

y=sin(x)

z=x-x.^3/factorial(3)

a=x-x.^3/factorial(3)+x.^5/factorial(5)

b=x-x.^3/factorial(3)+x.^5/factorial(5)-x.^7/factorial(7)

axis([-3 3 -1 1])

plot(x,y,’b’)

hold on

plot(x,z,’r’)

plot(x,a,’g’)

plot(x,b,’g’)

hold off

Pro výpočet Newtonova polynomu r̊uzných stupň̊u a r̊uzně rozložených uzl̊u by
kód pro výpočet a vykresleńı grafu mohl vypadat takto:[10]
Máme funkci, která procháźı body

[xk, yk] = [xk, f(xk)] k = 0, 1, · · · , N

Tvar Newtonova polynomu je

N(x) = d0,0 + d1,1 · (x− x0) + · · ·+ dN,N · (x− x0) · · · · · (x− xN−1),

kde

dk,0 = ykadk,j =
dk,j−1 − dk−1,j−1
xk − xk−j+1
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function [C,D]=Newton_e(~,~)

spojeni = ddeinit(’excel’, ’taylorr.xlsx’)

X=ddereq(spojeni,’r3c4:r32c4’)

Y=ddereq(spojeni,’r3c5:r32c5’)

n=length(X);

D = zeros (n,n);

D (:,1) = Y

for j = 2: n

for k = j: n

D (k,j) = (D (k, j-1) -D (k-1, j-1)) / (X (k) -X (k-j + 1))

end

end

C=D (n, n)

for k = (n-1) :-1: 1

C=conv(C,poly (X (k)))

m=length (C)

C (m)=C (m) +D (k,k)

end

x = 0 : pi/100 : pi;

e = polyval(C, x);

format long

axis square, axis([0 3 -1 1.2])

x = 0 : pi/100 : pi; y =sin(x);

plot (x, y, ’b’)

hold on

axis square, axis([0 3 -1 1.2])

x = 0 : pi/100 : pi

plot (x, e, ’r--’)

hold off

Pro znázorněńı rozd́ıl̊u mezi interpolačńım polynomem v ekvidistantńıch uzlech
a v kořenech Čebyševova polynomu byl použit tento kód:

spojeni = ddeinit(’excel’, ’taylorr.xlsx’)

x=ddereq(spojeni,’r35c6:r35c36’)

a=ddereq(spojeni,’r38c6:r38c36’)

b=ddereq(spojeni,’r45c6:r45c36’)

axis([0 1.6 0.00000000000000000001 0.1])
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plot (x,a,’r*-’)

hold on

plot(x,b,’g*-’)

hold off

title(’Odchylky Newtonova polynomu 3. stupně’)

legend(’ekvidistantnı́ uzly’,’Čebyševovy kořeny’)
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Obrázek 5.5: Odchylky pro N3 Obrázek 5.6: Odchylky pro N10

Obrázek 5.7: Odchylky pro N20
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6 Závěr

V kapitolách 1.1 a 5.1 jsme dokázali, že Taylor̊uv polynom je vhodný pro aproximaci
v okoĺı určitého bodu. Pokud za střed Taylorova polynomu zvoĺıme bod x0 = 0 ,
je jeho výpočet poměrně jednoduchý a rychlý. Pro vzdáleněǰśı body se v́ıce hod́ı
Lagrange̊uv a Newton̊uv polynom. Protože oba polynomy jsou totéž, je jednodušš́ı
zvolit Newton̊uv polynom. Pokud experimentujeme s přidáváńım bod̊u, je New-
ton̊uv polynom vhodněǰśı, protože nový bod lehce přidáme k ostatńım a nemuśıme
vše celé přepoč́ıtávat jako u Lagrangeova polynomu. Tento problém by však určitě
vyřešilo naprogramovat si kód pro výpočet těchto polynomů v nějakém programo-
vaćım jazyce. Dospěli jsme k závěru, že zálež́ı nejen na volbě stupně polynomu, ale
také na rozložeńı uzl̊u v intervalu. Jako nejlépe se jev́ı, vybrat si za uzly kořeny
Čebyševových polynomů. S těmito uzly dosahuje interpolačńı polynom nejlepš́ıch
výsledk̊u a to na celém intervalu.
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Dostupné z https://www.explainthatstuff.com/calculators.html.
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Dostupné z: https://theses.cz/id/7hk5ls

[4] ČERMÁK, L., HLAVIČKA, R.Numerické metody [online] 1. 11. 2006 [vid.
2021-03-28] dostupné z:
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