TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI
Fakulta pfirodovédné-humanitni
a pedagogicka |

Jak pocita kalkulacka sinus?

Bakalarska prace

Studijni program: B1101 Matematika

Studijni obory: Matematika se zaméfenim na vzdélavani
Informatika se zamérenim na vzdélavani

Autor prdce: Stépanka Najmannova

Vedouci prdce: RNDr. Martina Sim¢nkova, Ph.D.

Katedra aplikované matematiky

Liberec 2021 |



TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI
Fakulta pfirodovédné-humanitni
a pedagogicka |

Zadani bakalaiské prace

Jak pocita kalkulacka sinus?

Jméno a pfijmeni:  Stépanka Najmannova

Osobni ¢islo: P17000189
Studijni program:  B1101 Matematika
Studijni obory: Matematika se zaméfenim na vzdélavani

Informatika se zamérenim na vzdélavani
Zaddvajici katedra: Katedra matematiky a didaktiky matematiky
Akademicky rok: ~ 2018/2019

Zasady pro vypracovani:

Cilem bakalafské prace je hledat odpovéd na pfirozenou otazku, jak pracuje kalkulacka, ktera dfive ci
pozdéji napadne kazdého dobrého ucitele informatiky. Studentka si zopakuje, co je Taylorav
interpola¢ni polynom véetné odhadu jeho odchylky od aproximované funkce a nastuduje totéz pro
interpolacni polynom. Déle navrhne zpUsob aproximace funkce sinus témito polynomy tak, aby pfi
vypoctu funkéni hodnoty doséhla stejné presnosti jako bézna kalkulacka. V praci vyzkousi
interpolaéni polynomy s rGizné rozlozenymi uzly, specialné s uzly v kofenech Ceby3evovych
polynomd. Déle provede resersi zplsobU vypoctu funkce sinus a porovna svoje metody s metodami
nalezenymi reSersi co do presnosti a vypoctové naro¢nosti. Prace bude vysazena systémem LaTeX.



Rozsah grafickych praci: [ 1] |

o H N
Rozsah pracovni zprdvy: EEE
Forma zpracovdni prdce: tisSténa/elektronicka
Jazyk prdce: Cestina
Seznam odborné literatury:
Vesely, J.: Zaklady matematické analyzy, Matfyzpress, 2004.
Stoer, J., Bulirsch, R.: Introduction to Numerical Analysis, Springer, 2002.
Rybicka, J.: LaTeX pro zac¢atecniky, Konvoj, 2003.
Dokumentace systému LaTeX: https://www.latex-project.org/help/documentation
Vedouci prdce: RNDr. Martina Sim¢nkova, Ph.D.

Katedra aplikované matematiky
Datum zaddni prdce: 26.dubna 2019
Predpoklddany termin odevzddni: 30. dubna 2020
L.S.
prof. RNDr. Jan Picek, CSc. doc. RNDr. Jaroslav Mlynek, CSc.
dékan vedouci katedry

V Liberci dne 2. kvétna 2019



I 4

Prohlaseni

Prohlasuji, ze svou bakalafskou praci jsem vypracovala samostatné jako
plvodni dilo s pouzitim uvedené literatury a na zakladé konzultaci s ve-
doucim mé bakalarské prace a konzultantem.

Jsem si védoma toho, ze na mou bakalafskou praci se plné vztahuje zakon
€. 121/2000 Sb., o pravu autorském, zejména § 60 - Skolni dilo.

Beru na védomi, Zze Technicka univerzita v Liberci nezasahuje do mych au-
torskych prav uzitim mé bakalarské prace pro vnitini potfebu Technické
univerzity v Liberci.

Uziji-li bakalafskou praci nebo poskytnu-li licenci k jejimu vyuZiti, jsem
si védoma povinnosti informovat o této skute¢nosti Technickou univerzi-
tu v Liberci; v tomto pripadé ma Technicka univerzita v Liberci pravo ode
mne pozadovat Uhradu nakladd, které vynalozila na vytvoreni dila, az do
jejich skutecné vyse.

Soucasné Cestné prohlasuji, ze text elektronické podoby prace vlozeny do
IS/STAG se shoduje s textem tisténé podoby prace.

Beru na védomi, Ze ma bakalafska prace bude zvefejnéna Technickou uni-
verzitou v Liberci v souladu s § 47b zékona ¢. 111/1998 Sb., o vysokych
$kolach a 0 zméné a doplnéni dalSich zdkond (zdkon o vysokych Skolach),
ve znéni pozdéjsich predpisu.

Jsem si védoma nasledkd, které podle zakona o vysokych skolach mohou
vyplyvat z poruseni tohoto prohlaseni.

1. kvétna 2021 Stépéanka Najmannova



Jak pocita kalkulacka sinus?

Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zabyva aproximaci a interpolaci funkce
sinus. V teoretické ¢édsti se nauc¢ime sestrojit Tayloruv polynom.
Lagrangeuv a Newtonuv polynom budeme sestrojovat ve vlastnich
nebo ekvidistantnich uzlech a dile v kofenech Cebysevova poly-
nomu. Vysvétlime, co je systém CORDIC. Ve druhé ¢asti spocitame
jednotlivé polynomy pro konkrétni tihly. Porovname jednotlivé po-
lynomy co do presnosti, tak i co do narocnosti vypoctu.

Klicova slova: aproximace, Tayloruv polynom, Lagrangeuv poly-
nom, Newtonuv polynom, CORDIC



How does calculator calculate sine?

Abstract

This bachelor thesis deals with the approximation and interpolation
of the sine function. In the theoretical part we will learn to construct
a Taylor polynomial. We will construct the Lagrange and Newton
polynomials in eigenvalues or equidistant nodes and also in the roots
of the Chebyshev polynomial. We will explain what the CORDIC
system is. In the second part we calculate individual polynomials
for specific angles. We will compare individual polynomials in terms
of accuracy as well as in terms of complexity of calculations.

Keywords: approximation, Taylor polynomial, Lagrange polyno-
mial, Newton polynomial, CORDIC
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Uvod

Kdyz pri vypoctech na kalkulacce zmackneme libovolné tlac¢itko, malokdo premysli
nad tim, co se vlastné stane. Jak kalkulacka dokaze spocitat jednoduché nebo i
slozité priklady, ruzné funkce? Kalkulacka pracuje ve dvojkové soustaveé, umi jen
scitat a ndsobit a funkce aproximuje na polynom. [1]

Bakalaiska préace je postavena na hleddni vhodné aproximace a vypocet sin(z)
pro ruzné uhly a porovnani presnosti vypoctu s kalkulackou. V prvni kapitole se
seznamime s Taylorovym polynomem, ve druhé kapitole se budeme zabyvat Lagran-
geovym a Newtonovym polynomem s vlastnimi i ekvidistantnimi body a pak i s
body v uzlech Cebysevovych polynomii. U vech téchto aproximaci nds bude zajimat
i chyba aproximace, tedy jaky stupen polynomu musime zvolit, abychom dosdhli
pozadované piesnosti. Protoze dnesni kalkulacky vyuzivaji systému CORDIC, v po-
sledni teoretické kapitole si povime i o ném.[1] V praktické ¢asti si ukazeme, jak
jednotlivé druhy polynomu vice ¢i méné vhodné aproximuji danou funkei, jak moc
zalezi na stupni zvoleného polynomu i na vybéru bodu, kterymi funkce prochazi.
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1 Tayloriv polynom

Pti numerickém feseni uloh matematické analyzy casto nahrazujeme danou funkci
f jinou funkci ¢, kterd danou funkei vhodné napodobuje a snadnéji se s ni pocita.
Tuto funkci ¢ nazyvame aproximaci (ptiblizenim) funkce f. Nasim cilem je zada-
nou funkci f nahradit jinou, jednodussi funkci, se kterou se jednoduseji a rychleji
pracuje, presto je dostatecné presna. K tomu se nejlépe hodi polynomy. K jejich
zpracovani si vysta¢ime s operacemi séitani a nasobeni. K aproximaci v okoli bodu
pouzivame Tayloruv polynom.

1.1 Tvar Taylorova polynomu

Predpokladejme, ze dana funkce f ma v daném bodé x( a jeho okoli spojité derivace
az do fadu n. Dale mame funkci ¢, ktera danou funkci f aproximuje. Hodnoty
derivaci funkci f a ¢ v bodé x jsou stejné az do radu n. [2]

0 (z0) = f7(x0), j=0,1,...,n

Tuto podminku splnuje Tayloruv polynom.

T,(2) = flao) + L0 0 ) 4 LU0 ey

Pokud za stted Taylorova polynomu ur¢ime xy = 0, pak mluvime o Maclaurinové
polynomu.

2 (2n+1)

Tn(x):ac—'—l——.—i—---:i(—l)"w

n=0

(1.2)

Na obrézku 1.1 je znédzornén prubéh funkce sin(z) a Taylorovy polynomy ruznych
stupnu. Na ose x jsou vyneseny thly v intervalu (—7, 7) a na ose y najdeme hodnoty
funkci pro dané z. Z obrazku je ziejmé, ze s vysSim stupném Taylorova polynomu
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dochazi k priblizeni k funkci sin(x) a tedy i ke zpfesnéni vysledku. Déle je ziejmé, ze
v okoli bodu zy = 0 je aproximace Taylorovym polynomem nizkého stupné piresna.
S pribyvajici vzdalenosti od bodu z je aproximace méné presna a ke zpresnéni
musime pouzit polynom vyssiho stupné. V kapitole 5.1 si ukazeme aproximaci pro
konkrétni thel a spoc¢itame, jaky stupen Taylorova polynomu musime pouzit pro
danou vzdélenost bodu z od bodu zg.

Tayloruv polynom

) ==
) /
(x) /
(x) \
Y
A
A

081 |

06 ".I

0.4

0.2r

Obrazek 1.1: Tayloruv polynom

1.2 Lagrangeiiv tvar zbytku

Necht v okoli bodu xq existuji derivace funkce f az do stupné n + 1 , pak

(I’ _ mo)n+1

Rn+1($) = f(l’) - Tn(x) = f(n+1)(£) (n + 1)!

(1.3)

kde € je cislo lezici mezi xg a x .Zbytek po n-tém clenu nam vyjadiuje, jaké chyby
jsme se pro dany stupen aproximace polynomem dopustili. Umime-li odhadnout

(n + 1) derivaci funkce f v daném okoli bodu zy, muzeme spocitat odhad chyby
aproximace.

Plati-li pro kazdé x z okoli bodu x

[fOIE) < M

potom
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Rua@)] < 5y

<o — x| (1.4)

Protoze vétsinou presnou polohu bodu £ nezname, muzeme nepresnost aproxi-
mace pomoci tvaru zbytku pouze odhadnout shora. M je maximum funkce |f"*!|
na intervalu (zg, x) respektive (x, ). Protoze funkce sin(z) mé v absolutni hodnoté
maximum v 1 a zo = 0 dostdvame pro = € (0, 7)

Rt ()] < (;cib:l)' (1.5)
neboli
Run(e)] < (16)
et ~ (n+1)! '
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(F)m+t

(n+1)!

1,57079632679490

1,23370055013617

0,64596409750625

0,25366950790105

0,07969262624617

0,02086348076335

0,00468175413532

0,00091926027484

0,00016044118479

O [0 | | O | O =W N

0,00002520204237

—_
(@)

0,00000359884324

—_
—_

0,00000047108748

—_
[\

0,00000005692173

—_
w

0,00000000638660

—_
=~

0,00000000066880

—_
ot

0,00000000006566

—_
(=}

0,00000000000607

—
J

0,00000000000053

—
oo

0,00000000000004

—
Ne}

0,00000000000000

Tabulka 1.1: Odhad maximalni chyby Taylorova polynomu
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2 Lagrangeiiv polynom a Newtoniiv polynom

U nékterych funkei zname body, kterymi dana funkce prochazi a jejich funkéni
hodnoty. Pozadujeme, aby aproximace interpola¢nim polynomem prochéazela prave
témito body.

2.1 Tvar Lagrangeova polynomu

Funkce f je dana svymi hodnotami v n+1 bodech x;,7 = 0,1, - - -, n a hleddme funkci
©, ktera prochazi zadanymi body. Body x; se nazyvaji uzly interpolace. Ptedpokladejme,
ze dané uzly jsou vzdjemné ruzné.[2, 3, 4, 5]

o(x;) = f(xy) 1=0,1,---,n (2.1)

Tyto interpola¢ni podminky spliiuje Lagrangeuv interpolacni polynom.

Lo(w) = >_ f(:) li(w) (2.2)

n
=0

[; jsou polynomy n-tého stupné, pro které plati

0 pro k # 1,

1 prok=1¢1 4,k=0,1,---,n (2.3)

() = {

Vime, zZe [;(x) ma koteny xq, 1, z;_1, %1, - T, a v bodé x; nabyva hodnoty 1.
Muzeme jej tedy zapsat ve tvaru
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2.2 Newtoniiv interpolaéni polynom

U Lagrangeova interpolacniho polynomu neexistuje vztah mezi L, | a L,. Kdyz
mezi znamé uzly priddme dalsi, musime vSechny polynomy (2.4) spocitat znovu.
Tuto nevyhodu odstranuje Newtonuv interpolaéni polynom.[2; 3, 4, 5]

Newtonuv interpolaéni polynom ma tvar

No(z) = ap+ai(z—x0)+ag(x—xo)(x—21)+ -+ apn(x—x0)(x—21) - (X — 1)
(2.5)

Jsou-li uzly interpolace vzajemné ruzné, vstupni data nam jednoznacné urcuji
koeficienty ag, a; - - - a,, takové, ze N, (x) spliuje interpola¢ni podminky:

No(z;) = f(x), i=0,1,---n (2.6)
Koeficienty ag, a; - - - a,, 1ze spocitat ze soustavy rovnic

ap = Yo
ap+ ar(ry —x0) =11
ap + a1(x2 — x0) + az(xe — x0) (T2 — 1) = Y2

ap + a1 (xn, — x0) + -+ + (T — T0) -+ (T — Tp—1) = Yn,

N

diferenci.

Pomérné diference 1. fadu:

f [0, 21] = f (o) + f(z1)

To—T1 T1—x0
Pomérna diference 2. radu:

_ fl=o f(=zy) f(z2)
f [.Z'o, x1,$2] T xo—x1 + (w1 -0y (1 —19) (wz—xo)(sz—xD

Pomérna diference n-tého radu:

Flron, -z = 3 = L)

§=0 H?=O<xj - xi)’

L7

17



Je vyhodné uspotradat vypocty do tabulky pomérnych diferenci

v f:)  floawiga]  f [T T, T
ro  f(20)
1 [ [0, 71, ]

f(z1)
vy f(12) f[%,wz,] f[mo,%,m]

Tp f(xn) f [l‘n—'ly xn] f [xn—Qa ;L‘n—ly xn] e f [l'(), e xn]

Podtrzené pomeérné diference se pouzivaji k sestrojeni Newtonova interpolacniho
polynomu.

Vysledny sestrojeny Newtonuv polynom mé stejny tvar jako Lagrangeuv inter-
pola¢ni polynom stejného stupné. Dukaz najdeme v [5]

2.2.1 Newtoniiv polynom v ekvidistantnich uzlech

V kapitole 5.2 si ukazeme, ze volba vlastnich uhlu pro sestrojeni Newtonova nebo
Lagrangeova polynomu neni optimalni. Pouzijeme pro sestrojeni uzly xq, - - -, z,, jenz
jsou ekvidistantni, tedy, ze dané uzly maji od sebe konstantni vzdélenost.[5, 6]

x; = xo + ih, i=0,1,---,n (2.7)

kde konstantu h nazyvame krok.
Pro vypocet Newtonova polynomu v ekvidistantnich bodech pouzivame obycejné
diference. k-ta obyc¢ejna diference bodu x; na mnoziné ekvidistantnich uzlu ma tvar

AFf = AR — ARLE i=0,1,---,n—1 (2.8)
Tedy plati:

A =
Alfi = Afi=fiq1— fi
Afi = Afin —Afi= fipo —2fia + fi

Newtonuv interpolaéni polynom v ekvidistantnich uzlech ma tvar

No(x) = Nu(zo+ sh) = fo+ shf[xg, 21] + s(s — 1)REf [z, 21, 2] + - - -
et s(s—=1) - (s—=n+ A" f[xg, -, 2] (2.9)
kde

r=ux9+sh, se€l0,n]. (2.10)

18



2.3 Chyba aproximace interpola¢nim polynomem

Méjme libovolny interval {a,b), ktery obsahuje vSech n + 1 bodu. Necht na tomto
intervalu existuje koneéna (n + 1)-nf derivace funkce f. Poté pro chybu aproximace
funkce f Lagrangeovym interpola¢nim polynomem na tomto intervalu plati 3, 5]

R(z) = f(z) — La(z) = {:1%)'

kde zg, x1, - - - x, jsou uzly interpolace, x € (a,b) a & € (a,b).

(x —x9) - (x — ) (2.11)

Plati-li
[T < M,
pak
| R(z)| < m“-f—%)“'(x—xn)\ (2.12)
Interval (a,b) prolozime ekvidistantnimi uzly, tj. existuje h # 0 tak, ze [4]
T = To + kh
neboli
v —at k2O (2.13)
n

Pro funkei sin(z) plati, ze méa v absolutni hodnoté maximum v 1 a kazdy ¢len
|z — xo|, |x — 21|, - -, |z — x,| je mensi nebo roven délce intervalu (a, b). Proto podle
vet (2.12)(2.13) plat{

(b _ a)n—i—l
R <~
[R@)] < (n+1)!
V tabulce 2.1 v prvnim sloupci jsou uvedeny odchylky, pokud za maximum M
zvolime 1.
V MATLABu jsem si vykreslila graf pro Newtonuv polynom 3. stupné. Na obrazku

2.1 je zvyraznéna maximalni hodnota funkce y = 10x (3: -5 %) (:c -5 %)

(x -3 %) Tato funkce dosahuje svého maxima v absolutni hodnoté v 0,752.Pro

lepsi ndzornost je x zvétseno desetkrdt. Tuto novou hodnotu (zmensenou desetkrét)
dosadime do citatele do vzorce 2.14 a v tabulce 2.1 ve druhém sloupci vidime, ze doslo
ke zmensSeni odhadu chyby. To samé udélame jesté jednou pro Newtonuv polynom 10.
stupné. Na obrazku 2.2 je vidét prubéh funkce y = 1000z (x — 1) (:v — 2—“) (x — 3—”)

(2.14)

20 20

(:1: — %) (x — g—g) (a: — 6—“) (x — 7—”) (37 — %) (.7: — g—g) (:L‘ — g) a maximalni hodnotu
v absolutni hodnoté v 0,594 a x je opét pro lepsi nazornost zvétseno, tentokrat

tisickrat.V tabulce 2.1 ve tretim sloupci jsou spocitané odhady chyby.
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0.6

0.4

0.2

04\

-06

-08

0

0.2

Newtoniiv polynom 3. stupné

v ekvidistantnich uzlech

Newtonuv polynom 10. stupné
v ekvidistantnich uzlech

//'4
r/

\

\ |xo02

\ ,
Y 0751613

X1.37 /
Y -0.751605
L

0.6
[| x 0.04

‘.‘ Y 0.594018
04l |

-
0z} |

-02r

04t

X1.52

Y -0.592475 | |

0 0.2 0.4 06 0.8 1

-06

1.2 1.4 0 0.2

0.4 0.6 0.8 1 12 14

1.6

Obrazek 2.1: Newtonuv polynom 3. Obrazek 2.2: Newtonuv polynom 10.
stupné stupné

W] G ot oz

0 | 1,57079632679632 | 0,07516000000000 | 0,00060000000000
1 ] 1,23370055013617 | 0,03758000000000 | 0,00030000000000
2 | 0,64596409750625 | 0,01252666666667 | 0,00010000000000
3 | 0,25366950790105 | 0,00313166666667 | 0,00002500000000
4 10,07969262624617 | 0,00062633333333 | 0,00000500000000
5 | 0,02086348076335 | 0,00010438888889 | 0,00000083333333
6 | 0,00468175413532 | 0,00001491269841 0,00000011904762
7 1 0,00091926027484 | 0,00000186408730 | 0,00000001488095
8 | 0,00016044118479 | 0,00000020712081 0,00000000165344
9 | 0,00002520204237 | 0,00000002071208 | 0,00000000016534
10 | 0,00000359884324 | 0,00000000188292 | 0,00000000001503
11 | 0,00000047108748 | 0,00000000015691 0,00000000000125
12 | 0,00000005692173 | 0,00000000001207 | 0,00000000000010
13 | 0,00000000638660 | 0,00000000000086 | 0,00000000000001
14 | 0,00000000066880 | 0,00000000000006 | 0,00000000000000
15 | 0,00000000006566 | 0,00000000000000 | 0,000000000000000
16 | 0,00000000000607 | 0,000000000000000 | 0,0000000000000000

Tabulka 2.1: Odhad maximalni chyby interpola¢niho polynomu
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3 Cebyseviiv polynom

Pii aproximaci Lagrangeovym a Newtonovym polynomem jsme dosud volili vlastni
nebo ekvidistantni uzly. V kapitolach 5.2 a 5.3 ukazi, ze tyto uzly nejsou zcela nej-
vhodnéjsi. Jako lepsi se jevi za uzly dosadit kofeny CebySevovych polynomu. [2, 7, §]

Hledédme funkei h(x), kterd v intervalu (a, b) minimalizuje maxim&ln{ absolutni hod-
notu rozdilu od funkce f(x), tedy

MiNy(2) (MATyeapy | f(2) — h(x)|) (3.1)

Pro interpolaci Cebysevovymi polynomy se libovolny interval prevede na interval
(—1,1). Kazdému t € (a,b) ptifadime hodnotu = € (—1,1) podle vztahu

t—1(a+10)
=2 3.2
x r— (3.2)
Cebysevovy polynomy zapisujeme ve tvaru
T, (z) = cos(n arccos(x)) (3.3)
Pro n = 0 dostavame Ty(x) = cos(0 - arccos(z)) = 1
Pro n = 1 dostavame T} (x) = cos(1 - arccos(z)) = z
Pro sestrojeni polynomu vyssich stupnu se vyuziva rekurentni vztah
Tos1(x) = 2T, (x)x — T—1(x) neN (3.4)
Cebysevoviiv polynom T}, (z) mé v intervalu (—1,1) n kofenti v bodech
m(k - 3)
xr = cos(———=) kE=1,2,---,n (3.5)
n
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Pokud chceme funkei f(x) aproximovat na intervalu (a, b), zvolime za uzly body,
které dostaneme pomoci predpisu

e ;(x(b—a) tatb) (3.6)

Tyto uzly pak dosadime do Lagrangeova nebo Newtonova polynomu (2.4), (2.5)
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4 CORDIC

CORDIC (z anglického COrdinate Rotation DIgital Computer) je jednoduchy al-
goritmus predevsim pro vypocet goniometrickych funkci. V roce 1959 ho navrhl a
popsal Jack E. Volder. Je zalozen na scitani, odcitani a posunu desetinné c¢arky ve
dvojkové soustave. [9]

4.1 Princip algoritmu CORDIC

Algoritmus CORDIC je zalozen na rotaci vektoru o urcity tihel ¢ a z nasledné upravy
vzorce pro rotaci tak, aby se eliminovaly slozité a ¢asové naroéné multiplikativni
operace. Vektor 7, 1ze v kartézské soustavé souradnic zapsat jako 7 = [xg, yo]. Tento
vektor muzeme zapsat i pomoci polarnich souradnic, ve kterych je vektor definovan
svou velikosti a orientovanym thlem. Velikost vektoru 7 budeme znacit jako r.

Na obrazku 4.1 vidime rotaci bodu A respektive vektoru 7, vyjadieného pomoci
polérnich i kartézskych souradnic.

T

Yo+ x A= [Xg Yo

}
X Xo

Obrazek 4.1: Rotace vektoru

Vztah mezi polarnimi souradnicemi a souradnicemi v kartézské soustaveé souradnic
vyjadiime takto
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Ty =T"COSY

Yo =1 -siny (4.1)

Rotaci o tihel § pak 1ze zapsat jako

x5 =1 -cos(p+9)
ys = 1 - sin(p + 0) (4.2)

Po dosazeni souctovych vzorcu pro sind a cosd do (4.1) dostavame

x5 =1 (cos@cosd —sinpsind) = xgcosd — yosin d
ys =1 - (sincosd + cos psind) = xqsind + yo cos (4.3)

Vztah (4.3) dale upravime

T sin d
=To— Yo = To — Yo tand
cos o cos
sin
o = Yo + xo = 1yp + Totand (44)
cos 0 cos

neboli

x5 = cosd(xg — Yo tand)
Ys = cos 6(yo + xo tan d) (4.5)

Pokud volime 4 tak, Ze tand nabyva hodnot 27¢ (pro i > 0), je mozné tand
nahradit zvolenou hodnotou 27% a nésobeni touto hodnotou muZeme nahradit bi-
tovym posunem.Tim jsme se zbavili ndsobeni a algoritmus bude jesté rychlejsi. Na
druhou stranu mame omezeny vybér uhlu, o které muze vektor rotovat. To v8ak
neni problém, nebot rotaci o zvoleny tihel lze nahradit sérif rotaci.

Tabulka 4.1 ukazuje hodnoty thlu d;, po kterych se provadi rotace. Hodnoty jsou
pro usporu mista uvedeny pro ¢ = {0,1,---,10}.

Parcialni rotace muzeme provadét smérem doprava i doleva, muzeme misto hod-
noty cos d nahradit konstantou k;, protoze plati cos § = cos —d. Misto tan ¢ dosadime
mocninu dvojky 27¢ a smér rotace nahradime parametrem d;. Parametr d;nabyva
pouze hodnot +1 a -1.
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i |27 thel ve stupnich | thel v radidnech
01 45 0,785398
1105 26,56 0,463647
2 10,25 14,03 0,244978
3 10,125 7,12 0,124354
4 | 0,0625 3,57 0,062418
5 | 0,03125 1,78 0,031239
6 | 0,015625 0,89 0,015623
7 1 0,0078125 0,44 0,007812
8 | 0,00390625 0,22 0,003906
9 | 0,001953125 0,11 0,001953
10 | 0,0009765625 0,05 0,000976

Tabulka 4.1: Zaporné mocniny ¢isla 2 a odpovidajici uhly

x5 = ki(zo —yo - di - 27")
ys = ki(yo + o - d; - 27°) (4.6)

Pro konstantu k;plati

1
e

Béhem vypoctu muzeme konstantu k ignorovat a vynasobit ji vysledek az na ko-
nec. Soucin konstant velmi rychle konverguje k 0, 60725293501 (této hodnoty dosdhneme
pii i = 18), takze pro vétsi pocet iteraci muzeme do paméti ulozit tuto jedinou hod-
notu a tim zmensit pamétové naroky.

k; = cos(arctan 27%) =

V tabulce 4.2 jsou v druhém sloupci uvedeny hodnoty pro jednotlivé konstanty
k; a ve tfetim sloupci hodnoty pro soucin konstant od k do k;.

4.2 Ukazka vypoctu v systému CORDIC

Tabulka 4.3 nam ukazuje, jak béhem jednotlivych rotaci o hel  dochézi k ptiblizovani
k ndmi zvolenému tihlu 40°. Ve vedlejsim sloupci jsou hodnoty funkce sin pro jed-
notlivé uhly. Presnosti jedenacti desetinnych mist doséhneme pii 43. iteraci. Vypocty
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byly provadény v excelu.

Poznamka

ki

souéin k

0,70710678

0,70710678

0,89442719

0,63245553

0,97014250

0,61357199

0,99227787

0,60883391

0,99805257

0,60764825

0,99951207

0,60735177

0,99987795

0,60727764

0,99996948

0,60725911

0,99999237

0,60725447

O |0 | | O | O =W |

0,99999809

0,60725332

—_
@)

0,99999952

0,60725303

Tabulka 4.2: Hodnoty konstanty & pro ¢« < 10

Algoritmus je funkéni pro thly v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu.Pro thly z druhého
a trettho kvadrantu je nutné vstupni thel § posunout do prvniho nebo ¢tvrtého
kvadrantu a ve vysledku pak prevratit znaménko.
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diléi ¢ ve stupnich

sin (dilét )

45

0.70710678119

18.43494882

0.31622776602

32.47119229

0.53687549219

39.59620863

0.63737300217

43.17254301

0.68419769479

41.38263240

0.66108446001

40.48745869

0.64928158976

40.03984452

0.64332017543

39.81603402

0.64032467590

O |0 | | O | O = | W |

39.92793970

0.64182365555

—_
@)

39.9838925

0.64257222831

—_
—_

40.01186904

0.64294628502

—_
(]

39.99788081

0.64275927581

—_
w

40.00487493

0.64285278521

—_
=~

40.00137787

0.64280603170

—_
ot

39.99962934

0.64278265406

—_
D

40.00050361

0.64279434295

—_
~J

40.00006648

0.64278849852

—_
oo

39.99984791

0.64278557629

—_
Ne}

39.99995719

0.64278703741

20

40.00001183

0.64278776797

Tabulka 4.3: Rotace vektoru pro ihel 40° a prubézné vysledky
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5 Vlastni vypocty

Pro zobrazeni vypoc¢tu a porovnani vysledku vypoctu s kalkulackou jsem zvolila

uhel 40° (%’T) Presnost vypoctu je 11 desetinnych mist.Hodnota funkce sin(%”)na

kalkulacce je 0,64278760968 . Pro Tayloruv polynom jsem zvolila stied xq = 0.

5.1 Tayloriiv polynom

Podle véty (1.2) sestrojime Tayloruv polynom stupné 1.
Tl(%’r) = %ﬂ = 0,69813170079

Odchylka od vysledku na kalkulacce je 0,05534409111.1

Podle véty (1.2) sestrojime Tayloruv polynom stupné 3.

Ty(2) = 20— 5° g 64142154683
5( 9 ) = 9 3r

Odchylka od vysledku na kalkulacce je 0,00136606285.

Vidime, ze dochazi ke zptresnovani vysledku. Pokracujeme ve vypoctu zvySovanim
stupné Taylorova polynomu. Dalsi vysledky i odchylku od kalkulacky znézornuje
tabulka 5.1.

V tomto ptripadé nam k pozadované presnosti staci Tayloruv polynom 11. stupné.

Jak to bude vypadat, pokud zvolime jiny thel?[7]

Na obrazku 1.1 vidime, ze kolem bodu xy = 0 dosahuje Taylortuv polynom vybornych
vysledki pro jakkykoliv stupen. A pokud pozadujeme stale stejnou presnost i pro
vzdalenéjsi body, musime stupen Taylorova polynomu zvysovat. V tabulce 5.2 jsou
znazornéné Taylorovy polynomy zvétsujiciho stupné a pro jakou vzdéalenost bodu x
od bodu z( jsou vhodné pro nami zvolenou pfesnost jedenacti desetinnych mist.Z
této tabulky také vycteme, ze pro cely interval (0, 7) ndm staci Tayloriv polynom
17. stupné.

I'Nerozlisujeme kladnou nebo zapornou odchylku.
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n T, Odchylka
1 | 0,69813170079 | 0,0553440911
0,64142154683 | 0,00136606285

0,64280353889 | 0,00001592921
0,64278750161 | 0,00000010807
0,64278761017 | 0,00000000049
11 | 0,64278760969 | 0,00000000001
13 | 0,64278760969 | 0,00000000001

© | 3| Ot | W

Tabulka 5.1: Hodnota a odchylka T'(n) pro thel 2

5.2 Lagrangeiiv a Newtoniiv intepola¢ni polynom ve
vlastnich uzlech

Nejprve sestrojime Lagrangeuv polynom pro 4 uzly, za které jsem si zvolila uhly
T T T

& 73 a 5. Podle vzorce (2.4) sestrojime ¢tyii polynomy.

Pro thel £:
) — (=5 —=5)(z—7F) :_9~(3x—7r)(2:1:—7r)(4x—7r)
RO ETE G- 773
Pro thel :
B (z—%)x—%)(z—-7%) 16+ (32 — 7)(2x — ) (62 — )
R I 7r3
Pro thel %:
o) (z-Pe-F-3)  9-(6z—7)(2z —7)(4r —7)
O GGG w3
Pro thel 7:
B r—7)(x—5)(r—F) (B —m)(6r —7)(4x — )
T =

29



T, | |t —x0| | Rpsi(zx)

Ty | & 6,7-107

Ty | 2 |54-1071

| Bro40-1071

23w —11
Ty | % | 1,2.107!

Tn| %0 |1,0-10"

Ty | % ]2,3.10°1

Tis | 32 | 1,4-1071

Tyr | % | 1,0-10712

Tabulka 5.2: Stupen T,, v zavislosti na vzdalenosti |z — x|

Nyni muzeme sestrojit Lagrangeuv polynom 3. stupné podle vzorce (2.2).

1 9-(6r —m)(2z —m)(4a —7) N V2 16 (3z —m)(2z — m)(62 — )
2 3 2 3
_é 9 (6z —m)(2z — m)(dx — ) N (3x — m)(6z — ) (4x — )
2 3 3

Za x dosadime thel %’r a polynom spocitame.

5 40v2 5v3 1 17+80v2—15V3
@ =55 " 51 Ts 162 0, 64294026466
Nyni pro stejné thly sestrojime Newtonuv polynom. Za¢neme pomérnymi dife-

rencemi, které usporadame do tabulky (2.2).

i | f(@i) | [l vin] | @0 @ien, Tiva] | S [@, Tit1, Tiga, Tigs]
Pl

T 20,7910

T 10,6070 -0,3515

T 0,2558 -0,4471 -0,0912

Pomérné diference dosadime do vzorce (2.5)

™ ™ ™

N(z) = ; +0,7910(x — %) —0,3515(z — g)( - 1) = 0.0012(z — )@~ e - 3)

4
= —0,9122% + 1,79732% — 0, 3740z + 0, 3340
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Za x dosadime tihel %’r a polynom spocitame.

2 2 2 2
N(g) = -0, 912(5”)3 +1, 7973(5”)2 0, 374037T +0,3340 = 0, 64294026466
Vidime, ze oba polynomy nam daly stejny vysledek a odchylka od hodnoty
sin(27) je

le| = N3(%F) — sin(3F) = 0,00015265498

Newtonuv polynom ve vl ich uzlech 3. stup Newtoniv polynom ve vlastnich uzlech 10. stupné
B sin(x) L sin(x) |
1 o ) 1 ~_ |m—— N
0.8 081
0.6 06
0.4 047
0.2 0.2
N
0 \ 0
\
\
-0.2 \ 02
\
04 04}
-06 06
-0.8 -08
-1 -1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Newtonuv polynom ve vlastnich uzlech 20. stupné

sin(x)

B " ——— N

0.8

0671

0471

0.2r

0
02} ‘
-04 |
061 |

08¢

1 . . . . :
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.1: Newtonuv polynom s rovnomérné rozmisténymi thly

Pro sestrojeni grafu na obrazku 5.1 jsem pro Newtonuv polynom 3. stupné zvolila
uhly 30°, 45°, 60° a 90°. Pro sestrojeni grafu Newtonova polynomu 10. stupné jsem
pridala uhly 15°, 75°, 25°, 80°, 5°, 55°, 10°. I pro sestrojeni Newtonova polynomu
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20. stupné jsem thly piiddvala rovnomérné po celém intervalu (0, 7).

Jaka nastane situace, pokud uzly nerozmistime po intervalu rovnomérné, ale pouzijeme
napt. ihly jen z prvni poloviny intervalu? Jak se zméni grafy pro jednotlivé stupné
Newtonova polynomu, ukazuji grafy na obrazku 5.2 . Z grafu je mozné vycist, ze
nyni aproximace funkce sin(x) Newtonovym polynomem neni jiz tak presnd. I kdyz
zvysSujeme stupen interpola¢niho polynomu, nedochézi k lepsi aproximaci, ba nao-
pak.

Newtonuv polynom 3. stupné ve vlastnich uzlech Newtonuv polynom 10. stupné ve vlastnich uzlech

sin(x) s sin(x)
! = " - ——— N | ]

0.8r

061

04r

0.2r

02 Y 02+t
04 ‘\‘ 04+
06 ‘\ 06}
08 \'\. 08+
1 : -1
] 05 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Newtonuv polynom 20. stupné ve vlastnich uzlech

sin(x)
! =N ||

02r

06

-08

Obrazek 5.2: Newtonuv polynom s nerovnomérné rozmisténymi thly
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5.3 Newtoniiv interpolac¢ni polynom v ekvidistantnich
bodech

Méjme ¢tyii uzly, které maji mezi sebou konstantni vzdalenost. Ze vzorce (2.2.1)

spocitdme jednotlivé uzly.Za konstantu i zvolime . 2

o = 0
™

NN

Spocitame obycejné diference, které usporadame do tabulky.

Z; f(xz) f[ffz‘,%ﬂ] f[$i7$i+17$i+2] f[Ii,fEi+1,$z‘+27$i+3]
0 0

=z 3 0,9549

T 0,699 -0,2443

g 1 0,2558 -0,4232 -0,1138

Ze vztahu (2.10) spocitame s.

T = x9+ sh
2T
-0 2
9 5%
4
S — —
3

2 4 4 4
oy = o+—-30,9549—§-(7—1).(%

3
4 4 4

5= D (52)- () 0,1138 = 0, 64173780387

Absolutni odchylka od kalkulackové hodnoty je

)+ 0,2443 —

le| = N(2r) — sin(2) = 0, 00104980582
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Newtonuv polynom v ekvidistantnich uzlech 3. stupné Newton v polynom v ekvidistantnich uzlech 10. stupné

sin(x) sin(x)
1 1 — TN
0.8 0.8
0.6 06
0.4 041
0.2 0.2
0 0
02 021
-04 \\ -04r
-0.6 ) 061
-08 -08
-1 -1
0 05 1 15 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Newtonuv polynom v ekvidistantnich uzlech 20. stupné

sin(x)

! —— N

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-0.2
04t !
06} |

08+ !

Obrazek 5.3: Newtonovy polynomy s ekvidistantnimi uzly

Vidime, Ze v tomto piipadé interpolace Newtonovym polynomem v ekvidistantnich
uzlech vychdazi hufe, nez interpolace ve vlastnich uzlech.

Na obrazcich 5.3 mame srovnani prubéhu Newtonovych polynomu v ekvidistantnich
uzlech. V porovnani s grafy interpolacnich polynomu ve vlastnich uzlech doslo k lepsi
aproximaci.

Interval (0, %) chceme rozdélit na 3 intervaly se ctyfmi thly
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5.4 Newtoniiv polynom v kofenech Cebysevovych po-
lynomi

Pro vypocet Newtonova polynomu Ns(z) potfebujeme 4 kofeny Cebysevovych po-
lynomu. Do vzorcu (3.5) a (3.6) dosadime za k = 1,2,3, 4, za interval (a, b) zvolime

interval (0, 7) a spocitame.

x |
= cos(2) = 0,9238 z1:5(0,9238g+g)=1,5110
37” 1 T T

r2 = cos() = 0,382 2 = 5(0,38267 + 7) = 1,0859
- (%)— 0,3826 — 1038267 + Ty = 0, 4848

z3 = cos() =0, B=5 , 5 T3)=0
- (%r)f 0,9238 — 10,0238 + Ty — 0, 0507

x4—cos4— , Z4—2 ) 9 9/ =

Sestrojime tabulku pomérnych diferenci.

Z; f(xz) f[l’z‘,IiJrl] f[$i7$i+1,$z‘+2] f[iUz‘,J?i+1,Ii+27I¢+3]
1,5110 | 0,9982
1,0859 | 0,8847 0,2669
0,4848 | 0,4660 0,6965 -0,4186
0,0597 | 0,0597 0,9559 -0,2527 -0,1142

Po dosazeni do vzorce pro Newtonuv nebo Lagrangetuv polynom (2.4), (2.5) ziskavame

N(z) = 0,9982+0,2669(z — 1,5110) — 0,4186(x — 1,5110)(z — 1,0859) —
—0,1142(x — 1,5110)(z — 1,0859)(x — 0, 4848) =
= —0,11422® — 0,0664z> + 1,0227z — 0,0011 = 0.64157078358
Absolutni odchylka od kalkulackové hodnoty je

le] = N3(2) — sin(2) = 0.00121682611

9
Na obrazcich 5.4 vidime prubéh Newtonova polynomu, pokud za uzly zvolime
koteny CebySevova polynomu.
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Newtondv polynom 3. stupné v kofenech CebySevovych polynom

1

08

0.6

0.4

02

0

-02

-04

-0.6

-08

sin(x)
)

-1
0 0.5 1 1.5

1

081

06

0471

0.2r

0

-02r

04}

-06

-08

-1

Newtondv polynom 10. stupné v kofenech Ceby$evovych polynomi

1t

081

061

047}

02r

0

021

04+t

061

-08

™~

SN

-1

0 0.5

sin(x) | |
N (x)

0

0.5 1

1.5

sin(x) |

Obrézek 5.4: Newtonovy polynomy s uzly v kofenech Cebysevova polynomu

Z grafu 5.3 a 5.4 se zda, ze mezi aproximaci polynomy s ekvidistantnimi uzly
nebo koieny Cebysevovych polynomt neni zadny velky rozdil. Pojdme se podivat,
jak to vypadé s odchylkami od kalkulackové hodnoty.

™

Na obrazcich 5.5, 5.6 a 5.7 jsou znazornéné odchylky na intervalu (0, 7). Na ose
X jsou vyneseny tuhly z tohoto intervalu, u kterych vidime, jaké odchylky dosahuji
od kalkulackové hodnoty (na ose y). Uhly jsem volila tak, aby Z4dny thel nelezel
v ekvidistantnim uzlu ¢ v kofenu Cebysevova polynomu. Pokud bych tento thel
zvolila, jeho odchylka by byla nulovd a tento tdhel(respektive jeho odchylka) by

zmizel z grafu.
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Vidime, ze uprostied intervalu dosahuji oba druhy polynomu podobnych odchy-
lek. Rozdil mezi Newtonovym polynomem v ekvidistantnich uzlech a Newtonovym
polynomem v kofenech Cebysevova polynomu je na okrajich intervalu, kde polynom
s ekvidistantnimi uzly neaproximuje funkci sin(x) tak presné. Pfestoze v nékterych
tihlech je aproximace polynomem s CebySevovymi kofeny horsi, v ramci celého in-
tervalu netrpi velkymi vykyvy v presnosti.V jeho pripadé se muzeme spolehnout na
stejnou presnost v celém nami zvoleném intervalu. Jeho rozptyl odchylek je u N3(x)
mezi 1073 a 107, u Nyg(x) mezi 1072 a 1071 a u Nyg() je to mezi 1071° a 10716,

5.5 MATLAB

Veskeré vypocty a grafy byly provadény v Excelu a v MATLABu.
Pro vykresleni grafu Taylorova polynomu ruznych stupinu byl pouzit nasledujici kod:

x=-pi:0.1:pi

y=sin(x)

z=x-x."3/factorial(3)
a=x-x."3/factorial (3)+x. 5/factorial (5)
b=x-x."3/factorial (3)+x."5/factorial(5)-x."7/factorial(7)
axis([-3 3 -1 1])

plot(x,y,’b’)

hold on

plot(x,z,’r’)

plot(x,a,’g’)

plot(x,b,’g’)

hold off

Pro vypocet Newtonova polynomu ruznych stupnu a ruzné rozlozenych uzlu by
kéd pro vypocet a vykresleni grafu mohl vypadat takto:[10]
Mame funkci, kterd prochazi body

[l’kayk} = [xk’af(xk)] kzoyla"'aN
Tvar Newtonova polynomu je

N(l’) = do’(] -+ d171 . (LU — l’o) + e +dN,N . (l‘ — SL’(]) """ (l’ — SL’N,1>,
kde

dij—1 — dp—1,-1

dio = yrady; =
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function [C,D]=Newton_e(~,”)

spojeni = ddeinit(’excel’, ’taylorr.xlsx’)
X=ddereq(spojeni, ’r3c4:r32c4’)
Y=ddereq(spojeni,’r3c5:1r32c5’)
n=length (X) ;

D = zeros (n,n);
D (:,1) =Y

for j = 2:
for k = j:
D (k,j) =
end
end
C=D (n, n)
for k = (n-1) :-1: 1
C=conv(C,poly (X (k)))
m=length (C)
C (m)=C (m) +D (k,k)
end

~ B B

D (k, j-1) -D (k-1, j-1)) / (X (¥) -X (k-j + 1))

x =0 : pi/100 : pi;
e = polyval(C, x);
format long
axis square, axis([0 3 -1 1.2])
x =0 : pi/100 : pi; y =sin(x);
plot (x, y, ’b’?)
hold on
axis square, axis([0 3 -1 1.2])
x =0 : pi/100 : pi
plot (x, e, ’r--7)

hold off

Pro znazornéni rozdili mezi interpolacnim polynomem v ekvidistantnich uzlech
a v kofenech Cebysevova polynomu byl pouzit tento kéd:

spojeni = ddeinit(’excel’, ’taylorr.xlsx’)
x=ddereq(spojeni, ’r35c6:r35c36’)
a=ddereq(spojeni, ’r38c6:r38c36’)
b=ddereq(spojeni, ’r45c6:rd5c367)
axis([0 1.6 0.00000000000000000001 0.1])
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plot (x,a,’r*-’)

hold on

plot(x,b,’g*=")

hold off

title(’0dchylky Newtonova polynomu 3. stupné’)
legend (’ekvidistantni uzly’,’Ceby&evovy kofeny’)
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6 Zavér

V kapitolach 1.1 a 5.1 jsme dokéazali, ze Tayloruv polynom je vhodny pro aproximaci
v okoli urcitého bodu. Pokud za stied Taylorova polynomu zvolime bod zqg = 0
je jeho vypocet pomérné jednoduchy a rychly. Pro vzdalenéjsi body se vice hodi
Lagrangeuv a Newtonuv polynom. Protoze oba polynomy jsou totéz, je jednodussi
zvolit Newtonuv polynom. Pokud experimentujeme s pridavanim bodu, je New-
tonuv polynom vhodnéjsi, protoze novy bod lehce pridame k ostatnim a nemusime
vSe celé prepocitavat jako u Lagrangeova polynomu. Tento problém by vsak urcité
vytesilo naprogramovat si kod pro vypocet téchto polynomu v néjakém programo-
vacim jazyce. Dospéli jsme k zavéru, ze zélezi nejen na volbé stupné polynomu, ale
také na rozlozeni uzlu v intervalu. Jako nejlépe se jevi, vybrat si za uzly koteny
Cebysevovych polynomt. S témito uzly dosahuje interpola¢ni polynom nejlepsich
vysledktl a to na celém intervalu.
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