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Anotace

Bakalarska préace se zameéruje na spektralni vlastnosti nékterych specidlnich matic
a jejich souvislosti s Markovovymi Tetézci a teorii orientovanych grafti. Jedna se
zejména o nezaporné, kladné, (sub)stochastické, (ne)rozlozitelné a (im)primitivni
matice. Vyklad je v prubéhu celého textu doprovazen praktickym prikladem, ¢imz
je prace motivovana. Tento piiklad se tykda nalezeni tzv. PageRanku jednotlivych
webovych stranek na internetu. PageRank lze reprezentovat jako miru dulezitosti
webové stranky. Koncept PageRanku vyuziva napriklad internetovy vyhleddvac¢ Go-
ogle. Price se zabyva zpusobem, jak lze PageRank definovat a odhaluje nékteré
obtiznosti, které se objevuji v samotné definici a pii vypoctu PageRanku. Tyto
obtize 1ze ovSem snadno obejit s vyuzitim vlastnosti prislusnych matic.

Kli¢ova slova:

nezédporné matice; kladné matice; (sub)stochastické matice; (ne)rozlozitelné matice;
(im)primitivni matice; PageRank vektor; googlovska matice; Markovovy fetézce; ori-
entované grafy; mocninnd metoda; Perronovo vlastni ¢islo; Perronuv vlastni vektor



Abstract

The bachelor thesis is focused on the spectral properties of some particular mat-
rices and their connections to Markov chains and the theory of digraphs. In par-
ticular we concentrate on nonnegative, positive, (sub)stochastic, (ir)reducible, and
(im)primitive matrices. The theory is continuously demonstrated on a practical
example, which works also as a motivation. This example is to determine so-called
PageRanks of individual internet webpages. This PageRank can be interpreted as a
measure of imparotance of the given webpage. The PageRank concept is employed
for example by Google web search engine. This thesis analyzes the PageRank de-
finition and reveals some difficulties that appear in the definition as well as in the
computation of the PageRank. Hovewer, these difficulties can be easily avoided by
using properties of the abovementioned matrices.

Key words:

nonnegative matrices; positive matrices; (sub)stochastic matrices; (ir)reducible ma-
trices; (im)primitive matrices; PageRank vector; Google matrix; Markov chain; di-
graphs; power method; Perron eigenvalue; Perron eigenvector
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Uvod

Tato prace pojednava o pojmu PageRank, ktery byl v roce 1996 navrzeny Larry
Pagem a Sergeyem Brinem na université ve Stanfordu jako soucast vyzkumného
projektu. Pred timto datem se touto problematikou zabyvalo vice védcu, z nichz
bychom zminili Gabriela Pinskiho a Francise Narina, ktefi v roce 1976 poprvé defino-
vali problém propojeni jako problém vlastnich ¢isel. PageRank je hlavnim nastrojem,
ktery dostava Google na tak dobrou pozici mezi internetovymi vyhledavaci a sama
spolecnost Google tvrdi, ze je jejim srdcem. Muzeme nyni fici, ze se jedna o algorit-
mus, ktery pomaha v fazeni vyhledavanych stranek podle dilezitosti a ktery urcuje
to, v jakém poradi se budou uzivateluim zobrazovat pti zadani urcitého pojmu do
vyhledavace. Presnéjsi definici se budeme zabyvat pozdéji. Cely text ¢erpa zejména
z knihy [17], ktera objasnuje problematiku PageRanku. Dalsi informace k tomuto
tématu je mozné nalézt v [2] nebo v [24]. V matemickych ¢dstech prace je ¢erpano
predevsim z [12] a [14].

Text je rozdélen do dvou hlavnich ¢asti, Existence PageRank vektoru a Vypocet
PageRank vektoru. OvSem pred témito ¢astmi se v kapitole 1 zabyvame nékterymi
zakladnimi pojmy z teorie vlastnich cisel matic a z teorie grafu, se kterymi déle
pracujeme, a proto se s nimi ¢tenaf musi seznamit hned na zacatku. Také je zde uve-
dena definice PageRanku, ke které se pak vracime v zavéru préace. Po prvni kapitole
nasleduje prvni cast, ktera obsahuje 3 kapitoly a kterd se zabyva existenci PageRank
vektoru. Kapitola 2 definuje nezaporné a stochastické matice a jejich specifika. V ka-
pitole 3 hovotime o nerozlozitelnosti matic a v kapitole 4 fesime problém, ze matice
hyperlinku, se kterou pracujeme v prubéhu celé prace, obecné neni ani stochasticka
ani nerozlozitelna. Tyto dvé vlastnosti, jak zjistime, jsou pro existenci PageRanku
nepostradatelné a jsou spojené s problematikou uzivatele internetu, ktery neprochazi
internetem tak, jak by nam vyhovovalo. Na konci prvni ¢éasti se ale dozvidame, ze
problémy se stochasticitou a (ne)rozlozitelnosti, lze vytesit, a tudiz vime, ze Page-
Rank existuje.

V druhé casti vykladu se vénujeme jiz samotnému vypoctu PageRank vektoru.
Nejprve v kapitole 5 predstavujeme mocninnou metodu, ktera je nastrojem tohoto
vypoctu, a pak se v kapitole 6 vracime k definici PageRanku a nachazime zpusob,
jak PageRank vektor neboli také Perronuv vlastni vektor spocitat. V této posledni
kapitole také uvadime (im)primitivni matice, které jsou pro pouziti mocninné me-
tody k vypoctu hledaného vektoru nepostradatelné. Zjistime, ze pro imprimitivni
matice tato metoda nefunguje, a proto budeme muset ovérit, ze googlovska ma-
tice, pro kterou PageRank pocitame, je primitivni. V zavéru budeme schopni ovérit
(im)primitivitu, upravit definici PageRank vektoru a nalezneme tak zpusob, jak ho
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spocitat. Konkrétni priklad vypoctu PageRanku je mozné nalézt v priloze A.

Cely text ma za kol sezndmit se s partiemi linedrni algebry, teorie grafu a
Markovovych fetézcu a jejich vzajemnym propojenim v rozsahu, ktery prekracuje
bézné vykladanou latku zakladnich kurzu na piikladu praktické ulohy a tim odhalit
zpusob, kterym nejen Google pracuje. PageRank je také vyuzivan v bibliometrii,
v socidlnich a informacnich sitich, v systémech silnicnich siti, biologii, chemii ¢i
fyzice. Znalost PageRanku mimo jiné muze pomoci majitelim ruznych webovych
stranek vylepSovat svou pozici na internetu tak, aby se jejich stranky ukazovaly co
nejvyse.
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1 Zakladni pojmy

Hodnoceni dulezitosti nebo vyznamnosti webovych stranek je zna¢né obtizné. Uka-
zuje se, ze vhodnym piistupem pii takovém hodnoceni je podivat se, které (jiné)
stranky na hodnocenou stranku odkazuji, viz [17], [2, kapitola 7.2]. Odkazuji-li na
ni stranky dulezité, muzeme i stranku hodnocenou povazovat za jistym zusobem
dulezitou. Tedy, strucné receno, kazda webova stranka je dulezita, pokud je na ni
odkazano jinou dulezitou webovou strankou. To vsak vede k ,zacyklené“ definici,
abychom byli schopni hodnotit jednu stranku, musime byt nejprve schopni zhod-
notit stranky jiné. Takto definovana mira dileZitosti strdnky se nazyva PageRank'.
Presna definice je sepsana v sekci 1.4. My nejprve za¢neme zakladnimi pojmy z teorie
vlastnich ¢isel matic, které se nam budou hodit.

1.1 Vlastni cisla a vlastni vektory

Klicovym nastrojem v této praci budou tzv. vlastni ¢isla a vlastni vektory, coz zndme
ze zakladniho kurzu linearni algebry. Pro tiplnost pripomeneme defnici.

Definice 1 (Vlastni ¢islo, vlastni vektor, spektrum, spektrdlni polomeér). Necht je
obecnd komplexni ctvercovd matice A € C**", X\ € C je skaldar a x, y € C", © # 0,
y # 0, nenulové vektory tak, Ze plati

Az =z, y? A= \yH, (1.1)

kde y =y*. Pak skaldr \ nazjvame vlastnim (nebo také charakteristickym) ¢islem
matice A, vektor x vlastnim, resp. pravym vlastnim (nebo také charakteristickym) a
vektor y levym vlastnim vektorem matice A. Usporddané dvojici (A, x) se Tikd vlastni
pdr matice A, obdobné (\,y) je vlastni pdr matice A™. MnoZina vsech vlastnich éisel
matice A se nazyvd spektrum matice A a znaci se

sp(A) ={A e C : Jx e C", x#0, Az = z\}.

Absolutni hodnota vlastniho cisla nejvice vzddleného od nuly se nazyvd spektralni
polomér matice A a znaci se

A) = . 1.2
o(A) Aéﬁ&’i)" (1.2)

! Poznamenejme, zZe slovo PageRank je slozeninou slov Page a rank, kde druhé ze slov miizeme
prelozit pravé napt. jako hodnost nebo hodnoceni, ve smyslu pozice v Zebricku. Slovo Page vsak
neodkazuje ke slovu (webovd) strdanka, z angl. (web) page, jak bychom se mohli mylné domnivat,
ale k Larry Pageovi, autorovi této koncepce hodnoceni strének, viz [17, str. 32, pozndmka 1].
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Je to tedy polomér nejmensiho kruhu v komplexni rovine, ktery ma stred v pocdtku
a obsahuje celé spektrum matice A. Hranici tohoto kruhu

Ho(A) = {o(A) exp(ip) = o(A)(cos(p) +1isin(p)) : 0<p <27} CC
budeme nazyvat spektrdlni kruznice matice A.

Pripomenme, ze vlastni ¢isla jsou koteny tzv. charakteristického polynomu x(A) = 0,
kde x(A) = det(IXA — A) a det(-) znaci determinant matice, viz [11, kapitola 1].

Jednim z tkolu v této praci bude zjistit, zda je urcité vlastni ¢islo jednoduché
nebo vicendsobné. K tomu ndm poslouzi nasleduji tzv. Shurova pomocnd véta (viz
[12, véta 1.49]; nezameénovat s tzv. Schurovou vétou, viz [11, kapitola 2]), na kterou
se budeme pozdéji odkazovat.

Véta 1 (Schurova pomocnd véta). Necht A € C™™ je étvercovd matice a X\ je jeji
vlastni c¢islo. Pak \ je jednoduché vilastni ¢islo tehdy a jen tehdy, kdyz existuje jediny
linedarné nezdvisly pravy vlastni z, (tedy také) jeding linedrné nezdvisly levy vlastni
vektor y a zdroven plati y?x # 0.

Dukaz. Uvazujme matici A s vlastnim ¢islem \. Uvazujme dale matici B, ktera je
matici A podobnd, tj. existuje reguldrni matice W tak, ze plati B = WAW ™! (po-
znamenejme, ze podobnost je ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic daného
rozméru; viz [11, kapitola 1.8]). Pokud existuje jediny linedrné nezavisly pravy
vlastni vektor x tak, ze Az = z\, a (tedy také) jediny linedrné nezavisly levy vlastni
vektor y tak, ze yTA = Ay, potom vektor Wz je jediny linedrné nezavisly pravy
vlastni vektor matice B, tj.

B(Wzx) = (WAW ) (Wx) = WAz = (Wx)),

a vektor W—Hy = (W=1)y je jediny linedrné nezavisly levy vlastn{ vektor matice
B, tj.

(W) B = ("W H(WAW ™) =y AW ™ = AW = AW y) ™.
Navic je pro vektory Wz a W—Hy splnéno (W—y)H (Wz) # 0 tehdy a jen tehdy,
kdyz y"x # 0, piesnéji feceno

(W) (W) = (y" W (Wa) =y (WW)a = y"a.
Misto s matici A tedy muzeme v dukazu pracovat s matici B, resp. s libovolnym
reprezentantem tfidy matic podobnych matici A. Nejvyhodnéjsi bude pracovat s tzv.
Jordanovym kanonickym tvarem matice A, viz [11, kapitola 1.8].
Nyni prejdeme k vlastnimu dukazu. Nejprve dokdzeme implikaci: kdyz z, y je

jediny linedrné nezavisly pravy, resp. levy vlastni vektor a yz # 0, pak \ je jedno-
duché vlastni ¢islo.
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K libovolnému Jordanovu bloku J,,,(A\) € C™*™ existuje jediny linearné nezavisly
levy vlastni vektor, napf. [1,0,...,0,0]T € C™, a jediny linedrné nezdvisly pravy
vlastni vektor, napt. [0,0,...,0,1]7 € C™, a jejich skaldrni soucin je nenulovy, kdyz
m = 1, resp. je nulovy, kdyz m > 1. Navic pravé (resp. levé) vlastni vektory matice
v Jordanoveé kanonickém tvaru odpovidajici ruznym Jordanovym blokum (tj. vlastni
vektory Jordanovych bloku doplnéné nulami) jsou vzdy linedrné nezavislé.

Pokud z (resp. y) je jediny linedrné nezavisly vlastni vektor matice A odpovidajici
vlastnimu ¢islu A, pak v Joradnové kanonickém tvaru matice A existuje pravé je-
den Jordanuv blok J,,()\) odpovidajici ¢islu X. Pokud navic y#x # 0, pak musi byt
m = 1, a tedy vlastni ¢islo A ma nasobnost rovnou jedné.

Nyni dokdZzeme opacnou implikaci. Necht ) je jednoduché vlastni éislo matice A.
Pak v Jordanové kanonickém tvaru matice A odpovida vlastnimu ¢islu A jediny Jor-
danuv blok, ktery je navic velikosti jedna. Pak také existuje jediny linearné nezavisly
pravy (resp. levy) vlastni vektor odpovidajici tomuto vlastnimu ¢islu. Z Jordanova
kanonického tvaru je vidét, ze jejich skalarni soucin je nenulovy. O]

1.2 Normy vektorii a matic

Pro vyklad bude potieba zavést pojmy normy vektoru a normy matice. Zejména
proto, abychom mohli dat do vzajemného vztahu spektralni polomér a normu ¢tver-
cové matice.

Definice 2 (p-norma vektoru). Necht x = [£1,&, ..., &) € C*. Cislo

n 1/p
=], = (Z !&\p>
i=1

nazyvame vektorova p-norma nebo p-norma vektoru, p=1,2, ...
Zejména dulezity bude jeji limitni piipad.
Definice 3 (maximova norma vektoru). Necht x = [£1,&, ..., &7 € C. Cislo

[#]loc = lim [[z]], = max [¢;]
p— 0 j
nazyvame maximovou normou vektoru.

Kromé vektorovych norem budeme potiebovat zavést i normy matic. Normu matice
lze zavést mnoha zpusoby. My budeme pracovat s maticovou normou generovanou
normou vektorovou. Konkrétné p-normou vektoru.

Definice 4 (p-norma matice (generovand norma)). Necht A € C™*". Cislo

A
41, = max 12700

e T, T R = max |Az||, (1.3)
P

[l p=1

’ T

s l,

nazyvdme maticovd p-norma, pripadné norma generovand vektorovou normou || - ||,,
p=1,2,...

18



Opét pro nas bude zajimavy jeji limitni pripad.

Definice 5 (oo-norma matice (generovans norma)). Necht A € C™*". Cislo

Al = 1 All, = A 14
Al =, tim 4], = max [ Ar] (1.9
nazyvdme maticovd co-norma, pripadné norma generovand vektorovou normou || - ||so-

Takto zadefinované maticové normy nelze obecné snadno vypocitat, az na nékteré
piipady. Jednd se o normy || - ||1, || - ||2 a limitni pfipad || - [[. Nésledujici lemma,
nam da navod, jak vypocitat oco-normu matice, kterou budeme pozdéji potiebovat.

Lemma 1. Necht A € C™*". Pak plati

llz/loo=

[Alloc = max [lAz]oc = mgxz | @k (1.5)
k=1

Diikaz je elementarni, viz napt. [12, str. 167]. Dale bude potfebné nasledujici lemma
(viz [11, str. 21]).

Lemma 2. Je-li A c¢tvercovd matice a || - || libovolnd maticovd norma generovand
vektorovou normou || - ||, pak plati

IA]l > o(A) (1.6)
a také ||I]| = 1.

Diikaz. Pro kazdé vlastni ¢islo A matice A existuje alespon jeden vlastni vektor x
takovy, ze Ax = x\. Pro tento vlastni par plati

[ANzl] = [|Az]] = [[Az]l = [Alll]]-

Nerovnost na zac¢atku vyplyvé piimo z definice generované normy (1.3). Protoze
x # 0, tj. ||z]| # 0, dostavame ihned [|A|| > |A| pro libovolné vlastni ¢islo A. Z toho
plyne [[A]| > o(A). O

Poznamenejme, ze posledni rovnost vyplyva z tzv. homogenity norem (tj. pro libo-
volny skalar v a vektor v plati ||av|| = |al]|v]|), kterd je jednou z vlastnosti definujicih
pojem norma, viz [11, sekce 1.2, definice 1.10].
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1.3 Zakladni pojmy teorie grafii

Pii vykladu budeme potrebovat i nékteré pojmy z teorie grafu. Nékteré zakladni
zminime v nasledujici definici.

Definice 6 (Orientovany graf, vrchol, hrana, cesta, komponenta). Usporddanou
dvojici
G=(V,&), ke ¥ ={v;} a &={ejp= )}V xY,
nazyvdme orientovanym grafem. Prvky v; mnoZiny ¥ nazyvame vrcholy grafu a
proky e;r = (v;,vp) mnoziny & (tj. usporddané dvojice vrcholu) nazgvdme hrany.
Rikdme, Ze ejy, je hrana vedouct z vrcholu v; do vrcholu vy.
Posloupnost hran

€igiy Cirgas Chagsr o Ciagias €k € &

vedouct z vrcholu v; postupné do vj,, do vj,, atd. az konecné do vj, | a vy se nazyvd
cesta (pripadné orientovand cesta) z vrcholu v; do vrcholu vy, délky €.

Libovolnou podmnoZinu mnoZiny ¥ nazijvame komponenta grafu G. Specidlné,
necht ¥ = ¥1U% a necht pro kazdou hranu e, = (vj,vy) € & plati bud v;, vy, € 1,
nebo vj, v, € Yo. Pak mnoZiny 71 a V2 nazgvdme nezdvislé komponenty grafu G.

Komponenta W C ¥V takovd, Ze mezi libovolnymi dvéma vrcholy v;, vy € W
existuge cesta prochazejici pouze pres vrcholy komponenty W, se nazyjvd silné souvisld
komponenta grafu. Pokud W = ¥, hovorime také o silné souvislém grafu.

Pro uptesnéni, jsou-li #; a 75 nezdvislé komponenty, pak v mnoziné & neexistuje
zadnd hrana takovéd, ktera by vedla z nékterého vrcholu mnoziny 77 do kteréhokoliv
vrcholu mnoziny 73, ani zadna hrana takova, kterd by vedla z nékterého vrcholu
mnoziny 7 do kteréhokoliv vrcholu mnoziny 7). Poznamenejme jesté, ze mezi li-
bovolnymi vrcholy silné souvislé (konecné) komponenty # (budeme pracovat pouze
s grafy, které maji konecny pocet vrcholu a hran) vzdy existuje cesta délky ¢, kde
< |W| (pricemz |.#| znaci pocet prvku koneéné mnoziny .# ). Pro blizsi sezndmeni
se s pojmy teorie grafu doporuc¢ujeme napf. [16] nebo ceské ucebnice [9], [10], [20],
[21], [22], pFipadné rozsahlejsi text [19]. Specidlné budeme pracovat s tzv. grafem
(¢tvercové) matice, viz nésledujici definici.

Definice 7 (Graf matice). Necht A € C™" je obecnd ctvercovd matice. Orientovany
graf G = (7, &), kde

v ={1,2,3,...,n} a (J,k) € & <= aj, #0,
nazveme grafem matice A. Budeme ho znacit G(A).

Graf ¢tvercové matice A obsahuje hranu z vrcholu j do vrcholu k£ tehdy a jen
tehdy, kdyz je prvek a;; nenulovy. Poznamenejme, Ze graf matice lze zavést i
jinym zpusobem. Pro podrobnéjsi vyklad odkazujeme na [12] nebo [8, kapitola I1.],
popiipadé na obsahlejsi cizojazyéné ucebnice [6], [7].
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1.4 Co je to PageRank?

V této ¢éasti se blize seznamime s pojmem PageRank, coz je nastroj, ktery je pouzivan
jako mira dulezitosti webovych stranek.

Definice 8 (PageRank). PageRank webové stranky Py, znaceny r(Py) € R, je redlné
¢islo dané jako soucet PageRanki vsech stranek P;, které na stranku Py odkazuji,
délenych celkovym poctem odkazi na strance P;. Tedy

o= Y ) (1.7

P; Eﬂpk

kde Pp, je mnozina viech stranek odkazujicich na stranku Py a |P;| je pocet odkazu
na strance P;.

Autorem tohoto pristupu k hodnoceni webovych stranek jsou Larry Page a Sergey
Brin, viz [3], [4] a [5]. Z matematického hlediska je takto zavedené méfitko dulezitosti
stranek, tj. PageRank, tzv. Markovovym retézecem (procesem), viz napt. [1, kapitola
8], pripadneé [23, kapitoly 3-5] ¢i skriptum [18]. Teorie Markovovych fetézcu nam také
dava nastroje, jak se s vyse uvedenou ,zacyklenou® definici vyporadat.

N
N

Obrézek 1.1: Schéma jednoduchého internetu se Sesti strankami. Zadna stranka ne-
odkazuje sama na sebe, na kazdou stranku odkazuje alespon jedna jina stranka a
kazda stranka obsahuje alespon jeden odkaz.

Nejjednodussi bude zacit s malym pracovnim prikladem. V tomto textu budeme
vyuzivat sluzeb malého internetu obsahujiciho pouze Sest stranek. Na obrazku 1.1
je priklad takového internetu. Vsimnéme si, ze v nasem modelovém internetu:

(i) zadna stranka neodkazuje sama na sebe,
(ii) na kazdou webovou stranku odkazuje alespon jedna jind strénka a
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(iil) kazdd stranka obsahuje alespon jeden odkaz a dokonce
(iv) zkaZdé stranky je mozné dostat se pomoci odkazi na libovolnou jinou stranku,
coz uz vlastnosti (ii) a (iii) implikuje.

Z4dné z téchto situaci neni v redlném prostiedi internetu vylouéena. Prvni dvé
nejsou z hlediska dalstho vyvoje az tak zajimavé. Tteti a ¢tvrtou situaci se budeme
muset pozdéji zabyvat podrobnéji, viz kapitoly 4.1, resp. 4.2. Pokusme se nyni pro
stranky tohoto internetu vypocitat jednotlivé PageRanky pomoci vztahu (1.7). Do-
staneme tak sadu Sesti rovnic

= %T(Pg) + %T(Pg)

(P1)

r(Py) = %T(Pl) - %T‘(PG)
r(P3) = %T(Pl) + %’I"(Pg))

r(Py) = %T(Pg) + %’I"(Pg)) ’
r(Ps) = %T(Pg) + %T(PLL) + %T‘(PG)
r(Pg) = 57(Ps)

kterou muzeme snadno zapsat maticove jako

r(P) 0 11 13 0 0 0 1[rF)

#(Py) 12 0 0 0 0 1/2|] @)

k@) | |12 0 0 0 1/3 0 r(Py) .
re) | T 0 0 13 0 13 0 | |eey|r 8
r(Ps) 0 0 1/3 11 0 1/2 || r(Ps)
P ] L0 0 0 0 1/3 0 ||

Vs HT T

kde matici H nazyvame matici weobovych odkazi tzv. hyperlinku (anglicky hyperlink
matriz) a vektor m nazyvame PageRank vektor. Vsimnéme si, Ze internet na obrazku
1.1 je zaroven grafem C_j(H ) své matice hyperlinku H (az na pojmenovéani vrcholu;
vrchol j v grafu G(H) odpovidd vrcholu P; v obrazku). Porovnanim maticového
zapisu (1.8), po zdmeéné levé a pravé strany,

Hr=nxn

s rovnici (1.1) vidime, ze PageRank vektor 7 musi byt bud’ nulovy, coz by v daném
kontextu nebylo prili§ ptfinosné, nebo, ma-li byt nenulovy, musi mit matice hy-
perlinki H (resp. jeji transpozice H”) vlastni ¢islo A\ = 1. PageRank vektor 7 je
pak vlastnim vektorem matice H? odpovidajici tomuto vlastnimu éislu. Dilezitou
otazkou tedy je, zda méa matice hyperlinku vlastni ¢islo rovné jedné.

V matici H si muzeme vSimnout nasledujici zvlastnosti. Soucet prvku v radcich
je vzdy roven jedné (kazda stranka P, odkazujici na |P;| stranek pfispiva k jejich
hodnocenf stejnou mérou rovnou prave ¢islu 1/[P;|). Kdybychom misto matice H”
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pracovali piimo s matici H, tak urcité plati

0 1/2 1/2 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1
1/3 0 0 1/3 1/3 0 1 1 (19)
o 0 0 0 1 0 1 1 ‘
0 0 1/31/3 0 1/3| |1 1
0 1/2 0 0 1/2 0 1 1
\_ ~~ _/\_ _/ \_ _/
H e e

Vidime, 7e vektor e = [1, ..., 1]T je urcité vlastnim vektorem matice H odpovidajicim
vlastnimu ¢islu A = 1. Protoze det(I\ — A) = det(I\ — AT), viz [11, kapitola 1], pak
sp(H) = sp(HT), a tedy matice H? musf mit také alespon jedno vlastni ¢islo rovné
jedné, a tudiz existuje nenulovy PageRank vektor .

Poznamenejme, Ze vlastni vektory matic H a HT odpovidajici stejnému vlastnimu
¢islu jsou obecné ruzné, tj. e # w. To je zpusobeno tim, ze matice H obecné neni
normdlni, tedy HH?' # HTH, viz [11, kapitola 2]. Pouze pro normalni matice plati,
ze (vSechny) jejich levé a pravé vastni vektory jsou stejné; zde je e pravym a 7 levym
vlastnim vektorem matice H.
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Cast |

Existence PageRank vektoru
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2 Nezaporné a stochastické matice

V této kapitole se budeme seznamime se stochastickymi maticemi, které jsou speci-
fické pravé tim, ze soucet prvku v radcich je vzdy roven jedné. Vychazet budeme
z knih [12] a [11].

Zejména zde ukazeme, ze pro nékteré matice A s nezdapornymi prvky plati, ze
spektralni polomeér o(A) je (kladné) vlastni ¢islo nazyvané Perronovo vlastni ¢islo
a ze mu odpovida (ne nutné jediny) vlastni vektor s nezdpornymi prvky nazyvany
(levy ¢i pravy) Perronuv vlastni vektor.

2.1 Aritmetika nezapornych a kladnych matic

Stochastické matice jsou specidlnim pripadem tzv. nezdpornich matic. Nejprve se
tedy seznamime s nimi.

Definice 9 (Nezapornd matice, kladnd matice). Necht A € R™ ™ je redlnd matice
s prvky a; . Jestlize pro vsechny jeji proky plati a;, > 0, pak tuto matici A nazgvame
nezdpornou. Tuto vlastnost budeme zapisovat

A>0.

Jestlize navic plati aj, > 0, pak matici A nazyvame kladnou. Tuto vlastnost budeme

zapisovat
A>0.

Dile je-li B € R™™ (resp. B € C™™) obecnd redlnd (resp. komplexni) matice
s prvky b, i, pak zdpisem
|B| € R™™, |B| >0

budeme znacit nezdpornou matici, jejiz proky jsou |bj x|, tj. absolutni hodnoty prvku
matice B.

Analogicky zapisem A < 0 a A < 0, budeme znacit, ze a;; < 0, resp. a;; < 0, a
budeme takovou matici A nazyvat nekladnou, resp. zdpornou. Déale zapisem A > B,
kde A a B jsou redlné matice stejnych rozmeéru, budeme znacit, ze A — B > 0,
analogicky pro A > B, A < B, A < B. Obdobné zavedeme nerovnosti a znaceni také
pro vektory. Nasledujicich nékolik lemmat zformuluje nékteré zakladni vlastnosti
aritmetiky nezapornych matic.
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Lemma 3. Necht A >0 a B > 0 jsou (redlné) nezdporné matice. Pokud jsou matice
A a B stejngch rozméri, pak
A+B>0

je nezdpornd. Pokud lze matice A a B ndsobit (v tomto poradi), pak
AB >0 (2.1)
je nezdpornd. Je-li navic A > 0 kladnd matice a B # 0 nenulovda matice, pak
AB >0 a zdroven AB #0 (2.2)

je mezdpornd nenulovd matice.

Dukaz tohoto lemmatu je elementarni a sestava se pouze z rosepsani maticovych

vvvvvv

na souciny nezapornych matic s vektory.

Lemma 4. Necht A € R™", A > 0 je nezdpornd matice a x,y € R"™ vektory, pro
které plati x > y. Pak
Az > Ay. (2.3)

Je-li navic A > 0 kladnd matice a vektory x # y jsou ruzné, pak

Az > Ay. (2.4)

Diikaz. Nerovnost (2.3) dostaneme snadno z nerovnosti (2.1), pokud budeme v lem-
matu 3 uvazovat matici B ve tvaru B = x — y € R™*%

Druhou nerovnost (2.4) dokdzeme ndsledné. Méjme vektory z = [&1,...,&,]" a
y= [v1,...,v,)T. Podle nerovnosti z > y plati
szyk, kzl,...,n.

Protoze x # y, pak existuje index ¢ takovy, ze
§e > vy,
a bez Ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
&k = g, E=1,....0—10+1,...,n.

Pro j-ty radek soucinu Ax a Ay zrejmé plati

n

ejT(Ax) = ( Z aj7k§k> + ajiés, resp.

k=1
k#L
n n
6?(Ay) = < Z aj,kyk) +ajgljg = ( Z aj,kgk) —|—(lngg.
k=1 k=1
kit l i,
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Protoze A > 0, tj. aj, >0, a & > v, pak
el (Azx — Ay) = a;(& — ve) > 0, pro j=1,...,n.
Tedy
Ax — Ay > 0,
z ¢ehoz ihned plyne Ax > Ay, coz jsme chtéli dokazat. m

V tvodnim piikladu (1.8)—(1.9) jsme pracovali s nezapornou matici H (resp. HT),
ktera byla navic ¢tvercova. Nasledujici véta bude uziteéna pti zkouméni ¢tvercovych
nezapornych matic, viz [11, cviceni 2.15].

Véta 2. Necht A € R™", A > 0 je nezdpornd étvercovd matice, v € R, x > 0 je
nezaporny vektor a ¢ realné cislo takové, Ze

Ax > xs.

Pak plati
o(A) > ¢, (2.5)

kde o(A) je spektrdlni polomér matice A (viz definice 1).

Diikaz. Vzhledem tomu, ze A, x a o(A) jsou nezdpornd matice, vektor a ¢islo, viz
(1.2), nerovnosti Ax > x¢ a p(A) > ¢ jsou splnény trivalné pro ¢ < 0. Necht je tedy
¢ > 0 (a tudiz také A # 0, © # 0). Z predpokladu Az > x¢ vyplyva, Ze existuje
e > 0 takové, ze plati

Az > x(s +¢).

Zadefinujme si nynf matici B = (¢ + €)' A. Tato matice je zfejmé nezapornd, tj.
B >0, B # 0, a navic plati
Bx > x.

Opakovanym uzitim tvrzeni lemmatu 4, konkrétné vztahu (2.3), pak dostaneme

Bz > B x> ... >uz, pro (=12, ... (2.6)
Vime, ze plati
lim B =0 — o(B) < 1,
{ — 00

viz [11, cvicenf 1.23]. Ze vztahu (2.6) v8ak vidime, Ze posloupnost matic B nemuze
konvergovat k nulové matici, a tudiz musi mit matice B spektralni polomér vétsi
nebo roven jedné,

o(B) = 1,

Pro matici A = (¢ 4 ¢)B pak ihned dostaneme
o(A) > ¢ +e>q,

¢imz je dukaz hotov. m
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Na zaveér jesté strucné pripomeneme vlastnosti aritmetiky komplexnich cisel,
resp. jejich absolutnich hodnot.

Lemma 5. Necht A € C™" a B € C"™9 jsou dvé libovolné komplexni matice, pak

|Al[B] > |AB. (2.7)

Diikaz. Ziejmé pro a, b € C plati |a| |b| = |ab|, |a|+|b| > |a+0b|. Specidlné pro prvky
a;r, a by matice A, resp. B plati

n n n
Z [y = Z | kbr,e| > Z aj b
k=1 k=1 k=1

proj=1,....mafl=1,...,d. O]

bk ¢

Toto trividlni pozorovani méa nasledujici dusledek, ktery bude pozdéji uziteény.

Lemma 6. Necht A € R™™ je nezdpornd matice, A > 0, a B € C™? je libovolnd
komplexni matice takovd, Ze soucin AB € R™*? je redlny. Pak

A|B| > AB. (2.8)

Je-li navic matice A kladnd, A > 0, pak

A|B| = AB = |B| = B, (2.9)
tj. v nerovnosti (2.8) nastane rovnost jen tehdy, kdyz B je redlnd a nezdapornd.
Diikaz. Je-li A > 0 nezdpornd a AB redlna, pak |A| = A, resp. |AB| > AB, a nerov-
nost (2.8) dostavame rovnou z nerovnosti (2.7). V druhé ¢asti lemmatu je implikace
,<="ziejma. Kdyz |B| = B, pak A|B| = AB. Zbyva tedy dokéazat implikaci ,,—*
opacnym smérem. Predpoklddejme naopak, ze druhéd implikace neplati, tj. ze

A|B| = AB a zaroven |B| # B.

Preusporadanim prvni rovnosti dostaneme

A(\B[—B) —AM =0, kde M=|B|-B.

Protoze |B| # B, pak matice M ma4 alespon jeden nenulovy prvek. Protoze A > 0
je kladnd, pak AM # 0, coz je spor. Tim je dokdzéna i druha implikace, a tim i celé
lemma. O
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2.2 Stochastické matice: spektralni polomér

Dulezitou podmnozinou nezapornych matic jsou tzv. stochastické matice. Tyto ma-
tice jsou nedilnou soucasti vypoctu PageRanku, a proto si v této kapitole stochas-
tické matice zadefinujeme a blize popiSeme jejich vlastnosti.

Definice 10 (Stochastickd matice). Ctvercovd nezdpornd matice S € R™" s pruky
Sk, pro kterou plati

n

Zsj,kzl, pro j=1,...,n,
k=1

se nazyvd stochastickd matice (viz napr. [12, str. 99]).

Prvky stochastické matice muzeme povazovat napiiklad za pravdépodobnosti. Vsi-
mnéme si, ze v matici hyperlinku H to muzeme interpretovat jako pravdépodob-
nosti piechodu ze stranky P; na Pj. Jak definice tvrdi, stochastickd matice S mé
soucet vSech prvku v fadku vzdy roven jedné. To lze vyjadrit také jako Se = e, kde
e=[1,...,1]T. Tedy e je (pravy) vlastni vektor stochastické¢ matice S a odpovida
vlastnimu ¢islu A = 1, viz také (1.9). Vidime, ze tloha (1.8), kterou chceme fesit je
nasledujici:

Hledame levy vlastni vektor m stochastické matice S odpovidajici vlastnimu
¢islu A = 1. Tento vektor je (levy) Perroniv vlastni vektor.

To, co bychom nyni radi ukéazali, je, zda lze Perronuv vlastni vektor volit kladny (tj.
abychom mohli stranky pomoci komponenty PageRank vektor rozumné seradit) a
zda je urcen jednoznacné.

Nyni ukézeme, ze pro libovolnou stochastickou matici S dokonce plati o(S) = 1,
tj. matice S nemda zadné vlastni ¢islo, které by bylo v absolutni hodnoté vétsi nez
jedna.

Véta 3. Necht S je ¢tvercovd nezdpornd stochastickd matice, sj >0,y 0 sj = 1
pro 7 =1,...,n. Pak plati

o(S) = 1.
Diikaz. Pro e = [1,...,1]T ziejmé plati
D ket Ok 1
Se = : =|: | =e
D ket o 1

tedy A = 1 je vlastnim ¢islem stochastické matice, takze

o(S) > 1. (2.10)
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Zaroven vidime, ze
15T = 1,
viz (1.5). Pouzijeme-li tvrzeni lemmatu 2 na stochastickou matici S a na co-normu

(1.4), dostaneme
0(9) < [I15]lec = (2.11)

1.
Z nerovnosti (2.10) a (2.11) zfejmeé vyplyva, ze o(S) = 1. O

2.3 Stochastické matice: (levy) Perroniiv
vlastni vektor

Nyni jiz vime, ze o(S) = 1 pro kazdou stochastickou matici, coz znamend, ze neexis-
tuje zadné jiné vlastni ¢islo matice S, které by bylo v absolutni hodnoté vétsi nez
jedna. Pojd'me se nyni podivat na dalsi ¢dst nasi tlohy. Hleddme levy vlastni vektor
7, ktery bychom radi volili kladny. Tato podminka je pro nas dulezitd, protoze ndm
umozni rozumné seradit webové stranky. V této kapitole se presvédcime, ze tento
kladny vektor exiistuje. Nejprve se ovSem presvédéime, ze levy vlastni vektor od-
povidajici vlastnimu ¢islu A = 1 je mozné volit nezaporny. Budeme vychazet z [11,
cvicenti 2.16].

Véta 4. Necht S je ctvercovd nezdpornd stochastickd matice, sjp >0, > 1 sjx =1
pro j =1,...,n. Necht vlastnimu ¢islu X = o(S) = 1 odpovidd levy vlastni vektor .
Pak lze tento vektor m volit nezaporny, tj.

7l S =xT, kde m > 0.

Diukaz. Méjme ¢tvercovou nezapornou stochastickou matici S. Z véty 3 vime, ze
0(S) = 1. Ozna¢me w; slozky levého vlastniho vektoru 7, tedy 7 = [wy, ..., @,|".
Pokud w; > 0, 7 = 1,...,n, pak 7 je pravé hledany nezaporny vektor, pro ktery
plati

alS =nxT.
Je-liw; <0,j=1,...,n pak (—m)7 je hledany nezdporny vektor, pro ktery plati
(—m)'S = (—m)".

Predpokladejme nyni, v rozporu s tvrzenim veéty, ze prvky vektoru 7 maji ruzna
znaménka. Pokud existuje alespon jeden prvek s odlisSnym znaménkem nez maji
ostatni prvky, pak

n n
Z|wj’3j,k > Zwﬁj,k = |wk|, pro k=1,...,n.
Jj=1 j=1
Z toho vyplyva, ze plati
7" > |77, ke |rl=|l=l,.. @l
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Podle véty 2 pro nezépornou matici A = ST, nezdporny vektor = || a redlné ¢islo
¢ = 1 takové, ze ST|n| = Az > z)\ = ||, platf o(4) > ¢. TakZe v nasem pifpadé
musi byt

o(S™) = o(8) > 1,
coz je ve sporu s vlastnosti o(5) = 1, viz vétu 3. Tim jsme dokazali, ze levy vlastni
vektor m muzeme volit nezaporny. O

Z kapitoly 2.2 vime, ze spektralni polomeér ¢vercové nezaporné stochastické matice je
roven jedné. Navic vime, ze spektralni polomér je piimo vlastnim ¢islem, tj. A = 1.
Nyni jsme zjistili, ze levy vlastni vektor odpovidajici tomuto vlastnimu ¢éisle lze volit
nezaporny. To ma nasledujici dusledek pro nasi ulohu.

PageRank vektor 7 spliiujici 77 H = 7T, viz (1.7) a (1.8), kde H je matice
hyperlinku, ezxistuje a jeho slozky, tj. ranky (hodnoceni) jednotlivych stranek
P;, jsou nezaporna cisla. Muzeme je tedy snadno seradit.

2.4 Kladné matice: spektralni polomér a

(pravy) Perrontiv vlastni vektor
Vétu 4 lze modifikovat pro libovolnou kladnou ¢tvercovou matici, tj. A > 0. Tato
modifikace méni predpoklady véty. Na jedné strané své pozadavky zesilime tim, ze
vyzadujeme nenulovost prvki, na druhé strané je ale oslabime tim, ze nepozadujeme
stochasticitu matice. Tvrzeni modifikované véty je také nepatrné silnéjsi. Tato mo-
difikace je znama jako Perronova véta, ptipadné Perronovo lemma. Tato véta se

bude také hodit v nésledujicim textu. Budeme vychazet z vykladu v knize [12, str.
86-87].

Véta 5 (Perronova véta (o spektralnim poloméru a kladném vlastnim vektoru
kladnych matic)). Necht A je étvercovd matice s kladnymi proky, tj. a;p > 0. Pak
A = o(A) je kladné vlastni ¢islo matice A a odpovidagici vlastni vektor x lze volit
kladng, 9.
Axr =z, kde x> 0.

Diukaz. Méjme A > 0 a vlastni ¢islo A matice A, pro které plati

o(A) = [A]. (2.12)
Méjme nenulovy vlastni vektor x # 0 odpovidajici ¢islu A, tj.

Az = z ). (2.13)

Poznamenejme, ze pro libovovolna komplexni ¢isla v a w a kladna ¢isla o a 8 plati

alv| + Blw| > |av + pw|, (2.14)
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pricemz rovnost nastane prave tehdy, kdyz existuje komplexni jednotka n (|n| = 1,
tj. n = exp(iy) = cos(p) +isin(p)) tak, ze vn, wn € R a navic vy, wn > 0. Jedno-
duchym zobecnénim tohoto pozorovani dostaneme, ze pro komplexni ¢isla &1, ..., &,
a kladna cisla aq, ..., a,, plati

n n
S ailgl = D> ag
p =1

viz také (2.7). Rovnost pii tom nastane pouze tehdy, kdyz existuje komplexni jed-
notka n takovd, ze {;n € R a navic

: (2.15)

&n >0, pro j=1,...,n. (2.16)

Predpoklddejme nyni, ze pro vektor z = [£;,...,&]", respektive pro jeho slozky
&;, neexistuje takové 7, aby vztah (2.16) platil. Pak z k-tého tddku rovnice (2.13)
dostaneme uzitim vztahu (2.15) nerovnost

n n
D aslgl > D ansg
j=1 j=1

7 toho vyplyva, ze plati

=[],  pro  k=1...n

T
Alal > 2N, kde ol = [l Gl

Podle véty 2 pro nezdpornou matici A, nezdporny vektor |z| a redlné ¢islo || takové,
ze Alx| > |z||A|, plati o(A) > |A|. Tedy v nasem piipadé musi byt

o(A) > [Al,

coz je ve sporu s vlastnosti z (2.12). Tim jsme dokdazali, Ze existuje takova komplexni
jednotka n, ze vztah (2.16) pro slozky vektoru x plati. Takze

T=uxzn€R, kde fz[a,...,gn], t]. gjzﬁjn,

a plati
x>0, x#0.

Navic podle (2.13) plati
AT =T\, (2.17)

tedy vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢éislu A lze volit nezdporny. Nyni zbyva
dokazat, ze A > 0, tj. spektralni polomeér o(A) = |A| = A je piimo vlastnim ¢islem,
a dale, ze ¥ > 0.

Protoze A > 0, x > 0, T # 0, pak podle lemmatu 4 plati Az > A -0, viz (2.4).
Protoze ¥ # 0, urcité existuje index ¢ takovy, ze Eg > 0. Z (-tého tadku rovnice
(2.17), tj. ze vztahu e} AT = A, kde (el AT) > 0, pak plyne A > 0. Tudiz

o(A) = Al = A,
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¢imz jsme dokézali, ze spektralni polomér matice A s kladnymi prvky je ptimo jejim
vlastnim ¢islem. N
Konecné z k-tého fadku rovnice (2.17), tj. ze vztahu e} AT = A&y, kde (e} AT) > 0
a A > 0, plyne B
& >0, pro k=1,...,n. (2.18)

Tim jsme dokéazali, ze vlastni vektor matice A s kladnymi prvky odpovidajici vlast-
nimu ¢&islu p(A) vzdy muzeme volit kladny. O
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3 Nerozlozitelnost matic

V predchozi kapitole jsme ukazali, ze spektralni polomeér stochastické (piipadné
kladné) matice je pfimo vlastnim ¢islem této matice a ukazali jsme, ze vlastni vektor,
ktery tomuto vlastnimu ¢islu odpovidd je nezdporny (ptipadné kladny). Prirozené
nds muze dale zajimat, zda je nezdporny (piipadné kladny) vlastni vektor z véty 4
(resp. 5) urcen jednoznacné.

3.1 Stochastické matice: jednoznacnost
(levého) Perronova vlastniho vektoru

Perronuv vektor stochastické matice S, tj. levy vlastni vektor m, 7 > 0 odpovidajici
vlastnimu ¢islu A = p(S) = 1 obecné neni obecné uréen jednoznacéné. Pokusime se
to ilustrovat na nékolika ptikladech. Uvazujme nejjednodussi ¢tvercovou nezadpornou
stochastickou matici

10 -0
S=1=|.  _|ervm
00 1

Ziejmé o(S) = 1 a A = 1 je n-ndsobné vlastni ¢islo matice S. Pro jakykoliv nezdporny
(pripadné kladny) vektor m, resp. x, plati

778 =7T, resp. Sr=u.

Uloha tedy obecné neni jednoznacna (a to ani v piipadé, ze budeme pracovat s nor-
malizovanym vektorem, tj. kdyz ||| = ||z| = 1).

Vezméme si nyni méné trividlni pripad. Méjme ¢tvercovou nezaporou stochastic-
kou matici S v blokové diagonalnim tvaru se ¢tvercovymi bloky S; a S3 na diagondle,

S5 0
s_[o 52].

Ztejmé je matice S nezaporna stochastickda matice tehdy a jen tehdy kdyz matice
S1 a S5 jsou nezaporné stochastické matice. Oznacme m; a o levymi nezapornymi
vlastnimi vektory matic Sy a Sy odpovidajici vlastnimu ¢éislu A = o(S;) = o(52) =1,
t].

7T1T51 = Wf, m >0, m #0,
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7r2Tng7r2T, my > 0, my # 0.

Pak 0(S) =1 a A =1 je minimélné dvojnasobné vlastni ¢islo. Levy vlastni vektor
matice S odpovidajici vlastnimu éfslu A = 1, tj. 778 = 77, lze volit napifklad
nasledujicimi zpusoby

KRR

kde ay, a9 € R, ag, 9 > 0, g + ap > 0. Ve vSech téchto pripadech 7 > 0, w # 0. Je
tedy zfejmé, ze ani nyni levy vlastni vektor m matice S neni dan jednoznacné. Vyse
zminénou blokovou strukturu budeme ilustorvat na ptikladu naseho modelového
internetu, viz obrdzek 1.1, resp. rovnici (1.8). Pfiklad internetu s takovou blokou
strukturou ziskdme vynechdnim nékolika odkazu (hran v grafu), viz obrézek 3.1.
Internetu z obrazku 3.1 pak odpovida rovnice

T100 ]

ripadné obecné 7w =
) prip [7@&2

r(Py) 0 1/1 1/1] 0 0 0 r(Py)

r(Ps) /2 0 0|0 0 0 r(Ps)

r®s) | |12 0 0] 0 0 0 r(Ps) -
rP) | |0 0 00 1/2 0 r(Py) |’ (3.1)
r(Ps) 0 0 0 |1/1 0 1/1|] r(®s)
r®) | L0 0 o0 1/2 0 | [P ]

m HT m

vsimnéme si, ze tato matice H ma prave dvé vlastni ¢isla rovna jedné.

3.2 (Ne)rozloZitelné matice

P1i zjednoznacnéni tlohy bude hrat dulezitou roli tzv. nerozloZitelnost matic. Zac-
neme proto definici (ne)rozlozitelnych matic. Vychazet budeme z knihy [12, kapitola
3, str. 71].

Definice 11 ((Ne)rozlozitelnd matice). Méjme ctvercovou matici A € R™*"™. Pokud

ezistuje permutace takovd, Ze matice ILAIIT, kde 11 je odpovidajici permutacni ma-

tice, je v blokové (hornim) trojiuhelnikovém tvaru s alespori dvéma étvercovymi bloky
na diagondle, tj.

A Aip

ITAIT" = ’ ,

|i 0 A272 ’

pak se matice A nazjvd rozloZitelnd. Matice, kterd neni rozlozZitelnd, se nazijvd ne-
rozlozitelnd.

Nez budeme pokracovat ve vykladu, pokusime se pojem rozlozitelnosti ilustrovat
opét na piikladu naseho modelového internetu. Priklad internetu s rozlozitelnou
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matici opét ziskdme vynechanim nékolika odkazu (hran v grafu), viz obrazek 3.2.
Internetu z obrazku 3.2 pak odpovida rovnice

[ r(Py) ] 0 1/1 1/2] 0 0 0 T[r@E)’
r(Ps) /2 0 0|0 0 0 r(Ps)
r®s) | |12 0 00 0 0 r(P3) .
) | |0 0 00 1/2 0 r(Py) (3.2)
r(Ps) 0 0 1/2|1/1 0 1/1 || r(Ps)
r®) | L0 0 0|0 1/2 0 | [P |
m HT m

Pripomenme, Ze schémata na obréazcich 1.1, 3.1 a 3.2 jsou grafy é(H) matice H
z rovnic (1.8), (3.1) a (3.2). Vsimnéme si, ze graf na obrazku 1.1 je silné souvisly (tj.
existuje cesta mezi libovolnymi dvéma vrcholy; viz sekce 1.3) a matice H, kterd mu
odpovida, je nerozlozitelnd. Podobné obé nezévislé komponenty .7, = {Py,Py,P3}
a % = {P4,P5,Pg} na obrazku 3.1 jsou silné souvislé a jim odpovidajici bloky na
diagonale matice H jsou opét nerozloZitelné. Toto pozorovani se da snadno zobecnit.
Ztejmeé plati nasledujici lemma.

Lemma 7. Matice A je nerozloZitelnd tehdy a jen tehdy, kdyz je jeji graf é(A) silné

G° GQ
PRy,
oo

Obréazek 3.1: Jednoduchy model internetu z obrazku 1.1 po vyskrtani nékterych od-
kazu (hran); symbol , A znac¢i vyskrtnutou hranu. Vidime, Ze internet se nyni
skldda ze dvou nezavislych ¢asti (graf obsahuje dvé nezdvislé komponenty), siti
A1 ={P1,P9,P3} a % = {Py,P5,Ps }. Masovy vyskyt takové struktury ve skutecném
internetu (tj. vyskyt dvou nebo vice rozsélych oblasti zcela nepropojenych webovymi
odkazy) je zna¢né nepravdépodnobny.
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Diukaz. Dukaz je mozné provést snadno. Predpokladame-li rozlozitelnost matice,
snadno ukazeme, ze jsou v grafu takové vrcholy, mezi nimiz neexistuje cesta (tedy
silnd souvislost implikuje nerozlozZitelnost).

Predpokladame-li naopak, ze graf neni silné souvisly, muzeme mnozinu vrcholu
rozlozit na systém (alespon dvou) navzdjem disjuktnich podmnozin tvoricich silné
souvislé komponenty mazimdlni velikosti. Mezi libovolnymi dvéma takovymi kompo-
nentami bud zadné hrany nevedou, nebo vedou jen jednim smérem (pokud by vedli
obéma smeéry, sjednoceni piislusnych komponent tvoii opét silné souvislou kompo-
nentu, coz je ve sporu s maximalni velikosti silné souvislych komponent). Vhodnym
sefazenim téchto komponent (tj. vhodnym ocislovanim vrcholu grafu, tj. vhodnou
volbou permuta¢ni matice P z definice 11) dostaneme matici v blokové (hornim)
trojuhelnikovém tvaru se ¢tvercovymi bloky (odpovidajicimi silné souvislym kom-
ponentam) na diagondle (tedy nerozloZitelnost implikuje silnou souvislost). Pro pod-
robnéjsi vyklad viz [12, véta 3.6]. O

Pro dalsi vyklad bude dulezité nésledujici lemma a jeho dusledek, viz [12, véty 4.4
a 4.5].

Lemma 8. Necht A je ctvercovd nezdpornd matice, tj. ajj, > 0, a € prirozené éislo,
potom pro matici B = A plati, ze bjr > 0 tehdy a jen tehdy, kdyZ v orientovaném
grafu G(A) existuje cesta z vrcholu j do vrcholu k délky ¢.

Obréazek 3.2: Jednoduchy model internetu z obrazku 1.1 po vyskrtani nékterych od-
kazu (hran); symbol , A znaci vyskrtnutou hranu. Na rozdil od internetu z obrézku
3.1, tento internet neobsahuje nezavislé komponenty. Vidime ale, ze stale ze site
S5 = {P4,Ps5,Ps} nevede zddny odkaz do sité .77 = {Py,Ps,P3} (graf neobsahuje
cestu mezi libovolnymi dvéma vrcholy). Matice hyperlinki odpovidajici takovému
internetu je (stejné jako v pripadé obrézku 3.1) rozlozitelnd; matice hyperlinku od-
povidajici sitim . a .%% uz rozlozitelné nejsou (stejné jako matice celého internetu
z obrézku 1.1).
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Diukaz. Tvrzeni je zrejmé pravdivé pro £ = 1. Predpokladejme tedy, Ze tvrzeni plati
az do (. 7 tohoto piedpokladu dokazeme, Ze plati i pro £ + 1. Oznaé¢me B = A’ a

C = BA = A" Pak
Cjk = Z bj,iai,k- (33)

Necht existuje v G(A) cesta délky £+ 1z j do k, tj.

(4.p1), (p1,p2)s (P2,p3), -y (Pe=1,p0), (Do, k).

Pak podle indukéniho predpokladu plati b;,, > 0. Zaroven plati a,, > 0. VSechny
sCitance v 3.3 jsou nezaporné, piicemz alespon jeden z nich je kladny, konkrétnée
bjpe Gppie > 0. Tedy cjp > 0. V matici A“*! se na pozici (j, k) nachdzi nenulovy
prvek.

Piedpokladejme nyni obraceng, Ze je v matici A“*! na pozic (4, k) nenulovy prvek.
Potom v souc¢tu 3.3 musi byt nektery ¢len kladny. Necht napf. b, a; s, > 0. Pak nutné
bj+ > 0 a a. > 0. Podle indukéniho predpokladu existuje v grafu G (A) cesta délky
¢ z j do t. Protoze a;), > 0 exituje v grafu hrana vedouci z ¢ do k. Potom také
existuje cesta délky ¢ + 1 z j do k. m

Protoze v grafu nerozlozitelné matice A € C™*" vzdy existuje cesta mezi libovolnymi
dvéma vrcholy délky ¢, ¢ < n (graf G(A) ma préavé n ruznych vrcholu; viz sekce 1.3),
ma predchozi lemma nasledujici dulezity dusledek.

Lemma 9. Necht A je nezdpornd nerozloZitelnd matice, tj. aj, > 0, a necht
Qo, O, . .., 0y jsou kladnd c¢isla, pak matice aol + aqn A + g A? + -+ 4 v A1
je kladnd. Specidlné plati (I + A)"~! > 0.

Dikaz. ZZ;S a, AP je soucet nezapornych matic. Musime tedy dokazat, ze pro libo-
volna pevnd j a k je u nékteré mocniny A”, 0 < p < n — 1, na misté (j, k) kladny
prvek. Pokud j = k, pak je to pravda vzdy, protoze I ma na tomto misté kladny
prvek. V pripadé, ze j # k, pak z nerozlozitelnosti matice plyne (viz lemma 7), ze
v grafu é(A) existuje cesta z vrcholu j do vrcholu k délky ¢, kde ¢ < n. Podle
lemmatu 8 m4 pravé matice A kladny prvek na pozici (j, k).

Prvni tvrzeni je tudiz dokazano a druhé trvzeni je trivialnim dusledkem. Podle

binomické véty totiz plati

(A+ 1) = ni (” - 1) AP, (3.4)

b

3

kde A° = I; stacf proto polozit a,, = (";1). O]

Nyni budeme pokracovat v analyze jednoznacnosti vlastniho vektoru, ktery odpovida
vlastnimu ¢islu rovnému spektralnimu poloméru.
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3.3 Kladné matice: jednoznaénost (pravého) Perro-
nova vlastniho vektoru

Zacéneme rozsitenim Perronovy véty o spektralnim poloméru a kladném vlastnim
vektoru kladnych matic, viz vétu 5.

Véta 6 (Perronova véta (o jednoznacnosti Perronova vlastniho paru kladnych ma-
tic)). Necht A je étvercovd matice s kladnymi proky, tj. ajx > 0. Pak vlastni éislo
A = 0(A) matice A je jednoduché a odpovidajici viatni vektor x, x > 0, Ax = xzo(A),
je urcéen jednoznacneé.

Dukaz. Poznamenejme nejprve, ze vlastni éislo spliujici A = o(A) podle prvni Perro-
novy véty (viz vétu 5) vzdy existuje. Predpokladejme nyni, ze k vlastnimu éislu A
existujf dva linedrné nezdvislé vektory = = [&, ..., &))" av = [11,...,1,)". Protoze
x # 0, tak existuje index ¢ takovy, ze & # 0. Vektor w = v — (£, ') je netrivialn{
linearni kombinaci linearné nezavislych vektoru, je tedy nenulovy, tj. w # 0. Zfejmé
je také vlastnim vektorem matice A odpovidajici vlastnimu cislu A,

Aw = Av — Az(& ') = vd — 2(& ')\ = (v — 2(§ ')A = w.
Jeho (-t slozka je vsak nulové, tj.
eqw =g —&(& ') = 0.

Z prvni Perronovy véty (viz vétu 5 a jeji dukaz) ovsem vyplyvd, ze je-li w vlastni
vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A = p(A), pak existuje komplexni jednota 7n
(n = exp(iy)) takova, ze w = wn > 0. Z (-tého tadku rovnice Aw = wA, tj.
(eF A)w = Me]w), kde (e] A) > 0 a A > 0, pak dostaneme (e} A)w > 0, tedy také
Melw) > 0, coz je ovsem ve sporu s e] wn = e] w = 0. Tim jsme dokézali, ze je-li
A > 0, pak vlastnimu ¢islu A = p(A) odpovida jediny linedrné nezavisly (pravy)
vlastni vektor.

Protoze levy vlastni vektor y matice A odpovidajici vlastnimu éislu A = o(A)
je pravym vlastnim vektorem matice AT a ta je kladnd, y je jedinym linedrné
nezavislym levym vlastnim vektorem matice A, ktery lze volit kladny y > 0. Necht
tedy # > 0, y > 0. Specialné pak y’z # 0 a z pomocné Schurovy véty (viz vétu 1)
vyplyvé, ze A = p(A) je jednoduché vlastni ¢islo matice A. O

3.4 Nezaporné nerozlozitelné matice

Nyni uz jsme ptipraveni vyslovit tzv. Perronovu—Frobeniovu vétu o nezapornych
maticich (obé predchozi Perronovy véty hovorily o maticich kladnych).

Véta 7 (Perronova-Frobeniova véta (o nezapornych nerozlozitelnych maticich)).
Necht A € R™" je ¢tvercovd nezdpornd nerozloZitelnd matice, tj. aj > 0. Pak
spektrdlni polomer o(A) je kladné jednoduché vlastni éislo matice A a tomuto vlast-
nimu ¢islu odpovida kladny vlastni vektor.
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Diukaz. Uvazujme Ctvercovou nezapornou nerozlozitelnou matici A € R™*". Podle
lemmatu 9 je matice (I + A)"~! kladn4; ziejmeé je tedy i jeji transpozice, tj. matice
(I+A)" )T = (I+ AT)"~! kladnd. Podle Perronovy véty o spektralnim poloméru
kladnych matic (viz vétu 5) existuje kladny vlastni vektor y > 0 tak, ze

(I+AN) "y =y Q((I + AT)’“)

neboli
g+ A = o((T+ A1)y (3.5)
Meéjme dale vlastni ¢islo A matice A takové, ze
Al = o(A).

Necht x # 0 je néjaky vlastni vektor matice A odpovidajici tomuto vlastnimu éislu,
tj. Ax = . Pak plati

Alz| = [Allz] = |Az| = [2A] = [2||A],

kde nerovnost ziskdme obdobné jako ve vztahu (2.14), pouzijeme-li ho na jednotlivé
radky levé a pravé strany. Tudiz plati

Alz| = [z]o(A).
Vynasobime-li predchozi nerovnost matici A zleva, dostaneme
A?lz| = A(Alz]) = A(Jz]o(A)) = (Alz])o(A) = (|z]o(A))o(A) = |z[0*(A).

Obdobné dostaneme obecny vztah

AP|x| > |z|oP(A), pro p=1,....,n— 1L (3.6)
Jestlize vynasobime nerovnost ze vztahu (3.6) ¢islem (”;1) (viz (3.4)) a secteme pro
p=1,...,n— 1, dostaneme, spolu s rovnosti |z| = I|z|, vztah
n—1
(1+ Ay o] = Jol (14 0(4)) (3.7)

Vynéasobime-li tuto nerovnost zleva kladnym vektorem y” > 0, dostaneme
n—1
g+ A el = e (1+ 0(4))

kde levd strana je podle (3.5) rovna o((I + A)"~Y)(yT|z]). Protoze y”|z| je kladné

¢islo, dostavame
n—1

g((1 + A)”‘1> > (1 n Q(A)) . (3.8)

Matice (I + A)"~! m4 vlastn{ &isla ve tvaru (1 4+ A;)" !, kde ), jsou vlastn{ ¢isla
matice A. Protoze (I + A)"! je kladnd matice, jeji spektrdlni polomér je pifmo
(kladnym) vlastnim ¢islem. To znamend, ze existuje vlastni ¢islo p matice A tak, ze

(1+p)" ' = Q((f + A)"—l). (3.9)
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Kombinaci vztahu (3.8)-(3.9) dostaneme

A= (1)

neboli (po odmocnéni)
1+ p > 1+ o(A).

Protoze plati o(A) > |u|, pak
1+ 0(A) =21+ [pul = 14 pl 21+ 0(A).

Vidime, ze leva strana nerovnosti je shodnd s pravou, a proto i ve vSech mezilehlych
nerovnostech musi nastat rovnost. Specidlné odtud plyne, ze

o(A)=p, p=0.

Rovnost také plati v nerovnosti (3.8), v nerovnosti (3.7) a ve vSech nerovnostech
v (3.6). Zde specialné pro k = 1 dostdvame

Alz| = |z|o(A), neboli  Alx| = |z|pu.

Specalné také z (3.7) a (3.9) plati
(I+ Ay o] = fel(1+ @) = [alo((1 + 4)"). (3.10)

Podle Perronovy véty (viz vétu 5) je |x| ve vztahu (3.10) kladny, tj. |x| > 0. Z véty 6
pak plyne, ze k p existuje jediny linedrné nezavisly vlastni vektor. Navic je o(A) > 0,
protoze A je nerozlozitelna, a tedy nenulova matice. Protoze levy vlastni vektor y
matice A je pravym vlastnim vektorem matice A a ta je nezdpornd nerozlozitelna,
je y jedinym linedrné nezavislym levym vlastnim vektorem matice A a lze volit
kladny. Specidlné y”z # 0, tedy ze Schurovy pomocné véty (viz vétu 1) vyplyvd, ze
0(A) je jednoduché vlastni ¢islo matice A. O

Predchozi véta ma nasledujici dulezity dusledek.

Vidime, ze bude-li (¢tvercovéd a nezdporna) matice hyperlinku H nejen
stochastickad, ale také nerozlozZitelna, tj. bude-li mozné dostat se z kazdé
stranky P; na libovolnou stranku Py, pak bude (kladny) PageRank vektor =
urcen jednoznacné.

Vsimnéme si, ze tyto vlastnosti (stochasticitu a nerozlozitelnost) mé pravé nas mode-
lovy intenet z obrazku 1.1. Jeho (kladny) PageRank vektor bude urcen jednoznacné.
Vztahy mezi jednotlivymi druhy matic jsou schématicky znéazornény na obrazku 6.3
na str. 62.
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4 Matice hyperlinkii obecné neni stochas-
ticka ani nerozlozitelna. Co s tim?

Ackoliv nasemu modelovému internetu z obrazku 1.1 odpovida matice hyperlinku,
ktera je stochasticka a nerozlozitelnda, obecné to tak byt nemusi. Tento deficit souvisi
s vlastnostmi (i)—(iv), které jsme zminili na str. 21-22. Stochasticita je dulezitd
z hlediska vlastnosti (iii) a nerozlozitelnost pozadujeme pro vlastnost (iv).

4.1 Matice hyperlinkii je obecné substochasticka.

Jiz jsme zjistili, ze stochasticita souvisi s vlastnosti (iii), tj. kazda stranka musi
obsahovat alespon jeden odkaz na jinou stranku. Podivejme se na internet, ktery tuto
vlastnost nespliuje, viz obrazek 4.1. Internetu z tohoto obrazku odpovida matice H,
ktera mé nulovy radek, tudiz soucet prvku v fadku neni vzdy roven jedné, presnéji

Obréazek 4.1: Jednoduchy model internetu z obrazku 1.1 po vyskrtani nékterych od-
kazu (hran); symbol , A znac¢i vyskrtnutou hranu. Vidime, ze nyni nevede zadny
odkaz ze stranky Py. Odpovidajici matice hyperlinki je substochastickd. Radek ma-
tice H, jehoz soucet neni roven jedné, je zvyraznén.
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feceno, soucet prvku v fadku je v intervalu [0, 1],

r(P1) 0 11 13/ 0] 0 0 (P1)
#(Py) 12 0 000 1/2 (P2)
k@) | |12 0 oo |13 o0 (P3) »
re) | =10 0 13 0 |13 0 (P)) (4.1)
r(P5) 0 0 1/3 0|0 1/2 (P5)
)| L0 0 0| o013 0 || P |
T HT T

takova matice se nazyva substochasticka. Uvédomme si, co predstavuje matice hy-
perlinku H. V podstaté ikd, Ze uzivatel internetu ze stanky P; prejde na Py s pravdeé-
podobnosti 1/|P;|, kdyz P; na P, odkazuje, respektive s pravdépodobnosti 0, kdyz P;
na P; neodkazuje. To je konzistentni s tim, ze na radku jsou samé nuly. Problém na-
lezeni PageRanku postaveny pouze na hyperlinkové matici modeluje uzivatele, ktery
ndhodné prechdzi ze stranky na stranku (tzv. random surfer) s pravdépodobnosti
1/|P;], kdyz to jde. Celkova doba, kterou tento uzivatel stravi na jedné konkrétni
strance v prubéhu delsiho casového tseku, je meritkem relativni dulezitosti této
stranky. Jestlize na jedné konkrétni strance stravi celkové vice ¢asu nez na ostatnich,
pak je zfejmé, ze se k této strance vraci pravidelné. Tato strénka (a také vsechny
dalsi, na které se uzivatel vraci pravidelné) musi byt dilezitd a musi na ni byt
odkazovano dalsimi jinymi dulezitymi strankami. Bohuzel uzivatel, ktery nahodné
prochézi internet, také obcas narazi na stranky, které jiz neodkazuji dale. Béznym
prikladem jsou pdf soubory nebo obrazky. To jsou vrcholy grafu (tzv. dangling node),
do kterych vede hrana, ale nevede uz z nich.

Zakladatelé PageRanku tento problém vyftesili nasledovné. Vsechny nulové radky
matice hyperlinkii H nahradili fddkem e’ /n, kde e = [1,...,1]T € R a n je pocet
stranek celého internetu. PageRank vektor 7 je pak levym vlastnim vektorem nové
vzniklé matice

~ 1
H=H+ D, kde D = = de”,
n

ktera uz je stochastickd. Vektor d (anglicky nazyvany dangling node vector) nabyvé
hodnot jedna nebo nula, konkrétné d; = 1, jestlize j-td stranka je prdave tim vrcho-
lem, z néhoz nevede hrana ven. V ostatnich piipadech je d; = 0. Spektrdlni polomér
g(f[) = 1 a vlastni vektor 7 je nezaporny, tj. 7 > 0. V tuto chvili uz je splnéna vlast-
nost (iil), tzn. uzivatel muze, i po tom co se dostane do vrcholu, ze kterého nevede
hrana ven, prechazet mezi strankami nahodile. Nyni je matice H stochasticka, ¢cimz
jsme vytesili problém vrcholu bez zpétnych hran (dangling node). Ovsem nemusi
byt jesté nerozlozitelna.

4.2 Stochastickd matice hyperlinkii je obecné rozlo-
zitelna.

Nerozlozitelnost je ekvivalentni s vlastnosti (iv), tj. s pozadavkem, aby bylo mozné
dostat se z kazdé stranky pomoci odkazu na libovolnou jinou stranku. To ovsem
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obecné neplati, viz napt. intenet na obréazcich 3.1 a 3.2, resp. odpvidajici matice hy-
perlinku (3.1) a (3.2). V zavéru predchozi sekce model prisoudil uzivateli schopnost
prejit kamkoliv, a to dokonce z tzv. dangling node. Pro¢ by tedy uzivatel nemohl
prejit kamkoliv odkudkoliv? Samoziejmeé to lze. Predstavme si uzivatele, ktery nejen
prechéazi mezi strankami pomoci odkazu, ale obc¢as také napiSe primo adresu webové
stranky. Pokud toto uzivatel udéld, pak se tzv. teleportuje piimo na pozadovanou
stranku bez pouziti odkazu, odkud pokrac¢uje v nahodilém prechazeni mezi strankami
pomoci odkazu az do té doby, nez se opét teleportuje jinam. Tuto teleportaci, tj.
schopnost uzivatele prechézet odkudkoliv kamkoliv, vyresili Page a Brin matema-
ticky tak, ze stochastickou matici H opét upravili a ziskali tzv. googlovskou matici

T

G=aH+ (1—-a)FE, kde E ee

Il
S|

je tzv. teleportacni matice a
0<a<l

Cislo o zde udava pomér mezi ¢asem, ktery bézny uzivatel stravi prechdzenfm mezi
strankami pomoci odkazu, a ¢asem, ktery vénuje teleportaci. Bude-li a = 0, 8, pak
80 % casu uzivatel prechdzi ndhodné mezi strankami pomoci odkazu a 20 % casu
uzivatel travi prechodem ptfimo na nové stranky zadanim jejich webové adresy. Te-
leportace je nahodna, protoze uzivatel muze kdykoliv prejit ndhodné na kteroukoliv
jinou stranku tak, Ze napise jeji webovou adresu. Googlovskd matice G je konverni
kombinaci dvou stochastickych matic, opravené matice hyperlinkii H a teleportacni
matice F, ktera je navic kladn4,

~ 1 1
H=H+ —deT, E = —eel.
n n

Protoze a < 1, pak (1 —a) > 0, a tedy googlovskd matice G je urcité kladnd, G > 0.
Podle nasledujicitho lemmatu je googlovska matice navic stochasticka.

Lemma 10. Necht S a Sy jsou stochastické matice a o € [0,1]. Pak konvexni
kombinaci téchto dvou stochastickych matic vznikne stochastickd matice S, tj.

S =aS + (1 —a)d,.
Diikaz. Dukaz je elementarni. Staci si uvédomit, ze v j-tém fadku matice S je soucet

j-tého fadku matice S; (ktery je roven jedné) vynésobeny « a j-tého fadku matice
Sy (ktery je také roven jedné) vyndsobeny (1 — «). O

44



Googlovska matice

1 7 1
Gza(H+—de)+(1—a)—ee, O<ax<l

n n

je stochasticka a nerozlozitelnd (presnéji feceno kladnd, vSechny jeji prvky
jsou nenulové), takze jsou splnény vlastnosti (iii) a (iv), viz stranu 22. Tudiz
je mozné dostat se z kazdé stranky pomoci odkazi nebo teleportaci na
libovolnou jinou stranku, tj. kladny PageRank vektor pro googlovskou matici
existuje a je jednoznacny.

J

Pro vyjasnéni vztaht mezi jednotlivymi druhy matic viz schéma na obrazku 6.3 na
str. 62.
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Cast ||

Vypolet PageRank vektoru
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5 Mocninna metoda

Kdyz uz vime, ze PageRank vektor existuje a je jednoznacny, radi bychom ho umeéli
spocitat. Vypocet budeme provadét pomoci tzv. mocninné metody (power method).
Ta slouzi k nalezeni vlastniho ¢isla matice A, které je v absolutni hodnoté nejvétsi
(tzv. dominantni vlastni ¢islo), resp. k nalezeni vlastniho vektoru, ktery mu odpovida
(tj. k nalezeni dominantniho vlastniho paru).

Nejprve si ukazeme, kdy mocninna metoda funguje a zjistime, ze pro hyperlin-
kovou matici tato metoda obecné platit nemusi. Nakonec ovSsem budeme schopni
upravit matici tak, aby se tato metoda dala pouzit.

5.1 Diagonalizovatelné matice

Pro jednoduchost se v néasledujicim vykladu omezime jen na tzv. diagonalizovatelné
matice, zaéneme definici, viz napf. [11, kapitola 2].

Definice 12 (Diagonalizovatelnd matice). Matice A € C"*" se nazjvd diagonalizo-
vatelnd matice, pokud existuje requldrni matice X € C"*™ takovd, Ze

D=X1AX e C™"
je diagondlni.

Diagonalizovatelna matice je tedy takova ctvercova matice, ktera neobsahuje zadné
netrividlni Jordanovy bloky (tj. dimenze 2 x 2 a vétsi), viz [11, kapitoly 1.8, 2.2]. Bez
Ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze sloupce x; matice X jsou normalizo-
vané, tedy

X =[z1,...,2,) € C™™  kde |lz;ll=1, j=1,...,n.
Oznac¢me dale \; diagonalni prvky matice D, tj.

A1
D= c (Cnxn'
An

Matici A pak muzeme psat ve tvaru rozkladu

A=XDX . (5.1)

47



Oznacme dale
YEX_H:(XH)_IZ(YT)_I; Y = [yh'-':yn]v

tj.
1, kdyz k=

Hy _ y-ly _— H.. _
Y" X =X"X=1 a Yo T {0’ kdyz k #0

Pomoci (reguldrn{) matice Y muzeme rozklad A = X DX ™! (5.1) prepsat ve tvaru
A=Y HDYH a ziskat tak rozklad matice A” v analogickém tvaru, t;j.

A" =YDy 1. (5.2)
Maticové rovnosti (5.1) a (5.2) lze také prepsat do tvaru
AX = XD, resp. APY =YD, YHA=DYH .
ij = l’j)\j, resp. AHyJ = yj)‘_j7 yJHA = )\jyjl, kde j = 1, oo, n.

Vidime, zZe z; jsou pravé vlastni vektory, y; levé vlastni vektory a A; vlastni cisla
matice A. Pravé vlastni vektory jsou normalizovany ||z;|| = 1 pomoci néjaké normy
| - || (zdmérné nespecifikujeme jaké). Levé vlastni vektory jsou pak normalizovany
tak, aby platilo yf x; = 1. Uzitim obou sad vlastnich vektoru muzeme matici A
zapsat pomoci tzv. dyadického rozvoje nasledujicim zpusobem. Ziejmé plati

A1 [ yi! |
M| L
- i - (5.3)
1 n
=T A, . ca N || = Za:j)\jyf.
Yo | I

Rozklad A = XDX !, resp. A= XDY! se nékdy nazyva spektrdini rozklad mati-
ce A.

5.2 Mocninnda metoda pro diagonalizovatelné matice

Uvazujme diagonalizovatelnou matici A € C™*" a jeji spektralni rozklad, resp. dya-

dicky rozvoj A = XDX ! = Z?Zl xj)\jy;q . Protoze matice A je diagonalizovateln4,

jeji pravé (a také levé) vlastni vektory xz; (resp y;) tvoif bazi celého C". Necht v € C*

je libovolny vektor a v;, j = 1,...,n, jeho souradnice v bazi z;, tj.
n 4!
v = Z zjv; =X
Jj=1 Uy,
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Ztejmeé plati

Av=(XDX Nw=xDXx'X | : [=x| : | =320

Un, AnVn J=1

Obdobné, pro libovolné ptirozené k plati
Alv = (XDX N (A" ) = XDX'X : = x;(Xw).
j=1

Oznacme Ay vlastni ¢islo s nejvétsi absolutni hodnotou a predpokladejme, ze je
nenulové (tedy, ze matice A je nenulova), tj.

A1l = 0(A4), A\ #0; predpoklddejme také 1y # 0.

Predpoklad 14 # 0 neni pii praktickych vypoctech (tj. v aritmetice s koneénou
presnosti) piilis dulezity a je téméi vzdy vynucen zaokrouhlovacimi chybami, viz
[15, kapitola 7.3.1]. Pak zfejmeé

resp.

n AN\ /s
Ay = (=) (2 N (=1,2,3,....
v (xl—i_jZQx] ()\1> (V1>)( 1V1)7 ) 737

Protoze vlevo je mocnina matice, mohlo by se stét, ze prvky vektoru A‘v, resp.
jejich absolutni hodnoty, porostou do nekonecna. Abychom tomu zabranili, budeme
vektor normalizovat, neboli

AZU " )‘j ¢ Vj )\{Vl
i N s - 4
4% <+Z (2) (2)) e oY

kde zlomek nalevo je vektor délky (resp. normy) jedna a zlomek napravo je skalar.
Pokud plati

A1| > A pro  j=2,...,n,

pak zfejmé

a tedy
. >\j ¢ , . a >\j ¢ Vj
egnw ()\—1> =0 a také Egllmng ()\—1> V_1 =0.
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A proto za predpokladu, ze matice A ma jediné (a jednoduché) vlastni ¢islo, pro
které plati |A\;| = o(A), pak

’ Al y Ny
im —— = lim x1———.
o0 [|[A|| T e || AlY|
Posloupnost

)\€V1

| A%]|

obecné limitu nemad. Staci si uvédomit, co se déje, kdyz je \; zdporné. Protoze jsou
. . oAl S )
ale velikosti (resp. normy) obou vektoru IIQ_‘ZZH a x1 rovny jedné, plati

lim A,
{—> 00 HAZ'UH

Pokud budeme kazdy vektor Hfl_EZH navic nasobit néjakou vhodné zvolenou komplexni
jednotkou 1, (|me| = 1, me = exp(ipy)), napt. tak aby prvni nenulova slozka vektoru
zustavala kladna, pak
lim A—% N = 1.
t—so0 || Abo|

Pokud libovolny vektor v ndsobime stale dokola matici A a mezivysledky (Sikovné)
normalizujeme, proces bude konvergovat k (pravému) vlastnimu vektoru xq, ktery
odpovida vlastnimu ¢islu Aq.

5.3 Mocninna metoda pro obecné ¢Etvercové matice

Predpoklad diagonalizovatelnosti v predchozi sekeci byl pouze z duvodu zjednoduseni
vykladu. Mocninnou metodu zformulujeme v nasledujici vété pro obecné ¢tvercové
matice.

Véta 8. Necht A € C™" je libovolnd étvercovd matice, \q, ..., N\, jeji vlastni éisla,
pricemz
M| = 0o(A),
a x1 je odpovidagici vlastni vektor, tj. Axy = x1)\1. Necht v € C" je libovolny vektor.
Pokud plati
A >N, J=2,....n a zdroven vy # 0,

pak
i Aty
m ——mn =z
A AR T

pro néjakd vhodné volend ng, |ny = 1.
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Pro diagonalizovatelné matice je véta dokazana jiz v predchozi sekci. V dukazu
pro obecné matice by bylo potieba zavést tzv. zobecnéné vlastni vektory a uvazovat
netrividlni Jordanovy bloky (tj. dimenze 2 x 2 a vétsi) a sledovat, jak se chovaji jejich
mocniny, viz napt. [11, kapitoly 1.8, 2.4]. Postup je jinak stejny jako v predchozi

vvvvvv

Véta opét obsahuje formélni prepoklad

" 7é07

ktery neni pfi praktickych vypoctech (tj. v aritmetice s konecnou presnosti) prilis
dulezity ani v pripadé obecnych matic. Opét je témér vzdy vynucen vlivem zaokrouh-
lovacich chyb, viz [15, kapitola 7.3.1]. Z tohoto duvodu se také pfilis nezabyvame
vyznamem ¢isla 14 pro obecnou matici A (v pfedchozi sekei predstavovala cisla v;
soufadnice v bdzi x; vlastnich vektoru matice A; vlastni vektory obecné matice
ale obecné netvori bazi C", museli bychom si vzit na pomoc pravé vyse zminéné
zobecnéné vlastni vektory).

Obecné muzeme algoritmus mocninné metody shrnout do nasledujicich schéma-
tickych kroku:

Déno: obecna ¢tvercova matice A € C**".
Vyber nebo vytvor nahodny vektor v € C".
Opakuj kroky:
v < Av,
v < v/||v||, kde || - || je néjakd vhodné zvolend norma,

dokud nejsi s vektorem v spokojen.

Ze vztahu (5.4) je ziejmé, ze mocninnd metoda bude konvergovat k vlastnimu vek-

toru x; tak rychle, jak rychle pujde

¢

2y
1

. 0=1,2,3,...

max
j1=2,...n

k nule. Pro dalsi detaily, viz [15, kapitola 7.3.1], [17, kapitola 15].

51



6 Vypocet Perronova vlastniho vektoru

7 vykladu o mocinné metodé vidime, ze na to, abychom mohli PageRank vektor
spocitat (touto metodou), musi byt jemu odpovidajici vlastni ¢islo A\; = 1 jedno-
duché (coz v piipadé googlovské matice G, G > 0, je, viz vétu 6) a v absolutni
hodnoté ostie vétsi nez vSechna ostatni vlastni ¢isla. Zda tomu tak je, budeme nej-
prve ilustrovat na prikladech.

6.1 (Im)primitivni matice

Vezmeéme si ku pomoci opét nds modelovy internet, ze kterého vyskrtame vsechny
hrany tak, aby matice jemu odpovidajici zustala stochasticka a nerozlozitelna, viz
obrazek 6.1. Tomuto internetu odpovida matice hyperlinku H, kterd ma v kazdém
radku a v kazdém sloupci jediny nenulovy prvek. Rovnice pro vypocet PageRank

N
SR

Obréazek 6.1: Jednoduchy model internetu z obrazku 1.1 po vyskrtani nékterych
odkazu (hran); symbol |, A" zna¢i vyskrtnutou hranu. Matice hyperlinku, kterd
mu odpovida, je stochastickd (kazda stranka obsahuje alespon jeden odkaz) a ne-
rozlozitelnd (z kazdé stranky je mozné se dostat na kteroukoliv jinou stranku).
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vektoru z této matice hyperlinku pak vypada nasledovné

r(P1) o 11 0 0 0 0 r(P1)
r(P2) o o 0 0 o0 1/1 r(P2)
rPs) | |1/ 0O 0O O 0 0 r(P3) (6.1)
r(Py) | o o 1/1 0 0 0 r(Py) '
r(P5) o o 0 1/1 0 0 r(P5)
| 7(Pg) | . 0 0 0 0 1/1 0 || r(Ps) |
¥ pe ¥
Po permutaci vrcholu grafu (precislovani stranek) permutact
123456
1 6 23 45
tak, jak je naznaceno na obrazku 6.2, dostaneme matici
[0 1.0 0 0 0] (1.0 0 0 0 0]
001000 001000
_ r |0 00100 1000100
S = HIT = 000O01O0]” kde 1I= 000010
000001 0000O0T1
| 1.0 00 0 0] 00100 0 0]

je permutacni matice. Ziejmé je tato matice S stochasticka a nerozlozitelna (z kazdého
vrcholu odpovidajiciho grafu je mozné dostat se do vSech ostatnich vrcholu). Podi-
vejme se, jak budou vypadat jeji vlastni cisla. Ziejmé

det(S — AI) =0,
[~x 1 0 0 0 0]
0O -x1 0 0 0
0 0-x1 0 0
etllo 0o 0-x1 0"
0 0 0 0 -=X1
| 1.0 0 0 0 =X
-2 1 0 0 0 1 0 0 0 0]
0O -Ax1 0 0 -2 1 0 0 0
—Adet 0 0 —-Xx1 0 — ldet 0O -Ax 1 0 0 =0,
0O 0 0 —=X1 0 0—=Xx 1 0
0 0 0 0 =\ 0 0 0 —AT1]
A —1=0,
M6 =
tedy
1
)\172 - :i:l, )\3,4,5,6 - :l:§ :l: ? 1
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Obrazek 6.2: Internet z obrazku 6.1 po permutaci ocislovani stranek.

Vidime, ze |[Ai| = |Xa| = [A3] = |\ = |As] = |Xg|, a proto v tomto piipadé ne-
bude mocninna metoda fungovat, resp. konvergovat. To je zpusobeno tim, ze matice
hyperlinku je tzv. imprimitioni. Z obrazku 6.2 je ziejmé, ze graf tohoto internetu
je cyklicky (presnéji bychom tekli, ze tvori tzv. kruznici; v terminologii Markovych
retézecu bychom tekli, ze se jedna o periodicky tetézec). Pravé (a)cyklicnost grafu
spolu s jeho silnou souvislosti (nerozlozitelnosti odpovidajici nezdporné matice) de-
finuje (im)primitivnd matice. Presnd definice nasleduje. Definici i nasledujici véty lze
nalézt napi. v [17, str. 172-175].

Definice 13 ((Im)primitivni matice, index imprimitivity). Nezdpornd nerozloZitelnd
matice A € R™™ se nazgvd primitiond, pokud na spektrdlni kruznici Jg(A) =
{o(A)exp(ip) : 0 < ¢ < 27}, tj. na kruznici v komplezni roviné se stredem
v pocdtku a o poloméru o(A), lezi jediné vlastni éislo X = o(A). Naopak nezdpornd
nerozlozitelnd matice A € R™ ", kterd nent primitivni, se nazyvd imprimitiond.

Pocet vlastnich cisel leZicich na spektrdlni kruznici J5(A) se nazgvd index im-
primitivity matice A.

6.2 Spektrdlni vlastnosti (im)primitivnich matic

Primitivita je z hlediska PageRanku velmi vyznamna. Pokud by matice byla im-
primitivni, nefungovala by mocninnad metoda a nebyli bychom schopni PageRank
spocitat, a proto si uvedeme jesté nékolik vét, z nichz nékteré uvedeme bez tiplnych
na spektralni kruznici, viz napt. [17, str. 173] nebo [14, Vol. 2, kapitola XIII, §2, str.
53-66] (pripadné puvodni ruské vydani [13, kapitola XIII, §2, str. 354-365]).
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Véta 9. Necht A € R™™ je nezdpornd nerozloZitelnd matice a necht h je jeji index
imprimitivity. Pak

M, A=Mw, A=\’ o A=t
kde
A =0(A) eR, w=exp(2ri/h) € C,

jsou jednoduchd vlastni ¢isla matice A.
Pokud navic h > 1, existuje permutacni matice 11 takovd, Ze

0 ALQ }n1
0 Az g h
mamn? = : , an:n, (6.2)
0 Ap1n | Inn j=1
| Ah,l 0 | }nh
n T2 n3 Np

tj. diagondlni (vyznacené nulové) bloky jsou c¢tvercové a jediné nenulové bloky jsou
nezaporné (obecné obdélnikové) bloky Aj 4 € RW*™+ j=1....h—1, a Apy €

Rnh Xni

Diikaz. Dukaz jen naznaéime. Uplny ditkaz lze nalézt napf. v knize [14]. Nezéporna
nerozlozitelnd matice s indexem imprimitivity A ma pravé h vlastnich cisel na
spektralni kruznici. Necht jsou to

Ao = 0(A) exp(ipy), (=1,... h.

Podle véty 7 je jednim z nich ptimo spektralni polomér. Toto vlastni ¢islo je navic
jednoduché. Necht tedy napf.

A1 = 0(A) neboli 01 =0,
a necht dale
o1 <2 <3 <Ll < < 2T

Uvazujme dale vlastni vektor x, € C" prislusny vlastnimu ¢islu Ay, tj. Ax, = x4y,
= [&1,...,&] #0, kde & = || exp(iv);), pak

exp(i ¢1)

Ty = Dg’l’g’, kde D, = . (63)
exp(i,)
Ziejmé DyD, = |D,| = I. Takze
A:Eg = :L"g/\g,
ADg|ze| = Dylzelo(A)exp(ipy),
DADy|ze| = |xe|o(A)exp(ipy),

exp(—ipe) DeADy|ze| = |x4]0(A),

Mz, = |z]o(A), (6.4)



kde
M = exp(—ip,)D,AD, € C™", M|z, € R"® (6.5)

je obecné komplexni matice, resp. realny vektor. Spliuji tedy predpoklady prvniho
tvrzeni lemmatu 6. Uzitim nerovnosti (2.8) z lemmatu 6 (spolu s (6.4)) dostdvame

| M[|ze] = Mlae| = |zeo(A). (6.6)
Protoze matice Dy je diagonélni s komplexnimi jednotkami na diagonale, plati zrejmé
M| = A, (6.7)
viz (6.3) a (6.5). Nerovnost (6.6) tak muze byt dale upravena
| M[|ze] = Alze| = [x]0(A).

Protoze ale nezépornd matice A nemuze zadny nezaporny vektor |z,| zesilit po kom-
ponentdch vice, nez zesili vlastni vektor z; > 0 odpovidajici nejvétsimu (kladnému)
vlastnimu éislu Ay = p(A), musi v predchozich vztazich nastat rovnosti. Specidlné

|M| |$e| = |$e|Q(A)-

Z predchozi rovnice a z rovnice (6.4) pak plyne, Ze |x,| je vlastnim vektorem ma-
tice |M| (pfipomenme, ze |M| = A) a zéroven matice M, ktery odpovida v obou
pripadech stejnému vlastnimu ¢éislu. Tedy

| M || = M|z (6.8)

Diky tomu, ze |z,| je také vlastnim vektorem matice A odpovidajici vlastnimu ¢éislu
A1 = o(A), je, podle véty 7, kladny, tj. |z, > 0. Podle druhého tvrzeni lemmatu 6
(viz (2.9), kde A = |z,|T > 0, B = M7T) dostdvdme, Ze rovnost (6.8) muze byt
splnéna jen tehdy, kdyz

|M| = M.

Tato rovnice spolu s rovnicemi (6.5) a (6.7) dava nejdulezitéjsi identitu
A = exp(—ipy) DAD,, (=1,... h.
Uvazujme tyto dvé rovnosti, napft.

A = exp(—i g&gl)D_glADgl a
A = exp(~ign,) D ADy, — exp(i¢e,) D, ADy, = A

proly =1,... h, ly=1,... h. Jejich kombinaci, presnéji dosazenim druhé (v obou
variantach) do prvni, dostavame

A= exp(—i (9021 + @EQ))D&D%AD&DZU resp.
A= eXp(_i (9041 - @fz))D_leszD_@Dfl'
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Zde jiz dukaz nepatrné zjednodusime. Lze ukazat, ze

g0g1:|:g0¢26{<,01,...,<,0h} a DZ2D€17D_€2D€17€{D17--'aDh}

a také, ze
o(A) exp(i (pe, £ ¢r,)) € {A1,-- -, Ant

Uhly @¢ tudiz tvori kone¢nou aditivni Abelovu (komutativni) grupu fadu h. Plati
proto hyy = ¢1 = 0. Vlastni ¢isla Ay, £ = 1,..., h lezi na vrhcholech pravidelného
h-uhelniku, tedy

o = 27/h, e =l —1)p =2r({ —1)/h, (=3,...,h.
Takze plati
Ao = o(A) exp(igy) = o(A)wY, w = 27i/h, (=1,...,h,

pricemz tato vlastni ¢isla jsou ruznd, takze jednoduchd, coz jsme chtéli dokazat.
Podobné se d4 ukézat, ze dokonce celé spektrum (vSech n vlastnich ¢isel) se nezméni
pri pootoceni komplexni roviny o libovolny celoc¢iselny nasobek thlu 27 /h.
Podobné také zjistime, ze matice D, tvoii koneé¢nou multiplikativni Abelovu
(komutativni) grupu fadu h. Plati tedy D! = D; = I. Srovnanim diagondlnich
prvki matice Dy podle jednotlivych dhli ¢; ziskdme permutaci, kterd je zminovana
v druhé ¢asti véty. Pro podrobnosti viz [14, Vol. 2, str. 61-62]. [

6.3 Testovani (im)primitivity matice

Nezaporna nerozlozitelnd matice ma obecné h jednoduchijch vlastnich ¢isel, jejichz
absolutni hodnota je rovna spektralnimu poloméru. Tato ¢isla jsou rozmisténa pra-
videlné na spektralni kruznici J#;(A), pricemz jedno z nich je kladné. Jsou to tedy
kofeny binomické rovice

h
At = (@(A)) :

Aby mocninnd metoda fungovala, potfebujeme, aby na spektralni kruznici lezelo

jediné vlastni ¢islo. Jestlize mame nezapornou nerozlozitelnou matici, je pro nas

velice dulezité zjistit, zda je primitivni, tj. zda h = 1. K tomuto ucelu slouzi dva

zakladni testy, které jsou zformulované v nasledujicich vétach. Prvni je velmi snadny,
viz napf. [17, str. 174].

Véta 10. Necht A € R™ " je nezdpornd nerozloZitelnd matice. Pokud existuje ale-
spon jeden pozitivni prvek na diagondle, pak je matice A primitivnd.

Dikaz. Dukaz je jednoduchy. Pokud je matice imprimitivni, ¢ili je jeji index impri-
mitivity A vétsi nez jedna, tj. h > 1, pak podle véty 9 existuje permutacni matice
IT takova, Ze simultdnni permutace fddki a sloupci ITAIIT vede na matici, kterd
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ma na diagonale pravé h nulovych ¢tvercovych bloku. Specidlné vsechny diagondlni
prvky permutované matice ILAII? jsou nulové.

Pti simultanni permutaci radku a sloupcu zustavaji ale diagonalni prvky stéle
na diagonale. Pokud ma matice A na diagondle alespon jeden nenulovy prvek, pak
matice ILAIIY m4 na diagondle také alespon jeden nenulovy prvek, pro libovolnou
permutacni matici II. Matice A tedy nemuze byt imprimitivni. m

Tento test je velmi snadny, avsak casto nepouzitelny. Podminka nezdpornych prvku
na diagondle je pouze postacujici, nikoliv nutnd. Piikladem muze byt pravé nase
matice hyperlinku (1.9), tj.

0 1/21/2 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1/3 0 0 1/3 1/3 0
o 0 0 0 1 0 (6.9)
0 0 1/3 1/3 0 1/3

0 1/2 0 0 1/2 0

Jak uvidime za malou chvili, tato matice hyperlinku skuteéné primitivni je, ma vsak
vSechny diagonalni prvky nulové, tudiz test primitivity, ktery je zalozen na véte 10,
pouzit nemuzeme. Poznamenejme jesté, ze pro matici hyperlinku plati nasledujici
postacujici podminka. Je-li matice hyperlinki nerozlozitelna (nezaporna je vzdy),
pak je primitivni prave tehdy, kdyz v internetu existuje alespon jedna stranka, ktera
odkazuje sama na sebe. Nakonec uvedeme vétu, ktera formuluje nutnou a postacugjici
podminku primitivity, viz napi. [17, str. 174].

Véta 11. Necht A € R™" je nezdpornd matice. Matice A je primitivong tehdy a jen
tehdy, kdy? existuje takové €, ze A* > 0, tj. pokud v grafu G(A) ezistuje cesta mezi
libovolnymi dvema uzly stejné délky (.

Diikaz. Dukaz opét jen naznacime. Podle véty 9 Ize imprimitivni matice s indexem
primitivity h > 1 simultdnné prepermutovat do tvaru (6.2). Simultdnni permutace
radku a sloupcu matice predstavuje jen precislovani vrcholu grafu. Muzeme tedy
bez djmy na obecnosti uvazovat matici piimo ve tvaru (6.2). Vrcholy mnoziny . =
{1,...,n1} mohou byt pospojovany pouze cestami délek h, 2h, 3h, atd. Z vrcholu
mnoziny .#; do vrcholu mnoziny % = {n; + 1,...,n; + ny} v8ak mohou existovat
pouze cesty délek 1, 1 + h, 1+ 2h, 1 + 3h, atd.

Cesty stejnych délek tak mohou existovat jen tehdy, kdyz h = 1, tj. kdyz je
matice primitivni. O

Viimnéme si, ze véta 11 nevyzaduje nerozlozitelnost matice. Pokud ale plati A* > 0
pro néjaké ¢, pak je A nerozlozitelnd, a naopak pokud je matice rozlozitelnd, tj.
v jejim grafu existuje dvojice bodu, mezi kterymi nevede zadné cesta, pak bude
piislusnd komponenta matice A* nulova pro libovolné ¢, viz lemmata 7 a 8 a také
viz definici 6.
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Poznamenejme, ze pro vyse uvedenou matici hyperlinkiic H plati H* > 0 pro

¢ =5. Ziejmé

1
H=-

6

g2 - L
18

s_ L
108
a1
324

1

H = —
1944

—_
O O N O OO N OO o NOO

— o= b~
S 0o N 0O N

150
0
30
o4
46
135

90
900
500
276
438

138

O WO WO WO oo o w

w
[ew RN e

108
60
18
60

9

504

o4
174
360
174
504

W OO Tt ©O O OO OO Ww

DN DO — e~
~N 00 O N O N

—_
oo

126
70
84
39
42

088
108
282
234
392
495

— N =
DN OO D WhNOOHODNOW O OoONOO

DO
DN

DD =D
O O O O 00O

174
360
332
240
332
174

_H O OO W Wo o OO

—_
(@]

W = O N ==
W N O 00O 00 o

O Ot O
(eI o]

36
127
45

450
414
464
762
354
543

—
OO WO NNIODODDOD OO o o o

DO
S N

18
18
28
66
12
33

138
108
192
72
254
90

> 0;

viz také tabulku 6.1, kde jsou vypsany cesty délky pét mezi libovolnymi dvéma
vrcholy grafu. Redlné ale pracujeme s googlovskou matici G = aH + (1 — a)E,
0 < a < 1, pro kterou plati G* > 0 pro ¢ = 1 a ktera je tedy vzdy primitivni.
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Googlovska matice

Gza(H—i—%deT)—i-(l—a)%eeT, 0<ax<l (6.10)
je nezdpornd (presnéji feceno kladnd), nerozlozitelna a primitivni. Mocninna
metoda aplikované na matici G* bude pro libovolny startovaci vektor 7,
o > 0, vzdy konvergovat k jednoznacné danému Perronovu vlastnimu
vektoru m, m > 0, ktery je zaroven hledanym
PageRank vektorem.

Pro vyjasnéni vztahu mezi jednotlivymi druhy matic opét odkazujeme na schéma
na obrazku 6.3 na konci textu na str. 62.

6.4 Mocninnda metoda pro googlovskou matici

V sekci, kde jsme vysvétlili mocninnou metodu pro obecné ¢tvercové matice, jsme
zminili, Ze je potfeba pouzit néjakou vhodné zvolenou normu. Nyni mocninnou me-
todu specifikujeme pro googlovskou matici, a proto potfebujeme vybrat uz konkrétni
normu.

Lemma 11. Necht vektor v > 0, ||v|y = 1 a S je stochastickd matice. Pak pro
vektor w, w = STv, plati w > 0, ||Jw|j; = 1.

Diikaz. Pro dokazani tohoto lemmatu si sta¢i uvédomit, ze pokud existuje vek-
tor v > 0, jehoz soucet prvku je roven jedné, pak urcité vektor w, ktery vznikne
vynéasobenim stochastické matice ST (kterd m4 soucet prvki ve sloupci roven jedné)
vektorem v, je také kladny a jeho jednickova norma je také jedna. O]

Vezméme si nyni googlovskou matici G (G > 0) a zvolme si kladny (protoze Page-
Rank vektor predpoklddame kladny) startovaci vektor my > 0, ||mo||y = 1. Pro vektor

Tg(Pl)
7= (G 'my = : . kde ¢=1,2,3,...
T‘E(Pn)

plati
>0, |[ml =1,

podle lemmatu 11 a také plati

lim 7, = (GT)*my =, (6.11)

l— o0

kde 7 je PageRank vektor podle véty 8, a tedy

lim 7y(Pg) =7(Px), k=1,...,n. (6.12)

f—00
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Tabulka 6.1: V grafu (internetu) na obrézku 1.1 existuje cesta délky pét mezi libo-
volnymi dvéma vrcholy (strankami).

Odkud | 1 2 3 4 5 | Kam
P, | — P; — P, — Py — P, —| P
P — Py — Py — Py — P —> Py
Py — P — P — P3 — P — P3
Py — P — Ps — P, — Py — Py
Py -— P — P, — Py — P, — Ps
P, |— P; —» P; —» Py —3 Py — | Pg
P, | —> P, — P, — P, — P, —| P
P, | — P, —» Py —» Ps —» Ps —3 | P,
Py - P — P — P, — Py — P3
Py —— P — P3g — P, — Py — Py
Py — P — Py — P3 — P3 — Ps
Py - P — P35 — P, — Py — Ps
P3 — P — Py — P — Py — Py
P, | — Py —» Py —» Py —» P, —» | P,
P, |— P; —» Pg —> Py —3 P, —>| Py
P3 — Py, — Py — P, — Py — Py
P3 — P — P3g — Py — P33 — P5
Ps — Py — Ps — Py — Py — Pg
Py — Py — P3g — P4 — P3 — Py
Py — Py — Py — Py — Py —> Py
P, | — Py — Py —» Py —» P, —> | Py
P, | — P, — Py — P, — P;s —| P,
Py — Py — Py — Py — P, — P5
Py — Py — P3g — P, — Py — Pg
P5 — Py — Py — P4 — P3g — Py
P5 — P — P — Py — P — Py
Py — P3g — Ps — P3 — Py — Ps
Ps — Py — Py — P, — Py — Py
P, |— P —» Py —» P, —> Py —» | Ps
P5 — Py — Py — Py — Py — Ps
P | — P, —» P; — P, — Py ——| P
Pg — Py — Py — Py — P — Py
Pg — Py — Py — P33 — Py — P3
Pg — Py — P33 — P, — Py — Py
P | —» Py —» Py —» Ps —» Ps —> | Ps
P | — Py — P, —> Py —3 Py —> | Pg
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Obrazek 6.3: Prehled vztahu mezi jednotlivymi druhy ¢tvercovych matic
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Vratme se nyn{ k definici PageRanku, viz rovnici (1.7). K urcenf hodnot 7(Py) je
potieba provést limitni prechod (6.12), coz neni v praxi mozné. Mocninnd metoda
je v tento okamzik vhodny itera¢ni postup, jak nalézt alespon néjakou aproximaci
hodnot r(Py). Tento piistup také navrhli zakladatelé PageRank, Brin a Page, protoze
si byli védomi, ze hodnoty r(Py), tedy PageRank odkazujicich stranek na P;, jsou
neznamé. Na zacatku vsem strankdm na webu priradime naptiklad stejné hodnoty
PageRank. Tyto hodnoty jsou 1/n, kde n je pocet vsech stran webu. Tento postup
pak pocita r(Py), tj. aproximaci r(Py,) v -tém kroku pro kazdou stranku P;. Dojdeme
proto k modifikaci vzorce (1.7)

rea(Pr) = > relfy) (6.13)

PjE%pk |Pj|

O tomto vztahu musime vsak jesté chvili uvazovat. Prvni problém s touto rovnici
je, ze nepocita s modelem uzivatele, ktery nahodné prechazi ze stranky na stranku
(s modelem random surfer) a obcas narazi na dangling node, tj. vrchol grafu, do
kterého vede cesta, ale uz nevede cesta z néj. Je proto potieba zaprvé zahrnout
do rovnice (1.7) dangling node vektor. Druhym problémem je, ze vztah nepocita
ani s uzivatelem, ktery nejenom ze prochazi internetem pomoci odkazu, ale obcas
také napise ptimo adresu webové stranky a teleportuje se jinam, a proto je nutné
zahrnout do definice teleporta¢ni matici.
Definici PageRanku, ktera zahrnuje jiz vSechny vyse zminéné modifikace je

n

) —a Y 1B +E S ) + LS ey, (6.14)

- P, n
P;EXp, | ]| P;€Y Jj=1
N _ —_——
Vv vV
HTx, (deT) Ty (eeT)my

kde Z je mnozina vsech strének, které neobsahuji zadny odkaz (dangling nodes)
a kde jednotlivé soucty predstavuji vyse zminéné modifikace, viz (6.10). Po krétké
uvaze zjistime, ze vrozec muzeme jesté upravit. Vime totiz, ze plati

n

> ro(Py) = [lmelly = 1,

j=1

a proto

ra®)=a 3 TSy 00 (6.15)

n
PjE%pk PjE@

Poznamenejme, ze puvodni definice pred upravami je platnd a naprosto spravna
pro model, ve kterém by nebyl problém s dangling nodes, s nerozlozitelnosti a také
s teleportaci. Vypocet PageRank vektoru pro nas modelovy internet z obrazku 1.1
je mozné nalézt v priloze A.
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Zavér

V této praci jsme se zabyvali PageRank vektorem, ktery je vyuzivan v mnoha
odvétvich, napiiklad silniéni doprava nebo fyzika. My jsme hovorili o PageRank
vektoru neboli také o Perronovu vlastnim vektoru v souvislosti s internetovym vy-
hledavacem Google. PageRank byl také navrzen pro potieby internetu, a to uz v roce
1976 Larry Pagem a Sergeyem Brinem na univerzité ve Stanfordu. Pro spolecnost
Google se stal jejim srdcem, které napomahd spolecnosti si drzet predni pozici mezi
internetovymi vyhledavaci.

V kapitole 1 jsme se vénovali nejprve nékterym zakladnim pojmum z teorie matic
a jejich vlastnich ¢isel, z teorie grafu a také jsme si uvedli puvodni definici PageRank
vektoru. Dale nasledovala prvni ¢ast prace, kterd se zabyvala existenci PageRank
vektoru. Zadefinovali jsme si stochastické matice, bez kterych by PageRank neexis-
toval. Déle jsme se vénovali problematice (ne)rozlozitelnosti, protoze jsme zjistili,
Ze v pripadeé, Ze je matice rozlozitelna, nebude PageRank vektor jednoznacny. Mu-
seli jsme tedy upravit matici hyperlinku, kterd obecné neni ani stochasticka ani
nerozlozitelna a dostali jsme googlovskou matici, pro kterou jiz PageRank vektor
existuje a je jednoznacny.

V druhé ¢asti textu jsme se vénovali samotnému vypoctu PageRank vektoru.
K vypoctu byla pouzita mocninnd metoda, kterou jsme si predstavili v kapitole 5.
V zavérecné kapitole 6 jsme jeSté narazili na problém spojeny s mocninnou meto-
dou. Zjistili jsme, Ze proto aby se PageRank vektor ustalil k néjaké konkrétni hod-
noté, tj. aby mocninna metoda fungovala, potiebujeme pracovat s primitivni matici.
Proto jsme si jesté definovali (im)primitivni matice a ukazali si testy (im)primitivity.
Po té nam jiz nic nebranilo k ipravé definice PageRanku a k samotnému vypoctu.
V prubéhu celé prace jsme pracovali s modelovym internetem o Sesti strankach. Pro
tento model jsme také PageRank vektor spocitali, viz prilohu A.
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A PageRank vektor modelového internetu
z obrazku 1.1

Zde uvadime piiklad vypoctu PageRanku. PageRank je vypocitan pro nas modelovy
internet z obrazku 1.1. Zvolime startovaci vektor

7o =[1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6]"

nejméné dilezitou je Pg.
Zkusime nyni mocninnou metodu znovu, a to zaprvé pro startovaci vektor

m = [1/10,1/10,1/10,1/10,1/2,1/10]",

vvvvvv

vvvvvv

si jako startovaci vektor zvolime
m = [1/10,1/10,1/10,1/10,1/10,1/2]7,

tzv. strance Pg priradime na zazatku nejvetsi dulezitost. Zadame tedy falesnou stopu
a nejvyssi dulezitost pritadime ve skuteénosti nejméné dulezité strance. Muzeme
vidét, Zze proces konvergence trva o néco déle, ale nakonec dojdeme ke stejnému
zaveéru, a to ze vypoctené PageRanky jsou

T<P5) > T(Pl) > T(Pg) > T(PQ) ~ T(P4) > T(Pﬁ),

viz obrazek A.1. Poznamenejme, ze zde pracujeme pouze s matici hyperlinku H, viz
(1.8), parametr o = 1, a proto se teleportaéni matice vypoctu netucastni.
Na obrazku A.2 jiz studujeme vliv parametru « pro ruzné hodnoty a pracujeme
jiz s googlovskou matici
G=aH+ (1-a)F.

V pripadé, kdy je a velké, ma teleportacni matice méné vyznamny vliv a rozdily
mezi PageRanky jsou vyraznéjsi. Zjednoznacni se tak potadi stranek Py a Py, takze
vidime, ze

r(P5) > r(Py) > r(P3) > r(P2) > r(Py) > r(Pg).
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V opacném piipadé, tj. pro mald «, se PageRanky lisi méné a navic dojde k zdméné
poradi stranek P3 a Py na

T(P5) > ’I“(Pl) > T‘(Pg) > T’(Pg) > T(P4) > ’I“(Pg).
Poznamenejme, ze vypocet je proveden v programu MATLAB® 8.1.0.604 (R2013a)
na pocitaci Dell Latitude 6430U s procesorem Intel® Core™ i7-3687U, 2.10 GHz

s 8.00 GB RAM a se 64 bitovym operaénim systémem Windows® 7 Professional,
SP1.
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Obrazek A.1: Konvergence PageRank vektoru internetu z obréazku 1.1. Googlovska
matice G = aH + (1 — a)E, kde matice hyperlinku H je (1.8) a a = 1 (teleportacni
matice F se tedy vypoctu netucastni). Vlevo vyvoj jednotlivych PageRanku, vpravo
vyvoj poradi strémek V jednotlivych fadach byla mocninnd metoda nastartovana,
odshora, vektorem £[1,1,1,1,1,1]7, 3%, 1,1, 1,1, 1]7 resp. 51, 1, é,é, £, 1]". Vektor
je normalizovan tak, aby soucet prvku byl roven jedné. Vykresleno je prvnich dvacet
iteraci. Vypoctené PageRanky jsou r(P5) > r(Py) > r(P3) > r(Py) ~ r(P4) > r(Ps).
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Obrazek A.2: Konvergence PageRank vektoru internetu z obrazku 1.1. Googlovska
matice G = aH +(1—a«)E, kde matice hyperlinka H je (1.8) aa = 0.9, 0.6, resp. 0.3,
v jednotlivych fadach. Vlevo vyvoj jednotlivych PageRanku, vpravo vyvoj poradi
stranek. Mocninnd metoda byla nastartovdana vektorem é[l, 1,1,1,1,1]F. Vektor je
normalizovan tak, aby soucet prvku byl roven jedné. Vykresleno je prvnich dvacet
iteraci. Pro velka a se vypoctené poradi stranek Py a Py zjednoznacni tak, ze r(Ps) >
r(P1) > r(P3) > r(P2) > r(P4) > r(Pg). Pro mald « (tj. pti velkém vlivu teleportace)
se zmensuji rozdily mezi PageRanky. Navic dojde k zdméné potadi stranek P3 a P,
na r(Ps) > r(Py) > r(Py) > r(P3) > r(Py4) > r(Ps).
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