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Vyvoj teorie a metod méreni s asové neekvidistantnim vzorkovanim

Anotace

m Vyvoj teorie a metod gfeni s¢casow
neekvidistantnim vzorkovanim u stiigpohargnych
rotujici hrideli

Ing. VaclavCejka

Ackoli strojni inZenyrstvi pdt mezi detaild probddané oblastidy, spravna
konstrukce mnoha skuteych stroji vyZaduje owreni pomoci r&eni svych
(nejen) mechanickych vlastnosti.ilBZitost ngteni obzvladt narista s vyssi
poZadovanou igsnosti vyvijenych strdj nag. v textiinim, polygrafickémgi
obrakkcim odwtvi pramyslu. Meieni v pa&éateni fazi vyvojového procesu
napomaha asteni zakladnich idei, po#jl poskytuje okrajové podminky pro
CAM/FEM modely a konén¢ pomaha ve vyhodnoceni skémého dopadu
konkrétni modifikace stroje.

Centralni roli v mifeni mechanickych vlastnosti hraji ¢&ly popisujici
pohyb hlavnich¢asti analyzovaného stroje, jako je Uhel poetd, Uhlova
rychlost a uhlové zrychleniiznych Hideli. Ostatni analyzované iy, jako
sily, zrychleni¢i vibrace jecasto vhodné vyhodnocovat v souvislosti s aktualni
Uhlovou polohowi uhlovou rychlosti utité referekni, obvykle hnaciitidele.

Pro tyto &ely byl ve VUTS, a.s. vyvinut ffstroj DMU. Tento pistroj
umoziuje jednoduSe a precismeiit pomoci inkrementalnich rataich sniman
Ghel, dhlovou rychlost a Uhlové zrychleni az &giech Hidelich sodasrs.
Meieni je mozné definovat pomodady paramefr. Detailni analyza vlir
jednotlivyct parametit véetrg navrhu na optimalni nastaveni pro konkrétni
meéfeni je sodasti této prace.

Navic pistoj DMU umo#uje synchronizaci s é&icimi analyzatory
nékterych vyrobé a nésledd nméteni v zavislosti na Uhlu poateni ukité
refereni hridele. Tento Hstup @inasi mnoho vyhod, ale klade takékteré
nové otazky a problémy. Uhldvrovnonérné vzorkovani je ndp z hlediska
casoveho vzorkovani nerovnémé, neni tedy spim jeden ze z&kladnich
piedpokladi zpracovani diskrétnich dat klasickymi metodamintbea dalSi
vyznamné problémy budou také analyzovanyedgladané praci.

Klicova slova: nieni, frekvetini analyzafadova analyza, uhlova rychlost,
Uhlova ngfeni, nerovnorrné vzorkovani
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Annotation

m The Development of the Theory and the Methods of
the Measurement with the Uneven Sampling in Time
for Machines Driven with a Rotating Shatft

VaclavCejka, M.Sc.

Although mechanical engineering is very examineghaof science, proper
construction of many real machines demands itdicetion via measuremeraf
its (not only) mechanical properties. This impodanespecially grows with
higher requested precision of the developed magclargin textile, printing or
tooling industry. Measurement in early stage ofedtgyment process helps in
verification of basic ideas, later on it gives berdcconditions to CAM/FEM
models and finally it helps in evaluation of truepact of some specific machine’s
modification.

Quantities describing movement of main parts ofyaed machine play the
central role in measurement of mechanical properties often advantageous to
analyze other measured quantities (forces, actelesa vibrations...) in
connection with current angular position or angwelocity of some reference,
typically driving shatft.

For this reason measuring device DMU was develapedUTS, Co. This
device can be easily used for precise measurenfesmgles, angular velocities
and angular accelerations via incremental rotacpéers. Up to 4 shafts can be
analyzed simultaneously. Measurement can be defimednany parameters.
Comprehensive analysis of the influence of pamricylarameters together with
the algorithm of optimal settings in part of thHesis.

Furthermore DMU device allows synchronization witlneasurement
analyzers of some manufacturers and subsequentureg@nt with angular
sampling base defined by angle of rotation of somference shaft. This
approach gives many advantages, however definesgnegtions and problems.
For example, angularly even sampling is uneverinie tdomain, so one of the
basic presumptions of classical discrete data sisalynot realized. This problem
and other most important ones will be analyzedis thesis.

Key words: measurement, frequency analysis, ordealysis, angular
velocity, angular measurements, uneven sampling
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Seznam pouzitych velin

1x indikatorova funkce na mnodnX, 1y (t)=1 prote X, 1x (t) =0 pro
te X,

Diracovas-funkce

kvantovaci chyba #iieni thlového zrychleni pomodiigtroje DMU

™

kvantovaci chyba #iieni Ghlu pomociiistroje DMU

S5 S S O
AS)

kvantovaci chyba giieni Ghlové rychlosti pomoctkistroje DMU

S

dpw  relativni chyba Ghlove rychlosti viivem nigsnosti puls enkoderu
e Eulerova konstanta, = 2.71828
Uhlové zrychleni

) Uhel pootgeni

A¢  Uhlovy vzorkovaci interval;, zakladni Uhlovy intekyaro meteni Uhlove
rychlosti a thlového zrychlentigtrojem DMU

1) obvykle Uhel poot&eni vyjadeny v zavislosti ngase

oF1 (a, b; ¢; 20 Gaussova-Barnesova hypergeometricka futiida 2;1

F(y) dopedna Fourierova transformace funkce

FLY) inverzni Fourierova transformace funkée

I'(y) gamma funkcey

H{,  Hilbertav prostor funkci periodickych s periodoT a frekverne
omezenych s nejvyssi frekwam sloZkouN / T

i imaginarni jednotka, = V-1

ia pocet puldi enkodéru odpovidajici jednomu pulsu Ghlové vzodadv
zakladny

g pocet puld enkodéru, fes které se duje uhlové zrychleni

iw pocet puld enkodéru, fes které se duje Uhlova rychlost

A vinovéa délka

L2(X) Hilbertav prostor funkci integrovatelnych v kvadratu na ine X
n; stupe interpolace enkodéru

4 frekvence

VB nejvyssi nenulova frekveni sloZzka

vng  Nyquistova frekvence

Vvz vzorkovaci frekvence

vy zakladni frekvence periodické funkge

N mnoZzina pirozenychcisel
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Ord

mnozina pirozenych¢isel wetrg nuly

iad

fadova frekvence

nejvyssi nenulovéadova slozka
Nyquistovarddova frekvence

fadova vzorkovaci frekvence

zakladniradova frekvence periodické funkge
pocet puld (period) enkodéru za jednu oka
pocet ot&ek zakladni periody v Uhlové nezavislé pgmme,R=1/0,
mnozina realnychliisel

funkce SinEx) = Sin(X) / X

obvyklecas, nezavisla protnna

¢asovy vzorkovaci interval

doba paitebnd k rotaci o zakladni Uhlovy interva pii Uhlu poot@eniy
obvykle ¢as vyjadeny v zavislosti na Ghlu poateni
obvykle perioda ¥asové nezavislé pramné
obvykle pozice, nezavisla prémma

obvykle okénkova funkce

obvykle spektralni okno

Uhlova rychlost

raciondlni pevodovy porar

mnozina celyckisel



Vyvoj teorie a metod méreni s asové neekvidistantnim vzorkovanim

10

Seznam pouzitych symhbpl

y
Y

Y¥

malymi pismeny je zri@na funkce wasové/uhlové reprezentaci
velkymi pismeny je zri@na spektralni reprezentace funkce
fadoveé spektrum funkceg (jako funkce Uhlu poot@niy)
frekvertni spektrum funkce (jako funkcecasut)

funkce odvozend od funkgediskrétnim vzorkovanim

¢islo komplex® sdruzené Kislu x

konvoluce dvou funkci

Pochhammeiv symbol

nejvyssi cel&islo mensi nebo rovno

nejnizsi cel&islo wtsi nebo rovnx

mnoZzina pirozenych¢isel 1, 2, ...,n

matice i vektor) transponovany z maticé

matice transponovana a komplé&suruzena k matick
maticovy sodin dvou matic



Vyvoj teorie a metod méreni s asové neekvidistantnim vzorkovanim 11

1. Uvod

Prace se zabyva novou metodogieni a vyhodnoceni mechanismrato
metoda je vhodnaipdevsSim pro mechanismy pokaé rotujici kideli, kterou
budeme v dalSim textu nazyvaeferer’ni hiidel Takovych mechanisin je
vétSina a obvykle vykonavajiiiplizné periodicky pohyb. Bhem matematického
navrhu a modelovaniéthto mechanisth jsou jednotlivé vetiiny vétSinou
vyjadieny jako funkce Uhlu pooteni referetni hridele. Uhlova rychlost
referegni htidele ovSem obvykle neni konstantni, ani neildlijn¢ konstantni
sttedni hodnotu, protoZze je &pé ovlivnéna pohdsnymi mechanismy.
Skute&nou Uhlovou rychlost referéni hidele je pak obtiznérpsré vyjadit, a
stejre tak i skutény pohyb celého stroje. Navic tato vnesena nero¥nurst
pohybucasto zfisobuje dalSi nezadouchsledky, jako je varst vibraci a hluku
stroje, omezeni maximalni produktivity strajesnizeni kvality produkovanych
vyrobki (nag. textilie u textilnich straj, soutisk tiznych barev u polygrafickych
stroji atd.) DalSi nezadouciidledky se mohou obijevittiprozbehu ¢i dobshu
stroje.

Klasické metody vyhodnoceni funkce mechanismu pdémocieni
v zavislosti nacase (hodnoty jsou ze snitiazaznamenavany v rovneme
rozlozenych ¢asovych okamzicicht, =to+kAt, tzv. casova vzorkovaci
zakladnd prindSejitadu komplikaci. Mieni jsou obtiz& vzajemi porovnatelna
navzjem a zvia&t s matematickym modelenti jsou obtiZzg vyjaditelnd
v zavislosti na Uhlu pooteni, vypa@ty stredniho piib¢hu a smirodatnych
odchylek od sedniho piibéhu z rekolika cykl stroje jsou nef@sné, atd.

Je ovSem mozny i jinyifstup. Data mohou byt sniména v zavislosti na Uhlu
pootaieni hnaci Hdele, v¢asovych okamzicicht(yyk), kde ¢k = ¢o+kAp
(v dalSim textu dmto okamzikim budemeftikat uhlova (vzorkovaci) zékladna
Pro tato mafeni byl ve VUTS a.s. vyvinut ifstroj DMU. Ristroj vyuziva
inkrementalnich rotanich snimai, téZ nazyvanych enkodéry. Tyto snémgsou
zdrojem Uhlo¥ velmi presr® rozloZzenych impufs Fristroj DMU z €chto
impulsi jejich gitanim a ukenim jejich period wuje Ghel, Uhlovou rychlost a
Uhlové zrychleni a produkuje Uhlovou zakladnu préremi v zavislosti na uhlu
pootateni referetini hridele. Ristroj (nyni je jiz vyvinuta 5. generace) umaje
vstup az 4 enkodéra nefeni Uhlu a uhlové rychlosti také difese mezi déma
vstupy.
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Tento inovativni pistup ovSem odkryva zcela novou oblast v teokrska
zpracovani dat. Cilem této prace je zadefinovatladak pojmy této teorie,
nastinit jeji vztah ke klasické teorii&gh a zpracovani dat, definovat vlastnosti
této metody, popsat infortiei obsah nagtenych velkin, analyzovat mozné
chyby néfeni a pedlozit vypdetni algoritmy pro zpracovani uhkwneérenych
dat.

Vzhledem k inZenyrské aplikaci této prace budouasiedujicim textu
pouzivany fyzikalni jednotky obvyklé v inzenyrskéagi. Uhlova rychlost bude
udavéna v otékach za minutu [RPM], Uhel poateni ve stupnich.
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m 1.1 Cile diserténi prace

PredloZzena prace si klade za cil doplnit bila mistovii mefeni uhi,
Uhlovych rychlosti a uhlovych zrychleni a v tearéeni v zavislosti na uhlu
pootaieni referetini hidele. V obou Hpadech se bude vychazet z pouZziti
inkrementalnich rotmich snimai. Zvlas& meieni Ghli a Uhlovych rychlosti jsou
relativre béZnd, ale neporozurdni nékterym zakladnim principm miZe vést
k chybré¢ nangienym daitm, omezeni informmiho obsahu dat a k chybnym
zawram z dat vyvozenych.

K zakladnim ciim pati precisni definovani popisované metodgiemi a
analyza jednotlivych paraméirkteré jsou pro gfeni nastavitelné. Budou také
definovany, popsany a vyhodnoceny mozné chyiem Wetrg navrhi na jejich
odstragini.

Bude analyzovan vztah mezaso¥ a uhlo¥ rovnongrné vzorkovanymi
daty. Tento vztah ma sva specifika zwagti spektralni analyze Fourierovou
transformaci. Proto bude hledan jak teoreticky lvatgezi spektry vyp&tenymi
z ¢aso¥ a uhlo¥ vzorkovanych dat, tak bude hledana numericka fmamsice
mezi¢asovou a Uhlovou doménou.

m 1.2Clereni prace
Diserta&ni prace jec¢leréna do osmi zakladnich kapitol, které senuwji
problematice spojené s metodowiemi Ghfi, Uhlovych rychlosti a Ghlovych
zrychleni pomoci inkrementalnich rétéch snimai, a také séru dat v zavislosti
na uhlu pootdeni rotujici kiidele a jeho vztahu ke klasickémugiami v zavislosti
nacase.

Po kratkém uUvodu sipdstavenim ail prace a tomto sttmém cleneni
nasleduje kapitola 2 zabyvajici se reSerSi acasnymi pistupy k ngieni na
strojich s rotujici fideli. Strégn¢ jsou popsany jejich klady a zapory.

Ve treti kapitole je detaith popsdna navrhovand metod&iemi s pomoci
inkrementalnich rotanich snima&i nazyvanych téZz enkodéry. Jsou definovany
zakladni pojmy a uvedenyigsné vztahy pouzité pro ¢beni Uhlu, Uhlové
rychlosti a Uhlového zrychleni pomocfigiroje DMU ve verzi 4 a vySSi, na
jejichZ konstrukci se autor této prace podilel.

Z praktického hlediska velmi vyznamridvrta kapitola detaik analyzuje
informaéni obsah jednotlivych &enych vekiin a vliv jednotlivych parameir
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meéreni na nagrena data.

V paté kapitole jsou detalinanalyzovany mozné zdroje nejistotgheni a
uzivatelskych chyb &etné ohodnoceni jejich realného vyznamu. Jsou také
navrzeny postupy pro redukéchto chyb.

7

Sesta kapitola tud teoreticky pedsl k druhé casti prace zabyvajici se
spektralni analyzou. V této kapitole je definovéaarierova transformace a jsou
odvozeny jeji zakladni vlastnosti s ohledem nardisk skr dat v omezeném
casovem intervalu. Teoretické zézemi je vybudovaak, by byl nazomnh
predstaven rozdil mezi ekvidistantnim a neekvidistiamt vzorkovanim. Je
predstaven také obecny vztah popisujici owin spektraini informace
neekvidistantnim vzorkovanim.

Sedma kapitola navrhuje obecnou a pro redlnou pvakni uzit&nou
numerickou transformaci diskrétnich dat meéasoe a Uhlow ekvidistantnimi
doménami. Tato transformace viastiprovadi praktické odstrani vlivu
neekvidistantniho vzorkovani na spektralni inforinac

Predposledni osma kapitola se pokouSi aléspa zakladnich ifpadech
analyticky popsat souvislosti mezi spektr¢asové a Uhlové dom&nExaktni
vztahy je mozné odvodit jen pro elementarfipady, ze ziskanych vysledlk
redlnych numerickych testje vSak patrné, Ze odvozené souvislosti maji Sirsi
platnost.

V zawru prace jsou zhodnoceny dosazené vysledky a goznat
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2. Sokasny stav

m 2.1 Klasické pistupy k uhlovym rérenim

Vzhledem k vyznamu analyzy mechanisma strofi poharnych rotujici
hiideli bylo vyvinuto ®kolik metod vyuZivajicich &né pouzivanécasow
rovnonerné vzorkovani. Obvykle jsou tyto metody shrnovdmmymem /adova
analyza (Order-Analysis). Radem se rozumi aktudlni perioda jedné dda
refere@gni hridele, neboli aktualni perioda prvni harmonickézisjo Zakladni

piehled &chto gistupi je uveden nap vlit. [3]. Prosty sbr dat s fixni

vzorkovaci frekvenci a ifmé vyhodnoceni klasickou frekwan analyzou

s jednotkami nezavislé pr@émé v [Hz] @inasi obtiZe jiz se sledovanim zvolené
harmonické slozky, nelsovlivem kolisani¢i trendu stedni Uhlové rychlosti se
také pozice této harmonické sloZzky ve spektrénimJe také velmi obtizné
urcovat stedni pfibeh ¢i jiné funkéni statistiky z kolika period stroje, nelo
kazda perioda ma, tyen o malo, odliSny pt vzorki a hodnoty sledované
funkce neni mozné prostymigmbem kombinovat zékolika period.

Tyto obtize se s usphem d& redukovat metodosynchronni vzorkovaci
frekvence(téz zvanésoulrhova filtrace angl. Order-tracking analysis), ktera
vyuziva tzv.tacho-signalu Tacho-signal je pomocny Udaj nesouci pulsni sloZzk
ve zvolenych Uhlovych pozicich, obvykle jednou z&ku. Nangiend data jsou
Vv post-processingdi i v redlnémcase pefiltrovana a interpolaciipvzorkovana
tak, aby vintervalu mezi tacho-pulsy byl vZzdy sfepaiet vzorki. V takto
ziskanych datech pak sledovana harmonicka slof@wa stale na stejné pozici
ve spektru. Nezavislou pra@mou spektra je jiz zmény fad a spektru s&ka
fadové spektrum. Nazesddové spektrum je vSakiippouziti jediného tacho-
signalu jen pblizny, neba’ nezachycuje pthpribéh uhlové rychlosti mezi tacho-
pulsy, ale pracuje pouze séesini hodnotou Uhlové rychlosti mezi tacho-pulsy.
Je-li nap. sledovanou funkci mechanismu v zavislosti na (idotaieni funkce
Sin(p) a uhlova rychlost m& rostouci tendenci s nezanehiiyan sklonem,
sledovana funkce wie byt i vyrazes zkreslend a takto odhadnutédové
spektrum obsahujéadu postranich harmonickych sloZzek. Podopii kolisani
Uhlové rychlosti v ramci jedné atiéy dochazi ke zkresleni sledované funkce.
Dokonce rozdilné mbehy dahlové rychlosti v rdmci jedné @ty mohou mit
stejnou stedni hodnotu, vysledkem sailtoveé filtrace vSak bude zcela od#sSn
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zkresleny piibéh. Urceni funiénich statistik z vice cyklje sice diky interpolaci
na shodny p&et vzorki za cyklus mozné, ovsem &pdiky nerozpoznatelnému
kolisani uhlové rychlosti v rdmci jednoho cykluogtr miZze byt velmi zavagjici a
minimalné ma z toho dvodu zn&n¢ snizenou rozliSovaci schopnost. Podigiin
analyzu soukhové filtrace podavéa naplit. [9] ¢i [19].

Vold piedlozil dalSi zpsob nazyvany Vold-Kalmanova filtrace (viz tiafit.
[10]). Opst se vychazi z dat sbiranych¢asovou zakladnou spolu s tacho-

signalem. Na rozdil odipdchoziho je v3ak v tomtaipact dbano na spojitost
uhlové rychlosti splinovou interpolaci v bodechnetlivych tacho-puls. Také
cil Vold-Kalmanovy filtrace je odliSny - zatimco @hova filtrace sré¥ovala

k fAdovému spektru a frekvar analyze, Vold-Kalmanova filtrace poskytuje
casové piibehy vybranych harmonickych slozek sledovaného sign&old-
Kalmanova filtrace je velmi vhodna protpehy s malym pétem frekveginich
sloZek a pro uhlovou rychlost s trendem. Vzhledeimtéepolaci uhlové rychlosti
pouze Vv nizkém pitu tacho-puld (obvykle jeden za ot&u) ovSem ot
nedokaze postihnout kolisani dhlové rychlosti vaiajednoho cyklu stroje.
Vyslednacasova data jsou vsak &pvzorkovana s fixni vzorkovaci frekvenci a
nejsou tedy vhodna pro vypet funicnich statistik z &kolika cykli. Navic je
Vold-Kalmanova analyza zt& vypocetrg nara:na.

Alternativni istup byl gedlozen v lit. [20]. Uhlova rychlost je ¢ena

z mefeni s konstantni vzorkovaci frekvenci pomoci Hilbvey transformace.
Presrgji receno, Uhel pootieni je vypdéten fazovou demodulaci impulsniho
signédlu z enkodéru fipojeného k referemi hrideli. Uhlova rychlost je pak
ur¢ena numerickou derivaci taktoc¢eného Ghlu. Tato metoda dava @oms
piesny ptibch Ghlu a dhlové rychlosti (a v dalSich derivacichihlového
zrychleni) i @i kolisani Uhlové rychlosti v rdmci jedné periodgdnotlivé cykly
stroje vSak ot nemaji shodny pi®t vzorki a odhadadovych spekter a vypet
statistik z vice cykl je nutno dlat z interpolovanych dat transformovanych
pomoci Uhlové rychlosti¢imz vznikaji dalSi negsnosti. Nasledujici préace
piedstavi i jednu takovou moznou transformaci. Podfiolanalyza metody

vyuZzivajici Hilbertovu transformaci je provedenaina lit. [21].
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3. Popis navrzené metody

Navrhovand metoda je zaloZena na pouZiti inkrerréabé rota&nich
smin&t, zvanych téZz enkodéry. Enkodéry vyteja obdélnikovéci sinusové
pulsy se zvolenym Ghlovym rozlideniiada vyroba nabizi enkodéry s vysokou
relativni esnosti. Uhlové intervaly mezi jednotlivymi pulsy savzajem nelisi
ovice nez 0.1%. Takovargsnost umafje s vysokou fesnosti raeni
okamzité uhlové rychlosti jakoigvracené hodnoty délkyasového intervalu
mezi impulsy enkodéru. Uhlova vzorkovaci zakladar&pulsy enkodéru je také
velmi stabilni a pesna.

A

hr ana

Obr. 1:Pulsy generované enkodérem s obdélnikovgtopgm

Obvykle enkodéry generuji 3 signaly (viz obr. 1uldVy signél z slouZzi jako

refereni bod a je generovan jednou zadté(ne nutd synchrong se signaly
A nebo B). Signély A a B duji vlastni uhlové rozliSeni. Jsou shodné a fézov
posunuté d@tvrtinu periody, aby byla jednozé@ urcena orientace rotaiho
pohybu. Enkodéry jsou charakterizovanyc¢teon period p, nebo téz puis
signafi A a B na jednu otku snimg&e. Na trhu jsou enkodéry s¢iem pulsi od
60 do 90000 na otku snimge. Pro aplikaci v dalSim textu je nutné §est
podotknout, Ze Uhlové intervaly odpovidajici celggsobkm periody signdl A
a B jsou vysoce iesné, kratSi uhlové intervaly (ffapmezi sousednimi
vzestupnymi hranami sigrialA a B maji mnohem &Si chybu danou jak horsi
piesnosti ve fazovém posuvu mezi¢wla signaly, tak tznymi viastnostmi
nakéznych a sestupnych hran (fiapro nabznou hranu jecita¢ triggerovan
pozdji nez pro sestupnou).

Signaly enkodér mohou mit také harmonicky ih. Pak je citlivost na
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refererdni Grover triggerucitace jeS€ vyssi. Vyhodou sinovych enkodéje vSak

moznost zvySeni ptu triggerovacich drovni a zjerm uhlového rozliSeni
enkodéru (tzv. interpolace). Toho Ize vyuzit zejemépti méteni Ghlu

pomalokZnych Hideli nap. u obrakcich stroi.

Jak jiz bylo uvedeno, zacélem realizace a zjednoduSenéiemi pomoci
enkodéd byl ve VUTS, a.s. vyvinut ijistroj DMU (viz lit. [17]). Z&izeni DMU
je dnes vyvinuto jiz v paté generaci. Je moznérkun ipojit az ¢tyti enkodéry.
DMU vyuzivacita s frekvenci 100 MHz, tzn. rozliSeni 10ns, préiemicasu za
Gcelem vyp@tu rychlosti a zrychleni. Viastni vypty jsou provadny v FPGA
(programovatelné hradlové pole) s vysokym bitovymzlisenim (az 96 hi.
Vysledky mohou byt zaznamenavanydbanalogo¥ ¢i v digitalni podol. Pro
kazdou vypeitavanou vetiinu (Uhel, rychlost, zrychleni) je také mozné nasta
rozsah sledovanych hodnot, ktery nemusi obsahasatynbod. Tim je mozné
vyznamr zvysit rozliSeni réfeni i zachovani stejného hardware pra@rstat
(obvykle nejvySe 16-bitovy). Nap pfi  méfeni rychlosti v rozsahu
2800- 3200 RPM bude 16-bitovy &fici rozsah rozloZzen pouzergs tchto
zvolenych 400 RPM, tedy rozliSeniigre byt az fiblizné 0.006 RPM (v zavislosti
na pouzitém enkodéru).

m 3.1 M&teni uhlu

Uhel je méfen prostym zfisobem néitanim p@tu hran obou sign@lA a B,
tzn. ma rozliSeni a#tyrikrat vyssi nez je peet pulsi enkodéru. Déle fte byt
meéien rozdilovy Uhel mezi @wma Fipojenymi snimai, a to i pokud maji rozdilny
pocet pulsi na otéku, ¢i je mezi nimi nastaven racionalnfgvodovy ponir
21/ 2. Je implementovan algoritmus, ktery nevyuzivéemi, a proto nedochazi
k zaokrouhlovacim chybam, které bk glouhodobém rreni zgisobovaly drift
sledované hodnotyi dokonce peteeni ¢itaca. Diky vysokému bitovému
rozliSeni vypdéti v FPGA je mozné dosahnout vysocgegmych nsieni nap.
torznich vibraci, plizeni plochyckei klinovych femeri, vibrace pevodi
s ozubenymiemenygi vliv poSkozeni ozubenych kol.

m 3.2 Mereni uhlové rychlosti

Vzhledem k vysoké Uhlovérg@snosti signél enkodéru je periodat mezi
hranami signalu enkodéru éhena s rozlisenim 10ns. Uhlova rychlost je
vypoctena jako pevracena hodnota z periodyt



Vyvoj teorie a metod méreni s asové neekvidistantnim vzorkovanim

19

@ _gol L ReM
w(p = — = J—— , 1
At(p) p tlp) —tlp—Ap) @

kde A ¢ zn&i Uhlovy interval, pes ktery je ré‘en ¢as. Tento Uhlovy interval je

uréen z p@tu pulsi snim&e za otdku p a z udaje,, ktery ukuje, pes kolik
pulsi snim@&e se ma @it casAt, tedycas potebny k ot@eni Hidelky snimae
z Uhlové pozicep —A¢ do pozicey. Parametri, je obecs nasobkem 1/4,
obvykle je celgiselny ¢i 1/2 nebo 1/4. Vypé&ena uUhlova rychlostw ve
skute&nosti neni okamzit4 Uhlova rychlost, aléesihi hodnota Uhlové rychlosti
za ¢asovy intervalAt. Cim je A¢ vy3Si, tim mé# obsahuje vystup &ené
uhlové rychlosti rusivych Vi, ale je poteba delSicasovy interval k ufeni
Uhlové rychlosti a obsahuje také mséhledané informace. Pro nizké dhlové
rychlosti a pilis dlouhé uhlové intervalA ¢ ma proto zdznam uhlové rychlosti
schodovity charakter. Spravné nastaveni paramgtja tedy kléové pro dobré
meéreni. Nastavovani ize bytreSeno dkolika zpisoby:

- podle gedem zndmé #&dni Uhlové rychlosti je optim&lnzvolen uhlovy
interval A ¢. Tento postup je vhodny proékeni Ustéleného chodu strojéi p
znamé provozni rychlosti.

- velikost dhlového intervallh ¢ mize byt gistroem DMU automaticky
upravovana &hem ngieni. UZivatelem iive byt zvolena dynamikaistu a
hystereze Uhlové rychlosti. Tento méd je vSak kdwmphrejSi pro nastaveni a
limituje néktera dalSi nastavenfiptroje. Je obzvlaStvhodny pro nsieni rozkht
a dolghu strojeci kyvavych pohyi.

- na z&klad testovaciho &hu stroje miZze byt automatickyifistrojem zvolen

optimalni pracovni mod zipdchozich dvou moznosti a jeho parametry. Nalezeni

algoritmu pro takové nastaveni bude jednim z vystigto prace. V &kterych
piipadech ovSem nemusi byt opakovadly stroje moznyi finanéné tnosny.

Vzhledem k obvyklym chybam ve fazovém posuvu mémay A a B u
enkodéd (jak bylo popsano vyse) neni vhodne&iemi Uhlové rychlosti pro
necel@iselnéi, vyjma gipadi velmi nizkych thlovych rychlosti, ve kterych je
tato chyba vztazena fasovou délku progiiovaného uhlového intervalu nizsi.

Podobg jako uhel i uhlova rychlost fie byt ndtena také diferemé mezi
dvéma vstupnimi enkodéry. Enkodéry mohou mit rozdflo§et pulsi na oté&ku
a miZze byt zadan racionalnfgodovy poridr mezi nimi.

Pro zkvalitreni vystupu uhlové rychlosti métiptroj DMU od verze 4 jest
n¢které dalSi vlastnosti. iBdre ¢as At miZze byt paraleld méten k+ 1 ¢itadi
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(v sowtasné dob 1, 2 nebo 4) s danym fazovym posuvénmJhlova rychlost je
pak vypd@tena ze sedni hodnoty 2adi nangtrenych vSemtitagi, tzn.

k+1

Atlp)+Atle—@)+... +At(p— ko) B

I k+1 (2)
60 — — _ —[RPM].
P Yiolle—]¢)—tlp—Ap—|9)

Obvykle se pedpoklada, Ze uhlovy interval ¢ je cel@iselnym nasobkem

w(p) =Ag

periody signal A a B. Smyslupiné nastaveni j&+1)¢ < Ag, vop&ném
piipact jiz do pfiméru v uvedeném vztahu néghazi Zadné nové informace
(¢asové okamziky se o&t®u). Obvykle je uheb zvolen jakoctvrtina periody
signdl A a B, tedy jako fazovy posuv mezintito signaly. Citate pak i
paralelg ¢as mezi souhlasnymi hranami sign#\ a B, viz obr. 2. Takovéto
pramérovani slouzi pedevsSim k redukci chyb enkodérTento vypget ovsem
prodlouzicas potebny k vyp@tu jedné hodnoty Uhlové rychlosti.

A
B | | | [
z 1 _
-~y o -
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Obr. 2: Priklad n¥reni rychlosti paralelé nekolika citaci, zde
i, =2, k=3,¢ =A¢/8. Uhlova rychlost je vygena jako

36C° 4
w(p) =2 Pttty

Uhlovéa rychlost raze byt vyuzita také k vy@tu Ghlu pootdeni integraci.
Tento postup je vhodny tedevSim pro ®&feni malych diferénich Ghi
kolisajicich kolem nulové hodnoty, ragorznich kmifi. Vyhodou je podstatn
vysSi rozliSeni neZ ip piimém ngteni Uhlu pootdeni. Podrobna analyza je
provedena v nasledujicich kapitolach.
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m 3.3 Méreni uhloveho zrychleni

Dalsi veltinou ugovanou z&izenim DMU je "okamzita" hodnota uhlového
zrychleni. Ve skut&nosti se jednaipozeré pouze o sedni hodnotu uhlového
zrychleni za¢as nutny k rotaciitdele enkodéru o zvoleny et pulsi, neni to
skut&na okamzitd hodnota. Zrychleni je porm# citlivé na Sum, je proto vhodné
metit ¢as Fes tSi paet pulsi enkodéru, proto jeasové zpozthi nutné
k vypoctu obvykle vyznam&Si nez u dhlové rychlosti. Navicipvyznamnych
zménach uhlové rychlosti tot@asové zpozthi vyznamg kolisa, nebt pro
nizké uhlové rychlosti je &Si nez pro vysoké uUhlové rychlosti, coZz se dasn
projevi @i meéteni scasovou zékladnou. Celkévshrnuto je dhlové zrychleni
meéfeni @istrojem DMU spiSe orientai pro ziskani rychlé zékladniqustavy
o mefeném systému. Kvaligsi odhad uUhlového zrychleni je moZzné ziskat
derivaci dobe zngiené Uhlové rychlosti v postprocessingu.

Uhlové zrychleni je v zézeni DMU vypateno zéasovych délek dvou po
sok® nasledujicich ahlovych interval

Aw  w@)-wlp-Ag)

8(): = =

! (o) —tlp—-2A¢)
Atlp)+Atp—-Ag) \At(p) At(p-Ag)/l 2
27i,

Agp= [rad].

Za interval At[s] je zvolen ¢asovy Usek pdétbny pro vypoéet obou
sousednich hodnot Ghlové rychlosti. Uhlovy interwailze byt opt vyjadien
pomoci pétu period enkodéru za @téu p a patu period enkodéru,, pres

které se i ¢as. Na rozdil od vypu Uhlové rychlosti ve vztahu (1) je

vzhledem k BZnym konvencim pouZzito jinych jednotek Uhlovéh@imaluA ¢.
Podobg jako u uUhlové rychlosti Ize vylepSit vypet Uhlového zrychleni
meérenimcasuk + 1 ¢itaci paralel se zvolenym fazovym posuvemmtzn.

27, (k + 1)
P S oAtle—j@)+Ate—j¢—Ay)

e(p) =
4)

1 1 ][rad]
S oAtlp—jd) Y oAtp-jo-Ap)t S
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m 3.4 Uhlova vzorkovaci zakladna

Zakladnim pinosem pistroje DMU je mdfeni s uhlovou vzorkovaci
zakladnou. Z#izeni DMU je mozZné exteéndi interré  synchronizovat se
zaizenim pro sér dat od gkterych vyrobé. VSechna data, Uhlova i ostatni
snimana zdzenim pro sér dat, jsou pak snimana v okamziku vyskytu zvolanyc
pulsi signdli A a B enkodéru, tedy ve zvolenych Uhlovych pohiciGpy),

o« =po+kAp. Uhlové rozlieni Ap=i,360/ p[ded, které reciprong
odpovidécetnosti uhlové vzorkovaci zakladnyibe byt zvoleno od 1/4 periody
signali A a B enkodéru (tedy s kazdou hranou sigéla B,i, = 1/4) az ffes
1024 puls enkodérui, = 1024). Hodnota, nizSi nez je jeden puls enkodéru je
vhodna nejvySe pro &eni pomalych pohyh kde se jest piiliS neprojevi vySe
popsané chyby enkodérUhlové rozlideni siyu dat utuje frekverini rozsah dat
v fadovém spektru, jak bude popsano dale.

Shmime zakladni vyhody #&feni se skutaou Uhlovou vzorkovaci
zakladnou:

- Je mozné iimé porovnani na#tenych dat s matematickym modelem.
Matematické modely a konstréki navrhy jsou obvykle vyj&dny v zavislosti na
Uhlu poot@eni referedini heidele.

- Funkini statistiky (jako sedni pfibeh cyklu, smdrodatné odchylky od
tohoto pfibéhu, hodnoty a Uhlové pozice minimalnich a maxinsalniodnot)
z nekolika cykli jsou jednoduSe titelné a pesrEji odpovidaji vyznamu, ktery se
od nich @éekava.

- Ze zmirnych smdrodatnych odchylek vypidenych bodo¥ z nékolika
cykla jsou gimo patrné odchylky od periodicity pohybuietre jejich Uhlovych
pozic.

- Radova spektra mohou byt vyfiena pimo ze zmitenych dat, coZ je
piesrgjSi a vyhodné zvlastpri analyze rozéht a dolgha stroj.

- Vzhledem k periodick mgienych dat s periodou odpovidajici jedin&ice
ot&kam referetini hridele neni nutné pouziti techniky okerti pypoctu
Fourierovych spekter. Dost&te vysoky pa@et vzorki na ot&ku (aby byl
podchycen cely spektrélni obsah) je dostade podminkou pro &tieni bez
efektu aliasingu.
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4. Analyza informaniho obsahu dat
ziskanych z pouzité metody

Principy n&feni pomoci enkodér jsou relativé jednoduché a jejich
implementaci nap v zd&izeni DMU je mozné rychle ziskat zaznamy dat.
Neuvazenym nastavenim parametmieni je vSak mozné do zaznamu dat vnést
nezadouci chyby, nebo naopak nemusi byt hledasawdzdznamu podchycena.
Z tohoto divodu je vhodné podroBj analyzovat vyznam jednotlivych
parametit méteni s ohledem na pozadovany infotmieobsah nagtenych dat.

m 4.1 Uhel

m 4.1.1 Statické rozliSeni (kvantovaci chyba)

ProtoZze mifeny Uhel je inkrementovan s kazdou hranou pulsuZipEho
snima&e, mize pro jednu otku nabyvat tolika hodnot, které odpovidajicho
hran pul§ snim&e tedy

n,=4n. (5)

Tento Udaj zavisi pouze na pouZitém enkodéru. Pkmdery s vystupem
v podolg harmonického signélu je mozné rozliSeni gedvysit pouZzitim
interpolatoru. Ten z jedné periody pulsu (dvojioakici Sin a Cos) vygenerujg
pulsi, obvykle jiz obdélnikovych. Existujetkolik forem interpolatai (viz nag.
produkty firmy IC-haus na adrese:

http://www.ichaus.de/productgroup.php?grp=Interfmois).

Zakladni rozdleni mizeme pedveést na extrémnicltipadech:

- Nejjednodussi interpolatory normalizuji sign@wnkodéru na jednotny
rozsah a naslednzjistuji uhlovou polohu v rdmci pulsu pomoci komparace
normalizovanych signél s p'edem definovanymi Uroe¥mi. Vyhodou &chto
interpolatoti je prakticky okamzita odezva, nevyhodou je ref@timizky stupé
maximalni mozné interpolace a vysoka citlivost naliku vstupnich signal
z enkodéru. Tyto interpolatory jsou pouZity ve ystich modulech DMU
ve verzi PCIl. Realny maximalni stupenterpolace je 8, ib 16-ti nasobné
interpolaci jiz dochazi k chybam itfippomérné nizkych vstupnich frekvencich
pulsi. 8—nasobna interpolace jefifom pouzitelnd az do maximalni vystupni
frekvence generovanych palS00 kHz.
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- Nejkomplikovagjsi interpolatory obsahuji procesor schoprit se tvar
pulsi enkodéru (mize byt nap. trojuhelnikovy) a korigovat ho,fipadré je
mozné tyto interpolatory na takovy tvar naprograatovDosahuji vysokych
stupia interpolace (az 8192), maji vSak pomalou odezvatdPjsou pouzitelné
pouze u pomalu rotujicich s&asti s vysokou péébnou pesnosti, nap
karusel u obrakscich stroj.

Vystupni rozliSeni Uhlu je v realnéntipackt limitovano digitalnim rozsahem
ukladanych dat. # nejobvyklejSim zpsobu ukladani v podéb16- bitovych
celych¢isel mize hodnota Uhlu nabyvat nejvys¥ 2 65536 hodnot. # méreni
Uhlu v rozsahemin, ¥max) j€ tedy kvantovaci chybagdieni Ghlu

36(C — Omi
590 _ Max( Pmax ‘Pmln)/z[deg _

4 p n ' 216

45 o o (6)
Ma_x( , max mln)[deg,

p n 217

kden; je pozity stup interpolace.

m 4.1.2 Optimalni nastaveni

Optimalniho rozliSeni gteni Ghlu je dosaZzeno maximalnimilgizenim pd@tu
hran (gfipadré interpolovanych) k digitalnimu rozsahu ukladani. ddzn&me b
pocet bitii pouzitych k uloZeni vysledné hodnoty Ghlu. Vzhlade negesnostem
zanesenym interpolaci se vzdy snaZzime pouzit gngre@ nejvySSim pivem
pulsi p a co nejnizSim stugm interpolacen; a to tak, abychom se co nejvice
priblizili  digitdlnimu rozliSeni. Za fedpokladu r&eni Uhlu v rozsahu
¢“min+ ¢max[ded hledame nejvySSi mozny stupiaterpolacen; takovy, Ze poet
pulsi snim&e po interpolaci v zadaném uhlovém intervalu je $hereZz poet
moznych binarnich hodnot reprezentujich &gmy Ghel, tedy

4 P N(Pmax— Pmin) / 360 °< 25, (7)

Pti pouhém nastaveni tohoto stdprnterpolace a Zadaného rozsahu
meérenych  hodnot Uhlu  vSak dojde jest k jedné chyb. Pokud
2b / (4 p N(Pmax— ¢min) /3609 neni celécislo (je tedy ¥tSi nez jedna), pak
dosahované hodnoty Uhlu nelze beze zbytku ¥jgsbmoci celychc¢isel na
vystupu a dochazi k periodické zaokrouhlovaci &hybo ma za nasledek
(periodicky) kolisajici chybu.ReSeni celého problému je jednoduché.¢iSta
roz8fit mefeny rozsah tak, Ze jeh&ast nebude nikdy dosazena, tedy r&éln
dosédhneme na ménnez 2 hodnot, pitom pirastek Ghlu ve fyzikalnich
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jednotkac! bude odpovidat prévjednomu inkrementu v binarni reprezentaci.
Inkrement Uhlu ve fyzikalnich jednotkach, hage stupnich, je roven
36C°
Ap=——. (8)
4pn
Meteny rozsah Ghlu nastavime hapa (¢min, ¢min+Ag(2°-1)). Lepsi je
rozstit rozsah obma smdry. Ve vzorci bylo odé&eno 1, protoze hodnotani,
odpovida digitaini hodnot0, a hodnotapmin+Ap (2° - 1) digitaini hodnok
21,
Takto nastaveny rozsahide vSak byt mnohonasabrétsi, nez je pdatbné.
Je mozné ho zkratit zvolenim podilového inkremerithiu ve fyzikalnich
jednotkach

360°

dpnr’
V binarni reprezentaci pak bude po sols nasledujicich hodnot realizovana

vzdy jen jedna, bude vSakgsré odpovidat pozadovanému Uhlu ve skofeh

Ap=

(9)

Pmax — Pmin

jednotkéact Priklad vlivu popsaného nastaveni bude uveden datsbrézcich 3 a

4.

Obvykle je Uhel réen v rozsahu jedné zékladni periody, ndp-360° pro
stale kladnou uhlovou rychlost, nebe360 °++360° pro kyvaveéci vratné
pohyby. Ri prichodu nulovym pulsem je pak uhel vynulovan. Pokychlost
nemeni znaménko, je takto ziskan pilovityipegh thlu. Ten je pdebné pro dalSi
zpracovani tzv. rozbalit, tedyfipist po blocich vhodnou konstantu tak, aby
prabéh Ghlu byl spojity a monoténni. Vyhodou tohotdispupu je moznost
proneiit velké mnoZstvi cykl Uhlu s relativd malym rozsahem, tedy vysokym
binarnim rozliSenim.

4.1.3 Nejistota néreni

Vlivem kvantovaci chyby ®teni Uhlu dochazi k dgité nejistot mereni
vlvem mefici metody. Pedpokladame-li optimalni nastavenfigtroje podle
piredchoziho odstavce, je maximalni odchylka zdrojestoé v riznych stavech

rovna kvantovaci chypodle vztahu (6)

45
0, = —I[ded, (10)
pn

kde p je paet pulsi pouZitého enkodéru a je stupé interpolace. Tato
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nejistota bude mit rovnamé rozlozeni.

m 4.2 Uhlova rychlost

m 4.2.1 Statické rozliSeni (kvantovaci chyba)
Uhlovéa rychlost s pouzitim jednohiitace @i vzorkovanicasu s periodou
At, resp. vzorkovaci frekvengj, = 1/ At (viz (1)), je dana vztahem
Ag I

1
N P 1) -t@—Ay)

. (11)
lo Yz
60 — — [RPM], neN.
p n
Uhlova rychlost je tedy dena (pokud se nezmilo jeji znaménko) n cykli
¢itate. Hodnotan pii zadanych parametrechéreni (pa@et puléi enkodérup,
pocet pulsi, pres které se rychlost &, i, a vzorkovaci frekvence.,)

jednozn@né odpovida uhlové rychlosi podle vztahu ngjmé ungry

I Vvz
=160 — —|.
N(w) { > [RP | (12)

Pokud je tedy uhlova rychlostétena v rozsahywmin, Wmax), Ve kterém
Uhlova rychlost negmi znaménko (fedpokladejme bez Gjmy na obecnosti, Ze je
kladnd), Ize udat horni odhad pfiu moznych hodnot rychlosti jako rozdil
N(wmin) — N(wmay). Kvantovaci chyba #teni rychlosti pro rychlost jRPM]

v daném rozsahu pro 16-bitovy vystup je tetiplgné

Wmax — Wmin

“7 2 Min(n(@min) — N(@ma), 21°)

W min W w — Wmi
Max(p mll:l max, max mln)/z.
60i,, v, 216

Uvedme si konkrétni pklady. M¢jme enkodér $ = 1000 pulsy na otku.

0

(13)

Uhlova rychlost je m¥ena v intervalu 606 1200 RPM, zvolmei, =1, tedy
métime rychlost pes kazdy puls enkodér@as je mifen s rozlidenim 10 ns, tedy
s vzorkovaci frekvenci 100 MHz. Pro tentidpad Uhlova rychlost nabyva

n(600 RPM — n(1200 RPM = 1591- 795= 796 hodnot. (14)
Kvantovaci chyba je tedy

120(-60C
5, = — " RPM=0.377 RPM. (15)
2% 796
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Pro stejnou velikost rozsahuéiané rychlosti, ale ve vySSim pasmu rychlosti
Wmin = 2700 RPM, wmax = 3300 RPM i zachovani vSech ostatnich pararetr
ovSem dostavame

n(2700 RPM - n(3300 RPM = 353- 289 = 64 hodnot. (16)
Kvantovaci chyba je tedy
330C-270C
6, = ———— RPM = 4.688 RPM. (17)
2% 64

Kvantovaci chyba se tedy zvySila 12-krét, zatimgedsi Uhlova rychlost se
zvysila pouze 3.3-kréat. To je @pobeno nefimou Ungrou ve vztahu (13).

Pii méfeni s vice ¢itagi, mezi kterymi je Uhlové zpoZdi ¢, dochazi
k praimérovani hodnotitact a tedy k zisk&ni novych moznych hodnategm;i
pouzitimk + 1 ¢itatt se snizi kvantovaci chyla+ 1)-krat.

m 4.2.2 Optimalni nastaveni

Jedinym parametrem, ktery Ize v konkrétnifipact meéreni nenit, je paet
pulsi, pres které se #ii rychlosti,,. Za gedpokladu, Ze Uhlova rychlost n&mn
béhem ngteného pohybu své znaménko, v nasledujicim jef. nkladnda, je
z hlediska minimélni kvantovaci chyby optimalni tazeni tohoto parametru
rovno

p Wmin Wmax

lw = | Nmax pro rychlost[RPM], (18)

60vy; Wmax — Wmin

kde nmax j© maximélni psdet hodnot, kterych by rychlost mohla teoreticky
dosahovat, obvykle &sSinové procento z celkového ¢io hodnot daného
digitalnim rozlisenim 2

Takto ziskany parameiy, vSak niiZze byt i relativi vysoky. Mefeni rychlosti
pies velky pdet pulsi pak zpisobuje velké zpozai vystupnich hodnot (musi se
prongfit mnoho pul§, nez niZze byt jedna vyslednd hodnota wyfEna).
Rozhod® by také nera byt rychlost mfena pes tSi Uhlovy interval, nez
ktery odpovida polovih Nyquistovyradové periody (tedyipvracené hodnét
z dvojnasobku Nyquistoviadové frekvence) pro &eni rychlosti. Pak by totiz
meérenim dochazelo k nevratné redukci infotmiio rozsahu dhlové rychlosti a
k jejimu zngiSteni aliasingem. Jaké je maximalni optimalni hodrpeametru,,
je ovSem obvykle neznamé, je mozné §iiubud’ pokusnym réenim a vypétem
jejino frekveréniho obsahu, nebo odhadem na za&klpdvahy ndteného dje.
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Obecr doporiujeme volit alespo p/i, = 90, tedy hodnota uhlové rychlosti je
vypoctena kazdé 4° pooteni.

Pokud ngfend rychlost gmi bshem pohybu znaménko, neni uvedeny postup
platny. Ri dhlovych rychlostech blizkych nule dosahujeceto realizovanych
cykli ¢itace n velmi vysokych hodnot. Véthto gipadech se jevi jako vhodné
pouziti algoritmu dynamické zmy parametrui,, jak bude popsano nize.

Maximalni gipustné i, je vhodné volit podle vztahu (18) s parametry

Wmax = Max(|Wminl, 1Wmax), ©Omin = Omax/ 4-

m 4.2.3 Nejistota néreni

Vlivem kvantovaci chyby gfeni uhlové rychlosti dochazi kdité nejistot
meéfeni vlivem ndfici metody. Pedpokladdme-li ofi optimélni nastaveni
piistroje podle pedchoziho odstavce, je maximélni odchylka od zdnejestot

v riznych stavech rovna kvantovaci ctiymdle vztahu (13) a (18)

Wmax = Wmin 3 Wmin Wmax
0, = Max| 3 : )[RPM], 19
X( 214 4vy,, (19)

kde uhlova rychlost je #lena v rozsah@wmin, wmax[RPM] aw,, je vzorkovaci
frekvence nifice ¢asu. Druhylen je realizovan, pokud paramétr> p/90. Pro
Uhlové rychlosti dostate¢ vzdalené od nulové rychlosti ibeme uvazovat
rovnongrné rozlozZeni této nejistoty.

m 4.2.4 Fazové zpozshi naméirenych hodnot Uhlové rychlosti

VySe uvedeny algoritmus ve sktt@sti nendti okamzitou hodnotu Uhlové
rychlosti, ale jejikasovou sedni hodnotu v zadaném uhlovém intervalu. Bylo by
mozné piblizné odhadnoutéasovy okamzik, ve ktery je této hodnoty Uhlové
rychlosti skutén¢ nabyto?

Predpokladejme dva zakladni mozné s¢éndbul’ v daném dhlovém
intervalu nabyva uUhlova rychlost svého extrému,nkteahy opousti, nebo
vtomto Uhlovém intervalu ma fiplizné monotonni spadist s Ghlovym
zrychlenim e. Zan®éfme se na druhy ffpad, ktery je jednodussi &astjsi.
Predpokladejme trst Uhlové rychlosti z hodnotyy na hodnotuw; s Uhlovym
zrychlenime v ¢ase odtg =0 do t; = (wy —wg)/e. Prabéh dhlu je integralem
Ghlové rychlosti jako funkceasu, tedyo(t) = wgt+et? / 2. Odtud je mozné
vyjadiit ¢as potebny k natéeni o Uhelp pri pocateni uhlové rychlostig jako
inverzni funkci (hledame jen kladnéSeni):
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wo 290¢&
two((P) = 1+ >
e wj

~1. (20)

Za danych pedpokladi by mefena Ghlova rychlost &a spraveé nabyt
nangrene hodnoty pravuprostedcasoveho intervalito, t, (A ¢)), tedy véase

ta) (A90)+t w 2Ape
kel =2 1+ 4 -1 (21)
2 2¢ w%

od za&éatku n¥feni paticného Uhlového Useku. Vyraz (21) se odliSuje od
okamziku v polovig méteného Uhlového Useky, (A¢/2) aZz v druhé mocnin
Taylorova rozvoje, tedy nejvysefop? e/ (8 wg). Pro &zné hodnoty pétu puls
pouzitého enkodéru na @td, neboli pro BZzné hodnoty Uhlového intervally,
je tedy mozné tento rozdil zanedbat a fazové zgmZzdangrenych hodnot
Uhlové rychlosti povazovat iblizné rovné Ag/2. i pouZiti vice ¢itacu
miZzeme zopakovat ipdchozi Uvahu a umistit nejpr&pddobrjsSi vyskyt
Uhlové rychlosti s nasienou hodnotou doprdsd sjednoceni Uhlovych
intervali, pres ktery se Uhlova rychlostém Fri pouZiti k+1 citact fazow
posunutych o Uhep ma toto sjednoceni velikosty + k¢, fazové zpozéhi
nanmeiené hodnoty &i pravdépodobné pozici této hodnoty je te@yy + k ¢) / 2.

4.2.5 Popis dynamiky néieni

Zajimavou otazkou je, kolika hodnot reflmabude uUhlova rychlostfip
urcitém svém pitb¢hu. Situaci budeme analyzovat pro nejjednodudgag istu
rychlosti z hodnotywg na hodnotuw, s konstantnim Uhlovym zrychlenim
Uhlové rychlost je vypétena vzdy po poot@ni o Ghlovy intervah ¢, mizeme

tedy ukit jednotlivé hodnoty Uhlové rychlosti pomoci vataf20)

wH1:w1+8%KA@:rqw%+2A¢s. (22)

K prechodu z uhlové rychlostig ha hodnotuw, je poteban pootaeni
0 Uhlovy intervalAp, coZ mizeme vyjédit jako

wn:w0+8%JnA¢%:Va%+2nA¢s. (23)

Odtud vidime, Ze

2 2
_ wph — Wp

n= .
2Ape

(24)
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Vidime tedy, Zze na rozdil od statického rozliSekvaftovaci chyby),
dynamické rozliSeni vyjd@né pomoci p&iu hodnot, kterych Uhlova rychlostip
zadaném uhlovém zrychleni refilnabyva, s rostoucim Uhlovym intervalexp
klesa, podobfi s rostoucim Uhlovym zrychlenim Tohoto z&¥ru vyuZijeme
pro optimalizaci nastavenidgieni s vysokou dynamikou.

Uvedend analyza ma smysl proéiani rozkhi ¢i dobeha  stroji.
Nekonstantni ahlové zrychleni je v tomtéipact mozné nahradit dolni a horni
limitni hodnotou. B méfeni ustalenych periodickychjd ahlové zrychleni kolisa

kolem nulové hodnoty, a proto vyraz (24) nelze fiouz

m 4.2.6 MEieni s vysokou dynamikou

Za &elem métreni rozkht a dokhi a kyvavych pohy je v gistroji DMU
implementovana funkce automatickéh#éeminani velikosti uhlového intervalu
A ¢, pres ktery se uhlova rychlostém a to v zavislosti na aktuélni Ghloveé
rychlosti. Pro tento méd je zatim pouZzit vzdy poyeencita¢ ¢asu. Je wen
ttemi parametry. Parametr "Zarazka¢uwje nej\tSi mozny Uhlovy interval, ies
ktery je mozno w¥it. Parametr "Dynamika" popisuje, jadasto je pi rastu
Uhlové rychlosti prodlouzen uhlovy intervap (vZdy na dvojnasobek). Parametr
"Hystereze" umoiuje @i poklesu uhlové rychlosti definovat niz€etnost
zkraceni Uhlovych interval nez je pi rastu. Zkraceni Uhlového intervaly je
vzdy na polouini délku.

Presna implementace spea vcekani na fekroteni ukité hodnoty v nifici
¢asu. Nech Atn,y je tato maximalni hodnota éfice ¢asu, pi které g rastu
rychlosti je Uhlovy interval\y, pies ktery jecas ngien, prodlouZzen o nasobgk
Nech’ Atnin < Atnhax je minimalni hodnota #fice ¢asu, pi které i poklesu
rychlosti je Uhlovy intervalp, pres ktery jecas néten, zmenSen faktorers.
Dale dophme pa@éteni podminky: pi nulové rychlosti jecas néfen pges
zakladni dhlovy interval\g,,, ktery real@ odpovida Ghlové vzdalenost dvou
nejblizSich hran enkodéru. Je patrné, Zetému gepnuti velikosti uhlového
intervaluAy dojde i rastu rychlosti pi prekraseni rychlostiag, .. S / A thax-
Naopak pi poklesu rychlosti dojde kippnuti velikosti Uhlového intervalhp pri
ptekrogeni rychlostiAe, ., B"* / Atmin. V implementaci zdzeni DMU4 je vzdy
B=2, Apax=At22%9 a Atpin=At22%9" kde At=102%s je zakladni
perioda vzorkovanéasu,d je dynamika ah je hystereze médu automatického
piepinani velikosti ahlového intervaldyp. Parametd nabyva hodnot O, ..., 8 a
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parametrh hodnot O, ...d. Po dosazeni ziskdvame limitni hodnoty rychlosti p

VR AR

A‘)Dmin 2n—1 _ A‘)Dmin 2n—24

O = = 24,
At 2%3d At
n-1 n-24 (25)
A‘)Dmin 2 A‘)Dmin 2 d—h
wn = = 2 .
— At 223—d+h At

Konkrétni fiklad hodnot Uhlovych rychlosth, pro snimé& s 3600 pulsy je
uveden v tabulce 1.

n\d |0 1 2 3 4 5 6 7 8

1/410 0.2 08 32 127 509 204 814 3255
1/2/01 04 16 6.4 254 102 407 1628 6510

1 0.2 08 3.2 127 50.9 204 814 3255 13021

2 04 16 6.4 254 102 407 1628 6510 26042

4 08 3.2 12.7 50.9 204 814 3255 13021 52083

8 16 6.4 254 102 407 1628 6510 26042 104167
16 [3.2 12.7 50.9 204 814 3255 13021 52083 208333
32 |64 254 102 407 1628 6510 26042 104167 416667
64 |12.7 50.9 204 814 3255 13021 52083 208333 833333

Tabulka 1: Uhlové rychlosti [RPM],/pnichz dojde k pepnuti na rveni pes
dany paet pulg (Fadky) pro zvoleny parametr dynamiky d (sloupced. Pr
snima’ s 3600 pulsy.

Ze vztali (25) je patrna funkce paramitrd a h. Je ¥ejmé, Ze

on(d+1) =wp_1(d), tedy zvySeni parametrd o jedntku zajisti gepnuti
Uhlového intervalde pro neieni rychlosti o jednu Urowiediiv. Nyni nastava
otazka, jaké je optimalni nastaveni parafnétra d. Urceme statické rozliSeni
v intervalech Uhlové rychlostio,_1, @n). Protoze statické rozliSeni se zlepSuje
s prodluZzovanim uhlového intervalp a zavisi na p&iu hodnot, kterych hi¥e

¢itac nabyt, je patrné, Ze pro statické rozliSeni jeyviddjvyhodijSi co nejdelSi

¢as Atmay, tedy minimalni dynamikal = 0. Na zaklad vztahu (12) mizeme

piesr® urtit pocet hodnot ng, kterych rychlost nabyva vtomto intervalu
(odpovida statickému rozliSeni), jako

Acp( 1 1)
nS:_ —_ | =
At

Wp-1 Wy 26
Ap i, 272 [ At At 2o (26)
At A@in 2n-25 od Ap,i on-24 od '
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JemrgjSiho statického rozliSeni tedy docilime minimalniparametrem
dynamikyd = O.

Vyjadieme ovSem nyni @et hodnot, kterych uhlova rychlost reéimabyde
mezi d¥éma pepnutimi Uhlového intervallh ¢ pro nefeni rychlosti pomoci

vztahu (24)

2 2
Wp — (,L)n_l
nd = =

3 Alnin on+d-50
2Ape eAT?

(27)

V tabulce 2 je wislena hodnota parametng pro snimé& s 3600 pulsy a
velmi malé konstantni Ghlové zrychleni 8:2. S vySSim Uhlovym zrychleniii
vySSim pdtem pulsi snim&e jsou hodnoty parametrny jeS€ nizSi. Nizké
hodnoty ukazuji, Ze prtadu p@&atesnich stupi prepnutin nebude realizovana

Zadna hodnota uhlové rychlosti! Pro re@hpripad vySSiho uhlového zrychleni
je situace jegthorsi.

nNnd|1L 2 3 4 5 6 7 8
1/4/0 0 0 1 1 2 5 9
1/2/0 0 1 1 2 5 9 19

1 o 1.1 2 5 9 19 38

2 11 2 5 9 19 38 76

4 1 2 5 9 19 38 76 152
8 2 5 9 19 38 76 152 303
16 (5 9 19 38 76 152 303 606
32 |9 19 38 76 152 303 606 1213
64 |19 38 76 152 303 606 1213 2425

Tabulka 2: Dynamické rozliSeni jakoded hodnot, které budou realizovany p
mereni Uhlové rychlostis p/echodu intervalu mezi dwma prepnutimi velikosti
Uhlového intervalu, fes ktery se ##i (Fadky, v pétu pulsi), pro zvoleny
parametr dynamiky d. Pro snida 3600 pulsy a konstantni uhlové zrychleni
0.1Hz/s.

Na rozdil od statického rozliSeni je z hlediska atyiky vyhodné, aby
parametrd byl co nejvysSi. Celkav mizeme fici, Ze vzhledem K limitm
vtiStétnym hardwarem je pouZitelnost uvedeného algoritnelmiv omezena.
V algoritmu se vyskytujiit teoretické moZznosti vylepSeni:

1) Prvnim limitujicim faktorem je roz§ivani uhlového intervald ¢ pouze
faktorem 2. Tento faktor je nutnosti pro nizké hmtgndhlového intervalu
Ap=1/4,1/2 a 1 puls. Teoreticky by bylo moZné implementoaigoritmus,
ktery by pokr&oval jinou nez geometrickosadou, coZz by fineslo zhudtni
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jednotlivyct prepnuti. Komplikace by ovSem byly zim&, nebé by bylo nutno
timto faktorem upravovat i nasobici konstanty prevpd nansienych Udaj na
fyzikalni jednotky. Zisk by ve skutaosti nebyl tak dramaticky.

2) Dalsi misto, kde se vSak projevuje mocnina dyoje u c¢asového
intervalu Atmax=At22%9 pri jehoz dosazeni dochazi kepnuti. Timto
parametrem je ovlivma strmost istu dynamického rozliSeni. Ve skémesti
spodni meze parametdunejsou v praxi filis pouzitelné. ZvySenim faktoru 2 by

e

se posunula pouZzitelnost i pro niz8i hodndtg snizil by se peget prepnuti. To

~ N~ o

by bylo obzvlast vyznamné pro vysSi thlova zrychleni.

3) Ze vSeho nejvice sanfepe otazku rozliSeni ovlivni vzorkovaci
frekvence mifice casu. Jeji zvySeni by posunulo tento automaticky mod
k mnohem lepSim moZnostem, nébse ve vztahu pro dynamické rozliSeni
vyskytuje v druhé mocnin a ovliviuje tak mnohem &sSi rozsah Ghlovych
rychlosti a zrychleni.

NavrZzena metoda je obzvldsthodna pro dlouhé rozby uhlové rychlosti
s relativié nizkym uhlovym zrychlenim a pro velmi pomalé ky&@geohyby. Pro
piesné nsieni velmi dynamickych kyvavych pohybby bylo vhodjSi predevsim
pouziti vySSi vzorkovaci frekvencesfite ¢asu.

Na zae¢r jeS€ poznamku k parametru hystereze Smyslem tohoto
parametru je zabranitastému pepinani Uhlového intervalhe pro nereni
Uhlové rychlosti i kolisani Uhlové rychlosti kolem tepinaci Grové wy,.
Parametr by ®& byt nastaven tak, abytipustaleni Uhlové rychlosti kippnuti
velikosti uhlového intervallhy nedoslo, tedy aby Uhlova rychlost kolisala mezi
hodnotamiw, aw, pro ukité konkrétnin. Pii méieni pouze rozhu ¢i dobehu

¢i kyvavych pohyli bez ustaleného chodu obvykle¢staodnotah = 1.

m 4.2.7 Vypaet diferenéniho Uhlu integraci thlové rychlosti

Pri pifimém ngieni Uhlug¢itanim jednotlivych hran, jak bylo popsano vyse, je
minimalni velikost Uhlového kroku danaepracenou hodnotou i pulsi
snim&e. Pro analyzu torznich krajttedy n&feni rozdilu dvou kil vSak niize
byt takové rozliSeni nedostadte. Je mozné pouzit alternativni metodu ¥po
Ghlu numerickou integraci na&ené Uhlové rychlosti, resp. rozdilu dvou
Uhlovych rychlosti. Redpokladejme pro jednoduchosgieni rozdilu uhlovych
rychlosti (bez pevodu) shodnymi snimias p pulsy. Rozdil Gl ¢ = ¢g —pa
vi+ 1. kroku ngfeni mizeme spéitat jako
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¢ir1 = eB(tiv1) —altiv) = @i + ftiiﬂ(ws(r) —wpM)dt = (28)

¢i + (wa(ti+1) —walizg)) (L1 — ).
Uhlova rychlost je, jak jiz bylo popsano vySe¢ema pétem kroki n ¢itage

meticiho ¢as pracujiciho se vzorkovaci frekvemgi (viz (11)). Integréni ¢as je

také utenc¢asovou délkou pulsiekreme snimae A. Dosazenim ziskame

60v\,z( 1 1)nA

Yivl =i t+ — = —|—=
p N Nao/ YV,
(29)
60VVZ 1 CL)B[RPM]
@i+ (Na—Ng) — =¢j + ———— (Na — Np).
pns Vvz 6wz

Je patrné, Ze kvantovaci chyba (polovina rozdily — ¢;) jiz neni explicitr
zavisld na p&tu puldi pouzitého snimge, ale na_vzorkovadiekvenciéitate

¢asu v, a piblizn¢ stredni hodnat Uhlové rychlosti, na které jsou torzni kmity
superponované. Vzorkovaci frekveneg miZze byt o gkolik radi vy3sSi nez
pocet pulsi snim&e na otéku. Timto postupem je tedy moZné zachytit torzni
kmity béZré o 3 aZz 4rddy mensi, nezipnym netenim rozdilu Ghlu podle vztahu
(5). Nag. zatimco pouzitim snimiea s 3600 pulsy na atié se klasickou
metodou mreni Ghu docili Ghlové rozliseni 0.025°=2.802°, metodou podle
vztahu (29) je p vzorkovaci frekvenci gfeni ¢asuv,, = 100 MHz g@i stiredni

hodnot Uhlové rychlosti wg = 1500 RPM dosaZzeno uUhlového rozliSeni az
25x107° (za pedpokladu minimalniho &itelného rozdilu ¢itash
na—ng=1). Je ¥ejmé, Ze tato metoda je obzviadiresna pro velmi malé
rozdily uhlovych rychlosti (malé amplitudy torznicmita).

Ve skut&nosti parametrn, a ng implicitné zavisi na p&tu pulst snim&e
za otd&ku. Je-li p@et pulsi snim&e na otéku vysSi, dosahnotitace pouzité pro

s

meéreni Uhlovych rychlosti nizSich hodnot parametn a ng. Dochazime tedy

N1

k opa&nému z&¥ru nez ve vztahu (12) - zatimco pro vysSi rozliSexteni
Uhlové rychlosti pomoci inkrementalnich snéfnge vhodrjsi nizSi p@et pulsi
pouZzitého snimi# za otéku, pro vyssi rozliSeni Uhlu ziskaného integraddvn
rychlosti je vyhod#jSi vySSi pdet pulsi snim&e na otéku.
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m 4.3 Uhlové zrychleni

m 4.3.1 Statické rozliSeni (kvantovaci chyba)
Uhlové zrychleni je v zézeni DMU vypa@teno z¢asovych délek dvou po
sok® nasledujicich uhlovych interdaluréenych péty kroka mefice ¢asung, ng

(viz (3))

©) - Aw 27ri€v\,z( 1 1 )[rac] 30
& = = — — .
? At p (n+ngng  (Mm+ngno/t (30)

Hodnoty ng a n; odpovidaji déma po sob nangienym hodnotam udhlové

rychlosti, ktera se v3ak za&ealem vyp@tu Uhlového zrychleni &ti presi, puldi
nezavisle na obdobném parameify pouzZitém pro Fmé ngieni rychlosti.
Predpokladejme tedy, Ze w@hy ny a n; mohou nabyvat hodnot v intervalu
(Nmin, Nmax, kde

36Ci, vy, 1
Nmin = ,
" p wmax deg/ ] (31)
360i, v, 1
Nmax =

P wmnldeg/s|’

Predpokladejme, Ze rychlost néni znaménko, resp. bez Ujmy na obecnosti
je kladna. RozliSeni siieni ¢asu tedy odpoviddN = Ny — Nmin+ 1 hodnotam,
kterych niize ne&fi¢ ¢asu nabyt. Saiet hodnotng + n; mize nabyt 2\ hodnot,
sowinem snp, resp. n; ziskdme celkem ®? moznych hodnot. Kores
rozdilem obou zlomk ziskaAme 4N? hodnot, kterych e Uhlové zrychleni
teoreticky nabyvat. Pokud by dhlové zrychleni #eilo znaménko, bylo by
mozné tuto hodnotu oico redukovat, vrealnémiipad vSak tomu nikdy
nenastava. V realnychripadech je také Kwdi eliminaci Sumu v uhlové rychlosti
zesileného diferenci ve vy§to zrychleni msfeno zrychleni fes delSi Uhlovy
interval nez rychlost. Ztoho tdodu problémy se statickym rozliSenim
u zrychleni narozdil od &eni rychlosti prakticky nenastéavaji. Kvantovaciludy
je priblizne

5, = Emax~ €min .
2 Min(4 N2, 26)

Pouziti vice¢itatt pro nefeni ¢asu i vypoctu zrychleni pirozeré opst

piinese amrné zvyseni rozliSeni. Hlavni efekt je viakegevsim v redukci Sumu.

(32)
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m 4.3.2 Optimalni nastaveni
Jedinym parametrem, ktery je mozné v realnéipapt volit, je paet puls,
pies které se #ti rychlosti za delem vypd@tu zrychlenii,. Nastavime ho tak,
aby 4N? > 216 tedyN > 27

N 27 P Wmin Wmax
° 360vyz (Wmax— Wmin) .

Parametri, ma vyznam také v redukci Sumu, kterého je obvykiglovém

(33)

zrychleni obsazeno ho&invia smysl tedy tento parametr volit spigesu

m 4.3.3 Fazové zpozshi naméirenych hodnot Uhlového zrychleni

U zrychleni je vyznamna otazka fazového zgokdangiené hodnoty &i
pravdpodobné Uhlovéasové pozici skutmého Uhlového zrychleni s touto
hodnotou. Zopakujeme Uvahu pouZzitou u této otazky (thlovou rychlost a
ziskame fazové zpoédi v dhlové doméh (2A¢+k¢)/2. Dvojnasobek
ve vyrazu pibyl, protoZe pro ufeni hodnoty zrychleni jsou pouZity dva posledni
ahlové intervaly. Komplikova$jsi je ovSem tento vysledek ptasovou hodnotu
fAzového zpozthi. Pro nizké hodnoty Uhloveé rychlosti je toto d@kl&onstantni
fazové zpozéhi vcéasové domén mnohem delSi nez pro vysoké uhlové
rychlosti. Oznaime-li Ghlové fazove zpoZdi 7, pak casové fazove zpozdi
v casove doménv bod ¢ je rovno (i pouziti jedinéhcitace, tedyr, = Ap)

jv‘”w 1 d(p A(p 3
T = S = —, 4
T e we (34)

Jaké jsou moznosti redukce prdmeho fazového zpoZdi pi méreni
v zavislosti naase?

N1

1) Nejjednodussi a obvykle glrdost&ujici moZnosti je povaZovatiimo
naneiené Uhlové zpozui pouze jako orientai. FresrgjSi prabeh uhlového
zrychleni Ize ziskat numerickou derivaci Uhlovéhigsti v postprocessingu.

2) Césteénou redukci by bylo mozné docilit adaptivni &mau Uhlového
intervalu A ¢ (jmenovig parametrui,) v zavislosti na aktualni ahlové rychlosti
tak, aby veliina r; zistavala piblizn¢ konstantni. Efekt by vSak byl jen velmi
omezeny a finesl by dalSi nedostatky ustu Sumu pro nizké hodnoty parametru
ig.

3) Je mozné také sestavit adaptivni transformaeirakprovede redukci
fdzového zpozthi. Fredpokladejmeiasovy zaznam uhly(t), Uhlové rychlosti
w(t) a thlového zrychlend(t). Uhlové zrychleni ¥aset je zpoz@no ocast(t),
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ktery odpovida polovihcasu potebného ke zgteni Uhlového zrychleni saset.
Hledame tedy transformaeit) — &(t — 7(t)). Z ¢asového pibehu Uhlu a dhlové
rychlosti mizeme slozit pib¢h Uhlové rychlosti v zavislosti na Ghlu pooeni
w?(p) = w(e(t) = w(e (1)), pricemz Fedpokladame uhel rozbaleny, tedy
prostou funkci. Pro nazornost jsme odliSili o Ghlové rychlosti jako funkce
Uhlu poot@eni jako w? od uhlové rychlosti jako funkcéasu w. Pak ¢asove
fazové zpozéni v danytas mizeme ukit jako

(t) 1
T(t) = jv de. (35)
P2 Ap+k 9)/2 W (P)
Tuto spojitou formu transformacerqvedeme do diskrétni podobyii P

transformaci t; - f; = t; — 7(t;) obvykle nebude hodnot& odpovidat Zadnému
vzorku dat, ale bude pouze lezetskte mezi vzorky tj <f <tj.1.

Transformovanou hodnotu zrychleni bude tedy vi@drurcit jako alespé
line&rni interpolaci sousednich n&enych hodnot ahlového zrychleni, tedy

ety ) —e(ty)
ti+1 — 1
Urcity integrél bude také nahrazen kongm sodtem. Provedeme substituci

ef) = et + (—t)- (36)

a Uhlovou pronnou nahradim€asovou profnnou, sotet provedeme ies
tolik ¢asovych vzork, abychom pokryli dany Ghlovy interval integraliglieem
tedy

PO-gli-)<@AeHk D2 gy g
-y A @

[ w(ti—j)

Transformaci nagiteného souboru hodnott;, &} tedy ziskame novou
posloupnost hodndt;, (tj — 7(t;))} podle vztah (36) a (37). Tento postup je

zcela platny, pro praktické pouZiti je ovSem pegatiobrk nadbyténé
komplikovany.

m 4.4 Pouzity algoritmus optimalizace nastaveni

Predstaveny teoreticky rozbor byl pouzit kimplementaalgoritmu
automatického nastaveniiizeni DMU na zéklagl zadanych rozs@hmerenych
velicin nebo na zakladpokusného wieni. Je-li k dispozici pokusnééreni, je
mozZné z B automaticky zjistit nasledujici parametry:
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Pocet pulgi snimae na otdku - za pedpokladu rotace stale stejnym
smErem je mozné spdtat paiet pulgi, resp. hran sign@lA a B enkodéru mezi
dvéma nulovymi pulsy. Tento parametr je moznéizenim DMU od verze 4.13
ZIEFit.

Smysl otédeni - predpoklada se pro d¢eni nap. kladny smysl otéeni,
pokud je mitena uhlova rychlost dlouhoddélzaporna, je z toho usuzovano na
opany smysl otéeni. Z&izeni DMU pak interét smysl otéeni invertuje.

Mozny stupg interpolace- za [fedpokladu rotace stéle stejnymésem je
uréen paet pulsi enkodéru na ot&u bez pouZziti interpolace. Pak je zapnuta
osmindsobna interpolace a je znovu detekovaetppulsi enkodéru na ot&u.
Pokud se ufeny paet pulsi zmenil (osminasob#), pak je usouzeno, ze
interpolace s pouZzitym sniem a vstupnim zesilovam je mozna.

Detekce rozsah me¢renych vellin Uhlu, dhlové rychlosti a Uhlového
zrychleni - v pripadt, Ze pouzitd varianta ¥aeni DMU obsahuje mozZnost
piimého kontinuélniho $bu dat, jsou sbirana a vyhodnocovéana data tak dlouh
dokud se maximalni a minimalni hodnotaiemé vekiny neustali. Na zav je
meéfeny rozsah pro jistotu vhodnym tgmbem z¥tSen. Pokud je mozny &b
pouze okamzitych hodnot s nizkou vzorkovaci frekieje iterativie zvétSovan
a zmenSovan rozsahérené velfiny. Souwasre je testovan fiznak vyskytu
pieteteni, ktery zéizeni DMU generuje. Dojde-li kipteieni, je rozsah vhodnym
zpasobem rozgovan, nedochazi-li kipteteni, je proveden pokusétici rozsah
zmensit.

Jsou-li jiz k dipozici platné hodnoty i pulst snim&e na otéku, rozsahy

meérenych veltin a moznost interpolace signalu, je mozné autakwatnastavit
vétSinu paramefr zaizeni DMU

4.4.1 Algoritmus optimalniho nastaveni ri‘eni Uhlu

Za &elem co nejjemySiho rozliSeni Uhlu je nejprve nastavena nejlepsi
moznd interpolace podle vztahu (7), pokudjbec interpolace mozna. Faktor
16— ti ndsobné interpolace neni vzhledem k vysoké chystd pouZit.

Pro takto ziskany get pulsi snim&e na otéku je podle vztahu (9) rozén
rozsah mireného Uhlu na nejblizSiétsi tak, aby nedochazelo k zaokrouhlovani
pii interni interpretaci ¥eného uhlu celyntislem. ProtoZe i rozSiovani
rozsahu je vhodné ziskany rozsah navic vyuZit gipagné peteteni signalu
mimo predem odhadnuté meze, je tento signal fem3Ema sndry na
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(¢min—[A¢ (2°- 1) / 10],
Pmin — [AQD (Zb - 1) / 10J +Agp (Zb - 1)>
Zaokrouhleni je provedeno tak, aby doIni mez rozdsfio celé&islo.

(38)

Obrdzek 3 zakresluje {éh odchylky namdfeného Uhlu poot@ni a
skut&ného Ghlu poot&eni. Zdznam byl proveden v zavislosti na Ghlu poend
tzn. pouze vyneseny do grafu bylrayt presnou pimkou. Jestlize vSak od takto
naneieného plibéhu odéteme tuto teoretickouifimku prochézejici prvnim a
poslednim bodem grafu (teoreticky skimg Uhel pootéeni), ziskame uvedeny
graf. Ve skuténosti zobrazuje zaokrouhlovaci chybyugpbené celiselnou
reprezentaci natfenych hodnot. Pro &weni Ghlu byl totiz nastaven rozsah
—-10+370°, tzn. uhel byl vnin¢ celaiselrt reprezentovan s krokem
Ap, = 380 °/65535= 0.005798 °. Htom Uhel byl néten sniméem s 1000 pulsy
na ot&ku, tedy skrokem Ap,=0.09°. Graf tedy odpovida funkci

A
Rounc( L

k
Agp,

)A<p1. Maximalni mozna chybaey, je v grafu patrna jako vzdalenost

horni a dolni obalky dat. Takovytogtieh chyby Uhlu jiz zfsobuje nemaly Sum
nag. pii vypocétu thlové rychlosti derivaci natiteného uhlu.

Naproti tomu obrazek 4 znazmie stejny piibéh jako na obrazku 3, ale

Zz mefeni s optimalizovanym rozsahengieni Uhlu podle vztahu (38). Je patrné,
Ze chyba je menSi o Zady. Systematicky pbéh chyby znazatje
zaokrouhlovaci chybygisel reprezentovanych s plovouci desetinn@rkou

v jednoduché iesnosti (single, float). Tuto chybu by bylo mozngnamr
redukovat pouZzitim dvojité fpsnosti v reprezentacisel s plovouci desetinnou
carkou. | vtomto fipadt je vSak pesnost nagienych dat plé dost&ujici.
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Obr. 3: Rozdil namreného Uhlu pootniy a skuténého thlu
pootaeni zaznamenany v zavislosti na Uhlu péentdy pro
standardni nastaveny rozsal#mni Uhlu -10+370° se snirtiem
s 1000 pulsy na ot&u. Systematické odchylky od nulové hodnoty
jsou zaokrouhlovaci chybygobené celtiselnou reprezentaci
nanerenych hodnot.

S [deg]

0.00001

o

. x107®

-5.x107¢
-0.00001
—-D.0D0o01LS

-0.00002

Obr. 4: Rozdil namreného Uhlu poottniy a skuténého thlu
pootaeni zaznamenany v zavislosti na Uhlu péentdy pro
optimalizovany nastaveny rozsal/iemi Uhlu -11+388,20999° se
snima’em s 1000 pulsy na atéu. Rostouci systematické odchylky
od nulové hodnoty jsou chybyigpbené omezenym bitovym
rozsahem mantisgisel reprezentovanych plovouci desetinnou
carkou s jednoduchoupsnosti.

m 4.4.2 Algoritmus optimalniho nastaveni réfeni Uhlové rychlosti
Zasadnim parametrem owvliyjicim vypaet uhlové rychlosti je pt puls
i,, pres které je uhlova rychlost ¢hena. Ten je mozZné nastavovatdbu
dynamicky, nebo na pevnou hodnotu. Dynamické nasiadwde pouzito, pokud
Uhlova rychlost obsahuje nulovou hodnotudbse khem pohybu rkni smysl,
nebo je ¢ekavano réreni rozkkhu od nulové rychlosti), nebo pokud dolni limit
Uhlové rychlosti je v absolutni hod@gomensi nezctvrtina absolutni hodnoty

horniho limitu Uhlové rychlosti. Pak podle tabully mize dojit k gepnuti

parametru,, béhem ng&ieni.
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Nech’ dhlova rychlost ma byt &ena v rozsah\wmin, Wmax), pricemz
jednotlivé meze mohou mit odliSna znaménka, mohou byt r@zaporn&i obe¢
nekladna. Wime horni  absolutni limit  Ghlové  rychlosti  jako
Wabs= Max(|wminl, lwmax). Horni  povolenou hodnotu parametry, pri
automatickém fepinani Bhem ngeni ugime ze vztahu (18) pouZzitim rozsahu
Uhlové rychlosti{wans/ 4, wape, NEjvySe vSak tak, aby bylo zachovano aléspo
90 hodnot uhlové rychlosti na ¢t (tedyi, < p/90), a nejvySe 63, coz je
horni mez tohoto parametru ¥Yigiroji DMU aktudlni verze. Vzhledem
k nedostaténému @&inku metody implementované vizzeni DMU v aktualnich
verzich (viz tabulka 2) je vhodné vzdy zvolit pasamdynamikyd co nejvyssi,
tedy 8 a parametr hysterelze- 1.

Pokud nebude pouzit algoritmus dynamickéémyn parametrui,,, tedy
Uhlova rychlost nemi znaminko a je dostat® vzdalena od nulové hodnoty,
bude podle vztahu (18) vypi®n pevny parameti,, nejvySe vSak takovy, aby
bylo zachovano alespa®0 hodnot Uhlové rychlosti na ¢tdu, tedyi, < p/90.
RozliSeni v tomto fipact bude také zvySeno pouzitim 4 paralelnfdacu ¢asu
fazow posunutych o jednu hranu sighédh a B enkodéru. £adi nangfenych
Ctyfmi ¢itaci se vypd@te piimérna hodnota, ktera se pouzije pro viebuhlove

rychlosti podle vztahu (2).

4.4.3 Algoritmus optimalniho nastaveni réiFeni uhlového zrychleni

Pro dhlové zrychleni neni implementovan Yizeni DMU Z&adny algoritmus
dynamické zrény parametrui, udavajiciho p&et puldi, pres které se uhlové
zrychleni n&fi. Je opt wuréen absolutni limit dhlové rychlosti
Wabs= Max(|wminl, lwmax). Parametii, je vypaiten na zéklagl vztahu (33) pro
Uhlovou rychlost v rozsahwaps/ 4, wapy @ Ot je omezen tak, aby bylo
realizovano alespn45 hodnot uhlového zrychleni na &itd, tedy 4, < p/45.
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5. Analyza chyb rreni s enkodery

M¢teni s enkodéry podléha mnohézmym zdrogm chyb. V gedchozim
textu byly analyzovany jednotlivé chyby viastnéioi metody. V nasledujicim
textu se pokusime alespe kratkosti pedstavit a okomentovat vyznam dalSich
moznych chyb.

m 5.1 Chyba vlivem nagsné délky pufsenkodéi

V dosavadnim textu jsme rgdpokladali dokonale ipsré vyrobené
inkrementalni snimi#@ se vzdalenosti jednotlivych piulgoresr® shodnymi a
rovnymi Uhlovému intervalldyp. UvaZujme nyni neggsré vyrobeny puls délky
Ap+6,=(1+0) Ag. (Necht  nésledujici puls pak ma  délku
Ap-6,=(1-0q)A¢.) Pres¢ nantfena uUhlova rychlost by byla rovna
w = Agp/At. Predpokladejme, Ze v celém uhlovém intervalu se @hlgrehlost
meéni s konstantnim Uhlovym zrychlenire. Vlivem negesného Uhlového
intervalu je nar&ena Uhlova rychlostb = Ap/(At+6t), kde casova odchylka
0t=0p/w', w'=w+eAt/2 je Ghlova rychlost dosazena na konci uhlového
intervalu Ay, kde dochazi k zméné ¢asové odchylce. Weme chybu vyp&u
hlové rychlostb,, = w -

s b b0
P At At+6t
Apdpy 1 o Sp y (39)
At w' % wAt+6, Ap+0p+eAt/2
At+w, p p

V pripadt konstantni Uhlové rychlosti v celém uhlovém intervaliy, tedy
pro nulové Ghlové zrychleni, se vztah (39) redukuje a ziskdme relativni chybu
Uhlové rychlosti rovnoul%q. Pro relativni chyby &y pulsi snim&e q mensi nez
0.1%, coz je obvyklé, je tato relativni chyba uldaychlosti piblizné rovnag.
Pokud je chybny pouze jeden puls a v nasledujiaifaupje chyba #ky pulsu
korigovana, bude nasledujici chyba uhlové rychlestido velikosti shodna a

bude msobit v op&ném smdru. Hirastek nejistoty ré¥eni vlvem nepesné
velikosti pulsu inkrementélniho sniteaje tedyq w.

Nyni se zarfme na podobnou analyzu pro uhlové zrychleniesR
nangfrené uhlové zrychleni by bylo rovne= (w1 - wy)/ (At +Aty). Urgime
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naneiené Uhloveé zrychleni i témito dwma pulsy. Pedpokladejme, Ze v celém
Uhlovém intervalu je Uhlové zrychlemi konstantni. Pak je okamzita uhlova
rychlost v okamziku vyskytu chybn umisténého pulsu fblizné

w' = (w1 + wy)/ 2. Rozdil skuténého a chybfhinangreného uhlového zrychleni je

Ag Ag
A_(ﬁ_ A_(ﬁ dp - dp
~ Ay AL Ay-—=  Ab+—
E—&E= - =
Ati+At At +AL (40)
+5p w1 ()

+ .
At +AtL w'Atl—dp w'Atz—dp
Uhlovou rychlostw, vyjadiime pomoci nagteného Uhlového zrychlesia

dosadime za'
e—&=
! i Qw16 +8bp—06,) Aty +Aty))
W1 0p + AP — 1+Al))=
A+ AL Ag?-6p° i p (41)

q w1 o?
f> +2 .
1+q Atp+Aty 1-¢f

liz se pro malé hodnoty relativni chylychova piblizné jako ¢?,

Vyraz

redlre je tedy velmi maly. Cely druhylen vyrazu Ize tedy proé¢hné pondry
Uhlové rychlostiw a uhlového zrychlend zanedbat. Relativni chyba uhlového
zrychleni je tedy oft priblizné rovnag.

Zawrem je tedy mozné shrnout, z& meieni Uhlové rychlosti a zrychleni
pies cely poet pulsi enkodéru je relativni chyba éteni @iblizné shodna
s relativni chybou velikosti puls enkodéru. S kvalitnimi snimianap. firmy
Heidenhain je tedy reainzanedbatelnd aZ neéfitelna, neb6é se vyhodnocuje
naraz celé pole rysekimz se chyby jednotlivych rysek vyrazmedukuji. i
reélnych testech starSich typnimau byla nangiena chyba mensi nez 0.1%.

Chybu je ovSem mozné velmi debsledovat i meieni Uhlové rychlostiigs
mereé nez 1 puls sninda, nap. mezi kazdou néasledujici hranou puls a B.
Vzéjemny posuv signalA a B je totiz mnohem mérpresny nez perioda puils
Jest k vyznamidjSim chybdm dochazi ¢grenim rychlosti a zrychleniigs necely
pocet pulsi s pouZzitim interpolatdr Zarizeni DMU proto tuto variantu ip
pouZziti vestatmého interpolatoruibec neumoiuje.
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m 5.2 Chyba vznikla nédpsnym ndtenicasu pouzitého
pro vypaiket rychlosti a zrychleni

Zatizeni DMU n@ti ¢as pomociitacta v programovatelném hradlovém poli
se vzorkovaci frekvenci 100 MHz. Taktovaci frekvertuedlového pole je
uréena pouzitym krystalem a nemusi byt zcelaspa. V pipac pouZiti levného
krystalu niize byt navic icast&n¢ teplotré zavisla. Krystaly také stén ztraci
svou ffesnost. V fistrojich DMU jsou krystaly sfiesnosti 50 ppmipteplotach
-20 az 70 °C starnouci nejvyse o 5 pfnok.

m 5.3 Chyba vlivem realnych vlastnosti propojovacich
kabeli

Realné kabely propojujici enkodéry setizanim DMU maji nenulovou
meérnou kapacitu a indukost. To zfisobuje zkresleni hran pulsidoucich
z enkodéru, a tedy také owvlije vyskyt udalosti na trigerovacim hradle
vyhodnocovaci jednotky v DMU. Tento jev je naviekivertn¢ zavisly, dopravni
zpozdni pulsu na kabelu je tedy zavislé na aktualni \éloychlosti. Z toho
davodu je vhodné pouzivat kvalitni stié kabely s co nejnizSi amou
indukénosti a kapacitou a co nejkratSich délek. Ve sfarSerzich pistroje
DMU (verze 3) byl problénteSen vyhodnocenim pilsz enkodéru v modulu
vstupnich zesilowai umisenych velmi blizko u vlastniho snig@& TotoreSeni
vSak bylo naklad¥Si, komplikovagjSi a gedevSim kazdy modul vstupnich
zesilova&tu musel obsahovat viastni krystal taktujici zpraocdvsignal. Tyto
krystaly i @i peclivé volbé n¢ly mirné odliSné parametry, coz &gobovalo
systematickou chybuipmeéreni diferencialnich uhlovych rychlosti.

Velikost této nejistoty &teni je obtizné obeé&rurtit. Pro &Zné levné LPT
kabely kratkych délek (cca do 10m) nedochazi keéadn vyznamnému
pietvarovani puls enkodéru. Pro &Si délky jsou pouzivany kvalitni s¥meé
kabely tak, aby vznikla chyba néla vyznamny vliv na rreny signél. Obecnje
mozné konstatovat, Zeiprolbé vhodného kabelu délky do 40 m & péznych
frekvencich puls do 15 kHz neni chybatsi nez 0.1%.
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m 5.4 Torzni kmity snimai

V zAavislosti na pouZitém typu snitea je mozné detekovat torzni kmity
hiidele snim& (pro snimée s ftideli)) nebo torzni kmity statoru snitea(pro
snima&e s dutym Hdelem, které maji rotor pe¥rprichycen k ndfené Hideli a
stator uchycen prugh Po vybuzeni ndp razem na giené Hideli mohou byt i
relativre vyznamné. Jejich velikost zavisitgalevsim na tlumeni v pouzitém
snim&i, torzni tuhosti pouzité spojky, resp. uchycenimsie, a velikosti
budiciho razu. Torzni kmity v Ghlu jsou obvykle wyde na hranici kvantovaci
chyby n&teni Ghlu (nejvysSi natrené torzni kmity z nasSi praxeé¢ amplitudu
0.02°). Torzni kmity se vSak mohou vyznamprojevit @i méfeni Uhlové
rychlosti a zrychleni. NejvysSi narené torzni kmity v zaznamu Uhlové rychlosti
kolisaly v rozsahu 398710 RPM s frekvenciifblizné 1 kHz. Uhlové zrychleni
presahlo velikost 240000 rad?.

Pro posouzeni vlivu tlumenitheme analyzovat jednoduchy model torznich
kmitd snim&u s hideli pipevninych pomoci homokinetické spojky krené
hrideli. PouZijeme model torznich kiinis Coulombovskymienim

. @
I<p+IRﬁ+k90:M, 42)
4

kde | je moment setrvmosti pouZzitého enkodéru spolu iérpbou
homokinetické spojky kdmu pipojené,k je torzni tuhost homokinetické spojky
a lr je tteci moment. Je zanedbana tuho$tidle enkodéru aipdpokladame
pripojeni k ngérené Hiideli, kterd m& velmi vysoky moment settmasti. Model
plati i pro posouzeni relativhich torznich kimip superponovanych natitiel
rotujici konstantni ahlovou rychlosti. Pro posolzeyly zvoleny dva enkodéry

s parametry podle tabulky 3.

Enkodér 1 2
Typ Heidenhain ROD 424 Heidenhain ROD 1080
Moment setrvaénostily | 0. 17 x10°° kgn? | 0. 45x10°° kgn?
Polomér h¥ideler 2mm 2mm
Treci momentlg 0.000124 Nm 0.000206 Nm

Tabulka 3: Parametry analyzovanych snitha
S olgma snimé& byla pouZita vinovcova homokineticka spojka firrogirm
s momentem setr¢aosti jedné firuby 1, = 0.28x 10°kgn? a torzni tuhosti
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k=200Nm/rad. Celkovy moment setrstaosti enkodéru a homokinetické
spojky je tedyl = 11 + I,.
Rovnici (42) je mozné&eSit analyticky i hledani harmonickéhoeSeniy a
harmonického buzem ve tvaru
ot, Q) = po( e’ Y, p=igo Qe
(;b: _(IDOQZ@LQI, M(t, .Q.): Moeiﬂt,
kde 0/ (2x) je analyzovana frekvence @, Mg jsou obec& komplexnicisla.

(43)

Dosazenim do rovnice (42) Ize wyiid

sy = Mol TR "
10l (k-1 0?)

Torzni kmity jsou buzeny kiirazem na gtené hideli nebo nerovnosnnou
Uhlovou rychlosti rérené Hiidele. V obou fipadech pdtbujeme tedy rovnici
(42) tesit s kinematickym buzenim, tedy s okrajovymi podkami |¢(0)| = ¢,
lp(0)] = o, kde ¢y je paiateni Ohel awy je paiateni Ghlova rychlost.
RozepiSeme-li okrajové podminky podle Eulerovyabrek, ziskame

@(0) =

. . 4
Wo(CoSwq + i Sinwg) = i po(2) O = Q Po(i Cosgy — Singy), (45)

kde pruhem byly ozri@ny argumenty komplexnihéisla. Odtud pimo ziskame
vztah mezi pdatenim ahlem a Ghlovou rychlosti

$o=0wWo /L, Wo=po+m/2. (46)
RozepiSeme p@teeni budici moment podle Eulerova vzorce jako
Mo = I\?IO(CosM—O+u'SinW). Dosadime (46) do (44) a porovnanim
s paatenimi podminkami pro realnou a imaginarni slozkukaise soustavu
rovnic vyjadujici vztah mezi kinematickym a momentovym buzenim

Go(k— 1 ©2) Singg = Mo Sin Mo,
(ﬁo(k— | .Q.z) COS(,D_()i |IQ_R| = MO COSM—O.
Slowenim druhych mocnin  obou rovnic a pouzitim vztahu

(47)

Cog(X) + Sirf(x) = 1 ziskame amplitudu budiciho momenM,, kterou pak
dosadime do prvni rovnice a ziskame f8&. Souhrng tedy pro vybuzeni
pootaienim z Uhlové polohyy, pocateni Uhlovou rychlostivg ziskame pro
frekvenciQ nasledujicteseni:

46
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. 2 2 . I o
MO:\/(PO(k—I.Q.z) +2()00(k—|92)ﬁ005§00+w ,
: (48)
Mo = Arcin flk! 2955

Mo '

Pro tyto parametry fizeme analyzovat ipnosovou funkci systému
FRRQ) = ¢o(Q2) / Mo(£2). Amplituda gFenosové funkce je

IFRHQ)| =

A

®o

(49)

A2 N2 _ 4 A n | B -
\/(po(k— 1 02)" 7260k -1 02 o7 Cospo + E
Pro zadané parametry (mafg¢i momentlr) a EZné hodnoty p&atesnich

podminekgy a wg je mozné parametir zanedbat, coz je mozné rychle ukazat

rozvojem (49) podle parametiy v okoli jeho nulové hodnoty do Taylorovy

fady. Treci moment neovliwje rezonaéni frekvenci, ovlviuje vSak maximalni
amplitudu ziskané ipnosové funkce na rezoran frekvenci. Nizky iteci
moment u testovanych snitdia maximalni amplitudu tlumi nedostarg.
Vyhodou vsak je, Ze kritické pasmo je diky nizkéiomeni pondrné uzké a na
nizSich frekvencich ovliwije amplitudy mitenych kmifi minimalré. Pro nulovy
tfeci momentg se vztah zjednoduSuje na

IFRHQ)[ = " , (50)

—1 02

~ s 1z , . 1 . 7
coz odpovida rezonani frekvencif, = o Vk/I . Amplituda genosové funkce
v tomto fFipadt nezavisi na patetnich podminkaclyy a wg. Pribéh amplitudy

pienosove funkce pro tentdipad je znazorm pro snim& 2 na obrazku 5
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[FRRQ)| [rad/Nm]
1.000¢
0.500}
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Obr. 5: Prenosova funkce torznich kitez vlivu tlumeni€enim
(podle vztahu (50)) pro snimi@. Amplituda v okoli rezonani
frekvence inklinuje k nekotr® hodnat.
Rezonatni frekvence z uvedenych vztafsou pro enkodér X, = 3400 Hz

a pro enkodér 2 frekvende = 2656 Hz.

Zawrem je tedy mozné formulovat dopdemi pouzivat enkodéry a
homokinetické spojky zajiijici co nejvySSi rezonani frekvenci, tedy enkodéry
s co nejnizSim momentem settmasti (fidel s co nejmenSim polanmem) a
homokinetické spojky s vySSi torzni tuhostfitgm vSak takovou, aby nebyla
piilis namahana jemna lozZiska pouzitych enkéddivem nedokonale souosého
spojeni s ri¥enou fiideli). Nabidka homokinetickych spojek na trhu v¥edni
prilis rozsahla.

Pokud je frekvetni obsah réfené dhlové rychlosti a zrychleni dostake
menSi nez vlastni frekvence torznich Kmgnima&e, je mozné vlastni kmity
eliminovat vhodnym nastavenim §a puldi, pres které se rychlost a zrychleni
meéii. Méfeni [Fes utkity pocet puldi odpovida vlasth meéteni stedni hodnoty
rychlosti, resp. zrychleni v daném u(hlovém intarvaV postprocessingu je
mozné viastni kmity také velmi disb filtrovat nap. nekauzalnimi klouzavymi
praméry (s nulovym fazovym posuvem)igs vhodny péet bodi. Je-li f,,
vzorkovaci frekvence, se kterou byla datdizena, bd n=|f,,/f, /2]«2+1,
posta&i obvykle nekauzalni klouzavéipnéry postupg piesn—2, n an+ 2 bodi.

P pouZiti enkodér s dutym hidelem se projevuji podobné efekty. Na vysi
rezonakini frekvence se misto homokinetické spojky poddizhi tuhost
upevréni statoru snimge k néfenému stroji a relativn vysoky moment
setrv&nosti statoru.
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m 5.5 Nesouosé umisti snimau vaci meérené liidel
Presné souosé umisi snimge vici mérené Hhideli je velmi obtizné. Spojeni
hiidele snimé&e s ng¢tenou Hideli je mozné nap pouzitim homokinetické spojky.
Ve skuténosti vSak tyto spojky nikdy nejsou dokonale homekické. Na
meérené rychlosti je tedy nasuperponovana relativriilogt mezi nsitenou hiideli
a lrideli enkodéru. Ve spektru se obvykle objevuje ja&dna nebo i vice
harmonickych sloZek s dominantni prvni nebo druli@umonickou slozkou.
Detailni analyza vlivu nesouososti je komplikovangesahuje rozsah této prace.
ZjednoduSenéreSeni pro malé hodnoty nesouososti pomoci Laplgceo

transformace je mozné nalézt haplit. [23].

Chyba vlivem nesouosostitite byt i pordrné vyznamna. Vhodné montézi
snim&e je tedy nutné dnovat paticnou pozornost. Chybu je mozné redukovat
pouzitim snim&i montovanych fimo na mdftenou Hidel, které jsou ovSem
draZzsi, nejsou tak Siroce pouzitelné a vyvolavegbfgmy s torzé tuhym, ale
linearre poddajnym uchycenim statoru snémaRi méieni relativnich torznich
kmita (mezi konci lidele) je kkdy mozno chybu zgfit staticky (protéenim i
nizkych ahlovych rychlostech) a afigt ji od dynamickych gteni.

m 5.6 Nedokonalé ulozenigiené htidele

Nezidka probih4 r¥eni na opdebeném stroji. LoZiska, ve kterych je
umistna nerena fiidel, mohou mit zrimé wile. Méfena hidel pak neprovadi
dokonaly rotani pohyb, ale obeeéni velmi komplikovany precesni pohyb. Tento
pohyb zmisobuje prormnnou nesouosost spojeni enkodéru &emé liidele,

v nekterych gipadech mize velmi vyznamé& namahat homokinetickou spojku az
k jeji destrukci. Progmné nesouosé uloZeni tigmbuje superpozici obe&n
komplikovaného pib¢hu relativni rychlosti mezi #siienou Hhideli a Hideli
enkodéru na mib¢h meiené Uhlové rychlosti. Tyto chyby je velmi obtizné
odstranit. Je mozné je redukovat pouzitim homokikétspojky s nizsi torzni
tuhosti nebo dvou spojek s vloZenattidbli, ovSem za cenu snizeni rezaman
frekvence torznich kmitsnima&e, jak bylo popsano vyse.
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m 5.7 Chyba vzorkovani v zavislosti na Uhlu pceto
vlivem torznich kmiti enkodéru

Dochézi-li k ovlivieni mefené ahlové rychlosti n@p torznimi  kmity
enkodéru, ovlixtuje to i skbéru dat v zavislosti na Ghlu poateni okamzik, kdy
jsoL porizena data dalSich atenych veltin (sily, zrychleni...). Zatimco se
piedpoklada siy dat v okamzicich rovno#mé rozmistnych uhlovych poloh
meérené hidele, sbr dat je proveden vrovnammé rozmistnych uUhlovych
pozicich torza kmitajici ridele enkodéru. Velikost této chybyiheme piblizné
urcit. Predpokladejme, Ze skuted Uhlova rychlostv; v okamzikut; v ahlové
pozici ¢; (na nE&rené Hidel) je nangiena jako Uhlova rychlosb; = wj + dwj.
Uhlova rychlost &; je realizovana na #kcim enkodéru § Ghlové poloze
@ = ¢i +0¢,, piirozert ve stejny casovy okamzikt;. Dale gedpokladejme
rovnongrné uhlové vzorkovani (na enkodéru) s velikostirkawaciho kroku
Ap, tedy @, =i Ap. Potomcasovy okamzik vzorkovartj Ize ukit bud’ z uhlové
pozicey; na nérené fideli nebo z dhlove pozidg na enkodéru
i =i+ (i —tisy) wi Wi

b=+ (-t }:><Pi =@¢i-1+Ap o (51)

Urcili jsme tedy nerovnogrné uhlové vzorkovani na é&rené Hideli.
Uhlovou rychlostw; mizeme ziskat z nafifené Ghlové rychlosid; nag. filtraci
v rezonagnim pasmu. Chyba vzorkovani je tedy dana rozdilere ¢, — ;.

Tato chyba se fize nepiznivé projevit gredevsim fi transformaci (chyb)
Uhlow vzorkovanych dat n&asos vzorkovana data, nappodle algoritmu,
ktery bude pedstaven v kapitole o numerické transformaci. Kdfarmaci je
pouzita Uhlova rychlost. Ze vztahmezi Ghlovu aasovou doménou uvedenych
v (51) vyplyva, ze transformaci Ghlove zakladny aadru dane Ghly, pomoci
Uhlové rychlosti nagiené na enkodérd; bychom ngli ziskat stejnoutasovou
zakladnu jako transformaci Uhlové zakladnstené fiidele dané uhly; pomoci
filtrované Uhlové rychlostiv;. Praktické zkuSenosti ovSem ukazuji, Ze tomu tak
neni. symbolick4 analyza je zim& komplikovana, budeme tedy problematiku
ilustrovat na numerickych testech pro nejhorsi ragZipady.

Pro jednoduchost netlie uhlova rychlost grené tiidele konstantni a rovna
wo [RPM] a uhlova rychlost na enkodéru obsahuje navic tdanity v podolks
harmonického kolisani &asové pronné s rezonami frekvenci. Nech jsou
data vzorkovana v zavislosti na Uhlu pa@oi p-krat za otédku metené hidele.
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Uvazujme nejkomplikovassi pripad, ve kterém rezonam frekvence sniniz
odpovida dvojnasobku uhlové vzorkovaci frekvenedy tkaZzda perioda torzniho
kmitu je zachycena préavdwma vzorky, tedyf, = 2x 60/ (wo p) [Hz]. Nech’
relativni amplituda torznich kniit je «, tzn. Ghlova rychlost na enkodéru
obsahuijici torzni kmity je dana vztahem

we(t) = wo(1+k SIN27twg p/ 60+ ¢g), (52)

kde ¢ je relativni faze prvniho vzorku Uhlového vzorkoiva Uhlow
rovnongérné vzorkovani na enkodéru narozdil odekavaného uhlového
vzorkovani na wr¥ené Hideli bude ¢aso¥ nerovnondrné, protoze Uuhlova
rychlost enkodéru neni konstantni, ale obsahujentokmity. Pokusime se
vyjadiit tuto nerovnordrnost casového vzorkovani, tedsasovou odchylku od
teoretického rovnosmého vzorkovani. Integraci vztahu (52) ziskdmébgr
Uhlu poot@eni enkodérupe(t) v zavislosti natase. Pokudk| < 1, tedy uhlova
rychlost na enkodéru neémi znaménko, bude funkags(t) ryze monoténni, a
tedy prosta a existuje jeji inverzni funkigép). Tato funkce ufuje ¢as potebny
na pootdeni Hridele enkodéru do zadané uhlové polohy. Pr@nto krok je
analyticky zn&n¢ obtizny a pro €ely simulace byl provash numericky.

Neni na prvni pohlediejmé, pro jakou hodnotu pateni faze g9 bude
nerovnongrnost ¢asového vzorkovani nejvyssi. Byla tedy provedenaulasce
hledajici maximalni rozdilte(¢ + Ap) —te(¢) pro mizné hodnoty parametru
pocateni faze ¢ a relativni amplitudy torznich kniitx. Vysledné hodnoty
ukazuji Feswdcivou linedrni zavilost parametrupy sphujici  zmirgné

optimaliza&ni kritérium v zavislosti na parametry, jak ukazuje obrdzek 6.

Linearni regresi byla 2t¢hto hodnot odhadnuta fiplizna funkce
e0'® (k) = 180+ 57.43« [deg tak, aby funkce prac=0 prochazela hodnotou
180 °, pro kterou jeifrozeré nerovnondrnostéasového vzorkovani nulova.
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Obr. 6: Paraterni fazeypy v zavislosti na relativni amplitéd
torznich kmit , pro kterou dochazi k maximakdsove
nerovnordrnosti Uhlového vzorkovani. Body znaagt vysledky
simulace, kterymi je linearni regresi proloZenénka.

Souasrt byla hledana aproxiniai funkce vyjadujici zavislost nalezené
maximalni casové nerovno#nnosti 6t na relativni amplituél torznich kmit «.
Maximalni ¢asovd nerovnodnmnost o6t byla vyjadena relative Vaci
rovnonérnému vzorkovani. Jeji pipeh je velmi gesré kvadraticky, jak ukazuje

obrazek 7. Vyp&tenymi hodnotami byla proloZena linearni regreséapala tak,
aby prok = 0 byla téZ nerovno#nnostst = 0. Tim byl ziskdn velmi dab platny
priblizny vztah
5 t(k) = 0.6724k — 0.2022¢°. (53)
Ziskané vysledky jsou nezavislé na uhlové rychlogfiené hidele wy a na

poctu vzorki uhlového vzorkovani na jednu okéi métené hidele.
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Obr. 7: Maximalni relativni nerovnaémostcasového vzorkovani
o't v zavislosti na relativni amplitédorznich kmig «. Body
znazoriuji vysledky simulace, kterymi je lineérni regnesiloZzena
parabola.

Nasled® byl analyzovan vliv nerovnogmého vzorkovani a uhlové rychlosti
pro transformaci Uhlay vzorkovanych dat ngasova. Na zékladpraktickych
zkuSenosti bylo znamé, Ze pro tuto transformacvzeledem k numerickym

s s

chybdm vhodgsi Uhlova rychlost &Sténa od vlivu torznich kmit nez skuténe
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nanmeiend uhlova rychlost. Tento zfivie vzhledem ke konstatovani ve vztahu
(51) prekvapivy. Je zpsoben tim, Ze redlné amplitudy torznich Kmiihlu
pootaieni Iridele enkodéru jsou velmi malé a obvykle nejsou leddm

k Uhlovému rozliSeni pouZzitého enkodéru v Uhlovérkavaci zakladd vibec
realizovany. Naproti tomu v Uhlové rychlosti jsowelativne vyznamné.
Provedeme tedy analyzu, jaké chyby se dopustinstljizge pro transformaci
pouzileme uhlovou rychlosté@ténou od viivu torznich kmit enkodéru misto
skute&né nangrené.

Nech’ analyzovana funkcg jako funkce Ghlu pooteni néfené kidele je
harmonicka s frekvenci rovnou-podilu frekvence torznich knit f,. Nech’
navicv je celégislo. Protoze podleipdpoklad rotuje nérend Hiidel s konstantni
Uhlovou rychlostiwg, je funkce g také harmonicka wase. V ramci simulace
budeme tuto funkci vzorkovat s nerovnéynosti danou vztahem (53). ProtozZze
budeme simulovat @b nejhorSi mozny ifpad, kdy je jedna perioda torznich
kmitd zaznamenana préawwvema body, miZzeme prvni bod umistit libovain
ifekréme do extrému analyzované funkge liché vzorky budou rozmisty
rovnongrn¢ s frekvencif,. Pro jednoduchost uvazujnt@sove niritko takove,
Zze f, =1, liché vzorky jsou tedy vzdalené o 1. Sudé vzgdgou vychylené od
pozicek + 0.5, kdek je celégislo, 04 t. Vzorkujeme tedy funkci

2 1 Coq2nt))ot
o =Cod 1+ - 222 1))
14 2 2 2

t=0, 05 1, 1.5, .»-0.5.
Funkce je tedy frekveémé modulovana uhlovou rychlosti torznich kéni

(54)

jeji spektrum Ize analyzovat nagpomoci techniky uvedené v [19]. RozloZime
funkci h na dva shodné proti s®botujici vektoryh, (t) ah_(t)

h(t) = CoSwm t+ ¢o + am Cog2t)) =

1 . .
5 (em(a)M t+ggt+an Cog2rt)) + e—m((uM t+pp+am COS(27rt))) — (55)

h,(t) + h_(1),
kde wy =27/v je Uhlova rychlost zakladni frekvence sledovanékde h,
po=ndtk)/v/2 je fazovy posuv pro vySe popsané podminky simulac
am = —¢o urtuje amplitudu modulace. Dale analyzujeme jen vektgt). Ten je
mozné rozdlit na jednotlivé vlivy



Vyvoj teorie a metod méreni s asové neekvidistantnim vzorkovanim 54

1 .
ho(t) = E el WMt gl ¥o i 8m COS27t) _

1 oyt ieg S Kk 2mikt (0)
Ee e k;g J(am)i®e :
kde J¢ je k-ta Besselova funkce 1. druhu. Oviiwych frekvegnich slozek je
tedy nekon&n¢ mnoho, redld jsou vSak vyznamné pouze ¢kieré.
Pravd@podobré nejdilezit¢jSi je ovlivreéni zakladni harmonické slozkytpodni
funkce h. Ve vektoruh, ji odpovidaclen prok = 0. Jeji amplituda je zénéna

v porreru Jo(—m o t(x)/(2v)). Pribéh této funkce je zndzo¥n na obrazku 8 a

pro konkrétni hodnoty paramétk a v vycislen v tabulce 4. Je patrné, Ze pro
realné relativni amplitudy torznich kritk neni ovliviéni harmonickych sloZek
vyrazné, v nejhorsich ffpadech prox > 0.5 je mozné uvazovat o filtraci
harmonické slozky sledované funkce, kterd odpofvedévenci torznich kmit.

1.0

Obr. 8: Relativni zena amplitudy z&kladni harmonické slozky
sledované funkce vlivem torznich kihdhkodéru s relativni
amplitudouk a frekvenci rovnow-podilu frekvence zakladni
harmonické slozky.
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v\ | 0.15 0.3 0.45 0.6 0.75
99.4% [97.9% | 95.8% |93.4% | 90.8%
99.9% [99.5% |98.9% |98.3% |97.7%
99.9% [99.8% [99.5% |99.2% | 99.%

100.% [99.9% [99.7% |99.6% |99.4%

Al W N

Tabulka 4: Velikost amplitudy zakladni harmonick&lsy vzhledem kipodni
amplituct v zavilosti na relativni amplitedtorznich kmit « a podilu frekvence
torznich kmit a frekvence z&kladni harmonické slozky

Druhou sloZzkou, kterd vznikne ve spektru vlivem ovaongrnosti
vzorkovani zfisobeném pouzitim chybné dahlové rychlosti pro tramséci
z Uhlového natasové vzorkovani, je frekvence torznich Kmitera ve vztahu
(56) odpovidaclenu pro k=1. Bude na frekvenciclil+v)/v, tedy jako
1+ v—t& harmonicka slozkaiwi zakladni harmonické sloZce sledované funkce a
bude mit amplitudu rovnoul,(—né6t(x)/(2v)) nasobku amplitudy zakladni
frekvertni slozky. Tato amplituda rosteilgizné kvadraticky v zavislosti na a
tento st piblizné exponencialé polevuje s rostoucimy. Zavislost je

znazorgna na obrazku 9 a pro konkrétni hodnoty paraimeta v vycislena

vtabulce 5. Je patrné, Ze amplitudéchto frekvekinich sloZzek ovliiuje

spektrum relativé vice nez zrna zékladni harmonické slozky, absotutrsak
dosahuje obvykle pouze ékolika procent velikosti amplitudy zakladni
harmonické slozky. Pra > 0.3 obvykle post# filtrovat zakladni harmonickou
sloZku sledované funkce, tedy slozku odpovidaicnim kmitim enkodéru.

«[-] 0.0
Obr. 9: Relativni amplitudy harmonické slozkjiseml + v
sledované funkce vzhledem k amplitjgji zakladni harmonické
slozky vlivem torznich kniienkodéru s relativni amplitudeua
frekvenci rovnow-podilu frekvence zakladni harmonické slozky.
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v\ |0.15| 0.3 | 0.45 0.6| 0.7%
7% [14% |20% |25% | 29 %
4% | 7% |10% |13% |15%
2% | 5% | T% | 9% |10%
2% | 4% | 5% | 6% | 8%
1% 3% | 4% | 5% | 6%
1% 2% | 3% | 4% | 5%

o O | W N|

Tabulka 5: Pokles amplitudy zakladni harmonickelsfos zavilosti na relativni
amplituck torznich kmit « a podilu frekvence torznich kenha frekvence
zakladni harmonické slozky

VySSi harmonické sloZzky jsou jiz ovlny jen minimalg vzhledem
k relativre strmému poklesu Besselovy funkceiddu J, pro rostouci hodnoty
parametrik.

Zawrem mizemefici, ze pro transformaci funkce n&fené v zavislosti na
Uhlu poot@eni ovlivieném torznimi kmity snini@ je mozné pouZzit Uhlovou
rychlost s filtrovanym rezongnim pasmem.

m 5.8 Celkova nejistota &eni

Shmime nyni jednotlivé nejistoty &eni z fiznych zdroj tak, jak byly
popsany v jedchozim textu pro popsanou metodikwieni a optimalni
nastaveni fistroje. Budeme zvl&Sanalyzovat nejistotu &eni Uhlu a nejistotu
meéreni Uhlové rychlosti. ProtoZe éhené Uhlové zrychleni ma pouze origmia
charakter, jeho nejistota analyzovana nebude. dehtek digitalnimu charakteru
meficiho fetézce (p@inaje digitalnim signdlem z enkodérpies jeho digitalni
piesnost a zpracovani az po digitalni zaznam), sygiéahkticky neobsahuje
nadhodné chyby a nejistoty typu A, ale prakticky p®musystematické, By
komplikované a &kdy nekorigovatelné chyby a nejistoty typu B. Psgjich
uréeni obvykle neni k dispozici jiny apob, neni tedy mozné chybu analyzovat
statisticky. Budeme tedy vychazet z uvedenych oenbz kvalifikovanych
odhadi. Do nejistoty miteni nebyly zahrnuty chyby vzniklé torznimi kmity
snim&t, nesouosym umigtim snimde a nedokonalym uloZenim érené
hiidele, neb6 tyto chyby nejsou zavislé na¢tici metod a obvykle mohou byt
uzivatelem korigovany.
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No Zdroj Oznakeni | Mezni Viz | Rozdleni | PFepatet | Nejistoty
nejistoty zdroje chyba vztah | mezni p% Ug
Zmax[deg] chyby
1 | Kvantovacichyba| d¢ :—i (6) Rovn. V3 :—i[deg

Tabulka 6: Tabulka nejistotd&reni Uhlu pootdeni metodikou popsanou veti
kapitole s optimalnim nastavenim podierté kapitoly

No Zdroj Oznageni | Mezni chybaz,., [RPM] |Viz | Rozdleni | Prepaiet
nejistoty zdroje vztah | mezni p%
chyby
. WmaxWrin 3 Wrnin Wmax
1 | Kvantovaci chyba Sw Ma><(3 e, S ) (19) | Rovn. \V3
2 | Nepresnost pul$ Spw 10°%w (39 | Normalni 2
3 | Nepresné néreni bter 50% 10°% w Normalni 2
casu
4 Vliv kabeli Sco 103%w Rovn. V3
Celkem Ug Ug = \/5.8>< 107w?2+m =<7.7x10% w [RPM], kde
/ g |m= Max(1.9x 107 w2, w2, 1.1% 108 (Wmax— wmin)?)

Tabulka 7: Tabulka nejistotd&reni Uhlové rychlosti metodikou popsanouresi t
kapitole s optimalnim nastavenim podierté kapitoly

Pro Zn¢ pouzivany snima s 3600 pulsy na otku bez interpolace je
celkova nejistota gfeni Uhlu pootdeni 0.0125 °. Pro Uhlovou rychlostden m

z celkové nejistoty BfeniUg 0 dva a vicgadil mensi nez prvnilen, proto jsme
ho zahrnuli do prvnihélenu s uéitou rezervou.
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6. Fourierova transformace pro
nerovnondrné vzorkované signaly

Fourierova transformace jako obecny matematickyraipe i jako zgsob
vyhodnoceni diskrétnich rovn@mé vzorkovanych dat je detadirepracovana na
mnoha mistech. Neni tomu tak ale pro nerowroinvzorkované signaly, jimiz
jsoL nag. vcasové doméndata vzorkovana rovnaimé v zavislosti na uhlu
pootateni referetini heidele rotujici nekonstantni rychlosti. V nasledugapitole
je shrnuta BZné zndma teorie Fourierovy transformace a diskrétirierovy
transformace tak, aby v jejim zéw vynikla specifika zpracovani nerovnéms
vzorkovanych dat touto metodou.

m 6.1 Obecna Fourierova transformace

Pri analyze diskrétnich dat je vZzdy nutno dbat natapravidla. Pratasow
rovnongrné vzorkované data je znam Shannon-Kotelnitkovzorkovaci teorém
uréujici nutné a postajici podminky pro plnou rekonstrukci, a tedy i
bezztratovou analyzu spojitych siginal jejich diskrétnich vzoik Tyto zakladni
pojmy nejprve shrneme a porovname s pravidly paso¥ nerovnondrné
vzorkovana data.

SpektremyY, ¢i téZ Fourierovym integralem, funkcgredlné pronnét je
obecrk komplexni funkce redlné pra@mé v definovana jako parametricky
integral

F)(»)=YW) = f my(t)e‘z”“ah, (57)

[o¢]

yit) = F 1Y) () = f ooY(v)ez’T”tclv. (58)

ZobrazenfF : £L?(R) —» L2(R) nazyvameFourierovou transformachebo téz
Fourier-Plancherél’ operator. Na tomto mist pouze uvéme, Ze je to
zobrazeni definované pro vechny funkce z prost(R) (tedy Lebesgueovsky
integrovatelné v kvadratu), je linearni, omezereggnpznané a prosté, vice
podrobnosti viz nap lit. [2]. Je patrné, Ze pokud existuje degna Fourierova
transformace funkceg(t), existuje také inverzni Fourierova transformaaekée
W) =y(-v), a Zejmé i inverzni Fourierova transformace funkcgv).
Dopredna a inverzni Fourierova transformace jsou tedylediska teorie
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zamenné.

Pokud prominnat ma fyzikalni vyznantasu s jednotkami [s], ma prémma
v vyznam frekvence s jednotkami [Hz]. Foudier integrdl pak nazyvame
frekvernimr spektrem Pokud ma progmnat vyznam vzdalenosti s jednotkami
[m], obvykle se zn& naf. x a prorénnaA = 1/ (27 v) ma vyznam vinové délky
s jednotkou [1/m]. Fouriér integral je pak nazyvaspektrem vinovych délek
Pokud ma prognna 2rt vyznam Uhlu pootéeni referetini hridele s jednotkami
[rad], obvykle ji budeme zid ¢. Pak ma progmna v vyznam tzv.iadové
frekvence s jednotkami [Ord], z anglického orderboie fad. Udava peéet
prabéhi za jednu zékladni periodu, tedy &kta referekni héidele. Fourierovu
integralu pak budemikat /adové spektrum

Z takového shrnuti jefejmé, Ze vSechny zé&w odvozené pro frekveni
spektrum jsou platné i préadové spektrum, pouze maji odliSnou fyzikalni
interpretaci, reprezentu;ji jiny model. Cilem tétaqe je ukazat vztah mezntito
reprezentacemi a umoznit tak hledani optimalnickletiopro dany fyzikalni &
spojenim vlastnosti frekveéni i fadoveé analyzy.

m 6.2 Periodické funkce

Predchozi definice ovSem nepokryvéle¥itou skupinu funkci - periodické
funkce. Ty totiz nejsou na nekam&m intervalu integrovatelné v klasickém
smyslu. Jako vhodné zobean je definovani distribuci, a f@devSim tzv.
Diracovy -funkce. Tato funkce je nenulova pouze pre 0, kde nabyva
nekonéné hodnoty, za dofulijiciho gedpokladu, Ze ity integral této funkce
pies interval obsahujici nulovy bod je jednotkovyv(tfiltra¢ni viastnost
0 — funkce). Ridanimé-funkce do defiriniho oboru a oboru hodnot Fourierovy
transformace je moZzné ditr spektrum i periodickych funkci. fiPnou aplikaci
suma&ni vlastnosti-funkce ziskame dalsi jejiikbZité vlastnosti

F (1)) =6,
y(t) =

1
Cog2nbt) =F(y)(v) = > (6(b+v)+d(b—v)), (59)

y(t) = SN2 bt) = F(y) () = % (6(0+v)—6(b—)).

Pokud je funkcey periodicka (bez Ujmy na obecnosti na intervalu
(-T/2,T/2)) apo usecich hladka, Ize ji vyjitdoomoci Fourierovyady
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a & 27kt 27kt
t=— C by S ,
Yo 2+Z(ak 05( T )+" 'r( T ))

k=1 (60)
Ay, bke[R.
V bodech nespojitosti funkcey konverguje Fourierovarada bodo¥

k aritmetickému piméru limit zleva a zprava. Definujeme koeficienty

ap 1 (12
Y, :—:—f y(t) dt,
0 2 T J-12

(61)

a, — i by 1 72 2nkt .
Yy = = —f yte T cltprok>0, Y_k = Yk.
2 T J-12

Ze vztahu pro koeficienYy je patrnd souvislost s digginou Fourierovou

transformaci (57). Plati:
yit) =

0r2 S ravcod 27 ey si{ 2K -
0 £ k T k T =

2rikt 2rikt 62
YO+Z(Yke T +Yoe T ): (62)

> 2nikt

(&) T 2rivt
Z Yee T :Tf Z Y o(v—Ke T dv.

k=—oc0 k=—oc0

Pfi Upravach jsme uzili Eulerova vyjgehi komplexnich exponenciel a

filtracni vlastnosti Diracovy funkce. Z vysledku jé& porovnani s (58) patrné, Ze

Fourierovym obrazem periodické funkce je nejvyS®¢ema suma sloZzena
z Diracovych funkci

+o00
YO =T Z Yy 6(v T = K). (63)
k=—o0
Fourieiv obraz periodické funkce je tedy ¢en nejvySe spgetnou
a—i by

mnozinou Fourierovych koeficigint, = , k= 0. Diracovy funkce jsou

piitom rovnongrné rozlozeny podél realné osy.
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m 6.3 Fourierova transformace na omezeném intervalu

Predchozi definice zahrnovala funkce definované rianmlu nekonéné
délky. Ri béZné analyze procéss realném sité ovSem pracujeme jen s intervaly
konené délky. Prosté omezeni niesifunkce (nosije podmnozina defitiniho
oboru funkce, kde funkce nabyva nenulovych hodnetprovaéno obvykle
superpozici stzv. Okénkovou funkci, tedy bodovymautmem s funkci
s omezenym no&m. V literatde je definovandada okénkovych funkci. &ne
se vSak pouZzivajiipdevsim:

- indikatorova funkce, ktera je jednotkovd na Zduhan intervalu
(obdélnikové okno),

- nékolik oken tvdaenych jednou fperiodou trigonometrického polynomu
(Hanningovo, Hammingovo a Flat-top okno)

- a fripadrE trojuhelnikové (Bartlettovo) okno.

Vynikajici rozbor okénkové techniky je rapv lit. [8]. ProtoZze bodovému
sowinu funkci odpovida ve spektrélni oblasti konvolispekter &hto funkci
(tzv. konvolini teorém, vztah (66)), zkoumané spektrum je o#ienspektrem

pouzitého okna. Ndfklad obdélnikové okno na intervaka, b) je urkeno
indikatorovou funkci

1 ote{a b)
1 t) = )
@p) (1 { 0 oté(a b (64)
Fouriefiv obraz indikatorove funkcegl, (t), b > aje
F(Lap) (V) = (b—a) e 2" @D Sinq(b-a) 7 v), (65)

T(l(—T/Z,T/Z)) ¥ =T Sinqﬂ' Tv).
kde funkce Sinx)=Sinx)/x. Funkce ma pichody nulou pro
x=nk, ke Z-{0}, coz bude dlezité @i dalSich zasrech. Ukazka Fourierova

obrazu indikatorové funkce %2 1/2) je na obrazku 10.
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T Singr Tv)
T
~3 AL N_2 34
T T T T T

T T T

Obr. 10: Fourietiv obraz jednotkového obdélnikového symetrického
pulsu Sfky T.

Konvoluce dvou funkciy a w zna&end symbolems: je zobrazeni
L2R) x LAR) —» L2R) definované parametrickym integralem

(YW (t) = f YO Wt -7) d. (66)

Konvolwni teorém je mozné vyjéitl v nasledujici podab Méjme dw
integrovatelné funkcey, w € £2(R), tzn. existuji jejich spektray = F(y),
W = F(w). Pak spektrum s@inu téchto funkci je konvoluci jejich spekter a
spektrum jejich konvoluce je stinem jejich spekter, tzn.

Fyw =YW, F(y=w) =Y W. (67)
Specialg pro periodické funkce s periodol Ize diky filtra&ni vilastnosti
Diracovy funkce vyjatit Fourieriv obraz funkce na omezeném intervalu inap

s pouZzitim obdélnikového oknaldi L jako

L/2

YLO) = F(YL—22) (V) = f yt) e 2"t dt =
_L2

qu Z Y« o(rT=K LSinQLa(v—-1))dt = (68)
T Fk=—co

Z Y, L SinaLz(v —k/T)).

k=—0co

Protoze funkce Siig) ma nuly prox=nl, | € Z - {0}, k-ty ¢len uvedené
fady je nulovy pro frekvenciy, = ¢ + =. Pokud je ¥ka oknal odiisna od
periody T funkce y, jednotlivé ¢leny uvedenérady se navzajem ovhuji a
obeck Y_(v) £ Y(v) pro zadnou frekvency. Tomuto efekturikAme obeckh
aliasing. Pokud je v3ak celatiselnym nasobkem zakladni periody funKcetak
na frekvencichy = k/T se podili vzdy jerk-ty (a —k-ty ¢len) sumy a tedy plati
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YL(%) = Y(v) pro kazdék e Z. Ostatni frekvence jsou vSak i v tomttipack
ovlivnény vicecleny sumy. Na za¥ jeS€ piipomeime, Ze v tomto oddile jsme se
stale ¥novali spojitym funkcim a Fourierovy koeficient¥y = Y(v) byly urieny

integraci spoijité funkce (61).
Ukézka zminy spektra vliivem zmémé konvoluce je na obrazku 11. Sipky

znazotwji Diracovy funkce odpovidajici Fourierovu obrafiinkce Cos (viz

(59)). Kfivka znazoiuje Fouriefiv obraz funkce 2Ca@2nt) sledované na

intervalu délkyL =3, ktery je pesr¢ trojndsobkem periody této funkce. Jsou
patrné dva prbehy funkce Sinc umighé do pozic Diracovych funkci. V okoli
pocatku je viditelné, jak se oba tyto tfhy <itaji, nebd@ postranni laloky
nejsou symetrické.iiPodeitu hodnot spektra ve frekvencichy = k/L =k/3

a zmen3enim o faktoL =3 v3ak ziskdme skuteé hodnoty Fourierovych
koeficienta.

Obr. 11: Fourietiv obraz funkce 2 C@.r t) sledované na
omezeném intervalu délky 3.

m 6.4 Fourierova transformace diskréetnich posloupnost

Pri  digitalnim zpracovani signél se data zaznamenavaji v diskrétnich
okamzicichty, k € Z. Matematicky Ize vztah mezi sledovanou spojitonki y
a skuténé zaznamenanou funkgf vyjadit opst pomoci sotinu s Diracovymi
funkcemi

+o00

V(1) = YO W), kdewt) = > o(t—t). (69)

k=—co
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Funkcew(t) se obvykle oznaije Diraciv hveben Pro Fourieitv obraz pak
plati

+o00

YE) = )yt et = Y(0) « W),

k=—oo
(70)

kdeW() = F(W) (v) = Z e27 iV

k=—o0
Funkci W nazyvame spektralnim oknem Pro rovnomirné rozloZzené
okamzikyty = kAt prechazi Diragv hieben v tzvperiodickou distribuci To je
ovSem opt periodicka funkce, ktera je ve své pediatflky At urcena jedinou
Diracovou funkci. Ogt ji Ize tedy rozepsat ve Fourierovadu s jednotkovymi

koeficienty (viz (59)) konvergujici v zobesimem smysiu

+o00 +o00

1 _
W(t) = Z S(t—KAt) = - Z g2mitkiAt (71)

k=—co U k=—co
Vztahy (69) a (70) a spektralni okno Ize tedy pmriqulické funkce a

periodické distribuceiepsat

+o00

1 .
YO =yt = ), e

t k=—co
W) =
1 +o00 ; 1 +00 k 72)
_ 2mitk/At - 5( __), (
1 i k
Yi(y) = = Y() Z 5(1/— E)'

k=—oc0

Spektralni okno je tedy @&p periodicka distribuce s periodou rovnou
pievracené hodndt periody mivodni periodické distribuce. Fourisr obraz
funkce ziskané rovna¥mym vzorkovanim s periodoAit je tvaren periodickym
opakovanim (s periodou/At) Fourierova obrazutwodni sledované funkce.
Tento zavr je platny pro periodické i neperiodické funkceo Ramezeni efektu
aliasingu je tedy nutna a po&tifici podminka omezenosti nésispektra¥(v) na
interval kratSi nez AAt (tzn. funkce y(t) je frekverné omezeng Tomuto
zawru setika Nyquistovo kritérium
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m 6.5 Vzorkovaci teorem pro rovnh@meé vzorkovana
data

Shrnutim pedchozich dvou oddilje tzv. Shannoiv (téZ Kotelnikovv,
Whittakeriv ¢i Nyquistiv) vzorkovaci teorém: je-li periodicka frekvaw
omezend funkce vzorkovana s fixni vzorkovaci frekvenejmén dvakrat vyssi
nez je nejvyssi frekvencetfippmna ve spektru a sotldou s gevracenou
hodnotou periody této funkce, jetuypdni funkce pl8 rekonstruovatelna
z kong&ného petu téchto vzorki. Tyto vzorky jednoznaé urcuji (koneny
pocet) Fourierovych koeficiedt a tedy spektrum této funkce. Vztah k o
Fourierovych koeficierit je zndm jako diskrétni Fourierova transformaceTpPF
Pro pdet vzorki N vhodré rozlozitelny na sotin malych prva@isel je znam
algoritmus rychlé Fourierovy transformace (FFT) pypocet DFT s obtiZznosti
N Log(N), viz nag. www.fftw.org nebo implementace v modernich véizic

prograni Mathematicaii Matlab.

Tento znamy teorém je vhodné formulovat exakioro dva modely
Fourierovy transformace, které budeme déle anastzoypro frekvenni
spektrum aradové spektrum. Nejprve tedy pEasow¥ rovnonérné vzorkovana
data: Nech je funkcey periodicka s periodod’ [s] a jeji nejvysSi nenulova
frekvertni slozka ma frekvenorg [Hz]. Z vySe uvedeného jergmé, Zevg je
celatiselnym nasobkem zakladni frekvenge= 1/T funkcey. Necht je funkce

y vzorkovana alesgp s frekvenciv,, = 2vng > 2vg, tedy s intervalem mezi
vzorky At=1/w,<1/(@vg), kde vq= %vy je celasiselnym nasobkem
zakladni frekvencery a nazyva se Nyquistova frekvence. Pak Ize fugkecela
rekonstruovat N po sol nasledujicich vzork y(t), ty =1At, O<I| <N.
Algoritmus této rekonstrukce sgiwa ve vyp@tu Fourierovych koeficiefit
doprednou  diskrétni Fourierovou transformaci (symboleYh oznaime
Fourierovo spektrum funkce ve smyslu frekvatniho spektra, tedy &sem
jaka nezavisle prokmnou)

Y =

=

1 .
y(l At) e—ZNEkl/N,

Y = : NZ_fY(tl)@_ZMI' = —
N = N = (73)

k
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Fourierovy koeficienty se v tomtoifipac navic periodicky opakuji pdN
prvcich, takze platiYy_x = Yk = Y_k. Vzhledem k pedpokladm je funkcey
spojitd i se vSemi svymi derivacemi. Fourierovy fimenty urtuji koeficienty
Fourierovyiady funkcey a pomoci nich Ize vyj&d funkci y v libovolném bod
(diky spoijitosti)

N-1 N-1
y(t): ZY&QZNikt/Ta y(tl): ZYIEQZH'ITKVN. (74)
k=0 k=0

Pro fadové spektrum obvykle rgdpokladame, Ze zkoumana funkce je
periodicka s periodou rovnou ceéiselnémuR-nasobku jedné otky refererni
hridele, tedy perioda je/2R [rad], R e N. Zakladnitadovéa frekvence potom je
oy,=1/R Ord, kde 10Ord odpovida jednomu vyskytu za ckta Opit
piedpokladejme, Ze nejvy3Si nenulokédova frekvedni slozka méaradovou
frekvenci og [Ord]. Funkce y je nyni vzorkovana uhl@v rovnongrné se
vzorkovacim intervalemA ¢ = 27/ p [rad], kde p je paiet vzorki za jednu
ot&ku, neboli téZ tadova vzorkovaci frekvence,,. Radova Nyquistova
frekvence je polovinowadove vzorkovaci frekvence, takdg, =0,,/2= p/2 a
musi byt ¥tSi nez nejvysdiadova frekvenceg. Pokud je poet puldi enkodéru
pouzitého pro uhlové vzorkovani alesipdvakrat vyssi nez je nejvySEdova
frekvence obsazenaradovém spektru, e byt funkcey plné rekonstruovana
zN = pR po sok néasledujicich vzork y(¢) = y(t(¢)), ¢ =1Ae=27x1/p,
O<I|< pR Radové Fourierovy koeficienty se vyiou pomoci algoritmu
dopredné diskrétni Fourierovy transformace s Uhlem jadaavisle prognnou

Y¢ =

=

1
. y(l A(ID)@—ZﬂikVN
N 1= (75)

1\ .
Yo = — ) Vg e % =
N 1=0

Ko /N =k/R= 2K
O = = = —,
Kk Oz NA(,D

Pti zavedenych jednotkach[rad] a o[Ord] neni v exponentu prvni sumy

koeficient 2n, protoze je vyuzit vievodnim vztahu
2/ [rad = [Ord] = [1/ot&ka]. Pavodni funkciy mizeme opt vyjadiit pomoci
Fourierovyrady
N-1 N-1
Y) = ) e R, ) = ) YE ATk, (76)

k=0 k=0
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Uhlové vzorkovani se tudiz matematicky chova stgmko vzorkovani
casove, ale jednotlivé harmonické sloZzky nemajingtéyzikalni vyznam jako u
casoveho vzorkovani. Pro linearni systémy odpoviddgizky harmonické
v zavislosti na&ase pirozenym tvaiim kmitd.

m 6.6 Vliv nerovnondrného vzorkovani

Predchozi oddil definoval Fourierovo spektruméase ¢i v uhlu pro
rovnongrné vzorkovana data. Pro Uhkwzorkovand data je pomoci diskrétni
Fourierovy transformace vypteno rddové spektrum, coz je fad pripadi
vyhodné, ne v3ak vzdy. Poda@bpro ¢asow rovnongérné vzorkovana data ize
byt Zadouci uteni rddového spektra spolu snebo misto frekném.
Zpusobem, jakym Ize ziskat frekwani slozky z Uhlo¥ rovnongrné
vzorkovanych dat artadové frekvetni sloZzky z¢aso¥ rovnongrné
vzorkovanych dat se bude zabyvat nasledegist.

Uhlové rovnomérné vzorkovani je i vyjadieni v zavislosti nacase
nerovnondrné a podob#h caso¥ rovnongrné vzorkovani je v dhlové oblasti
nerovnondrné. Jejich vzajemny vztah Ize vyjéd pomoci dhlové rychlosti
referedni hridele namrené nap pristrojem DMU. Oznéme nejprvep; = j A ¢,

j=0,1,2, ... Nech je uhlova rychlostw(¢;) odpovidajici Uhlove pozicp;
urcena podle vztahu (1) z délkdasového intervalu odpovidajiciho Ghlovému
intervalu{gj_1, ¢;). Pak za pedpokladu, ze se smys| ¢&hi v pib¢hu nereni
neznénil, je doba patbnd k natéeni referetni hridele do Uhlové pozicey
uréena vztahem

w=tp) = ) —— (77)

Naopak procaso¥ rovnonérne vzorkovant; = j At urcime Ghlovou pozici
dosazenou zéasty ze vztahu

k-1

b = ¢t = ) w(tp At. (78)

j=0
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Obecrt se problematikou nerovn@mmé vzorkovanych dat historicky
zabyvala pedevsim astronomicka komunita, nélmkamzik sbru dat z vesmiru
¢asto nelze ovlivnit. Velké mnoZstvi vysledlbylo v této oblasti publikovano
v sedmdesatych a osmdesatych letech. Nejprve kightene hlavni zd&chto
zawra. V dalSich kapitolach budou rozpracovany viaséwén.

Pro nerovnorrné vzorkovana data neni obé&cpravdou, Ze by frekvené
omezeny periodicky signal mohl byt zcela zrekorstan z diskrétnich dat. | zde
vSak byl v gkterych gipadech vzorkovaci teorém dokazan. Ndpeutler v lit.

[1] ukdzal, Ze pokud je odchylka od rovnermeho vzorkovani mensi nez
piiblizné 22%, mize byt frekvetiné omezeny signal zcela zrekonstruovan.
V kapitole o analytické transformaci vSak ukazeweej pro nejjednodusstipad
funkce obsahuijici jedinotadovou frekvenci a Uhlovou rychlost obsahujici také
jedinoL fadovou frekvenci obsahujgasové) frekvetni spektrum nekoreé
mnoho sloZek a Beutlerovy zftly nelze pouZit.

Formalr€ Ize pirozere ve vztahu (73) zéasoveé okamziky dosadit libovolné,

i nerovnon&rné rozmistneé hodnotyt,. Takovy vyp@et nazyvameformalni
diskrétni Fourierova transformacé&¥imy vypaiet ma vSak vyp@etni nargnost

N2. Lomb v lit. [12] navrhl estimator amplitudovéhaekveriniho spektra

z nerovnomirné vzorkovanych dat, pro ktery byl v lit. [13] odvaeeaychly
algoritmus (s narmnosti N Log(N)). Také statistické vlastnosti tohoto
estimatoru jsou uspokojujici (viz lit. [15]). Nicm€ vypoctené frekvedni
spektrum neodpovidacéekavanym vysledkm: ¢asto obsahuje velké mnozstvi
faleSnych frekvetnich sloZzek vlivem aliasingu. Tento aliasing, ktggw tomto
textu jiz nazné&en ve vztazich (68) a (70)fghledr popsal Deeming v lit. [7].

Ukazal, ze formalni diskrétni Fourierovo spektrmlibovolné (i neperiodické)

funkce y vzorkované v okamZiciclly, ti, ..., ty_1 je konvoluci skuténého
spektra (Fourierova integrall) této funkce a spektralninho okké, vzorkovaci
domény
N-1
YD) = ) Yt €72 = Y(0) £ W),
k=0
1 ) (79)
kdeWn(v) = Ze—z’f”‘k, Y(v):f y(t) e 27t gt
k=0 e

Praw konvoluce se spektralnim oknemigpbuje aliasing - ifdani faleSnych
frekvenci. Pro rovnosmé vzorkovani je vznikly aliasing jiz did popsan
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v literatue i vySe v tomto textu. Pro nerovnéme vzorkovani je v3ak spektralni
okno Wy obecna a obvykle komplikovana funkce a je obtiXo#it dalSi za¥ry
o vzniklém aliasingu.

Vypocet skuténého spektra funkce z nerovnémmé vzorkovanych dat vede
na problém dekonvoluce vlivu spektradlnino okna rmfainiho DFT. Tato
dekonvoluce vSak nemusi byt ob&gadnoznana ¢i dokonce nemusi existovat.
Cely problém je mozné sigdstavit z perspektivy Hilbertova prostok], funkci
periodickych s periodouT a frekvené omezenych s nejvysSi sloZzkou
o frekvenci N/T. Systém funkciE = {€?*"%, O<t, <T, |K| <N} tvofi
ortogonalni bazi prostord{], praw tehdy, pokud jsou body rovnonérng
rozmiseny vintervalu délky T srozestupemAt=T/(2N). Ortogonalita
bazickych slozek znamena, ze Fourierovy koeficigsy jedinéné a vzajemh
nezavislé. Pro nerovnamé vzorkovani vSak #@iie mnozinaE stale tvdit
neortogondlni bazi prostor#], a pak se jednotlivé Fourierovy koeficienty
navzajem ovliviuji. Pokud je mnozin& linearreé zavisla, Fourierovy koeficienty
nékterych funkci jsou nejednozéi@ a feSeni dekonvoltniho problému je
nejednoznéné. Pokud neni systém funkEi doplren o dalSi funkce ifidanim
dalSich vzorkovacich bdd neni mozné vyjdeni rekterych funkci z prostoru
H{, pomoci funkci z mnozin, tedy dekonvoluce neni mozna.
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7. Numericka transformace frekvamch a
radovych spekter éasovych a uhlovych dat

Mozny algoritmus dekonvoluce vlivu nerovné&mého vzorkovani
z formalnich DFT astronomickych dat navrhl Swaiit.V[lL6]. Na zaklad jeho
mySlenek nyni fedstavime tento novy algoritmus pro transformadinblow a
caso¥ vzorkovanymi daty a mezi frekvémimi a rddovymi spektry. Neni to
jedingy mozny gistup, jeho vyhodou je vSakigsré definované ovlivani
frekvertniho spektra vlivem transformace. Alternativhimiispupy je nap
Hermitova ¢i splinova interpolace nerovn@mmé vzorkovanych dat a jejich
nasledné fevzorkovani na rovno¥mé vzorkovana data. Tyto algoritmy jsou
obvykle rychlejSi neZz transformace fedstavena v nasledujicim textu,
nezanedbatetrvSak ovlivni vSechny frekveéni sloZzky vysledného signalu.

Podobg jako dive nEjme funkciy, kterd nize byt vyjadena jako funkce
¢asu y(t) nebo jako funkce Uhlu poateni referetini hidele y(¢). Tyto dw
reprezentace jsou svazany uhlovou rychlosti reteielfidele, ktera rize byt
opdt vyjadrena jako funkc€asuw(t) nebo jako funkce Uhlu poateni referedini
hiidele w(¢). Nejprve nech je funkcey a uhlovéa rychlostv vzorkovana Uhloy
rovnonegrné se vzorkovacim krokem ¢. Frirozere predpokladejme, Ze funkce
miZe byt plk rekonstruovana ze vzorkovanych dat, tedy jeji ydSjpradova
frekvence je menSi nez/A ¢. Paiet vzorki N+1 =271 R/A ¢ nech’ je zvolen
tak, Ze vzorky pokryvaji cely get ot&ek R refererni hridele. Pedpokladejme
dale, Ze funkcey(¢) je periodicka s periodous2 tedy jedné otky refererni
hiidele. Tato Uhlova perioda odpovidatasové reprezentaci dité casové
perioce T, kter4d niZze byt z Ghlo¥ vzorkovanych dat odhadnuta jako
T =71n:1/ R, kde T7y,1 je ukeno podle vztahu (77). Préaso¥ rovnongrné
vzorkovana data je tato perioddirpzert T =(M +1)At, kde M je paet
vzorki na ot&ku pii casovém vzorkovani. V tomiipadt je ovSem neznamy
pocet ot&ek R refererdni hidele, ktery byl prokren. Mize byt analogicky
odhadnut jakoR = ¢y.1/(27), kde ¢ppm.1 je ukeno podle vztahu (78). Nyni
ozna&me vektory Uhlo¥y a ¢aso¥ rovnongrné vzorkovanych dat a vektory
Fourierovych aradovych Fourierovych koeficieintpodle notace jiz naztané
vyse, a dale vektory nerovnémé rozmisénych vzorkovacich badv ¢asové a
Uhlové oblasti podle (74), (75), (77) a (78) nasied:
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Y = {Y(@0), -y Vo), ok = KA,
Y = {Y(to), ..., YW, t = KAL,

T _
YSD:{YEDLN/ZJ, sy YFDN/Z-]} y Yfk:Y‘p,
- _
Yt:{YiLM/ZJ’ ’YFM/ZW} y Yik:Yt,
=10, 71, ..., TN}T, Tk = t(gk), O0<k=<N,
¢ = {O, ¢11 ey ¢M}Ta ¢k = (P(tk), O<k< M.
Definujme dale pomocné vektory cely¢fsel vyjadujici paradi frekverini
slozky

(80)

e = {-IK/2], ..., TK/21},
el =1{0, ...,K}".
Symbolx™ bude ozn&ovat transpozici vektorusi matice) x. Zavorkami| x|

ozna&ujeme nejvysSi celéislo mensi nebo rovng, analogicky[x] zn&i nejnizsi
celécislo wtSi nebo rovno. Tyto vektory reprezentuji natfena a Zadana data.
Sjejich pomoci vyjaiime Fourierovu dadnou a inverzni diskrétni
transformaci v maticové podé&ébPomoci maticového soinu (zna&eno té&kou)
mazeme definovat nasledujici matice

2nmi
EY=E N NT),
xp(N+1e0 (e )

2ni j(k-[N/2)) i ¢j(k-IN/2))

tzn.(E*")j,k:e v o =e R, 0=<j,k=<N,

2ni
Et:EF{ M. MT),
X M+1eO (e)

2ni j(k-LM/2]) 2nitj(k-LM/2))

tzn.(Et)jk:(e Ml =@ T , 0=, k=M,

2ni
E" = EXF{? T.(eM )T),
2ritjk-LM/2])

tzn.(ET)j,k:{e T , 0<=J=<N,0<k=<M,

i T

E¢:Exp(— (eN )
~0.(")

ipj(k—-LM/2])

tzn.(E¢)jk:e R ,0<j<M,0<k=<N.

(81)

(82)

Symbolem ExpA) rozumime (jak naziaje rozepsani po prvcich)
aplikovani funkce Exp na kazdy jednotlivy prvek matA. Notace pomoci
maticoveého satinu je vyhodn& pro moderni programovaci jazyky ldaevou
algebrou, jako jeMathematicanebo Matlab. Generovani matic po prvcich je
naopak vhodné pro klasické jazyky jake nebo Fortran. Podotkgme, Ze
v uvedené notaci nejsou kladeny Zadné pozadavkypo#y dat, resp.
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spektralnich slozel + 1 aN + 1. Jsou to pouzefipozendadisla, ale mohou byt
suda i lich4 a navzdjemiani. Déale je nutné podotknout, Ze pro sudygepo
vzorki neni vektor spektralnich slozek symetricky koleolowé frekvence.
Prvky vektofi spektrélnich sloZek jsou také pro jednoduchosexadany i
zapornymi indexy, coZ nenifad programovacich jazgkmozné a je to nutno
pii implementaci zohlednit. ProtoZze zpracovavamengeéiinkce, jsou spektralni
slozky se zapornymi koeficienty kompleéxsdruzené &i spektralnim slozkam
s kladnymi indexy. ¥tSina @znych FFT algoritré proto utuje pouze spektrélni
sloZky s kladnymi indexy. Pro namiqulloZeny algoritmus je vSak nutné pracovat
i se spektralnimi slozkami se zapornymi indexyz&jose zapornymi indexy také
nelze posunout do oblasti kladnych indlgako v (73) vlivem nerovno#nného
vzorkovani obsazeného v maticieha E?.

S takto zavedenym z&enim ntizeme dopednou a inverzni diskrétni

Fourierovu transformaci (73) az (76) wjiads maticové podod

1
Y= ——(E').y, Y =E.Y,
M+1 (83)

1
Y = —— (BE¥)".y*, = E¥.Y%.
N+1 oy

Symbol E* znai komplex# sdruzenou transponovanou matici k maKEci
Nyni postoupime k transformaci z Uhlového vigad nacasové, neahje tedy
dan vektory*. Predpoklddejme, Ze funkcg je frekverkné omezena jak ve
frekvertnim, tak viadovém spektru. Vyjmaifpadu konstantni Ghlové rychlosti
ve skuténosti tento pedpoklad nikdy nenifesrgé splren (jak bude prokazano
v kapitole o analytické transformaci), ale obvyllest&uje piblizné splrEni
tohoto gedpokladu. Redpokladejme dale, Ze funkgejako funkcecasu nize
byt plng rekonstruovana z Fourierovych koeficienf'. Pak také hodnoty Ghlév

vzorkovanych daty mohou byt vyjateny pomoci Fourierovyady (74), coz je

mozné v maticové podélzapsat jako

1
y,a — ET.Yt — ET.(EI)*.yt,
M+1 (84)

Y? =
N+1

Jak jiz bylo zmi#no, sumace ve Fourier®vozvoji musi byt provedenargs
symetrické hodnoty frekveénich index: (viz. k—|M /2] v definici (82).) Druhy

(E¥)*.E".Y..

vyraz vzesel z prvého maticovym ndsobenim zlevéx:i‘r% (E¥)".
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Nyni je patrné, Ze dekonvoluce vilivu spektralnitkma mize byt pojata jako
feSeni systému linearnich rovnic (84). & vzorkovani odpovida zme
soudadného systému v Hilbertdvprostoru funkciH], s transformeni matici

odpovidajici matici soustavy (84). Je mozna dvagilementace:

1) bud jako reSeni prvni soustavy rovnic vyjame vektory' ze zadaného
vektoru y¥ a pak klasickou FFT technikou vygieme frekvetini spektrumY!
z vektoruyt,

2) nebo klasickou FFT technikou vyfiemeiadové spektruny¥ z vektoru
y¥ a pakieSenim druhé soustavy rovnic vyjiae vektor hodnot frekveéniho
spektraY'.

Oba zpisoby jsou matematicky ekvivalentni a maji podobngnerické
vlastnosti. Prvni zifistupi odpovida interpolaci trigonometrickym polynomem,
druhy gistup jaswji zjevuje vztah meziadovym a frekvetnim spektrem. Pro
konstantni Uhlovou rychlost(p) = ¢ jsou matice obou soustav jednotkové & ob
spektra jsou shodna.

Podobnéd transformacetie byt odvozena pro vypet fddovych spekter
z ¢aso¥ rovnongrné vzorkovanych dat funkce a Uhlové rychlostiw. Systém
linearnich rovnic ma podobu

1
(85)

Yt =
M+1

Nyni je na mist kratka diskuse deSeni systému (84). Matide™.(E')" a

(E').E%.Y*.

(E®)".E'maji N + 1 radki a M + 1 sloup@. ProN = M ma systém nejvyse jedno
ieSeni, proR=1 a uhlovou rychlostw(p) >0 pra¥ jedno feSeni. Je vSak
vyhodné, pokudN > M a soustava jefputena. Pak je moznéijesit ve smyslu
techniky nejmenSicktveral. VysSi N mize byt dosazeno jednoduSe, ihap
sbirem dat pes rekolik otatek referenni hiidele R > 1. TakovéreSeni vyjatlije
nejlepsi aproximaci gbe¢hu funkce y pies R prib¢ht ve smyslu nejmenSich
¢tveral a obsahuje redukci Sumu v datech &ngch drobnych odchylek od
periodicity. Velmi se ossdcéilo feSeni pomoci nalezeni pseudoinverzni matice
systému pomoci rozkladu matice na singularni hodn(gingular value
decomposition).

Vi s

Ukol nez klasicky FFT algoritmus a neexistuji pr§ Bpecialni integrované
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obvody, nicmé# pokud je vyhodnocovano séasré rekolik funkci ze stejného
systému, std provést (pseudo-)inverzi pouze jednou a pouzipr¢p kazdy
zpracovavany signél. Novou (pseudo-)inverzi je aupaitat pouze fi zmené
prab¢hu Uhlové rychlosti. Typicky je také pet hledanych frekvemich hodnot
M podstata nizSi nez je peet vzorki N. Rychlost vypétu pseudoinverzni
matice zavisi pr&vnaM, zatimco rychlost vyptu FFT zavisi naN.

m /.1 Riklad

Bylo provedeno reni na tkacim stavu Cam-el z produkce VUTS, a.s.
Tento tkaci stav iinaSi rekteré pfilomové prvky do navrhu stroje: klasické
mechanismy, které byly u tkacich siawbvykle va&koveé, jsou nahrazeny
fizenymi servopohony. Tato zdna umoiuje rekteré velmi inovativni fistupy
k navrhu celého stroje. Z pohledu na tomto &nisbpisovaného vyzkumu je
zajimava velmi vysoka nerovn@émost oté&eni referetini hridele - i stredni
Uhlové rychlosti 650 RPM kolisa uhlova rychlost wmch jedné otéky od
136 RPM do 1185 RPM, coZ znamena celkovou nero¢naost Fiblizné 80%
sttedni hodnoty. Takova nerovnémost nebyla pro klasické &kové
mechanismy mozna vzhledem k velkym monientsetrvénosti. Rirozert je
velmi vyjimecna i mezi jinymi pémyslovymi odwtvimi, ale pro tkaci stav
znamena velmi dobré texti#irtechnologické viastnosti, protoZze umaje dlouhy
¢asovy interval pro prohozeni Utku fi&osnovou a rychlé zatkani tohoto Gtku
do tkaniny.

Meéfeni byla provaéha jak <stasog, tak s uhlog rovnongrnym
vzorkovanim (i kdyz samdejme ne sodasrE, ale za stejnych podminek), proto
jsoL vhodnym pikladem pro porovnani vysletlktransformace se skut@&
meérenymi hodnotami. Za ukazkoveéuhy byla zvolena viastni Uhlova rychlost
hiidele servopohonu a zrychleni bidla. Bidlo tkacétavu zajiSuje zatkani noy
prohozeného utku do tkaniny. Dva cyklyestni hodnoty prbeha téchto velEin
vypoctené z 55 dvojcykl v zavislosti na Uhlu pooteni jsou zobrazeny na obr.

12.
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Obr. 12: Dva cykly uhlové rychlosti hnagiithele [RPM] (vlevo) a
zrychleni bidlgm/ ] jako funkce thlu pooteni hnaciho fidele.

St'edni hodnota z 55 cykl

Méteni bylo provedeno pomoci enkodéru s 3600 pulggdrau otéku, data
byla snimdna kazdé 2 pulsy snéma tedy uhlovy vzorkovaci interval byl
A =0.2°. Casova nireni byla psizovana se vzorkovaci frekvenci 20 kHz. Na

obrdzcich 13 a 14 jsodadova spektra vygbtena vzdy z prvnich cykl
zobrazenych na obr. 12 (pouze prvnich 3@dovych sloZek je zobrazeno,

vypocteno bylo vSech 900 slozek).
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Obr. 13: Radové spektrum Ghlové rychlosti hnagidele [RPM]

z prvniho cyklu zndzo#ného na obrazku 12, tzn. zéesiniho
pribehu z 55 cyld stroje.
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Obr. 14: Radové spektrum zrychleni bidla [/mz] z prvniho cyklu

znazor@ného na obrazku 12, tzn. zéesiniho pfibehu z 55 cyld
stroje.
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Obr. 15 znazawje pribch Ghlové rychlosti a zrychleni bidla ¢bené
rovnonErne v ¢case gerrg). Protoze uifit stiedni paibehy z vice cyki je véasové
reprezentaci natmé (kazdy cyklus ma miénodliSnou délku), jsou nakresleny
pouze prvni 2 cykly. Ty se tedy mohou otkdniho pib¢hu mirre liSit.

Na obr. 15 jsou sa@asré znazorgny transformované fb¢hy vypaitené

popsanou metodou (viz (84)) z uhlorovnongrné vzorkovanych dat z obr. 12.

Pro ilustraci byla pouzita 2 nastaveni:

- M =19, tzn. bylo vypéteno 20 wase rovnorrné rozmistnych hodnot,
které jsou uteny 10 jednoznanymi hodnotami frekvemmiho spektra (zele,

- M = 79, tzn. bylo vypéteno 80 wase rovnorrné rozmistnych hodnot,
které jsou uteny 40 jednoznanymi hodnotami frekvemmiho spektraderverg).

Pro transformaci byly pouzity dva cykly @wt&ky) uhlow vzorkovanych
dat, tzn. N =3599. Za delem vykresleni &hto grafi byly oba cykly
povazovany za jeden, tznR=1. Vypoiteny vektor ¢aso¥ rovnongrné
vzorkovanych dat pak také obsahuje 2 cykly.

1200 : 200
100017 / N 100-—,¢-A|\, v AI_'[AL_V'\Y_
800 /} \ /ﬂ o | M \:\ | ‘,/ ‘\
600 . - ) !
a00——-- LY ~100 ) Ly
200 \J/ \A l \)‘

I ~ 2004y ¥ )

005 01 015 = 005 01 015 =

Obr. 15: Dva cykly uhlové rychlosti hnagiithele [RPM] (vlevo) a
zrychleni bidla [y 7] jako funkcecasu.Cerré je hodnota myena

se vzorkovanim rovnaefmym vcdase, zele#ia cervere jsou hodnoty
vypatené ze 2 cyklmegirenych se vzorkovanim rovnénmym
v Uhlu. Zelenakvka byla urena s parametrem M 19, cervena
s M =79.

Ok nastaveni na prvni pohled vedou k dobré aproximati tak vysoké
nerovnongrnosti ot&eni hnaci Hdele a nizkych hodnotach vyslednéhoitpo
vzorki M. Zkoumané prbehy velmi ¢asto obsahuji pouze omezené mnoZzstvi
frekvertnich sloZzek a vysoka periodicita Uhtovzorkovanych dat umabije
dobry odhadtasow reprezentovanych dat, tak jako to je v tomkpact. Jak jiz
bylo zmiréno, mirné odchylkyaso¥ merenych dat od mhibéhi odhadnutych
z uhlow vzorkovanych dat mohou byt spiSe obsazeigsovych datech, nez
aby byly zgisobeny pouzitou transformaci.
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Z prvniho cyklu transformovanych dat bylo vypeno frekvemini spektrum a
bylo porovnano s frekvénim spektrem vyp&ienym z¢aso¥ nangfenych dat.
Vysledek je na obr. 16. @pje patrna dobra shoda i pro malé hodnoty parametr

M.

2,

1 1004
T T
10 - -
b IRV AL
X

\/\ 1 1

0.5
Hz Hz
25 50 75 100125150175 25 50 75 100125150175

1

Obr. 16: Frekvenni spektrum thlové rychlosti hnadiitele [RPM]
(vlevo) a zrychleni bidla [rﬁsz] (vpravo) z prvniho cyklu
znazorrného na obr. 15.
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8. Analyticka souvislost mezi frekveémimi
aradovymi spektry

Pokusme se naléztiimy analyticky vztah mezi frekvénimi a fddovymi
spektry. Budeme zkoumat jertkolik jednoduchych fipadi, které nam vsak
poskytnou wtity teoreticky ndhled. Na Uvod poznamenejme, &daré vysledky
byly vypotteny pomoci systémivlathematicapro symbolické Upravy a nejsou
proto detail& odvozovany. VSechny vysledky vSak bylytawany numericky.

Predpokladejme oft periodicky systém popsany hnaci Uhlovou rychlosti
(nag. hnaciho motoru nebotitele va&kového mechanismu). Uhlova rychlost
maze byt vyjadena opt jako funkce Uhlu poot@ni ¢ nebo funkcecasut.
Teoreticka analyza pro Uhlové rychlosti zadané jakomonické funkce&asu,
coz je vtechnické praxi rgsgjSi pripad, je uvedena napvlit. [19].
V nékterych ipadech je ovS8em wvyhodné wyjéd dhlovou rychlost jako

vvvvv

w(p) = wo + wm SiNN,, @) = wo(1 + k SiN(N, ¥)),
n,eN, k= w—me(O, D. (86)
wo
Zde wg je uhlova stedni hodnota Uhlové rychlosti(¢) (odliSna odcasové
sttedni hodnoty). Uhlova rychlost je periodicka jakanKce Uhlu poot&eni
s periodou 2 /n,,. Firozere je uhlova rychlost periodicka také jako funkeesu

s periodouT. Cas potebny k rotaci o Gheb je uken vztahem

t(p) = ——d¢=
b ww
T .
— (kn— a+ArcTar( Sinte) + Tan(5/2) D
n Cos(a) (87)
na)(p"l'ﬂ' nw(p+72'
k:{ J ,B:Mod( )—71,
2m 2n
T 2m _gi
" n, wo Coga)’ K= S,

Klicovym krokem zde byla nahrada parametu (0, 1) parametrem
a € (0,7/2). Tato ndhrada vyznaminzjednodusSiradu nasledujicich Uprav.
Novy parametrk vyjadiuje paiet dokorenych otédek i pohybu, parametp

uréuje Uhlovou pozici v aktualni atée aT je casova perioda jedné @iy.
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ProtoZze uhlova rychlost je kladna, funkti@) je prosta, a tedy méa inverzni
funkci vyjadtujici zavislost uhlu poot@ni nacase

2 Sin(zt/T)
pt) = — (ArcTar( )+I n),
N, Cos(nt/T+a)

t 1 «
T 2 =«
Zde prondnna | ozna&uje paiet period pohybu, které &hly od uUhlu

pootaienia + /2 az docasut.

(88)
| =

Definujme nyni jinou reélnou funkciy periodickou jako funkci Uhlu
pootaieni s periodou 2. Funkcey mize byt rozepsana do podoby Fourierovy
fady v exponencialnim tvaru

Yp) = > Ae™ =} A(Cosng)+iSinng)),

N=—o0c0 N=—oc0

(89)

A, = A,
Komplexni koeficientyA,, Fourierovyiady jako funkce Uhlu pooteni tvai
tzv. fadové spektrum. iBstoze zapis ve vztahu (89) a v odvozenych vztazich
obsahuje imaginarni jednotku, s ohledem na komplegdruzené dvoijice
koeficienti A, a A_,, nabyva suma pouze realnych hodnot. Fouriefada niize
byt rozepsana pomo€ebysevovych polynofnprvniho a druhého druhl, aU,
(ptimo z definice &chto funkci)

Y(p) =

— . 90
Z An(Tyn, (Cogny, @) +i Sinng, ¢) Upn —1(CogN,, ) . (%0)

N=—o00
Pokusime se odtud vyjéid y(¢) jako funkcic¢asu. Vyuzijeme vztahu (88),

pouzijeme normalizovanou bezrogmou proménnou x=27xt/T+a
odvozenou Zasu a ziskame
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c ) Cos(a) Cos(X)
osn, ¢(X)) = ,
Mo 1 - Sin(a@) Sin(x)
_ Sin(x) — Sin(a)

Sinin, ¢(X)) =

1 - Sin(@) Sin(x)’

Cos(a) Cos(x)
y(X) = Z An(Tn/nw( - - )+

1- Sin(a) Sin(x)

~ Sin(x) - Sin(a) U Cos(a) Cos(x)
" 1-sin(@) Sin(x) /”_1(1—Sin(a)5in(x)))'

Funkce y(x) je periodicka s periodous2n,, coz odpovida jednéupodni
perioct 2x. Jeji Fourierova transformace je ob&ametrivialni. Pokud jsou
piitomné jencleny n/n, €N, tedy funkcey(y) obsahuje pouze celzelné
nasobky harmonickych Ghlové rychlostiebySevovy polynomy jsou polynomy
ve vlastnim slova smyslu. Jinak mohou byt vigay pomoci obecnych Gauss-
Barnesovych hypergeometrickych funkdt, (a, b; c; 2), které jsou definovany
nekon€nou mocninnodadou a mohou byt integrovany / vwiadany poclenech

(viz nag. lit. [22])

2F1(a, b;c 2=
R b (b 1tb-1(1 — t)° 01
Z(a)k( Dk . (b) f a-1 at (©@2)
4 k!~ T(©T(c-b) (1-t2°

|Z<1, c>b>0, a b, ceR.

Symbol (a), =T(a+k)/T'(a) zna&i Pochhammeéiv symbol a I'(x) je
Eulerova gamma funkce. V nasledujicim textu se pivhke sumu (91)yjadi
v podol¥ Fourierovy fady v promnné x, resp. Wasové profnné t. Tim
ziskame vztah mezi Fourierovymi koeficienty vygaymi véasové a v Uhlové
domeér.

m 8.1 Elementarniifpad
Uvazujme nejprve nejednodussi moznyippd Ag#0, A, =-ia/2,
A, =ia/2,aeR, a+0, ostatniA, = 0. Pro tento fipad nabyva funkcg(y)

v normalizované promnéx=2xt/T +a tvaru

Y(¢) = Ag+asSinin, ¢) = Y(X) =

Sln(x) K (93)
A § Y in x/n
1 K Sln(x) ¢

N=—00
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Tato funkce je periodicka v pramné x s periodou z. My ovSem hledame
jeji Fourierovuiadu vzhledem k perigdcelé otéky, tedy 2rn,. Fourierovy
koeficienty jsou tedy rfadtné v porgdru n,,, tedy pouze koeficienty,, , neN
jsoL nenulové. Bez Ujmy na obecnostizeme tedy uvaZovat, = 1. Vypctet
Fourierovych koeficierit piéimou integraci z definice vede ke komplikovanym
sumam hypergeometrickych funkci. Proto pouzijem& gidvozeni. Definujeme

) 27 Sirf (x)
C%(n) = f —— Cosnx dx,
0

1-«Sin(x)
27 Sinf (x) (94)
S(n) = f Y Sy dx
m o 1-«Sin(x) nnxdx

C(n) = CY(n) -k C°(n), S(n) = St(n) —«x ().
Cleny fad C(n) a S(n), neN nazvemezékladni integraly ¢leny Ck(n) a
SK(n) diléi integraly fadu k. Pouzitim této notace jsou Fourierovy koeficienty
vypocteny jednoduSe ze zakladnich intefy@dgdmoci vztahu

Cn)+iS(n)
- 2r '
Casova gedni hodnotayy = Ag—aTana/2) je jednoduse ditelna gimou
integraci, Fourierovy koeficienty se zapornym irelexjsou komplex# sdruzené

(95)

-n

k ¢clenim s kladnymi indexy, za#hime se tedy pouze ndeny Y, s kladnymi
indexy. JednoduSe Ize dokazat, Ze polovina ho#@adiC(n) a S(n) je nulova.
Uvazujme nap diki integral S¢(2n). Protoze integrand je periodicka funkce
s periodou odpovidajici integr@m mezim, mzeme integréni meze posunout a
nasledsd rozclit na poloviny. Provedeme v druhém z intedrasubstituci
takovou, abychom jeho meze &pposunuli na stejné meze, jako ma prvni
integral. Nyni niZzeme oba integraly &p sjednotit, nebt maji stejné meze, a
integrand zjednoduSime. Je patrné, Ze novy integealicha funkce pro vSechny
hodnoty parametrik a funkce je integrovanaigs interval symetricky kolem
nuly. Cely integral je tedy nulovy. Podabpostupujeme pr&€<(2n+ 1)
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27 Sirf(x) SiN2n X)
(em o 1-«Sin(x) X

2 (8n/2 12 Sinf(x) Sin2n x)
f +f = f _ dx+
-n/2 Jn/2 2 1—=kSIN(X)
fv/z Sinf(x+ ) gimz n(X+ 7)) e (96)
—n/2 1-kSin(X+n)

121+ (=¥ +kSinx) (1 - (- D)
j—:/z 1 - k2 Sin(x)?
Sinf(x) Sin2n x) dx,
S2n) =S2n) =C2n+1)=C*2n+1) =0.
DalSi identitu je mozné sestavit z nasledujicilimgeluchého vztahu

2 1T
0= f Cosnx dx =
) (97)

271 — k SIN(X)
———C dx = C°(n) - x CY(n).
j(; 1_ xS ogn x)dx (n)—xCH(n)

Podobny vztah plati pr&(n) a S'(n). Ztoho ndiZzeme vyjatit zakladni
integraly pomoci dfich integrak fadu O

_ 2
C(n) = Co(n) = — () CO
K Sin(a)
2 Co¥< (@) (%8)
—K a
Sn) = L) = — Ln)
K Sin(a)

Dil¢i integraly mohou byt vypsitany matematickou indukci. Nejprvecime
pocateni ¢leny C°(0) a S°(1). Podobnym postupem, jaky byl pouzit v odvozeni

(96) a substituai = Sin(x)? ziskame
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0 2 1T 1
C (O):f —_ClXZ
o 1-«Sin(x)

2 1 1y-1/2(1 —u) ?
4‘]7 —de:Zf dXx =
0 1-#«2Sinx)? 0 1-«2u
1 1
, r(3)1(3)

2m 2m (99)

1yY2(1 - -1/2
@) = 2/<f l ZU) =
0 —Kk~U
r(3\r(t 3 2
ZKMﬂ:l(l, _;2;/(2): i Tar(z)
' 2 Coga) 2

Vyuzili jsme vztah pro hypergeometrickou funkci Y92 jeji tabulované
hodnoty z lit. [22]. Nyni vytvéime identity pro induéni krok. Pomoci sungai

formule pro Sign+ 2) x) a Cos(n+ 2) X) a vztahu (97) ziskame

2
C’%n+2)=C%n)-2S'(n+1) =C%n)- — L(n+1),
K

5 (100)
Lin+2)=Ln)+2Cn+1) = L)+ - Cn+1).
K
Nyni miZeme provést viastni indukcirdtipokladejme, Ze
C’n)= 1+ (=DM " ('Tan(a))n
= — I — ,
Cos(a) 2
(101)

L) =-i(d- (1" CoZ(a/) (u’ Tan( %))n

Kazdy druhy dii integral je nulovy. PovSindme si, Zze pestoze vztahy
s ohledem na jednoduchost zapisu obsahuji imagijédmotku, nabyvaji ve
skut&nosti pouze realnych hodnot. Provedeme igduk krok v obou
posloupnostech ~ seasrt  {C%2n), (2n+1)} - {C%2n+2), S(2n+3)}.

Indukéni krok je dokazan jednoduse pomoci (100) a vztahu

(102)

r(a/)_ 1-Cosa) _ Sin(a)

2 Sina) _ 1+Cosa)
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Celkow tedy Fourierovy koeficienty jsou ve tvaru

, a
Y, = e~ nN72 Tari‘( E) Cot(a). (103)

Nyni shrneme ziskané vysledky. Mame definovany ésystpopsany
v zavislosti na uhlu pooteni

w(p) = wo(1+ k SiN(n,, ), N, €N, SiNa) =k,

. 104

Y(p) = Ao +asSin(n, ¢). (104)
Rozvoj funkcey ve Fourieroviradu v zavislosti naase je
Too 2rint 272'
t) = Yoe T, T= ,
Yo n_z_;O " n, wo Cos(a)
a

Yo = AO—aTar(E), (105)

Yon, =ae N2 Tad”'(g) Cot(a),
Y, = 0 pro ostatni hodnoty.

V uvedeném vztahu proy,, pribyla absolutni hodnota v exponentu
tangenty, protoZe vySe uvedené odvozeptpokladalo pouze kladné hodnoty
indexu n a Fourierovy koeficienty pran<0 jsou k nim pouze komple&n
sdruzené. Ve spektralni analyze je obvyklé zobrazopouze aplitudy
Fourierovych koeficierit, a to v logaritmické stupnici

I—Og( | Ynnw |) =

Log(|aCot(@)|) +n Log( ‘ Tar‘(g) D = Co+NeyL. (106)

Jinymi slovy, nerovnogrnost Uhlové rychlosti vybudi ve sledované funkci
nekonéné mnoho frekvenci, které ubyvaji v logaritmické gtigp linearre.
Ukazka tohoto elementarnihafipadu pro #izné hodnoty parametrd je na

obr. 17.
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w(p)=k sinp) + 1 f(p)=sin(p)

f(v [U] db/lU
1 _20 k=0.85 —eo—
0.5 _40 k=07 —e—
[s] -60: ﬂ
-0.5 A\ v/ 1 —80' }E m
L - n[Ord|
-1 5 10 15 20

Obr. 17: Funkce Siw) vyjad<ena jako funkcéasu pomoci thlové
rychlosti ve tvaru I « Sin(g) pro rizné hodnoty parametru
(vlevo) a jeji frekvedni spektrum (vpravo).

m 8.2 RozSieni o fazovy posuv
Uvazujeme nyni zakladniiilad (93) roz8eny o fazovy posuyg
Y(p) = Ag+aSin(n, ¢ + ¢o) =

Ao +aCogyo) Sin(n,, ¢) +aSin(ge) Cogn,, ).
Je Zejmé, Ze vzhledem Kk lineafitFourierovy transformace siaanalyzovat

(107)

piipad Y(¢) = Cogn, ¢) a tento vysledek zkombinovat s vysledkem (105).

Analogicky k (93) vyjadime funkci y v zavislosti na normalizovaném
bezrozrdrnémcéasex = 27t/T + «

Cos(x)

§(x) = =C Yo et "X,
09 = Cosa) T—ar e = Cosa) D Yae (108)

N=—o0c0

Opét se omezime nafipad n, =1. Podobn jako v prvnim pipad
definujeme ddi integrély (zakladni nyni nejsou peba), a analogicky ukazeme,
které jsou vzdy nulové

K 27 Cos(X)
Cm= f ——— Cosgnx dx,
0

1-«Sin(x)
&m = f r_Coso Sin(n X) dx (109)
“Jo 1-«SinX !

~A2k+1 ~2k ~2Kk ~2k+1
C 2n=C 2n+1)=S 2n=S (2n+1)=
Pro k=0 jsou dii integraly podle vztah (109) a (94) shodné, tedy

f:o(n):CO(n), éo(n):so(n). PouZitim so&tového vzorce pro Co®+ 1) x),
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resp. Si(n+ 1) x) uréime vztah mezi dilmi integraly podle vztah(109) a (94)
prok=1

~1

C (n)=C°%n+1)+Sin) =
u’n(l—(—l)”)(_ r(a/ n
—  |iTa

1
Con+ 1+ —-S(n) = - —
(n+ )+K m Sin(a)

2

A1 (110)
S =S(n+1)-Cln) =
1 71+ (=DM a\\n
Ln+1)- = :——('T r‘(— .
(n+D K ™ Sin(a) ‘e 2))
Hledané Fourierovy koeficienty jsou tedy rovné
.~ Cos A A
v, = 224 (Cl(n) +u'Sl(n)) =
2m (111)

(01

(-1D" Sign(n) e* "+ /2 Tari”'( . ) Cot(a).

Nyni shrneme ziskané vysledky této kapitoly. Maneindvany systém
popsany v zavislosti na Ghlu pooemi

w(p) = wo(1+k SiN(n, ), N, €N, Sina) =k,

: 112
Y(p) = Ag +aSin(n, ¢ + ¢o). (112)
Rozvoj funkcey ve Fourieroviradu v zavislosti naase je
I 2xint 2
(t) = Yoent, T2 ——
y n:Z_;O " n, wg Cos(a)
a
Yo = A —aCosigo) Tar( - ).
o (113)
(Cogpo) €7 + (- 1" Sintgo) Sigrm e "2},
Y, = 0 pro ostatni hodnoty.
Je mozné ukéazat, ze pnct O je
[Costgo) "% + (~1)" Sinigo) Sigrtm) &' ™V = 1. (114)

Fazovy posuv ve sledované funkci tedyibec neovlivni amplitudy
frekvertnich slozek, zfisobi pouze posuvy fazovych slozek. Exponencialni

ubyvani amplitud podle vztahu (106) bude stale &win Je moZzné odvodit
podobné vztahy i pro komplikov&ai pripady. Podobné vysledky plati i pro
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slozitgjSi pripad dhlovych rychlosti a sledovanych funkci s videovymi
frekvencemi, jak bude st¢né nastigno v nasledujici kapitole.

m 8.3 Vztahy vySSichadi

V nasledujicim oddile fedstavime alespo zakladni srér rozSfeni
elementarniho #ipadu uvedeného vy3Se. Vyjdeme ze vztahu (91). Pokud

sledované funkce ve tvaru

Y(p) = Ag+asSin(pn, ¢), (115)
kde p je prirozené ¢islo, maji CebySevovy polynomy celfselné indexy
g=pn/n, a mohou byt wvyjagtny pomoci Fibonacciho polyndm /(viz
nag. [22])
Ln/2]

Un(@ = (9" Fria(2i2) = (

k=0

17k on-2k n-2k
K )( 1)k 2 'K,
y(x) = Ag+

~ Sin(x) - Sin(a) L(q‘l)/zl(q_k_

ar
1 - Sin(a) Sin(x) K

(116)

1 ) (- 1)k 2q—2 k-1
k=0

Cos(e) Cos(x) 92k
(1—Sin(a)Sin(x))

Vzhledem Kk lineardt Fourierovy transformace ttheme provést Fourierovu

transformaci kazdéhd@lenu fady ve vztahu (116) odkne. Vypocteme tedy

Fourierovy koeficientyym, m-téhoclenu yn(x) na intervalu s periodous2n,,

Ym(X) =
m-1

Sin(x) — 1-«? CogX)
1-«Sin(x) 1 -k Sin(x)

(117)

+o00
— Z Yin i N ¥
N=—o00
Jako v elementarnimijpact se bez Ujmy na obecnosti omezime hipaul
n, = 1. Definujeme ddi integralyraduk, I, m:
2x Sinf(x) Cos(x)
ckliny = f —Cognxdx
0

1 -k Sin(x)™
(1-«SIN(x)) (118)

27 Sinf(x) Cos(x)
(n) = A - dx.
S j(; (1 - k Sin(x)™ nnxdx
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Fourierovy koeficienty Y,,n, mohou byt vyjateny pomoci zakladnich
integrati ve tvaru

Crn(n) = Cos™ (@) (CH™ () - Sin(@) CH™ (),

Sn(n) = Cos™ (@) (S5™ () — Sin(@) SH™ (),
Crn(N) + i Sn(1)

mn = 2n '

Primou integraci je mozné vyjétdzakladni integrély ve tvaru

(119)

Cm(n) = 2 Cod ()
Lm/2] [n/2]

> 2o ((2r) S @ (514 )

r=0 s=0
r nr 2-
Sinzr(a) r+s+1HI'(m+ny/ S) F
r((m+n)/2+r+1)
(M, r+s+1;(m+n)/2+r+1; Sirf()),

Lm/2] [(n-1)/2]
Sn(n) = 2 Co$ () Z Z (- 1)5(

r=0 s=0

((2mr ) - Sirf(a) ( 2rnl 1 )) Sirt" (@)

I'r+s+3/2)I'((m+n)/2-19)
I'((m+n+1)/2+r+2)
(M, r+s+3/2;(M+n)/2+r1+2; Sirf(a)).

Takovy vysledek ovSem nenfil uspokojivy, nebt z rgj neni mozné ziskat
predstavu o skuteych souvislostech. Budeme proto pakneat v odvozovani
v podobném duchu jako pro elementadtipad. Je fejmé, Ze pran= 1 prechazi
zakladni i diéi intergaly do podoby odpovidajici elementarniniipgdu, ¢etne

(120)
25+1)

2

rozSteni o fazovy posuv ve vztazich (96) a (109). Podgako pro tyto vyse
uvedené fipady niizeme ukazat, ze
ck?l2n+1) =
Ck2@2m = g2'@2n) = §2'*1@2n+ 1) = 0.

Podobnym rozvojem jako ve vztahu (97) ziskame itent

(121)
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Cll(n) =

(C'r‘n—“(n)—c'r‘nll'(n)/K— Z( 1)1( ) ck P ),
(122)

Sl = (S5 m -3 M)/« =

(Sh
Zp:(—l)" ( ?)Sﬁ:f;"(m.

Indukci bylo provedeno zobesmi pro poniZzeni indextk <m o p<Kk.

Narozdil od elementarnihotipadu ovSem dil intergaly C'r‘ﬂ 11'(n) a Sl;ill"(n)

nejsou nulové pran> 1. Odvodime déale surai identity odpovidajici vztahu
(100) pro pouziti v indwknim kroku. V zobec#né notaci tyto identity maji tvar
Clin+2)=Clm-255n+1) =
ckl(n) - % (S (n+ 1) -S4 (n+ D)),
Sn+2) = S‘;'(n) +2C Ny 1) =
Sy + - (Ck'(n+ 1) -Chli(n+1)).

(123)

Kvili pfechodu od vysSickadil m k nizS§im budeme pi#bovat jesdt jednu

identitu nového typu, ktera je zaloZzena na pergsaimtegraci dfich integral

Co™ ) a M (n). Integrovan bude vyraz C@s), resp. Simx a
derlvovan bude zbytek vyrazu. Po Ggravaji tyto identity tvar

m-s-1
C%,m—s(n) = m( com H(n) C%mz s—Z(n)) +
m—s—l
(m- 1)/<S(T)1
(124)
Lms(n )—( m—1) &2 (331"‘_%(”) S5 m) -
n
CO,m—:s—l .
m-px ™ @

Pomoci matematické indukce a vztafl02) a (123) Ize ukazat, Ze ail
integralytadu 0, Om pro rékolik prvnich hodnot indexan mohou byt vyjageny
ve tvaru
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Coom) = % Br(n), Si°() = —i % Bri (),
i - o)
BY(n) = i" o TarP( %) (1+nCoga)),
BY(n) = i" ot Tari‘(%)
3+3nCoga) +(n+ 1) (n—1) Cos(a)
> .

(125)

V tomto vyjadeni je patrné, Ze zékladni tvar vyfigaro sinové a cosinove
diléi intergraly je shodny, pouze nuloweny alternuji odlis& Dilci intergaly
maji ve skut&nosti ot realnou hodnotu, imaginarni jednotka je pou&taro

jednodus: zapis.

Pomoci rekuremmich identit (122) a (124) lze vyjéd nasledujici zakladni

integraly ve tvaru

1 _ (_ 1)m+n

Cm — sm+n-1 "~ "~ "7 Bm ,
n=i > (n)
1 _1 m+n
Suim =t > L B,
Ym'n — E’S m+3n+1 Bm(n),
Cogqa) a
B =2 Tarl'| — |,
) =2m Sina) - (2)
Coga) a
Bo(n)=2n Tal'| = | (1-nCoga)),
’ Sirf(a) (2)
Bs(n) =
C 1-3nCoga)+(n? +1) Cog
2 SO8) gy 2) L30C0R) 7 Y Cost)
Sirt(a) 2 2% 2!
C
Ba(n) =21 0d) Tarf‘(g)
Sin*(a) 2

T (-12nCoga) +3(2r* +(n—-1° + (n+ 1>+ 2)
X ol

Cos(a) +2n(n? +5) Cos(a)),

(126)
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C
Bs(n) =27 04@) Tari‘(g)
Sir(a) 2

1
— (-3-3nCog0a) + 3(7n?+6) Cog(a) -
4

n(10n? + 47) CosS(@) + (n* + 14n? + 9) Cos'(a)),

Pti rostouci nerovnogmnosti Uhlové rychlostk — 1, tedya — /2 inklinuji
hodnoty Tarfr/2) -1, Cosa)— 0, Sina) -1, Cola) > 0. Stejik jako
v elementarnimifipad se tedy s rostouci nerovnémosti Uhloveé rychlosti stava
dominantnim¢lenem Taf(a/2). NejvysSimélenem zbyvajiciho vyrazu je vzdy
¢len cn™ 1 Cot"(a), kde c je konstanta. Podobnjako v gredchozim pipac
miZzeme tedy vokoli kazd&adové harmonické slozky v amplitudovém
frekvertnim spektru vysledovat nekam& mnoho vySSich harmonickych slozZek,
které v logaritmické stupnici klesajitiplizné linearré. Mira tohoto poklesu
negimo un&rné zavisi na nke nerovnorérnosti ot&eni referedni hridele.
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9. Zawr

PredloZena prace seénovala metod meieni Uhfi, Uhlovych rychlosti a
Uhlovych zrychleni a weni v zavislosti na Uhlu poateni rotujici Hidele
pomoci inkrementalni rotaich snimé&t zvanych téZ enkodéry. Z&dalem tchto
meieni bylo ve VUTS, a.s. vyvinuto #iaeni DMU, které se nyni jiz v paté
generaci Us§Bre vyuziva a v 8mz je uplatdno mnoho poznatk uvadnych
v této praci. Fedklddana prace se snaZzi doplnit bild mista vitekovychto
meieni.

Po zadefinovani analyzované éiini metody a jejimu  Wleréni vici
klasickym a Bzn¢ pouzivanym metodamdreni Uhlovych vetin ve druhé areti
kapitole je vyznamn&ast prace vetvrté kapitole ¥novana detailni analyze
meérenych veliin Uhlu, Uhlové rychlosti a Uhlového zrychleni. pleg je
diskutovan vliv jednotlivych paramétrmeéieni na niiené veliiny, nasleds je
navrzen postup optimalniho nastavenichto paramefr v zavislosti na
konkrétnim experimentu.

Pro optimélni mdeni Uhlu poot®eni je navrzeno optimalni nastaveni
meéficiho rozsahu a interpalaiho faktoru tak, aby natiena data obsahovala
minimum zaokrouhlovacich chyb. Proéiani Ghlové rychlosti je diskutovana
piedevsim velikost Uhlového intervaluiep ktery se Uhlova rychlostém Pro
meéreni ustalenych &ti je pledloZzen navrh tohoto parametru v zavislosti na
méreném rozsahu Uhlové rychlosti. Proéiami nap. rozkeht, dokehda ¢i
kyvavych pohyk stroje je popsan algoritmus dynamické émgn velikosti
Uhlového intervalu, ifes ktery se uUhlova rychlosténn jsou diskutovany jeho
parametry a praktické limityéetns navrhu na mozné Upravy tohoto algoritmu.
Pro néteni Uhlového zrychleni je také&gqulloZzen ndvrh na nastaveni velikosti
Uhlového intervalu, i@s ktery se Uhlové zrychleni¢t v zavislosti na rozsahu
meérené Uhlové rychlosti.

Je redlozen také algoritmus pro vysoce preciséifemi diferednich uhii a
Uhlovych odchylek od rovno¥mého otéeni integraci difergmi Ghlové rychlosti
véetrg analyzy jeho vlastnosti.

Vyznamnou ¢asti je také shrnuti moZznych chybéiemi s enkodéry. Je

analyzovan vyznam jednotlivych chykeiani a u vyznamnych je navrzen postup
na jejich redukci. Za zminku stojifgdevsim analyza chyb vzniklych torznimi
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kmity enkodéd, neba’ tyto chyby se projevuji prakticky v kazdémsieni a
v nekterych gipadech mohou byt i vyznamné.

Druha ¢ast prace seénuje gedevSim rozboru spektralni informace Gllov
vzorkovanych dat. Uvodni teoreticka Sesta kapisdlenuje zakladni poznatky
o Fouriero¥¢ transformaci a v z&wu ukazuje vyznamny obecny vztah mezi
spektrem dat vzorkovanych rovnéme v ¢ase a rovnosrné v Uhlu pootdeni
referegni hidele. Ukazuje, Ze spektrum wvyftené z nagienych dat v jedné
domért (nap. casové) je konvoluci spektra z dat réemych v druhé domén
(napr. Uhlové) a tzv. spektralniho okénka, tedy spekirkce popisujici vztah
mezi okkma vzorkovanimi.

Dekonvoluce vlivu spektralniho okénka je obearetrivialni. Za uitych
zjednodusuijicich iedpoklad je v Sesté kapitole ipdstaven algoritmus této
dekonvoluce pro diskrétni narena data, tedyippaitu Uhlow vzorkovanych
dat nacaso¥ vzorkovand a igpaitu spekter Uhloy vzorkovanych dat na
spektracaso¥ vzorkovanych dat (a naopak). Tento algoritmus estukuje na
feSeni soustavy linedrnich rovnic, s vyhodteSené pomoci pseudoinverze
transformani matice. Takovy vyptet je sicefadow naranéjsi, nez vypoet
klasickych FFT, vrealné praxi s ohledem na redlolimenzi problému a na

vykon modernich p#itaca to vSak neni vazny problém.

Posledni kapitolafied za¢rem se snaZi analyticky popsat viiv spektralniho
okénka na spektradasové a uhlové domé&nTakova analyza je mozné jen pro
elementarni ipady, ukazuje se ovSem, Ze vyfEné zavry jsou giblizné platné
i pro komplikovawjsi obecné fipady. RPedevsim je mozné konstatovat, Ze jedna
harmonicka komponenta v Uhlové rychlosti reférén hridele vyjadené
v zavislosti na Uhlu pooteni vybudi pro kazdou harmonickou komponentu
sledované funkce (n&p zrychleni vystupnihoclenu mechanismu) vyjéené
v zavislosti na uhlu pooteni nekonéné¢ mnoho slozek ve frekveénim spektru,
jejichz amplitudy v logaritmické stupnici ubyvajifiplizné (pro elementarni
piipady dokonce iesr€) linearré se sklonem danym mirou nerovn&mnosti
Uhlové rychlosti referemi heidele.

93
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Rejstik
analyzajadova,1s

distribuce, periodick&6
DMU, 12, 18

enkodér12, 18

filtrace
soulthova, 16
Vold-Kalmanova,16
FPGA,18
frekvence, Nyquistova7
funkce
indikatorova,63
omezena frekveme, 66

hteben, Diradv, 66
hiidel, referetini, 11

integral
dilei, 83, 89
Fouriefiv, 60
zakladni,g3, 90
interpolace ;18

kritérium, Nyquistovo g6
nost, funkce,63

okna,63
okno, spektralniéé

perioda, enkodérus
pocet puldl, enkodéruis
puls, nulovy,18

rychlost, vypaéet, 32
fad, 15, 61

signaly A a B,18

spektrumgo
fadove 61
frekvertni, 61
vinovych délekg1
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tacho-signaly16
teorém
konvoluni, 63
vzorkovaci,67
transformace
formalni diskrétni Fourierovap
Fourierovag1
Fourierova diskrétng7

vzorkovani
casoveil
synchronniie
Uhlové,12

zakladna
casovaiil
Uhlova,12, 22
zrychleni, vypeet, 22
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