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DERIVACE - PROPEDEUTIKA A ZAVEDENI POJMU
Anotace

Diplomova prace se zabyva propedeutikou pojmu derivace a ukazuje netradi¢ni
zpusob zavedeni tohoto pojmu na stiednich Skoldch.

Price je rozdélena do peti hlavnich ¢4sti. Prvni ¢4st seznamuje se zakladateli
infinitezimdlniho poétu a s jeho vyznamem pro exaktni védu, jakou je matematika.
Druhd &4st pojednavd o pojmu derivace vramci Skolské matematiky, uvddi jeho
zafazeni do Skolskych osnov a prvni interpretace ve 3kolnich ucebnicich. Treti ¢4st se
vénuje vysvétleni samotného pojmu derivace pomoci dnes bézné dostupnych
stiedoskolskych udebnic. Ctvrtd &dst se pokousi pomoci motivaénich piikladi
z matematiky a fyziky zavést pojem derivace. Dukazem toho je experiment uvadeéjici

nékolik mozZnych feSeni, o které se pokousi sami studenti. V posledni ¢dsti je uvedeno

nékolik feSenych pifkladi.

DERIVATIVE - PROPAEDEUTICS AND INTRODUCING THE CONCEPT
Summary

This Diploma Thesis deals with a comprehensible explanation of the conception
of derivation and it shows a non-traditional way of introduction this notion at secondary
schools.

The work is divided into five main sections. The first part introduces founders of
infinitesimal calculus and its importance for such exact science as mathematics is. The
second section deals with the conception of derivation in terms of school mathematics
and it shows its enlistment into school curricula and the first interpretations in school
textbooks. The third part pursues explanation of the notion of derivation per today
commonly available textbooks. The fourth section tries to introduce the notion of
derivation by way of motivating mathematical and physical examples. The evidence of
this is an experiment stating several possible solutions that students themselves are

trying to find. In the last section, there are several solved examples.



DIE DERIVATION - PROPEDEUTIK UND BEGRIFFSEINFUHRUNG
Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit beschiftigt sich mit der Propedeutik des Begriffs Derivation
und zeigt eine ungewthnliche Einfithrungsweise dieses Begriffs an den Mittelschulen.

Die Diplomarbeit wird in fiinf Hauptteilen verteilt. Der erste Teil macht uns mit
den Begriindern der Infinitesimalrechnung und mit ihrer Bedeutung fiir exakte
Wissenschaft — wie Mathematik ist, bekannt. Der zweite Teil behandelt das Begriff
Derivation im Rahmen der Schulmathematik, umsetzt seine Einordnung in den
Schulanlagen und erste Interpretationen in den Schullehrbiichern. Der dritte Teil widmet
sich der Begriffserkldrung der Derivation mit Hilfe der heute alltiglich erreichbaren
Mittelschullehrbiicher. Der vierte Teil versucht den Begriff Derivation durch die
Motivationsbeispielen aus Mathematik und Physik einzufithren.
Der Beweis dafiir ist ein Experiment, der viele mdglichen Losungen, sich sie selbst die
Studenten versuchen, beibringt. Im letzen Teil werden einige geldste Beispiele

angefiihrt.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU

Ax, Ay piirtistek argumentu x v bodé€ xp nebo y v bodé yg
fix) hodnota zobrazeni funkce f'v bodé x

n normélovy vektor

i smérovy vektor

T= [x ; y] bod T v roviné s kartézskymi souradnicemi x, y

lim f (x) limita redlné funkce fredlné proménné x v bodé a
. (x), % prvni derivace redlné funkce f promé&nné x
log,x logaritmus redlného ¢isla x (x > 0) se zdkladem a

(@a=0,a=1)

In x ptirozeny logaritmus redlného Cisla x (x > ()



1.UVOD

Diplomovd price je zaméfena na propedeutiku pojmu derivace a na méné

tradi¢ni piistup jeho zavedeni na stfednich Skoldch.

Diferencidlni pocet spolu s integralnim poctem je v osnovach pro stfedni Skoly
zafazen do Ctvrtého ro¢niku. Ne vSechny 3koly ale toto téma do svych osnov zarazuji.
Diplomovd prdce vprvni ¢4sti seznamuje se samotnym vznikem a vyznamem
diferencidlniho poétu v matematice. Pokousi se priblizit vyznamné objevitele tohoto
apardtu, pomoci kterého jsme schopni vypocitat pohyb kolem nds. Popisuje zdkladni
myslenkové postupy Gottfrieda Wilhelma Leibnize a Isaaca Newtona, kterym se téméf

soucastné podarilo objevit zdklady infinitezimdlniho poctu.

Dalsi ¢4st je vénovana historii diferencidlniho poétu v rdmci ¢eského Skolstvi.
Predstavuje vyznamné obdobi, vnémz byl diferencidlni pofet zavddén do osnov
matematiky a ndsledné do nékterych vybranych ucebnic t€¢ doby. Didle seznamuje
s osnovami na stiednich Skoldch, pfesnéji feCeno na gymndziich rizného zaméieni.

Neopomind ani zminku o dnes velmi diskutovaném ramcové vzdélavacim programu.

Vyznam pojmu derivace a jeho zavedeni pomoci teény ke grafu funkce a
okamZité rychlosti nalezneme v dal3i ¢4sti prace. Ta se také zabyva vyskytem derivace
v béZné dostupnych stiedoskolskych uéebnicich a snaZi se je porovnat. Prace obsahuje
motivacni tlohy pro zavedeni pojmu jak z hlediska matematického, tak fyzikélntho.

Jednu vlohu se snazi demonstrovat pomoci nékolika metod.

Posledni ¢dst DP obsahuje experiment, v némZ byl pojem derivace zaveden
netradiénim zpUsobem pomoci analytické geometrie na stiedni Skole. Ddéle pak

nésleduje n€kolik ukdzkové feSenych priklada.
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2. HISTORIE

2.1. Objev a vy¥znam infinitezimalniho poétu

Svét, ve kterém Zijeme, je v neustdlém pohybu, pravidelném i nepravidelném.
KaZdy den vychazi Slunce pohybujici se po své obvyklé draze na obloze. S ménicim se
ro¢nim obdobim v naich zemépisnych Sirkdch vyika slune¢ni drdhy nad obzorem
stiidave roste a klesd, a to opét v néjakém rytmu. V3ichni se shodneme na tom, Ze
pohyb je viudypfitomny, bez n&j by Zivot na Zemi neexistoval. Nékteré druhy pohybu
se zdaji byt chaotické, ale ve vét§in€ z nich najdeme sviij idd, ktery pochdzi z ur¢ité
struktury, kterd se d4 studovat z hlediska matematiky. Aby bylo moZné zkoumat pohyb,
bylo nutné nalézt zpisob, jak pomoci statickych ndstroji zachytit proces zmény.
Lidstvu to trvalo témeér dva tisice let. Vysledkem byl vyvoj a vznik diferencidlntho
pottu ve druhé poloving 17. stoleti. Tento jedinedny objev znamenal jeden z nejvétsich
meznikd ve vyvoji matematiky a mél na nd$ Zivot stejné revoluéni dopad jako vynélez
kola nebo knihtisku. Pripomenme, Ze ideje, které mohou byt povaZovany
za propedeutiku diferencidlniho podtu, byly rozpracovdny jiz v antickém Recku.
Za zminku nepochybné stoji Archimédes ze Syrakus (287 - 212 pf. n. 1.), Menaechmos
(asi 380 - asi 320 pf. n. 1.) nebo Apollonios z Pergy (asi 260 pf. n. L. - asi 1700 pf. n. L),
Tito ulenci studovali napifklad kfivky vzniklé spojitym pohybem bodu. Zamysleli
se nad jejich popisem i jejich privodnimi jevy, jakymi je i te¢na. BohuZel Rekové byli
ve svych vysledcich omezeni tim, ¢ neméli k dispozici algebraickou symbolikou a
apardt analytické geometrie. Postupem c¢asu dospéli ve studiu kiivek a hleddni tecen
mnohem déle jejich pokrafovatelé, a to vzhledem k novému ndstroji, jakym byla
analytickd geometrie. Za dal3i prikopniky ideji matematické analyzy jmenujme alespoil
Blaise Pascala (1623 - 1662), Pierra de Fermata (1601 - 1665). Gillese Personna
de Robervala (1602 - 1675), Christiana Huygense (1629 - 1695) a Isaaca Barrowa
(1630 - 1677). [6]

Témer do poloviny 17. stoleti matematika neprodé€ldvala nijak vyrazné velké
skoky, pomineme-li v¥znamné obdobi v Recku nebo Egypté. K vyzna&nému pokroku
doslo teprve tehdy, kdyZ Isaac Newton (v Anglii) a Gottfried Wilhelm Leibniz
(v Némecku) zavedli nezdvisle na sobé tzv. diferencidlni a integralni pocet, ktery byva

WA W

ozna¢ovédn pod souhrnnym ndzvem jako infinitezimdlni pocet. Difvéj$i matematika se
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omezovala na statické formy pocitani, méfeni a popisovani tvari. Diky postupim, které
umoZziuji postihnout prdvé pohyb a zménu, jsme schopni studovat pohyb planety a pad
télesa, popsat principy mechaniky, proudéni kapalin nebo rozpindni plynd, pracovat
s fyzikdlnimi jevy jako elektfina a magnetismus nebo také odhalit zdkonitosti 1étdni,
rastu rostlin a Zivo€ichd, popsat prabéh sifeni epidemii nebo kolisdni ekonomického
zisku. Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz pfetvofili matematiku nejenom
ve studium éisel a tvarh, ale také pohybu a zmény a obohatili tuto védu o nové

matematické postupy.

Vétsina prvotnich praci, které pouZivaly diferencidlni a integrdlni pocet, byla
zamefena na studium fyziky a nejeden velky matematik té doby byl zdroven i
vyznamnym fyzikem. Nicméné piiblizné od poloviny 18. stoleti vzristal zdjem

o matematiku jako védu, nikoli pouze o jeji aplikace.

2.2. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)

Obr. 1: G. W. Leibniz Narodil se 1. 7. 1646 v Lipsku jako syn vdzeného
univerzitniho profesora. Leibniz od mlad{ touZil vymyslet
logicky stroj, obecny mysSlenkovy algoritmus, umoZnujici
najit témer na kaZzdou otdzku spravnou odpoved. Snazil se
0 to tfemi zpusoby. Vychdzeje z Pascalovych mysSlenek
vynalezl pocitaci stroj, jehoZ konstrukce se pouZivd

dodnes. To byl jeho prvni, mechanicky algoritmus.

Druhym zpusobem byl jeho objev nekone¢nych fad.

------

thmj: Diderot 2002 ) o . 5 o
otdzkou sestrojeni teCny k dané kiivce. TeCnu Leibniz

uvadél jako mezni pifpad se¢ny. Predstavoval si, Ze dva sousedni prasec¢iky s kiivkou se
k sobé stdle vice a vice pfibliZuji, aZz je jejich vzddlenost nekonecné mald. Z této
predstavy pak Leibniz vybudoval algoritmus, ktery témef mechanicky, pouze
na zédkladé nékolika jednoduchych vzorca, dovoluje pocitat smér tecny v libovolném
misté kiivky. Vznikla novd pocetni operace, které dnes fikdme derivace a kterd je
zdkladni operaci infinitezimdlniho poctu. Tehdy také Leibniz zjistil, Ze existuje postup

inverzni k derivovéni, ktery je vhodny pro vypocet obsahli obrazctu jakkoli kiivych.

Tato operace byla nazvédna integrovéni. [5]
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2.2.1. Charakteristicky trojihelnik

# s

Leibniztiv mySlenkovy postup piiblizime pomoci obr. 2.

Obr. 2: Charakteristicky trojihelnik

Normala

_Te¢na

Kiivka

x V¥

Zdroj: upraveny podle predlohy Colerus 1941

Tecna, kterd se dotykd kfivky v bodé A, se zna¢né oddaluje od ktivky v bodech
B a C. Povazujeme-li tyto body B a C za koncové body prepony pravouihlého
trojihelnika BFC, jehoZ odvésny jsou rovnobéZné se souradnymi osami, pak je tento
trojihelnik podobny trojihelniku ADE, ktery je tvofen normélou tecny, ¢asti vodorovné
osy a rovnobéZkou s osou pofadnic. Trojihelnik BFC je tedy podobny trojihelniku
ADE. Dile si piedstavme, Ze se body B a C pohybuji stdle vice k bodu A ve sméru
naznaceném Sipkami. Proto se bude trojuhelnik BFC stdle vice zmenSovat, aniZz by
zmeénil svuj tvar. To znamend, Ze zustane naddle podobny trojihelniku ADE.
ZmenSovani vSak nemd zZddnych mezi. PiibliZovani bodi B a C miZeme provadét tak
dlouho, jak chceme, a nelze vymezit okamZzik, kdy tim zmizi naSemu zraku tak, Ze body
B, A a C splynou v jeden jediny bod. Leibniz se v tomto okamZiku sdm sebe ptal:
~Prestal nyni trojihelnik BFC existovat?* Tuto otdzku moZno zodpoveédét ,,ano™,
protoZze trojihelnik nemuZze vice pojmové trvat, pokud leZi jeho vrcholy na sobé a neni
tedy Zddnd moZnost vést strany trojihelnika. Nelze si vSak ani dobfe predstavit, Ze
zmizeni nastdva rdzem, nebot’ predpokldddme spojitost ¢ary (strany trojihelnika). Proto

je logiCtgjsi pripustit, Ze trojihelnik BFC zmizel naSemu zraku, ale jeho vlastnosti
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ztstaly zachovany. Uz od dob starych Rekd je zndmo, Ze poméry nemaiji nic spole¢ného
s absolutn{ velikosti. Trojihelnik BFC mad vSak stdle poméry trojihelnika ADE, at’ jsme
jej nechali zmensit jakkoli, ponévadZ mu byl podobny. V tomto okamzZiku lze pfipustit —
a to je vrchol Leibnizova pozndni a mySleni — Ze sice trojihelnik BFC zmizel, jeho
pomeéry vSak zlstdvaji ddle pfed naSima oCima. v obrovskych rozmérech a méritelné,

v ,,charakteristickém* trojihelniku ADE.

Nyni miaZeme vyjadrit zdkon te¢ny pro kazdy bod pomérem stran
»charakteristického* trojihelnika nebo podobné funkci Ghlu odchylky te¢ny. Jak vSak
nalezneme tuto funkci obecné? Jak uvedeme tuto funkci ve vztah srovnici kiivky?
Pravé zde nasazuje Leibniz cestu tzv. diferencidlniho poctu. A jako zdklad celého
diferencidlniho poctu staci jeden jediny vzorec, ktery vstoupil do déjin matematiky jako

tzv. ,,.Leibnizova formule*. [5]

Obr. 3: Leibnizova formule

y A o
:\/’/-—
) | f(x+Ax)
f(x)
/m s f i S L \J ¥ ’
o x|/ ) AX ' X

Zdroj: upraveny podle piedlohy Colerus 1941

Predstavme si nyni podle obr. 3, Ze x, tedy velikost usecky, vzrostla. Poté i
velikost y, tedy pofadnice, vzroste, protoZe se jednd o funkci rostouci. Pfedpokldddme
tedy, Ze pokud zvétSime x o prozatim jeSté nekonecny pifrastek Ax, vzroste také y
o veli¢inu Ay. Z obrdzku je patrné, Ze tu pii konecném pifrustku mazeme ziskat pouze
odchylku se¢ny, vedené body P a R, jako thel a. Velikost Ay vSak nenf nic jiného nez

funkéni hodnota fix + Ax) zmenSend o funkéni hodnotu fix), jelikoz funkéni hodnota
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y = f{x) se o piirastek (x + Ax) zméni v y + Ay =f(x + Ax). MiZeme tedy fici, Ze tangens

J (x"'AXi—f (x) nebo-li: rozdil funkce zvétSené

i . Ay
thlu @ nebo totéz E se rovna

o pifristek a funkce dané, lomeny pifrastkem x znai trigonometrickou tangentu
odchylky se¢ny, kterd prochdzi body P a R. ProtoZe ale nechceme znét se¢nu, nybrz
tecnu v bodé P, musime pfedpoklddat nekone¢né maly pifrustek dx (oznaceni dx, ale i
dy je shodné soznaCenim Ax a Ay, vnésledném textu budeme jiZ pouZivat toto
oznaceni, nebot’ je béZné pouzivano v modernich ucebnicich o diferencidlnim poctu).
Nehleddme tedy jiz nyni thel «, ale thel o, ktery vSak muZeme ziskat pravé tak
pii kone¢nych diferencich. Nebot i v tomto pifpadé nemuZe byt thel nic jiného nez

odchylka tecny od osy usecek, kterou povaZujeme za kladnou, vyjadieny funkci
tangenty. Tangens o je vSak % , a dy dostaneme z obou rovnic

y=flx)ay +dy =fx + dx),
takze Sx) +dy = flx + dx),

tedy dy=fe+d-f)a Do =L EFH-S®
dx dx

2.3. Isaac Newton (1643 - 1727)

Obr. 4: I. Newton ) )
: Isaac Newton se narodil 4. 1. 1643 jako syn

venkovského Slechtice z anglického hrabstvi Lincolnshire.
Studoval v Cambridge u Isaaca Barrowa. Resenim problému
pritazlivosti kulovych téles vytvoril zdklady teorie
potencidlu. Newton nalezl svou obecnou metodu
pro diferencidln{ a integrdlni pocet v letech 1665-1666, kdyz
pobyval na venkové ve svém rodiSti, aby se uchrdnil pred
morem, ktery se dostal do Cambridge. Tento pocet nazyval

1
1

Zdroj: Diderot 2002 Hteorif fluxi®. Newtonuv objev ,.fluxi” souvisi velmi tzce

s jeho studiem nekone¢nych tad. Privedly ho totiZ na ndpad
zobecnit binomickou vetu také pro raciondlni a zdporné exponenty, a tak dospel
k objevu binomické fady. To mu pak znovu velmi pomohlo pii rozpracovén{ jeho teorie

fluxi pro ,vSechny“ funkce. ,Fluxe“, kterd byla vyjidiena teckou nad pismenem
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(..teckova pismena‘), byla kone¢nd hodnota, rychlost. Pismena bez tecky pfedstavovala

Hfluenty®,

2.3.1. Newtonova metoda

Uved'me piiklad, jakym zptasobem Newton objasiioval svou metodu [20]:

Proménné fluenty oznaéme v, %, v, z ..., a rychlosti, s nimiZ se kazda fluenta
pohybem zvétSuje (ty budou nazyviny fluxemi nebo jednoduse rychlostmi), budou

oznadeny tymiZ pismeny steckou, tedy &a&¥ & Infinitezimdlni veli¢iny Newton

nazyvd ,momenty fluxi“ a oznaluje ¥, o, Yo, %, piiemZ o je ,.nekoneéné mald

veli¢ina®.

Necht je d4na rovnice: X -—ax’+axy-y>=0,
misto x dosad'me: x+ &

a misto v dosad’me: v+ % .

Pak dostaneme:
(x+ %) —ax+ &)Y +alx+ ) v+ ) -(y+ %)’ =0
Po roznéasobeni:

¥ +3x% % + 3o + x°0° —ax? — 2axo — adoo + axy + avifo + a0 + axfo — v’ —
-3y’ Yo -3ydoo—Ro=0

Nynf podle piedpokladu je x* —ax’ +axy—v* =0, takZe po odstranén{ téchto veli¢in a

délen{ zbyvajictho vyrazu veli¢inou o dostdvame;

3x7 ek 308 + x 00 — 2axke— alo + a K+ axfer a3y &= 3vdfo — v 00 =0
Protoze viak se o mize poklddat za nekone¢né malou velid¢inu, takZze miZe vyjadiovat

momenty velicin, nepfedstavuji ji ndsobné veli¢iny ve srovndni s ostatnimi vlastné nic.

Proto je odstranime a zistdva: 3x7 8- 2axet a &+ axk-3y &= 0.
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Na z4vér vyjadiime z rovnice pomér —i :

&30 = 2ax+ay)+ Bax-3y>) =0
&3x7 = 2ax+ay) = - ¥ax—3y7)

k__3vi-ax

& 3x*-2ax+ay
Tento piiklad ukazuje, Ze Newton rozumél pod svymi derivacemi predeviim rychlosti.
V jeho vyjadiovani tkvi v3ak jisté nepfesnosti. Znamenaji symboly o nuly? Jsou to
infinitezimdlni veli¢iny? Nebo to jsou konecné veli¢iny? Newton se pokusil
0 vysvétleni svého stanoviska teorii ,,prvého a posledntho poméru®, kterou uvadi
v Principiich a kterd obsahuje pojem limity, aviak v takovém tvaru, Ze ho bylo moZno

pochopit jen s obtiZemi.

2.4. Vztah mezi Newtonem a Leibnizem

Mezi Leibnizem a Newtonem doSlo ke sporu. Jednd se hlavné o dva rozdilné
piistupy zkoumadni infinitezimdlniho poétu. Prvni pfistup je fyzikdlni, ktery se zabyvi
studiem pohybu. Slavny anglicky fyzik se totiz formalné dopracoval k tymz vysledkim
jako némecky matematik, avSak jinou metodou. Privé proto, Ze byl fyzikem a
piistupoval ke svym problémium z fyzikdlni strdnky, pracoval vlastné se zdvislosti
veli¢in na Case. Zajimalo ho tieba, jak se u nepravidelnych pohybli meéni rychlost
v zdvislosti na Case apod. Nakonec Newton ve svém pojeti dospél k derivacim a
integrdlim, a to zcela nezdvisle na Leibnizovi. Presto je zde velmi podstatny rozdil.
Newtoniv zdpis je velmi t€Zkopddny a jeho vypolet miizZe snadno obsahovat chyby.
Druhy pfistup, ktery pouZival Leibniz, je geometricky. Ten je zaméfen na studium
kiivek, konkrétnéji feceno na studium teCen. Leibnizovi se tak diky tomuto piistupu

povedlo odkryt algoritmus dnes jiZ zcela béZné pouzivany.

Leibniz vybudoval zdklady své verze infinitezimdlniho poétu béhem svého
pasobeni v PaifZi. V roce 1673 jesté piemyslel nad vyvojem dokonalejsitho zdpisu svého
poc¢tu a jeho prvni vypoéty byly znaéné nepiehledné. 21. listopadu 1675 napsal
pifrucku, kde poprvé pouZil sviij symbol pro integrdl funkce, ktery se pouzivd dodnes.
Ve stejné prirucce uvadel pravidla pro vypocet derivace. Na podzim roku 1676 Leibniz

objevil pravidlo pro derivaci x" pro celé i raciondlni #n. Newton se domnival, Ze Leibniz
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své metody nedokoncil. Leibniz ale ve své odpoveédi v osobni korespondenci mezi nimi
popsal nékteré detaily principi svého diferencidlniho poétu véetné pravidla pro derivace
sloZzené funkce. Newton byl pfekvapen, Ze pro ného samotného nejednoduchy problém
Leibniz vyfesil. Leibniz ale nikdy neuvaZzoval o derivaci jako o limité funkce. V roce
1684 Leibniz publikoval podrobné o diferencidlnim poétu ve své prici "Nova methodus
pro maximis et minimis"” v Casopise Acta Eruditorum, ktery sdm zaloZil v Lipsku o dva
roky difve. Price jiZ obsahovala béZnou konvenci pro oznaceni derivace ve tvaru dffdx a
pravidla pro vypocet derivaci mocnin, soudind a zlomkd. Neobsahovala ale Zddné
diikazy a Jacob Bernoulli se o ni vyjddril pouze jako o ndvodu. V roce 1686 Leibniz
publikoval v Casopise Acta Eruditorum ¢lanek zabyvajici se integrdlnim poctem.
V tomto ¢ldnku se poprvé objevuje v tisku zdpis integraéniho symbolu. Nasledujictho
roku byla publikovana Newtonova zdsadni price "Principia”. Newton svoji metodu
"fluxioni” dokonéil v roce 1671, ale nepodafilo se mu ji publikovat tiskem. Teprve po
jeho smrti v roce 1736 préci pfeloZil John Colson z latiny do anglictiny. Tuto prodlevu
vyuZil pravé Leibniz. Hlavni pfi¢inou, pro¢ prace nebyla publikovand difve, byl
matematik Barrow, jehoZ vydavatel zkrachoval, a ostatni vydavatelé knih proto odmitali

publikovat matematické préce. [5, 20, 22, 23]
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3. SKOLSKA MATEMATIKA

3.1. Historie

Pro pochopeni duleZitosti zarazeni tématického okruhu diferencidlniho a
integrdlntho poctu do osnov matematiky, musime nejprve proniknout do historie
vyucovani tohoto pfedmétu na naSem dzemi (respektive na dzemi habsburskych zemi).
Podivejme se nejprve na Sir3i souvislosti vyvoje vyuCovdni matematiky. Od druhé
poloviny 19. stoleti rostl ve vSech vysp€lych zemich zdjem o matematiku, ktery se
promital i do vyucovani na stfednich 3koldch. Tento zdjem pramenil pravdeépodobné
ze tif skuteénosti:

Prvni byla spoleéensky rozvoj na pielomu 19. a 20. stoleti, jehoZ jednou soucésti byl
i rozvoj Skolstvi, ktery reagoval na rozvoj védy a techniky v poslednich desetiletich
19. stoleti. Druhou skute¢nosti se stal rozvoj matematiky v letech 1800 — 1870, ktery
pfinesl podstatné zmény v pfedmétu matematiky 1 v metodach jeji prace, na které
stiedni Skola dosud nereagovala. Za tieti, vyuka matematiky na vysokych Skolach
zejména technického sméru postoupila natolik, Ze potiebovala 3ir$f a pevnéjsi zdklad jiz

ve vyuce matematiky stfedoSkolské.

3.1.1. Posileni vyznamu matematiky

Elementdrni Skolstvi na pocdtku 19. stoleti se fidilo podle statutu vypracovaného v roce
1774 J. L Filbingerem. To znamenalo povinnost Sestileté Skoln{ dochazky pro déti od 6
do 12 let, ddle bylo upraveno vzdéldni uciteli a do vyuky byly zavddény praktické
predméty. V této dobé existovaly 3 druhy elementarnich 3kol, a to trividlni, hlavni a
Skoly normdlni. Stfedni vzd€lani poskytovala Sestiletd gymndzia organizovani podle
statutu zroku 1775. Hlavnim predmétem byla latina a za vedlej§i predméty byl
povaZovan déjepis, zemépis a pifrodni védy spole¢né s matematikou. Jako mezistupen
pro pifpravu na univerzitu slouzily dvouleté filozofické vistavy. Do roku 1848 se tento
Skolsky stav jen mdlo meénil. V roce 1848 se jednou z mnoha spole€ensko spravnich
reforem stala i reforma stfedniho Skolstvi. Byla uskute¢néna v duchu Exner — Bonitzova
,Néstinu organizace gymndzif a redlek v Rakousku®, vyhldsena 16. z4ff roku 1849 a
cisafem schvilena vroce 1854. Hlavnim smyslem reformy bylo spojeni 3estiletého

gymnazia s obéma ro¢niky filozofického studia a vytvoreni gymnézia osmiletého, které
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bylo rozdéleno do dvou cykli po 4 tifddch. NiZsi stuperi byl zaméfen elementdrné a
vyssi stuperi poskytoval filozoficko - historické a matematicko - piirodovédné vzdeéldni.
Dile byly zavedeny nové predméty jako hudebni a vytvarnd vychova nebo télesnd
vychova. Zdvojndsobil se pocet vyucovacich hodin, a tim se zvysil i podil matematiky a
piirodnich vé€d. Na konci prvni svétové vilky zacind se vznikem samostatné
Ceskoslovenské republiky novd éra Zeského Skolstvi. V samostatném ndrodnostnd
nezdvislém stité bylo tfeba feSit radu dkoli a problémi a vytvorit $kolské osnovy
na ndrodnim zdkladé, nebot’ dosavadni Ceské osnovy byly vytvoieny jen dpravou osnov
némeckych. Zdkonem z 28. fijna 1918 bylo stanoveno, Ze zistdvaji v platnosti veskeré
dosavadni rakouské zdkony a nafizeni. To se tykalo i Skolstvi v Ceskych zemich.
Neékteré podstatnéjsi diléf zmeény pro tzemi celé republiky byly provedeny tzv. Malym
skolskym zakonem ze 13. dervence 1922. Veskerou sprdvu skolstvi aZ na malé vyjimky

pfevzalo Ministerstvo Skolstvi a ndrodn{ osvéty. [18]

3.1.2. Reforma matematiky

Snahy o reformu vyucovani matematiky se v evropskych vyspélych zemich
objevily jiZ v 60. let 19. stoleti. Némecky matematik Felix Klein (1849 - 1925) v této
dobé usiloval jednak o nalezeni takové metodiky vyucCovani matematice, kterd by
umoziovala vertikdlni propojeni vyuky na vSech stupnich 3kol, tj. od elementirnich aZ
po vysoké, jednak o pfebudovani obsahu uéiva, aby po ziskdni stfedoskolského vzdéldn{
byli absolventi 1épe piipraveni pro studium matematiky a technickych disciplin
na vysokych skoldch. Klein sdm pro to vykonal mnoho na svém pusobisti na univerzité
v Gottingenu, Vznikla zde pravdépodobné prvni katedra didaktiky matematiky a také
mySlenka dalftho vzdélavani stiedoSkolskych profesord formou predndSek a
prazdninovych kurzl, které sledovaly zvySeni drovné jejich teoretické a metodické
pripravenosti. Ve Francii byly vroce 1902 do jednotného ucebniho plinu 3Skolské
matematiky zarazeny elementarni poznatky o funkcich a prvky infinitezimalniho poctu.

Obdobné reformni snahy se zacaly objevovati v Anglii a v USA.

Nejpodstatnéjsi zmény ve vyucovani matematiky vyplynuly z pfijeti tzv.
Meranského programu, na ktery mél vyznamny vliv prdvé Felix Klein. Program byl
piijat na sjezdu némeckych pifrodovédci v Meranu v roce 1905. Program pfipisuje

matematice ve stiedoSkolském vzdelani jedno z klicovych postaveni a jeji hlavni dlohu
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vidi v rozvijeni prostorové predstavivosti a logického a funk&niho myS3leni. Program se
stal podkladem k dalsim reformdm, které pfinesly nékteré obsahové zmény v ndplni
stiedoskolské matematiky. Slo predeviim o zavedeni pojmu funkce a zdkladd
diferencidlniho a integrdlntho po¢tu, posileni aplikaci na tkor nékterych izolovanych
specifickych problému a nékterych projektivné geometrickych prvka v geometrii.
Kromé obsahovych zmeén pfineslo prijeti meranského programu také novy pohled
na matematiku a jeji postaveni v systému predméti tvoiicich stiedosSkolské vzdéldni.
To vie se promitalo do n€kterych zmén v metodickém zpracovani uciva. Napriklad

analytickd geometrie byla vykladana s vyuZitim diferencidlnfho poctu.

Ceské zemé se zapojily do celoevropského proudu reforem matematicko-
pifrodovédného vzdéldni jiz od jeho pocitku. Hlavni roli v usmériiovani vyvoje
vyucovani matematice na naSich stfednich, ale i vysokych skoldch sehrdla od svého
vzniku v roce 1862 Jednota eskych matematik( a fyzikl. M4 velké zdsluhy o rozvoj
novodobé Ceské matematicko-fyzikdlni literatury, kam patii i stiedoSkolské ucebnice
matematiky 1 fyziky. Hovofime-li o zapojeni Ceskych zemi do reformniho hnuti
ve vyuCovdni matematiky, pak neSlo jen o pasivni piejimdni reformnich ndvrhi
ze zahranic¢i, hlavné z Némecka, ale i o pifspévky Ceskych matematiki k reformnimu
déni ve svété. Jako piiklad lze uvést tzv. ,Prazské ndvrhy*, které prednesl 3kolni rada
Karel Zahradniek na 9. némecko-rakouském stiedoskolském dnu ve Vidni 9. dubna
1906. Ndvrhy byly obsaZeny v piednédSce na téma ,.K otdzce infinitezimdiniho pociu
na rakouské stfedni skole*. V ivodu Karel Zahradnicek poloZil otazku, zda maji byt
prvky infinitezim4lniho poctu zarazeny do osnov stfedoskolské matematiky. V priibéhu
predndsky podal nékolik argumenti, které posluchace piesvéddily o jejich dileZitosti a
tim o zaclenéni do osnov matematiky na stfednich 3koldch. Poukazoval hlavné
na meziptedmétové vztahy mezi matematikou a fyzikou, na potfebnost a vhodnost
infinitezimdlni analyzy pfi feleni dloh zabyvajicich se vypoctem price, kterd se kond
pii pohybu téles nebo elektrickych ndbojii v nehomogennich silovych polich. Rovnéz
pii vyjddieni vztahG mezi drdhou, rychlosti a zrychlenim obecnych nerovnomémych
kiivo€arych pohybl jsou infinitezimdlni metody vhodné. Zavér predndsky formuloval
ve dvou bodech a jednoznacné se vyslovil pro zaveden{ zdkladl infinitezimalniho poctu
do stiedoskolské matematiky a Zddal piitomné o vyzkouSeni jeho ndvrhii ve Skolské

praxi:
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wJe velmi Zddouci, aby ve stredoSkolské matematice byl obsaZen pojem funkce a prvky
diferencidlniho a integrdlniho poct. Je to nummé pii modernim pojeti didaktiky
matematiky, md-li odpovidat soucasnému védeckému pojeti a je to nutné i pro pouZiti
matematiky ve fyzice, kterd svym charakterem spadd do oblasti infinitezimdini analyzy,

Jejiz metody zde mohou byt jednoduse uZity.” [18]

A

3.2 O§n0vy matematiky v letech 1900 - 1945 na vysSich stupnich rizného druhu
gymnazii

Zaméime se nyni na osnovy matematiky na vys$$ich gymndziich a redlkach
v letech 1900 - 1909. Obdobi, které znamenalo nejdulezit€jsi pifpravnou fazi pro vstup
infinitezimdlniho poctu na pidu Skolské matematiky. Osnovy se od vy$3iho klasického
a redlného gymnazia s vy3si redlkou neliSily. Matematice se ucilo v kvinté a sexté
po 4 hodinich, septimé po 3 a oktdve po 2 vyuCovacich hodindch tydné. Vyznamnym
krokem bylo zafazeni analytické geometrie piimky a kuZeloseCek do geometrie
v septime. V oktdve se novd ldtka jiZz neprobirala, veskery ¢as byl vénovan souhrnnému
opakovdni, procvi¢ovani a systematizaci u¢iva. Osnovy matematiky na vy38ich redlkdch

byly dotovdny v 5. a 7. roéniku 5 hodinami a v 6. roéniku po 4 hodindch tydné.

Osnovy matematiky v letech 1909 - 1933 na gymndéziich a redlkdch vychizely
ze Skolskych vprav zlet 1908 - 1910 za ministra kultu a vyuéovdni Merchata,
oznaCované neékdy jako Merchatova reforma. Osnovy byly poslednimi dpravami
sttedniho Skolstvi v habsburské monarchii. Oproti letem minulym se zménila organizace
sttedniho Skolstvi. Redlnd gymndzia se stala tiistupnovd. NejvySsi stupeni byl tvofen

sextou, septimou a oktdvou.

Osnovy matematiky meéla po roce 1933 klasickd, redlnd i reformni gymndzia
spoleéné. Dotace hodin byla vkvinté aZ sexté po 3 vyucovacich hodindch tydné,
v septimé po 2 a na redlnych gymndziich po 3 vyuéovacich hodindch. Oktdva byla
dotovdna na klasickém gymndziu matematikou po jedné hoding, a to pouze v prvnim
pololeti. Po dvou hodinich po cely rok se pak matematika v oktivé vyucovala
na redlném gymndziu, kde byl obsah osnov v oktdveé vénovan souhrnnému opakovani,
doplnéni a prohloubeni uéiva hlavné v aplika¢nich ulohdch. Na reformnim redlném

gymndziu se kromé& spolecného zdkladu vyklddaly i zdéklady diferencidlntho a
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integrdlniho po¢tu. Na redlkdch byla matematika dotovdna v patém a Sestém ro¢niku
¢tyfmi, v sedmém roéniku péti hodinami tydné. Latka pokryvala v plném rozsahu latku
vysSich gymndzif, kterd byla napiiklad doplnéna v Sestém roéniku o uréovédni maxim a
minim a vsedmém o infinitezimélni pocet (jako v oktdvé na reformnim redlném

gymnaziu). Jednalo se hlavné o intuitivni piistup z geometrického hlediska.

Na zdvér je dulezité poznamenat, Ze uebni osnovy matematiky s vyvojem
vyuCovani vymezovaly ulivo stdle pfesnéji a konkrétnéji. Na osnovdch nelze
pochopitelné poZadovat detailni rozpracovani uciva. Jsou jen prehledem rozsahu a
obsahu uciva a naznacuji koncepci vykladu, coZ pinf i dnes. Konkretizaci ndplné uciva
predstavuji pak ulebnice. Nakonec ale redlnd vyuka z4visi na uciteli, jeho pfistupu
k latce, zkuSenostech a metodice. Do vyvoje osnov se promitd i vyvoj postaveni
matematiky ve stiedoSkolském vzdélavani a s nim i sledovanych cilovych zdmeér, jichz
mélo byt vyu¢ovianim dosazeno. Na obecnych skolach, méstankdch a redlkdch méla
matematika pavodné predevsim postaveni piedmétu praktického a prupravného,

na gymnaziich pak v3eobecné vzdélavaciho. [19]

3.3, Prvni uéebnice infinitezimalniho poétu

V pocatcich této kapitoly uZ bylo feceno, Ze se diferencidlni a integralni pocet
nejprve stal soucdsti univerzitnich kurzi matematiky. Za v&hlasny materidl byla cenéna
ucebnice od profesora Stanislava Vydry (1741 - 1804} ,[Elementa calculi differencialis

et integralis*, kterd vysla v roce 1783 v Praze i ve Vidni.

Vyznamnym autorem, ktery se zaslouZil o zaclenéni infinitezimélniho poctu
do uéebnic pro stfedni skolu, byl Viclav Simerka (1819 - 1887). Pisobil jako knéz,
kaplan a piedeviim ugitel matematiky a fyziky v Ceskych Budg&jovicich. V roce 1862
vydal v Kralovské ¢eské spolecnosti nauk préci ,,Prispévky k neurcité analytice™, kterd
je povaZovana za prvni védeckou praci psanou v ¢eském jazyce. V roce 1863 vydal
ucebnici pro gymndazia ,,Algebra ¢ili poCtarstvi obecné™. Dodatek ucebnice je vénovén
diferencidlnimu a integralnimu podtu a je povaZovdna za prvni ¢esky psany ucebni text
matematické analyzy. Vzhledem k tomu, Ze vté dobé nebyly zdklady matematické
analyzy soucdsti osnov stiedosSkolské matematiky, 1ze piedpoklddat, Ze tento text byl

bran jako dopliikovy nebo volitelny u¢ebni materidl. Text ,,Pfidavek k algebie pro vyssi
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gymnasia® vySel samostatné vroce 1864 v Praze s podtitulem: ,Pocitky poctu
differencidlného a integralného*. Uéebnice je rozdélena do Sesti kapitol, z nichZ prvni je
pojmenovina Differencialy danych dkonl a vénuje se zdkladam diferencidlntho poétu.
Zakladnim pojmem diferencidlniho poctu je intuitivné zavedeny pojem diferencidlu.
Simerka pii zavedeni pojmu diferencidl funkce nepouZivd pojmii limita ani derivace.
Pouze predpokladd, Ze pii zméné nezdvisle proménné x o d se zmén{ zdvisle proménnd
¥ 0 OV
¥+ & =fix + &)

Dalo by se oéekdvat, Ze nerozliSovan{ skuteéného pfirtstku funkce Ay = fix + &) — fix)
a piiblizného piirdstku daného diferencidlem &y bude mit za nésledek chybné zavéry.
Simerka viak to, Ze ztotoZiiuje Ay a & a neuvaZuje tak chybu aproximace pifristku
diferencidlem, vyvaZuje sofistikovanou a obezietnou praci s infinitezimédlnimi
veliginami tak, jak to bylo b&Zné napi. u Newtona nebo Leibnize. Simerkova u&ebnice
diferencidlniho a integrdlniho poétu je odlisnd od ucéebnic pouZivanych dnes. Hlavnim
rozdilem je, Ze neobsahuje téméf z4dné obrazky nebo grafy funkci. Derivace neni
zékladnim pojmem diferencidlniho pocétu, je pouze .ldkonem odvozenym*
z diferencidlu, ktery je zaloZen na intuitivnich infinitezimélnich kalkulaci bez pouZiti

pojmu limita.[14]

3.4, Ucebnice aritmetiky, algebry a geometrie v obdobi 1909 - 1933

Uéebnice tohoto obdobi byly ovlivnény evropskym reformnim hnutim, zejména
meranskym programem. NaSe pozornost je veénovana pojmu funkce a nésledné
diferencidlnimu po¢tu. Obecnd definice funkce zatim vyslovena nebyla, ale v jejim
studiu se zachdzelo do zna¢né hloubky. Pii vySetfovdni pribéhi funkci se urcovaly
i jejich lokdlni a globdlni extrémy. Pfi tom se vyuZivalo jiZ zndmé problematiky
kuZelosedek. podané nyni ve funkéni podob& s dirazem na geometricky tvar kiivek. Slo
tedy vlastné o teorii konkrétnich funkei na obecnéjsi drovni. Timto zpisobem se u nds
dostavaly do stiedoSkolské matematiky prvky diferencidlniho poc¢tu. Vyklad pocatki
diferencidlniho poétu se provadél na konkrétnim piipadu kvadratické funkce. Zacaly se
definovat a vysvétlovat nékteré nové pojmy z analytické geometrie, ktergch bylo
v dal§im vykladu zapotfebi, jako je smeérovy vhel, smémice pfimky a po nich

ndsledovaly derivace zkoumané funkce v daném bodé x. Derivace byly zavedeny a
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vysvétleny pomoci intuitivné chipaného limitniho pfechodu od se¢ny paraboly k te¢né.
Zaroven byl ukdzdn geometricky vyznam derivace, coZ znamenalo vyvozeni piedstavy
smérnice teny ke grafu funkce f vbod€ o soufadnicich x a fix). Autor ucebnic

aritmetiky a algebry, profesor matematiky na Univerzité Karlové, Bohumil BydZovsky

A
(1880 - 1969) definoval derivaci funkce v bodé x jako limitu podilu lim Ev kde Ay je

Ax50
piiristek funkce odpovidajici pfirGstku Axnezdvisle proménné x. Nutno v3ak
poznamenat, 7e pojem limity uZity k definovani derivace nebyl pfesné vymezen a byl
pouZit rovnéZz pouze na intuitivni drovni. BydZovsky déle ukazoval na geometrickém
vyznamu derivace jeji dalsi vyuziti pro urovéani pribéhu funkce a vyvozoval z ného
podminku pro existenci lokdlnich extrémi funkce (v bodech, kde md funkce lokdln{
extrémy, nabyva jeji derivace nulové hodnoty). Poznatky o derivaci vyvodil na piikladu
kvadratické funkce, ale vz4péti je rozdifil i na polynomické funkce stupné vy3siho

nez 2,

Dalsim vyznamnym autorem ucebnic, které uvadély mezi svymi tématy
diferencidlni poéet, byl Karel Rasin. V jeho poddni byla za pomoci intuitivné chipané
limity zavedena derivace funkce x”, roziifena na funkci «x”, kde @ je konstanta,
a na soucet a rozdil mocninnych funkci. Byly odvozeny i vztahy pro derivaci souéinu a
podilu dvou funkci a pro derivace vySSich Fadh. Ziskany apardt byl pak uZit
na vySetfovdni prabéhi polynomickych funkci a hleddni jejich lokdlnich extrému.
Metodicky byl postup zavddéni prvkd diferencidlniho poétu velmi podobny postupu
BydZovského. Rasin v3ak ve svém podani 3el jesté ddle. Vedle geometrického vyznamu
prvni derivace funkce, ktery vysvétloval jako zménu pribéhu funkce (klesdni €i ristu),
uvadel druhou derivaci funkce jako rychlost této zmény. Za zminku stoji i autor
uéebnice ,,Geometrie pro 5. — 7. tifdu stiednich Skol“ Josef Vin§ (1872 - 1956). Ta &ast
vykladu, kterd se zabyvala dvodem do infinitezimélntho poctu, byla vedena odlisné
od Karla Rasina. VinSovo pojeti se pfibliZovalo metodé, kterou uZil Bohumil
BydZovsky v uCebnici algebry pro 3estou tfidu. Vychdzel rovnéz z kvadratické funkce.
Rikal, e funkeni piedpis y = x° lze povaZovat za rovnici kiivky. Upozortioval tedy

na souvislost mezi funk&nim piedpisem a analytickym vyjaddrenim kfivky.

MozZnosti, které poskytovaly zdklady infinitezimdlniho poctu, vyuZili nektefi

vvvvvv

vychédzel z toho, 7e diskuze vzdjemné polohy piimky a kuzelosecky odpovidd feSeni
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soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych, z nichZ jedna je linedrni a je analytickym
vyjadfenim pfimky, druhd je kvadratickd a je analytickym vyjadienim kuZelosecky.
Poloha te¢ny ke kuZeloseéce odpovidd jediné dvojici kofeni soustavy rovnic.
Podminkou pro to, aby nastal tento pifpad, je nulovy diskriminant kvadratické rovnice.
Z této podminky byla nalezena rovnice tecny ke kuZelosecee. Vins hledd smérnici teny
diferencovanim rovnice kuZeloseCky. DalSim vyznamnym autorem ucebnic se stal
Jan Vojtech (1879 - 1953). Zavére¢nou partii uéebnice geometrie byl udvod
do infinitezimalniho poc¢tu. Derivace funkce byla zavddéna geometricky, jako tec¢na
ke kiivee v mezni poloze te¢ny, kterd se otd¢i kolem jednoho ze svych praseciki
s kiivkou. Vyjddiime-1i rovnici kiivky symbolickym zdpisem y = f{x), pak smérnice
teény je mezn{ hodnotou poméru
NCARYtY)
X, — X
ktery je nazvan diferencidlnim pomérem promeénné y vzhledem k promeénné x v bod¢

o soufadnicich [x1 ;yl], neboli derivaci funkce y = fix) vbod¢ x,. Se zavedenim
oznaéeni Aypro rozdil funkénich hodnot f{x,}—f{x,} a Axpro rozdil x,-x a
s intuitivnim chdpdnim limitniho pfechodu Ax k nule (symbolicky Ax— 0) je

smérnice tedny ddna vztahem

fim 2 = gy L A= S0
a0 AY a0 ¢
Postup ur¢eni smérnice te¢ny diferencovanim rovnice kiivky ukazoval Vojtéch
na vzorovych tlohdch. Problematika dvodu do infinitezimdlntho poétu byla zpracovéna
prakticky ve stejném rozsahu jako v Rasinové poddni. Byla tedy vyvozena pravidla
pro derivovani nékterych funkci, z ndzoru byla ukdzdna souvislost mezi pribéhem
funkce a znaménkem jeji prvni derivace, hovoiilo se o druhé derivaci a jejim
geometrickém vyznamu (pro zjiStovani konkdvnosti ¢i konvexnosti funkce a jejich
inflexnich bodu. [18. 19]
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3.5. Ucebnice aritmetiky, algebry a geometrie v obdobi 1933 — 1945

Po roce 1933 zistaly i na diferencovaném vySSim stupni stiednich Skol
v platnosti ucebnice pro vySsi stupen stfednich Skol pfedchoziho obdobi. V aritmetice a
algebie platily i naddle u¢ebnice Bohumila BydZovského vydané Jednotou Ceskych
matematiki a fyzika, které podle novych osnov upravili Stanislav Teply a Frantisek
Vy¢ichlo. Upravené ucebnice se staly univerzilnimi uéebnicemi pro gymndzia i redlky.
Z ucebnic algebry a aritmetiky vydangch Jednotou ¢eskych matematiki a fyzik( byl
po roce 1933 vyjmut infinitezimdlni podcet, ktery zistal zarazen jen v ulebnicich
geometrie. SoubéZné supravenou ucebnici Bohumila BydZovského se pouZivala

ucebnice Bendlova — Mukova. V t€ zistala kapitola o infinitezimadlnim po¢tu zarazena.

3.6. Osnovy matematiky na ¢tyfletych gymnaziich

Viimnéme si nyni uéebnich plant a osnov pro stiedni Skoly pouZivanych
v poslednich deseti letech zejména na gymndziich, kde se muze zdk poprvé setkat
vramei pfedmétu matematika s pojmem derivace. Pokud podrobné prostudujeme
uéebni osnovy &tyiletého gymndzia, at’ uZ vétve piirodovédné, humanitni, vieobecné

nebo se zaméfenim na matematiku spoleéné s fyzikou, zjistime nésledujict:

Téma Ziklady diferencidlntho a integrilniho poctu pfipadaji vétsinou
na 4. ro¢nik. Vétev pifrodovédnd se zdkladim diferencidlniho aintegrdlnfho podtu
zpravidla vénuje 42 hodin. Predchédzejicim tématem jsou Posloupnosti a fady. Téma
derivaci je uvedeno do osnov pomoci elementdrnich funkci, jejich vlastnosti a grafi.
Naisleduje okoli bodu, limita funkce, limita funkce v nevlastnim bodé, spojitost funkce a
neékteré véty o limitich. Dédle pak derivace jako funkce, jeji geometricky a fyzikdlni
vyznam. Kromé toho se zavddi derivace souftu, soucinu a podilu funkci, derivace
elementdrnich funkci a derivace sloZené funkce. Na gymndziu s humanitnim zamérenim
téma Diferencidlni pocet v povinném piedmétu matematika v osnovach chybi dplné.
Vétev vieobecnd zdkladim diferencidlniho a integrdlniho potu vénuje vétSinou
38 hodin, téZ ve 4. roéniku. Pribéh vyuky tohoto tématu se shoduje s ucebnimi
osnovami pifrodovédné vétve. Na gymndziich se zaméfenim studijniho oboru
Matematika a fyzika je zdkladem v3ech tématickych celkd shodny rozsah udiva jako

na prirodovédné vétvi. Pouze u¢ivo nékterych tématickych celka je rozsifeno o dalsf
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témata. Zaklady diferencidlniho a integralniho podtu obvykle odpovidaji 50 hodindm a
rozsifujicim uéivem mohou byt L’Hospitalovo pravidlo, véta o stiedni hodnoté,
derivace inverzni funkce nebo derivace funkce zavedené parametrickymi rovnicemi.
Podle vétve piirodovédné se vyucuje i na gymndziich se zaméfenim studijntho oboru —

Programovani.

Co se ty€e metodickych doporugeni u tématu Zaklady diferencidlniho a integrdlniho
poctu, zpravidla predchdzi tématu nékolikahodinové opakovani elementdrnich funkci
(jako napt. definice, obory hodnot, vlastnosti nebo grafy funkci). Pi probirdni tématu se
klade diraz na ovladnuti jednoduchych vypoéti limit a derivaci funkei a na praktické
vyuZiti diferencidlniho poctu, zejména pak pii sestrojovani grafii funkei a feSeni
jednoduchych slovnich iloh, predeviim s fyzikdlni tématikou, ve kterych je potieba
nalézt extrémy funkci. [24, 25, 26]

3.7. Ramcovy vzdélavaci program

V roce 2004 MSMT schvililo nové principy v politice pro vzdélavani %4k od 3
do 19 let. Toto rozhodnuti zménilo systém kurikuldmich dokumenti, které jsou nyni
vytvafeny na dvou drovnich a to na drovni stitni a na drovni Skolské. Statni droven
predstavuje Ndrodni program pro rozvo] vzdéldvani (tzv. Bild kniha) a rdmcové
vzdéldvaci programy. Narodni program vzdéldvani vymezuje pocateni vzdéldvani jako
celek a rdmcové programy pak vymezuji zdvazné .ramce” pro jednotlivé etapy
vzdeldvani (piedskolni, z4kladn{ a stfedni vzdéldvan{). Skolsk4 iroved pak piedstavuje
Skolni vzdéldvaci programy, podle kterych se uskutediiuje vyuka na jednotlivych
skolach.

Hlavni zménou ve vzdéldvani oproti tradiénim osnovam je, Ze RVP vychdzeji
z nové strategie vzdéldvani, kterd zdiraztiuje klicové kompetence, jejich provdzanost se
vzdéldvacim obsahem a uplatnéni ziskanych védomosti a dovednosti v praktickém
Zzivoté. RVP vychdzeji z koncepce celoZivotniho udeni, formuluji o¢ekdvanou droven
vzdéldni stanovenou pro viechny absolventy jednotlivych etap vzdélavani a podporuji

pedagogickou autonomii $kol a profesni odpovédnost uciteli za vysledky vzdéldvani.

ProtoZe se diplomovd price zabyv4 pojmem derivace, se kterym se studenti

setkdvaji v poslednich ro¢nicich stiedni Skol, zaméime se nyni na rdmcové vzdelavaci
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programy pro gymnazidlni vzdélavani (dale uz jen RVP GV), po pfipadné na rdmcové

vzdélavaci programy pro stiedni odborné vzdélavani (ddle uZ jen RVP SOV),

RVP GV zacal vznikat vroce 2001 a od jeho pracovni verze doznal text
mnohych koncepénich i jingch zmén. V druhé poloving roku 2003 probéhlo
k dokumentu prvni vefejné pfipominkové fizeni. Podle oéekdvani vzbudily nejvéts{
polemiku rozsah a obsah vzdélavaciho obsahu obori. Na zdkladé pfipominek k RVP
GV byla v ¢ervnu 2004 vydéna tzv. pilotni verze RVP GV, kterd byla ur¢ena pro pilotni
ov&fovdni tvorby a realizace Skolnich vzd&ldvacich programd (SVP) na vybrangch
pilotnich gymnaziich: Gymndzium F. X. Saldy v Liberci, Gymndzium ti. Kapitdna
JaroSe a Gymnazium na Slovanském namésti v Brné, Gymndzium olympijskych nad¢ji
Ceské Bud&jovice, Gymnézium Ladislava Jarose v HoleSové, Gymnizium a SOS
Hostinné, Gymndzium Cheb, Letohradské soukromé gymndzium, Gymndzium Jana
Opletala Litovel, Biskupské gymndzium Ostrava — Zabieh, Gymnazium Jana Keplera
v Praze, Gymndzium Oty Pavla, Praha — Radotin, Gymndzium Pfibram, Gymndzium a

SOS Rokycany, Gymnazium Rumburk, Biskupské gymndzium Zd'4r nad Sdzavou.

Vzdéldvaci obsah zdkladniho vzdéldvani je v RVP orientaén¢ rozdelen do deviti
vzdéldvacich oblasti. Jednotlivé vzdé€lavaci oblasti jsou tvofeny jednim vzde¢ldvacim
oborem nebo vice obsahové blizkymi vzdéldvacimi obory. Matematika jako pfedmét
zustala vramei obsahu mezi predméty osamocena. Po prozkoumdni vSech RVP
pilotnich gymnizii z uvefejnénych dokumentli na internetu a vlastnich internetovych
strinek muZeme konstatovat, Ze nejlépe rozpracovany program v oboru Matematika
maji gymndzia: Gymndzium F. X. Saldy v Liberci, Gymndzium ti. Kapitina Jarose

v Brné a Gymnézium Rumburk.

Hlavnim cilem Gymndzia F. X. Saldy je diferenciace na humanitni,
pifrodovédné a vSeobecné zaméfeni a Sirokd nabidka volitelnych predméti
v predposlednim a poslednim ro¢niku. Skolnf vzd&ldvaci program tak vychdzi vstifc
individudlnim poZadavkim student a zdaroveii je dostatecné otevieny, aby mohl pruzné
reagovat 1 na potfeby regionu. Tim padem je jiZz ve tretim ro¢niku otvirdn predmet
Semindf a cviceni z matematiky, kde se studenti poprvé setkdvaji s pojmem derivace a
jeho zavedenim a vypocty v tématickém okruhu Diferencidlni poéet. Hlavnim cilem je

jeho pozd&jsi uziti pii hleddni teCen ke grafu funkce.
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Na Gymné4ziu tf. Kapitdna JaroSe v Bmé vznikly tfi $kolni vzdélavaci programy,
mezi nimi# je pro nds dileZité osmileté studium s matematickym zaméfenim. Z4ci
mohou jiz od tfettho roéniku (tercie) navstévovat nepovinny predmeét Cvieni
z matematiky, od 5. roéniku (kvinta) vedeny externimi spolupracovniky z Masarykovy
univerzity. S tématickym okruhem Diferencidlni poéet jsou vsichni studenti
seznamovani podle RVP v osmém ro¢niku. Hlavnim vystupem okruhu, o ktery se
zajimd diplomovd prace je vysloveni definice derivace funkce, uvedeni nejduleZit&jSich
vzorcu pro derivace elementdrnich funkci, aplikace geometrického vyznamu 1. a 2.
derivace. Ddle je to aplikace znalosti limit a derivaci funkce pii vySetfovani prib&éhu

funkce.

Gymn4zium Rumburk na zdkladé SVP vyélenil matematicko-technicky blok v ramci
volitelnych pfedmeéti na vySsim a ¢tyfletém gymndziu, ktery umoZnuje kvalitni pifpravu
pro studium na technickych vysokych Skoldch. V tomto bloku je vyrazné posilena
vyuka matematiky a je kladen diraz na vyuiivdni vypocetni techniky. S pojmem
derivace se na této Skole Z4ci seznamuji v piedmétu Matematickd analyza v poslednim
ro¢niku. Hlavnimi dkoly tohoto predmétu je sezndmit se s nekterymi mySlenkami a
metodami diferencidlniho poctu, naudit a procvicit matematické a jiné jednoduché
aplikace diferencidlniho pocétu v ndvaznosti na oblasti probirané v predmétu
matematika. DuleZitym Skolnim vystupem je tak metodami diferencidlntho poctu

zkoumat zakladni vlastnosti funkci. [32]
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4. POJEM DERIVACE

NeZ se zaméfime na matematicky vyznam pojmu slova derivace, ukazme si

i jiné oblasti, neZ je matematika, ve kterych se s pojmem derivace lze setkat.

4.1. Vyznam pojmu derivace

Zajimdme-li se o samotny vyznam slova derivace, mizeme vyuzit vykladovy
slovnik nebo slovnik cizich slov ¢ matematickou encyklopedii. U slova derivace
najdeme hned nékolik vykladd zrGznych obor. Vykladovy slovnik uvadi pojem
derivace jako odchylent, iichylka. Nejpodstatnéj$i a nejrozsdhlejsi ¢4st interpretace je
vénovdna matematickému hledisku, ve kterém je derivace povaZovédna za jeden ze
zdkladnich pojmt matematické analyzy (viz obr. 5), (vysvétleni bude nasledovat
v dalsim oddilu podkapitoly). Ze sociologického hlediska je pojem derivace zaveden
Vilfredem Paretem (1848 - 1923), italskym ekonomem, sociologem a politologem.
Pojem oznacuje razné slovni prostfedky, pomoci nichz lidé doddvaji svému jedndni, jeZ
ve skute¢nosti neni logické, zddni logi¢nosti. Z jazykoveédné strdnky je pojem
piipisovan tvofeni slov a to pomoci pfedpon a piipon. DalSim oborem, kde se mizZeme
setkat s pojmem derivace, je fyzika. Derivace tthového zrychleni je metoda slouZici
k zpfesnéni lokalizace ruSivych téles v gravimetrii, kde podkladem je méfené tthové
pole. [27]

Obr. 5: Derivace funkce

Zdroj: Diderot 2002
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Z hlediska matematiky se podivejme, jak je derivace uvadéna. Derivace né&jaké
funkce vyjadiuje rychlost zmény (rlistu) této funkce vzhledem k jejimu parametru &
parametram. Opaénym procesem k derivovéni je integrovdni. Na pojem derivace se dd
nahliZet z mnoha hledisek, napitklad v piipadé dvourozmérného grafu funkce fix) je
derivace této funkce v libovolném bodé (ve kterém existuje) rovna smeérnici tecny
tohoto grafu. Z toho je vidét, Ze pojem derivace se objevuje i v mnoha geometrickych

souvislostech.

Historické definice vyjadiovaly derivaci jako pomér, v jakém rhst néjaké
promeénné v odpovidd zmén¢ jiné proménné x, na které m4 ona proménnd néjakou
funk¢ni zdvislost. Nejjednodussi piedstava o derivaci je, Ze ,.derivace je mirou zmény

funkce v daném bodé, resp. bodech*. Pro zmému hodnoty se pouZivd symbol A, tudiZ 1ze
. . A . . . .
tento pomér symbolicky zapsat jako Zy Derivace je hodnota podilu pro Ax jdouci k 0.
X
Nahradime-li koneéné maly rozdil Ax nekone¢né malou zmeénou dx, ziskdme definici

. dy y . « e . : N y
derivace d_ coz oznauje pomér dvou infinitezimdlnich hodnot (odborné iikdme, Ze
X

derivace je podilem diferencidlli zdvisle a nezdvisle proménné). Tento zdpis se Cte
dy podle dx. Predchazejici vyraz je povaZovan za symbol, nikoliv za obyéejny zlomek.
Béhem vyvoje matematiky se intuitivni predstava nekoneéné malych (infinitezimélnich)
hodnot ukdzala jako nedostateén¢ pfesnd a byla nahrazena ,.s-6" formalismem limit.

Nejbéznéjdi modemni definice derivace je: f(x)=1im f (x+h£—f (l)
h—0

4.2, Zavedeni pojmu derivace

Studenti se s pojmem derivace seznamuji prostfednictvim ucebnic, studijnich
textll a materidld. V radé ucebnic je pojem derivace vysvétlovan pomoci fyzikdlniho a
geometrického vyznamu. Obcas byva doprovdzen i historickou pozndmkou, napft.:
pojem derivace vznikl béhem druhé poloviny 17. stoleti pii feSeni konkrétnich
fyzikdlnich a geometrickych dloh. Casto byva uvddéna alespofi jedna tloha, kters vede
k zavedeni pojmu derivace. Jednd se o problém uréeni okamzité rychlosti pfimocarého

pohybu a o problém teen. Seznamme se s nimi v ndsledujicich kapitoldch. [11]
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UkaZzme prvni problém, ktery vede k zavedeni pojmu derivace na obecném

prikladu okamZité rychlosti piimocarého pohybu a druhy problém na te¢nach.

4.2.1. Okamzita rychlost primocarého pohybu

Nechme pohybovat hmotny bod N po orientované piimce p, na které je zvolen
pocatek O. Drdha s bodu N (meéfend od pocatku O) je funkci €asu ¢, s = f{(1). Jako otdzka
se nyni nabizi, co mdme rozumét okamZitou rychlosti tohoto pohybu a jak tuto rychlost

vypo¢itat. Nazornd ukédzka je na obr. 6 z u¢ebnice Matematika I. [11]

Obr. 6: Pohyb bodu po orientované piimce

A B

0 So| As So+ &S p
| |

I

Zdroj: Matematika 1.1965

Véase 1o je s, =f(t,) neboli bod N je véase f, vbodé A. V &ase t,+Ar je
so + As = f(to + Ar) neboli bod N je v bodé B. Pifrustek drdhy za dobu At je tedy:

As = flto + Ar) — flto).
Kdyby se hmotny bod pohyboval z bodu A do bodu B rovnomérné, byla by jeho

rychlost ¥, kterou nazyvame priameérnou rychlosti v ¢asovém intervalu (to Tryck At),

dédna vyrazem:

S oA Il +80)- /() "
At At

Pii nerovnomérném pohybu charakterizuje tato veli¢ina dany pohyb v ¢ase #, tim 1épe,

¢im mensi je Az. Je vhodné proto definovat okamZitou rychlost v v €ase 1, jako limitu

pramérné rychlosti pro Ar — 0:

v=1limv
A=l
S i e BT~ ) -
A0 AF A0 At

Ucebnice [11] ddle odvozeny vztah rychlosti konkretizuje na dalSim piikladé:
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Priklad
Pro tzv. rovnomérné zrychleny piimocary pohyb je zdkon drédhy vyjadien formuli
o o
s=flt)==at",
fl)=ar’,
kde a je konstanta. Piirtstek drdhy v Case 1, je

2

As = %a(r0 +A1) -%afg = at, At + %a(Ar)

OkamZitd rychlost
S at, At + £ a(Ar) i
v =lim— = lim 2 = lim[ar0 +—am]=ar0
NS0 Af AsD Af Ar—0 2

Tedy okamzitd rychlost v libovolném ¢asovém okamZiku ¢ je
v=a-t
Vztah ndm vyjadiuje velikost okamZité rychlosti hmotného bodu, ktery je pfi nulové

pocatecni rychlosti pifmo dmeérny ¢asu.

4.2.2. Te¢na grafu funkce

Na obr. 7 je nakreslen graf spojité funkce y = f(x). Zvolme na grafu pevny bod B
o soufadnicich [xo ; flxo)]. Ukolem je stanovit, co rozumime te¢nou daného grafu
v tomto bod¢, a najit rovnici této
Obr. 7: Te¢na grafu funkce 5 . o
te¢ny. Zd4 se, Ze staci, najdeme-
yi y= fix) li smérnici & této tecny, nebot
' rovnici tecny napiSeme snadno
jako:
y = flxo) = k (x = xo). [11]

Zdroj: Matematika 1. 1965
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Zvolme na grafu funkce f(x) bod P o soufadnicich [xo + Ax ; fixyp + Ax)]. Pfimka BP,

kterd vyjadiuje se¢nu grafu, m4 smérnici

_ﬁ_ f(xo +Ax)_f(xo)
Cor = Ax Ax ' @

Z geometrického hlediska 1ze olekdvat, Ze bude-li funkce fix) dosti ,rozumnd",
bude se smérnice seny BP pro Ax— ( bez omezeni bliZit k smérnici urcité pfimky ¢,
kterd prochdzi bodem B. Tu pozdé€ji nazveme te¢nou grafu v = flx) vbodé B.
Na zédkladé toho a na zdkladé rovnice (2) definujeme te¢nu grafu funkce y = f{ix} v bod¢
Blx, : f(x, )], kterou rozumime pifmku prochizejici timto bodem a majici smémici:

k= lim f(xo +Ax)_f(xn)‘
A0 Ax

4.3, Derivace ve stredoskolskych uc¢ebnicich

PopiSme si nyni nejbéZnéji pouzivané uéebnice na Seskych stiednich Skolédch,
které se vénuji tématu diferencidlni pocet. NejpouZivanéjsi u¢ebnici na gymndziich je
bezesporu série knih z vydavatelstvi PROMETHEUS. Z této knihy uvadime i piiklad,
ktery zavadi pojem derivace, hlavné pro srovndn{ s historickym v¢lenénim do zdklada
diferencidlniho poc¢tu. Ukdzkou dalStho u¢ebniho textu pro stiedni 8koly je vyukovy text
s ndzvem Odmaturyj z matematiky 2 od nakladatelstvi DIDAKTIS. Nakonec uvddime
piiklad u¢ebnice Matematika pro III. a IV. ro¢nik primyslovych $kol s mimoiadnymi

zplsoby studia. Tabulka &. 1 nds seznamuje se zdkladnimi idaji o vybranych uéebnich.

Tab. & 1: Seznam vybranych uéebnic

Nazev Nakladatelstvi Autor Rok vydani
) e I Hruby D.,
Diferencidlni a integralni podet Prometheus Kubit J. 1997
gjiftll?dy diferencidlniho a integrdlniho Didakiis xol. autorti 2004
Matematika pro IIL. a IV. ro¢nik Kubi¢ek F.,
primyslovych Skol SPN Gajdos T. | VY
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4.3.1. Diferencialni a integralni po¢et, PROMETHEUS

Udebnice s ndzvem Diferencidlni a integrdlni pocet vydand nakladatelstvim
PROMETHEUS je posledni vtfadé monotematickych psanych ucebnic pro vyS3si
gymnézia vydand v Praze vletech 1994 — 1997. Cilem uéebnice je podat zdklady
diferencidlnitho a integrdlntho pocétu na urovni odpovidajici studentim nejvysSich
roénikl gymndzia. V ivodnim slovu uéebnice se student seznamuje s pojmem
infinitezimdlni, a to jako vyrazem pro diferencidlni a integrdlni pocet. Autofi pamatuji
i na latinsky pivod slova, lat. infinitesimalis, ktery zna¢i nekone¢né maly, a upozoriuji,
Ze tento pocet byl svymi objeviteli zaloZen na nekonecné malvch velicindch. Vice
poznatkll z historie se &tendf doéte v historické pozndmce na konci ucebnice. Autofi
ucebnice poukazuji na metody matematické analyzy, které umoZnuji feSeni a presny
popis fady slozitych jevl, které by nebylo moiné popsat metodami elementdrni
matematiky. Uvadi se, Ze znalosti infinitezim4lniho poctu jsou nezbytné nejen pii studiu
tyziky, ale také chemie, zejména termodynamiky a kinematiky chemickych déju, popisu
atomovych a molekulovych orbitali apod. Studenty se snaZi motivovat tim, Ze bez
diferencidlniho a integrdlniho poctu se neobejde Z4dny inZenyr v oboru strojirenstvi,
stavebnictvi, elektrotechniky a ekonomie, ale ani odbornici zabyvajici se

pravdépodobnosti a statistikou. Metody infinitezim4lniho poctu se uzivaji i v 1€katstvi.

Usp&iné zvlddnuti udiva této udebnice predpoklddd znalost operaci s redlnymi
¢isly, absolutni hodnoty, dprav vyrazi, feSeni rovnic a nerovnic, zdkladi analytické
geometrie v roving, zejména rovnice piimky; z planimetrie pak znalost pojmu teéna a
se¢na. Zakladnim poZadavkem je vSak dobré zvlddnut{ pojmu funkce véetné znalosti
jednotlivych elementdrnich funkef na vrovni odpovidajici piedchdzejicim ucebnicim.

[8]

Zamérme se na prvni ¢4st, kterou je Diferencidlni pocet. Kapitola m4 4 zdkladni
&asti. Ctvrté &4sti . Derivace funkce®, pro nds nejpodstatngjf, predchazejf: . Elementdrn{
funkce®, ..Spojitost funkce* a ,Limita funkce*. Uvodni &st textu seznamuje studenta
s pojmem derivace jako hlavnim pilifem infinitezimalniho poctu. Autofi motivuji tim,
Ze se studenti naudi elegantni zplisob vySetfovani pribéhu funkci vletné sestrojeni
jejich grafti, moZnost feseni slovnich tloh, kde je poZadovano ureni extrému dané

veli¢iny (maxima nebo minima). Ddle informuje o vyuZiti derivace v geometrii a
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ve fyzice. Nejprve pripomind smeérnici te¢ny a upozoriuje na souvislost s uréenim tecny
grafu funkce f v bodé 7 [xo; yo] jako limitu:
Ay ()= /x,)

A=t Ay A0 Ax Ar—0 (x_xo)

Zduraziiuje, Ze limita m4 geometrickou interpretaci, a to tim, Ze uddvd smérnici tecny

kr grafu funkce f v bode T [xo ; yol.

Problém z fyziky ukazuje na piikladu okamZité rychlosti pohybu hmotného bodu.
Ucebnice seznamuje studenty spojmem derivace pomoci motivaéniho piikladu

nédsledovné:

Priklad:

Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje. Od jistého okamziku za¢neme méfit
¢as a zdroven v zdvislosti na Case r budeme meérit drdhu s(r), kterou bod urazil
od okamZiku ¢ = 0. Dréha s(¢) je, jak zndme z fyziky, funkci ¢asu 7. Na jednu osu

" soustavy soufadnic budeme nand3et ¢as r. na

Obr. 8: OkamZitd rychlost pohybu
hmotného bodu druhou stranu s(¢), dostaneme tak graf funkce s
= s(t), (viz obr. 8). V dob¢ mezi Casy fp a ¢

B urazil bod drghu délky (1) — s(to).

Pramémd rychlost Vv v ¢asovém

intervalu (1, : ¢, +Ar) je ddna vyrazem:

—=£= S(Io +AI)_S(I0) _ S(I)_S(to).

At At t—t,

N

O &

T —— o ——— e

e

Veli¢ina v charakterizuje pohyb v Case 1, tim
Zdroj: Matematika 1997

presnéji, ¢im je mensi Ar. OkamZitou rychlost
v v Case fp budeme definovat jako limitu:

. As
v=Ilim—-= =
Ar—0 At A= At A= £ to
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V dal3i ¢4sti kapitole je uveden piiklad rovnomerného zrychleni. Typov4 dloha je ddna
1
vztahem pro dréhu primo&arého pohybu: s(r)= Earz , kde a je konstanta. Pfirustek

drahy v ase # je

As =s(t, + At)—slt, )= %a(ro +Ar) —%aré =ai At + %a(l')2 :

Pro okamZitou rychlost pak plati

1
at, At +—aley
. s . . 1
v=lim—=Ilim—=——= 11m[atn +—(1AIJ =at,
A0 Ay Ar—0 At Ar—0 ’ 2 i

nebo psdno jinak:

As =s(t)-slt, )= %arz —%alﬁ = %a(l-‘z -} .

]_ 2 ]_ “+
—a(t)'——at[; 12
v =lim 2 = 1im 2 =L atim T L time e )=La 20, = ar,
ar=0 Af At t—t, AT t—t, 3 a0 2 :

V obou piipadech si studenti maji uvédomit, Ze jsme ziskali stejny vysledek v=a-¢,.
V tuto chvili lze prohldsit, Ze okamzitd rychlost v libovolném &asovém okamZiku ¢ je
v=a-t, tzn,, Ze roste rovnomeérné s ¢asem. Proto tento pohyb nazyvime rovnomérné

zrychleny. Pozornému Ctendfi jisté neujde, Ze v uvedenych piipadech jsme pracovali
- * . A * * * -] -]
s limitou gmoay tj. s limitou podilu pfiriistku funkce a pfiristku argumentu. Tato

limita m4 pro nds zdsadni vyznam, a proto je zcela pfirozené, Zze m4 své vlastni oznaceni

a svij vlastni ndzev. Text uéebnice v této ¢dsti definuje derivaci funkce ndsledovne:

-Mé&jme funkci f definovanou v jistém okoli bodu xo. Existuje-1i

firn o 0+ A%) = £(x,) ,
Ax—0 Ax

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé xo™.
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4.3.2. Odmaturuj z matematiky 2, DIDAKTIS

Ucebni text vydany nakladatelstvim DIDAKTIS si klade za cil poskytnout
studentim kompletni piehled uciva stiedni Skoly a pomoci tak k pifpravé na maturitni
zkousku nebo k piijimacim zkouSkdm na vysoké Skoly. Kniha studenty seznamuje se
zdkladnimi poznatky z discipliny zvané matematickd analyza. Prvni dvé kapitoly jsou
vénovany diferencidlnimu poctu, tfeti a ¢tvrtd integralnimu poctu. Probirané ucivo je
obohaceno o fadu feSenych piikladii a ndzornych obrazku. Snadnou orientaci v textu
podporuje jednak dcelné Clenéni na kapitoly a menS$i tématické celky, ale i grafické
rozdeleni textu do tustiedniho bloku a sloupce doplnujici pozndmky. Nejpodstatngjsi
pojmy jsou navic graficky zndzornény. K zapamatovdni uciva napomdhaji také
prehledné tabulky. K vyhleddvani ddaji vyrazné napomdéhd rejstitk v zdvéru knihy.
Uvodni slovo ugebnice je vénovdno k nahlédnuti do historie diferencidlniho a
integrdlniho poctu. Prvni ¢4st uCebnice pojedndvd o Zakladech diferencidlniho poctu
s nasledujicimi podkapitolami: Spojitost funkce, Limita funkce a Derivace funkce.
Néslednd kapitola se zaméfuje na Uzit{ diferencidlniho poctu, jako je urcovdni

vyznaénych vlastnosti funkci, vySetfeni prabéhu funkce a feSeni geometrickych tloh.

Zaméime se na podkapitolu Derivace funkce, kterou uvadi hlavni pozndmka:
»Pojem derivace byl vytvoren ve druhé poloviné 17. stoleti pii feSeni fyzikdlnich a
geometrickych problémi.” Studenty déle vybizi na zaméfeni jednoho z problémii:
nalézt rovnici teény ke grafu funkce v libovolném bode¢. K vykladu je pouZit obrdzek
(obr. 9)

Obr. 9: Derivace funkce

Autori ucebnice

ndzorné popisuji obrdzek

3
jako  ¢ast grafu funkce

y = f(x),
s tecnou ¢ v dotykovém bodé

T =[x, : f(x,)], déle se¢nou

.f{-\’(} + h)"

f(x{})'

suréenou timto bodem T a

bodem S[x, +h: f(x, +h).

merov ihel én i
Zdroj: Odmaturuj 2004 Smerovy thel secny je
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oznacen jako ¢, smeérovy uhel teCny je oznafen jako . Smeémice sefny je

z pravouhlého trojihelniku STQ:

_ _.f(xn+h)_.f(xn)_.f(xn+h)_.f(xn)
i (x, +h)-x, h '

Ze secny se stane te¢na v okamZiku, kdy bod § prejde po €4sti gratu funkce £ do bodu 7.
Tento pohyb je naznacen na obrdzku Sipkou. Pritom se stdle zmenSuje hodnota A. Pro
smérnici te¢ny tedy plati:

f(xo +h)_f(x0)‘
h

K =teg = lirear =l

V tomto momenté autofi uc¢ebnice vyslovuji definici derivace funkce v bodé jako:
+ha)- ,
Limitu Tim2 Fe F1)=7{%)
=0 h

nazyvame derivaci funkce y = fx) v bodé xo.

Oznadujeme ji obvykle f(xo) a piSeme: f'(x,)= lim

f(xo +h)_f(x0)
P .
Dalsi vyznamné pozndmky jsou uvedeny v graficky upravenych blocich:
1} Derivace funkce je specidlni piipad limity.
2) Derivace funkce v bodé geometricky predstavuje smérnici te¢ny funkce v bodé.

Tecna je uréena bodem 7T[x, ; f(x,)] a mémici k = f"{x,}. Rovnice teény je r:

y=Fl)=kx-x).

3) Pojem derivace funkce v bodé oznafuje konkréni ¢islo, zatimco pojem derivace
funkce (resp. derivace funkce v intervalu) oznacuje funkci.

4) Libovolni funkce mi v libovolném bodé nejvyde jednu derivaci. Tedy: bud’
nemd v bodé derivaci, nebo ma v tomto bodé pravé jednu derivaci.

5) Derivace je lokdln{ vlastnost, popisuje rist nebo pokles funkce v okoli dané¢ho
bodu.

4.3.3. Matematika pro III. a IV. ro¢nik prumyslovych skol, SPN

Ugebnice zavadi derivaci funkce jako nejdileZit&jsi limitu funkce. K tomuto

pojmu se dospelo dvahami o te¢né kiivky a pfi odvozeni vzorce pro vypocet okamzZité
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rychlosti rovnomeérného i nerovnomérného pohybu. K zavedeni pojmu autofi ucebnice
pouzivaji obr. 10. Obrdzek je popsan ndsledovné [15]:
Je-li ddna spojitd funkce y = f(x), kterou lze zndzornit spojitou kiivkou jako

na obrdzku. Na ni je ddn bod It'“[x0 ;yo]. Mdme najit rovnici te¢ny v tomto bodé.
Podminkou je znalost souradnic dotykového bodu 7" a znalost smérnice & hledané tecny.
Proto zvolime na ktivce dalsi bod P o soufadnicich [xn +Ax; y, +Ay]. Spojnice TP je
seCna, jejiz smérnice k; je:

g = Yo tAY =Y,

Ay
Obr. 10: Derivace funkce . =—.

Kot ME—H, A
Rekneme, 7e smérnice te¢ny je podil
pifrastku (diferenci) Ay a Ax. BliZi-li
[ratanizger] se bod P po kiivce k pevnému bodu
T, tj. kdyZ pifrustky Ay a Ax se bliZzi

nule, otd¢i se se¢na kolem bodu 7 a

prechdz{ v te¢nu. Rikdme, Ze te¢na je

limitni polohou se¢ny. Pak také

smérnice se¢ny prechdzi ve smeérnici

teny. Symbolicky piSeme:

Zdroj: Matematika 1960 = A
. . A
nebo podrobnéji: k, = lim =,
Ax—0 Ax

Dovedeme-li tuto limitu vypoc¢itat, dovedeme také sestavit rovnici teény:
y—y, =k, (x—-x,).

V této C4sti kapitoly autofi uvadéji reSeny piiklad, kde dkolem pro studenty je
najit tecnu paraboly v daném bod€. Ddle uvddeéji dlohu z mechaniky, pifi niZ se
postupuje jako pii hleddni smérnice te¢ny dané krivky.

Po piimce se pohybuje bod, a to tak, Ze drdha, kterou urazi od zvoleného
pocatku, je zndmou funkci ¢asu. Vyjadiime to funk¢ni rovnici s = f(r), kde s je drdha
(zévisle proménnd) a ¢ ¢as (nezdvisle proménnd). Jsou-li #; a #» dva okamZiky (1; < 12),

uddva rozdil f(r,) — f(t;) drdhu, kterou bod urazil za ¢as t» — 1;.
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POdﬂ 1}1-3 = M = E
' t, =1 At
je prameérné rychlost bodu v ¢ase od 1 do £ (As je piirtstek dréhy a Ar pifrastek ¢asu).
Tato primérnd rychlost je rovna okamzZité rychlosti pohybu pouze v piipadé, jde-li
o pohyb rovnomérny., Bude-li se ¢asovy interval (piiristek) zmensovat a bliZit nule
(At — 0), pak
A=l At

=v1’

coZ je okamzitd rychlost zminéného pohybu v okamzZiku ¢#. Je to rychlost, kterou ndm

v uvedeném okamZiku ukdZe napf. tachometr motorového vozidla.

Piiklad: Zikon drihy nerovnomérného pohybu zni: s = 2¢ + ¢ +1. Médme najit

okamZitou rychlost pro ¢ = 8 vtefin.

Reseni: Driha, kterou bod urazil za 8 s, je s = 137. Za dalsf piiristek Sasu Az, tedy
celkem za (8 + A¢) vtefin, urazi drahu
s+As=2-{8+ArY +(8+ Ar)+1=137433- Ar+ 2{Ar).
¢ili pifrastek drahy As je:
As =33 Ar+ 2Ar) .
Rychlost na konci osmé vtefiny bude:

2
v 1im A5 o i 3 AH A _ a3 aa) =33,

ar—0 Af Ar=i At Ar=0

V piedchozich ulohdch a piikladech jsme pocitali limitu jistého zlomku, tzv. derivace
funkce v bodé.
V tuto chvili autofi ucebnice vyslovuji definici:

Derivace funkce y = f(x) v bodé x = a je limita zlomku

fla+ %)~ fla)
)= fla),

lim

Ax—0
kterou znadime f(a). Piedpoklddame, Ze tato limita existuje (mohou nastat pripady, Ze
tato limita neexistuje). Takto vypoctend derivace je urcité Cislo. Poditame-li hodnoty

derivaci v celém oboru funkce f(x). dostaneme mnoZinu derivaci Cisel, tj. dostivdme

novou funkci, tzv. derivovanou funkci nebo zkratka derivaci a piSeme:

V= )= i LA )

Ax—{d
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Autofi u¢ebnice se zmifuji o pivodu slova derivace, které je vzato z latiny a znaci

odvozeninu, tj. odvozené ¢&fslo nebo odvozenou funkci. Jinak autofi pripominaji

oznaceni derivace jako @ x) nebo % . Uvedeny limitni vztah miZeme psat:
X
lim & =y = &
Ax—0 Ay dx

A tikdme, Ze derivace funkce je limita podilu pifristku zdvislé proménné a nezdvislé
proménné, pokud se jmenovatel blizi k nule.
Autofi uéebnice novou ldtku shrnuji do dvou bodi;
a) derivace funkce v urcitém bodé je urgité Cislo — geometricky smérice teény
v daném bodé
by derivace funkce v urCitém oboru (intervalu} je nova funkce, z niZ dosazenim
za x najdeme derivaci v bodé¢ jako ¢&islo.
V samotném zdveéru dvodu k diferencidlnimu pocétu je uvedena derivace jako
nejdulezitéjsi limita, kterd md velky vyznam v pfirodnich a technickych védach, kde se
€asto zajimame o okamZitou zmeénu urdité veli¢iny zavislé na Case. Autofi odkazuji
derivace smérnice teény dané kiivky a fyzikdlni vyznam je rychlost, je-li zndma

zédvislost drdhy na Case.

4.4, Porovnani uéebnic

Hlavnim divodem vybéru piedchozich uéebnich pomicek bylo jejich nejéastéjsi
pouzivdni na stiednich Skoldch, které jsme zjistili na zdklad€ prizkumu ve Skoldch.
Ucebnici Diferencidlni pocet od nakladatelstvi Prometheus nepouZivaji jen gymnézia,
ale i nékteré stfedni primyslové a ekonomické Skoly, a to hlavné z duvodu nedostatku
jingch uéebnic zabyvajicich se tématem diferencidlni pocet. Podle prizkumu na fadé

takovych skol podobné uéebnice chybi.

Po prostudovdni obou uéebnic a uebniho textu se domnivdme, Ze splnily
zdkladni poZadavek sezndmit studenty se zdklady diferencidlniho poctu na stiedni Skole.
Autofi ulebnice z nakladatelstvi Prometheus feS§i i otdzku zarazeni zdkladi
infinitezimdlniho po¢tu do stfedoSkolské matematiky. Jsou presvédceni, Ze s témito

zéklady by méli byt sezndmeni nejen studenti stiednich Skol, ale i kol odbornych, ktefi
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budou pokrafovat ve studiu matematiky nebo jinych technickych oborG na riiznych
typech vysokych skol. Zafazeni zdkladi diferencidlniho a integrdlniho poctu do
gymnazidlnich osnov matematiky md velkou tradici nejen u nés, ale téméf ve vSech

dalSich evropskych zemich.

Je nutné si uvédomit, Ze zavddéni diferencidlniho a integrdlntho poétu na stiedn{
Skole vyZaduje prdci s mnoha novymi pojmy. S nimi se vétSinou seznamujeme pomoci
motivacnich piikladd, do jisté miry intuitivné, piesnost a urcity systém vSak museji byt
zachovany. 1 kdyZ edice Odmaturuj z matematiky 2 od nakladatelstvi Didaktis neni
klasickou ucebnici, je oproti ndmi vybranym ucebnicim mnohem pirehlednéjsi, a prace
s ni je tak mnohem snazdi. Napovidd tomu i prehledné Clenéni do 4 kapitol, které jsou
ddle déleny na menSi podkapitoly. Snadnou orientaci v textu podporuje grafické
odliseni ustfedniho textu od dopliujicich poznimek, pichledné fazeni poznatkd
do tabulek a barevné zvyraznéni duleZitych pojmu. Za velky nedostatek ucebnice
od Promethea poklddame chybéjici rejstitk na konci knihy. Podle naseho ndzoru je to
jedna z nejdileZitéjSich ¢dsti, kterou by méla obsahovat kazdd udebnice. SlouZf
ke snadn&jsi praci s textem a rychlejSimu vyhledavani informaci. Autoii od Promethea
upozoriuji v pfedmluvé na fadu motivaénich piikladi. Ve skuteénosti mnohem vice
motiva¢nich piikladi najdeme v ucebnim textu Odmaturuj z matematiky 2 a
v Matematice pro III. a IV. roénik primyslovych Skol. Piiklady jsou ndzomné
doprovdzeny obrazky a jednoduchymi vysvétlivkami, a to pfimo v textu nebo
u konkrétniho obrdzku. Ucebnice Odmaturuj z matematiky 2 uvddi piiklady
s konkrétnim feSenim, na rozdil od uéebnice od nakladatelstvi Prometheus, kde naopak
ve vétSing piipadd zadinaji autoii novou ldtku pomoci obecného zaddni, coZ je

pro studenty velice sloZité.

Nakladatelstvi Prometheus vyddv4 i udebnice matematiky pro stfedni odborné
Skoly a stiedni odbornd uilists. Edice Matematika pro SOS a studijni obory m4
dohromady 5 dili. Nakladatelstvi pifipravuje 6. dil, ktery bude zaméren na zdklady

diferencidlniho a integralniho poétu.
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5. PROPEDEUTIKA POJMU DEDIVACE

Predchoz{ kapitola ndm podala stru¢ny pohled na zavedeni derivace dnes bé&zné
zavedenym zpGsobem. Zkusme se podivat na situaci ofima studenta a pokusme se
pojem derivace zavést pomoci redlného piikladu. Studenta tak neodradime nezndmou
tlohou, naopak ho muZeme motivovat. Pojem derivace muZeme zavést pomoci dvou
motivacnich pifkladd, které si studenti snadno dokdZi predstavit i v redlném prostredi.
Prvni zpusob je z matematického hlediska jako smérnice teCny k dané kiivce a

z hlediska fyzikdIntho jako okamZzitd rychlost.

5.1. Derivace v matematice

Predstavme si, Ze cestujeme autem kdesi v hordch. Silnice vede chvili do kopce,
chvili z kopce, tu mirnéji a tu zase piikieji, v nékterych okamzicich jedeme po roviné.
Ndhle ndm zatelefonuje kamardd a zeptd se nés, jak je naSe cesta piikrd a v jakém
sméru, vzhiuru ¢i dold. Nejspi§ bychom odpovédéli, Ze zdlezi na mistu,
ve kterém se budeme v dany okamZik nachdzet. Kamarad se nés tedy zept4, jak je piikrd
praveé tam, kde zrovna jsme. Zastavime tedy a zjistime, jak strm4 je na daném miste
podlaha naSeho vozu — zda je vuz vySe kapotou ¢i zadnim zavazadlovym prostorem.
D4 se rici, Ze pokud bychom vedli podlahou od vyfuku k pfedni znacce spojnici,
odpovidala by strmost této piimky zhruba strmosti silnice v tom konkrétnim miste, kde

prave stojime.

Prenesme nyni tento ilustracni pifklad do prostredi analytické geometrie. VSe, co

k tomu budeme potiebovat, je niZze uvedeny obrdzek (viz obr. 11):

Obr. 11: Prabéh cesty automobilu

0 X0 X
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Prubéh cesty (a tedy vertikdlni ¢lenitost silnice) je v tomto pifpadé zndzornéna
funkci fix). Vidime, Ze zpocitku cesta mirné stoupd, poté ndhle jeji sklon prudce
vzroste. Na vrcholku se jakoby narovnd, nato m4d klesajici charakter atd. Misto, kde
jsme autem zastavili, je v grafu zndzornéno jako bod na kiivce, jehoZ prvni soufadnice
je xp. Chceme-li zjistit, jak strmd je kiivka prdvé v bodé o souradnici xy (nebo radéji
jaky m4 kfivka v bodé o soufadnici xp smér), nejsnazsim feSenim bude ,,prilozZit™ k této
kiivce v daném bodé te¢nu (zndzornéno pifmkou ¢) a vyjadfit jeji smérnici. MiZeme
tedy fici, Ze smer drdhy v konkrétnim bod¢ Ize presné vyjadrit smernici teny v tomto
bodg&. Cislo vyjadfujici smérnici tedny k funkci f(x) v bod& o soufadnici x, se nazyvé

derivace funkce f v bode xy.

5.2. Derivace ve fyzice

Ukazme si na konkrétnim pifkladu volného pddu problematiku pramémé a
okamzité rychlosti. Uvédomme si, Ze primeérnd rychlost je skaldrni veli¢ina a okamzitd

rychlost veli¢ina vektorova.

1
Draha uraZend pii volném pddu je ddna vztahem s = > g -t*. Definiénim oborem

této funkce jsou vzhledem k fyzikdlnimu vyznamu nezdporné Casy a grafem Cdst

paraboly s vrcholem v pocatku umfisténd v prvnim kvadrantu. Sestavime pro nékolik

hodnot tabulku (tab. 2), pouzijeme g =10 m-s™ a sestrojime graf (obr. 12 )

Obr. 12: Graf nameéfenych hodnot z tab. 2

Tab. 2: Namétené hodnoty s(m) 140
/

ts) O] 112 ]3]4] 5 120 Vi

sm)| 0| 5 20|45 |80 | 125
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UkaZme si metodu, jak z funk&ni zdvislosti drdhy na Case urcit zdvislost velikosti

okamZité rychlosti. Vypocitejme okamZitou rychlost napiiklad v case 2 s. Nejprve

uréime prumeérnou rychlost, napf. mezi 2. a 5. sekundou volného pddu. Driha v ¢ase

2 s je 5(2) =20 m, v ¢ase 5 s pak s(5) = 125 m. Hledanou pramérnou rychlost vyjadiime
A5 _5=8

2€ VZOIce: v,=—= )
At t, -t

po dosazeni dostdvdme: v,(2;5)= %;(2) =35m-s7".

Obdobné v krat3im ¢asovém intervalu od 2 s do 3 s je priumérna rychlost

1?P(2;3)=M=25 m-s™,
3-2
vintervaluod2s do2.1s je

s(2,1)-s(2)

»

v,(2;21)= =205m-5".

Budeme-li pokracovat ddle ve zmen3ovéni Casového intervalu, bude se odpovidajici
pramérnd rychlost bliZit hodnoté hledané okamZité rychlosti v ¢ase 2 s. Jak vSak zjistit
tuto okamZitou rychlost piesn€, kdyZ uvedend metoda bude vzdy urcovat pouze rychlost
prumérnou, byt v mensim a men$im ¢asovém intervalu? Pokusme se tento nedostatek

obejit obecnym vyjadfenim pramérné rychlosti od ¢asového okamzZiku ¢ do okamZiku

t+Ar.V té&chto Easech jsou uraZené drihy s(z) = %rz , s{t+Ar) = %(r +Ar) .

Prameérnd rychlost v ¢asovém intervalu Ar se pak rovna

Se+nar) -E¢
2 2

)= st +ar)-slt)

A+ Ar =
ol {(t+At)—1 At

&
==2t+Ar).
2+ )

Obecny vysledek miZeme pouZit k vypoctu prumérné rychlosti béhem casu Ar, ale
navic ndm umozZnuje udélat dvahu, kterou jsme pied tim provést nemohli. PoloZime-li

totiz Casovy interval Ar roven nule, ziskdme vzorec pro okamZitou rychlost v Case r

w{t)= g -t . Z n&j uréime rychlost v dase 2 s, tj. v(2)})=20m s,

Shrneme-li poznatky o uvedené metodé, miZeme konstatovat, Ze okamzitou
rychlost ziskdme matematicky pfesné, povaZujeme-li ¢asovy interval Ar za nekonecné

ety

maly. Formélné tuto skute¢nost nazyvame , limitou vyrazu pro Ar bliZici se neomezené

k nule* a zapisujeme jako v(r)= lim ;ﬁ Limita je tedy hodnota zlomku, ke které se
-0 At
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neomezené piibliZime pii zmenSovani Casového intervalu Ark nule. Podil nazyvdme

derivace drahy podle Casu.

5.3. Motivacni priklad

Pokusme se najit tecnu ke kiivce, kterou umime bezpecné zakreslit do grafu, se
kterou umime pocitat nebo kterou mazeme snadno popsat. VyuZijeme pii tom nékolik
metod, které nahradi jeSt€ nezndmy pojem derivace. Zatnéme pomoci nekolika

motivacnich pifklada dle Hejného [7]:
Zadani:

Je dédna kiivka pomoci rovnice: y = x°. Hledejte jeji te¢nu v bodé T'=1 ; 1.

5.3.1. ReSeni — Metoda A

ProtoZze nevime, jak tecnu k dané kiivce v bodé 7 [1 ; 1] najit, pro tuto chvili se
spokojime pouze s pribliZnym feSenim. Zvolime si bod R, velmi ,blizky*“ k bodu
T, naptiklad R [1,1 ; 1,2] (viz obr. 13). Abychom mohli s co nejveétsi presnosti urovat
blizké body, pouZijeme milimetrovy papir, kam pomeérn¢ presné zaneseme graf
paraboly a pfibliZnou podobu te¢ny k parabole.

Obr. 13: Cést kiivky y = x* s bodem dotyku 7 5 ) L
. ProtoZze zatim netuSime, Ze

¥

pojem derivace md néco
spole¢ného s teCnou kiivky,
vystaéime pouze s pojmem
smérnice, kterou Ize pomoci
jednoduchého nacrtku
1 odvodit. Pripomenme tedy co
je to smeérnice a uvédomme se

pfedevSim, Ze smérnice je

—_—
—2 ¢islo.
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fx)— flx,)

, COZ 1ze rovnéZ zapsat jako ——————=.

Smérnice pfimky f je % neboli > —2¢

Nyni se vratme k nasemu zaddni. Zadany pevny bod T m4 soufadnice [1 ; 1].
Abychom mohli vypocitat pfibliZznou smémici teCny, musime znat dalsi bod. Zvolili
jsme bod R [1,1 ; 1,2], bod velice blizky k bodu 7. Dalsi bod R volime z divodu, Ze
kazdé dva rizné body uréuji pifmku. V naSem piipadé vymezuji pfimku TR, ta ndm urci
piibliznou te¢nu k parabole. Piimku v roviné pak miZeme urit jednim bodem a

nenulovym vektorem g, ktery je kolmy k smérovému vektoru piimky.
Zpusoby uréeni smérnice pifmky TR, kde T[1;1]aR[1.1; 1,2]:

1. mozZnost;
- podle vy3e uvedenych vzorch pouze dosadime Ciselné do vzorce

flo)-flx) _12-1_02 _,

k= = = =
X=X, L1-1 01

- pomoci smérnice k = 2 a jednoho dané¢ho bodu 7 [# ; ] jsme nyni schopni vyjadiit i
hledanou pfimku, te¢nu,
- miZeme napsat, Ze pifmka bude mit rovnici:

y=k-xtq,
- Cislo ¢ urcime dosazenim soufadnic bodu T a dosadime-li &iselné za & a 7, hledand
rovnice pifmky blizké k te¢né je

y=2x-1.

2. moznost:

- uvédomme si, e pfimka se smérovym vektorem napf. # = (1 ; 12) ma smérnici

k=t
i,

k4

- mdme-li pfimku uréenou dvéma body T, R, pak jeji smérovy vektor je R—T,
- piimka, kterd prochdzi body T=[#; 21 aR =[r1; r2]. kde ¢, # ,, md rovnici

¥y _r')
y=2—(x—1 )+,
h—54L

- dosadime-li ¢iseln€ za T a R vyjde rovnice:
y=2x-1,
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- z rovnice tedy vyéteme, Ze smérnice je rovna ¢islu 2.

3. moZnost:
- piimku v roviné miZeme urcit jednim bodem a nenulovym vektorem =, ktery je kolmy
k smérovému vektoru piimky (podminka, kterou musi spliiovat soufadnice bodu, aby

lezel na pifmce uréené zadanym bodem a normdlovym vektorem »):

1) mdme-li zadané dva body, musime nejprve urcit smérovy vektor u = (u132) pimky
TR

2) uré¢ime normdlovy vektor # = (— i) tim mame ddny koeficienty a, b v obecné
rovnici piimky ax + by + ¢ =0

3) do obecné rovnice pifmky dosadime rovnice souiadnice jednoho zbodh 7, R a

uréime posledni koeficient v obecné rovnici pfimky

- pocetné tedy:
adl) u=R-T=(0,1:0,2)
ad2) n=( 02;0,1)
ad3) Tet: -02x+0.1y+0.1=0

smeérnicovy tvar pifmky: y =2x—1.

5.3.2. Refeni — Metoda B

Zvolime body Ry a R, — kazdy z jedné strany bodu T a uréime smeérnici &; a &
seCen TRya TR». Napiiklad Ry =[1,1; 1,21]a R, =[0.9; 0,81]. Potom k; =2.1 ak» = 1,9

ot e k +k
a hledanou smémici ur&ime jako % , tedy 2.

5.3.3. Refeni — Metoda C

VyuZijeme tezi,&im bliZe je bod R k bodu T, tim bliZe je pfimka TR k te¢né&™.
Budeme tedy body R, R; ptibliZovat tak blizko k bodu 7, aZ dostaneme poZadovanou

presnost, napiiklad |k, —k,| < 107, Numerické hodnoty najdeme na nasledujici strance

v tabulce ¢. 3
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Tab. 3: PribliZovani bodu R a smérnice pfimky TR

R R, k b | k=fth
2
[L1121] [0,9:0,81] 21 19 >
[1,05:1,1025] [0,95:0,9025] 205 | 1,95 >
[1,025:1,050625] | [0,975:0.950625] 2025 | 1975 5
[1,005:1.010025] | [0,995:0.990025] 2005 | 199 3
[1,0025,1,00500625] | [0,9975:0,09500625] | 2,0025 | 1,0975 3
[1,0005;1,00100025] | [0,9995:0,09900025] | 2,0005 | 1,095 >

5.3.4. VylepSeni metody A

Pokusme se vylepSit metodu A. Bod R jsme volili vidy konkrétné, Nyni ho
nechdme pohyblivy. Tim lépe vyuZijeme faktu: ,.&im bliZe je bod R k bodu 7, tim bliz3{
je seéna TR k teéné v bodé T. Vritime se ke kiivce y = x° a bodu 7. Zvolime bod

R [l+a;1+e], kde a, e jsou mald redlnd C¢isla. Po dosazeni soufadnic bodu R

2

do rovnice kiivky dostdvdme: 1+e =({1+a) .
Po ekvivalentnich dpravach ziskdme kvadratickou rovnici: @* +2a-¢ =0.
Najdeme jeji kofeny, které jsou: ¢, =—-1-+1+¢

a, =—1++1+e

* * v S ot * e - =% o
Z obr. 13 na strance 47 je vidét, Ze smérnice m4 tvar £ = —. Kofen @) miZeme vyloucit,
a
protoZe feSime pouze prvni kvadrant ¢dsti grafu, kterému tento kofen nevyhovuje.

Po dosazeni prvniho kofene kvadratické rovnice @, do rovnice smérnice dostavdme:

4
k=7=l+'\f1+€.
—1++1+e

PiibliZovani bodu R k bodu 7 vyjadifme zmen$ovdnim é&isla e. Vypoéty jsou patrné

z tab. 4. Z tabulky je vidét, Ze ¢im men3i je islo ¢, tim bliZe je smérnice & k 2.

Tab. 4: Zmensovani velikosti ¢isla ¢

4 0,1 0,01 0,001 0,0001

1+-J1+¢ 2,048809 2,0049876 2.00049988 2.000049999
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5.4. Experiment

Popsanou metodu hledané te¢ny v podkapitole 5.3. jsem vyzkouSela
na Gymndziu a Stfedni odborné Skole pedagogické v Nové Pace, na které jsem byla
sama studentkou a absolvovala zde i stfedoSkolskou praxi v rdmci svého studia na FP
TUL. Skolu jsem zvolila také z divodu znamého prostiedi, piitelské komunikace mezi
mnou a vyucujicimi a snadnou dostupnosti z mého bydlisté. Na zdkladé dstni dohody
jsem se setkala zacdtkem cervna 2006 s RNDr. Janou VaSkovou, jeZ na gymndziu
vyucuje predméty matematiku a fyziku. Domluvily jsme se na mé dalsi ndvstéve, na
které bych vybrané Zdky sezndmila se svou praci a piedloZila jim zavedeni derivace

netradi¢nim zpisobem.

Datum: 12. 6. 2006

Misto konani experimentu: Gymnazium a SOSP Nov4 Paka

Studenti: ze tfetiho ro¢niku, 3 ze ¢tvrtého ro¢niku, vSichni z matematického semindre
Cas: 2 vyugovacf hodiny

Cil: bez znalosti vypoctu derivaci odhalit moZny postup vypoctu te¢ny ke kiivce
Motivace: zminka z historie matematiky o vzniku a duleZitosti derivace

Pomucky: kalkulacka, milimetrové papiry

Styl vyuky: tymova spolupréce, diskuze

Zpusob zadani: zdkladni situace nacrtnuta na tabuli s doprovodnym dstnim

komentdfem (viz n4crtek na obr. 14)

Obr. 14: Zpusob zadani na tabuli

Zadani alohy:

e mp, »Kfivka je zadand pomoci rovnice:
y = x*. Pokuste se najit jeji tecnu
vbodé dotyku o  soufadnicich
/ T =[1; 1]. Vyuzivejte pouze doposud
zndmé matematické postupy, napr.

z analytické geometrie.*
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5.4.1. Prubéh diskuze a reSeni studenta

Cilem na3eho experimentu bylo pfijit na rovnici te¢ny ke kfivce bez znalosti
pouZiti derivace, pomoci niZ by bylo nalezeni feSeni nejjednodudsi. Studenti, ktefi
s ndmi spolupracovali, byli vybrani z divodu zdjmu o piedmét matematika a proto, Ze
navstévovali povinné volitelny pfedmét Semindf z matematiky. Navic se jednalo
o studenty, kteff méli prospéch na vybornou. Mohli jsme tedy pfedpoklddat, Ze vétsina
z nich byla na stejné védomostni a dovednostni vrovni. Diskuze se vedle studenti
ze tiettho ro¢niku, zdcastnili i tfi studenti z maturitniho ro¢niku, ktefi pojem derivace jiZ
bezpe¢né ovladali. Experiment byl uskute¢nén po vyucovéni, to znamend ve volném
Case studenth, v ucebné fyziky a matematiky za spoluprdce RNDr. Jany Vaskové,

uc¢itelky matematiky a fyziky.

Uloha byla zadéna studentdm slovn& za pomoci zdkladntho nd¢rtku funkce
y = x*, vyznageni bodu dotyku T o soufadnicich [1 ; 1] a piibliZnym vyzna¢enim tecny
prochéazejici bodem 7 na tabuli (viz obr. 14, str. 51). Thned vuvodu byli studenti
upozornéni, aby dbali na co nejpfesnéjsi zakresleni kiivky do grafu, které jim muZe
pii fesSeni problému pomoci. Z tohoto diivodu jsme povaZovali za vyhodnou pomicku

milimetrovy papir, ktery byl studentim poskytnut pfi zaddvan{ dlohy.

Piedpoklddanym postupem feSeni u studentd bylo hlavné vyuZiti smémice
piimky. Také jsme ofekdvali, Ze si studenti nejprve uvédomi, ¢im je pfimka v roving
uréena a jak tyto parametry vypoditat, napt. pracovat s pojmy jako smérovy vektor,
normalovy vektor, obecnd rovnice pfimky. Studenti ze tfetiho roéniku ale od prvni
chvile pohliZeli na zadanou kiivku jako na parabolu a zacali uvaZovat o problému najit
rovnici teény k parabole. Premysleli tedy o zdkladnich vlastnostech paraboly, jakym je
ohnisko, vrchol, fidici pfimka a vztahy mezi nimi. Néktef{ studenti si vzpomnéli
na existenci vzorce, ktery snadno ur¢i rovnici te¢ny k parabole. Diitvodem byla neddvno
probrand litka zaméfend na vzdjemné polohy kuZeloseek a piimek. Presné znéni
vzorce si v3ak nikdo nepamatoval. Studentovi A se diky ndkresu zadané situace
podarilo vzorec odvodit a hledanou rovnici teCny vyfeSit. Jeho feSeni je pfiloZeno

v Piiloze 1.
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Studenti B a C zadanou dlohu povaZovali za vypocet vzijemné polohy kifivky a
piimky. Vychézeli tedy z toho, Ze hledaji rovnici tecny paraboly. KdyZ v analytické
geometrii pracujeme stecnou a kuzeloseckou (v naSem piikladé s parabolou),
vychdzime z toho, Ze pocetné feSime soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych. Pficemz
jedna rovnice je kvadratickd, je rovnici paraboly, a druhd rovnice je linedrni, rovnice
piimky neboli te¢ny. Pfi feSeni vychdzeli z toho, Ze tato soustava musi mit jediné resent,
protoZe te¢na m4 s parabolou jediny prusedik, te¢ny bod. Kvadratickd rovnice m4d jediné
feleni pro diskriminant roven nule. V tomto piipadé ndm vyjde jedind rovnice pro dvé
nezndmé, jednu nezndmou ale eliminujeme tak, Ze do rovnice dosadime bod, ve kterém

je tecna hleddna. Oba postupy jsou v origindln{ verzi priloZeny v Piflohdch 2 a 3.

Zbytek studenti zacal uvaZovat nad moZnosti, Ze bude néjakd souvislost mezi
ohniskem a bodem na parabole, konkrétné bodem dotyku 7. Tento fakt jsme spole¢nymi
silami vzdpét{ vyvrdtili pouhymi ndcrtky grafu vzdjemné polohy kiivky a teény
na tabuli. ProtoZe studenti stile vice pfipoustéli myslenku souvislosti rovnice teény a
vlastnosti paraboly, navodila jsem jednoduchou situaci z analytické geometrie.
Kladenim jednoduchych otdzek jsem se snaZila studenty navést na zdkladni pojmy
analytické geometrie, jako jsou smerové a normalové vektory, rovnice pfimky, smérnice
pifmky apod. Jeden ze studenth oponoval slovy, Ze na ur¢eni smérnice bychom museli
mit zadany dalsi bod te¢ny. Ten tu bohuZel nemédme. Navrhla jsem dalSi bod zvolit
alesponi piiblizné. Vypodet tecny ke kiivce za podpory dalstho zvoleného bodu je
znazornén v Piiloze 4. Student D vyuZil piibliZného uréeni druhého bodu, pomoci
ného? byl schopen vyjadiit te¢nu jako pfimku. Bod volil co nejbliZze k zadanému bodu
dotyku T = [1;1]. Priklad zagal fe&it pomoci zdkladniho nd¢rtku zadané situace, kde je
vidét volba druhého bodu R, ktery leZ{ taktéZ na kfivce. Student si uvédomil, Ze pokud
bod R bude dostate¢né blizko bodu 7, vznikne jejich spojenim se¢na, kterd kopiruje
velice pribliznou polohu te¢ny. K uréeni rovnice te¢ny pouZil pouze urceni smérového
vektoru, vyjadieni normdlového vektoru a obecnou rovnici, kterou je pfimka urena

za pomoci bodu dotyku 7.

V Priloze 5 je vidét dikladnéjsi ndcértek a podrobnéjsi popis zdkladni situace.
Student E si uvédomil, Ze k vypoctu te¢ny ke kiivce vystadi s ur€enim smérnice primky.
V tomto piipadé musel zvolit dalsi bod V, ktery bude uréovat pribliznou polohu hledané

te¢ny. Student zvolil bod V na kiivce stejnym zpisobem jako student D v Piiloze 4. Bod
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V oznacil indexem 1, protoZe v daldim postupu zvolil druhy bod V5, taktéZ v blizkosti
bodu dotyku pro zpiesnéni vypoétu hledané tecny. Z obrdzku je patrné, Ze si student
pro uréeni smérnice kiivky, hledané teény, prekreslil nejdaleZitéjsi ¢ast grafu. Smérnici
piimky vypoéital jako rozdil funkénich hodnot bodu 7 a V. Pro uréeni pifmky dosadil
smérici do smérnicového tvaru rovnice piimky a pomoci bodu dotyku 7 nalezl
hledanou rovnici teCny. Pro upfesnéni smérnice te¢ny zvolil bod V,, aby pomoci

aritmetického praméru hledanou piibliZznou se¢nu, co nejvice pribliZzil hledané te¢né.

Student A se pokusil o stejnou metodu vypoctu jako student D, ale v tomto
piipadé zvolil bod velmi blizky bodu 7. PfibliZeni urcil aZ na 4 desetinnd mista.
Pro ndzornost volby tak to blizkého bodu pouZil pro zndzoméni milimetrovy papir,

na ktery zanesl kiivku v okoli bodu 7. Postup vypoétu je piiloZzen v Piiloze 6.

V Priloze 7 prikladdme jako ukdzku prdce studenta F ze ¢tvrtého ro¢niku, ktery
jiZ ovlddal pojem derivace a umél k nalezeni teény pouZit ndleZité feSeni. PouZiti

derivace bylo ale pii zaddni Glohy zakdzano z divodu neznalosti tohoto pojmu.

5.4.2. Zavér diskuze

Diky nalezeni rovnice te¢ny studentem F jsme mohli s ostatnimi studenty
v zavéru debaty porovnat postup vypodétu bez pouZiti a s pouZitim derivace a vysvetlit
tak, co pojem derivace znamend z geometrického hlediska. Diky vypoétu studenta F
ze Ctvrtého roéniku ostatni studenti sami pfidli na to, Ze se vlastn€ jednid o cislo

vyjadiujici smérnici teny v néjakém bode o urcitych souiadnicich.

Studenti se béhem diskuze chovali velice oteviené, coZ umoZnilo velmi
piijemnou debatu nad zadanym problémem. KaZdy se pokusil pfijit na néjaky ndpad a
jeho feSeni i ustné zhodnotit a okomentovat. Pfed pifpravou samotného experimentu
jsme nepocitali s moZnosti, Ze by se studentim podafilo pfijit na vice neZ dvé moznd
feleni, jak nalézt rovnici tecny. Byli jsme ale mile pfekvapeni. Nenapadlo nds, Ze by
studenti napf. k najiti rovnice teCny pfistupovali jako ke vzdjemné poloze kiivky a
pifmky nebo vyuziti vzorce uréujici te¢nu k parabole. Divodem toho bylo, Ze podobnd

latka byla probirdna o mésic pred naSim experimentem.
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6. RESENE PRIKLADY

Kapitola je vénovana nékolika ukdzkové feSenym vlohdm, které se zabyvaji

hledanim rovnice teény ke kiivce bez pouZiti derivace.

1) Je dana kiivka pomoci rovnice: y = x°, Hledejte jeji teénu v bod& T=1[1; 1].

Regeni:
Tento ptiklad byl pomoci nékolika metod vyfeden v podkapitole 5.3. na strandch 47 —

50 a stal soucdsti experimentu v podkapitole 5.4. na stranach 51 — 54.

2) Je d4na kiivka pomoci rovnice: y = x°. Hledejte jeji tenu v bod& T = [\/5 AR

Regent:

Pokusme se najit rovnici teény, je-li kiivka zaddna jako v typovém piikladé s funkci y =
¥ a te¢nym bodem T = [\/5 ;2] (viz obr. 15). K vypoétu hledané rovnice tecny si
zvolime na zadané kiivce bod velmi blizky bodu 7, ktery uréi smérnici odpovidajici
ptiblizn¢ hledané te¢né. Zvolime-li na ose x-ovou soufadnici bodu V, V24001 .
hodnotu soufadnice y snadno dopo¢itdme dosazenim nové souradnice do zadané rovnice
ktivky. Po vypoctu dostdvdme obé soutadnice V; [+2 +0.1: 2,29]. Pfibliznou smérnici
te¢ny uréime ze vztahu

f)-flx) _ 229-2
x-x, V2+01-42

Pro zpiesnéni hledané smérnice zvolime jesté jeden bod, opét v té€sné blizkosti bodu T a

2,9

1=

stejnym postupem zjistime smérnici odpovidajici volbé bodu V, [2 —0,1;1,73]:

_fx)-rx) 0 2-173
B X=X _ﬁ—ﬁ+0,1&2,7

Pomoci aritmetického priméru vypoéitdime priimérnou hodnotu hledané smérnice:

1%

vy, 29427

28
2 2

Rovnice hledané pifmky mé tvar y=v-x+g¢ (kde v je smérnice), sta¢i tedy uZ jen

urcit konstantu g, ktera vyjadiuje posun po ose y.
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Obr.15:y =%, I'=[/2:2]

5. ProtoZe hledand te¢na
prochdzi  bodem  dotyku
T= [\/5 : 2] dosadime uZz jen

do smérnicového tvaru

rovnice:
y=v-x+gq
—yex2 2=28-42+¢
—tecna
g=—196 |

hledand rovnice te¢ny ma

: : . tedy tvar: y =2.8x—196.
/ 1 2 3
=

3) Je dana kiivka pomoci rovnice: y = x”. Hledejte jeji te¢nu v bodé 7 = [0 : 0] .

ReSent:
Stejnym zpusobem hleddme rovnici te¢ny pro rovnici tiettho stupné s bodem dotyku

v pocédtku soufadnicového systému

Obr.15: y=x",7=10;0] 7[0;0].
51y Bod V; [040,01;0,001] md smérnici
4 .|
=200 00
34 0,1-0
2 Bod V, [0-0.1:;-0,001]md smémici
1 .|
. =t B _ o0,
9 ———— 0+0.1
3 2 1 T 4 2 3
-1 4
27 — V tomto piipadé¢ se drzime shodného
. postupu s hleddnim smérnice tecny jako
S vmetodé B (str. 49, kap. 5.3.2.).
0 Pri vypocitdni smérnice ale narazime
na zvl4stn{ jev: vi = 0,01 stejné jako
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v2 = 0,01. Jak je to moZné? VZdyt hlavni princip metody C (str. 49, kap. 5.3.3.) je

v tom, Ze smérnice te¢ny lezi mezi k; a k. Tedy to samé ocekdvdme i tomto piipadé.

Pro¢ je tedy nyni v; = 1,? Odpovéd muzeme snadno vyéist z obr. (viz obr. 15). V bodé

T je ,,prohnuti*, jinymi slovy, v tomto bode¢ je inflexe. To znamen4, Ze se jednd o takovy

bod grafu funkce, ve kterém dochdzi k pfechodu mezi konvexn{ a konkdvni{ ¢4sti grafu.

V inflexnim bodé se méni zakiiveni grafu funkce a te¢na grafu v tomto bodé graf

protind. Zjistili jsme, Ze tedy metoda C (k; < k < k) nefunguje, pokud je v bodé

T inflexni bod.

4) Je dana kiivka pomoci rovnice: y =-x’ —4x—2. Hledejte jeji te¢nu v bodé

T=[-1:1].

ReSeni:

Obr.16: y=-x>-4x-2,T=[-1:1]

iz

—_—ym-x"2-4%-1

——tecna

Hledanou rovnici teény
muzeme najit i pomoci jiného
postupu neZ je urCeni smeérnice.
Pifmka v roviné muze byt urCena
jednim  bodem a nenulovym
vektorem n, ktery je kolmy
k smérovému  vektoru  pifmky.
V naSem pifpadé mdme zadané
body dva, protoZe si opét ur¢ime
pro vetsi pribliZzen{ se¢ny te¢né bod
vV [-1-0.1:119], velice blizky
bodu 7. Uréime si tak nejprve jejich
smerovy vektor u = (u; ; up) primky
TV ze vztahu: u-v =0
tj.: (ul ;.uz)-(—u2 ;u1)=0,
tedy u=V-T=(-0,1;0,19).

Diéle ur¢ime normdlovy vektor n = (— uy ; uy), ktery uddvéd koeficienty a, b v obecné

rovnici pifimky a-x+b-y+c =0

n=(0,19;0,1)
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Protoze bod T leZi na te¢n¢, dosadime do obecné rovnice piimky soufadnice bodu T a

ur¢ime posledni koeficient v obecné rovnici piimky:
0,19-x+0,1-y+¢c=0,

0,19-(-1})+0,1-1+¢ =0,
¢ =0,09.

Smérnicovy tvar piimky je tedy y = — 1,9x — 0,9. PfibliZnym dikazem toho muize byt

obr. 16.

5) Je dana krivka pomoci rovnice: y =2° — 4, Hledejte jeji te¢nu v bodé

T=[0;-3].

ReSeni:

ProtoZze nevime, jak teCnu pfesné najit, spokojime se opét s pfibliZznym feSenim.

Zvolime bod N, ktery je velmi blizko bodu dotyku 7. Zvolime-li x-ovou soufadnici bodu

N 0 + 0,1, bude mu piiblizné odpovidat na ose y souradnice — 2,928. Nyni urc¢ime

smeérnici se€ny TN:

_ -2,928+3
0,1-0

=0,72

Tecnu poté nahradime velmi blizkou se¢nou 7N rovnici, kterou snadno vypocteme ze

smeérového tvaru piimky: y=k - x+gq.

Obr.17: y=2" -4, T =[0-3]

3.

2 4

y

—y=(2"x)-4
tecna
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Po dosazeni bodu
dotyku, ktery na hledané
tecné  leZzi, ziskdvame
koeficient g = - 3.
Koeficient g lze vycist i
zobrizku nebo piimo
ze zadani, uvédomime-li
si, Ze uruje posun po ose
y. NaSim utkolem je tedy
najit tecnu v bode
o soufadnici y = -3.
Pro ndzornost je graf
krivky s pribliZnou te¢nou

zndzornén na obr. 17.



6) Je dana k¥ivka pomoci rovnice: y =log,(x+4). Hledejte jeji teénu v bodé

T=[-3:0].

Reseni:

Abychom mohli ur¢it te¢nu k zadané kiivce, ur¢ime si opét bod velice blizky

k dotykovému bodu. Uréime tak seCnu, kterd kopiruje pfiblizné hledanou tecnu.

Zvolenym bodem bude bod N = [-3+0.1:0.14], kde soufadnice y je velmi pfiblizn4,

nebot je zaokrouhlena pro lepsi prdci pii vypoctech hledané tecny. K vypoctu

pouZijeme smérovy, normdlovy vektor a obecnou rovnici teny. Smérovy vektor je
u=N-7T=(0,1;0,14),

ze vztahu (u, ;u,)-(~u, ; u,)=0 uréime normdlovy vektor, ktery nabyva hodnot
n=(-0,14;0,1).

Po dosazeni normélového vektoru, ktery urCuje koeficienty a, b, do obecné rovnice

pifmky: -0,14-x+0,1-y+c=0

a bodu dotyku, ktery na piimce lez{: —0,14-(=3)+¢c =0,

hledany koeficient je roven — 0,42. Rovnice tecny vyjadiend ve smérnicovém tvaru je

po tpraveé: y =14-x+4.2. PribliZzné najitou te¢nu maZeme porovnat s obr. 18.

Obr.18: y =log,(x+4), T =[-3;0]

8 -
y
6 i
/’/-_——
T X

I T T 0 T 1

-6 2 0 2 4
L y=log,(x+
4. te€na
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7. ZAVER

Diplomov4 price se zabyvala propedeutikou pojmu derivace a pokusila se

ukdzat méné tradi¢n{ zpusob zavedeni tohoto pojmu na stfednich skoléch.

Kapitola 2 zaméfend na historii pojmu derivace, sezndmila s objevem,
vyznamem a hlavnimi objeviteli, G. W. Leibnizem a I. Newtonem, infinitezim4lntho

poctu. Interpretaci popsala pomoci obrazkid a metod, které pouZili sami objevitelé.

Kapitola 3 se zaméfila na $kolskou matematiku z hlediska historického vyvoje,
aby mohla uk4zat postupné zarazovani pojmu derivace do Skolskych osnov. Uzivala
pii tom ndzorné ukdzky nekterych vybranych stfedoSkolskych uéebnic z pocatku
20. stoleti. Ddle predstavila osnovy matematiky se zaméfenim na infinitezimalni pocet

na dnednich gymndziich. Zminila i velmi diskutovany rdimcoveé vzdéldvaci program.

Samotnym pojmem derivace se zabyvala kapitola 4. Uvedla hlavni vyznam
slova a jeho zavedeni pomoci matematického a fyzikdlniho hlediska. Porovnala a
zhodnotila pifistup k pojmu derivace v nejpouZivan€jSich uéebnicich na stiednich
skolach.

Propedeutika pojmu derivace v kapitole 5 byla uvedena prostiednictvim
motivacnich tloh. Pomoci nékolika metod ukdzala feSeni vybraného typového piikladu.
Souédsti kapitoly se stal experiment provedeny na Gymnaziu a SOSP v Nové Pace, kde
se studenti pokusili o feSeni problému prostfednictvim diskuse. Jeho vysledky jsou

ptipojeny k diplomové praci v ptilohdch.

Posledni kapitola byla zaméfena na tfeSené ptiklady pomoci zdkladnich znalosti a
dovednosti z analytické geometrie. Jednotlivé dlohy byly doplnény obrizky grafi

znazorfujicich pfibliZnou situaci zad4ni.

I kdyZ zavadéni diferencidlniho podtu na stfednich Skoldch vyZaduje praci s mnoha
novymi pojmy a zachovani urité posloupnosti uciva, lze se spojmem derivace
sezndmit pomoci znalosti z analytické geometrie, jako se to povedlo studentim

na Gymnéziu a SOSP v Nové Pace.
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PRILOHY



SEZNAM PRILOH

Priloha 1 Odvozen{ rovnice tecny pomoc{ kuzelosecky a
primky

Priloha 2 Vzijemna poloha kiivky a primky 1

Priloha 3 Vzdjemnd poloha kiivky a pfimky 2

Priloha 4 Odvozen{ rovnice tedny pies obecnou rovnici
primky

Priloha 5 Odvozeni rovnice teSny pies smérnici

Prilcha 6 Maximéln{ pfibliZeni bodu na se¢né

Priloha 7 Vypocet rovnice teény pomoci derivace
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