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Anotace

Predkladana prace je zafena na problematiku vyptu otepleni a tepelnych ztrat
v komponentach elektrickych stiopii jejich provozu. Matematické modely vedeni tepla
v elektrickych strojich zaujimaji v stasné technické praxi nezastupitelné misto, zejména
pii charakteru kusové nebo malosériové vyroby elekfih strofi. Nezbytnym
piedpokladem spravné futikosti a zaji&ini pozadované Zivotnosti stroje je zamezeni
piekrateni gipustné teploty a tepelného toku v jednotliv¢dstech stroje.

Prace se zabyva numerickyi@Senim matematickych modetedeni tepla ip ustaleném
zatiZzeni stroje. Pozornost je sdesdtna nafteSeni Uloh popsanych eliptickou parcialni
diferencialni rovnici 2fadu s Newtonovou okrajovou podminkou na hraniciudenmérne
oblasti. ReSeni je zagfeno na uZziti metody koteych prviki a metody tepelnych bilanci.
DalSi ¢cast prace se zabywaSenim dynamického zdabvani stroje pomoci nahradni tepelné
sit, uloha je popséana systémem &dnych diferencidlnich rovnic 1liadu s Cauchyho
pocatenimi podminkami.

Souwasti prace jsou numerické vysledky obdrzemiéieSeni konkrétnich technickych
tepelnych dloh transformatar

Abstract

Mathematical Models of Thermal Convection in Eletric Machines

The dissertation is focused on computational problef warming and thermal losses
in components of electric machines in the procddheir operation. Mathematical models
of thermal convection in electric machines are mnpdrtant factor in current technical
practice, especially in conditions of single-pamguction or short-run production of electric
machines. The prevention of temperature exceediagd thermal flow in single parts
of machine is a prerequisite of correct operasind functionality of the machine.

The dissertation describes numerical solution oftheraatical models of thermal
convection during stationary loading. Attentionfeeused on solving an elliptical partial
differential equation of second order with Newtorisundary condition on two dimensional
domain. The numerical solution is based on theafste finite element method and box
method. Another part of the dissertation is focused problem of dynamic loading of
electrical machines and its solving by the methbdcompensatory thermal network. The
problem is described by a system of ordinary déffidial equations of first order with
Cauchy’s initial conditions.

The dissertation contains numerical results otligatechnical problems of transformers
as well.
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Rad bych na tomto mispodtkoval vSem, ktd prispeli ke vzniku této prace.iedevsim
dekuji pracovnikim Ustavu silnoproudé elektrotechniky v Praze -écH®vicich a
Matematického Ustavu AYR v Praze, s nimi¥adu let spolupracujiipie$eni problematiky
vedeni tepla v elektrickych strojich.

ProhlaSuiji, Ze jsem praci vypracoval samostadrve jsem pouZzil pouze uvedenou

literaturu.

V Liberci, srpen 2007
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Seznam zkratek pouzitych matematickych symbol U

sesquilineéarni,figppadré bilinearni forma

testovaci funkce

prostor spojitych funkci na

prostor funkei, jejichZ derivace aZ tiwlu k pati do C(ﬁ)
prostor nekon#¢ diferencovatelnych funkci n®

prostor nekona¢ diferencovatelnych funkci s kompaktnim
nostem v Q

Sobohv prostor funkci, jejichZz zobeéné derivace az di@duk
veetns pati do L*(Q)

prostor funkci lebesgueovsky integrovatelny&wadratem naQ
prostor funkci lebesgueovskyfitelnych a ohrardienych naQ
mnozina pirozenychéisel

d-rozmérny eukleidovsky prostor

okoli boduz

linearni vektorovy prostor

ohrankena oblast vR*

uzavr Q

hranice oblast

Laplacév operator

skalarni soéin ve vektorovém prostor

norma ve vektorovém prostoi
skalarni sotin v H*(Q)
norma definovana \H*(Q)

seminorma definovana ¥ *(Q)
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Seznam zkratek pouzitych fyzikalnich veli  €in
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tepelné vodivost

vodivost proudiciho chladiva

mérna tepelna kapacitélésa

objemova hustota tepelnych ztrat

cas

otepleni

tepelné kapacita

doba zivotnosti izolace udana v hodinach
tepelné ztraty

teplosnénna plocha

teplota

objem

tepelna energie

souwinitel prestupu tepla

souwinitel zavislosti irného odporu na tepkot
souinitel teplotni zavislosti ztrat ¥tém uzlu si

tlou¥’ka materialu, jimz prochazi teplo
proudova hustota ztrat
souinitel tepelné vodivosti latky

mérna hustotadesa

meérny elektricky odpor
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1. Motivace

Prace je zagtena na problematiku vyptu otepleni a tepelnych ztrat v komponentach
elektrickych stra} pii jejich provozu. V poateinich etapach konstrukce elektrickych siroj
se problematice otepleni a chlazeni tild@dal velky vyznam, nehbstroje byly obvykle
piedimenzovany a jejich vlastni futtkost byla prioritni. Hospodarnost provozu dirbjyla
vié dokk podruzrjSi. Nasledd se zaala pouzivat zjednoduSena empiricka Kritéria
k posouzeni navrhu stroje z tepelného hlediskaraXifse vSak postugreatalo ukazovat, Ze
tato kritéria nejsou postgjici pro vyvoj novych efektivgSich strofi. Vznikla poteba
zabyvat se problematikou otepleni a chlazeni stpmdrobrji, aby nedochazelo k jejich
trvalému poskozeni, Spatné funiosti a ke zkraceni Zivotnosti. Enito stavim mize dojit
predevsim v dsledku pekrateni limitni teploty ¢4sti stroje nebo zvySeni tepelného toku
ve stroji nad fipustnou mez. Jestlize rididad u olejového transformatoru dojde lekraieni
piipustné limitni teploty chladiciho oleje, &zee olej Wit a vznikaji v #m bublinky.
V dusledku toho olej ztrati dobré elektrické izoia vlastnosti a vznika velké nebezpe
zkratu transformatoru. Pokud ke zkratu dojde, n@zerakticky transformator opravit. Jak
jiz bylo uvedeno, k zavaznému poskozeni strojZentaké dojit v dsledku zvySeného
tepelného toku v jeh@astech. Pokud néjlad rozdil teplot mezi vodem vinuti a jeho
izolaci grekrati hodnotu 30°C na 1 mm, dochazi k velkému tepelntoku, izolace se krouti
a roztahuje, dochazi k jejimu rychlejSimu dpbeni. Pro izolaci vinuti je tedyilgzita nejen
jeji teplota (aby nezala hdet), ale i existujici tepelny tok.

Reseni problematiky otepleni a sdileni tepla je wtasnosti nedilnou séésti kazdého
navrhu elektrického stroje. Praktickymiildady nutnostireSeni tepelné problematiky jsou
transformatory pouzivané v elektrarnach. Nidpd v jaderné elektragn Temelin vznika
v kazdém bloku vykon 1000 MW. K jednomu bloku jsptipojeny i transformatory a
vzhledem k jejich &innosti 97% je z nich nutné odwégriblizné teplo 33 MJ za sekundu.

Na obrazku 1 a 2 jsou znazeény priklady elektrickych strdj, u nichZ je nezbytn&esit
problematiku jejich otepleni a chlazeni.

V této praci je pozornost zaitena na numerickiSeni matematickych modeiepelnych
deju v elektrickych strojich, jako jednoho z nejefektijich Fistupi feSeni tepelnychégii.
Prace je roderéna nactyii ¢asti.

2. kapitola obsahuje popis formulace matematickyduefi, prepis rEkterych teplotnich
vazeb a zavislosti vznikajicichiipzatizeni elektrickych strdj Ffitom jsou uvaZovany
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dynamické tepelnégk (nestacionarnige) i ustalené tepelnéeg (stacionarni ge), které
|ze povazovat za specialniipad d&ji dynamickych.

3. kapitola obsahuje popistkterych matematickych nastipjkteré lze Usgsre pouzit
pii numerickémieSeni modél Siteni tepla v elektrickych strojich. Ustalen&edjsou ¢asto
feSeny jako ulohy dvourozimeé (rekteré vicerozrérné ulohy Ize na takovou Ulohdgvést) a
byvaji ¢asto popsany eliptickymi parcidlnimi diferencialihirovnicemi s pislusnymi
okrajovymi podminkami. V této kapitole je popsataba formulace matematického modelu,
je ukadzana existence a jednozmastieSeni p Newtonow okrajové podmince.

Obréazek 1 — Blokovy transforméator SKODA o vykonWEZMVA pro elektrarnu Minik
Uloha se pevadi na hledani minimaripludného energetického funkcionalu uzitim metody

tepelnych stal elektrickych straj. Dale je v kapitole popsana metoda tepelnycmbilébox
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method) a jeji uZiti § ustalenych tepelnychégdch. Pozornost je zakfena naeSeni eliptické
parcialni diferencialni rovnice 2adu s Newtonovou okrajovou podminkou.

Dynamické dje ve strojich jsou zavislé rase a byvajtfeSeny pomoci nahradni tepelné
sit, kterou lze obvykle popsat soustavou @jgych diferencialnich rovnic ¥adu (obec#
nelinearni) s p&ateinimi podminkami. V praci je uveden mozny postup kipcého
numerickéhdeSeni takovych soustav.

4. kapitola obsahujgeSeni praktickych dloh vygtu otepleni komponent transformator
pii stacionarnim zatiZzeni. Je proveden Wgiootepleni hlinikového sini a magnetického
stirgni transforméatoru. Uloha je popséna eliptickou @mé diferencialni rovnici 2radu

s Newtonovou okrajovou podminkou.

Obrazek 2 — Rotor trojfazového synchronniho motgpu 1EBOE 280-65-20 Z

10/101



Numerické vypoty byly provedeny metodou tepelnych bilanci. Jsocezentovany vysledky
vypoctu.

V zawru této kapitoly je vySeébvana nelinearni udloha ustaleného vedeni tepla, kdy
koeficienty tepelnych vodivosti zavisi na teplole ukazana zajimava vlastnost, Zedsti
hodnota otepleni na hrani@Sené oblasti nezavisi na typu nelinearity koefiéie

V 5. kapitole jsoureSeny dynamické tepeln&jd v olejovych transformatorech pomoci
nahradni tepelné sjtktera je popsana soustavou &dgpych diferencialnich rovnic ¥adu
s pa&atenimi podminkami Wase t. Uloha bylateSena diskretizackasové derivace a
rekurentnim vyp&em otepleni jednotlivych ulndhradni tepelné 8ipti danémcasovém
kroku. V zaw¥ru kapitoly jsou pak prezentovany zejména numengisdedky vypa@ta.

Pti zpracovani této prace byla pouzita pouze litepativedena na str. 97 — 101.
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2. Matematické modely vedeni tepla

Elektrické stroje Ize roztit z hlediska jejich konstrukce na strojetitge a netdive.
Mezi taivé stroje pat motory (neéni energii elektrickou na mechanickou), generéatory
(prevadi energii mechanickou na elektrickou) a dwitanénice (umo#uji meénit elektrickou
energii jednoho druhu na elektrickou energii jinéthlmhu, nap stejnosmirnou energii
na stidavou). Netoivé elektrické stroje jsou reprezentovanyenidi (meéni frekvenci),
predevsim transformétory (zakladni funkci jéeména nagti nebo intenzity s$tdavého
elektrického proudu pro danou frekvenci). Kazdyk#leky stroj se sklada z magnetického
obvodu a vinuti.

V elektrickém stroji pi piemené elektrické energie na mechanickou nebicopracené
pieneng, pii preméné napti nebo intenzity $tdavého proudu vznikaji energetické ztraty,
které se v konmém efektu réni ve ztratové teplo. Tepelna kapacifa homogennihogtesa
piedstavuje tepelnou energii, kterou Ize v tondlese akumulovat ip zvySeni jeho teploty
o0 1 K. Pro elementéarni tepelnou enemj, ktera je akumulovana ¥lese i oteplenidT

vzhledem k okoli za dobdt pii rovnomeérném vzniku ztratAP plati vztah
(2.1) dW=APdt=CdT =c, ¢V dT,

kde ¢, zn&i mérnou tepelnou kapacitélesa, ¢ mérnou hustotudesa aV objem tlesa.

Pokud je &leso dokonale tepeinizolované (tj. z jeho povrchu nejsou odwad ztraty) a

vznikaji v rtm konstantni ztraty\P, jeho teplota stoupa line&rm zavislosti naase a plati

(2.2) CdT=AP dt
a

(2.3) T:T0+%t ,

kde Tp znai teplotu tlesa v¢aset = 0. Za uvedenychipdpoklad veSkeré vznikajici teplo
v télese pouze zvy3uje jeho teplotu (tzv. adiabatickiew €lesa). Sieni tepla vedenim je
zpiasobeno rozdilnou teplotou jednotlivyafasti stroje. Odvadi-li se teplo vzniklé uwnit
homogennicésti stroje, plati nasledujicd@nergeticka bilanceteplo givadkné elektricky
do €lesa (ztraty, které vém vznikaji) se rovna sétu tepla homogennidsti stroje a tepla

odvadného z jeho povrchu. V tomtdipact plati vztah
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(2.4) APdt=aSTdt+c,oVdT,

kde a zna&i souinitele prestupu tepla & plochu, kterou prochézi tepelny tok.

Pfi provozu elektrickych str@j dochazi kakumulaci tepelné energigieni tepelné
energie nazyvameepelnym tokemP¥itom znalost podrobného rozloZeni teplot a teptdtni
ztrat v elektrickém stroji je velmiddezita. Jakmile totiz teplotéasti stroje pesahne normou
stanovenou teplotu, e dojit k poSkozeni stroje. Nebeizpé teploty v elektrickych strojich
jsou vzhledem kifitomnosti izol&nich materidl uvazovany obvykle v rozmezi 60 az 180 °C.
Provozni teplota elektrického stroje a jednotlivjeho sodasti je dilezitym faktorem jeho
spravné funknosti a delky Zivotnosti. Spravna fumost mnohych elektrickych stiojje
zajisStna za podminek dodrzeni jeho provozni teploty acstené teploty okoli. Proétsinu
komponent stroje je obvykle stanovena nejvysSi gzovteplotagasto se stanovuje i nejnizsi
provozni teplot&asti stroje. R piekrateni limitni teploty jiz neni zaji8ha spravné funinost
stroje a niZze dokonce dojit k jeho trvalému poskozeni. Z umgde divodi je znalost
detailniho rozlozeni teploty velmiubbzita napiklad pi navrzich elektrickych strgj
V n¢kterych gipadech je takésglné znét, k jakym tepelnym ztratam doché&zjganotlivych
arovnich zatiZzeni elektrického stroje. Pro spravifmkénost a Zivotnost stroje je velmi
dulezita uroveé otepleni vinuti elektrického strojefipprovozu z dvodu zajiséni potebné
délky Zivotnosti izolace vinuti. Vztah mezi doboivatnosti izolace (tj. rychlosti starnuti
izolace zfisobené teplotou) a teplotou vinuti (z&gpokladu ustalené teploty) Ize vyjid

pomoci tzv. Bisingovy formule
1
(2.5) L:clexp[cz?j ,

kdeL je doba Zivotnosti izolace; a ¢, jsou materidlové konstantyTaje termodynamicka
teplota udana v K.

Vlastni proces starnuti izolace vinuti je pon¢ slozity jev. Ve své podstatse jedna
o termooxidani proces, ktery je urychlovarrgdevsim mechanickym namahanimislédku
tepelnych dilataci i ohtevu, nahlych namahanichi gkratu a vibraci f provozu. Ritom
Zivotnost izolace nejvice oviiviji nejteplejSi mista ve stroji. Problematikou stér izolace
vinuti se podrob® zabyva porérné nova ¥dni disciplina — technogerontologie. R&edi
jednotlivych druli izolatnich material do tepelnychifd byva stanoveno Wislusnych
normach. Pro kazdou tepelnatidt je uteno mezni otepleni, které nesmi bjgkyaieno,

aby nedoSlo ke zkraceni Zivotnosti stroje.
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PoZadavikm na nepekraieni teplotnich limii jednotlivych komponent elektrického
stroje Ize vyhout na zaklad omezeni teploty prostdi, v #mz elektricky stroj pracuje a
zamezenim oteplerdiasti stroje nad ffpustnou mez. Ztratové teplo se odvadi do okolnich
komponent stroje nebo do chladiciho média peastictvim vedeni(kondukcg prouceni
(konvekcgasalani(radiace.

Sdileni tepla vedenim se usktiteje v pevnych latkach. tRinou je rozdil teplot mezi
misty genosu. Trojrozrérné proudni tepla v homogennim a izotropnigiese v ustaleném

stavu je popsano Laplaceovou rovnici
(2.6) AT =0.

Pokud pevnd latka obsahuje navic kmiitzdroj tepla rovno®rné rozlozeny v celém svém

objemu, Ize v tomtoifpad proudni tepla vyjadit pomoci Poissonovy rovnice

q
2.7) AT=-,
(2.7) y

kde q je hustota tepelného ztratového vykomu=( lim %), P zna&i tepelné ztratyy
AV -0

objem Elesa a/l je souinitel tepelné vodivosti latky.

Ptipad trojrozndrného vedeni tepla byvéasto redukovan na problém dvourazny
(napiklad v disledku skuténosti, Ze uvazovana komponenta elektrického simjmtainé
symetricka), pipadré na jednorozrérny problém.

Ke sdileni tepla prowthim dochazi na teplogmnych plochach, kde se teplo odvadi
do chladiciho média, které proudi podél teplasng plochy. Jedna se tedy o W tepla
mezi pevnymdlesem a tekutinou nebo plynerfi jejich piimém styku. Intenzita sdileni tepla
je pritom charakterizovana somitelem pgestupu teplao. MnoZstvi teplaP prechazejici
za jednotkuc¢asu z chladici plochys do proudici média ip teplotnim rozdiluAT mezi

teplosnénnou plochou a chladivem je dano vztahem

(2.8) P=aSAT .

V elektrickych strojich neprobiha obvykle odvod léeppko samostatnyipnos ugitého
typu. Nefastji se uplatiuje kombinace sdileni tepla vedenim a pemih do pohybujiciho
se oleje nebo jiné kapaliny, vzduchu nebo jinélymyl
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Vzhledem Kk relativé nizkym teplotdm vyskytujicim se v elektrickych ogith nemé
sdileni tepla saldnim podstatny vliv na ochlazoedeittrického stroje.

Metody pouzivané k odvodu ztratového tepla strojmist jejich vzniku do okoli
(pfipadre u uzaweného systému chlazeni pomoci ¥iku z jednoho ventitmiho nebo
hydraulického okruhu do druhého, kterym se naslettratové teplo odvadi ven ze stroje)
souhrn@ nazyvamechlazenim elektrickych stebj Pfi chlazeni je vznikajici ztrdtové teplo
ve stroji odvadno pomoci chladiva. Ne&gsgjSimi chladivy jsou vzduch, voda, olej, vodik,
dusik, kyslénik uhlicity. Elektrické stroje mohou byt chlazempyirozere (tj. bez chladiciho
zarizeni). Rirozené chlazeni se zpravidla uziva u strejvykonem do 1 kW a \ipad
oteenych straj s pongrné malym vyuZitim aktivnich materiégl Elektrické stroje
s chladicim z#izenim rozdlujeme nastroje s vlastni ventiladimaji ventil&ni systém, kde se
aktivni ¢asti stroje ochlazuji proudem chladiva uétd&ho do pohybu ventilatorem)séroje
s nezdvislou ventilac{chladici médium je uv@&io do pohybu zvldStnim Haenim —
ventilatorem,cerpadlem, které je poh&mo vlastnim motorem, obvykle byva tento motor
piipevren k chlazenému stroji). Jedna-li se o kapalinovézgni, pak misto pojmu ventilace
se obvykle uziva nazev hydraulicky systém.

Chlazeni elektrickych strdjse stava jednim z vyznamnych pivkonkurenceschopnosti
stroje s ohledem na jeho energetickou #&imi. Chlazeni stroje je také spojeno
s doprovodnym hlukem aerodynamickéhivgdu acasto i tato skutaost mize byt pro
zékaznika vyznamna.

Chlazeni a ventilace elektrickych sfroje samostatna disciplina vyvoje elektrickych
stroji. Slozitost uvedené discipliny je dana skotesti, Ze elektricky stroj by &h spliovat
kompromis poZadawk na vlastnosti elektromagnetické (z hlediskanosti stroje jsou
rozhodujici), tepeka ventilatni, mechanické a hlukové. Tepé&lmentilatni navrh stroje je
v souwtasnosti nedilnowasti celkového konstrdkiho navrhu stroje, pémadz podstaih
ovliviiuje dimenzovani aktivnich i konstrékich material. Navrh optimalniho ventitaiho
systému stroje lze provést pouze na z&klzmkového pehledu o chlazeni stroje zéznych
podminek chlazeni v etaglektromagnetického navrhu.

Pro jednotlivé typy elektrickych stribjjsou platné konkrétni normieSici problematiku
otepleni straj. Napiklad pro vykonové transformatory jeGR zavazna normaCBN/EN
60076-2]. V uvedené nokmje feSena problematikafipustného otepleni ip trvalém
jmenovitém vykonu a v fib¢hu zatzovaciho cyklu, jsou v ni uvédy postupy ufeni

odhadu otepleni, geni stedni teploty vinuti apod.

15/101



2. 1. Sestaveni matematického modelu

Jak jiz bylo uvedeno vipdchozi kapitole, ustalené (stacionarni) tepekjé oucasto
feSeny jako dvourozénna uloha (nebo problém Ize na takovou ulolavgst) a byvaji
popsany eliptickymi parcialnimi diferencialnimi rogemi s gisluSnymi okrajovymi
podminkami. Ustalené tepelnéjel jsou nezavislé naase a Ize je povaZovat za specialni
piipad dynamickych (nestacionarnich) tepelny&hi.d Jednou z dlezitych vlastnostieSeni
eliptickych rovnic je jejich hladkost. To je v sadu stim, Ze eliptickymi rovnicemi se
popisuji ustalené jevy. Jeimzené, Ze vSechnyapodni nerovnosti sefpustaleném stavu
uhladi. Pokud je zap@bi sestavit matematicky model pro dynamicky tepedkj, je
sestaveni odpovidajiciho matematického modelu mij$iz ReSeni slozitého teplotniho pole
s plynule se rnicimi parametry v zavislosti ri@ase nize byt pondrné slozité. Sdileni tepla
se obvykle uplatuje kombinaci vedeni tepla a préadm do pohybujiciho se vzduchu, plynu
nebo kapaliny. Konkrétni aplikace vedou obvyklerdfrozmernému vedeni tepla. AvSak
analytickéieSeni takovych ffipadh neni obect mozné. Pokud bychom dfit feSit tepelné
pole pomoci fesného matematického modelu, vyvstdva nasled@gdintcky problém (i
pokud budereSeni matematicky s@tiné). V takovém fipact by bylo zapaiebi pongrné
mnoho vstupnich Od&j(nagiklad velikost a rozlozeni tepelnych ztrat, lokasaitinitelé
piestupu tepla - obeénzavislé na teplét hodnoty vstupnich parameétrv zavislosti
na teplot). V technické praxi vSak uvedené Udaje welohé kvali¢ nejsou prakticky nikdy
k dispozici. Proto se osucil prakticky pristup sestavenindhradni tepelné sit se
soustednymi parametry. Smyslem sestaveni nahradni t@psltt pro konkrétni Glohu
dynamickych tepelnychgli je nalezeni s€dniho otepleni jednotlivyckésti stroje, stanoveni
ekvivalentnich tepelnych odpora mist fisobeni sougtdinych zdroji ztrat. Pogvadz
nezname tepelné pole stroje, vychazimiespstavovani sitz intuitivni predstavy o siru
dilcich tepelnych tok a o €gZiStich vyslednych ztrat v jednotlivyciiastech dlesa.
Pri praktickém sestavovani tepeln&gé zapoiebi volit vychozi pedpoklady velmi opatga
provedené vyp#ty srovnavat s vysledky experiméntElektricky stroj je reprezentovan
n¢kolika uzly se souggdinymi tepelnymi ztratami, tepelnymi odpory, tepelnkapacitami a
tepelnymi vodivostmi mezgtito ¢astmi stroje. Pomoci uvedenéhigspupu Ize ufit stredni
otepleni jednotlivycltasti stroje. Je zapebi si u¢domit, Ze touto metodou Ize zjistit pouze
piiblizné stedni (nikoliv maximalni nebo lokalni) otepleni nagmsrné casti elektrického
stroje, neb6 vychazi pouze z pmérnych hodnot vstupnich Gdaj Podrobna analyza

tepelnych poréra ve stroji je pi pouZiti této metody nedostupna.
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Tepelna g1 byva ¢asto popsana soustavou linearnich diferencialn@mic 1. fadu
s pa&atenimi podminkami, kterou umime numerickgSet. Metoda né&hradni tepelné sit
piedstavuje kompromis mezi podrobnymi vypouzivanymi i stacionarnim z&fovani a
zjednoduSenymi postupy stanovenymi normami. Na akduré&8 je znazorma schematicky
nahradni tepelnatselektrického stroje. Z tepelného hlediska je eleky stroj reprezentovan
nahradni tepelnou siti se Sesti uzly, pro kazdyjeaedana jeho tepelna kapaci@ a tepelné
ztraty P. Pro dvojice u#l, mezi nimiz dochazi k vysmé tepla jsou stanoveny tepelné

vodivosti a.

uzel 1

vzduch

Obrazek 3 — Schéma nahradni tepelnéedéktrického stroje se Sesti uzly

2. 2. Matematicky model a redlny tepelny problém v  edeni tepla

Efektivni gristup zkouméni problematiky tepelného toku v elekfich strojich spéiva
v popisu dané problematiky pomoci matematickych eliodUziti matematického modelu
k feSeni problematiky tepelného toku v elektrickénojstie vyhodné z #kolika davoda.
Predre 1ze zkoumat problém i pokud odpovidajici stroj inkmlispozici. Vlastni konstrukce
raznych variant elektrického stroje aiani teplot jeha@asti i provozu je finadng i casow

narané. Naproti tomu zkoumanifiglusného matematického modelu unfg2 uvazovat
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rizné varianty stroje a nalezeni optimalizovanéhostokiniho feSeni elektrického stroje
z hlediska &eni tepla, testovat jeho parametry vymaawychleji a gedevSim s podstain
nizsimi finarknimi naklady. Model by # sphovatpozadavek variantnostij. aby na zaklas
zmeény vstupnich parameitrbylo mozné dosahnout rozdilnych vystupnich hodBottasre
lze stanovit prosednictvim matematického modelu pozadavky na eldtristroj, které
zajisti poZzadovanou fukkost stroje a tak urychli jeho vyvoj.

Pti praktickém zkoumani vSak kazdy matematicky mog&tdstavuje idealizaci a
zjednoduSeni skutaého teplotniho problému. ZjednoduSeni teplotninoblému a jeho
pievedeni na matematicky model ale umg2 problémfieSit. Je vSak zap@bi provést
kvalifikovany odhad, které vlivy je ptgbné do matematického modelu zahrnout a které Ize
zanedbat. Tepelné toky musi v matematickém moduatitoyat vSemi pouzitelnymi cestami
ze zdrofi do okoli. S tim souvisi i problém chlazetistuSnych¢asti stroje. JelikoZ provozni
teplota jednotlivychéasti stroje je limitovana, byvdasto dileZitou velginou modelu
zatizitelnost elektrickym vykonem.iiRS detailni popis problému iie vést k obtiznému
sestaveni matematického modelu, pro ktaisto nelze nalézeseni. Vzdy je vSak zagebi
rozliSovat mezi skutmou teplotni problematikou stroje afigiuSnym matematickym
modelem. Na obrazku 4 je znazémo schéma néastji uzivanych modei z pohledu jejich
VyuZziti.

Pfi sestavovani navrhu matematického modelu je ¥apbtzachovat rovnovahu mezi
slozitosti matematického modelu a urovni znalostinptlivych fyzikalnich parameira
konstant, které jsou vstupnimi Gdaji pro v§pb Urover znalosti o dchto fyzikalnich
parametrech a konstantdch zasagadmiiuje presnost tepelnych vypti. Fitom potebné
informace o fyzikalnich vlastnostech a parametrestupnich uddj lze ziskat jednou
Z nasledujicich moznosti:

e mérenim na skutych (jiz vyrobenych) elektrickych strojich,

* meéenim na modelech (tentofigtup se pouzivd, neni-li mozné proveéstieni
na skuténém stroji — z dvoda technickych,éasovych nebo ekonomickych, modely
piitom mohou byt celkové nebo &iil méteni a zpracovani vysletlkziskanych
na modelech byva obvykkgasow velmi nar@né a vyZzaduje kvalifikované technické
pracovniky),

e uZitim technickych norem a tabulek,

* métenim vlastnosti latek a matefiakteré maji byt pouzityipkonstrukci stroje.
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Tepelné déje v elektriclkém stroji

h 4

Watematicky model tepelnych déjl

y elektrickém stroji

Staticley Dynamichey

¥
Praktickeé uzZiti modeld

KonstrukEni wyvaoj Fobrazeni funkce
elekirickeho stroje elektrického straje za
Léelem jeho efektivniho
Wy LT

Obrazek 4 — Népstji uzivané matematické modely

Tepelné matematické modely uniiofi posoudit zatizitelnost stroje. Vyatani
tepelnych poréra elektrickych straj pri raiznych gechodnych tepelnych stavech nalezi
k velmi slozitym a obtiznym technickym ulohamiitém tyto stavy lze rozdit na &je
pomalé (oteplovani a ochlazovéni strofegtélych podminkach zatizeni i chlazeni) a rychlé
(kratkodobé — jako je rozh a dokh stroje, pepinani vinuti, fipadré havarie atd.). Tyto
stavy se mohou itat, a to pravidekh (opakované cykly) nebo zcela nah&dr¥itom
v n¢kterych gripadech (s delSimiasovymi gestavkami klidu nebo odlébni) nebyva stroj
po strance tepelné @ivyuzit, zatimco v fipadech sastymi rozihy a elektrickym brzéhim
dochazi ke zvysenému tepelnému naméhani.

Cilem matematického modelu je, abyinmierg popisoval teplotni problém. Protoze
model nepopisuje realnou teplotni problematiku aqaéesré, dopoustime sefpsestaveni
odpovidajiciho modelu jisté chylgy.

Pri zkoumani modelu je zapebi vySetit existencireSeni a jeho jednozér@ost, gFipadre

nasobnosteseni a vyér takovéhareSeni, které vyhovujeipodnimu teplotnimu problému.
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JelikozZ ¢asto i fi existencifeSeni matematického modelu nejsme schopni tedeni
analyticky vyjadit, 1ze na zaklad diskretizace spojitého problémiepést tlohu na koraé
rozmerny problémresSitelny pomoci numerickych metod a vypmi techniky. B diskretizaci
problému se dopoustime dalSi chyby Fri vlastni realizaci navrzené numerické metody
k ziskaniteSeni teplotniho matematického modelu vyuZzitim ¥gpa techniky vznika chyba
e; vlivem zaokrouhlovacich chyb (viz obrazek 5).

tepelny tok chyba s, cdpovidajici chyba g, | odpovidajici chyba e, wysladhky

w glekirickém matematicly diskrétni model numerického
Stroji maodel Fedeni

[ 3

r

L 4

Obrazek 5 — Postup zpracovani tepelného probléaktriekého stroje

Pfi numerickémieSeni matematického problému je Zadouciasmw s utenim giblizného
feSeni stanovit odhad chybg, které se dopousStimeftipdiskretizaci uUlohy zadané

matematickym modelem.
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3. Numerické feSeni model G vedeni tepla

V této kapitole se za#ime na numerick&eSeni moddl sdileni tepla v jednotlivych
castech elektrickych stmbj pti ustélenych i dynamickych &ich. PopiSeme postup
numerickéhoteSeni eliptické parcialni diferencialni rovnicefddu na ohradené oblasti
Q O R? s lipschitzovsky spojitou hranici a s Newtonovduaagovou podminkou. Uvedena
rovnice popisuje ustaleny stav sdileni tepla vtelghém stroiji.

Soutasrt je v této kapitole uveden vhodny postup numerick&seni soustavy linearnich
obycejnych diferencialnich rovnic Liddu s poatenimi podminkami. Uvedena soustava
popisuje tepelné&e ve stroji v pipact nestacionarniho zatiZzenii gjednoduseni tepelnych
déju ve stroji uzitim nahradni tepelnéésiSoustava iiive byt uzita i pro fipad stacionarniho
zatizeni jako specialnihdipadu zatizeni nestacionarniho.

Konkrétni realizace odvozenych posiup prezentovana naipadu vypdétu otepleni a
tepelnych ztrat ve sténi transformatoru i stacionarnim zatizeni ve 4. kapitolefayypoctu
teploty transformatoruipnestacionarnim zatizeni v 5. kapitole.

Nez pistoupime Kk vlastni formulaci matematickych mddeéépelnych djt, uvelme

n¢kolik zakladnich pojm a tvrzeni.

3. 1. Zakladni pojmy

Definice 3.1

Hranici omezené oblasti Q O R* pro d >1 nazyvamelipschitzovsky spojitqujestlize
pro kazdé z[0Q existuje takové okolU(z), Ze mnozinal n Q mize byt vyjadena

v n&jakém kartézském seéadnicovém systémuxy, ... ,Xq) nerovnosti xq < F(Xa, ... , Xd_1),

kde F je lipschitzovsky spoijita funkce.

Poznamka 3. 1.

Vngjsi normala k lipschitzovsky spoijité hrani@dQ oblasti Q 0 R? existuje skoro viude
(viz [Necas, 1967]).

Definice 3. 2.
Neclt funkce vOIC”(Q) je realna nebo komplexni funkce. Omee multindex m = (my,

.,Mg) a m=m+..+my, kde my, ..., my jsou girozen&fisla. Pak pro funkci
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v definujemem-tou klasickou derivagredpisem

oMy

(31 D"v=— .
ox,™... 0"

Definice 3. 3.
Funkce vOL?(Q) ma m-tou zobeatnou derivaciv L2(Q), pokud existujezL?(Q)

takové, ze

(3.2) jzw dx = (—1)""'J'v D™ w dx
Q Q

pro kazdéwC; , kde C; zn&i prostor nekonme diferencovatelnych funkci s kompaktnim

nostem (tj. C3(Q)={vOC~(Q)| suppv O Q}, kde supy ={xOQ|v(x)#0}. Funkcez

se pak nazyvarta zobec@na derivacgunkce v a pokladameD™v = z.

Poznamka 3. 2
Kazda klasickan-ta derivace funkcev dana vztahem (3. 1) je s@asré i zobecknou m-tou

derivaci danou vztahem (3. 2).

Definice 3. 4.
Sobotiv prostor H*(Q) je prok =0, 1, ... definovanigdpisem

3.3) HY(Q)={vOL*Q)|D"vOL*(Q),|m|<k}.

Poznamka 3. 3.

Lze owiit, Ze Sobaiv prostor H "(Q) se skalarnim s@inem definovanym fedpisem

(3.4) (VW) o= ID'“V (D™w)"dx,

Ims<k o

kde v, wIH "(Q) a symbol (D¢ znai komplexr sdruzenéislo, je Hilberfiv prostor.
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Definice 3. 5.

Indukovana norma|v ||, , aseminormalv|, , jsou definovany vztahy

(35) ||v||k,Q=(ZJ|Dmv|2dxj ,

Imsk o

(3.6) |v|k,9:(ZJ|D"‘v|2dx] ,

Im=k ¢

kde vOH*(Q).

Definice 3. 6.

Necht V je linearni vektorovy prostor. Skalarni zobrazea(. , .) definované na/xV se
nazyvasesquilinearni formajestlize pro kazdé pevné/0V jsou zobrazenia( . ,v) a
(a(v, .)) linearni. Sesquilinearni forma(. ,.) se nazyva spoijita, jestlize existuje kanst

c, >0 takova, ze
3.7) la(v,w)[< cllvI lIwll,

pro kazdé v, wV . Fitom indukovana norma je definovana vztahdja|}, = /(v,v), , kde

vV. Je-linavic a(.,.) realné zobrazeni, pak.,.) se nazyvhilinearni forma

Sesquilinearni formaa( . , . ) se nazyva hermitovska, jestlize plati
(3.8) a(v, W) = (a(w, v))c

pro kazdév, wlV .

Definice 3. 7.

MnozinadQ, [0 0Q se nazyva relativhoteena voQ , jestlize pro kazd&J0Q, existuje

koule B O R? obsahujicix takova, ZzeB n 0Q 0 0Q,.

Véta 3. 1.(véta o stopach)
Nech Q je ohrantena oblast s lipschitzovsky spojitou hranici. Paisteje konstanta

c >0 takova, Ze plati
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(3-9) Va0 =cllVIlq

pro kazdévO H(Q).
Dukaz &ty je uveden najiklad v [N&as, 1967].

Véta 3. 2.(Fridrichsova nerovnost)
Nech’ Q O R je ohrantena oblast s lipschitzovsky spojitou hranici a tieehl H(Q). Pak

existuje konstantac > @akova, Ze plati

2 1/2
ﬂ] dx + J' vids| |
axl 0Qq

(3.10) [IV]l, g S € {j zd: (

Q j=1

kde 0Q, je relativi¢ otewena podmnozina hranicéQ ,

2 1/2
d.[ v )
(3.11) ||v||H1(Q)sc(£ j:l(KJ dx+£v dx} ,

J

kde BOQ je koule.
Dtkaz Ize nalézt v [N&s, 1967].

Véta 3. 3.(Greenova #ta)
Nech Q je ohrantena oblast s lipschitzovsky spojitou hranici. Pekkazdé i (0{1...,d }

plati

(3.12) J.Wﬂ dx+J.va—W dx = J.nivwds
Q axi Q axi aQ
pro kazdév, wOH*(Q )kde n. jsou sloZky jednotkové ¥Ei normaly n=(n,,...,n,)"

k hranici 0Q .
Dukaz je uveden JRektorys, 1974]. Existence (skoro vSudegjghjednotkové normaly

k hranici oblasti s lipschitzovsky spojitou hraricanici je dokdzana v [Nias].
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Lemma 3. 1.(Laxovo — Milgramovo)
Nech V je Hiberfiv prostor a nedha( . , . ) je spojitd sesquilinearni forma, k nkiseuje

konstantac > Otakov4, Ze plati
(3.13) |a(v,v)|=c||v|?

pro kazdévV (podminkaV- elipticnosti). Pak pro kazdy linearni spojity funkcidénd

definovany naV existuje prav jeden prveku 0V takovy, Ze plati
(3.14) a(v,u)=F(v)

pro kazdévV .
Dukaz je uveden v [Rektorys, 1974].

Definice 3. 8.
Nech’ jsou splgny predpoklady lemmatu 3.1. Pak kvadraticky funkcion&firbvany

vztahem
(3.15) I(v)= %a(v, v)-Re(F(v))
pro kazdé vV nazyvamesnergeticky funkcional

Véta 3. 4.

Nech’ jsou splgny predpoklady lemmatu 3. 1., nathavic je sesquilinearni forma([,[ )
hermitovska aa(v, v) >0 pro vSechnavV . Pak tloha (3. 14) je ekvivalentni Gloze nalézt

ullV takové, Ze plati

(3.16) J(u)= inf J(v),

kde funkcionalJ je definovan vztahem (3. 15).

Diukaz.
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Funkcional J definovany vztahem (3. 15) nabyva pouze realnyanbt nebé a([,[) je
hermitovska sesquilinearni formatedpokladejme, Zzeu je feSenim (3. 14). Pak z (3. 15),

(3.8)aze sesquilinearityﬂ( g D) plyne

23(v)=a(v, v)-2Re(F(v)) = a(v, v)- F(v)- (F(v))* = alv, v)-alv, u)-(alv, u))® =

=a(v, v)-a(v,u)-a(u, v) = a(v,v-u)-afu,v) = alv-u, v-u)-a(u, u)

pro kazdé vV . Z podminky (3.13) vyplyva, ZeJ nabyva minima pre = u.
Nyni predpokladejme naopak, Ze funkciondl definovany vztahem (3. 15) nabyva svého
minima vbod ulVa necli vOV je libovolné. Definujeme realnou funkci

j(t)=3(u+tv). Pak prot z Oplati

j()—j(O) Ju+tv)-J(u) _a(lu+tv,u+tv)-a(u,u) Re(F(u+tv))-Re(F(v)) _

t t 2t t

_ a(u, u)+ta(u,v)+ta(v, u)+t?alv,v)-a(u,u) Re(F(u+tv))-Re(F(u)) |
2t t

Limitnim prechodem prot — 0Oa v disledku minima funkcionald v bod u obdrzime

2j'(0)=a(u,v)+a(v,u)+talv,v)- 2[ Re(F (u)) + Re(F(tv)) - Re(F (U))} _

t

=a(u,v)+a(v,u)+talv,v)-2ReF(v)) = alv,u)- F(v)+(a(v, u)- F(v))° =0.

Pak nutd musf platitRe(a(v, u)) = Re(F(v)) pro kazdévOV . Pro libovolnéwIV poloZme
v=iw. Pak Im(a(w,u))=-Re(ia(w,v))=-RdiF(w))=Im(F(w)) pro kazdé wOVv a
tedy nutr plati (3.13).

Ulohy (3. 14) a (3. 16) jsou tedy ekvivalentni.

3. 2. Numerické fFeSeni ustalenych tepelnych d &ju

V tomto odstavci se zatfime na numerickéeSeni Ulohy popisujici ustalené zatizeni
elektrického stroje. Uvazujme klasickou formulacoému popsanou eliptickou parcialni

diferencialni rovnici 2tadu

(3.17) —i ai [au ] +cu=f

i,j=1
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na oblasti Q 0 R® s Newtonovou okrajovou podminkou

(3.18) au +ﬂ =g
on

A

na hranici 0Q .

Predpokladame, Ze hledana funkce Cz(ﬁ), funkce c, f DC(ﬁ), pro prvky matice
(319) A=(a)¢

plati a, DCl(ﬁ) aa =a; proi,j=1..,d.

Dale gedpokladame, Ze plati

(3.20) c(x)zO pro x0Q

a Ze existuje konstantd >  takova, Ze

d d
(3.21) Y a ()& =MD &2
= =1
pro kazdé(&,,..., &, )OR?Y, x0Q.

O hranici 0Q predpokladame, Ze je lipschitzovsky spojita. V okv@jgpodmince (3.18)
predpokladame, e a =a(s)=0 na hranici Q@ a aOL*(3Q). Pro derivaci podle

konormaly v (3.18) plati

ou

3.22
@22 -

d,  9du N
= . —n =n A gradu,
235N g

ij=1
kde n=(n,,...,n, ) zn&i vektor vrEjSi jednotkoveé normaly. Dalegdpokladame, ze

g OL%(0Q).

Poznamka 3. 3.

Koeficienty a; charakterizuji latku, v niz dochazi k vedeni @aetokud jsoua; konstanty

nezavislé na hodnot x0Q, nazyvame latklnomogenn{(v opaném gipac nehomogenni).
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Pokud a; (x)=a,(x) pro i=2..,d a a(x)=0 pro i#j, pak latku nazyvame

izotropni (v opa&ném gipadt anizotropn). Teplotni vlastnosti izotropni a homogenni latky

jsou nezdvislé na siru Sieni a volld sodradnicového systému.

Pii feSeni praktickych dloh typu (3.17), (3.18) nejs@asto funkce a; ,c, a hladke

(mohou byt nafiklad po ¢astech konstantni) a visledku toho klasicka parcialni derivace

v (3.17) nemusi existovat. Proto je vhodné Ulorev@st na jeji slabou (vatiai) formulaci.

3. 2. 1. Slabéa formulace ulohy

Uvazujme nyni klasickou ulohu (3.17), (3.18) a mellibovolné v Hl(Q). V souladu
s (3.17) obdrzime

J

(3.23) —jz [

Qi,j=1

]v dx+jcuv dx= j f vdx.

Uzitim Greenovy ¥ty ziskame

d 5 _ d 5 (d d d a_uﬂ_
jz_a_)(i(a'l aj\/dx jz [J ij a deX jzzall an axl

Qi=l Qi=1 j=1
d 3 ou ov d
- a — nvds a; —— dx- a1—n vds
e g nvesm 3o o o [ R,
a po dosazeni do (3.23) dostavame

Iz Ja_uﬂ—j > a J—n vds+jcuvdx:vadx.

Qi j=1 an aX Qi j=1 Q

Uzitim vztahu (3.18) a (3.22) a dosazenim

—J'z a, —nvdx— j—vdx IaquS IngS
9Qi, =1 J A

obdrzime vztah

Iz i OU N s J'avu dx - J'gvds+J‘cuvdx vadx
AN ax 0X;

vyraz mizeme upravit na tvar

(3.24) jz Jﬂa—dx+jcvudx+javuds=jfvdx+jgvds
0Q Q 0Q

Qi j=1
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pro libovolné vOOH*(Q). Vyjadreni uvedené v (3.24) nazyvamariacni (slaboy formulaci

klasické ulohy (3.17), (3.18). Funkaenazyvameestovacimi funkcemi

Poznamka 3. 4.
Pokud feSeni udC?(Q) klasické Glohy (3.17), (3.18) existuje, je &asré i feSenim

variani formulace (3.24).

Ulohu (3.24) nizeme formulovat v nasledujicim tvaru: naléat] Hl(Q) takové, aby

platilo

(3.25) a(u,v)=F(v) prokazdévOH(Q),

kde

(3.26) a(v, W)=j Zd:ai. ov ow dx+jcvw dx + javwds
Qi j=1 ]axj aXi Q 0Q

a

(3.27) F(v):jfvdx+ jgvds

pro libovolné v, wO H*(Q).

V nasledujicicasti tohoto odstavce se z&time na existenci a jednozmstieSeni tlohy
(3.25) az (3.27).

Véta 3. 5.
Variagni formulace ulohy (3.25) ma pr&jednoieseni.
Diikaz.

Oweiime splrni predpoklad Laxova — Millagramova lemmatu 3. 1. Linearita fardnalu F
a bilinearita a symetrie a( . , . ) Vv Hilberto¥ prostoru Hl(Q) je Zejma. Spojitost

funkcionalu F plyne ze vztahu (3.27), Schwarzovy nerovnostity 8. 1.
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IFM)I=1] fvdx+ [gvds|<|[ fvdx|+| [gvds|<||fllo IVIla +119llos V]l 40 <
Q 0Q Q 0Q

<N f lloa 1VIka +€, 119 oo 1VIka = (1 f oo +€ 1910 IIVIka =C; lIVIL o, kde ¢, c,
jsou kladné konstanty. Odsud vyplyva spojitost ftiokalu F.
Dale je zapdtbi ukazat spojitosta( . , . ). Podle (3.27) a na zaksaplatnosti vztahu (3.9)

ve wt¢ 3. 1. a platnostil|v||,, <|IV|l,, Vvyplyvajici z definice 3. 5. postupobdrzime

0 0
vw|—|jzj ~ dx+jcvwdx+javwds|<z||enj|| || ||OQ|| ||OQ

Qi j=l i,j=1

<
+l1C o g 1Vl Wl 110 oy 1V 1Lz W <€ VLG Wl

kde L°(Q) znai prostor lebesgueovsky ohraenych funkci na Q a ¢, je kladna
konstanta.

Zbyva ukazat platnost podminks elipticnosti (3.13). Nedh a(s)za,>0 na 0Q a
c(X)=c,>0 na Q, kde a, a c, jsou konstanty. Ze vztahu (3.26), (3.21) a uzitim

Fridrichsonovy nerovnosti (3.10) a (3.11) postuphdrzime

2
a(v,v) IZ N Qv o dX+Icvvdx+ javvds> MZJ-( j dx+co.[v2 dx +
Qi,j=1 aX X i=1 Q Xl Q

+aoa£v2ds_[ ZI( jdx+colvzdx]+[%g£(§—)‘:2dx+aojvzds}z

=l o 09,

2¢ IVIEq + ¢, lIVIEq =clIVIE, |
kde c, a c, jsou kladné konstanty &=c, +c,>0. Tim je dikaz o existenci a

jednoznénostitfeSeni ulohy (3.25) proveden.

3. 2. 2. Metoda kone €énych prvk G

Uziti metody konénych prvi k feSeni variéni formulace eliptické parcialni diferencialni
rovnice popisujici stacionarni tepeln&el v elektrickych strojich p#tv sowasnosti mezi
negasgji uzivané pistupy v technické praxi. Uvedenou metodu Ize povak za specialni
piipad Ritzovyei Galerkinovy metody.

UvaZujme variani formulaci ulohy (3.25). Bilinearni formaa definovana vztahem
(3.26) je pozitive definitni, jak bylo ukazano vi#tazu ¥ty 3. 5., a je definovana
na Hilbertow prostoru H*(Q)x H*(Q), ktery je separabilni. V prostord *(Q) definujeme
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linearre nezavisly uplny system{ } PakteSeni u variani formulace ulohy (3.25) Ize
zapsat linearni kombinaci funkci z posloupndstj} .

Zvolme fiirozenésislo N. Budeme hledat aproximadi, OH*(Q) feSeniu ve tvaru

N
(3.28) uy =>cv,, ¢OR
i=1

Pritom nalezeniteSeni ulohy (3.25) az (3.27) je ekvivalentni Ulazalezeni minima
funkcionalu J definovaného vztahem (3.15), tj. nalezemil Hl(Q) takového, aby platilo

J(u):vmrnli(rglz)J(v). Pro aproximaciu, feSeniu danou vztahem (3.28) pozadujeme, aby

platilo

(3.29) J mln{ZN:b, v, b }

kde dle vztahu (3.15) J(v)=1a(v,v)-Re(F(v)). Pokud funkcional J nabyva svého

minima na prostoru generovaném funkcewi(i = 1, ... ,N), nutré musi platit

(3 30) abl |b.l. =cq,...by =Cpy W |Q|_:cl ..... by =cy e ab. |b1:cl ..... bn =c -

neba J nabyva na tomto prostoru pro funkaiy svého minima. Po Uprawdostavame

soustavu lineérnich algebraickych rovnic

(3.31) zN:a( v)e, =F(v;) proi=1,2, ... N.

j=1

Soustava linearnich algebraickych rovnic (3.31)ablge N rovnic pro N neznamych

Ci, ... , Cy. Protoze funkcev, ...,v, jsou linearg nezavisle, je nuthdeterminant soustavy

(3.31) fizny od nuly, tj.
a(v,v) al,v,) ... alv,vy)
(3.32) det| £0
alvy. ) alvy.v,) .o alvy,vy)
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a soustava je tudiz jednozna ieSitelna (vztahem (3.32) d&@ramiv determinanfunkci vi,

..., W). JelikozZ Ize ukazat, Ze kvadraticka forma

je pozitivre definitni, nabyva funkcional (3.15) na prostorungevaném funkcemvy, ... ,wy
v bod uy svého minima.

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze posloupnost funl{m’N} dana vztahy (3.28) a (3.29)

konverguje keSeniu variatni formulace tlohy (3.25).

Véta 3. 6.
Nech’ jsou dana fibliznareSeni variéni ulohy u, a u, variani tlohy (3.28) a (3.31)m,

nCON; m>n. Neclt u je presnéreSeni variéni ulohy dané vztahy (3.25) az (3.27). Pak plati

(3:33) [u, —ul, o <[ un —u],,-

Diukaz.

Vime, e posloupnost funkci{v,} tvori bazi v prostoru H!(Q). UZztim Grammova-

Schmidtova ortogonalizaiho procesu Ize ziskat ortonormalni bdxi;} prostoru H*(Q).

Pakplatiu=> ¢ v, =) sw, kde s OR a u,=> ¢V, =Y s W . Obdobg Ize vyjadit
i=1 i=1 i=1

i=1

© ©

i um. Odsud dostavamer —u, = z SW au-u,= Z s w, . Protoze posloupnost funkci

i=m+1 i=n+1

{w} tvori ortonormalni bazi vH*(Q), postups obdrzime

2 (o) [ee] [ee] 2 [ee]
m~ Yl T WHm T W Hn T - i [ - = C =
”u u” =(Up —u,u U)LQ_(ZSW ZSW):LQ_ZS Zsﬁ_

i=m+1 i=m+1 i=m+1 n=n+1

:(ZS \Ni’ ZS VVi)],Q :(un - u, un _u)l,Q :”un _u”ig'

i=n+l i=n+l

Z uvedené #ty vyplyva, Ze obeahs rostoucim n se giblizné feSeni u, blizi (nebo

alespa nezhorSuje) keSeniu variani tlohy (3. 25).
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Vyhodou Ritzovy metody je skuteost, Ze fi vypoctu presrgjSi aproximaceaeseni uy
lze @i feSeni soustavy (3.31) vyuZzit jizive vypaitané koeficienty soustavyripuréovani
meére presné aproximaceigsnehoreSeni u. Hlavni nevyhodou Ritzovy metodyimbecr
zvolené bazi prostoruH'(Q) je skuténost, e matice soustavy (3.31) je okiepma, a
tudiz pro vysSSi hodnotyN je metoda nakméjSi na kapacitu pa#hi pocitace a na poet
pottebnych operaci k ¥gSeni soustavy.

Metodu konénych elemerit Ize povaZovat za specidlnfipad Ritzovy metody, kdy na
posloupnost lineaf nezavislych funkci v Hl(Q) jsou kladeny specialni pozadavky.
V nasledujicicésti tohoto odstavce popiSeme postup uziti metodgkych prvki k nalezeni
priblizného teSeni variéni dlohy (3.25). UvaZujme neprazdny koén& dimenzionalni
podprostor Vy, prostoru Hl(Q) a hledejme aproximacii, feSeni u ulohy (3.25) pomoci

vztahu
(3.34) a(u,,v,)=F(v,) prokazdév, OV,.

Jelikoz uloha (3.25) splije podminky Laxova-Milgamova lemmatu pro prostbkl(Q),
jsou také splény v pripace podprostoru V,. Tudiz existuje prayjedno reSeni spiujici
rovnici (3.34). Nect {v,} je baze v podprostor¥, . Pak gibliznéteSeni u, rovnice (3.34)

Ize vyjadit jako line&rni kombinaci
N

(3.35) u,=>cv ,
i=1

kde N =dimV, . Dosazenim vyja@ni u, a pouzitim (3.34) obdrzime

N
a(Zcivi,vjj: F(vj) proj =1, ... ,N,
i=1

coz mizeme vzhledem k bilineagita(. , . ) mizeme upravit na tvar

(3.36) ia(vi,v.)ci =F(;),j=1 ...\

J

Jedna se tedy o systém linearnich algebraickychicos neznamymi c,,..., ¢, . Matici
A:(a(vi,vj))N obvykle nazyvamematici tuhosti (metoda byla fwvodné vyvinuta

i j=1

pro poteby feSeni Uloh linearni statistiky, u niZz matice vyjad vztah mezi zatizenim a
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odpovidajici deformaci élesa). Oproti Ritzo¥ metod jsou voleny bazové funkce
{v}}, tak, abyctvercova matice A soustavy (3.36) byl#idka, tj. aby obsahovala pouze
O(N) nenulovych prvik pro N - oo . Tato skuténost umo#uje podstatd efektivreji feSet

soustavu (3.36) vzhledem k menSim na@rokna pamt’ pcCitate a na péet potebnych

operaci.

Pozndmka 3. 5.
Soustava (3.36) je jednozme reSitelna, protoZe matice soustavy je pozdigefinitni.

Dikaz.
Necht &=(¢&,...&,)" OR" a & #0. Pak
N N N 2
(A& &)= a(vi,v) & =a) Y &v. 2 &y, [=avv) zc|v], ~>0.
i,j=1 i=1 j=1
Vyuzili jsme bilinearity a V-eliptinosti a(. , . ) a vzhledem ktomu, zea(. , . ) je

symetricka, ukézali jsme, Ze maticéd je pozitivre definitni.

Poznamka 3.6.

Priblizné reSeni u, dané vztahem (3.34) je nezavislé na&wbbazovych funkci{v,}},

v prostoru V, . Vybeér bazovych funkci vSak vyznammvlivni strukturu maticeA . Cilem je
provést takovou volbu funkci{v}Y,, aby matice A byla idka, pop. pasova. DosaZeni
fidkosti matice A soustavy (3.34) Ize dosahnout splim nasledujicich podminek:

. sestaveni triangulacg, uzéwru oblasti Q,

Il. kazda funkce v, 0V, ma na kazdém prvku triangulace, tvar polynomu,V, pak
nazyvameprostorem konénych prvi,

[ll. bazove funkcev,,..., v, OV, jsou voleny tak, aby mira mnozim, :{xmﬁ;vi (x) £0}

byla vyrazi mensi, nez mir& .

Pri triangulaci 7, uvedené v badl. je rozé&lena mnozina Q na konény patet prvka
sphiujicich nasledujici podminky:

1) Q=[]K,

KOrh

2) K =K, intK #@ pro kazdéK O, ,
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3) pro libovolné prvkyK,, K, O7,; K, #K, plati intK, nintK, =4,

4) kazdy prvekK O7, ma lipschitzovsky spojitou hraniaK .
Nasledujici ¥ta se vztahuje k bodu Il tykajiciho se konstrukéedwych funkciv, OV, .

Véta 3. 7.
Nech® 7, je triangulace Q tvoiend konvexnimi prvky. NechV, O L*(Q) je takovy

podprostor, ze prostor P, ={v,, |v,0V,} obsahuje polynomiaini funkce pro kazdé

K Or,.PakV, DH'Q) = v, Oc().

Dukaz &ty je zaloZzen na uziti Greenovyty a je podrob&é proveden naiklad v [Kiizek,
Neittaanmaki]. \éta namiika, ze kazda psastech polynomialni funkce definovana a je

prvkem H(Q), praw tehdy, kdy? je naQ spojita.

Zamefme nyni pozornost na odhad chyby, které se dopoadtii aproximaci pesného

reSeniu Ulohy (3.25) pomociu, sphujiciho vztah (3.34).

Lemma 3.2.
Nech’ jsou splgny predpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 3.1. Pak exésttealna

konstantac > Onezavisla na prostory, takova, ze plati

(3.37) ” u-= uh”l,Q s Cerg/h” V_Vh”l,Q )

Dtkaz je uveden ndjklad v [Ktizek, Segeth].

Z uvedeného lemmatu vyplyva, ze odhad chypy-u,|, . se redukuje na Geni odhadu

vzdalenosti dist(u,V,,) = Vihrésh Ju=vi,q-

Predpokladejme dale, 7€ 0 R? a tudiZz d = 2ve slabé formulaci tlohy (3.25Jasto je

pak volena triangulace r, jako konéna mnozina trojuhelnik kde kazdé dvaizne

trojuhelniky maji spoknou pra¥ jednu stranu, vrchol nebo nemaji zadny spojebod.
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Diskretiz&ni parametrh udava maximalni gmér prvka v triangulaci 7,. Uvazujme dale

prostor konénych prviki

(338) V, ={v, OH,(Q). 0 (v OR(K)} |

kde Pl(K) zn&i prostor lineéarnich polynofnna trojuhelnikuK. V dasledku platnosti &ty
3. 7. vyplyva, ze funkcev, 01V, jsou spojité. Ozrame B, ... , By vrcholy trojuhelnik
K v triangulaci 7,. Pak Ize volit tzvCourantovy bazové funkce,,...,v, OV, takové, ze

plati

(3.39) v(B,)=0, ,

ij

kde J; znai Kronecketiv symbol. Na obrazku 6 je znazeéma bazova funkcev, sphujici

vztah (3.39) na uniformni triangulagtiverce. Tato funkce nabyva nenulovych hodnot pouze

na pravidelném Sestihelniku sé¢esiem ve vrcholu B, v ostatnich bodech oblastiQ
nabyva nulové hodnoty. Podstava Sestibokého jehtaoticiho funkci v, je znazorsna

na obrazku 7.

UvaZujme pro jednoduchost specialiippd rovnice (3.17)0issonovu rovnici
(3.40) —-Au=f

s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou= n@ 0Q . Pak (3.26) se zjednodusi

na tvar

(3.41) a(v,w)= || DLW, OV W)
ax1 ax1 ax2 0X,

Specialg pro funkce v,...,v, plati a(vi,vj) =0, pokud neexistuje trojuhelnik, jehoz
vrcholy jsou bodyB; i B;.

Predpokladejme dale, ze triangulacer, je uniformni a trojuhelniky jsou pravouhlé
s odwsnami délky h, ve snéru osy x, a h, ve smdru osy X,. Ozn&me z ftreti
souadnici kartézskeho systemyo, x,, X,, z) . Ozn&me dale x,, X, sodadnice uzluB;

na obrazku 7. Pak uzelB; ma sowadnice x, —h, x,+h, a uzelB, ma sotadnice
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x, —h, %, . Vrcholy Bi, B a B je na obrazku 7 gen trojuhelnik T,;. S&na jehlanu,

ktery tvai bazovou funkck; , prochazejici bodyx, , x,, I [x, —h, x, +h,,0] a

i1?

Obrazek 6 — Courantova bazova funkce

B, B,
TJ", p
TJ"J Tio
T", n
T", m
B, B,

Obrazek 7 — Podstava Sestibokého jehlanu bazokédun
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[x, —h, X,,0] je casti roviny s obecnou rovnici rovinyAx +Bx, +Cz+D =0.
Do uvedene rovnice dosadime bday, x,, , 1k —h, x, +h,,0] a [x —h, X, ,0] a

po upra¥ obdrzime nad trojuhelniker, ; rovnici stny bazové funkcev; ve tvaru

(3.42) 7=1+ 2%
hy

Obdobr nad trojahelniky T.,, T T T, T na obrazku 7 maji rovniceént bazové

i,l* Yi,mr Tiony Yior Vi,p

funkce v, postups nasledujici tvar

X, — X, X, = X,
(3.43) z=1+ >+ 1 + 2 T2
h,
z=1 + XZ_XiZ,
h2
z=1- 2%
h,
Z=1_ Xl_xil _ X2_Xi2
hy h,
z=1 -2 T%
h,

Provel'me jest jedno zjednoduSeni ulohyfgupokladejme, ze h, =h, =h . Pak plocha

2
kazdého z uvaZzovanych trojuhelaije % Potom

e[RRI

i,

J T o JIGT 5 o 1T (5T o

Tl Ti,m
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v, i ov, i ov, i ov, : h*( 1 h*(1 1
+ — | | —1 |dx + | o+ — dx:_[_+02j+—(—+—j+
0x, X, 0x, X, 2\ h? 2\h* h?

Tio Ti,p

2 2 2 2 2
+ h_[oz+ij+h—[i+02j+h—[i+ij+h—[0+ij=h—£=4.
2 h? 2 ( h? 2 h* n? 2 h? 2 h?
Obdobnym postupem &ime

aly, v, )= CUSLATINL VR P B CCRATIRL URATH
" ox, 0x, 0X, OX, ox, 0x, 0x, 0X,

Ti,p Ti,j
wlChJorel3 |l on i)
h? h h h?| h h

Analogicky mizeme stanovit

0.

a(vi WV ) =-1, a(vi : vm) =-1, a(vi : vn) =0, a(vi , vo) =-1, a(vi : vp)= -1.
Ocislujeme-li uzly B, oblasti Q po tadcich, pak obdrzime symetrickdigkou a pasovou
matici tuhosti danou vztahem (3.36) pro Poissorrovaici (3.40).
Pro gibliznétreSeni u, plati
uh(Bi)ZZCj \4 (Bi):Ci Vi(Bi):Ci .

=1
Resenim soustavy linearnich algebraickych rovniggBtedy obdrzime hodnotyiplizného

reSeni u,, Vv uzlovych bodech.

Podstatnou vyhodou metody kaé&ngch prvki nagiklad oproti Ritzo¢ metod je
skut&nost, Ze pi feSeni soustavy (3.36) je matice tuhosti pasovasahalje pouze O(N)

nenulovych prvi, kde N udava poéet uzlovych bod oblasti Q (typicka Ste pasu pral = 2

je O(N%)). Pokud je matice tuhosti symetricka, ¢takladat do pawgti pocitate pouze

polovinu nenulovych pruk matice. Soustavy uvedeného typu je vhodesit napiklad

metodami typu sdruzenych gradiént
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3. 2. 3. Metoda tepelnych bilanci

UvaZujme speciélniifpad Glohy (3.17) — (3.18), kd@ OR? a pro funkce a; plati
a; =0proi#jaa,=a,=1naQ.Paksejednao rovnicitypu

(3.44) -Au+cu=f naQ

s Newtonovou okrajovou podminkou
ou
(3.45) au +%= g naodQ,

kde n=(n, n,) zn&i jednotkovy vektor v&§Si normaly.

U metody tepelnych bilanadivedené nagklad ve [Varga], [KiZek, Segeth], postupujeme

pii feSeni Glohy (3.44) — (3.45) néasledujicimigmbem. Provedeme trianguladgi uzawru
oblasti Q na prvky K sphujici body 1) az 4) podminky I. uvedené v poznamBge6.
o vytvareni triangulace na Q pri uZiti metody kon&nych prvii v odstavci 3. 2. 2.
Predpokladejme, Ze prvkyK 07 jsou trojuhelniky a Ze Zadny trojuhelnik triarepe neni
tupouhly. PopiSme nyni postup konstrukce dualgiaditasti Q uzitim triangulacer .

UvaZzujme sjednoceni trojuheldiktriangulace, které maji spaley vrchol Vo, viz

obrazek 8.

Obrazek 8 — Konstrukce bky dualni si¢
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Ozna&me dale T, sted strany V,V,. Timto bodem vedeme osu strany,V,. Osy

jednotlivych Useéek se protnou v bodecls . Jelikoz jsme fedpokladali, ze zadny trojuhelnik
K O7 neni tupoudhly, lezi bodyS uvnitt piislusnych trojuhelnik nebo na jejich hranici.
Ozna&me b, plochu mnohouhelniku égnou vrcholy S . Obeck ozn&ime b, buiku

ptislusnou vrcholuV, . VySe popsanou konstrukci vytme dualni 81 B k triangulaci 7,

52\; b, . Predpokladejme, ze zadna stranaibyu b, nenicasti 9Q, tj. db, n 0Q = .
J

Integrujeme-li levou i pravou stranu rovnice (3.4#s buiku b,, obdrzime rovnici:

(3.46) —I{%(g—:}%[%ﬂ dxzj(f —cu) dx.

by bo

Uzitim Greenovy ¥ty na levé strafirovnice (3.46) dostaneme

0 ( du 0 ( du _ ou ou
-y |—|—| +—|—||dx== ] | —n, +—n, |ds,
ox, \ 0%, 0X, \ 0%, 0x, 0X,
bo obo

kde n= (nl, nz) zn&i jednotkovy vektor v&si normaly. Vztah (3.46) tedytimeme upravit

na tvar

ou ou
3.47) - —n, +—n, |ds= f —cu)dx.
(3.47) J-(axll o j I( )

aby bo

Rovnice (3.47) vyjatlije tepelnou bilanci na Boe b, : leva strana ijedstavuje celkovy
tepelny tok pes hranici biiky, pravd strana zgasouhrn vSech tepelnych zdioy buice.

Derivace podle wjSi normaly n na levé strahrovnice (3.47) v bodechT, lze nahradit
centralni diferenci a uity integral na us&kach S'S,, Ize aproximovat pomoci

obdélnikového pravidld_evou stranu (3.47) tedyiheme aproximovat vyrazem
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Cffou L ou ) N UM)-u(Y)
(3.48) I[a& n + ox, nzj ds Z IV v | |:IJSI+1S||

abg i

kde |V Y/ | resp. | W I| zn&i délku useky V.V,, resp.S . Integral na pravé stran
(3.47) aproximujeme pomaoci vyrazu

J(f = cu)ax= (£ (Vo) ~c (Vo)) by

b

kde |b,| znai obsah biky b,. Nahrazenim levé a pravsti rovnice (4.47) jejimi

aproximacemi obdrzime rovnici

(3-49) _ZU(VI\)/VU|(VO)[IB|+1 || (f(\/o)—C(VO)U(VO))|bO|.

Pokud rktera strana hiky b, je sowasti 0Q (uvazujme nafiklad stranu V,T,, viz

obrazek 9), pak uzitim vztahu (3.45) je zdgbi pravou stranu (3.48) modifikovat. Nigtad

hodnotu

- j (S—Znﬁ:Tunzj ds Ize aproximovat vyrazemg (T,) - a (T,)u(T,)) NV, Ty|
2

pritom aproximaci hodnotyu(T,) mizeme vyjadéit pomoci linearni interpolace hodnot

uv,) a u(v,). Rovnici typu (3.49) lze sestavit pro kazdounkw b[IB a tak obdrzet

soustavu linearnich algebraickych rovnic , jejizm@mé jsou aproximace hodnot funkce

ve vrcholech trojuhelniktriangulace 7 .

Obrazek 9 — Biika, jejiz¢ast hranice je s@asti 0Q

42/101



3. 2. 4. Metoda tepelnych bilanci pro obdélnikovou  oblast
UvaZujme opt specidlni pipad tlohy (3.17), kdyQ O R? je obdélnik a pro koeficienty

a; plati a; = Opro i # j. Pak nfizeme rovnici (3.17) zapsat ve tvaru

0 ou 0 ou
3.50) —— — -— — |+cu=
050 -7 {angy) e

s Newtonovou okrajovou podminkou

(3.51) a'u+aa u=g,

A
kde derivace podle ¥si konormaly je dana vztahem

au = ﬂn + a ﬂn
anA all 0X1 1 22 aX2 2

a n=(n,n,) zna&i jednotkovy vektor v&Si normaly. Obdobhjako v gredchozim odstavci
provedeme triangulacic uzawru obdélniku Q, avSak prvky triangulace budou obdélniky.

Na obrazku 10 je znazam obdélnik Q svrcholy A:[xlm,x2m , B=[X1M,X2m],

C :[le : XZM] a D :[xlm, XZM]. Obdeélnik rozdlime rovnomérné na p dilka ve snéru

M a hz_Q_ Na
p q

obdélniku Q obdrzime (p+ 1x(g+1) uzlovych bod, obecny uzlovy bod V,, ma

osy x, anaq dilkave snéru osy x,. Ozn&me h, =

souadnice V., =[x, +rh, x,, +sh], 0<sr<p, 0<ss<q.
Uvazujme vnitni bod si¢ V, = [x1m +rhy, X, + si‘b], O<r<p, 0<s<q, viz obrazek 11.

Sestavime dualni t5i B  ktriangulaci 7, kter4d je vSak vtomto ifpad tvorena

obdélnikovymi prvky. Body T,,1<i< 4tvori na obrazku 11 sdy Uséek urkenych
vrcholem V., a sousednimi uzly gjitbody S ,1<i< 4, tvoii priseiky os uvedenych
useek prochazejicich bodyr, . Fislusny obdélnik k uzluv,, urceny vrcholy S, S,, S; a

S, tvori buiku b, dudalni si¢ B k obdélnikové triangulacr.
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t D=[X Xyl C = [Xine Xaur]

®

A=Ky Xam] B = Xy Xop]

T
:

X

Obrazek 10 — Obdélnikova oblaat

/

7
/

Vn”-'l )

Vin s

T
.

Obrazek 11 — Bitka bys dudlni si¢ B prislusna uzlw,
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Jestlize bude uzeV,, bodem hranice obdélnik@ , pak bude odpovidajicim &pobem

obdélnik modifikovan. Uuéme giklad hranéniho bodu V.

rq ?

0<r < p. Odpovidajici biikka

b, je vyzn&ena na obrazku 12.

Vo o qu Vo a
T, [~ ;3
Sy Ty S,
v, -1

Obrazek 12 — Btka b, prislusna hragnimu uzluV,,

Ke kazdému uzlovému bodl/,, uvedenym postupem zkonstruujeniésjuSnou biku

b.. Pritom plati, ze Q = 0O Db, a intbg ninth, =@ pro V, #V, .Uvazujme nyni

O<r<p,0ss<q

bunku b, prisluSnou uzlovému bodw, V rovnici (3.50) nizeme pevestélen cu na

pravou stranu a @bstrany rovnice integrovat@s butku b
0 ou 0 ou
3.52 -—— — |-—| a,,— || dx= f —cu) dx.
i L e e O G
brs brs
Uzitim Greenovy ¥ty miaZzeme upravit levou stranu (3.52):

_ 0 (g Ou)_0 [, Ou aud_iaﬂdxz
o, % ax ) x| 7 ox, X, % 0, ox, | 20X,

brs brs brs

Iail n, ds- Iazzax n, ds

by 2
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Vztah (3.52) tedy rizeme pepsat ve tvaru

ou _

(3.53) —a! a11 o n ds —aj a220_><2 n,ds= J(f cu)dx.
rs brs brs

Leva strana rovnice (3.53) vyjage celkovy tokieSeni pes hranici biikky b, , prava strana

vyjadiuje souhrn vSech zditojy buice. Jelikoz hranice liky b, je obdélnik, mzeme nize

uvedené vyrazy aproximovat nasledujicimi hodnotami:

aU(T) U(V,ie) —U(Vy)
(3.54) ay(T))——= ox, ay (Ty) h ,
1(T)6U( 3) n = a11(T3) u(Vr—ls)_u(Vrs) ,
h,
azz(T)alé(T) zz(fz)u(\/”ﬂ)_u(vrS) ,
X, h,
1) 20, =g, 1 M) 2U0)
X, h,

Zde jako oddlovace dvojitého indexu uV piSeme mezeru. UZitim aproximaci uvedenych
v (3.54) a obdélnikového pravidla s ¥yem uzlu ve sedu intervalu mizeme levou stranu

rovnice (3.53) aproximovat vyrazem:

@59 - Jaug! s- [ 2 X, ds=—au(r1)”(v”“)m_”(v’s)hz
dbrs dbys 2
a1 M ey g ) St A g S

Dvojnasobnym pouzitim obdélnikového pravidla sdrgin uzlu ve sedu intervalu mizeme

pravou stranu rovnice (3.53) aproximovat vyrazem:

(356) [(f —cu)dx=(f(V,)-c(V,)uV))hh,

brs
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PoloZenim do rovnosti aproximaci uvedenych ve vekag3.55) a (3.56) obdrzime rovnici

odpovidajici biice b, pro dany bodV,.:

(\/r+1s) - u(Vr s) h2 + ail(T3) u(Vr—ls) _U(Vr s) h2 +

u
3.57) a,(T,
(3.57) a,(T) hl hl

(Vrs+1)_u(\/rs)h1+a22(_|_4)u(\/rs—l)_u(vr$)hl -

u
+a,,(T
2(T5) h, h,

=(cv, Ju(v, ) - F(V, ) h b,

Analogickou rovnici sestavime pro vSechny uaf,, 0<r < p,0<s<q. Pokud uzelV,
lezi na hranici 0Q, je odpovidajici rovnice modifikovana. Nécfe nagiklad uzel V,,
bodem horni vodorovné hranice obdélnika (viz obrazek 12). Pak

(\/r+1q)_u(\/rq) 7} u
L ey

ou u
jaﬂ.la n ds= a:l.l(Tl)

dbrg

(Vr—lq) _U(qu) d"li
h, 2

a

(\/r q—l) —u (\/rq)
h,

Ju u
Jazzgnz ds= 2, (V, )90V, ) =@ (V) UV, )y + 2, (T.) .

dbrg

Po sestaveni rovnic typu (3.57) pro vSechny uzibudy V., obdélnikové oblastiQ

obdrzime soustavu linearnich algebraickych rovectsercovou, symetrickou a pasovou
matici. Hledané neznamé soustavy jsou aproximapéesnéhareSeni tlohy (3.50) — (3.51)

v uzlovych bodechV,

rs?

O0<r<p0<ss<q.
Na za¥r tohoto odstavce se z&ffme na odhad chybyfipvypoctu aproximace hodnoty

u; Vv uzlech sit pomoci vySe popsaného postupu. e dokazeme nasledujici lemma.

Lemma 3. 3.

b

Iv(x) dx—\{%bj fo-a)

a

Neclt funkce vOCY, .. Pak <M(b-a)’, kde M OR.
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Diukaz.

Uvazujme Lagrande interpol&ni polynom nultého stugn P, s interpol&nim uzlem

%b. Pak podle &ty o chyl® Lagrangeova interpataiho polynomu (viz [Ralston, str. 63]

+
a2 b) > takova, Ze plati

V(X) = Po[a;bj + v'(f)(x— ax bj :

2

existuje pro libovolnéx hodnota é O<min(X, %b), max(X,

b b b
Potom J-v(x) dx:jv(izbj dx+jv'({)[x—%bjdx a mizeme pséat na zakladiziti

1. Wty o stedni hodnat integralniho p&tu ([Jarnik], str. 198):

as

o252 28 25

Vi, )5b-af =(ln.) V)G b-a)

kde n,,n,0<a,b> aobecty n, #n,.
Pro odhad chyby tedy plati

b

jv(x) dx —j-v(%bj dx

a a

((7.)-v ()5 b-2) =) -vi(n.)| (b2 <
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<M(b-a)’, kde MOR a M = 0,neba vOICL, ..
JelikoZz ve vztahu (3.54) jsouiplusné parciélni derivace aproximovany pomocirémich
diferenci, dopoustime seipZiti téchto aproximaci chybyO(h? )resp.O(h ) Souasre
pii aproximaci uéitého integralu ve vztazich (3.55), (3.56) se diedpghoziho lemmatu také
dopoustime chyby O(h? )resp. O(hZ ).Na zawr tohoto odstavce tedy iheme uvést

nasledujici wtu.

Véta 3. 8.

Ozna&me U aproximaci pesnéhdeseniu v uzlu V. ulohy (3.50) — (3.51), které ziskame
feSenim soustavy rovnic typu (3.57). fe@pokladejme, ze funkceuDCz(ﬁ),

a, a,,¢ fOCYQ) a @,g0C'(0Q). Dale ozname h=maxf,h,). Pak existuje

konstantaC [IR takova, ze pro vnihi uzlové bodyV,, oblasti Q plati
(3.58) |u(V,)-U, <Ch’

Poznamka 3. 7.
V praci [Bank, Rose] je podana obecna teorie kagemee bilatni metody. Autdél uvadsji
odhad konvergence

Ju-uf<]u-ug]<Clu-u,

kde |V| znai energetickou normu (tjM| = y/a(v, v) , piitom a(v,v) je definovano vztahem

(3.26)), C> Orealnou konstantw presnéreSeni Glohy typu (3.1A(3.18); u,, resp.u,
zna&i numerickéreSeni ziskané uzitim metody kéngch elemerit, resp. metody tepelnych
bilanci. Bilartni metoda tedy konverguje asymptoticky stajychle jako metody kordaych

prvka.
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3. 3. Numerické FeSeni dynamickych tepelnychd éju

Jak jiz bylo uvedeno vipdchozi kapitole, vifppadt dynamickych tepelnych & se
Spojitt menicimi se parametry v zavislosti tase Ize danou ulohieSit sestavenimahradni
tepelné st se sousednymi parametry a ziskat pomoci ni hodnotiedstiho otepleni
jednotlivych ¢asti stroje. Elektricky stroj Ize z hlediska tvorlay Steni tepla rozdit
na rekolik ¢asti —uzki nahradni tepelné 8ielektrického stroje. Kazdy uzel tedy reprezentuje
danoucast stroje. Do uzlu se sotmtuji veskeré ztratyR) a tepelné kapacity(() prislusné
casti stroje. Mezi jednotlivymi uzly sitjsou definovany tepelné vodivosta)( Postup
uvedeny v této ¢asti obvykle pouzivame Kk vyptu otepleni uzlovych bdd sig
pfi nestacionarnim zatizeni. Lze vSak uzit také&ipguu stacionarniho zatiZzeni, v takovém
piipadt vSak obdrzené vystupy obvykle slouzi k oriénfmiu stanoveni otepleni stroje,
piesrEjSi vystupy obdrzime uzitim né&fglad metod uvedenych v odstavci 3. 2. Na obrazku 1

je znazorgn piiklad jednoduché nahradni tepelné siejového transformatoru.

Obrazek 13 — Nahradni tepelné sansformatoru

Uved’'me, jakétasti stroje reprezentuji jednotlivé uzlyésiia obrazku 13:
» 1. uzel — magneticky obvod,
* 2. uzel - hlinik vinuti,

e 3. uzel — hlinik zatiZzen&sti vinuti,
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* 4. uzel —izolace vinuti,
» 5. uzel —izolace zatiZzerésti vinuti,
* 6. uzel —olej, nadoba, radiatory.
Tepelné vodivosti mezi uzly sitpredstavuji pevracené hodnoty tepelnych odfpor

uplatiujicich se f sdileni tepla mezéastmi stroje. Obe@énmuzeme tepelnou vodivost,

mezi uzlyi a k vyjadkit vztahem
(3.59) a, =a, S, .

kde S, udava velikost teplosinné plochy mezi uzlyi a k. V dalSim popisu metody
budeme rozliSovat dva zakladni typy &oitele prestupu teplaa, meziuzlyi a k. Prvni

typ souinitele prestupu tepla je konstantni a |ze vyjése tvaru
A

3.60) a, =—,

( ) ik 5

kde A je meErna tepelna vodivost materidlu, jimz je teplo verea d udava tlougku
materialu, jimzZ teplo prochazi.

Budeme pedpokladat, ze druhy typ s@initele grestupu teplaa, je zavisly na teplotach

T a T, uzli i akaze nize byt vyjaden nelinearnim vztahem

(3.61) a, = (ClTk +C2)C3 (T| - Ty )C4’

kde funkce c,,c,,c; a ¢, jsou nezaporné parametry. Jak uvidime ppzdloha se pak
budefesit iter&né.

Teplotni ztraty P vi-tém uzlu jsou obecteplotre zavislé a Ize je vyjat ve tvaru
(3.62) R(T)=R,A+BT)

kde P, jsou tepelné ztraty vtém uzlu gi O °C a S je souinitel teplotni zavislosti ztrat

Vv i-tém uzlu.
Nahradni tepelnoutsb n uzlech Ize obvykle popsat soustavauobyejnych lineéarnich

diferencialnich rovnic lftadu, kterou lze maticéwyjadkit ve tvaru
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(3.63) AT = P—C%—I

s paateini podminkou

(3.64) T, =[Ty,., Tp,l" -

Matice A jectvercova a pro jeji prvkyy, plati
(3.65) A, =-a, proizk,

i-1 n C. .
Aizzaik+za1k_'8i P,+— proi=12..,n-%
k=1 k=i+1 At

n-1 C
=>» a,+a,, -B,P +—,
Am ; k n nv ﬁn no At

kde a,, zn&i tepelnou vodivost mezi n-tym uzlem (olej) a okoljvzduch).

Dale P=[P,...,P,]" je vektor tepelnych ztrat v jednotlivych uzlesd=[C,,...,C.]" je
konstantni vektor tepelnych kapacitiwsit a T =[T,,...,T,]" je vektor teplot v uzlech sit

Hodnotat zna&i ¢as. V¢ase t = Oje patateeni teplota uzl urcena vektoren, z (3.64).

Vztahy (3.63) a (3.64) je dana Cauchyho Uloha pustavu ob§ejnych diferencialnich
rovnic 1.radu. Jelikoz maticova funkc@ a vektorova funkceP jsou v zavislosti ngase t
spojité na intervalik 0, 0 )ma dana Cauchyho uloha p¢gednoreSeni.

Pro praktickou pdebu nalezeni oteplenfiplusnychcasti nahradni tepelné &iteni nutné
nalézt analytické&eSeni ulohy (teplota {sluSném uzlu vyjadije stedni hodnotucasti
stroje, ktera je reprezentovana danym uzlerfi)pRaktickémieSeni tepelnych siti se @shil

diferertni prepisc¢asové derivace ve tvaru

aTj(j) Ti(j) _Ti(i-l)

(3.66) [E -

kde i zn&i i-ty uzel, (j ) ozn&uje j-tou ¢asovou vrstvu. Nahradou derivace v (3.66)

diferenci vznik4 chyba@(h ,)ale jak jiz bylo uvedeno, pro provi technické vypiay byla
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tato gesnost postaljici. Nahrazenintasové derivace ve vztahu (3.63) pomoci diference
(3.66) obdrZzime soustavu linearnich algebraickysmic ve tvaru
C

(3.67) ANTH =p® 4 = TGD
At

kde A je¢tvercova maticgadu n tepelnych vodivosti jstéméasovém Gseku. Prvky!”

matice A" udavaji tepelnou vodivost meztym a k-tym uzlem vj-tém ¢asovém Useku.
Vektor P obsahuje teplothzavislé ztraty v jednotlivych uzlech dané obeaztahem
(3.62) vj-tém ¢asovém UseklC je konstantni vektor tepelnych kapacittughdu n, T je
vektor teplot v jednotlivych uzleckadu n v j-tém ¢asovém UsekuAt znai ¢asovy krok
(rozdil dvou po sobnasledujicicltasovych Usek.

Postup vypotu piiblizné hodnoty teploty v jednotlivych uzlech &ife nasleduijici.
Na paatku vypa@tu zvolime poateni teplotu uzk, obvykle volime slozky vektoru T ©

rovny teplog okoli. Ze vztahu (3.59) a (3.60), (3.61}Fiune teplotni vodivostial” matice

A® | stanovime vektor tepelnych ztrat wzIP® uzitim vztahu (3.62). NéasledrieSime
soustavu linearnich algebraickych rovnic (3.685enim je vektorT® pribliznych teplot

v uzlech v 1¢asovém uUseku. Uvedeny postup rekurérdpakujeme pro jednotlivéasové
useky. Ukokeni vypd@tu Ize provést dsma zpisoby:

1/ je-li prekraten zadany maximalngas nestacionarniho zatizené elektrického stroje
(nagiklad 24 hodin — denni zgtovaci cyklus),

2/ klesne-li rozdil teplot ve vybranych uzlech\(gkle s nej¥étSi tepelnou kapacitou) ve dvou

po sold nasledujicicltasovych Gsecich pod zadanou mez fikdgod 10~ °C); tento zjsob
ukonieni vypatu Ize uzit také  vypoctu teplot uzlovych bail pii stacionarnim zatizeni.
Postup uvedeny vtomto odstavci s& praktickych vypdétech osédcil pouZzivat
pii nestacionarnim zatizeni elektrického stroje. @Qbdé hodnoty teplotasti stroje jsou
mére piresne, nezip uziti metod uvedenych v odstavci 3. 2i gtacionarnim zatizeni. AvSak
obdrzeni vystupy jsou vyrazrepSi, nez p uziti odhad uvedenych v technickych normach
s uvedenou problematikou (riéigad normaCSN/EN 60076-2 Vykonové transformatory —

Céast 2: Otepleni CNI, 1999; zanitena na otepleni a chlazeni olejovych transfornifitor
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4. Vypo et otepleni stin éni transformatoru p Fi ustaleném
stavu

V této ¢asti prace je pozornostmwovana praktickym dlohdm vypiu otepleni ve stimi
transforméatoru. Jedna sditpm o stacionarni zatiZzeni stroje. V¥pp byly provagny
pro poteby vyvoje a testovani transformatoru SKODA 70 M¥Aransforméatoru Dukovany
250 MVA. V testovaci fazi byly vypsatané hodnoty otepleni porovnavany s hodnotami
namérenymi. Vypaty byly provaany v programovacich jazycich FORTRAN 77 a Pascal,
grafy byly zpracovany pomoci nastroje MATLAB.

Problematika nelinearnich Uloh otepleasisti elektrickych strdj je zmirgna v posledni

casti této kapitoly.

4. 1. Otepleni ve stin éni transformatoru

V tomto odstavci se zaffime na numericky vyg®t rozloZeni otepleni a tepelnych ztrat
ve stigni transformatorové nadoby. Tepelné ztraty vznikdjvem vitivych proudi
indukovanych magnetickym polem v elektricky vodikig@&stech transformatoru. Uvazované
stiréni je v transformatorové naddobmiseno zpisobem znidzogmym na obrazku 14.

Pii vypoctu otepleni a ztrat ve stini se vychazi z rozptylového magnetického polegkte
se ieSi v celéem okh transforméatoru. Stimi je ve tvaru tenkoshtné valcové plochy
o polon®ru rovnému vzdalenosti stini od osy vinuti. Teplotni pole, sté&rnako pole
magnetické, se povazuje za ot symetrické. Ulohu proto fiZeme feSit ve dvou

proménnych, budeme hledat pole otepleni &ipeu stigni Q znazorgném na obrazku 15.

Hledané pole je popsano eliptickou parcialni difierélni rovnici

2 2
0"u 10UJ+A ﬂ:—f v Q

41) | — +——
( ) 1[6)(12 Xl axl 2 axzz

s Newtonovou okrajovou podminkou

ou ou
42) A, —n +A, —n, +tau=a na 0Q,
(4.2) Yox, T tox, - g
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Obrazek 14 —#cny tez - uspéadani stigni v nadol transformatoru
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(X1 Xane] 17 Xane Xau]

X1 Xom] — [Xipe Xam]

T
L ad

X

Obrazek 15 Redena oblast tez stignim

kde n=(n,n,) je jednotkovy vektor wSi normaly. V rovnici (4.1) zra A, resp. A,
konstantni tepelnou vodivost ve &m osy X, resp. X,. Otepleni u=T,-T_, kde T, je
teplota stigni a T, teplota okolniho oleje. Jelikoz stii mize dosahovat zdae vysky

(nagiklad 2 m), jecasto patebné pi vypoctu respektovat prodmnou teplotu oleje vzhledem

k sodadnici x,. V takovém pipact je T, teplota okolniho oleje ve vyScex,, (viz

obrazek 15), funkceg ve vztahu (4.2) je zadana vztahem

(4.3) 9(X;) =K (X =Xy, ),

kde K je konstanta vyjadijici otepleni oleje na jednotku délky ve&mosy x,. V pripack,

kdy Ize teplotu okolniho oleje povazovat za konstar(nagiklad za podminky velmi
intenzivni cirkulace oleje), pokladam& = \0e vztahu (4.1) je dald objemova hustota

ztrat, ktera je v Ppack hlinikového stitni vyjadena vztahem

(4.4) f=0%p,A+a;u),
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kde o =0(x,) je proudova hustota wych proudi (predpokladame jeji zavislost pouze
na slozcex,), p, je meérny elektricky odpor hliniku ip teplo& T, a a; je soginitel
zavislosti nérného odporu na tepkot

V okrajové podmince (4.2) z&ia a hodnotu sotinitele grestupu tepla na hranicoQ .
Pro ely nasSich vypéta je a konstantni hodnota na jednotlivy¢lastech hranice 0Q,
postupg zn&ime a ,a,,a,,a, jako sodinitele prestupu tepla na ,levé®, ,prave®,
~horni“ a ,dolni“ ¢asti hranice0Q .

Rovnici (4.1) nizeme uZzitim (4.4)f@psat na tvar

0 ou 0 ou
45 —|AX,— |+X,—| A, — |=- 2o A+ a-u).
( ) axl( 1X1 axlj Xl axz( 2 axzj Xla pO( Tu)

Jedné se tedy o typ Ulohy (3.50) z odstavce 3. 2Ulbha bylareSena metodou tepelnych
bilanci na zaklatl vygenerovani dualni sitB (viz odstavec 3. 2. 4.) Jestlize obdélnikovou
oblast Q rozclime na p ekvidistantnich dilik ve snéru osy x, a q ekvidistantnich
dilka ve snéru osy x,, obdrzime fi uziti bilanéni metody soustavu linearnich algebraickych
rovnic fadu (p+1)x(g+ 1), ktera byla pro zadané vstupni parametry v néadieidhj
uvadnych pgikladech symetricka, pasova a pozitivdefinitni. Do paniti pocitace tedy
stailo ukladat pouze diagonalni prvky matice soustavyprvky lezici nad diagonalou.
Vyiedenim vzniklé soustavy (byl pouzltL™ rozklad matice soustavy) obdrzime aproximaci

otepleni U, v uzlovych bodechV,

rs?

0<r<p, 0<s<q.Ozn&me
hl:X1M _le’ h2:X2M _X2m a h:maXQ’ll,hz).
Y q
Pak v disledku ¥ty 3. 8 se {i diskretizaci Glohy dopustime chybyO(h®> )i vypoctu

otepleni ve vnihich uzlovych bodech/,, .

4.1.1. Testovaci uloha

NumerickétreSeni Ulohy (4.1) ziskané uzitim metody tepelnyithnbi bylo testovano
pro pipad jednorozrérného vedeni tepla ve smi osy x, (tj. A, >0 a A, =0) na zaklad
porovnani geSenim analytickym.

Predpokladejme, Ze soéimitel prestupu a je nenulovy pouze na ,¥j8i svislé” ¢asti

0Q (tj. ochlazovani stini by probihalo pouze na jedné sttan a,>0 a
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a, =a, =ay, =0, viz obrazek 16), dalef@dpokladame konstantni proudovou hustatu
a souinitel teplotni zavislosti el. odporua; =0. Za €chto gedpoklad se rovnice (4.1)

zjednodusi na tvar

TuH:D

%, b X Xoul [X1ap Xau4]

O =0

[x1m: xzm] lqg =0 [X1M’ sz]

T
)

X

Obrazek — 16 Schéma jednorazneho vedeni tepla

2

a6) 42U toul_ g
X, X 0%

kde f=0?%p,.

Dale polozimeK = Ove vztahu (4.3). Pak se vztah (4.2) redukujevan t

ou
47) A —n +au=0.
(4.7) 15

1

Analytické feSeni ulohy (4.6) s okrajovou podminkou (4.7) uvplitateladze, str. 85],

v nasledujicim tvaru. Ozme

2 2
Hy=f2M g H,=1-|2m |
4

1
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Pak pro otepleni ve viiitim bod x, plati

2 2
4.8) u(x)=H,| -2t H2+1—(Lj —2(hJ InZue |
aP XlM XlM XlM Xl

pro bod x,, plati

2
(4.9) u(xlm):Hl( 2, +1J|—|2—z(hj In 2.
anlM XlM le

a pro bod x,,, plati

1 m X

im

(4.10) U(%y,) = U (%) + q%[ZInxl—M +1—[X1—Mj ] .

Dukaz vztali (4.8) az (4.10) je zalozen na transformaci rovi4cé) na tvar
0 ou|_ fx

x| o)
% 0% A

a opakovanou integraci dané rovnice podle gromé x; a vyuzitim platnostr, >0 a

a, =0.

V tabulce 1 jsou porovnanyiiplizné hodnoty otepleni vyg@tané numericky uZzitim
metody tepelnych bilancifppostupném zjertovani kroku h, a ,presné” hodnoty otepleni
ziskané uzitim vztah (4.8) aZ (4.10) pro nasledujici vstupni hodnofy=10° [W/m?,
X, =1 [m], x,, =11 [m], a, =50 [W/mK], a, =a,, =a, =0, A, =1[W/mK].

velikost otepleniu(x,, K] otepleniu (x,) [K] otepleniu(x,, ) [K]
kr([)rl::]J " (X =10m) (x, =105m) Oy =11m)
piiblizné presné pblizné presné piblizné presné
0.05 673.33 551.37 190.91
0.025 674.88 675.37 552.15 552.41 190.91] 190.88
0.0167 675.17 552.29 190.91

Tabulka 1 — Jednorozimé vedeni tepla — porovnarilgizné a gesné hodnoty otepleni
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4.1. 2. Priklad €. 1 — otepleni v hlinikovém stin  éni

VySe popsana metoda tepelnych bilanci je v tomtstaati uZita k vyp&tu otepleni
hlinikového stigini transformatoru SKODA o vykonu 70 MVA a riip121+5% / 10,5 kV.
Hlinikové stirgni o tlou¥ce 8 mm bylo umigho ve vzdalenosti 207 mm od vinuti a 7 mm
od stny nadoby. Je&eSena rovnice (4.5) s okrajovou podminkou (4.2)tupisi hodnoty
veli¢in popsanych v Uvodu odstavce 4.1. jsou nasledujici

x,, =08600[m],  x, =08680[m], X, =08864[m], X, =25100[m]
A, = A, = 220[W/Km], 0o = 03%x107 [Qm], K =10[K/m],
a, =0.00409K™, a, =a, =a, =a, =50[W/m].

Proudova hustota o =o(x,) je zadana 19 hodnotamii@upokladame zavislost pouze

na slozce x,) v nasledujici tabulce.

x,[m] | o0G) [AM | x,[m] | g(x,)[A/m?] | x,[m] | o(x,)[Am?
2,5100 | 0,35080<10" |2,0820 | 0,61560<10° | 1,1890 | 0,14680x10’
2,4740 | 0,16380<10" |1,9920 |0,71060¢10° |1,1100 | 0,15390x10’
2,4370 | 0,41800<10° |1,8590 |0,81140x10° |1,0320 | 0,13470x10’
2,4010 | 0,10930x10° | 1,7250 | 0,91980x10° |0,9592 | 0,84170x10°
2,3640 | 0,24980x<10° |1,6350 |0,10120x10" |0,9228 | 0,46910x10°
2,3240 | 0,11320<10° |1,3680 | 0,13460x10" | 0,8864 | 0,23890x10°
2,1760 | 0,37530x10°

Obdélnikova oblastQ je dtlena ve sréru osy x; na 2 dilky fy, = 0,004[m]). Vypocet byl
proveden pro uvedené vstupni parametry postppo ctleni oblasti ve s@ru osy x, na 16
dilka (h, = 010148m]), 32 dilka (h, = 0,05073gm]) a 64 dilki (h, = 0,025369m]).
Hodnota proudové hustotyo = o(x,) Vv uzlech vzniklé sé byla aproximovany uzitim

linearni interpolace hodnot zadanych v tabulce gooyich hustot.
V néasledujicich rech tabulkach je uvedeno otepleni v jednotlivychowszch bodech
oblasti Q.
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Vysledné pole oteplenjK]

(pti deleni oblasti Q na 16 dilk ve snéru osy X,,
uveden ,kazdyadek" uzlovych bodl)

x,[m] | x,,=0860[m] | x =0864[m] | x,, =0868[m]
2,51000 35,790 35,795 35,790
2,40852 29,262 29,264 29,262
2,30705 25,714 25,715 25,714
2,20557 23,680 23,681 23,680
2,10410 22,435 22,436 22,435
2,00262 21,528 21,529 21,528
1,90115 20,753 20,753 20,753
1,79967 20,071 20,072 20,071
1,69820 19,481 19,482 19,481
1,59672 18,991 18,992 18,991
1,49525 18,570 18,571 18,570
1,39377 18,136 18,138 18,136
1,29230 17,556 17,558 17,556
1,19082 16,746 16,748 16,746
1,08935 15,540 15,542 15,540
0,08787 13,746 13,748 13,746
0,88640 12,607 12,609 12,607

Vysledné pole oteplenjK]

(pti deleni oblasti Q na 32 dilk ve snéru osy X,,

uveden kazdy ,2Ztadek" uzlovych bod)

X, [m] X, =0860[m] | x, =0864[m] | x,, =0868[m]
2,51000 30,908 30,911 30,908
2,40852 27,145 27,147 27,145
2,30705 24,693 24,693 24,693
2,20557 23,188 23,188 23,188
2,10410 22,192 22,193 22,192
2,00262 21,409 21,409 21,409
1,90115 20,694 20,695 20,694
1,79967 20,042 20,043 20,042
1,69820 19,467 19,468 19,467
1,59672 18,986 18,987 18,986
1,49525 18,568 18,570 18,568
1,39377 18,135 18,137 18,135
1,29230 17,563 17,565 17,563
1,19082 16,758 16,760 16,758
1,08935 15,535 15,537 15,535
0,98787 13,806 13,807 13,806
0,88640 12,764 12,765 12,764
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Vysledné pole oteplenjK]
(pti déleni oblasti Q na 64 dilk ve sn&ru osy X,,

uveden kazdy ,4fadek” uzlovych bod)

x,[m] | x,,=0860[m] | x =0864[m] | x,, =0868[m]
2,51000 29,444 29,446 29,444
2,40852 26,571 26,572 26,571
2,30705 24,423 24,423 24,423
2,20557 23,061 23,061 23,061
2,10410 22,133 22,133 22,133
2,00262 21,380 21,381 21,380
1,90115 20,682 20,682 20,682
1,79967 20,037 20,038 20,037
1,69820 19,466 19,467 19,466
1,59672 18,086 18,087 18,086
1,49525 18,569 18,571 18,569
1,39377 18,138 18,140 18,138
1,29230 17,567 17,569 17,567
1,19082 16,761 16,764 16,761
1,08935 15,535 15,537 15,535
0,08787 13,823 13,825 13,823
0,88640 12,809 12,811 12,809

Z uvedenychif tabulek vidime, Ze numerickélieSeni prakticky konverguje. Pro vy se
ukazalo jako postajici cklit oblast Q ve sn&ru osy x, pouze na dva dilky. Z vygtu
vyplyva, Ze hodnotu otepleni v jednotlivych uzlokiybodech vyrazh ovliviiuje velikost
zadané proudové hustoty.

Souasre s vypa@tem otepleni v uzlovych bodech oblastiizame stanovit fiblizné
celkové tepelné ztrat na jednotku délky v obvodovém 8&ra. Ztraty P.. odpovidajici
vnitinimu prvkub,, dudlni si& B (viz odstavec 3. 2. 4.) stanovime podle vztahd)(de

tvaru
(411) I:)rs :az(xrs)po (1+aTurs)hlh2 ’

kde X, =[x1m +rhy, X,, +shz], 1<r<p-1 1<s<qg-1; p, resp.q udava poet dilka,
na reéz je rozatlena oblast Q ve sméru os x, a X,. Ztraty odpovidajici uzlovym bddn

leZzicim na hranici 0Q se aproximuji zcela analogicky. Vysledngbfizné ztraty jsou pak

dany vztahem
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P 9

(4.12) P=> > P,

r=0 s=0

Priblizné vypaitané ztraty jsou uvedeny v nasleduijici tabulce.

pocet dilki ve snéru osy x, priblizna hodnota celkovych ztr&[W/m]

16 560,80
32 492,14
64 474,62

Na zawr tohoto podstavce uvadime na obrazku 17 graf emépl pharezu stigni pro body,

u nichz je sotadnice x, = 0.864[m] (stred piifrezu stigni ve snéru osy X, ), a to na zaklad

vypocitanych hodnot i poctu dilka oblasti Q ve snéru osy x, rovnému 64.

an

28

26

otepleni [K]
s ] 2 ]
(ma} (' [ ] o

ey
(3]

12 i i i i I
0.3 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 26
% 2 [m]

Obrazek 17 — Graf otepleni hlinikového 8tinv bodech s¢ =0.864[m]
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4. 1. 3. Priklad €. 2 — otepleni v hlinikovém stin  éni

Zadani této ulohy se lisi odguichoziho fikladu¢. 1 v rekterych vstupnich parametrech,
pro prehlednost uvadime vSechny vstupni parametry:

X,, =08600[m], X, =08680[m], X, =08864[m], x,, =25100[m],
A, = A, =220[W/Km], 0, = 03x107 [Qm], K = O[K/m],
a, =0.00409K™, a, =a, =a, =a, =50[W/m].

Proudova hustotas = g(x,) je zadana 26 hodnotami‘guipokladame zavislost pouze

na slozce x, ) v nasledujici tabulce.

x[m] | a(,)[AmM7 | x,[m] | a(x,)[Am? | x,[m] | o(x,)[A/m?
1,9000 | 0,1145<10" |1,3310 |0,1028x10° |0,9579 |0,4466<10°
1,8530 | 0,1073x10° |1,2730 |0,348%10° |0,5293 |0,9049%<10°
1,8070 | 0,8882x10° |1,1880 |0,617210° |0,4434 |0,306710°
1,7600 | 0,6980<10° |1,0440 |0,8318x10° |0,3576 |0,4202¢10°
1,7030 | 0,4528x10° |0,9300 |0,8641x10° |0,1572 |0,5955¢<10°
1,6460 | 0,3578«10° |0,7869 |0,7562%x10° |0,1286 |0,7146x10°
1,4740 | 0,3049%«10° |0,7010 |0,5877%10° |0,0667 |0,9232¢10°
1,4450 | 0,2432x10° |0,6152 |0,3033x10° |0,0333 | 0,9558<10°
1,3880 | 0,1046x10° |0,5866 | 0,1719x10°

Pacet dilki ve snéru osy x, je roven 2 fy, =0,004 [m]) a ve siru oSy X, je roven 64
(h, =0,029167m])
Vysledné pole oteplenjK]
(uveden kazdy ,4iddek” uzlovych botl)

X, [m] X, =0860[m] | x, =0864[m] | x,, =0868[m]
1,90000 1,73200 1,73280 1,73200
1,78333 1,34920 1,34980 1,34920
1,66666 0,77886 0,77921 0,77886
1,54999 0,48220 0,48242 0,48220
1,43333 0,36969 0,36986 0,36969
1,31666 0,46108 0,46129 0,46108
1,19999 0,81250 0,81286 0,81249
1,08332 1,19200 1,19250 1,19200
0,96665 1,37860 1,37930 1,37860
0,84998 1,27500 1,27560 1,27500
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0,73331 0,94292 0,94334 0,94291
0,61664 0,55698 0,55723 0,55697
0,49997 0,40287 0,40305 0,40287
0,38331 0,50014 0,50037 0,50014
0,26664 0,71523 0,71555 0,71523
0,14997 1,02080 1,02130 1,02080
0,03330 1,25860 1,25920 1,25860

Celkové tepelné ztratyP =161 F@&/m] .

V tomto pikladu byla uvaZzovana konstantni teplota okolnilepeo(K = 0), hodnota otepleni
v uzlovych bodech oblastiQ nabyva z pohledu tepelnychejd nevyznamnych hodnot.

Na obrazku 18 je uveden graf otepleni &ifpru stigni, u nichz je satadnice x, = 0.864[m]

(stred piGiezu stigni ve snéru osy x, ), a to na zaklagdvypccitanych hodnot.

otepleni [K]

- A R S DS S TN N N
a ; :
w2 [m]

Obrazek 18 — Graf otepleni hlinikového 8tinv bodech ¢, = 0.864[m]
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4.1. 4. Priklad €. 3 — otepleni v magnetickém stin  éni

V této uloze budeme uvazovat magnetickéesiitransformatoru DUKOVANY o vykonu
250 MVA. Resime ulohu (4.1) s okrajovou podminkou (4.2). Jsmiany nasledujici vstupni

parametry:

X, = 0,8600[m],

A, = 3[W/Km],

X,y = 0,8680[m],

A, = 20[W/Km],

a, =a, =a, =50[W/m],

Intenzita ztrat f = f(x,) je zadana 36 hodnotamirgoulpokladame zavislost pouze na slozce

X,) v nasledujici tabulce.

X, = 0,0333[m],

K =0 [K/m],

a, =15[W/mK].

Xy, =19[m],

X, [m] | FO) WM [ x[m] | F(x) WM [ x,[m] | f(x,)[Wim]
1,90000| 0,93476<10° | 1,32300 | 0,288x10° 0,43900 | 0,15665¢<10°
1,85300| 0,71971x10° | 1,29000 | 0,34411x10° | 0,38470 | 0,2485410°
1,80700| 0,2658810° | 1,12600 | 0,2737&10° | 0,31070 | 0,9637%10*
1,76000| 0,1743810° | 1,06100 | 0,2433%10° | 0,28600 | 0,49305¢<10*
1,69900| 0,71425¢10°> | 0,93000 | 0,22276<10° | 0,25170 | 0,1651%10°
1,63900| 0,2901810° | 0,83180 | 0,23945¢10° | 0,22130 | 0,3583%10°
1,60800| 0,7129%10* | 0,76630 | 0,26734<10° | 0,19100 | 0,24295¢10°
1,57000| 0,85227%10* | 0,66810 | 0,33012%10° | 0,16070 | 0,4903% 10
1.50000| 0,29581x10°> | 0,60270 | 0,33075¢<10° | 0,13030 | 0,9271%10°
1,45100| 0,1755%10° | 0,56990 | 0,2672310° | 0,10000 | 0,38471x10°
1,42100| 0,17890x10* | 0,53720 | 0,1402310° | 0,06667 | 0,69264<10°
1,35600| 0,17024<10°> | 0,50450 | 0,14296<10" | 0,03333 | 0,82341x10°

V tomto gipack jsou uvazovany rozdilné tepelné vodivosti vesnosy x, a X,, jedna se
tedy o anizotropni prosdi. Dale je uvazovan jiny sditel prestupu tepla na ,pravéasti
hranice 0Q, nez na ostatnictastech hranice,ipdpoklada se konstantni teplota okolniho
oleje (K = 0). Pctet dilki ve snéru osy x;, je 2 (h, = 0,004[m]) a ve sndru oSy X, je roven

64 (h, = 0,029167m]).

Vysledné pole otepleni v uzlovych bodeck g@tdano v nasleduijici tabulce.
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Vysledné pole oteplenjK]
(uveden kazdy ,4tadek” uzlovych boti)

X, [m] X, =0860[m] | x, =0864[m] | x,, =0868[m]
1,90000 71,36900 74,53000 74,58500
1,78333 26,99700 28,21400 28,24200
1,66667 6,75390 7,05650 7,06290
1,55000 2,24770 2,34870 2,35090
1,43333 1,73660 1,81490 1,81660
1,31667 3,10590 3,24430 3,24700
1,20000 3,60110 3,76200 3,76520
1,08333 3,14450 3,28500 3,28790
0,96667 2,85570 2,98340 2,98600
0,85000 2,96290 3,09540 3,09810
0,73333 3,45780 3,61230 3,61540
0,61666 3,44920 3,60290 3,60590
0,50000 1,50380 1,57190 1,57350
0,38333 2,31910 2,42230 2,42430
0,26666 3,44910 3,60480 3,60840
0,15000 17,61400 18,41300 18,43200
0,03330 60,03500 62,69000 62,73600

Otepleni v uzlovych bodech dosahuje vysSich hoghietievSim viivem nizSi tepelné
vodivosti A, A,,vySSi intenzitou tepelnych ztrat , nizSimi hodnotami koeficiettprestupu
teplaa na hranici 0Q .

Tepelné ztraty P, odpovidajici vnitnimu prvku b, dualni si& B (viz odstavec 3. 2.
4.) stanovime podle vztahP, = f  h h,, kde pro r, s plati stejné vztahy jako ve (4.11),
hodnota f, je ziskana na zakladinterpolace zadanych hodnot intenzity ztrat v dény
bodech. Ztraty odpovidajici uzlovym hod leZicim na hranici 0Q se aproximuji
analogicky. Fiblizna hodnota ztrat je pak dana vztahem (4.12ha%m fipac vychazi
celkové ztraty P =1232 JW/m] .

Na obrazku 19 je znazamm graf otepleni v gifezu magnetického stini pro body,
u kterych je sotadnice x, =0.864[m] (stted piirezu stigni ve sméru osy x,), a to

na zaklad vypatitanych hodnot .
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Obrazek 19 — Graf oteplenitpezu hlinikového stini v bodech s, = 0.864[m]

4.1.5. Priklad €. 4 — otepleni v magnetickém stin  éni

UvazZujeme stigni zkonstruované z transforméatorovych plecBudemeresit ulohu (4.5)
s okrajovou podminkou (4.2). Na rozdil ott@chozich fkladh je v tomto pipadt proudova

hustota ¢ =0o(x,, X,) zavisla na obou seadnicich. Proudova hustota je zadana pomoci
nasledujici tabulky s 1%adky (odpovidaji slozce) a 3 radky (odpovidaji slozcex,).
Jelikoz je znamo, Ze fio¢h proudové hustoty ve simu osy X, v magnetickém stémi ma
charakter exponencialni funkce, aproximujeme kazdujici zadanych hodnoto se stejnou

souradnici x, funkci tvaru
(4.13) f(x)=Ae"
uzitim metody nejmensSiattverai (viz [Ralston], str. 262), kde hodnotx a B pro kazdou

trojici zadanych hodnot o se stejnou sdadnici X, urcime feSenim fislusnych

normalnich rovnic. Aproximaci hodnoty o,, Vv uzlovém bod [x1m+rhl,x2m+sh2]
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obdrzime pomoci linearni interpolace hodnot funkcf,(x,) = Ae™* a f,(x)=A,e*?2*

pro argument x,, +rh. Fitom funkci f, resp. f, urime z nejblizSi trojice zadanych

hodnot o lezici ,pod”, resp. ,nad" bodem [x1m +rhy, X, +sh2]. V piipact poteby

154

(v blizkosti ,vodorovné“casti 0Q) provedeme linearni extrapolaci pomoci hodnot &ink
f,, f,, které odpovidaji nejblizSim dma zadanym trojicim proudové hustoty lezicim ,pod*,
resp. ,nad* uzlovym bodenfx,, +rh, x, +sh,].

Uved'me hodnoty vstupnich veéin pro tento piklad.

Xy =1,273[m], X = 128[m], Xom = 00[M], X, =12[m],
A, = 3[W/Km], A, =20 [W/Km],  p, =0143x10°[Qm], K = O[K/m],
a; = 00[K™], a, =a, =a, =50[W/m’K],  a, =00 [W/m].

Proudova hustotas = (X, X,) je zadana 45 hodnotami‘éalpokladame zavislost na slozce

X, 1 X,) Vv nasledujici tabulce.

Tabulka hodnot proudové hustaty(x;, X,) [A/m?]

X[m] | X, =1274[m] | x, =1276[m] | X, =12785m]
1,1885 | 0,1685¢10’ 0,7866<10° | 0,1032¢10’
1,1712 | 0,9679<10° 0,6399%<10° | 0,1781x10°
1,1425 | 0,1242¢10’ 0,2834x10° | 0,2096¢10°
1,1195 | 0,1255¢10’ 0,4088¢<10° | 0,1284<10°
1,0500 | 0,1460<10 0,4412¢10° | 0,1675¢10°
0,9577 | 0,1674x10’ 0,5034x10° | 0,1884x10°
0,8480 | 0,1855¢10’ 0,5546<10° | 0,2059%10°
0,6577 | 0,1980x10’ 0,5889¢<10° | 0,2173<10°
0,5192 | 0,1993x10’ 0,5920<10° | 0,2180<10°
0,4038 | 0,1980x10’ 0,5877%10° | 0,2164<10°
0,2885 | 0,1958¢<10’ 0,5810x10° | 0,2140<10°
0,1731 | 0,1936¢10’ 0,5743«10° | 0,2118<10°
0,0803 | 0,1934x10’ 0,5533¢<10° | 0,2199<10°
0,0266 | 0,1934x10’ 0,5743«10° | 0,2118<10°
0,0039 | 0,1991x10’ 0,545m10° | 0,1158<10°

69/101




Obdélnikova oblast Q je clena ve smru osy x, na 6 dilk (h, =0,00116670m]),
ve snéru osy X, na 25 dilkk (h, = 0,048 [m]).

Vysledné pole otepleni v uzlovych bodeck g@tdano v ndsledujici tabulce.

Vysledné pole oteplenjK]

(uvedeny pouze ,vybrané“ sloupce)

X, x,, =12730 | x, =1,27533| x, =127767 | Xx,, =128
[m] [m] [m] [m] [m]

1,200 3,993( 3,9651 3,8594 3,7313
1,152 4,8785 4,8766 4,7341 4,5627
1,104 6,3334 6,2677 6,0390 5,8072
1,056 6,6051 6,5702 6,3676 6,1366
1,008 7,9408 7,8669 7,5876 7,2991
0,960 8,2119 8,1824 7,9382 7,6524
0,912 10,1000 10,0030 9,6455 9,2782
0,864 10,5750 10,5200 10,1900 9,8183
0,816 12,3110 12,1930 11,7580 11,3110
0,768 12,5230 12,4240 12,0020 11,5530
0,720 12,3940 12,3050 11,8970 11,4550
0,672 12,3830 12,3080 11,9120 11,4740
0,624 13,2210 13,1110 12,6620 12,1870
0,576 13,4130 13,3100 12,8620 12,3820
0,528 13,4450 13,3450 12,8990 12,4180
0,480 13,4740 13,3730 12,9260] 12,4440
0,432 13,4660 13,3620 12,9130 12,4300
0,384 13,2650 13,1690 12,7310] 12,2580
0,336 13,2110 13,1090 12,6680 12,1950
0,288 12,9670 12,8740 12,4480 11,9860
0,240 12,9570 12,8600 12,4300 11,9670
0,192 12,9380 12,8360 12,4030] 11,9390
0,144 12,6400 12,5550 12,1430] 11,6920
0,096 12,6550 12,5590 12,1370] 11,6840
0,048 12,4910 12,4010 11,9880 11,5410
0,000 12,2890 12,2130 11,8150 11,3780

Pribliznd hodnota celkovych ztrat dané vztahy (4.82%.11) jeP =1308 BWV/m] .
Na obrazku 20 je znazamm graf otepleni v gifezu magnetického stini pro body,

u nichz je sotadnice x, = x,,, =1. 273m] (,prava svisla“cast hraniceQ), a to na zaklad

vypcocitanych hodnot .
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Obrazek 20 — Graf otepleni vipezu magnetického stini v bodech s, =x,,, =1 27@8n]

4. 1. 6. Uziti Richardsonovy extrapolace

Pri vypoétu otepleni stieni a celkovych tepelnych ztrat ve stih transforméatoru se
oswdcilo uziti Richardsonovy extrapolace (viz [Ralstair, 145]). Obdélnikovou oblasf

rozcélime ve sndru osy x, na p dilkd a ve smiru osy x, na q dilka, piitom p je sudé

¢islo. Vypaitame otepleniU , v uzlovych bodech vzniklé gitDale provedeme vyget

otepleni stigni pii poctu dilka gve snéru osy x, a ot qdilka ve snéru osy x,. Neclt
U znai otepleni uzlu [x1m +rh, x,, + shz] vypctitané uzitim jemési si€. Neclt' tento

2

bod je sodasre i uzlem hrubsi sfta ozné@me vypaitané otepleni vip hrubsi siti U

Pak gibliznou hodnotu otepleni v daném kadiazeme extrapolovat ve tvaru

P
@.14) 072 :é{w,‘;’) —u,(j)].

71/101



Pt praktickych vypdtech se fi pevre zvolené hodnét g a pro p = 6pifesnost vysledného
extrapolovanéh#eSeni odpovidaloipsnosti jednoduchéhieSeni s p =16 .

Obdobny postup Ize aplikovatiprypoctu celkovych ztrat ve sténi na jednotku délky

v obvodovém siru

415 B :%{4#9’ _p@)} |

P
kde P, resp. P(Zj jsou ztraty vypéitané i pevre daném pétu q a patu dilka déleni

oblasti Q ve snéru osy x, rovnémup, resp. g

UvaZujme stinici desku transformatoru a Wtpme analyticky ztraty v pasu, ¥mz plati
1273<x, <1278 a 0,2885—h—22 < X, < O,2885+h—22, kde h, =0,048. Predpokladejme

dale, ze proudova hustotw je konstantni ve sénu osy X, a ve smiru osy X ma

exponencialni gibeéh ve tvaru
(4.16) o (x) =01798x10’ e 8350a-1279

Pak analytickym vyp&tem obdrZzime celkové ztraty v daném pasu

128 128
4.17) P :{ Iaz(xl) s dxl} h, :{ j(o,1798x107 e 83001279 2 0143x10°° dx, | 0,048=

1,273 1,273

= 60,2707 [W/m].

Nyni pro dané &eni uvedeného pasu ve &mosy x, vypatitame druhé mocniny proudové
hustoty v uzlovych bodechx, =x,, +rh, pasu uzitim vztahu (4.16), gitame hodnoty

P =0%(x.)p, b, kde b, je plocha prvku dudlni sitislusna odpovidajicimu vrcholu &it
pasu, s&enim hodnot P, obdrzime fibliznou hodnotu ztrat v daném pasu. Nasledujici
tabulka 2 udava zavislost vygtanych gibliznych ztrat na p&tu dilkd, na 8z je pas ve

SmEru osy x, rozctlen.
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pocet dilki ve sngru osy X, ztraty v pasu [W/m]
2 38,558
4 53,517
6 57,133
8 58,478
10 59,115
12 59,683
14 59,692
16 59,817

20 59,981
50 60,247
10 60,279

Tabulka 2 — Zavislost hodnoty vy§tenych ztrat na pitu cklicich bodi

Extrapolované hodnoty ztrat v daném pasu uzitimh&idsonovy extrapolace jsou uvedeny

v tabulce 3.

m]

pocet dilkii ve snéru osy x, | extrapolovana hodnota ztrat v pasu [W.
2 4 58,503
4 8 60,132

Tabulka 3 — Zavislost hodnoty extrapolovanych zt@pd@tu clicich bodi

4. 2. Numerické feSeni nelinearnich uloh

Linearni modely vedeni tepla v elektrickych strojfii stacionarnim zatizeni lze @S

feSit uzitim stavajicich numerickych metod. OdliSeduace v3ak nastava vipad

nelinearnich modél neba neexistuje obecna metoda kK jejideSeni. Jednotlivé typy

nelinearnich problétnje proto nezbytnéesit individualig.

Jako praktickou nelinearni Ulohu lze uvésikiad vedeni tepla v magnetickém obvodu

velkych transforméatdr chlazenych olejem. Magneticky obvod se skladaékolika

pravouhlych polyedrickych oblasti, které jsou ngema oddleny kanalky s proudicim

olejem. Na obrazku 21 je znazémiez jedné z uvedenych oblasti (z konstnikh divodi

nejsou hranice oblasti zaoblené).
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Obrazek 21 — Dvourozéma oblastastifezu magnetického obvodu transformatoru

Vzhledem k symetrii budeme uvaZovat pouze prasast oblasti, ozréme ji Q.

Klasickou ulohu vedeni tepla ©2 1ze formulovat v nasledujicim tvaru:

nalézt funkci uDCl(ﬁ) takovou, abyu,, 0C?(Q) a aby platilo

|Q

(4.18) i(aﬂ(u) "’“j+ 0 (azz(u)a_“j:f v o

0X, E a_x2 0X,

s Neumanovou okrajovou podminkou

ou ou
(4.19) au +aﬂ£nl +a22@n2 =g na 0Q.
Pritom koeficientyau(u), azz(u) udavaji tepelné vodivosti materialu ve&mosy x, a X,;
funkce f udava hustotu tepelnych zdidqyznika v disledku stidavého elektromagnetického
pole), a je koeficient pestupu tepla na hranici oblasti, funkag je na hranicioQ zadana
ve tvaru g=au,, kde u, zna&i teplotu okolniho chladiciho oleje. Hodnota = O

na svislé levéasti 0Q , na zbyvajictasti hraniceoQ je dana konstantni hodnot = a,.
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Pro uvedenou ulohu je podstatna skntest, Ze koeficienty tepelnych vodivosaiu(u) a
a,,(u) jsou nelineard zavislé na teploty a,(u)#a,,(u) a gitom typ nelinearity je
v kazdém sréru jiny. Jedna se tedy dipadnelinedrnihoortotropniho materialu

Polozme

(4.20) a(y; w, V) = (A(y)gradw, gradv), , + <aw,v>,

a

(4.21) F(V)=(f,V)gq+<0,V>y40 »

a,(y) 0

e A(y):( 0 &,y

)j y,w,vOHY(Q), <[, [> znai skalarni soéinv L*(3Q).

Definice 4. 1.
Funkci uOH*(Q) nazvemeslabyme$enim Glohy4.18) — (4.19), jestlize plati

(4.22) a(u;u,v)=F(v) prokazdévOH(Q).

Existence Galerkonovy aproximace slabé&eni definovaného vztahem (4.22) a postup
ziskani této aproximace pomocidaaovovy metody je ukazano vifikek, Segeth].

PoloZzime-li y=w=u a v= 1 pak ze vztai (4.20), (4.21) a definice 4.1. obdrzime

Jauds=<au,1>,50 =a@iu,) = FOQ = (4 +<0,1>540= [ () dx+

0Q Q

+3J;29 ds=

0 —

f(X) o|x+jau0 ds.
0Q

Odsud dostavame

(4.23) ja(u —u,)ds= j f(x) dx .

Q

Ze vztahu (4.23) plyne, Zetstni naiist otepleni J=u-u, na hranici 0Q je zcela

nezavisly na typu nelinearity koeficiénepelné vodivostia,,(u) a a,,(u).
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Jinou tidou nelinearnich dloh jsouipady monoténnich operatgrteorie monotonnich
operatod je &innym nastrojem kvySatvani Siroké ifidy nelinearnich operatir
Problematika nelinearnich monotonnich opefajernagiklad ieSena v [Gajewski, Groger,
Zacharias], [Feistauer, 1989], ifkek, Neittaanmaki, 1996], [ZeniSek, 1990]; nelmnéa
problematika je také vy3ewana v [Néas, Hlavéek], [Hlav&ek, Ktizek, Maly],
[Glowinski, 1984].
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5. Vypo €et otepleni transformatoru p  Fi dynamickém

zatizeni

Predchozi kapitola se zabyvala vypem otepleni stini transformatoru ip stacionarnim
zatizeni. Nyni se zaffime na konkrétni Ulohy popisujici nestacionarniézatani
transformatoru a stim souvisejici faftu uteni rozlozeni teplot v jednotlivyckiastech
transformatoru. tom stacionarnim zatiZzenitipustaleném tepelném stavu stroje lze
povazovat za specialnfipad neustalenych tepelnycéjil

Informace o rozloZeni teplot v transformatoru (z&pa o teplat nejteplejSiho mista vinuti
pii raznych podminkach nestacionarnihoézatvani) jsou dlezité z hlediska zatiZitelnosti
stroje. Tyto poznatky se uptalji pri feSeni fiznych havarijnich situacifipvybéru vhodnych
jmenovitych parametr a zatZovacich podminek u n®vzprovozinych transformatdr.
Znalost rozlozeni teplotip dynamickém zaZovani umoi#uje také vypracovat podrobné
pokyny pro obsluhu velkych tgivych transformétdr v rozvodnach vvn. U ideZitych nebo
hodre rozStenych transformatérlze @i znalosti tepelného stavu vypracovat dogeni
pro jejich zatZzovani. Znalost tepelnych pe&nid je také nepostradatelnaii pnavrzich
transformatai pro specialni z&fovaci podminky.

V odstavci 3. 3. byla popsana metoda ndhradninépg se sousednymi parametry.
Uvedena metoda je ro¥8ha a obecnh uzivana v oblasti rotaich elektrickych strdj
pii stacionarnich i nestacionarnich tepelnyckijicth. Obdob® je tomu i v pipac
transformatok (viz nagiklad [Lindsay]). Zdirazreme, Ze metoda nahradni tepeln& sit
poskytuje pouze informace oretinich teplotach jednotlivyctasti stroje. Tuto metodu Ize
povazovat za gdni cestu mezi podrobnym vyjtem @i stacionarnim zatizeni a velmi
zjednoduSenymi postupy pouzivanymi v norméach i(ikégml [CSN/EN 60076 — 2]).
K vyhodam této metody pétjeji jednoduchost, variabilnost umagici navrhnout tepelnou
sit’ tak, aby vystihovala vSechna tepelna specifikeédarntransformatoru. Jistou nevyhodou
muze byt obtizné stanovenickierych parametr (zejména teploth zavislych) a obtizné
meieni teplot jednotlivyciasti transformatoru zatélem zgtné kontroly vypoéti a korekce
parametii si€ (u metody siti je korekce¢bnym krokem vyp&tu vyplyvajicim z toho, ze
nékteré vodivosti neni moznagdem stanovit s dosté&teou Fesnosti). Nestacionarni tepelné
d¢je v transformatorech se obvykle vy&git v souvislosti se stanovenim teploty nejteplegysi

mista vinuti, ktera je rozhodujici z hlediska Zhanti a spolehlivosti transformatorueBnost
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a stanoveni hledané teploty nejteplejSiho mistatvindvisi pedevsim na vhodnzvolené
nahradni tepelné siti. Zejména se jedna o sestawstaténs jemné si. Cim je poZzadovana
piesrEjSi a jemrdjSi st’, tim je zapaebi detaildji respektovat vliastnosti konkrétniho typu
transformatoru (nagklad systém chlazeni, konstrukci vinuti a maghkeétio obvodu).
V urcitém stadiu vSak dalSi zjemvani si¢ prestava byt efektivni zidodu omezené
presnosti vstupnich paramigtdané fyzikalnimi a technologickymiipinami.

Ve zbyvajici¢asti této kapitoly je uveden popis jednoduché a@uae nahradni tepelné

sit pro olejovy transformator 40 MVA — 8ERH, jehoZ éofe je zndzokmo na obrazku 22.
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Obrazek 22 — Schematické znazmintransforméatoru 40 MVA — 8ERH
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Pro uvedeny transformator je proveden Wgideploty jeho jednotlivychiasti pro dané
zatiZeni uzitim jednoduché a podrobné nahradnirtézt.

5. 1. Jednoducha nahradni tepelna si t

Schematicky je jednoducha nahradni tepeltiarsazorgna na obrazku 13, str. 5Gitem
jednotlivé uzly si reprezentuji nasleduji¢asti transformatoru:
* 1. uzel — magneticky obvod,
2. uzel — hlinik vinuti 23 kV,

3. uzel — hlinik zatizen&sti vinuti 110 kV (tj. kmenové vinuti a hruby s&ip

regulace),

4. uzel — izolace vinuti 23 kV,

5. uzel —izolace zatizewdésti vinuti 110 kV,
* 6. uzel - olej, nadoba, radiatory.

Vyznam jednotlivych paraméirsit je ziejmy z obrazku 13. Teplofmezavislé hodnotya, ,
a a,; jsou tepelné vodivosti charakterizujici vedenildgpolaci vinuti a jsou dany vztahy

(3.59) a (3.60). tom A ve vztahu (3.60) udavé pro uvedené vodivostinou tepelnou
vodivost izolace,0 prisluSnou vrstvu izolace. Teplota uzlu 4, resp. uzlk. 5 vyjaduje
stredni teplotu povrchuifslusného vinuti. Vedeni tepla uvnihagnetického obvodu (uzel
¢. 1) vtéto siti neni uvazovano. Teplota uzlul tak udava #edni teplotu povrchu

magnetického obvodu. Tepelné vodivostj, a,, a a;, jsou vodivosti vyjatljici prestup
tepla z povrchu aktivniasti do oleje. Satinitelé grestupu teplar,, a,s a a.s ze vztahu

(3.50) jsou zadany vztahem (3.61), zavisi na tépbbtje i na rozdilu teplot u&la oleje.

Souinitel prestupu tepla mezi olejem a vzducheay), je dan nelinearnim vztahem
(5.1) a,, =con(T, -T,)",

kde con, con, jsou realné konstanty. Vztah (5.1) je specialpfipadem vztahu (3.61).
Pro uzly si¢ jsou dale zadany jejich konstantni tepelné kapactiladici plochy mezi uzly a
jejich patateeni teploty (obvykle je pokladame rovny teglotokolniho vzduchu).
Pro jednotlivé¢asové intervaly s typem chlazeni ONAN, resp. ONARE @dale poznamka

5. 1.) jsou stanoveny hodnoty tepelnych ztidt vi-tém uzlu gi 0 °C a sodinitel teplotni

zavislosti S,

proi-ty uzel. Pomoci hodnotR a f Ize uzitim vztahu (3.62) stanovit
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tepelné ztratyP  vi-tém uzlu pro dangas a typ chlazeni. Pokud jsou zadany dva a vice

casovych interval typa chlazeni, pedpokladame, Ze padi zadanycltasovych intervdi se
periodicky opakuje, howtme o cyklicky prominném zatZzovani. V nasledujiciasti uvadime
vstupni hodnoty a vyg@tané teploty ufl jednoduché tepelné &iv ptipadt konstantniho a

cyklicky promenného zatiZzeni transformatoru.

Pozndmka 5. 1.
U olejovych transformatdrje udavan zfsob chlazeni pomo¢tyrmistného pisemného kodu.
V této praci jsou uvashy pouze typy chlazeni oz¥ené pomoci kdd ONAF a ONAN.

Pritom vyznam jednotlivych pismen v kodu je nasleciuji

1. pozice =0 ... chladicim médiem je mineralni olej,

2. pozice =N ... prozené termosifonoveé prodii prochazejici chladicim #iaenim a
vinutim,

3. pozice = A ... vijSim chladicim médiem je vzduch,

4. pozice=F ... nucena cirkulace (ventilatamrpadla) vejSiho chladiciho média,

4. pozice =N ... prozené konvetni proudni vrgjSiho chladiciho média.

Podrobgji jsou zpisoby chlazeni a jejich symbolické zeai popsany v norén
[CSN/EN 60076-2].

5. 1. 1. Pripad konstantniho zatizeni transformatoru

Jsou zadany vstupni parametry jednoduché nahrepeling sit, popsané v odstavcich
3.3 ab. 1., se Sesti uzlyi gonstantnim zatizeni nabyvajici nasledujicichrioad
vektor ztrat v uzlechipO [°C]:
P, = [40000 7100Q 86000, 0.0, 0.0, 1000C] [W]

typ chlazeni:
ONAF

vektor tepelnych kapacit ukl
C= [103820001364000 2203000133000 625000 5312000(]) [Ws/K]

soWinitelé teplotni zavislosti v uzlech:
B, =00, B, =0.003 B, =0.00264 5, = 00, 5, = 00, 5, = 0.0 [1/K]
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teplosnénné plochy:

dvojice uzb | plocha [n]
1 6 35.7

2 4 80.5

3 5 172.4
4 6 80.5

5 6 172.4
6 vzduch 467.3

konstantni satinitelé g‘estupu tepla:

dvojice uzh i, k a [W/m°K]
2 4 500.0
3 5 292.0

promgnné sodinitelé prestupu tepla — parametry (ve vztahu (3.61)):

dvojice uzi i, k o C, (o C,
1 6 0.007] 0.51] 35.0 0.3
4 6 0.007] 0.51| 35.0 0.3
5 6 0.007] 0.51] 35.0 0.3

soutinitel prestupu tepla olej-vzduclad,) — parametry (ve vztahu (5.1)):
con =130, con, =0.065

pocateEni teplota uzi:
T, =[21.0,21.0,21.0, 21.0, 21.0, 21.0] [°C]

teplota okoli (vzduchu):
T, = 21[°C]
casovy krok:
At =60[s]
celkova délka&asoveho intervalu:
30 [h]
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Vypoéitané teploty uzk

(v zavislosti natase, uvedeny teploty uizpro vybran&asy)

¢as [h] teplota uzh sit [°C]
1. uzel 2. uzel 3. uzel 4. uzel 5. uze 6.uzqg
0.67 29.81 45.62 30.99 43.70 37.22 26.88
1.33 37.72 50.77 44.34 48.80 42.50 32.3%
2.00 44.42 54.79 48.51 52.79 46.65 36.61
2.67 49.82 57.97 51.79 55.94 49.90 39.96¢
3.33 54.03 60.48 54.38 58.42 52.47 42.6(
4.00 57.28 62.46 56.42 60.39 54.49 44.68
4.67 59.77 64.03 58.03 61.94 56.09 46.31
5.33 61.68 65.25 59.30 63.16 57.34 47 .6(
6.00 63.14 66.22 60.29 64.11 58.32 48.6(
6.67 64.26 66.97 61.06 64.86 59.09 49.3%
7.33 65.12 67.55 61.66 65.44 59.68 49.99
8.00 65.79 68.01 62.13 65.89 60.15 50.47
8.67 66.30 68.36 62.49 66.24 60.51 50.84
9.33 66.70 68.64 62.77 66.52 60.79 51.12
10.00 67.01 68.85 62.99 66.73 61.00 51.34
10.67 67.24 69.02 63.16 66.89 61.17 51.52
11.33 67.43 69.15 63.29 67.02 61.30 51.6%
12.00 67.57 69.24 63.39 67.12 61.40 51.7%
12.67 67.68 69.32 63.47 67.19 61.48 51.83
13.33 67.76 69.30 63.53 67.25 61.54 51.89
14.00 67.83 69.43 63.58 67.30 61.59 51.94
14.67 67.88 69.46 63.62 67.33 61.62 51.98
15.33 67.92 69.49 63.65 67.36 61.65 52.01
16.00 67.95 69.51 63.67 67.38 61.67 52.03
16.67 67.97 69.53 63.68 67.40 61.69 52.0%
17.33 67.99 69.54 63.70 67.41 61.70 52.0¢
18.00 68.00 69.55 63.71 67.42 61.71 52.07
18.67 68.01 69.56 63.72 67.43 61.72 52.08
19.33 68.02 69.56 63.72 67.43 61.73 52.08
20.00 68.03 69.57 63.73 67.44 61.73 52.09
20.67 68.03 69.57 63.73 67.44 61.73 52.09
21.33 68.04 69.58 63.73 67.44 61.74 52.09
22.00 68.04 69.58 63.73 67.45 61.74 52.10
22.67 68.04 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
23.33 68.04 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
24.00 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
24.67 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
25.33 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
26.00 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
26.67 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
27.33 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
28.00 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
28.67 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
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29.33 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
30.00 68.05 69.58 63.74 67.45 61.74 52.10
Z tabulky vypd@itanych teplot uZl je zZejmeé, Ze nejvysSSich teplot nabyvaji 1. uzel

(magneticky obvod) a 2. uzel

hodindch konstantniho zatizeni

(hlinik vinuti 23 k\§owasrt je vidt, Ze giblizn¢ po 20

transforméatoru ddch& ustidlenému stavu

teplot

v jednotlivych uzlech. Na obrazku 23 je znazorgraf pib¢hu teplot vybranych uil
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Obrazek 23 — Graf pb¢hu teplot vybranych uilpii konstantnim z&?ovani

5. 1. 2. Pripad cyklicky prom énného zatizeni transformatoru

Jsou zadany vstupni parametry jednoduché nahrageing si, popsané v odstavcich

3.3.a 5.1, se Sesti uzli proménném zatiZzeni nabyvajici nasledujicich hodnot.

cyklus zatizeni:

délka typ vektor ztratP,v uzlech (i 0 [°C] )
é¢asového| chlazeni| [W]
mttar]\]/alu 1.uzel | 2. uzel 3. uzel 4.uzdl 5.uzel 6. ugel
8.0 ONAN | 37400.Q 34790.0f 42140.0 0.0 0.0 4900.0
3.0 ONAF | 37400.0 71000.0, 86000.0 0.0 0.0| 10000.0
3.0 ONAN | 37400.Q 45440.0f 55040.0 0.0 0.0/ 6400.0
2.0 ONAF | 37400.0 131322.00 159066.0 0.0 0.0| 10496.0
3.5 ONAF | 37400.0 51297.0f 62135.0 0.0 0.0 7225.0
4.5 ONAN | 37400.Q 34790.0 42940.0 0.0 0.0| 4900.0
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vektor tepelnych kapacit ukl
C= [103820001364000 2203000133000 625000 5312000(]) [Ws/K]

sowinitelé teplotni zavislosti v uzlech:
B, =00, B, =0.003 B, =0.00264 5, = 00, 5, = 00, 5, = 0.0 [1/K]

teplosnénné plochy:

dvojice uzb | plocha [n]
1 6 35.7

2 4 80.5

3 5 172.4
4 6 80.5

5 6 172.4
6 vzduch 467.3

konstantni satinitelé g‘estupu tepla:

dvojice uzh i, k a [W/m°K]
2 4 500.0
3 5 292.0

promgnné sodinitelé prestupu tepla — parametry (ve vztahu (3.61)):

dvojice uzfi i, k C, C, C, C,
1 6 0.007, 051 35.0 0.3
4 6 0.007, 0.51| 35.0 0.3
5 6 0.007, 051 35.0 0.3

souinitel prestupu tepla olej-vzducld) — parametry (ve vztahu (5.1)):

chlazeni typu ONAFcon =13.0, con, = 0.065

chlazeni typu ONANcon = 34, con, =0.300
pocateini teplota uai:
T, =[10.0,10.0,10.0,10.0,10.0,10.0] [°C]

teplota okoli (vzduchu):
T, = 10[°C]
casovy krok:
At =60[s]
celkova délka&asoveho intervalu:
48 [h]
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Vypoéitané teploty uzk

(v zavislosti natase, uvedeny teploty uizpro vybran&asy)

¢as [h] teplota uzh sit [°C]
1. uzel 2. uzel 3. uzel 4. uzel 5. uze 6.uzqg
0.67 17.95 24.17 20.16 23.29 19.35 12.9(
1.33 24.52 27.47 23.57 26.60 22.74 16.49
2.00 27.08 30.50 26.73 29.60 25.09 19.73
2.67 34.26 33.30 29.60 32.46 20.75 22.6%
3.33 37.87 35.06 32.14 34.93 31.27 25.23
4.00 40.07 38.02 34.35 37.02 33.48 27.47
4.67 43.36 39.89 36.26 38.95 35.37 27 .4(
5.33 45.45 41.40 37.88 40.53 36.99 31.04
6.00 47.19 42.84 39.26 41.08 38.76 32.43
6.67 48.66 43.90 40.47 43.02 39.52 33.6(
7.33 49.88 44,94 41.41 47.97 40.50 34.59
8.00 50.90 45,75 42.23 44,70 41.31 35.41
8.67 51.72 54.71 48.44 52.67 46.53 36.22
9.33 52.59 55.61 49.37 53.56 47.45 37.1¢
10.00 53.38 56.27 50.06 54.22 48.13 37.0¢
10.67 54.05 56.78 50.57 54.72 48.65 38.32
11.33 54.71 52.20 47.08 50.90 46.66 39.51
12.00 55.56 53.03 48.77 51.74 47 .55 40.4%
12.67 56.35 53.77 49,52 52.47 48.30 41.21
13.33 57.06 54.37 50.13 53.07 48.91 41.88
14.00 57.66 54.86 50.64 53.55 49.40 42.38
14.67 59.11 76.30 66.24 72.35 62.61 46.89
15.33 61.87 79.90 70.01 75.90 66.33 50.79
16.00 64.77 82.52 72.76 78.48 69.04 53.64
16.67 65.44 62.59 58.08 61.00 56.56 48.50
17.33 63.59 58.68 54.09 57.14 52.62 44 .56
18.00 61.22 55.96 51.31 54.44 47.86 41.78
18.67 59.03 53.98 49.28 52.47 47.85 39.74
19.33 57.19 52.49 47.76 51.00 46.34 38.21
20.00 56.02 48.74 45.27 47.75 44.34 38.40
20.67 55.61 49.01 45.55 48.03 44.62 38.7¢
21.33 55.49 49.19 45,73 48.20 44.80 38.94
22.00 55.49 49.31 45.06 48.32 44 .92 39.06
22.67 55.54 49.40 45.95 48.41 43.01 39.1%
23.33 55.60 49.47 46.02 48.49 45.08 39.2%
24.00 55.65 49.53 46.07 48.53 45.14 39.27
24.67 55.70 49,57 46.12 48.58 45.13 39.3%
25.33 55.75 49.61 46.16 48.61 45.22 39.3¢
26.00 55.78 49.64 46.19 48.64 45.25 39.39
26.67 55.81 49.66 46.21 48.67 45.27 39.41
27.33 55.84 49.68 46.23 48.69 45.29 39.43
28.00 55.86 49.70 46.25 48.71 45.31 39.4%
28.67 55.88 49.71 46.26 48.72 45.33 39.4¢
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29.33 55.89 49.72 46.20 48.73 45.34 39.48
30.00 55.91 49.73 46.29 48.74 45.35 39.49
30.67 55.92 49.74 46.29 48.75 45.36 39.49
31.33 55.92 49.75 46.30 48.76 45.36 39.50
32.00 55.93 49.75 46.31 48.76 45.37 39.51
32.67 55.02 57.68 51.51 55.62 49.57 39.5%
33.33 55.87 57.09 51.73 55.02 49.79 39.5¢
34.00 55.97 58.04 51.88 55.97 49.94 39.71
34.67 56.07 58.14 51.98 56.07 50.04 39.8%
35.33 56.30 53.32 49.03 52.01 47.80 40.67
36.00 56.83 53.98 49.73 52.68 48.51 41.43
36.67 57.39 54.56 50.32 53.25 49.10 42.02
37.33 57.91 55.02 50.80 53.72 49.57 4250
38.00 58.36 55.40 51.19 54.09 49.95 42.09
38.67 59.68 76.69 66.65 72.74 63.01 47.3%
39.33 62.33 80.20 70.33 76.20 66.64 51.138
40.00 65.14 82.76 73.01 78.72 69.28 53.90
40.67 65.72 62.78 58.27 61.20 56.76 48.70
41.33 63.80 58.83 54.24 57.29 52.77 44.71
42.00 61.38 56.08 51.42 54.56 49.98 41.90
42.67 59.15 54.07 49.37 52.56 47.94 39.03
43.33 57.28 52.56 47.82 51.07 46.41 38.28
44.00 56.10 48.79 45.32 47.81 44.39 38.54
44.67 55.67 49.06 45.60 48.07 44.67 38.81
45.33 55.54 49.23 45.77 48.24 44.84 38.98
46.00 55.54 49.35 45.89 48.36 44.95 39.09
46.67 55.57 49.43 45.98 48.44 45.04 39.10
47.33 55.63 49.49 46.04 48.50 45.10 39.24
48.00 55.68 49.54 46.09 48.55 45.15 39.2¢

Jedna perioda dynamického &aivani trva 24 hodin, vyget byl proveden pro dvperiody.

Z uvedené tabulky teplot uzlryplyva, Ze nejvysSich teplot viéhu periody nabyva 2. uzel

(hlinik vinuti 23 kV) a nasled. uzel (izolace vinuti 23 kV) a 3. uzel (hlini&tZen&4sti

vinuti 110 kV).

periody.

Na obrazku 24 je znazénrgraf teplot vybranych uilprvni zatZovaci
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Obrazek 24 — Graf pbéhu teplot vybranych uilpii prvni zatZovaci period

5. 2. Podrobna nahradni tepelna si t’

V pripadt jednoduché tepelné &ijsme gedpokladali , Ze chladici okruh transformatoru je
reprezentovan pouze jednim uzlem (v uvedenytiklgoech odstavce 5. 1. se jednalo
0 uzel¢. 6). U podrobné tepelné &ie vhodné firadit chladicimu okruhu hydraulickou sit
tvorenou rtkolika uzly. V tom gipact pak matice A" ve vztahu (3.67) m&st symetrickou
a ¢ast nesymetrickou. Ozéyme indexemnsym posledni uzel nahradni &itktery nepaf
do hydraulické s& Pak pro prvky matice A plati (A(”)ik = (A“))ki, pokud
min(i, k) < nsym Sestaveni rovnic ifslusnych uzZlm hydraulické sé& (tj. urceni prvki

nesymetrick&asti matice AY) je obtizwjSi a specifické pro konkrétni tepelnoti. ilzly
hydraulické st neobsahuiji tepelné kapacity. Rovnice popisujiciréylickou st (viz (3.63))
jsou tedy algebraickeé jiz svoji fyzikalni podstatoikoliv az po diferetnim prepisucasove
derivace.

UvaZujme zpesrénou podrobiyjsi st transformatoru SKODA 40 MVA — 8ERH, ktery
jsme uvadli na zaétku kapitoly 5. Schématicky je tato nahradni tee$t zndzorgna
na obrazku 25. 8ima celkem 26 u#| pritom uzly 1 az 21 tvi tepelnoutast si¢ (tj. nsym=

21), uzly 22 az 26 twd hydraulickouc¢ast si¢. Zatimco v jednoduché siti uvaee v odstavci
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5. 1. byl napiklad magneticky obvod ( jehoZ teplota odpovidédti teplot celého obvodu)
reprezentovan jednim uzlem (uzél 1), u podrob§si si€ je magneticky obvod
reprezentovan uzly 1 az 6. Uzly 1 a 2 odpovidajirka a povrchu dolni spojky, uzly 3 a 4
vnitiku a povrchu sloupka uzel 5 a 6 vniku a povrchu horni spojky. Tepelna kapacita
magnetického obvodu je sotetna do vnitnich uzti 1, 3 a 5; povrchové uzly 2, 4 a 6 maji
nulovou tepelnou kapacitu. Zavedeni tmith a povrchovych uil bylo provedeno
Z nasledujicichivodi. Tepelné vodivosti mezi viitimi uzly respektuji podélné vedeni tepla
v magnetickém obvodu. Znalost teploty v povrchovyehlech lze vyuzit ke stanoveni
teplotrg zavislych tepelnych vodivosti vyjagicich gestup tepla do oleje.

Obdobré dalSi komponenty transformatoru jsou reprezentpwékolika uzly nahradni
sit. Na obrazku 25 je uveden zakladni popis jednatlivyzii, podrobny popis sita jejich

uzli Ize nalézt v [Preiningerova, Mlynek, 1989].

V dané siti jsou uvazovany 4 typy tepelnych vodiios
» konstantni vodivosti (charakterizujici vedeni tegpéynou hmotou),

» teplotrg zavislé vodivosti (charakterizujigstup tepla z povrchu aktivni¢hsti
do oleje), na obrazku 23 jsou zeay a ,
« teplotrs zavisla vodivosta,,,, charakterizujici ¥estup tepla z oleje&tou radiatoru

do vzduchu,

« vodivost proudiciho chladiva, , ktera je zavisla na typu chlazeni (ONAF, ONAN),

teplotre ji vS8ak povaZzujeme za nezavislou.

Pro hydraulickoucast konkrétni uvazované &ibyly v soustay (3.67) uvazovany
nasledujici rovnice odpovidajici postépoziim 22, 23 24, 25 a 26. VSechny veily
v rovnicich v nasledujicim vztahu (5.2) fiato stejnéh@asového intervaly a nely by byt

oznaeny . Pro zjednodu$eni toto ozfemi ve vztahu (5.2) vynechame.
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Obrazek 25 - Podrobna nahradni tepeltia si
(5.2) uzel 22
aQT22 - (aQ —ay, )T21 = I321 + Ay Tv )
uzel 23

(aQ Ty TAg T a14,23)T23 ~ 8523 T,
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uzel 24
(aQ Ty Tt a16,24)T24 - (aQ T a3 " 8g3 a14,23)T23 ~ Ay Tz -

—dgys Ts Ty T14 ~ Q04 TlO Ty T16 YT T4 =0,

uzel 25
(aQ T Qg5 T A5 Qg5+ a20,25)1-25 - (aQ T80 T 00s T a16,24)T24 -

~ 8¢5 T6 ~ 05 T12 ~ g5 T18 ~ 05 Tzo ~ Ay T4 ~ Q024 T10 T T16 =0 ,

uzel 26
ag T26 - (aQ ~Qgos " Aypo5 T Aygos T azo,zs)T25 ~ Qg T6 — Q55 T12 -

— Qg5 15 ~8yp05 120 = 0.

Podrobné zilvodreni sestaveni uvedenych rovnic je uvedeno v [Prgerova, Mlynek,
1989].

Ve zbyvajici ¢asti odstavce 5. 2. je uvedetiikbad cyklicky prongnného zatzovani

pii uZiti popsané nahradni podrobné tepelnétensformatoru.

5. 2. 1. Pripad cyklicky prom énného zatizeni transformatoru

Jsou zadany vstupni parametry podrobné nahradeintepi¢, popsané v odstavcich 3. 3.
a 5. 2., s 26 uzlyipproménném zatiZzeni nabyvajici nasledujicich hodnot.

cyklus zatizent:

por. ¢islo 1 2 3 4 5
zatiZzeni
typ chlazeni| ONAN| ONAF ONAF ONAF| ONAN
a, [WIK] 30000.0] 27428.0f 33400.0] 24900.0] 30000.0
délkacas. 10.0 3.0 2.0 5.0 4.0
intervalu [h]
¢islo uzlu vektor ztratP,v uzlech (i 0 °C ) [W]
1 10460.0 10460.0 10460.0| 10460.0] 19500.0
2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
3 19078.00 19078.0 19078.0| 19078.0] 19078.0
4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
5 10460.00 10460.0 10460.0| 10460.0; 10460.0
6 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
7 907.0] 1295.0 1761.0/ 1165.0 907.0
8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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9 46361.0 66230.0f 90073.0| 59607.0| 46361.0
10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
11 907.0f 1295.0 1761.0f 1165.0 907.0
12 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
13 623.0 890.0 1210.0 801.0 623.0
14 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
15 60200.0 86000.0] 116960.0, 77400.0] 60200.0
16 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
17 623.0 890.0 1210.0 801.0 623.0
18 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
19 863.0f 1195.0 1625.0f 1075.0 836.0
20 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
21 6650.00 9500.0f 12920.0f 8550.0f 6650.0
22 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
23 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
24 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
25 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
26 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
vektor tepelnych kapacit uzlC [Ws/K] :
¢is. uzlu tep. ¢is. uzlu | tep. kapacita ¢is. uzlu | tep. kapacita
kapacita
1 2715165.( 10 111393.0 19 17049.0
2 0.0 11 17049.0 20 1662.0
3 4951670.0 12 9972.0 21 53120000.(
4 0.0 13 26002.0 22 0.0
5 2715165.( 14 4435.0 23 0.0
6 0.0 15 2157791.( 24 0.0
7 17049.0 16 616125.( 25 0.0
8 9972.0 17 22602.0 26 0.0
9 1312848.( 18 4435.0
soinitelé teplotni zavislosti v uzlecl;j [1/K]:
¢is. uzlu B ¢is. uzlu B ¢is. uzlu B
1 0.0 10 0.0 19 0.00131
2 0.0 11 0.00119 20 0.0
3 0.0 12 0.0 21 0.0
4 0.0 13 0.002 22 0.0
5 0.0 14 0.0 23 0.0
6 0.0 15 0.00265| 24 0.0
7 0.00119 16 0.0 25 0.0
8 0.0 17 0.002 26 0.0
9 0.00308 18 0.0
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teplosngénné plochy [M:

dvojice uzh plocha dvojice uzh plocha
i k Sk I k Sk

1 2 10.50Q0 11 12 1.320
1 3 0.705 12 25 1.685
2 23 10.50q 13 14 1.69(¢
3 4 18.0000 14 23 1.69(¢
3 5 0.705 15 16 169.02(
4 24 18.00q 16 24 169.02(
5 6 10.50Q0 17 18 1.690
6 25 10.500 18 25 1.69(¢
7 8 1.3200 19 20 1.000
8 23 1.684 20 25 1.000
9 10 75.50q0 21 | vzduch| 467.300
10 24 75.50(

konstantni satinitelé prestupu tepla :

dvojice uzh Qlik dvojice uzh Qiik

i k | [W/mK] i k [W/m?K]

1 2 130.7 9 10 500.0
1 3 28.6] 11 12 500.¢
3 4 130.7] 13 14 267.9
3 5 28.6] 15 16 267.9
5 6 130.7] 17 18 267.9
7 8 500.00 19 20 500.0

promgnné sodinitelé prestupu tepla — parametry (ve vztahu (3.61)):

dvojice uzhi | dvojice uzh
[ K [ K

2 3 12 25

4 24 14 23

6 25 16 24

8 23 18 25

10 24 20 25

pro vSechny uvedené dvojice platj= 0,007;c,= 0,51;c,= 27,0;c,= 0,3;
pocatesni hodnota koeficiefit15.0 [W/nfK]

souinitel prestupu tepla olej-vzducl) — parametry (ve vztahu (5.1)):

chlazeni typu ONAFcon =115, con, = 0.065
chlazeni typu ONANcon = 22, con, =0.300
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pocateini teplota uzi (vektorT):
20 [°C]
teplota okoli (vzduchu):
T, = 20 [°C]
casovy krok:
At =300[s]
celkova délka&asoveho intervalu:
24 [h]

Vypoéitané teploty uzk

V nasleduijici tabulce jsou uvedeny teploty poué 8z3 (sloupek mag. obvodu), 9 (civky
23 kV) a 21 (olej, nadoba, radiatory) pro vybr&agdy z celkového @tu 26 uzti ndhradni

tepelné sit transformatoru.

cas teplota uzh sit [°C] cas teplota uzh sit [°C]

[h] 3. uzel 9.uzel| 21.uzdl [h] 3. uzel 9.uzel| 21.uzd
1.0 34.11 50.56 31.70 13.0 86.438 77.97 57.65
2.0 47.70 60.20 42.50 14.0 86.66 88.63 61.94
3.0 59.63 67.34 50.48 15.C 87.8Y 90.33 64.10
4.0 69.33 72.71 56.44 16.0 86.53 76.28 58.49
5.0 76.85 76.76 60.93 17.Q 84.48 74.09 55.%5
6.0 82.54 79.81 64.30 18.0 82.70 73.01 54.16
7.0 86.73 82.09 66.83 19.C 81.46 72.42 53.42
8.0 89.92 83.80 68.72 20.C 80.60 72.08 53.00
9.0 92.22 85.06 70.12 21.C 82.71 76.32 60.25
10.0 93.91 86.00 71.15 22.( 85.79 80.09 64.p4
11.0 91.61 82.06 62.85 23.( 88.72 82.35 67.81
12.0 88.77 79.34 59.35 24.( 91.1b 84.23 69.19

V dané tabulce jsou uvedeny teploty vybranychiuzpribéhu 24 hodin, coz je&asova
perioda zatZovaciho cyklu. Na obrazku 26 je uveden graf teghotych uzi sit v pribéhu
zakZovaci periody.
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100 ,

teplota [*C]

t[h]

Obrazek 26 — Graf pb¢hu teplot vybranych uilpii prvni zatZovaci period
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6. Zaveér

Matematické modely sdileni tepla v elektrickyctogth zaujimaji v sotasné technickée
praxi nezastupitelné misto. Zejméndi gharakteru kusové nebo malosériové vyroby
elektrickych stra} (nagiklad vyroba jednotlivych transforméaftorsphiujicich specifické
pozadavky pro tepelné, jaderné &trmé elektrarny) totiz nelze vzhledem Kk figaim
nakladim postavit prototyp a na zakkaghostupného zlepSovani jeho tepelnych parametr
zajistit vyrobu, jak tomu iiize byt u sério¥ vyrakeénych strofi mensich vykoa.

V souwlasné dob se klade draz na zvySovani vyuZziti navrhovanych siropa jejich
provozni spolehlivost a Zivotnostiibe bylo mozné navrhovat stroje po tepelné a vegimil
strance s &sSimi tepelnymi rezervami. Vzhledem k gasnému trendu je provedeni navrhu
stroje po tepelné strance ob®@El. ZmenSovani hmotnosti, zvySovani provozni dpolesti
a dalSi parametry elektrickych stiodo zn&né miry zavisi na vysledcich dosazenych
ve vyzkumu chlazeni a ventilace elektrickych siroj

Pti navrhu matematického modelu musi byt zachovanzbyied rovnovaha mezi
slozitosti matematického modelu a arovni znalasinptlivych fyzikalnich parameiy které
jsou sowdasti vstupnich datipvypoétu. Urover znalosti uvedenych parameta konstant
v souwtasnosti zasadnim #épobem ovliviuje presnost tepelnych vypti. Celému procesu
navrhu elektrického strojef@dchazi elektromagneticky navrh s dimenzovadasti stroje a
vypoétem jejich tepelného zatiZzeni a alesgevrubny navrh chladiciho systému.

Metoda konénych prviki se stala diky své matematické obecnosti univeirzdktodou
feSeni fyzikalnich dloh nevyjimaje oblasti tepelnygpocta elektrickych straj. Tato metoda
je jednim z progresivnich nastiidieSeni tepelnych problé&npii navrzich elektrickych strj
Umoziuje ziskat podrobné informace o otepleni, o vetik@s sneru tepelnych tok
v jednotlivychéastech stroje.

Metoda konénych prvki a metoda tepelnych bilanci se upilge zejména # ustélenych
tepelnych djich v elektrickych strojich. # dynamickych djich je vSak vypoéet podrobnych
tepelnych dja ve stroji obtizijSi a proto jsoucasto ulohy tohoto typueSeny pomoci
nahradni tepelné it Tato metoda je analogii elektrickych obvpdeji nevyhodou je
skute&nost, Ze umaluje vypcaitat pouze gedni otepleni ¢asti stroje, které jsou
reprezentovany jednotlivymi uzly 8itZpiesréni tepelnych vypéta pii uziti metody nahradni

tepelné sit zavisi gedevsim na spolehlivostidavani tepelnych vodivosti a ztrat.
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Zawrem poznamenejme, Ze u vSech konstnith feSeni elektrickych strdj dochazi
postupentasu k degradaci izolace vinuti. Tato skatest ma za nasledektgi tepelny odpor.
Soutasre se elektrické stroje postuprzanaseji ngstotami nasatymi n&snostmi ve stroji
(napiklad kolem fHiidele). Proto je Zadouci kontrolovat tepelny stawje (nagiklad pomoci
termiston) i pti menSich vykonech, nez které jsotippistné na zakladpiislusnych norem.
Souasre by tepelné vypéty mély byt provedeny kvalité, neb@ meieni teploty gkterych

casti stroj maze byt i jeho provozu znéné obtizné.
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