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PREDMLUVA

Vazeni kolegové,

mate pied sebou sbirku geometrickych tloh a to v komplexni podobé feseni. V prabehu
studia na stiedni Skole jsou studenti nejprve seznameni s konstrukénim fesenim tloh, pozdg&ji
pak s analytickym, pfipadné pocetnim. Komplexni podobou je tedy mysleno feseni uloh
dvéma, resp. vSemi tfemi uvedenymi pfistupy najednou.

Tato sbirka nabizi 13 tuloh, z toho ¢tyfi na tecnu kruznice, Ctyfi na prusecik ptimek
a rovin a poslednich pét na odchylky pfimek a rovin. Prvnich osm uloh (Glohy na te¢nu
kruznice a prisecik pfimek a rovin) jsou feSeny konstrukéné a analyticky, u nasledujicich péti
uloh na odchylky pfimek a rovin je navic feSeni pocetni. Jednd se o sbirku tloh, proto
nebudeme k tloham uvadét zadnou teorii.

Konstrukéni a pocetni feseni tloh bylo zkonstruovano v programu Cabri.



ZADANI ULOH

Ulohy

10.

Najdéte te¢nu ke kruznici k (S; r) v bodé T. S[0;0], r = 5cm, T[3;4]. Reste konstrukéné
a analyticky.

Najdéte te¢nu ke kruznici K (S; r) vjejim praseéiku s piimkou p. S[0;0], r = 6cm,

p: x = 3. Reste konstrukéné a analyticky.

Urcete rovnici kruznice, jestlize je dan bod A, T a te¢na t. A[0;4], T[1;1], A, T €k,
Tet, Aét,tje te¢na ke kruznici k, t: 2x —y — 1 = 0. Reste konstrukéné a analyticky.

Jsou dany dvé tecny ty, t ke kruznici k (S; r) s body dotyku Ty a T,. Naleznéte rovnici
kruznici k. T1[-2;2], To[-1;5], t: X -2y + 6 =0, t: 2x +y -3 =0. Reste konstrukénd
a analyticky.

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete prusecik roviny BDF s ptimkou AC. A[0;0;0],

a = 3cm. Reste konstrukéné a analyticky.

Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete prusec¢ik ptfimek AG a S31S;. S; je stied dolni
podstavy krychle, S, je stied horni podstavy krychle, A[2;1;1], a = 4cm. Reste

konstrukéné a analyticky.

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete prusecik pfimky p s krychli. A[0;0;0], a = 4cm,

p=PQ,PeCG,|CP|=1,5|CG|, Q € AC, A = Sco. Reste konstrukéné a analyticky.

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete prisecik piimky p s krychli. A[1;2;-1], a = 3cm,
4 4 N

p = PQ, P € AE, |AP| = 3 |AE|, Q € CG, |GQ]| = 3 |CG|. Reste konstrukéné

a analyticky.

Uréete odchylku piimek AB a BC, jestlize A[0;0;0], B[2;2;0], C[0;0:4]. Reste

konstrukéné, analyticky a pocetné.

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcéete odchylku ptfimky AS a ES. A[0;0;0], a = 4cm,

S je stied dolni podstavy krychle. Reste konstrukéné, analyticky a poéetné.



11. Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku pfimky BS a FS. A[0;0;0], a = S5cm,
S je stfed dolni podstavy krychle. Reste konstrukéng, analyticky a poéetné.

12. Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku piimek p a q. A[0;0;0], a = S5cm,
p=BD, q=AH.

13. Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku roviny ABC a BDE. A[0;0;0],

a = 4cm. Reste konstrukéng, analyticky a poéetné.



RESENI ULOH

1 Tecna kruznice

Uloha 1

Najdéte te¢nu ke kruznici k (S; r) vbodé T. S[0;0], r = 5cm, T[3:4]. Reste konstrukénd
a analyticky.

Konstrukcni resent

Konstrukce Postup konstrukce

1. S, k(S;5cm), Tek
2. p;p=ST

3. ttlp, Tet

zZaver:

Uloha ma 1 feSeni.

Analytické reseni

1. svyuzitim vzorce pro te¢nu ke kruznici
t: (o~ M)(X - M) + (yo- )(y - n) = r2, S[m;n], T[xo;yo]
t: (3—0)(x — 0) + (4 — 0)(y — 0) = 5
3X+4y =25
t:3x+4y-25=0



2. s vyuZzitim kolmosti
t:ax+by+c=0;a, b, ceR; (a;b) #(0;0); n=(a;b), T[x;y]
ST=n=T-S=(3;4)
t:3x+4y+c=0
Tet: 33+44+c=0
c=-25
t:3x+4y-25=0

Uloha ma jedno feSeni — te¢nu t: 3x + 4y — 25 = 0.
Uloha 2
Najdéte te¢nu ke kruznici Kk (S; r) vjejim priseciku s piimkou p. S[0;0], r = 6cm,

p: x = 3. Reste konstrukéné a analyticky.

Konstrukcni reseni

Konstrukce Postup konstrukce

1. S, k(S;6cm),
p; v (S,p) =3cm

2. Ty; Ti=pNk
3. Ty To=pNk
4. ny;np=STy
5. ny; ny=ST,
6. ti;t1lng, Tiety
7. tytolng Trety
Zaver:
Uloha ma 2 fe$eni.




Analyticke reseni

a) Nejprve nalezneme te¢né body T; a T jako prunik kruznice k S pfimkou p. Pro rovnici
kruznice plati: x> + y? = 36, pro pfimku p: x = 3. Abychom nasli prise¢iky, musime

vyfesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych — vyuZzijeme dosazeni x = 3 do rovnice

kruznice:
X=3
2 -
X +y =36
P +y* =36
y?=36-9

V=27 => vy = 3\/§,y2:-3\/§

o zname x-ovou soufadnici bodu T, x = 3, a tak jsou soufadnice bodl Ty, Ty:

=>T1[3;3V3], T2[3;-33]
b) Vypocitame obecnou rovnici te¢ny ke kruznici.

1. s vyuzitim vzorce pro te¢nu ke kruznici
t;: 3x + 3\/§y:36 t2:3x-3\/§y:36
t:3x +34/3y-36=0 ty: 3x-34/3y-36=0

2. s vyuzitim kolmosti

STi=n; =Ti—S=(3;3V3) ST,=n, =T,—S=(3-33)
t1:3x+3\/§y+c:0 t2:3x-3\/§y+c:0
Tiet;: 33+ 3v3.3/3+¢=0 Toet:33-3V3.(-3v3)+¢c=0
c=-36 c=-36
t1:3x+34/3y-36=0 t,: 3x-3/3y-36=0

Uloha ma dvé feSeni — teény t1, t, a body dotyku T; a To. ti: 3x + 3\/§y - 36 =0,
tr: 3x - 3v/3y 36, T1[3;3v/3], T1[3;-3V3 ].



Uloha 3
Urcete rovnici kruznice, jestlize je dan bod A, T a teCna t. A[0;4], T[1;1], A, T € K,

Tet, Agt, tje tedna ke kruznici k, t: 2x —y — 1 = 0. Reste konstrukéné a analyticky.

Konstrukcéni reseni

Konstrukce _ Postup konstrukce
1. AT, tTet, Aét

2. 0;0-osausecky AT
3. n;nLlt,Ten

4. S;S=nNo

5. ki Kk (S, [SA|)

Zaver:

Uloha ma 1 feSeni.

Analytické reSeni

a) Budeme hledat soufadnice stiedu S. Ze zadani je ziejmé, ze |[SA| = |ST| = r. Oznacme

N = (2;-1) normalovym vektorem tecny t.
nN=T-S= (21-1)1 S[SlisZ]! T[lll]
(1-s131-32) =(2;-1)
1-5,=2 1-5,=-1
s1=-1 s;=2 =>§[-1;2]

b) Spravnost vysledku si mizeme ovéfit. Vime, ze |[SA| = |ST| =r.

ISA| =,/(0+1)% +(4—2)? =/5

IST| = \/(1+1)2 +(1-2)° = J5 => rovnost PLATI, r = NG
¢) Vyjadiime rovnici kruznice k: (x + 1)*+ (y - 2)*= 5.

Uloha mé jedno feSeni — kruznici k: (x + 1)°+ (y - 2)°=5.

9



Uloha 4

Jsou dany dvé tecny t;, t, ke kruznici k (S; r) sbody dotyku T; a T,. Naleznéte rovnici
kruznici k. T1[-2;2], To[-1;5], t: X — 2y + 6 = 0, t,: 2x + y — 3 = 0. Reste konstrukéné
a analyticky.

Konstrukcéni reseni

Konstrukce Postup konstrukce
Ty, To, ty, tp; Trety, Toety

1

2. 0; 0-o0sauhlu tecen
3. Si; Sp-stied T T,
4. t;1(Sy, |S1T1))
5
6

. S:S=1No
K; K (S, IST4|)
zZaver:

Uloha ma 1 feSeni.

Analytickeé reseni

a) Ze zadani je ziejmé, ze |[STy| = |ST,| = r. Oznacme n; = (1; -2) normalovym vektorem
tecny tj.
Ny =T1-S=(1;-2), S[sy;s2], Ta[-2;2]
(-2-51;,2-57) = (1;-2)
2-81=1 2-%=-2
$5=-3 ;=4  =>§[-3;4]

b) Spravnost vysledku si mizeme ovéfit. Vime, ze |[STy| = |ST,| =T.

IST1|=/(-2+3)> +(2-4)? =/5

ISTo| = \/(—1+ 3)2+(5-4)2 =5  =>rovnost PLATI, r =+/5

¢) Vyjadiime rovnici kruznice k: (x + 3)? + (y - 4)? =5,

Uloha mé jedno feSeni — kruznici k: (X + 3)* + (y - 4)>=5
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2 Prusecik primek a rovin

Uloha 5

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcéete prusecik roviny BDF s ptimkou AC. A[0;0;0],

a = 3cm. Reste konstrukéné a analyticky.

Konstrukcéni reseni

Konstrukce Postup konstrukce
Z
y 1. krychle ABCDEFGH
2. p;p=AC
3. q;,9=BD, geBDF
- G
e 4. P;P=pNq
E F
\ V%
1\ IR .
‘;.F/ - -:;"’FF_F’ C
Z P : : : : 5 Zaver
A B

Uloha ma 1 feSeni.

Analyticke reseni

a) Rovina DBF a pfimka p maji jeden spole¢ny bod P, pfimka p je riznobézna s rovinou
DBF, spole¢ny bod je jejich prusecik.

b) Nejprve nalezneme piedpis ptimky p = AC a piimky q € BDF, q = BD, jejichz
prusecikem bude bod P. Mzeme si v§imnout, Ze pfimka p a q lezi v rovin€ podstavy
krychle, a proto pfi vypoctu budeme vyuzivat soufadnice bodi v roviné a nikoli
Vv prostoru.

¢) Soufadnice bodu A a délka strany a jsou zadany - A[0;0;0], resp. A[0;0], a = 3cm,
snadno tedy ur¢ime soufadnice zbyvajicich bodt B, C a D: B[3;0], C[3;3], D[0;3].

11



d) Urcime obecnou rovnici piimek p a q i jejich parametrické vyjadieni.

obecna rovnice primky p parametrické vyjadreni primky p
p:ax + by +c =0, (a;b) # (0;0), np= (a;b) p: X =A + tup, Afag;az], up= (U;ux) =C - A
Up=C-A=(3;3),np=(-3;3) X =a;+tu;
y=a+tu, teR
=>p: -3x+3y+c=0 p: x=0+3t
Aep:-3.0+3.0+c=0 y=0+3tteR
c=0
-3x+3y+0=0
p:x-y=0 p: x=3t
y =3t, teR
obecna rovnice piimky Q parametrické vyjadreni piimky Q
q: ax + by + ¢ =0, (a;b) # (0;0), ng= (a;b) g: X =B + tug, B[b1;bz], ug=(u3;uz) =D - B
Ug=D - B =(-3; 3), ng=(-3;-3) X =Dby+su;

V:b2_+SU2,S€R

=q -3x-3y+c=0

Beq:-33-3.0+c=0 g: Xx=3-3s
c=9 y=0+3s,seR
-3x-3y+9=0
g:x+y-3=0 g: Xx=3-3s
y=3s,5€¢R

Nalezli jsme piedpis piimek p a q v obecném tvaru i parametrickém vyjadreni. Prasecik
P pfimek p a q nalezneme jejich polozenim do rovnosti p = q. Ukazeme si nalezeni pruseciku

P z obecné rovnice 1 parametrického vyjadieni.

e) Nejprve najdeme prusecik ptimek z obecného tvaru rovnice:

P=a, P y=X0Qy=-x+3
X=-X+3

X
1
N | W

12



o Yy-ovou soufadnici nalezneme dosazenim x do pfedpisu jedné z piimek,

. y 3
zvolime napt. p: x—y=0 =>y= >
2 2

f) Nalezneme priseCik i z parametrického vyjadfeni piimek p a q (porovnanim

parametrickych vyjadfeni piimek p, q).

p=q,p:x=3t g:Xx=3-3s
y=3tteR y=3s,5€R
3t=3-3s
3t=3s,tcR,sec¢R =>t=s, dosadime do 1. rovnice
3s=3-3s
6s=3
s=2=>t=2
o dopocitame soufadnice priseciku P dosazenim do piimky p nebo q, zvolili
jsme si dosazeni do piimky q a ziskdme x = % VY= g => P{g,g}

Uloha ma jedno feSeni - prise¢ik piimek p a g je bod P [g ,g} .

13



Uloha 6

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete priisecik pfimek AG a S31S;. S; je stfed dolni podstavy
krychle, S, je stfed horni podstavy krychle, A[2;1;1], a = 4cm. Reste konstrukéné
a analyticky.

Konstrukcéni reseni

Konstrukce Postup konstrukce
1. krychle ABCDEFGH
2. p;p=AG
3. Si; Sqstied AC
s, 4. Sy; S, stied EG
. 5
6

prd

. 0,0=51S;
. P;P=pNq

zZaver:

Uloha ma 1 feSeni.

Analytické reseni

a) Ptimka p je urCena body A, G a piimka q body S;aS,. JelikoZ je délka strany a = 4cm,
snadno nalezneme soufadnice bodu G, S; a S;: G[6;5;5], S1[4;3;1], S2[4;3;5].
b) Vzhledem k tomu, Ze jsme jiz v prostoru, 1ze pfimky vyjadtit pouze parametricky:
p: X =A + tup, Alag;az;az], Up = (Us;uz;u3) = G — A =(4;4;4)
X=a+tu
y=a+ tu,

Z=azt+tus teR

p: x=2+4t
y=1+4t
z=1+4t, teR

14



g: X = Sy + SUq, S1[81;52;83], Ug = (U1;Uz;U3) = Sz - S1 = (0;0;4)
X =51+ SU;
Yy =S+ SUp
Z=53+5SU;3,S€eR

g:x=4
y=3
z=1+4s,seR

¢) K nalezeni priseciku pfimek p a q dame parametricka vyjadieni ptimek do rovnosti:
1
. 2+4t=4 =>t==
2
1 , :
Il. 1+4t=3 =t= > dosadime do rovnice III.

M. 1+4t=1+4s,teR,seR

1+4.%:1+4S

1
s= —
2

Nalezli jsme parametry s a t a nyni nalezneme soufadnice pruseciku a to bud’ dosazenim

parametru t do parametrického vyjadfeni piimky p anebo parametru s do parametrického

vyjadieni ptimky q.

d) Vybrali jsme si ptimku q:
g:x=4
y=3
z=1+4s,seR =>x=4,y=3,2=3 =>P[4,3,3]

Uloha ma jedno feSeni — priise¢ikem piimek p a q je bod P[4,3,3].

15



Uloha 7

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete prasecik ptimky p s krychli. A[0;0;0], a = 4cm, p = PQ,
P e CG, |CP|=1,5|CG|, Q € AC, A = Sco. Reste konstrukéné a analyticky.

Konstrukcni reseni

Konstrukce Postup konstrukce

4 p Y 1. krychle ABCDEFGH
| 2. P; |CP| = 1,5|CG|
Pe—-CG
Q; A=Scq, Qe —CA
p;p=PQ
ACG; p € ACG
X; X=pNAE
Y;Y = pNEG

N o g M w

Zaver

Uloha ma 2 feSeni.

Analytickeé reseni

a) Piimka p lezi vroviné ACG. Krychle ABCDEFGH, resp. rovina ACG, a piimka
p maji dva spolecné body X a Y.
b) Nejprve nalezneme parametrické vyjadieni ptimky p = PQ. Ze zadani zname A[0;0;0],
a = 4cm, proto snadno ur¢ime soufadnice bodi P a Q: P[4;4;6], Q[-4;-4;0]
p: X=P+tup, teR, uy=Q—P =(-8;-8;-6)
p:x=4-8t
y=4-8t
z=6-6t, teR

16



c) K nalezeni soufadnic bodl X a Y (pruseciki ptimky p s krychli ABCDEFGH) ur¢ime

parametricka vyjadreni ptimek g = AEa k = EG

soufadnice bodu X nalezneme jako

prusecik ptimky paq = AE

A[0;0;0], E[0;0;4], uq=E — A = (0;0;4)
g: X=A+suUq, seR

g:x=0
y=0
z=4s,5¢R
pP=q
l. 4-8t=0=>t=l
2

Il. 4-8t=0 =>t:%, dosadime do III.

Il. 6-6t=4s
6-6.l =4s
2

3=14s :>s:§

I
w

X: x=0,y:O,z:4.%

=> X[0;0;3]

soufadnice bodu Y nalezneme jako

prusecik ptimky pak = EG

E[0;0;4], G[4:4;4], ux=G — E = (4;4,0)
k: X=E+vu,VveR
k: x=4v
y =4v
z=4,veR

p=KkK
I.4-8t:4v:>tzléx

u.4-8t=4v=>t=1%1

.6-6t=4

Uloha ma dvé feseni — prisediky X a Y. X[0;0;3], Y [% : %; }
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Uloha 8

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete prise¢ik piimky p s krychli. A[1;2;-1], a = 3cm,

p=PQ, P c AE, |AP| = § JAE], Q € CG, [GQ| = 5 ICG|. Reste konstrukéné a analyticky.

Konstrukcni resent

Konstrukce Postup konstrukce
e

AN Y 1. krychle ABCDEFGH

4
2. P;|AP| = 5|AE|, P e —~AE

4
H - G 3. Q;|GQ[=3]CC|, Qe —CG

4. p;p=PQ

5. ACG; peACG
6

7

. X; X=pNEG
. Y; Y =pNAC

P Zaver

Uloha ma 2 feSeni.

Analytické reSeni

a) Ptimka p lezi v roviné ACG. Krychle ABCDEFGH, resp. rovina ACG, a pfimka p
maji dva spolecné body X a Y.

b) Stejné jako u piedchozi ulohy (Uloha 7) i zde nejprve nalezneme parametrické
vyjadfeni pfimky p = PQ. JelikoZ zname soutfadnice bodu A a délku strany a,
A[1;2;-1], a = 3cm, snadno ur¢ime soufadnice bodd P a Q: P[1;2;3], Q[4;5;-2].

p: X=P+tup, teR, up=Q—P=(3;3;-5)
p:x=1+3t

y=2+3t

z=3-5teR

18



€) Nalezneme soufadnice bodi X a Y, jak si ozna¢ime pruseéiky pfimky p s krychli

ABCDEFGH.
nalezneme soufadnice bodu X jako nalezneme soutadnice bodu Y jako
prusecik piimky paq = EG prasecik piimky pak = AC

E[1;2;2], G[4:5;2], ug = G —E = (3;3;0) A[1;2;-1],C[4;5;-1], uk=C - A =(3;3;0)

q:X=E+sugseR ki x=A+VvUg,VeR
g:Xx=1+3s kix=1+3v
y=2+3s y=2+3v
z=2,5€¢R z=-1,veR
P=q p=k
. 1+3t=1+4+3s=>t=s . 1+3t=1+3v=>t=v
Il 2+3t=2+3s=>t=s . 2+3t=2+3v=>t=v
M. 3-5t:2=>t:£,s:l . 3-5t=-1=>t= 4 v:ﬂ
5 5 5° 5
X:x:1+3.1,y:2+3.1,z:2 Y:x:1+3.£y:2+3.£,z:-1
5 5 5 5
_>x{§ 13, 2} _>Y{£ 22, _1}
55 5 5
Uloha mé dvé feseni — priseciky X a Y. X{g 153,2]Y[% %—}
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3 Odchylky primek a rovin

Uloha 9

Urcete odchylku ptimek AB a BC, jestlize A[0;0;0], B[2;2;0], C[0;0;4]. Reste konstrukeng,

analyticky a pocetné.

Konstrukcéni reseni

Nacrt

Konstrukce Postup konstrukce
1. Stverec A2B2, a =2cm
P 2. —p;—pLAB,Ae—p
o 3. C;|CA|=4cm,Ce—p
5 : B 4.  trojuhelnik ABC
5. «o;a=[]=ABC|
A 2

Zdver: Odchylka ptimek AB a BC je asi 55°.
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Analyticke reseni
a) Ptimku AB ozna¢me jako ptimku p, BC pak jako piimku q.

u,.u
b) Odchylku piimek p a q vypocitame podle vzorce CoOSa = “ pH q‘ , kde
u, fu

p q‘
Upje smerovy vektor piimky p, up= B — A =(2;2;0)
Ugje smerovy vektor piimky q, Uqg= B — C = (2;2;-4)

‘Up‘=\/u§l +UF2)2 Jru;3 =22 +22402 =/8=22

‘Uq‘ =\/u§1 +u§z +U§3 :\/22 +22 +(_4)2 zm =2\/6

8
coso= ————,
272216
3
cosa=—,
3
o = 54°44° Odchylka ptimek AB a BC je 54°44’.

Pocetni reseni
a) V pocetnim feseni této ulohy hledame pravouhly trojiihelnik, ktery svira hledany uhel
a. Hledany trojuhelnik je BAC spravym thlem pii vrcholu A. Délka strany
IAC| = 4cm, |AB| = 2+/2.
poznamka: |AB] je thlopfickou ¢tverce o délce strany 2 cm —> thlopficka ve Ctverci

m4 délku av/'2 , c0Z je v nasem piipad¢ tedy rovno 2 V2

b) Znacrtu trojuhelniku je ziejmé, jakou goniometrickou funkci pro vypocet uhlu
vyuzijeme — funkci tangens

C _|AC|

o = 54°44° Odchylka ptimek AB a BC je 54°44".
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Uloha 10

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku pifimky AS a ES. A[0;0;0], a = 4cm,
S je stfed dolni podstavy krychle. Reste konstrukéné, analyticky a poéetné.

Konstrukcni reseni

Ndcrt
z JY
q " ;
! F
i e
1 2///I.D__u _____________ C
Y s x
A 5 B .
Konstrukce Postup konstrukce
m 1. étverec A2S2, a=2cm
2. »>m; —»m 1L AS, Aec—m
3. E;|JAE| =4cm, E € »m
2 a S 4. trojuhelnik ASE
5. a; a = [<ZASE]|
A 2

Zavér: Odchylka piimek AS a ES je asi 55°.

Analyticke reseni

a) Primka p je dana body A a S, ptimka q body E a S. Je zdan bod A, A[0;0;0], snadno
dopocitame soutradnice bodd S a E, jelikoz zname délku strany a = 4cm: S[2;2;0],

E[0;0;4].

22



b) Ur¢ime smérové vektory pfimky p a q a nalezneme odchylku a podle vzorce:

el e L is A= (220) (= ES w2 S E= @2
,p=AS, Up=S—-A=(2;20),q=ES, ug=S—E=(22;-4)

COSa =

pq‘

s u
|Up-Ug| = [2.2 + 2.2 + 0.(-4)| = |8] = 8

‘up‘z\/u; +Up, Uy =322 4+22 402 =8 =22

- (T S —FTE S -2

8
cos o= ————,
24 2.2~/6

3
cos o= —,
3

o = 54°44° Odchylka ptimek AB a BC je 54°44".

Pocetni reseni
a) Kvypoctu vyuzZijeme pravouhly trojihelnik SAE, pravy uhel pii vrcholu A. Délka

strany |AE| = 4cm, |AS| = 242 cm.

b) Ziskdvame pravothly trojithelnik SAE. Uhel o nalezneme pomoci funkce tangens.

E
e
o=
A
4 g 4
o0 =—,
242
A 2.2 S tga= \/E,
o =54°44" Odchylka ptimek AB a BC je 54°44°.

poznamka: Uloha 10 md shodny postup FeSeni s iilohou 9. Bodu SV iiloze 10 odpovidd bod B

Vuloze 9, stejné tak je to s bodem E a C.
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Uloha 11

Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku ptfimky BS a FS. A[0;0;0], a = Scm,
S je stfed dolni podstavy krychle. Reste konstrukéng, analyticky a poéetné.

Konstrukcni reseni

Nacrt
H G
E ; F
1 /{/ ________ AL ¢
17 g Sec N
1 . . . -
A Sig B
q K
Konstrukce Postup konstrukce
m
1. ¢tverec SABBSBCS, a=25cm
E 2. »>m; »>m 1 BS,Be—om
S ST 3. F;|BF|=5cm, F e »m
a
4. trojuhelnik BSF
5. o; a = [-ZBSF|
S B zZaver:

Odchylka ptimky BS a FS je asi 55°.

Analyticke reseni

a) Je dana piimka p a ptimka q, p = BS, q = FS. Zname soufadnice bodu A a délku strany
a, A[0;0;0], a = S5cm, uréime soufadnice bodid B, F a S: B[5;0;0], F[5;0;5],
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b) Odchylku pfimek p a q vypocitame podle vzorce cos o =

Uup=B-S= @;—%;O),uq:F-S: (g;—g; ]

2 2 2 4

§2+_§2+02=ﬁ=ﬂ
2 2 4 2

5)°,(5) 45 [150_56
2 2 4 2

50
- 4
cos a = ,
5J2 5.6
2 2
cos o= 2
V12°
3
cosa=—,
3
o = 54°44" Odchylka ptimek BS a FS je 54°44".

Pocetni resent
a) K vypoctu vyuzijeme pravothly trojihelnik SBF s pravym tithlem pfi vrcholu B.
52

b) Ze zadani jsou zfejmé délky stran BF a BS. |BF| = 5cm, |BS| = TZ

€) Ziskavame pravouhly trojuhelnik SBF. Pro vypocet hledaného thlu a vyuzijeme

funkci tangens.

F - [BF|
BS|'
5 tg o= 5
5J2°
2
8 ﬂ > tgo= 2
2 V2
o =54°44" Odchylka ptimek BS a FS je 54°44".

25



Uloha 12

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku ptimek p a q. A[0;0;0], a = 5cm, p = BD,
= AH. Reste konstrukéng, analyticky a pocetng.

Konstrukcni reSeni

Ndcrt

P
~
-
L

Konstrukce Postup konstrukce

. Ctverec SpgBSgecS, a=2,5cm

. —m; -mL_LSB,Se—m

1
2
3. G;|BG|=5+2,G e —m
4
5

. trojahelnik BSG
. o; o = [&=SBG]|
S Sac
i
Zaver:
Sas B

Odchylka pfimek p a q je asi 60°.

Analytické reseni

a) Hledame odchylku ptimek p a q, ale jelikoz nemaji zadny spole¢ny bod, je nutné
nalézt rovnobézku jedné z ptimek tak, aby méli jeden spolecny bod. Zvolili jsme si

nalézt rovnobézku piimky q, tedy pifimku q’, a to tak, ze B e q".
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b) K nalezeni odchylky ptimek p a q, resp. q’, nejprve ur¢ime soufadnice bodu, jimiz
piimky prochazeji. Ze zadani vime, ze A[0;0;0], a = 5¢cm, proto jsou soufadnice bodu
B, D, G nasledujici: B[5;0;0], D[0;5;0], G[5;5;5].

c) Ur¢ime soufadnice smerovych vektori pfimek a nasledné pak jejich odchylku.

b,

Juefug|

|up.uge| =1(-5).0 + 5.5 + 0.5| = |25| = 25

‘up‘ =J(-5)2 +5% +0? =+/50 =512

‘uq,‘: 02 +5% +5% =+/50 =52

CoSa =

,p=BD,u,=D-B =(-5;5;0), ¢ =BG, uqy =G - B =(0;5;5)

25
Cosa =———,
5J2.52
1
cCosa = —,
o = 60° Odchylka ptimek p a g, resp. q" je 60°.

Pocetni reseni
a) Pii vypo¢tu budeme vyjadiovat thel a z pravouhlého trojuhelniku BSG, pravy thel je
pii vrcholu S. Délka strany |BS| = %Cm, IBG| = 5.2 cm.

b) Nacrtneme pravothly trojuhelnik BSG a pomoci funkce cos a vypocitime odchylku

pifimek paq’
G B |BS|
CoS o =+—-,
BG|
512 52
2
coso = ——,
5v2
5 52 B 1
> cosa= —,
a=60° Odchylka pifimek p a q” je 60°.
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Uloha 13

Je déna krychle ABCDEFGH. Uréete odchylku roviny ABC a BDE. A[0;0;0], a = 4cm. Reste

konstrukéné, analyticky a pocetné.

Konstrukcni reseni

Nacrt

=

Konstrukce Postup konstrukce

Ctverec A2S2, a=2cm
—m; —-»m L AS, Ae—m
E; |AE| =4cm, E € —»m
trojuhelnik ASE

a; o = |==ASE]

o~ w0 b

Zaver:

Odchylka rovin ABC a BDE je asi 55°.

Analytické reseni

a) Nejprve musime nalézt prisecnici rovin ABC a BDE, na kterou je kolma piimka
z roviny ABC a zaroven z roviny BDE. S je stfted BD, p = AS, p L BD, p € ABC,
g=ES,q L BD, g € BDE. Pfimka BD =r je prsecnici rovin ABC a BDE.

—> odchylkou rovin ABC a BDE je tedy [<=pq| = [<==ASE|
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b) Uréime soufadnice bodi A, S, E. A[0;0;0], a = 4cm, pak tedy S[2;2;0], E[0;0;4].

u,.Ug| e

c) Odchylku piimek p a q vypocitame podle vzorce coSa = ‘ H
u_||u
p

o
Upje smérovy vektor piimky p, up=S — A =(2;2;0)
Ugje smérovy vektor piimky q, Ug=S — E = (2;2;-4)

|Up.Ug| = |Up,.Ug, + Up,.Ug, + Upg.Ugy| = [2.2 + 2.2+ 0.(-4)[ = [8] = 8

g | = U, +ug, U, =27 27 407 =B =22

‘UQ‘Z\/”i +Ug, +Ug, =\/22+22+(_4)2 _J24 =26

8
coso= ———,
272216
3
cosa=—,
o = 54°44° Odchylka rovin ABC a BDE je 54°44".

Pocetni reseni
Zjistili jsme, ze odchylkou rovin ABC a BDE je |<£pq| = [=ZASE|. Odchylku tedy

budeme zjiSt'ovat z pravouhlého trojihelniku SAE s pravym thlem pfi vrcholu A.

a) Zname délky stran pravouhlého trojihelnika: |AE| = 4cm, |AS| = 242,

b) Vyslednou odchylku vypocitame pomoci goniometrické funkce tangens.

E e
4 tga= 2
PN
tga=+2,
A 22

o =54°44" Odchylka rovin ABC a BDE je 54°44".
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ZAVER

Resené ulohy doporucujeme aplikovat v hodinach analytické geometrie na stfedni $kole.
Studenti tak budou mit moZznost poznat a uvédomit si komplexni feSeni uloh. S nékterymi
které se na stiedni Skole prohlubuje a rozsituje.

Pocetni feSeni byva jakymsi doplitkem konstrukéniho feSeni. Je zalozené na obdobném
ptistupu, jako ma konstruk¢ni feSeni, 1iSi se vSak v uziti matematického modelu pouzivaného
pro feSeni uloh. Pocetni feSeni se vyuZziva nejen ve stereometrickych tlohach, ale i v ulohach
planimetrickych. Jako piiklad mizeme uvést uréeni uhlu uwhlopficek v rovnobézniku
(lichobézniku apod.). Tuto ulohu je mozné jednak zkonstruovat a zméfit thel a jednak
vypocitat s vyuzitim goniometrickych funkci, Pythagorovy véty a dalsich veét.

S analytickym feSenim se studenti setkdvaji az na stiedni Skole a feSeni uloh spociva
v pfevedeni konstrukéni tlohy pomoci soufadnic na ulohu algebraickou. Uloha se vyfesi
a prevede a vyjadii opét geometricky. Zpravidla probihd vyuka analytické geometrie
vykladem planimetrickych uloh, tedy uloh v roving€, na nékterych stiednich Skolach se vyucu;i

stereometrické tlohy, tlohy v prostoru.
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