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O lokalnich extrémech s vazbami

Resumeé

Prace se zabyva lokalnimi extrémy funkci vice proménnych za existence
vazebnich podminek. Seznamuje &tenafe s nékterymi existujicimi postupy
fe$eni a nabizi moznosti jak zpfistupnit tyto problémy. Duraz je kladen na
pochopeni pouzitych prostfedk(. Prace obsahuje pfevazne velmi jednoduché
Glohy, které se omezuji na trojrozmérny prostor. Lokaini extrémy jsou zpocCatku
vy$etfovany pomoci schématu dotykajicich se vrstevnic za pouziti piikladl z
redlného 2Zivota, nésleduje navod k vytvofeni reélné predstavy vazaneho
lokainiho extrému a nékolik uloh. V druhé &asti prace se uplathuje analyticky
pfistup, tedy parcialni derivace, konkrétné technika Lagrangeovych
multiplikatord.

Extrema subject to constraints

Summary

The work deals with extreme values of functions of several variables subject to
constraints. The thesis introduces some existing procedures of solving such
tasks and suggests ways of presenting the subject in an accessible way.
Stress is laid upon understanding the use of the means employed. The work
contains mainly simple exercises in no more than three-dimensional space.
First, the extreme values are sought by means of the touching level curves,
using real life examples, than the image of extremum is created and several
exercises supplemented. The second part of the thesis makes use of
mathematical analysis through partial derivatives, namely Lagrange
multipliers.

Ausserste Themen des Zwanges

Zusammenfassung

Die Arbeit handelt iiber dusserste Funktionswerte
verschiedener verdnderlichen Themen des Zwanges. Die These
stellt einige schon bestehende Verfahren {iber die Lisung
solcher Aufgaben vor wund schldgt vor das Thema auf eine

einfache Art vorzustellen. Der Stress beruht sich auf das
Verstehen der angewendeten Mitteln. Die Arbeit besteht¥t
hauptsdchlich aus einfachen Aufgabe, in nicht mehr als
drei-dimensionale Abstdnden. Erstens, die dussersten

Funktionswerte werden nach der Bedeutung der verbundenen
Hohenkurven ausgesucht, aus echten Lebensbeispielen, dann ist
das Image der Extreme erschaffen und mehrere Aufgaben
ergdnzt. Der zweite Teil davon benutzt mathematische Analyze
durch Teilderivative, genannt Lagrange Multiplikator.
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1 Uvod

Souéasti ¢tyfsemestrového kurzu matematické analyzy pro
ucitele 2. stupné zakladnich kol je studium lokalnich extrému
funkci vice proménnych za existence vazebnich podminek. K feseni
tohoto typu Gloh se pouziva technika Lagrangeovych multiplikatoru.
Zminéna latka je pomérné slozitda na pochopeni a pfi vykladu
vznikaji metodické problémy souvisejici se zduvodnénim,
geometrickou interpretaci a nazornosti pouzitych metod.

Mym cilem bylo seznamit ¢tenare s nékterymi existujicimi
postupy feSeni ulohy pouzivanymi v literature a pokusit se o
nalezeni moznosti, jak zpfistupnit tyto problémy.

Na zakladé vlastni zkuSenosti s danou tematikou, ziskané ve
vySe zminéném kursu matematické analyzy, kladu duraz na
pochopeni pouzitych prostredku.

Ve snaze priblizit problematiku nezasvécenému c¢tenari jsem
ve vykladu zacinala u velice jednoduchych metod a uloh a postupné
dochéazela pomoci nékolika ruznych postupu k obecnym zavéram.

Jelikoz se domnivam, ze pro potieby ucitele zakladni Skoly je
zakladni znalost postacujici, zaméruji se ve své praci na
jednoduché alohy, ve kterych vystacim s prostorem trojrozmérnym.

Prace je zpracovana s pouzitim editoru Ami Pro v programu
Windows firmy Microsoft. Jedinym problémem, ackoli nepfilis
zavaznym, je skutecnost , ze wuvedeny editor nezachovava
nastavené radkovani pfi pouziti rezimu "rovnice". Tento fakt se

bohuzel negativné projevuje na estetickém vzhledu textu.
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2 Stav problému

K danému tématu jsem prostudovala tfi zakladni publikace.

Doporuéenou literaturou ke kurzu matematické analyzy je
Diferencialni po¢et V. Jarnika. Tato kniha je charakterizovana jako
vysokodkolska uéebnice a lokalnimi maximy a minimy se zabyva
pomé&rné struéné na $estnacti strankach [Jar-84:504-519] , z nichz
na vazané extrémy pfipada priblizné devét. Kniha nabizi definice,
vety a jejich dukazy, spole¢né s feSenymi pfikiady, neobsahuje
vSak geometrickou interpretaci. Zabyva se zkratka tématem
vyluéné z hlediska diferencialniho poctu.

DalSi knihou je Kurs differencial'nogo i integral'nogo
is¢islenija G. M. Fichtengol'ce. Ta se naopak extrémy zabyva
pomérné obsirné, rovnéz vsak prevazné z pohledu diferencialniho
poCtu. Samotnym extrémum je vénovana cela kapitola Citajici 24
stran [Fich-66:417-440], avSak technikou Lagrangeovych
multiplikatora se autor zabyva v souvislosti s jinym tématem - v
souvislosti s implicitnimi funkcemi.

Z hlediska nazornosti povazuji za nejvhodnéjSi knihu
Matematika i pravdopodobnye rassuZdenija, jejimz autorem je G.
Polya. Tato kniha se totiz maximy a minimy zabyva
[Pol-75:141-160] z pohledu laika, nikoli matematika, a snazi se
nalézt zpUusob provazani védy a bézného zivota. Diferencialni pocet
se pouziva pouze pfi feseni uloh, a to pouze v nékolika pfipadech,
a tehdy je velmi jasné uvedena souvislost s geometrickou
interpretaci problému. Pro nazornost je vétSina pfikladi uvedena

pro prostory maximainé trojrozmerné.
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3 Extrémy v bézném zivote

Tato kapitola je do zna¢né miry volnou interpretaci kapitoly
Maksimumy i minimumy [Pol-75:141-160].

Kazdy z nas se v kazdodennim Zivoté bézné dostava do
situaci, kdy musi fesit dalohy na maximum Ci minimum. Chceme
ziskat ur&ité zbozi za nejmensi moznou cenu, vykonat danou praci
pfi nejmensim mozném usili, dosahnout maximalniho efektu pfi
daném usili ap. Matematické ulohy na maximum nas ziejmé lakaji
proto, ze jsou idealizaci nasich béznych ukolu.

V této kapitole se budeme zabyvat nékolika ulohami na
maximum &i minimum, a pokusime se nalézt néjaka schémata pro
nalezeni uvedenych extréml. ReS§ime-li Ulohu s uréitym zajmem a
porozuménim, mize se nam podafit dosahnout velmi cenného cile -
nalezeni schématu éi modelu, ktery bude mozno pouzit pfi feSeni

podobnych uloh.

Pfiklad 1. V roviné jsou dany dva body a pfimka, pficemz oba
body lezi ve stejné poloroviné uréené pifimkou. Na dané pfimce
mame nalézt bod, z néhoz je useCka uréena dvéma danymi body
vidét pod nejvétsim moznym uhlem.

Obr. 1. Hledani idealniho uhlu pohledu.



Zvolme nejprve oznaceni. Necht
A a B jsou dva dané body,
| je dana pfimka,

X je proménny bod.

Budeme se zabyvat uhlem <AXB, ktery ma vrchol v
proménném bodé X a je uréen danou Useckou AB. Je treba nalézt

takovou polohu bodu X na pfimce /, pro kterou by tento uhel byl
maximailni.

Pfedstavme si, ze pfimka / je pfima cesta. Chceme-li z
nékterého bodu cesty / vystfelit na cil rozprostirajici se od A do B,
bylo by vhodné si vybrat pravé hledany bod, ten nam totiz dava
nejleps§i moznost, jak vidét cil. Pokud bychom méli za ukol poridit z
ulice fotografii domu, jehoz rohy jsou v bodech A, B, opét bychom
Nevime sice, kde uhel dosahuje maxima, ale vime, ze néjake

maximum existuje. ProC je existence maxima tolik pravdépodobna?

e /
Obr. 2. Prubéh uhlu pohledu.

Predstavme si zménu uhlu za podminky, Ze jdeme po pfimce /

a divame se na useCku AB. Zatnéme v bodé C (obr. 2) a
pokracujme vpravo. ZpocCatku je uhel nulovy, potom se zvétsuje, a

od urcitého bodu zacne opét klesat az v bodech veimi vzdalenych
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od usecky AB se opét blizi k nule. Mezi dvéma krajnimi body, kde
je uhel minimalni, musi zfejmé lezet bod, ve kterém ma uhel
maximalni hodnotu. Nabizi se otazky, kolik takovych bodu bude, a
kde budou lezet.

Vyberme proménny bod X pfimky /. Je nepravdépodobné, ze
by se pravé v tomto bodé nachazelo maximum. Jak bychom mohli s
naprostou jistotou uréit, zda je v tomto bodé uhel maximalni ¢i ne?
Navazujice na Gvahu o prubéhu velikosti uhlu pfi pohybu po primce
| dochazime k zavéru, ze pokud bod X neni v poloze maxima, musi

existovat jesté jeden bod (lezici na druhou stranu od hledaného
maxima), ve kterém je velikost uhlu stejna jako velikost uhlu ~AXB.
Nazvéme tento bod X. Kde bude lezet takovy bod X'? Odpovéd je

lehka. Nabizi se fe§eni pomoci "mnozin bodi danych vlastnosti" a
tedy v nasem pfipadé mnoziny bodl, z nichz je vidét dana usecka
pod stejnym u(hlem. Takovou mnozinou je v naSem pfipadé
(omezujeme se na polorovinu uréenou pfimkou AB a bodem X)
oblouk kruznice prochazejici body A, B a X. Existuje-li bod X", musi

lezet na tomto oblouku.

X M R

Obr. 3. Dotykajici se vrstevnice.

—

Nyni vytvofime hypotézu. Sestrojime nékolik kruznic
prochazejicich danymi body A a B. Jestlize takova kruznice protina
pfimku / ve dvou bodech, jako napfiklad X a X" na obr. 3, je z

téchto dvou bodu vidét useCka AB pod stejnym uhlem, nikoli v§ak
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nejmensim moznym. Kruznice protinajici primku / mezi body X a X~
dava vétsi uhel. Kruznice, které protinaji pfimku /, nemohou urcit
vrchol nejvétsiho uhlu. Vrcholem maximainiho uhlu je bod, v némz
se oblouk kruznice prochazejici body A a B dotyka primky / (I je
te€nou kruznice).
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4 Schéma dotykajicich se vrstevnic

Podivejme se znovu na pravé nalezené feSeni. Jaké nam z
ného plyne pouéeni? Pozorovali jsme zménu uhlu pohledu na danou
usecku, pfiéemz jeho vrchol ménil svou polohu v roviné. Zkoumali
jsme zavislost velikosti tohoto Ghlu na poloze jeho vrcholu. Zkratka
jsme si predstavili tento uhel jako funkci proménného bodu (jeho
vrcholu), pficemz tento bod se pohyboval v roviné.

Velikost uhlu se neméni, pokud se jeho vrchol pohybuje po
¢asti kruznice prochazejici dvéma body A, B. Nazvéme tuto Cast
kruznice vrstevnici (ekvipotencialni kfivkou). Nezapomenme, ze v
nasi uloze byla jista podminka. Potrebovali jsme najit maximalni
uhel (funkce proménného bodu), pficemz jeho vrchol (proménny
bod) se nemohl libovolné pohybovat v roviné, ale byl omezen
predepsanou drahou (vazebni podminkou), pfimkou /. A v jakém
bodé této predepsané drahy dosahuje maxima? Odpovéd uz
zname, ale podivejme se na analogickou ulohu, ktera je nasi intuici
jesté blizsi.

VSichni zname vyznam vrstevnic na mapé - jsou to cary
spojujici ty body na mapé, které zobrazuji body zemského povrchu
se stejnou nadmofskou vySkou. Na mapé se zobrazuji pouze
nékteré vrstevnice, spojujici pouze napi. body s nadmofskou
vySkou 100, 200, 300,... metru, prestoze existuje vrstevnice pro
kazdou nadmorskou vySku, takze kazdym bodem v krajiné prochazi
néjaka vrstevnice. Nadmorska vySka je funkci proménného bodu,
ktera pri pohybu po krajiné po vrstevnici zustava konstantni.

Vezméme ulohu, ktera je analogicka té predchozi.

Priklad 2. Jdeme po cesté, po pfedepsané draze. V jakém bodé
nasi cesty dosahneme maximalni nadmorské vysky?
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Reseni ulohy pouze naznaéme. Velmi lehko uréime, ve kterem
bodé maximalni vysky nedosahneme. Prochazime-li néjakym
mistem, v némz bud stoupame, nebo klesame, pak takové misto
zfejmé neni bodem maximalni ani minimalni nadmorské vysSky. V
tomto bodé& nase draha protina vrstevnici. Maxima ani minima nelze
doséhnout v bodé, v némz predepsanéa draha protiné vrstevnici.

Vratme se nyni k pUvodni uloze (Pfiklad 1). Pfi pohledu na
pfedepsanou drahu - pfimku / - od bodu C (obr. 2) smérem doprava
vidime, ze s vyjimkou jediného bodu tato draha protina vrstevnice.
Zminénou vyjimkou je bod , ve kterém se pfedepsana draha dotyka
vrstevnice. Existuje-li maximum, musi se nachazet pravé v tomto
bodé: v bodé maxima se pfedepsana draha dotyké vrstevnice. Toto
je pomérné silné tvrzeni, které vzniklo z pouhé idey vytvorené na
zakladé naseho pfikladu. Zkusme uplatnit tuto ideu na podobny
priklad .

-Pfiklad 3. Na dané pfimce naleznéme bod, ktery ma nejmensi
vzdalenost od daného bodu leziciho mimo danou prfimku. Necht:

A je dany bod,

a je dana primka.

S - — — — —_— .

\Eld_/ a

Obr. 4. Dotykajici se vrstevnice.

Hledame nejmensi vzdalenost A od a Res$eni je znamo

kazdému. Predstavme si, ze plaveme v mofi (jsme v bodé A) a
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chceme se co nejkratdi cestou dostat na bfeh (pfimka a). | zvife by
tento Gkol bez problému vyfesilo (za pfredpokladu, ze bieh je v
dohledu) a plavalo by po kolmici z bodu na primku. Reseni je tedy
jasné, vyzkouSejme nasi hypotézu. VeliCina, jejiz minimum
hledame, je vzdalenost proménného bodu od daného bodu A. Tato
vzdalenost je zavisla na poloze proménného bodu. Vrstevnicemi
této vzdalenosti jsou zjevné soustiedné kruznice se stredem v bodé
A. Pfedepsanou drahou je dana pfimka a. V bodé&, ve kterém
protina piedepsana draha vrstevnici minimum neni. Minimum
skutecné lezi v jediném bodé ve kterém se predepsana draha
dotyka vrstevnice. Nejkratsi vzdalenosti bodu A od prfimky a je
polomér kruznice se stredem v bodé A a dotykajici se pfimky a.
Zatim jsme se zabyvali funkci proménného bodu pohybujiciho
se v roviné a hledali minimum ¢i maximum této funkce na
predepsané draze. Stejné by bylo mozno pozorovat proménny bod
v prostoru a hledat extrém této funkce na pfedepsané plose. V
roviné hral hlavni roli dotyk s ekvipotencialni kfivkou (vrstevnici).
Analogicky Ize ocCekavat, ze v prostoru bude mit hlavni vyznam
dotyk s ekvipotencialni plochou. Podivejme se na dva priklady,
které Ize feSit stejnou metodou, ackoli jinak maji velmi malo

spolecného.
4.0.1 Funkce dvou proménnych bodu

-Priklad 4. Najdéme nejmensi vzdalenost mezi dvéma danymi
mimobézkami. Zavedeme si oznaceni:

aab budiz dvé mimobézné pfimky,
X budiz proménny bod pfimky a,
Y budiz proménny bod pfimky b.
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Hledame nejkratsi useéku XY. Vzdalenost XY je zavisla na
poloze krajnich bodu X a Y usecky XY, pficemz oba tyto body jsou
proménné. Slozitost Ulohy spociva v existenci dvou, nikoli pouze
jednoho proménného bodu. Kdyby jeden z bodu byl zadan, byla by
uloha jednoducha, v podstaté by se jednalo o variaci na predchozi

ulohu.

& D e R

e i
Obr. 5. Dvé mimobézky.

Povazujme na chvili jeden z bodu, napf. Y, za pevny. Potom
bude useCka XY lezet v roviné urCené pevnym bodem Y a danou
prfimkou a. Jedinym proménnym bodem bude nyni bod X, probihajici
pfimku a. Délka usecky XY bude ocividné minimaini, bude-li tato
useCka kolma na pfimku a. Jedna se totiz o uUlohu predeSlou -
hledani nejmensi vzdalenosti bodu od pfimky v roviné.

Zamenme nyni ulohu bodu. Necht pevnym bodem je X a
proménnym je Y. Vidime opét, ze useCka XY bude nejkratsi, pokud
bude kolma k pfimce b. Nabizi se feSeni, ze useCka bude nejkratsi,
bude-li kolma k a i b zaroven. Toto feSeni jsme nalezli diky dvojimu

uplatnéni nasi metody.

Poznamka : Napadne nas moind otazka, zda takovd usecka vibec
existuje. S pomoci analytické geometrie Ize lehko dokazat e ano.
Mnozina vsech kolmic k pfimce v prostoru prochéazejicich danym bodem je

rovina. Dvé roviny v prostoru mohou byti rovnobézné riizné, totozné. nebo
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maji spoleénou jednu pfimku. Prvni dva pfipady nemohou nastat, protoze
nase dvé piimky a, b jsou mimobézné. Usecka XY tedy lezi na
praseénici p rovin kolmych na pfimky a._b. Jeji krajni body jsou pruseciky
prfimky p s pfimkami a a b.

S ohledem na nasi teorii je jesté nutno uvest, ze
ekvipotencialnimi plochami jsou v tomto pfikladé valcové plochy s

osami a a b.

Piiklad 5. Najdéme maximalni obsah mnohouhelnika s danym

poétem vrcholu vepsaného do dané kruznice.

Je dana kruznice, na této kruznici mame vybrat n bodu, které
budou tvofit vrcholy mnohouhelnika U,..., W, X, Y, a Z tak, aby jeho
obsah byl maximalni. Stejné jako v pfedeSlé uloze, hlavni obtiz
spociva v mnozstvi proménnych. VyzkouSejme nasi metodu na této

Uloze.

e \

Obr. 6. Trojuhelnik s maximalnim obsahem.

Divejme se na ulohu jako by byla jiz ¢asteéné vyreSena.
Pfedstavme si, ze jsme jiz nasli zadanou polohu v§ech vrcholu s
vyjimkou jednoho, dejme tomu X. Ostatnich n - 1 bodu je pevnych, v
postaveni ve kterém maji byt. Zbyva uz jen vybrat polohu bodu X
tak, aby plocha vzniklého n-uhelnika byla maximalni. Cela plocha
n-uhelnika se da rozdélit na dvé c¢asti: mnohouhelnik U.. . wyz

majici n - 1 vrcholu, jehoz plocha neni na bodu x nikterak zavisla, a
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trojuhelnik WXY zavisly na X. Zminény mnohouhelnik ma maximalni
moznou plochu a zbyva pouze umistit bod X tak, aby i obsah
trojuhelnika byl maximalni.

Obsah trojuhelnika je funkci dvou veli¢in: délky jedné ze stran
a vysky na tuto stranu. Délka strany YW trojuhelnika je dana, obsah
tedy zavisi na vysce. Bude-li se vrchol X pohybovat po
rovnobézce s useckou YW, bude vyska konstantni a s ni i plocha
trojahelnika. Rovnobézky s useckou YW tedy ziejmé jsou
vrstevnicemi. Vybereme vrstevnici - rovnobé&zku s usecCkou YW,
ktera je te¢nou k predepsané draze - dané kruznici. Bod dotyku je
ziejmé umisténim vrcholu X, které zaru€uje maximalni obsah
trojuhelnika wxy. Pfi této poloze vrcholu X je trojuhelnik
rovhoramenny, /WX/=/XY/. Ma-li byt plocha mnohouhelnika
maximalni, sousedni strany musi mit stejnou délku. Jelikoz dvojice
sousednich stran byla vybrana libovolné, plati ziejmé& nalezené
pravidlo i pro dalSi libovolné dvojice sousednich stran. Dochazime
tak k zavéru, ze plocha mnohouhelnika vepsaného kruznici je
maximalni, jsou-li vSechny jeho strany stejné dlouhé. Musi to tedy
byt pravidelny mnohouhelnik.

Na podobnych ulohach Polya dale ukazuje a dokazuje, ze "...
funkce f nékolika proménnych nemuze dosahovat maxima vzhledem
ke vSem svym proménnym, nedosahuje-li maxima vzhledem ke

kazdé proménné zvlast. "[Pol-75:149] (Pfelozila L. Hnizdova)
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5 Extrémy a diferencialni pocet

Podivejme se nyni na problematiku lokalnich extrému z
hlediska diferencialniho poétu. Pro nazornost zacnéme priklady v
trojzmérném prostoru.

Véta ustavujici nutné podminky pro existenci (voln€ho)
lokalniho extrému [Jar-84:506] tvrdi, ze (pfevedeno na funkce dvou

proménnych) ma-li funkce f (x, y) lokalni extrém v bodé [a, b] , pak

existuji-li parcialni derivace 222 2“2 tak se rovnaji nule.

ay 2

Geometricky vyznam této véty je CasteCné obsazen ve vysSe
uvedeném tvrzeni o existenci maxima. A totiz v tom, ze funkce
nemuze nabyvat maximalni hodnoty vzhledem ke vSem svym
proménnym, pokud jej nenabyva vzhledem ke kazdé zvlast. Nulova
hodnota derivace funkce jedné proménné je totiz nutnou podminkou
pro existenci extrému.

Parcialni derivace funkce f podle x v bodé [a, b] se hleda tak,
jako by y byla konstanta. Jde tudiz o hledani derivace funkce jedné
proménné - funkce f (x, b) v bodé a [Jak-84:328]. Jelikoz derivace je
geometricky interpretovana jako smérnice teény ke kfivce a jeji
nulova hodnota znac€i rovnobé&znost s danou osou, nabizi se
analogie s teorii dotykajicich se vrstevnic [Pol-75:144-146].
NasSimi vrstevnicemi by byly v daném pfipadé rovnobézky s osou x,

a predepsanou drahou je graf funkce f (x, b).
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6 Vazané extrémy

6.1 Jak si predstavit lokalni extrém s vazbou

V predchozich kapitolach jsme se sice jiz timto tématem
zabyvali, ale ulohy nebyly feseny metodou diferencialniho poctu.
Pokusime se zde nyni o vytvofeni pfedstavy na zakladé
realnych asociaci. V Uloze ¢. 2 jsme feSili otazku dosazeni
nejvy$si nadmoiské vysky pfi chizi po cesté. Tehdy jsme dosli k
zavéru, ze v bodé maxima (ale i minima) se predepsana draha

dotyka vrstevnice. Navazeme nyni na tuto ulohu a jeji vysledky.

— —_—

Obr. 7. Mapa s extrémy.

Na obr. 7 je ¢ast mapy zobrazujici horu ¢i kopec. V bodé V
uprostred obrazku je vrchol tohoto kopce. Ovaly jsou vrstevnice
spojujici ty body na mapé, které zobrazuji mista kopce se stejnou
nadmoiskou vyskou. Cim vzdalenéjsi je vrstevnice od bodu V., tim
je nadmofska vySka ji zobrazena mensi. Mapa je dvojrozmérnym
modelem teto prostorové situace a zaroven jejim pravouhlym
prumétem do roviny "rovnobézné s hladinou mofe" (pfi zanedbani
kfivosti zemského povrchu).

Pravouhlych prumeta do roviny budeme vyuzivat i nadale.
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Funkci f, jejiz extrém hledame, tedy mame. Je to nadmorska
vy$ka. Jeji vrstevnice mame téz. Volnym lokalnim extrémem této
funkce (bodem s nejvétsi funkéni hodnotou) je bezpochyby bod V,
vrchol kopce. V nasem piipadé jsme vSak vazani danou trasou
pochodu, tj. kiivkou v roviné. Vazanym lokalnim extrémem bude
proto minimalni nebo maximalni nadmofska vySka dosazena na teto
trase.

V predeslych ulohach jsme vytvofili hypotézu, ze funkce muze
mit v bodé lokalni extrém pouze tehdy, jestlize se v ném vrstevnice
dotyka kfivky, na niz jsme vazani.

Na obr. 7 jsou znazornény trasy KL, MN, OP (pravouhlé
praméty do roviny "rovnobézné s hladinou mofe"). Trasa KL - graf
vazby - se v bodé A dotyka vrstevnice a funkce fv ném ma lokalni
vazany extrém. Za predpokladu ze v bodé V je vrchol kopce, je to
lokalni maximum. Analogicky ma, vzhledem k trase OP, funkce v
bodé C lokalni minimum. Trasa MN vrstevnici v bodé B protina,

proto v ném extrém nelezi.

6.2 Jak hledat lokalni extrém s vazbou

‘Priklad 6. Hledame lokalni extrém funkce z = f (x, y) na mnoziné m
bodu splnujicich podminku g (x, y) = 0.

Rovnice g (x, y) = 0 implicitné zadava kfivku v roviné, pro nas
je to vazba (vazebni podminka). Pokusme se najit zpUsob nalezeni
extrému této funkce s pouzitim schématu dotykajicich se vrstevnic.
Vazba g (x, y) = 0 je v tomto pripadé predepsanou drahou a ma se
dotykat vrstevnice - ekvipotencialni kfivky funkce f.

Hledejme rovnici tecny ke kfivce g (x, y) = 0 v bodé T = [a, b].
Obecné zname rovnici tecny ke kfivce y=¢(x) v bodé [a, ¢(a) ,
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pokud existuje o'

y-o(a)=o'@x-a).

Radi bychom nalezli moznost vyjadreni tecny prostrednictvim
funkce g. To nam umozni véta o implicitni funkci [Jak-84:357-358],
ktera ma (pfi zméné znaéeni odpovidajici této DP) nasledujici
zneni:

Véta 6.2.0.1 Budiz f (x ,y) funkce, [a, b] bod v roviné, n pfirozené
¢islo. Necht existuje otevreny dvojrozmérny interval L obsahujici
bod [a, b] takovy, Ze funkce f (x, y) ma v L spog'fté parcialni derivace
az do rfadu n-tého. Budiz dale f (a, b) = 0, 222 +0. Potom existuji

ay
kladna Cisla A1 A2 tak, Ze plati toto:
I. Ke kazdému ¢&islu x intervalu (a— Ay, a+Ay) existuje
v intervalu (b-A2,b+Ay) jedno a jen jedno Cislo y tak, Ze je f(x, y) =
0. Oznacime-li tyto y znakem o(x), je rovnice f (x, y) = 0 pro
a-Ay<x<a+A,b-Ar<y<b+A, splnéna tehdy a jen tehdy, je-li y=o(x).
Il. Funkce o(x) ma v intervalu (a—A1,a+A1) Spojité derivace az
do radu n-tého.
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7 Nutna podminka pro vazany lokalni extrém

Rovnici g (x, y) = 0 je definovana implicitni funkce y=o(x).
Derivovanim rovnice g (x, y) = 0 dostavame rovnost:

ogx.y) | 0gX.y) .«
o o L

Z niz upravou a dosazenim:

€ o 'ga("-‘l’(x)l
¢ (X)= gy px) -

Dosazenim do rovnice tecny:

—g x(a,b)
gy(ab)

y-b= (x-a),
(rovnice plati za predpokladu ze g',#0)
gx(Nx—-a)+g'y(My—b)=0.

Normala k teéné je tedy

N =1gx(T).g(D] =grad g (T )

Ma-li mit funkce f v bodé T [a, b] lokalni extrém vzhledem k
vazbé&, musi se vazebni kfivka g dotykat vrstevnice funkce f , a
tudiz tecna ke kfivce g (x, y) = 0 musi byt totozna s te¢nou k
ekvipotencialni krivce jdouci bodem 7. Normaly obou kfivek tedy
musi byt kolinearni. Postup, jimz jsme ziskali soufadnice normaly
ke krfivce g(x, y)=0 muzeme analogicky uplatnit i na vrstevnici

funkce f (jedna se opét o pravouhlé pruméty do roviny).
Jestlize tedy grad g (T ) #0, a pokud existuji vSechny potiebné
derivace, pak nutnou podminkou pro vazany lokalni extrém je

podminka, ze grad f (T) je nasobkem grad g (7). To znamena, ze
musi existovat Cislo A, ze:

grad f (T) = A grad g (T) < [fx,f'y]=Alg'x8'y]
Vyslovme vétu:

Véta 7.0.0.1 Necht funkce z = f (x, y) nabyva lokdlniho extrému v
bodé T = [a, b] vzhledem k vazbé g (x, y) = 0. Necht f, g maji spojité
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parcialni derivace 1. Fadu v okoli bodu T a necht grad g (T) » 0. Pak
existuje ¢islo . takové, Ze :

fx(T) XQ‘X(T.) = 0 ]

Fy(D-Ag'y(T)=0.

7.1 Postup pfi vypoétu vazaného lokalniho extrému

Jak postupovat pfi vypoctu?

Sestrojime tzv. Lagrangeovu funkci:
L(X\y,k)— f(X‘Y)_kg(XuV) .
Pak v bodech lokalnich extrému plati:

Ly n)=0,
L‘y(x‘ y.' ?L') = O 1

L5(x,y,M)=0<g(x,y)=0 .

Mame tfi rovnice pro tfi neznameé: x, y, .
Jestlize timto zpusobem nalezneme jediny bod splnujici tyto

podminky, muzeme tvrdit, ze funkce v tomto bodé nabyva své

nejvétsi (nejmensi) hodnoty.

-Priklad 7. Ze vSech obdélniku s danym obvodem najdéte ten, ktery
ma nejvétsi obsah.
Oznacme x, y velikosti stran obdélniku (x>0, y > 0).
Funkci, jejiz maximum hledame je obsah S = xy.
Vazbou je konstantni obvod, tedy
2(x+ty)=02x+2y-0=0.
Utvofime Lagrangeovu funkci:
L, y,A)=xy—M2x+2y—-0) .

Podminky pro existenci extrému jsou:

(1) Lx=y-2A=0,
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(2) L'y=x-24=0,

(3. 2xt2¢y =0 .

Z (1), (2) dostavame:
(4) x=y=2\.

Dosazenim do (3) :
4)\+4) =0 .

Vyjadiime A, 24 :

e =

0=4x = 4y .

Kandidatem na extrém je tedy bod P-|2 2
Z vysledku se zda, ze pfi daném obvodu ma nejvétSi obsah

¢tverec. Nemame vSak zatim dostatek prostfedku abychom to mohli
tvrdit s jistotou. Nabizi se napfiklad otazka, zda nalezené feseni

nemuze byt minimem. Pomuze nam snad obrazek.

- — — = =

B X

Obr. 8. Graf vazby.

Na obrazku je pfimka, ktera je grafem rovnice y-5-x , coz je
rovnice vazby. Pro nas je v8ak dulezita pouze ta jeji cast, ktera lezi
v 1. kvadrantu, Cili useCka AB (hodnoty x, y jsou totiz nezaporné).
Hledame takovy bod P useCky AB, v némz funkce S nabyva nejvetsi
hodnoty. Hodnota funkce S v krajnich bodech usecky AB je 0.

Jelikoz obsah obdélniku musi byt nezaporny, je nulova hodnota
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minimem funkce S. Maximalni hodnota musi byt vétSi nez nula.
Hledany bod P proto nemuize byt krajnim bodem Usecky. Reknéme,
ze jsme si jisti, ze funkce maxima nabyva. VylouCili jsme jiz
moznost, ze nalezené fesSeni je minimem. Jelikoz mame jediného
kandidata pro lokalni extrém, musi byt nalezeny bod P feSenim

ulohy. Pozdéji toto tvrzeni dokazeme s pomoci dalSich prostredku.

Poznamka : Existuje véta, ktera tvrdi, Ze funkce spojita na kompaktni
mnoziné nabyva na této mnozZiné své nejvétsi hodnoty. Usedka AB je
omezena a uzavrena, je tedy kompaktni mnoZinou, proto lze tvrdit, Ze

funkce S na ni nabyva své nejvétsi hodnoty.
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8 Postaéujici podminka pro vazany lok. extrém

V pfedchazejici kapitole jsme vyslovili vétu vyjadrujici nutné
podminky pro existenci vazaného lokalniho extrému. Je zrejmé na
misté polozit si otazku, jsou-li tyto podminky zaroven
postacujicimi.

Nalezneme-li alespon jeden pfiklad, ve kterém jsou uvedene
podminky (normaly obou kfivek jsou kolinearni a tedy gradienty
linearné zavislé) splnény, a presto v daném bodé extrém
nenastava, pak ovéem podminky nejsou postacujici.

Hledame tudiz bod, v némz je te€na k vrstevnici funkce
totozna s teCnou k vazbé, a pfesto v ném nelezi vazany extrém
funkce. Takovy bod je na obr. 7. Je to bod B kfivky MN. V tomto
bodé ma vrstevnice s vazbou spole€nou te¢nu, ale graf vazby
teénu protina, a proto v ném extrém nelezi [Viz. pfiklad 2 (extrému
nelze dosahnout v bodé, v némz prfedepsana draha protina
vrstevnici)]. (Jedna se opét o pravouhlé pruméty.)

Linearni zavislost gradientu je nutnou, nikoli vSak postacujici
podminkou existence vazaného lokalniho extrému. Jaka je tedy

postacujici podminka?

8.1 Volny lokalni extrém funkce jedné proménné

Pfipomenme si podminky pro existenci volného lokalniho
extréemu funkce jedné proménné. Nutnou podminkou je nulova
hodnota 1. derivace v bodé extremu za predpokladu jeji existence.
[Jak-84:255] Nalezneme-li body splnujici tuto podminku, zkoumame

hodnotu 2. derivace v téchto bodech.

Jestlize fi(xo) =0, v bodé xo muze lezet lokalni extrém.
Je-li dale f“(x0)>0, je funkce f v bodé xo ryze konvexni a ma

tam tudiz ostré lokalni minimum.
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Je-li f“(x0) <0, je funkce f v bodé xo ryze konkavni a ma v ném
ostré lokalni maximum.

Je-li f“(x0)=0, je nutné vysetiit pribéh funkce (vypoCist dalSi
derivace) [Jak-84:247-268].

Postacujici podminkou pro volny lokalni extrem je tedy
skutecnost, ze 2. derivace je nenulova. Na zakladé jeji hodnoty pak

umime urcit, o jaky druh extrému se jedna.
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9 Analytické odvozeni postacujicich podminek

Doposud se nam podafilo nalézt postup pro pochopeni
lokalnich extrému s vazbami a odvozeni pravidel pro jejich hledani
na zakladé analogie s volnymi lokalnimi extrémy. Pokusime se
pouzit analogicky postup i pro odvozeni postacujici podminky pro
existenci vazaného lokalniho extrému.

Odvodime nejprve analyticky nutné podminky a nasledné

podminky postacujici.

9.1 Analytické odvozeni nutnych podminek

Je dana funkce z = f (x, y), definovana v oteviené mnoziné G a
vazba g (x, y) = 0, tvofici mnozinu M« G bodu vyhovujicich rovnici
vazby.

Predpokladejme, ze existuji spojité parcialni derivace g's, g, a
nejsou soucasné rovny nule v zadném bodé mnoziny M . Necht v

bodé T|[a, b]« M ma funkce lokalni extrém vzhledem k vazbé. Véta o
implicitnich funkcich (véta 6.2.0.1) tvrdi, ze pokud g'\(7) #0 existuje
funkce y=o(x) tak, ze g o(x)=0 , xel;p(@=b, kde [/ je néjaky

interval obsahujici bod a.

Dosadime za y do funkce f .z=f(x, ¢(x)),x ¢ | . Mame tedy funkci
F(x) = f(x, p(x)) @ vime, ze ma lokalni extré v bodé a. Nutna podminka

pro lokalni extrém funkce jedné proménné zni: F(x) =0 .
F(x) = Fx(x, 0(x)) + fy(x, 0(x))0'(X) .

V bodé extrému plati:

x=a: F'(a)=0,

* f'x(T) + Fy(De'(@)=0.
Vyjadrime o¢'(a):
g y)=0,y= ok .

Derivujeme rovnici vazby:
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g'x(x, 9(X)) + g y(x, (X)) (x) =0 .
Za predpokladu ze g, 0 plati:

g x(X.e0)
gy(x.e(x)) ’

i 0'(x) = -
1 ]T
X=a .'(p(a)_-—gy—i?% :
Osadime do i :

Pl + £y (DEDER = 0

Rovnici ji nasobime nenulovym vyrazem g'y(7) :

- 0 ’ [ 1(7-) f[y(T)
£y -f (=0

(Dg'y(7 y(Ng'x(T) gx(D) gy =
<) grad f (T) = A grad g (T) .

Dosli jsme ke shodnému vysledku jako v kap. 7 (véta 7.0.0.1)
pfi pouziti odliSnych metod. Nalezli jsme vyjadieni nutnych
podminek pro existenci vazaného lokalniho extrému.

Pov§imnéme si:

)"T i i fly'
x(-r) g:r; X(DZO A\ f X(D—KQX(T)_—O = )'u'—_ Q‘y:: :

9.2 Postacujici podminky

Zaméime se nyni na podminky postacujici. Pro funkci F jedné

proménné budeme zkoumat znaménko druhé derivace.

F'XY=Fc+fya,
i F'O)=Frz+Fxyo+({xy+fyp20)0 +Ffy@"=
=Fx2+2f 0" +F 202 +f 0"

(véechny hodnoty jsou v bodé [x,¢ (x)] , pod ¢ rozumime ¢(x))

Pravo na zaménu parcialnich derivaci druhého fadu mi dava
nasledujici véta [Jak-84:329].
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Véta 9.2.0.1 Jsou-li 22, 27 v bodé [xo,yol SPOjité, plati v bodé [xo,yol
revnost 2= .2t

oxdy — oxoy °

Derivovanim rovnice vazby podruhé dostavame analogickou

rovnici pro funkci g , na pravé strané rovnice je ovsem O:

g2 +29" w0 +g'20%+g'y0 =0 .
Z této rovnice muzeme vyjadrit ¢":
0" = _%(g“ﬂ +2g0“ 50 +9"y20"?).
Jiz dfive jsme vyjadrili hodnotu o'
o5
Hodnoty ¢ a ¢“ dosadime do rovnice iii :
FU00 =+ 2F (-2 +F,2(- 292 + (NG 2 + 20" w(-3) + 0" 2 (22,
Pro x = a jsme ovéem dokazali, ze plati: L= ;’;‘{2
Pfi dosazeni . by predchazejici rovnice prfipominala rovnici
druhého diferencialu Lagrangeovy funkce. Pokusime se ji dale

upravit. Lagrangeova funkce ma tvar:
L=F-1g.

Pro druhy diferencial plati vztah:
Pl = L Llde 2Ly ddy L d.

Pravou stranu rovnice muzeme upravit tak, aby se podobala

tomuto diferencialu. Bylo by velmi vyhodné nalézt jednoduchy vztah
pro dx, dy, g'x,g,.Tento vztah Ize vyjadfit z rovnice 1. diferencialu
rovnice vazby :

ive  gioxig.dy=0sc %; _gx”
i
gy Ox

Upravena pomoci nalezenych vztahu vypada nase rovnice takto:

F li(a) = fllx? i 2fllxy jy_x + fll‘v2 :_i; - l(gllx2 + 2gilxy g— _* glly2 %)
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F (@) = (Fxe —Ag" ) +2(F 5y — A )L + (Fy2 ~ MG y2) o /X2

dx?F “(@) = L*x2 dx? + 2" xy dxdy +L"y2dy?.

Pfedpokladejme, ze vSechny vyrazy pouZité ve jmenovateli
zlomku jsou nenulové. Vyraz dx? je pak kladny a muzeme jim
nasobit, aniz bychom zménili znaménko vyrazu.

Ziskali jsme kvadratickou formu proménnych dx, dy. Se
znalosti hodnot gy, g, muzeme vyraz zjednodu$it a vyjadrit jako
kvadratickou formu jediné proménné pomoci vztahu z rovnice iv .

Jevem, ktery zkoumame, je znaménko druhé derivace funkce
F v bodé extrému. Protoze nasobeni vyrazem dx*> nema na
znaménko zadny vliv, muzeme fici, ze 2. derivace funkce F (x) = f (x,
o(x)) ma stejné znaménko jako 2. diferencial Lagrangeovy funkce.
Nyni muzeme odvodit i postaCujici podminky pro funkci dvou
proménnych.

Jestlize nalezneme podezielé body, vytvofime druhy
diferencial Lagrangeovy funkce. Tim ziskame kvadratickou formu v

proménnych dx a dy .

9.2.1 Kvadratické formy

Pfipomenme si, co je to kvadraticka forma a =zakladni

vlastnosti.
Kvadraticka forma proménnych x; ... x, je vyraz tvaru:

r
QM) = Q(x1,..., Xr) :.}1 Ajic Xj Xk
Jh=

V bodé o = [0, ..., 0] ma hodnotu 0.

Je-li Qx)>0 Vvx=#0, nazyva se forma pozitivné definitni.
Je-li Qx) <0 vx#0, nazyva se forma negativné definitni.
Existuji-li x, y: Q(x) >0, Qy) <0, forma je indefinitni.
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Nalezli jsme analogii mezi postacujicimi podminkami pro
existenci volného lokalniho extrému funkce jedné proménné a
vazaného lokalniho extrému funkce dvou proménnych.

Funkce jedné proménné ma v podezielém bodé maximum
(minimum), je-li 2. derivace v tomto bodé zaporna (kladna). Funkce

dvou promé&nnych ma v podezielém bodé maximum (minimum), je-li
kvadraticka forma d2L negativné (pozitivné) definitni.
Vyslovme vétu vyjadfujici postacujici podminky pro lokalni

extrémy s vazbou.

Véta 9.2.1.1 Je dana funkce f (x, y) a vazba g (x, y) = 0.

Necht f, g maji spojité parcialni derivace aZz do 2. radu a
necht grad g (T) = 0. Necht v bodé T [a, b] plati: existuje €islo A tak,
Ze funkce L(x,y,A)=f(x,y)-Ag(x,y) Spliuje (nutné podminky ):
L'x(T)=0,Ly(T)=0,9(7) =0.

Vytvorime 2. diferencial d’L funkce L vzhledem k
proménnym x,y, S konstantou .. Z rovnice g (T)dx+gy(T)dy=0
vyjadrime jeden z diferencialu dx, dy pomoci druhého a dosadime do
kvadratické formy d?L. Dostaneme kvadratickou formu jedné
proménné (dx nebo dy). Je-li tato forma pozitivhé
(negativné) definitni, ma funkce f v bodé T ostré lokalni minimum
(maximum) vzhledem k vazbé g.

Kvadraticka forma jedné proménné nemuze byt indefinitni
(plyne z definice indefinitnosti). V pripadé, Zze koeficient kvadratu
proménné by vysSel roven nule, musime pro rozhodnuti o existenci a
druhu extrému pouzit néjaké doplnkové metody (vySetieni prabé&hu
funkce v okoli podezrelého bodu).

Ukazme si funkci véty a postup vypoctu na prikladé.

‘Priklad 8. Hledejme lokalni extrémy funkce f(x,y) = xy s vazbou
X2y —d=20¢

Grafem funkce je hyperbolicky paraboloid (obr. 9) a vazba je

kruznice o polomeéru 1.
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Obr. 9. Hyperbolicky paraboloid. [Fich-66:344 "Ris.92."]

Vytvofime Lagrangeovu funkci:
(1), Lep=xy-Mx?+y*=1).

Vytvofime soustavu tfi rovnic pro tfi neznamé a budeme ji fesit:
(2) (L'x=) y-2&x=0,
(3 Ey=) x-A2y=0,

(4) (vazba) x2+y*-1=0.

Polozme si otazku, muzZe-li se A rovnat nule. Z rovnic (2), (3) plyne:
A=0" = ¥=y=0.
Bod [0, 0] vSak nevyhovuje vazebni podmince, tudiz A =0.
Z rovnice (2):
(5) y=2x.
Dosadime (5) do (3):
(6) x-2M22x)=0 .
Dalsimi upravami ziskavame:

x(1-42% =0 & X=0 v 4x*=0
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y-A2x=0 = A=1 & x=y&A=—F & x=-y .

Dosadime do (4):

1 1
X421 =00em2x% = laicy Xy = ko=
¥ v

Mame ¢tyfi kandidaty na extrém:

1 1 -

Tl %1 Tl 51 Tl — ) Tl 7

i o
T2 ]
=-y Min Max X=y
[-1,0] 1001 1,01
X =Y Max. Min X==)
by T

Obr. 10. Extrémy na kruznici

Nyni budeme zkoumat druhy diferencial Lagrangeovy funkce:

L2 =2\
L“)(y = 1
L*y2 = -2

a?L =-2)\ dx?+2dx dy -2\ dy?

derivace rovnice vazby: 2xdx +2ydy = O

A=1 o x=y o dx=-dy & d?L=—dx?-2dx? — dx? = —4dx?

2

A=—5 © x=-y & dx=dy < d’L= dx?+ 2dx?+dx? = 4dx?

2

=20 -

V bodech T;, 75 je forma negativné definitni a funkce f(x,y) - xy

v nich ma vzhledem k vazbé x?+y?-1-=0 lokalni

maximum. V

bodech T, 74 je forma pozitivné definitni a funkce f v nich ma

vzhledem k vazbé lokalni minimum.
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Priklad 7. (dokonceni)

V prikladé 7 jsme hledali obdélnik s nejvétSim obsahem pfi
daném obvodu. Jedinym kandidatem na extrém byl bod P=[Z 7]
Pokusime se nyni s pomoci nalezenych postupu dokazat, zda se

skute¢né jedna o maximum, jak jsme se domnivali.

Budeme zkoumat 2. diferencial Lagrangeovy funkce.
L(x,y,A)=xy—M2x+2y—0).

Derivace Lagrangeovy funkce maji formy:
L'x=y-2M\,
L'y=x-2) ,
[“%2=0 ,
e, O
(e =0

2. diferencial Lagrangeovy funkce ma tvar:
0L = L“xedX? + 2L“ xydx dy + L* 2 dy?

Po dosazeni:

d?L =2dx dy .
Nalezneme vztah pro dx, dy. Rovnice vazby je:

2x+2y-0=0 .
Derivovanim rovnice vazby dostavame:
2dx+2dy =0 ,
dx =-dy .
Dosadime-li do rovnice 2. diferencialu, ziskavame:

d?L = —2dx?.
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Tato kvadraticka forma je negativné definitni, v funkce tedy v
daném bodé nabyva svého lokalniho maxima.

Ukazme jesté, ze toto lokalni maximum je ve skutecnosti
maximem globalnim, a ze je tudiz feSenim nasi ulohy. Jak bylo jiz
uvedeno vyse, funkce xy nabyva na uvazovaném definicnim oboru,
coz je uzaviena usecka, své nejvétsi (i nejmensi) hodnoty. Protoze
tato funkce je vSude (vyjma krajnich bodu Usecky) kladna, nabyva
své nejvétsi hodnoty (globalni maximum) uvniti usecky. V tomto
bodé pak ma téz lokalni maximum. My jsme vsak vidéli, Ze jediné
lokalni maximum nabyva funkce uprostied usecCky. Proto toto

lokalni maximum musi byt zaroven maximem globalnim.
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10 Funkce vice proménnych

Mame-li se zabyvat funkcemi vice proménnych, nemeéli
bychom se omezovat na funkce pouhych dvou .

Vazanym extrémum funkce vice proménnych se vénuje V.
Jarnik [Jar-84:511-519] na nékolika malo strankach a omezuje se
na obecnou vétu, dukaz a nékolik resenych pfikladu.

Jelikoz u poétu proménnych vy§§im nez 2 se podminky
pro extrém liSi, uvedu obecnou formulaci véty pro n-rozmeérné
prostory [Jar-84:511-513].

Véta 10.0.0.1 Funkce

1) e %) 00, - %) s %) (B<S<T)

necht maji spojité parc:élm derivace 1. radu v otevrené
mnoziné Ec E, . V kazdém bodé mnozZiny E necht ma matice

og 2g
axt Tt oy
{‘.’gs r.?gs
TN T

hodnost s. BudiZ M mnoZina v§ech bodu [xi,.. x/],
jez vyhovuji rovnicim
(3 gy, 6=9. .0:00,... . 0)=0 .
Potom plati :
|. Ma-li funkce f v néjakém bodé a-=|[a:,...,a/ € E lokalni extrém
vzhledem k M, ex:stu;r realna cCisla i4,..., s tak, Ze jest
(4) F+iuBE=0 (=1,...0,

0X| = r‘X
(5). Ge(ai=0 (k-1 .5
Il. Je-li ac E bod a M,...As Cisla, pro ktera plati (4), (5), a
maji-li funkce (1) v bodé a totalni diferencial 2. fadu, sestrojme
kvadratickou formu v proménn)/ch clxy. ... dx,

(6) Wdu,..t)- -z T s *c""“‘“)o‘xJr o

X Xm k=1 fX ox
Jezto matice (2) ma v bodé a hodnost s, je aspon jeden jeji s
-fadovy determinant v bodé a ruzny od nuly; budiZz na pfr.

(7 Bt 20

[a1,...,ar]

NapiS§me s rovnic
(8) E'g“a’dx =0 (k=1...5,

Vypocteme z nich dxi,....dxs (kdyby byl determinant (7)
roven nule bylo by misto xi,..xs tfreba psat jiné proménné xm,, ... xm,)
jako linearni formy v proménnych dxs.,..,dx, a dosadme tyto
linearni formy do ¥ za dxi,...dxs . Tim pfejde ¥ v kvadratickou
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formu ®(dxs.,...dx,) proménnych dxs.,..dx, . Je-li tato forma @

positivné (negativné) definitni, ma f v bodé a vzhledem k M ostré
lok&lni minimum (maximum); je-li indefinitni, nema f v bodé a

vzhledem k M lokalni extrém.

Véta je analogicka té predchozi. Tato véta nam vsSak navic
dava v nékterych pripadech moznost jednoznacneé ur¢it, zda
extrém existuje ¢i nikoli jiz na zaklade (in-)definitnosti kvadratické

formy.
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11 Zaver

Prace neni rozsahla, domnivam se vsak, ze i v této podobé
spliuje cile urCené zadanim. Pfi jejim zpracovavani jsem pronikla
do problematiky vazanych lokalnich extrému na urovni uloh pro
trojrozmérny prostor a osvézila jsem si obecna pravidla pro jejich
vypocet pro prostory vicerozmérné.

Snazila jsem se o zpracovani tématu pro ¢tenafe, ktery se
zaCina o problém zajimat se stejnymi znalostmi jako jsem méla ja
sama na pocCatku své prace.

Nemam bohuzel vyhlidky na pouziti nabytych védomosti a
objevenych postupu ve vlastni pedagogické praxi, protoze dana
latka se na zakladnich, ba ani na stfednich Skolach nevyucuje.

Naprosto chapu, ze pfi hodinové dotaci a mnozstvi uciva,
které se ma na vysokych Skolach zvladnout, je nemozné vénovat
kazdému tématu takovy poclet hodin, aby byla probirana latka
naprosto zvladnuta a pochopena vSemi studenty. Samostudium je
samoziejmé nedilnou soucasti vysokosSkolskeé pripravy.

Tato diplomova prace by se, podle mého nazoru, dala vyuzit
pro studium vazanych lokalnich extrému na vysoké Skole. Muze byt
pouzita jako zdroj inspirace pro vyucujici, nebo jako doplikovy

studijni material pro studenty.
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