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Recenzent

prof. Ing. Jaroslav Nosek, CSc.

Technická univerzita v Liberci

Fakulta mechatroniky, informatiky a mezioborových studíı
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Abstrakt

Spektrálńı vlastnosti kruhových piezokeramických rezonátor̊u

Publikace se zabývá popisem spektrálńıch vlastnost́ı kruhových osově symetrických

rezonátor̊u z piezoelektrické keramiky s obecným poměrem pr̊uměru a tloušt’ky. Závislost

modálńıch parametr̊u (rezonančńı frekvence a tvaru kmitu) na poměru rozměr̊u je stu-

dována pomoćı analytických model̊u odvozených za předpokladu lineárńı teorie pie-

zoelektřiny. Teoretické závislosti jsou doplněny řadou př́ıklad̊u a porovnáńı s expe-

rimentálńımi hodnotami. Práce přináš́ı souhrnný popis problematiky vycházej́ıćı ze

současného stavu poznáńı.

Abstract

Spectral properties of circular piezoceramic resonators

This monograph deals with the characterization of spectral properties of circular

axisymmetrical resonators made of piezoelectric ceramics with a general diameter to

thickness ratio. The dependence of modal parameters (resonance frequency and modal

shape) on the aspect ratio is studied using analytical models based on linear piezoelect-

ric theory. The theoretical dependencies are complemented by a number of examples

and comparisons with experimental values. The book introduces a comprehensive de-

scription of this topic arising from the current state of knowledge.

iii



iv



Obsah
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2 Řešeńı kmit̊u kruhových rezonátor̊u 9
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3.1.2 Tloušt’kové kmity kruhové desky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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4.2 Disperzńı závislost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Závěr 75

Literatura 77

v
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iλ poměrné složky tenzoru piezoelektrického modulu 1
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ωP kruhová paralelńı rezonančńı frekvence rad s−1
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Úvod

Od vynálezu piezoelektrického rezonátoru [1], [2] zanedlouho uplyne sto let. Dı́ky

jednoduchému principu a nenáročné konstrukci se velmi rychle rozš́ı̌ril do řady obor̊u

a v současné době je nejobvykleǰśı piezoelektrickou aplikaćı. Piezoelektrické rezonátory

můžeme naj́ıt v elektronických obvodech obsahuj́ıćıch krystalové oscilátory nebo frek-

venčńı filtry, v rezonančńıch sńımač́ıch neelektrických veličin, v akustických systémech,

aktuátorech a ultrazvukových motorech nebo v zař́ızeńıch pro energy harvesting.

Základem piezoelektrického rezonátoru je výbrus z piezoelektricky aktivńıho ma-

teriálu, který je opatřen vhodnou konfiguraćı elektrod a kmitá některým vlastńım

módem kmitu. Vynucené mechanické kmitáńı je vyvoláno harmonickým elektrickým

polem s frekvenćı bĺızkou vlastńı frekvenci rezonátoru. Podle požadavk̊u aplikace se

použ́ıvaj́ı ńızkofrekvenčńı módy s jednoduchými tvary kmitu nebo vysokofrekvenčńı

módy, při kterých docháźı ke komplikovaným deformaćım pr̊uřezu výbrusu. I přes velmi

jednoduchý geometrický tvar je spektrum kmit̊u na vysokých frekvenćıch složité. Již

vynálezce rezonátoru Walter G. Cady poznamenal ([3], str. 308), že
”
může existovat

vazba mezi tloušt’kovým módem a násobky všech daľśıch možných mód̊u kmitu. Elas-

tické podmı́nky jsou tak komplikované, že můžeme pozorovat řadu rezonančńıch frek-

venćı, které jsou všechny obsaženy v úzkém pásmu v okoĺı ideálńı tloušt’kové frekvence“.

Studium spektrálńıch vlastnost́ı (tedy vlivu rozměr̊u na rezonančńı frekvenci a tvar

kmitu) je trvalým zájmem řady vědeckých a výzkumných pracovǐst’ po celém světě.

Rostoućı požadavky na přesnost a stabilitu rezonančńı frekvence vedly mimo jiné k roz-

voji některých obor̊u aplikované mechaniky, zejména teorie vysokofrekvenčńıch kmit̊u

elastických a piezoelektrických desek [4], [5]. Přestože se z bohatého spektra prakticky

využ́ıvá pouze několik mód̊u, je znalost úplných spektrálńıch vlastnost́ı nezbytná pro

spolehlivou činnost výsledné aplikace.

Piezoelektrické rezonátory se vyráběj́ı z monokrystalických (předevš́ım z křemene)

[6], [7] nebo polykrystalických materiál̊u (zejména z keramiky na bázi PZT) [8], [9]. Mo-

nokrystalické materiály vykazuj́ı značnou stálost materiálových parametr̊u a nacházej́ı

uplatněńı v rezonátorech s vysokou stabilitou rezonančńı frekvence a vysokým činitelem

jakosti. Polykrystalická keramika nedosahuje takové stability parametr̊u, má ale řadu

výhod jako široké spektrum materiálových vlastnost́ı, možnost vyrábět prakticky libo-

volný tvar a velikost výbrusu nebo nižš́ı cenu. Vysoký činitel elektromechanické vazby

je výhodný pro výkonové akustické aplikace.

Úvodńım krokem při návrhu rezonátoru nebo rezonančńı struktury je volba a opti-

malizace rozměr̊u piezoelektrického výbrusu, který muśı současně splňovat požadavky
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na velikost rezonančńı frekvence a tvar kmitu. Výchoźı návrh je dále zpřesňován zahr-

nut́ım okrajových podmı́nek uložeńı, vlivu elektrod a okolńıho prostřed́ı apod.

Kmitáńı výbrusu popisuj́ı tř́ırozměrné rovnice piezoelektřiny. Protože dosud ne-

bylo nalezeno přesné řešeńı těchto rovnic vyhovuj́ıćı okrajovým podmı́nkám na hra-

nićıch rezonátoru obecného tvaru, je nutné použ́ıt řešeńı přibližná. Ta jsou založena

bud’ na variačńıch numerických metodách, zejména metodě konečných prvk̊u, nebo

na analytických modelech r̊uzného stupně složitosti. Výpočetńı postupy pomoćı me-

tody konečných prvk̊u jsou v současné době dostatečně rozpracované a náročnost jejich

použit́ı je malá. Využ́ıvaj́ı se zejména pro návrh a analýzu kompozitńıch rezonančńıch

struktur a umožňuj́ı studovat vazby mezi piezoelektrickým převodńıkem a jeho okoĺım.

Nezastupitelnou úlohu však maj́ı také analytické modely, které dovoluj́ı pochopit fy-

zikálńı podstatu kmitáńı a vnitřńıch vazeb v rezonátoru.

Je třeba vźıt v úvahu, že všechny výpočtové modely jsou pouze aproximaćı skutečné-

ho chováńı výbrusu a udávaj́ı přibližné výsledky s přesnost́ı, která muśı vyhovovat

požadavk̊um aplikace. Pokročilé výpočtové metody maj́ı poměrně vysokou teoretickou

přesnost, např́ıklad u křemenných rezonátor̊u lze dosáhnout vysoké shody vypočtených

hodnot s experimentem [6] a predikovat tak změnu chováńı při změně okolńıch veličin.

U piezoelektrické keramiky je přesnost výpočtu ovlivněna toleranćı materiálových para-

metr̊u, která podle zkušenost́ı i údaj̊u výrobc̊u dosahuje až deśıtek procent. Vlastnosti

keramiky jsou závislé na čase a projevuje se také nelineárńı chováńı zp̊usobené po-

lykrystalickou strukturou materiálu. Pro základńı studium frekvenčńıho spektra tak

postačuje použ́ıt lineárńı vztahy [10]. Uvažováńı nelineárńıch jev̊u a zvláštńıch vliv̊u

okolńıho prostřed́ı (např. teplotńıho pole nebo hmotového zat́ıžeńı) [11] v praxi ob-

vykle nepřináš́ı zvýšeńı přesnosti výsledk̊u. Pro řadu piezokeramických materiál̊u nejsou

známy všechny hodnoty materiálových konstant a konstanty vyšš́ıch řád̊u jsou publi-

kovány jen zř́ıdka.

V technické praxi převládá představa o jednoduchých tvarech kmitu, ve kterých se

koncové plochy rezonátoru pohybuj́ı rovnoběžně a z̊ustávaj́ı rovinné. K popisu kmitáńı

se použ́ıvaj́ı jednoduché analytické modely odvozené za zjednodušených předpoklad̊u

o rozložeńı elastického napět́ı a elektrického pole uvnitř rezonátoru [8]. Na základě těchto

vztah̊u jsou odvozeny výpočtové vztahy pro frekvenčńı konstanty N, koeficienty elek-

tromechanické vazby k nebo r̊uzné materiálové konstanty. Rozd́ıl mezi zjednodušenými

předpoklady a skutečnými spektrálńımi vlastnostmi se může projevit v nežádoućım

chováńı a sńıžené účinnosti zař́ızeńı.

Základńı vztahy pro výpočet prostých mód̊u piezokeramických rezonátor̊u jsou v lite-

ratuře běžně dostupné a nově jsou souhrnně odvozeny v publikaci [8]. Pokročilé postupy

pro návrh keramických rezonátor̊u a studium jejich spektrálńıch vlastnost́ı zat́ım ne-

byly uceleně publikovány a v př́ıpadě potřeby je nutné vycházet z řady př́ıspěvk̊u ve

vědeckých časopisech a z praktických zkušenost́ı.

Tato publikace se zabývá popisem spektrálńıch vlastnost́ı kruhových osově symet-

rických rezonátor̊u z piezoelektrické keramiky s obecným poměrem pr̊uměru a tloušt’ky.

Pomoćı analytických model̊u je studován vliv rozměr̊u na modálńı vlastnosti ve frek-

venčńım rozsahu od nejnižš́ıch mód̊u kmitu až do okoĺı základńı tloušt’kové rezonance.

Uvedené závěry jsou obecně platné pro materiály, jejichž struktura materiálových koe-

ficient̊u odpov́ıdá hexagonálńı tř́ıdě symetrie 6mm.
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Kapitola 1

Kruhové piezokeramické

rezonátory

1.1 Základńı vlastnosti

Jako kruhové rezonátory budeme označovat osově symetrické výbrusy z piezoelek-

trické keramiky, polarizované v axiálńım směru a s plnými elektrodami na obou kru-

hových plochách.

Základńımi rozměry kruhových rezonátor̊u jsou pr̊uměr 2a a tloušt’ka 2b. Při analýze

frekvenčńıho spektra využ́ıváme geometrické podobnosti a pro určeńı velikosti použ́ıvá-

me bezrozměrný parametr α = a/b, který udává poměr pr̊uměru a tloušt’ky výbrusu.

Provedeńı kruhových rezonátor̊u s r̊uzným poměrem α je znázorněno na obr. 1.1.

Rezonátory s velkým poměrem α označujeme jako kruhové desky (disky), rezonátory

s malým poměrem α pak jako tyče (v tomto př́ıpadě mı́sto tloušt’ky hovoř́ıme o délce).

a) b) c)

Obr. 1.1: Kruhové rezonátory polarizované v axiálńım směru, šrafováńı vyznačuje umı́-

stěńı elektrod
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Nejjednodušš́ı (a nejčastěji použ́ıvaný) model kmit̊u kruhového rezonátoru vycháźı

z představy, že se výbrus deformuje rovnoměrně pouze v jediném směru (axiálńım nebo

radiálńım), hraničńı plochy se pohybuj́ı ekvidistatně a z̊ustávaj́ı rovinné (resp. válcové).

Pohyb rezonátoru popisuje jednoduchá vlnová rovnice, která je funkćı jediné prostorové

proměnné a času. Za těchto předpoklad̊u kmitaj́ı kruhové rezonátory dvěma základńımi

skupinami mód̊u kmitu:

a) prosté tloušt’kové (podélné) kmity, při kterých se rezonátor deformuje převážně

ve směru své osy,

b) prosté radiálńı kmity, při kterých se rezonátor se deformuje převážně v radiálńım

směru.

Frekvence kmitáńı je nepř́ımo úměrná velikosti rozměru (pr̊uměru 2a nebo tloušt’ky 2b),

ve kterém se daný mód š́ı̌ŕı. Prostým mód̊um kmitu odpov́ıdaj́ı dvě krajńı provedeńı

kruhového rezonátoru s mezńımi rozměry:

a) tenká dlouhá tyč (a � b, α → 0), která kmitá ńızkofrekvenčńımi podélnými kmity

a vysokofrekvenčńımi radiálńımi kmity,

b) tenká rozlehlá deska (a � b, α → ∞), která kmitá ńızkofrekvenčńımi radiálńımi

kmity a vysokofrekvenčńımi tloušt’kovými kmity.

Prosté módy kmitu kruhových rezonátor̊u a jejich poloha ve frekvečńım spektru

jsou schematicky znázorněny na obr. 1.2. Výpočtové vztahy pro vlnová č́ısla, vlastńı

frekvence a parametry elektrického náhradńıho obvodu budou odvozeny v kap. 3.1.

Obr. 1.2: Prosté módy kmitu kruhových rezonátor̊u ve frekvenčńım spektru

(L - podélné kmity tyče, TE - tloušt’kové kmity disku, R′ - radiálńı kmity tyče,

R - radiálńı kmity disku)

Pro rezonátory obecných rozměr̊u (velikosti a a b jsou řádově srovnatelné) neplat́ı
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výše uvedené jednoduché předpoklady a při řešeńı kmitáńı je nutné uvažovat vazbu v́ıce

mód̊u. Platnost aproximace pomoćı prostých mód̊u kmitu záviśı na přesnosti výpočtu,

kterou daná aplikace vyžaduje. Např́ıklad u vzork̊u určených ke stanoveńı materiálových

konstant doporučuj́ı normy [12], [13] mezńı rozměry pro tyče α < 0,3 a pro kruhové

desky α > 10, aby chyba zp̊usobená rozměry rezonátoru byla nižš́ı než 1 %.

Porovnáńı rezonančńıch frekvenćı prostých mód̊u kmitu s úplným frekvenčńım spek-

trem kruhových rezonátor̊u je na př́ıkladu keramiky BaTiO3 znázorněno na obr. 4.1. Ob-

lasti frekvenčńıho spektra, ve kterých lze kmitáńı rezonátor̊u popsat modelem prostých

kmit̊u, přibližně odpov́ıdaj́ı schematickému znázorněńı na obr. 1.2.

Kruhové výbrusy s plnou elektrodou jsou jedńım z nejběžněǰśıch provedeńı piezo-

elektrických keramických rezonátor̊u. Ve standardńı nab́ıdce výrobc̊u piezoelektrické ke-

ramiky jsou kruhové rezonátory s poměry rozměr̊u α řádově od 0,1 až do 100. V České

republice se v současné době vyráběj́ı v podniku Noliac Ceramics s.r.o. Hradec Králové

a do roku 2008 také ve firmě APC International Ltd. Libřice.

V technických aplikaćıch se kruhové rezonátory provozuj́ı předevš́ım na základńı

radiálńı nebo tloušt’kové (resp. podélné) rezonančńı frekvenci. Využ́ıvaj́ı se jako ob-

vodové prvky v oscilačńıch nebo filtračńıch elektrických obvodech [14], v akustických

převodńıćıch jako budiče a přij́ımače ultrazvukového vlněńı nebo zvukové generátory

[15] nebo jako sńımaćı prvky v měřićı technice [16].

1.2 Studium frekvenčńıho spektra

Oproti monokrystalickým rezonátor̊um [6] je studiu frekvenčńıho spektra rezonátor̊u

z piezoelektrické keramiky věnována v odborné literatuře menš́ı pozornost.

V klasických publikaćıch o piezoelektřině [3], [17], [18], [19], u nás např́ıklad [20], je

kmitáńı rezonátor̊u modelováno pomoćı jednoduchých vlnových rovnic odvozených za

předpokladu zjednodušeného stavu napjatosti a rozložeńı elektrického pole. Na jejich

základě jsou odvozeny analytické elektrické náhradńı obvody se soustředěnými nebo roz-

prostřenými parametry [21]. Vztahy pro r̊uzná provedeńı piezokeramických rezonátor̊u

jsou souhrnně uvedeny v [22] a nově včetně úplného odvozeńı v [8]. Z jednoduchých jed-

norozměrných model̊u vyplývaj́ı vztahy pro rezonančńı frekvence, frekvenčńı konstanty,

koeficienty elektromechanické vazby apod. běžně použ́ıvané v technické praxi.

Prvńı práce, věnuj́ıćı se studiu vázaných kmit̊u kruhových rezonátor̊u s plnou elek-

trodou a vlivu rozměr̊u na jejich frekvenčńı spektrum, vznikaly z praktických potřeb

použit́ı piezokeramických rezonátor̊u v optických systémech.

Shaw [23] provedl podrobná měřeńı rezonančńıch frekvenćı, normálových tvar̊u kmitu

a koeficient̊u elektromechanické vazby tlustých disk̊u z BaTiO3 s poměrem rozměr̊u

α v rozmeźı 1,14 až 6,63. Ve své práci popsal několik charakteristických vlastnost́ı kru-

hových rezonátor̊u. V homogenně polarizovaném přesně kruhovém disku existuj́ı pouze

módy, které jsou symetrické vzhledem k ose a ke středńı rovině disku. Vysokofrekvenčńı

tloušt’kové kmity maj́ı složité rozložeńı normálových výchylek, vzdálené od rovnoměrné

planparalelńı deformace. Vedle radiálńıch a tloušt’kových mód̊u jako prvńı ve spek-

tru identifikoval tzv. hranové (edge) módy, vyznačuj́ıćı se největš́ı výchylkou na okraji

(hraně) disku, jejichž frekvence př́ılǐs nezáviśı na poměru rozměr̊u α.
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Současně se Shawem studoval Aggarwal [24] až [27] analytický popis kmit̊u ohraniče-

ných izotropńıch kruhových desek, který porovnával s naměřenými hodnotami. Při

řešeńı použil tř́ırozměrné pohybové rovnice s přesnými okrajovými podmı́nkami na

hlavńıch plochách a přibližnými na okraj́ıch disku. Pro určitá frekvenčńı pásma identi-

fikoval imaginárńı kořeny vlnových rovnic.

Midlin a jeho spolupracovńıci odvodili aproximačńı rovnice vyšš́ıch řád̊u pro roztažné

kmity izotropńıch elastických desek [28], [29] a aplikovali je na analýzu frekvenčńıho

spektra kruhových disk̊u [30]. Z teoretického rozboru vyplývá závislost charakteru

spektra na poměru mezńıch frekvenćı tloušt’kově rozṕınavého módu a symetrického

tloušt’kově střižného módu druhého řádu. U izotropńıch materiál̊u je tento poměr úměrný

velikosti Poissonova č́ısla s limitńı hodnotou σE = 1/3. Dále byla teoreticky objasněna

př́ıčina vzniku hranových módu v určitém frekvenčńım pásmu. Vypočtené rezonančńı

frekvence disk̊u z BaTiO3 se velmi dobře shoduj́ı s předchoźım měřeńım [23]. Ve stejném

obdob́ı byla odvozena také teorie vyšš́ıch řád̊u pro vysokofrekvenčńı roztažné kmity kru-

hových tyč́ı [31], [32].

V práci [33] je provedena detailńı analýza frekvenčńıho spektra disk̊u z keramiky

PbTiO3 se středńım Poissonovým č́ıslem σE = 0,18. Podrobně byly naměřeny rezo-

nančńı frekvence mód̊u v širokém okoĺı tloušt’kové rezonančńı frekvence pro rozsah

rozměr̊u α od 5 do 30. Naměřené hodnoty jsou porovnány s teoretickými frekvencemi

vypočtenými podle [30]. Ve spektru byly identifikovány základńı typy mód̊u (radiálńı,

hranové, tloušt’kově rozṕınavé, tloušt’kově střižné a vysokofrekvenčńı radiálńı).

Na tuto práci navázala detailńı analýza spektra disk̊u z keramiky PbTiO3 se středńım

Poissonovým č́ıslem σE = 0,37 [34]. Teoretické spektrum v širokém okoĺı tloušt’kové re-

zonance vypočtené podle [30] je ověřeno měřeńım rezonančńıch frekvenćı v rozmeźı

rozměr̊u α od 4,8 do 7,2. Výsledky potvrzuj́ı odlǐsný tvar frekvenčńıch křivek v po-

rovnáńı s materiály se středńım σE < 1/3 [29].

Citované př́ıspěvky [30], [33] a [34] obsahuj́ı výchoźı informace o obecných vlastnos-

tech frekvenčńıho spektra keramických disk̊u v rozsahu od nejnižš́ıch frekvenćı do okoĺı

základńı tloušt’kové rezonance.

Publikace [35] uvád́ı výsledky měřeńı rezonančńıch frekvenćı a rozložeńı rychlosti

kmitáńı na povrchu disk̊u z PZT keramiky v rozsahu rozměr̊u α mezi 2 a 12. Studováno

je standarńı a fazetované provedeńı kruhových rezonátor̊u a uvedeny jsou základńı

rozd́ıly v jejich spektrech. Práce navazuje na experimentálńı výsledky [23].

Analytický popis kmit̊u pomoćı teoríı vyšš́ıch řád̊u byl postupně aplikován do oblasti

piezoelektrických desek. Dvourozměrné aproximačńı rovnice, odvozené na základě teorie

druhého řádu pomoćı rozvoje posunut́ı a potenciálu do řady harmonických funkćı, jsou

uvedeny v [36]. V porovnáńı s izotropńım modelem [30] vykazuj́ı výrazně menš́ı odchylky

od naměřených rezonančńıch frekvenćı [23], a to zejména v oblasti hranových mód̊u.

Vázané aproximačńı rovnice [36] je možné dále zjednodušit pro popis kmit̊u v b́ızkém

okoĺı tloušt’kové rezonance [37]. Rozš́ı̌reńı p̊uvodńı rovnic popisuj́ıćıch elastické kmitáńı

izotropńıch desek [29] a tyč́ı [31] do oblasti piezoelektrických kmit̊u keramických re-

zonátor̊u s axiálńı polarizaćı je provedeno v př́ıspěvćıch [38] a [39].

Daľśım zp̊usobem řešeńı vázaných kmit̊u rezonátoru je použit́ı numerických metod.

Eer Nisse [40] aplikoval variačńı metodu výpočtu uvažuj́ıćı piezoelektrické vlastnosti
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keramiky a dosáhl lepš́ı shody s měřeńım [23] než izotropńı model [30]. Po obecném

definováńı konečného prvku pro piezoelektrické materiály [41] se ve větš́ı mı́̌re začala

pro studium spekter piezoelektrických rezonátor̊u použ́ıvat metoda konečných prvk̊u.

Kunkel [42] provedl spektrálńı analýzu kmit̊u tyč́ı a tlustých disk̊u s rozměry α od 0,2

do 10 pomoćı metody konečných prvk̊u. Použit́ım vhodných okrajových podmı́nek jsou

vypočteny rezonančńı a antirezonančńı frekvence jednotlivých mód̊u a posouzeny jejich

efektivńı koeficienty elektromechanické vazby. Rozložeńı posunut́ı a vazba r̊uzných mód̊u

jsou analyzovány pomoćı vypočtených modálńıch tvar̊u. V publikaci je poprvé uvedena

výpočetńı analýza antirezonančńıch frekvenćı a koeficient̊u elektromechanické vazby.

Analytický model umožňuj́ıćı obdobný rozbor spektra kmit̊u dosud nebyl publikován.

Podobné studium frekvenčńıho spektra, vlastńıch tvar̊u a elektrické impedance po-

moćı metody konečných prvk̊u a modálńıho rozkladu je uvedeno v [43] a [44]. Pro popis

elektromechanické vazby se jako vhodněǰśı měř́ıtko ukazuj́ı hodnoty modálńıch konstant.

V oblastech s vysokou hustotou mód̊u je zpravidla obt́ıžné identifikovat odpov́ıdaj́ıćı si

dvojice rezonančńı a antirezonančńı frekvence a stanovit koeficient elektromechanické

vazby.

Vedle studia frekvenčńıho spektra se obecnému popisu kmit̊u kruhových piezokera-

mických rezonátor̊u věnuje řada daľśıch publikaćı.

Př́ıspěvky [45], [46] se zabývaj́ı tloušt’kovými kmity piezokeramických disk̊u s neúpl-

nou elektrodou. Studována je problematika zachyceńı kmit̊u (energy trapping) v oblasti

pod kovovou elektrodou zp̊usobeného rozd́ılným charakterem vlnových č́ısel v pokovené

a nepokovené části disku. Vliv neúplné elektrody na rezonančńı frekvence radiálńıch

mód̊u je analyzován v monografii [47].

V publikaci [48] jsou odvozeny analytické vztahy pro prosté radiálńı, ohybové a tečné

kmity keramických disk̊u. Z těchto mód̊u se s elektrickým polem váž́ı pouze radiálńı

kmity. Vypočtené rezonančńı frekvence jsou porovnány s výsledky numerické analýzy

pomoćı metody konečných prvk̊u, s měřeńım impedance a měřeńım tvar̊u kmitu pomoćı

interferometru. Podrobná analýza ohybových kmit̊u pro r̊uzné okrajové podmı́nky na

obvodu disku je uvedena v [49].

Onoe [50] odvodil jednoduchý analytický model se dvěma stupni volnosti pro vázané

radiálńı a tloušt’kové kmity keramických disk̊u. Stefan [51] tyto rovnice použil pro

výpočet rezonančńıch frekvenćı tř́ı nejnižš́ıch mód̊u kruhových rezonátor̊u s r̊uzným

poměrem α a úspěšně jej ověřil měřeńım. Aronov [52] odvodil podobný model pomoćı

energetické metody a studoval závislost rezonančńı frekvence, efektivńıho koeficientu

elektromechanické vazby a tvaru kmitu kruhových desek na poměru α.

Analýze kmit̊u kruhových rezonátor̊u pomoćı modelu s několika stupni volnosti se

věnuje také Lin [53], [54], který použil vázané pohybové rovnice k odvozeńı analytických

vztah̊u pro admitanci a elektromechanický náhradńı obvod s rozprostřenými parametry.

7



8



Kapitola 2

Řešeńı kmit̊u kruhových

rezonátor̊u

2.1 Elektroelastické vlněńı v piezoelektrických

rezonátorech

Pojem piezoelektrický rezonátor označuje výbrus z piezoelektricky aktivńıho ma-

teriálu, který je na vhodných plochách opatřen soustavou elektrod a kmitá některým

vlastńım módem kmitu. Mechanické kmitáńı vzniká d̊usledkem převráceného piezo-

elektrického jevu po přiložeńı harmonického elektrického pole na elektrody výbrusu.

Amplituda kmit̊u je největš́ı v př́ıpadě, kdy je budićı frekvence bĺızká některé vlastńı

frekvenci rezonátoru.

Podstatou činnosti piezoelektrického rezonátoru je š́ı̌reńı elektroelastického vlněńı

uvnitř prostorově ohraničeného prostřed́ı [55], [56]. Znalost této problematiky je potřeb-

ná pro vysvětleńı složitého spektra kmit̊u rezonátoru a pochopeńı některých úskaĺı spo-

jených s jeho návrhem a použit́ım.

V neohraničeném prostřed́ı se š́ı̌ŕı elektroelastické vlněńı složené ze tř́ı rovinných

elastických vln, jejichž polarizace (směry posunut́ı částic) jsou navzájem kolmé. Polari-

zace vln obecně nejsou rovnoběžné nebo kolmé na směr š́ı̌reńı vlněńı. Vlna s polarizaćı

nejbližš́ı směru š́ı̌reńı se nazývá kvazipodélná, ostatńı jsou kvazipř́ıčné. Postupuj́ıćı elek-

trické pole má povahu podélné vlny, jej́ıž vlnoplochy jsou ekvipotenciálami a která tvoř́ı

čtvrtou složku postupuj́ıćıho vlněńı.

Vlny postupuj́ı se stejnou frekvenćı jedńım směrem s obecně r̊uznými rychlostmi,

které záviśı také na směru š́ı̌reńı. Mezi frekvenćı f a kruhovou frekvenćı vlněńı ω,

vlnovým č́ıslem ξ, vlnovou délkou λ a (akustickou) rychlost́ı vlny va plat́ı vztah

ω = 2πf = ξ va , ξ =
2π

λ
. (2.1)

Neohraničené prostřed́ı je nedisperzńı a akustické rychlosti va jsou konstantńı, nezávislé
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na velikosti vlnových č́ısel ξ.1

Piezoelektrické rezonátory jsou prostorově ohraničená tělesa konečných rozměr̊u.

Obvykle maj́ı pravidelný tvar tvořený jednou nebo několika dvojicemi planparalelńıch

ploch. Při popisu vlastńıch kmit̊u nahrazujeme rezonátor modelem ohraničené rovinné

desky. V následuj́ıćım textu budeme uvažovat desku o tloušt’ce 2b s normálovou osou

x3 a středńı rovinou x1, x2 (obr. 2.1).

Obr. 2.1: Model rovinné ohraničené desky umı́stěný v souřadném systému

V nekonečně rozlehlé desce se elektroelastické vlněńı š́ı̌ŕı ve směru kolmém na osu x3

stř́ıdavým odrážeńım od hraničńıch rovin x3 = ±b. Složky postupuj́ıćıho vlněńı (jednot-

livé vlny) nazýváme módy (módy kmitu, kmity) nekonečně rozlehlé desky. Rovinná vlna

dopadaj́ıćı na hranice desky může obecně vyvolat tři odražené vlny s odlǐsnou polari-

zaćı (jednu kvazipodélnou a dvě kvazipř́ıčné) se stejnou frekvenćı. Pokud tento př́ıpad

nastává, neš́ı̌ŕı se jednotlivé vlny deskou nezávisle, ale jsou vázané prostřednictv́ım

okrajových podmı́nek na rozhrańı.

Prostor omezený dvěma hraničńımi rovinami se chová jako vlnovod, ve kterém

docháźı k disperzi vlněńı. Plat́ı obecný vztah mezi frekvenćı a vlnovým č́ıslem (2.1),

ve kterém ξ a va označuj́ı vlnové č́ıslo a akustickou rychlost ve směru š́ı̌reńı vlněńı

deskou (tj. kolmo na osu x3). Akustické rychlosti již nejsou konstantńı, ale záviśı geome-

trii prostřed́ı a š́ı̌ŕıćıho se vlněńı. Složitá závislost mezi akustickou rychlost́ı a vlnovým

č́ıslem (př́ıpadně frekvenćı a vlnovým č́ıslem) se vyjadřuje graficky ve formě spektra

disperzńıch křivek (viz obr. 4.2 nebo 4.3). Každý mód kmitu má svou vlastńı závislost

akustické rychlosti a vlnového č́ısla, které odpov́ıdá jedna disperzńı křivka.

Z disperzńıho charakteru vlněńı v desce vyplývá několik významných skutečnost́ı

[57]. V nekonečně rozlehlé desce může existovat nekonečné množstv́ı mód̊u s r̊uznou

frekvenćı, jejichž vlnové délky jsou v určitém poměru k tloušt’ce desky 2b. V závislosti na

frekvenci vlněńı mohou být vlnová č́ısla reálná (š́ı̌ŕıćı se vlna), ryze imaginárńı (neš́ı̌ŕıćı

se vlna) nebo komplexńı (tlumená vlna). Vyšš́ı módy kmit̊u se zač́ınaj́ı deskou š́ı̌rit až

po překročeńı své mezńı frekvence (cut-off frequency), takže při jedné frekvenci může

deskou postupovat pouze konečný počet mód̊u.

Pokud studujeme kmitáńı rezonátoru v určitém rozsahu frekvenćı, stač́ı nám pro

jeho popis uvažovat kombinaci pouze několika nejnižš́ıch mód̊u kmitu, které nejv́ıce

ovlivňuj́ı charakter vlněńı. Každý z těchto mód̊u vycháźı z odpov́ıdaj́ıćıho prostého

1Pro přehlednost budeme v jednorozměrných vlnových rovnićıch použ́ıvat pro označeńı vlnového
č́ısla symbol η.
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tloušt’kového módu nekonečné desky, což je limitńı př́ıpad stojatého vlněńı ve směru

tloušt’ky desky s vlnovým č́ıslem ξ = 0. Prostý tloušt’kový mód charakterizuje rozložeńı

posunut́ı a napjatosti v rezonátoru a jeho vlastńı frekvence odpov́ıdá mezńı frekvenci

daného módu.

Kruhové rezonátory z piezoelektrické keramiky se v běžných aplikaćıch použ́ıvaj́ı

do frekvenćı bĺızkých základńı tloušt’kové rezonanci. V tomto frekvenčńım rozsahu je

vlněńı v rezonátoru složeno z př́ıspěvk̊u tř́ı mód̊u odpov́ıdaj́ıćıch nejnižš́ım symetrickým

prostým tloušt’kovým mód̊um desky [29]. Jsou to roztažný mód 0. řádu E (extensional),

tloušt’kově rozṕınavý mód 1. řádu TSt (thickness-stretch) a tloušt’kově střižný mód

2. řádu sTSh (second-order symmetric thickness-shear). Rozložeńı modálńıch posunut́ı

přes tloušt’ku desky je harmonickou funkćı souřadnice x3 a schematicky je znázorněno

na obr. 2.2.

Obr. 2.2: Nejnižš́ı symetrické prosté tloušt’kové módy nekonečné desky

U postupuj́ıćıho vlněńı (ξ �= 0) se ve směru kolmém na osu x3 modálńı posunut́ı

E, TSt a sTSh spojitě měńı. Zastoupeńı těchto mód̊u odpov́ıdá experimentálńımu po-

znatku, že elektricky vynucené kmity kruhových rezonátor̊u jsou symetrické vzhledem

ke středńı rovině [23], i Aggarwalově poznámce o potřebě tř́ı vlnových č́ısel k matema-

tickému popisu tvar̊u kmitu [26]. Pouze tyto módy jsou vázány s elektrickým polem

v rezonátoru [36].

Mezńı frekvence prostých tloušt’kových mód̊u E, TSt a sTSh lze vypoč́ıtat řešeńım

tř́ırozměrných rovnic piezoelektřiny (viz kap. 2.3). Při uvažováńı piezoelektrických vlast-

nost́ı keramiky a buzeńı kmit̊u elektrickým polem, které je přiloženo na elektrody

umı́stěné na plochách x3 = ±b, źıskáme vztahy pro mezńı frekvence

ωE = 0 , ωTSt = η

√
cD33
ρ

, ω sTSh =
π

b

√
cE55
ρ

, (2.2)

kde cD33 a cE55 jsou elastické moduly, ρ je hustota a vlnové č́ıslo η je řešeńım rovnice

(3.32). Nejnižš́ı roztažný mód E se deskou š́ı̌ŕı již od nulové frekvence.

V ohraničené desce vznikaj́ı při odrazech vlněńı na okraj́ıch desky prostorové stojaté

vlny a pro každý mód nekonečné desky existuj́ı v ohraničené desce také jeho násobky

(overtones).2 Všechny kmity jsou vzájemně vázány při odrazech na rozhrańıch a na-

rozd́ıl od nekonečné desky nemohou existovat nezávislé módy. Protože se módy vyšš́ıch

řád̊u š́ı̌ŕı deskou až od určité mezńı frekvence, jsou sice vysokofrekvenčńı kmity ovlivněny

2Běžně použ́ıvaný český termı́n harmonické neńı přesný, protože poměr frekvence vyšš́ıch násobk̊u
k frekvenci základńıho módu obvykle neńı celé č́ıslo.
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vazbou s nižš́ımi módy kmit̊u, ale pro ńızkofrekvenčńı kmity je vazba s vyšš́ımi módy

kmit̊u slabá. Výsledné pole posunut́ı a napjatosti v rezonátoru je složité.

2.2 Základńı předpoklady řešeńı

Při řešeńı elektroelastických kmit̊u těles z piezoelektrické keramiky se omeźıme

na klasickou lineárńı teorii piezoelektřiny [10]. Zanedbáváme přitom vnitřńı ztráty

v tělese (mechanické, piezoelektrické a dielektrické). Výpočtem źıskáme vlastńı frek-

vence a tvary kmitu vyvolané elektrickým polem, které vyhovuj́ı předepsaným okra-

jovým podmı́nkám.

V piezoelektrickém prostřed́ı jsou mechanické výchylky vázány s elektromagne-

tickým polem, takže elektrický potenciál a doprovodné elektrické pole jsou součást́ı

elastické vlny. Elastické vlněńı v tělese je za předpokladu nekonečně malých deformaćı

určeno Hookovým zákonem. Elektromagnetické vlněńı postupuje pevnou látkou rych-

lost́ı 104× až 105× vyšš́ı než vlny elastické [56]. Magnetickou část energie spojenou

s vlněńım tak zanedbáváme a elektrické pole popisujeme Maxwellovými rovnicemi pro

stacionárńı elektrické pole (tzv. kvazistacinoárńı aproximace). Za těchto předpoklad̊u

je elastické a kvazistacionárńı elektrické pole vázáno lineárńımi piezoelektrickými rov-

nicemi (2.5).

Jednoznačnost řešeńı je dána okrajovými podmı́nkami (2.9) až (2.11). Počátečńı

podmı́nky ani s nimi spojené přechodové jevy neuvažujeme, protože hledáme pouze

řešeńı ustálených kmit̊u rezonátoru.

V obecných vztaźıch je použito úplné tenzorového značeńı, při odvozeńı konkrétńıch

řešeńı pak zkrácené maticové značeńı. Pro zkráceńı zápisu se využ́ıvá Einsteinova sumač-

ńıho pravidla, podle něhož znamená opakováńı indexu ve výrazu sumaci přes všechny

tři hodnoty tohoto indexu. Symbol vyskytuj́ıćı se v indexu veličiny za čárkou znamená

parciálńı derivaci této veličiny podle odpov́ıdaj́ıćı souřadnice, např.

u3,1 ≡ ∂u3

∂x1
, (2.3)

parciálńı derivaci podle času zapisujeme ve tvaru (počet teček vyjadřuje stupeň derivace)

ü1 ≡ ∂2u1

∂t2
. (2.4)

Polarizovaná piezoelektrická keramika má makroskopickou symetrii tř́ıdy ∞m, které

př́ısluš́ı deset nezávislých materiálových konstant (pět elastických, tři piezoelektrické

a dvě dielektrické) [59]. Směr polarizace (polárńı osa) je shodná s osou x3.

2.3 Rovnice lineárńı piezoelektřiny

Kmitáńı piezoelektrických rezonátor̊u je popsáno následuj́ıćı skupinou rovnic:

a) algebraické rovnice (lineárńı piezoelektrické rovnice)

Tij = cEijklSkl − ekijEk ,

Di = eiklSkl + εSikEk ,

(2.5a)
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nebo

Sij = sEijklTkl + dkijEk ,

Di = diklTkl + εTikEk ,
(2.5b)

b) divergenčńı rovnice (elastické pohybové rovnice a nábojová rovnice elektrostatiky)

Tij,i = ρüj ,

Di,i = 0 ,
(2.6)

c) gradientńı rovnice (vztahy mezi deformaćı a mechanickým posunut́ım a mezi inten-

zitou elektrického pole a elektrickým potenciálem)

Sij =
1

2
(ui,j + uj,i) ,

Ei = −ϕ,i ,

(2.7)

kde Tij , Sij , Ei a Di jsou po řadě složky elastického napět́ı, deformace, intenzity elek-

trického pole a elektrického posunut́ı, cEijkl jsou složky elastického modulu při konstantńı

intenzitě elektrického pole, sEijkl jsou složky elastického koeficientu při konstantńı inten-

zitě elektrického pole, eikl jsou složky piezoelektrického modulu, dikl jsou složky pie-

zoelektrického koeficientu a εSik a εTik jsou složky permitivity při konstantńı deformaci

a při konstantńım elastickém napět́ı. Proměnné ui jsou složky mechanického posunut́ı,

ϕ je elektrický potenciál a ρ je hustota.

Systém 22 rovnic (2.5) až (2.7) pro 22 neznámých lze postupným vzájemným do-

sazováńım zjednodušit na soustavu čtyř diferenciálńıch rovnic pro čtyři neznámé uj

a ϕ

cEijkluk,li + ekijϕ,ki = ρüj ,

eikluk,li − εSikϕ,ki = 0 .
(2.8)

Vazba mezi elastickým a kvazistacionárńım elektrickým polem v rovnićıch (2.5)

a (2.8) ovlivňuje efektivńı hodnoty elastických modul̊u, rychlost́ı š́ı̌reńı elastických vln

a v konečném d̊usledku také vlastńı frekvence a tvary kmitu rezonátoru.

Rovnice (2.5) až (2.8) popisuj́ı elektroelastické vlněńı v neohraničeném prostřed́ı.

U prostorově omezeného elementu je muśıme doplnit mechanickými a elektrickými

okrajovými podmı́nkami. Při výpočtu se obvykle předpokládá rezonátor s mechanicky

volnými plochami umı́stěný ve vakuu.

Z podmı́nky mechanicky volného povrchu, na který nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly,

vyplývá okrajová podmı́nka

niTij = 0 , (2.9)

kde ni jsou složky normálového vektoru hraničńı plochy n.

Rozlǐsujeme dva r̊uzné př́ıpady elektrických okrajových podmı́nek. Povrch rezonátoru

je bud’ bez elektrod, nebo pokrytý dokonale vodivými nehmotnými elektrodami, na které

je přiložen elektrický potenciál.
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V prvńım př́ıpadě splňuje elektrická okrajová podmı́nka př́ıpad spojitosti normálové

složky elektrického posunut́ı v piezoelektrické látce a v okolńım prostřed́ı a má tvar

niD
(p)
i = niD

(v)
i , (2.10)

kde indexem p je označeno piezoelektrické prostřed́ı a indexem v vakuum nad povr-

chem. Při praktickém výpočtu uvažujeme permitivitu piezoelektrického prostřed́ı mno-

honásobně vyšš́ı než permitivitu vakua, elektrické pole ve vakuu zanedbáváme a okra-

jová podmı́nka má zjednodušený tvar

niDi = 0 . (2.11a)

U pokoveného povrchu vyžadujeme spojitý potenciál na celé ploše elektrody

ϕ = ϕ0 , (2.11b)

kde hodnota přiloženého potenciálu ϕ0 může být nulová, nebo může nabývat konečných

hodnot.

Řešeńım soustavy (2.8) až (2.11) jsou posunut́ı ui a elektrický potenciál ϕ, které

jsou obecně funkćı všech souřadnic a času. Pro ustálený stav je můžeme vyjádřit jako

součin funkce souřadnic a harmonické funkce času

ui(x1, x2, x3, t) = ui(x1, x2, x3)e
jωt ,

ϕ(x1, x2, x3, t) = ϕ(x1, x2, x3)e
jωt .

(2.12)

Analytické řešeńı (2.12) vyjádřené v uzavřeném tvaru konečného počtu matema-

tických funkćı nebylo pro rezonátor obecného tvaru dosud nalezeno. Při výpočtu je nutné

bud’ nalézt přibližné řešeńı soustavy přesných tř́ırozměrných rovnic piezoelektřiny (2.8)

až (2.11), nebo použ́ıt vhodnou aproximaci této soustavy a nalézt jej́ı přesné řešeńı.

V daľśıch kapitolách jsou popsány dva typy aproximačńıch rovnic r̊uzné složitosti.

Prvńı jsou jednorozměrné rovnice odvozené za předpokladu zjednodušeného stavu na-

pjatosti v rezonátoru. V druhém př́ıpadě jsou uvedeny aproximačńı rovnice odvozené

na základě teorie vyšš́ıch řád̊u pro piezoelektrické desky.

Při řešeńı radiálńıch kmit̊u je nutné rovnice lineárńı piezoelektřiny transformovat

do válcových souřadnic. Obecné rovnice platné pro keramický element s materiálovou

symetríı tř́ıdy ∞m, který je polarizovaný v axiálńım směru (polárńı osa x3 je shodná

s osou z), jsou uvedeny v př́ılohách A (kartézské souřadnice) a B (válcové souřadnice).

Struktura materiálových koeficient̊u odpov́ıdá hexagonálńı tř́ıdě 6mm [8].

2.4 Koeficient elektromechanické vazby

Koeficient elektromechanické vazby je bezrozměrný parametr, který charakterizuje

schopnost piezoelektrického materiálu přeměnit vstupńı energii (mechanickou, nebo

elektrickou) na energii výstupńı (elektrickou, nebo mechanickou) prostřednictv́ım př́ı-

mého nebo převráceného piezoelektrického jevu. Význam má např. pro hodnoceńı š́ı̌rky

pásma piezokeramických filtr̊u nebo ultrazvukových převodńık̊u. Pro daný mód kmitu

je koeficient elektromechanické vazby měř́ıtkem jeho vybuditelnosti elektrickým polem.
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Obecně se definuje jako poměr

k =

√
mechanická energie přeměněná na elektrickou energii

vstupńı mechanická energie
, (2.13a)

resp.

k =

√
elektrická energie přeměněná na mechanickou energii

vstupńı elektrická energie
, (2.13b)

který lze také vyjádřit jako poměr piezoelektrické energie a geometrického pr̊uměru

elastické a elektrické energie v jednotkovém objemu piezoelektrické látky [19].

Hodnota koeficientu záviśı na rozložeńı mechanického napět́ı a elektrického pole v re-

zonátoru. Jej́ı velikost můžeme určit teoreticky pomoćı materiálových konstant (statická

hodnota) nebo vypoč́ıtat z naměřené sériové a paralelńı rezonančńı frekvence (dyna-

mická hodnota). Dynamická hodnota je zpravidla nižš́ı než statická, protože elastické

pole neńı s elektrickým polem vázáno dokonale.

Výraz pro statickou hodnotu k urč́ıme pomoćı piezoelektrických rovnic (2.5). Vnitřńı

energie je definována rovnićı

W =
1

2
SλTλ +

1

2
DiEi , (2.14)

kterou dále uprav́ıme

W =
1

2
Tλs

E
λμTμ +

1

2
TλdiλEi +

1

2
EidiλTλ +

1

2
Eiε

T
ijEj = W1 + 2W12 +W2 , (2.15)

kde

W1 =
1

2
sEλμTλTμ je elastická energie,

W2 =
1

2
εTijEiEj je elektrická energie,

W12 =
1

2
diλEiTλ je vzájemná piezoelektrická energie.

Koeficient elektromechanicé vazby je pak určen výrazem

k =
W12√
W1W2

. (2.16)

Vztah (2.16) je v obecném př́ıpadě velmi složitý, výrazně se však zjednodušuje pro jed-

noduché rezonančńı módy [60]. Pro kruhové piezokeramické rezonátory definujeme čtyři

základńı koeficienty elektromechanické vazby:

a) podélné kmity tyče

k33 =
d33√
sE33 ε

T
33

, (2.17a)
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b) tloušt’kové kmity kruhové desky

kt =
e33√
cD33 ε

S
33

, (2.17b)

c) radiálńı kmity tyče

k′p =
kp + σE

p k33√
(1− (k33)2)

(
1− (σE

p )
2
) , (2.17c)

d) radiálńı kmity kruhové desky

kp =
d31√
sE11 ε

T
33

√
2

1− σE
12

, (2.17d)

kde

σE
12 = −sE12

sE11
,

σE
13 = − sE13√

sE11s
E
33

,

σE
p = σE

13

√
2

1− σE
12

(2.18)

jsou Poissonova č́ısla. Koeficent vypočtený z rovnice (2.17) je materiálovou konstantou.

Hodnota k může být kladná nebo záporná podle znaménka piezoelektrického členu.

Absolutńı hodnota (nebo k2) je vždy menš́ı než jedna, protože celá vstupńı energie se

dokonale nepřeměńı na energii výstupńı.

Dynamickou hodnotu koeficientu elektromechanické vazby lze stanovit pomoćı re-

lativńıho rozd́ılu sériové a paralelńı frekvence daného módu. Pro podélné kmity tyč́ı

(koeficient k33) a tloušt’kové kmity desek (kt) plat́ı vztah [8]

k2 =
π

2

fS
fP

cotg

(
π

2

fS
fP

)
, (2.19)

kde fS a fP jsou sériová a paralelńı rezonančńı frekvence (2.27). U radiálńıch mód̊u (kp
a k′p) neńı dynamická závislost podobná (2.19) jednoduše definována a je nutné použ́ıt

obecný vztah platný pro všechny typy kmit̊u

k2eff =

√
fP

2 − fS
2

fP
2 . (2.20)

2.5 Elektrický náhradńı obvod

Přenosové vlastnosti piezoelektrického rezonátoru se v praxi často modeluj́ı po-

moćı zjednodušeného elektrického náhradńıho obvodu se soustředěnými parametry (tzv.
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Butterworth-Van Dyk̊uv obvod, BVD) [61], [62]. Tento obvod je složen z ćıvek, kon-

denzátor̊u a odpor̊u s konstantńı velikost́ı, které lze vypoč́ıtat z materiálových parametr̊u

a rozměr̊u rezonátoru. Obvod popisuje vstupńı imitanci piezoelektrického rezonátoru

v bĺızkosti rezonančńı, resp. antirezonančńı frekvence.

Při odvozeńı BVD obvodu vycháźıme z jednorozměrných aproximačńıch model̊u pro

prosté módy kmitu a jejich násobky. Pomoćı okrajových podmı́nek vyjádř́ıme elektrické

posunut́ı D a intenzitu elektrického pole E v rezonátoru, posuvný proud Ip a napět́ı na

elektrodách U a z jejich poměru odpov́ıdaj́ıćı impedanci Z nebo admitanci Y . Postup

odvozeńı i struktura BVD obvodu se lǐśı podle orientace elektrického pole vzhledem ke

směru š́ı̌reńı akustické vlny v rezonátoru [8]. V našem př́ıpadě kruhových rezonátor̊u

se jedná o rozd́ıl mezi tloušt’kovými (podélnými) kmity a radiálńımi kmity. Postupně

naznač́ıme řešeńı pro oba př́ıpady.

Vzhledem k tlumeńı v rezonátoru obsahuje jeho impedance nenulovou reálnou složku

a v okoĺı rezonance definujeme vedle sériové a paralelńı rezonančńı frekvence fS a fP
daľśı významné frekvence:

fm - frekvence odpov́ıdaj́ıćı minimálńı absolutńı hodnotě impedance,

fn - frekvence odpov́ıdaj́ıćı maximálńı absolutńı hodnotě impedance,

fr - rezonančńı frekvence odpov́ıdaj́ıćı nulové hodnotě imaginárńı části impedance,

fa - antirezonančńı frekvence odpov́ıdaj́ıćı nulové hodnotě imaginárńı části impedance,

přičemž plat́ı nerovnosti fm < fS < fr a fa < fP < fn.

V daľśım textu budeme rezonančńı kmitáńı popisovat pomoćı hodnot rezonančńı

a antirezonančńı frekvence fr a fa, resp. kruhových ekvivalent̊u ωr a ωa. Jejich velikost

lze stanovit s nejmenš́ı nejistotou měřeńı [6] a proto se také v praxi použ́ıvaj́ı nejčastěji.

Analýza vlivu ztrát v rezonátoru na hodnoty fm, fS , fr, fa, fP a fn a na zp̊usob jejich

měřeńı a použit́ı je uvedena např. v [13].

a) Tloušt’kové (podélné) kmity

Siločáry elektrického pole v rezonátoru jsou rovnoběžné se směrem š́ı̌reńı akustické

vlny a elektrické posunut́ı D je konstantńı. Nezávislými veličinami jsou elastické napět́ı

T a elektrické posunut́ı D a impedance rezonátoru je vyjádřena vztahem (viz rovnice

(3.18) a (3.37))

Z =
1

jωCD

(
1− k2

tg(ηb)

ηb

)
, (2.21)

kde součin ηb je poměrné vlnové č́ıslo a CD je částečně upnutá kapacita definovaná

vztahem

CD = εD
πa2

2b
. (2.22)

Hodnota permitivity εD lež́ı mezi hodnotami volné εT a upnuté permitivity εS,

εT > εD ≥ εS . (2.23)
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Závislost (2.21) má nekonečné možstv́ı pól̊u hπ, h liché, ve kterých je impedance

nekonečná. Tyto póly odpov́ıdaj́ı antirezonančńım frekvenćım rezonátoru. Parametry

elektrického náhradńıho obvodu źıskáme rozvojem impedance v okoĺı pól̊u pomoćı

vztahu [21]

tg(x) =

∞∑
k=1

8x

(2k − 1)
2
π2 − 4x2

. (2.24)

Členy rozvoje (2.24) představuj́ı impedanci paralelńıch větv́ı sériových rezonančńıch

RLC obvod̊u, odpov́ıdaj́ıćıch jednotlivým mód̊um rezonátoru. Náhradńı obvod se sou-

středěnými parametry je znázorněn na obr. 2.3a. V obvodu se vyskytuje člen se zápornou

kapacitou −CD, který je d̊usledkem vazby mezi budićım elektrickým polem (převrácený

piezoelektrický jev) a elektrickým polem indukovaným v rezonátoru (př́ımý jev) [63],

[64].

Zjednodušený náhradńı obvod popisuj́ıćı chováńı obvodu v okoĺı h-tého násobku zá-

kladńı frekvence je znázorněn na obr. 2.4a. Tvoř́ı jej sériový rezonančńı obvod složený

z
”
dynamických“ prvk̊u C ′

h, Lh a Rh, přemostěný
”
statickou“ kapacitou C0. Dyna-

mická kapacita rezonátoru C ′

h odpov́ıdá sériové kombinaci kapacit Ch a−C0. Impedance

náhradńıho obvodu je popsána vztahem

Z =
1

jωC0

(
1− k2

8

h2π2 − 4(ηb)2

)
, h liché . (2.25)

Kapacita C0 zahrnuje př́ıspěvky kapacit ostatńıch paralelńıch větv́ı úplného obvodu, tj.

daľśıch člen̊u nekonečného součtu ve vztahu (2.24).

Vztahy vyjadřuj́ıćı velikost jednotlivých prvk̊u C0, C
′

h, Lh a Rh źıskáme dosazeńım

za poměrné vlnové č́ıslo ηb do (2.25) a porovnáńım výsledného vztahu s obecnou impe-

danćı obvodu na obr. 2.4a, která má tvar [6]

Zh(ω) =

ωLh − 1

ωC ′

h

− jRh

ωC0Rh + j

[
ωC0

(
ωLh − 1

ωC ′

h

)
− 1

] . (2.26)

Pomoćı parametr̊u elektrického náhradńıho obvodu dále definujeme vztahy pro kruho-

vou sériovou a paralelńı frekvenci

ωhS =
1√
LhC ′

h

, ωhP =
1√

Lh

C0C
′

h

C0 + C ′

h

= ωhS

√
1 +

C ′

h

C0
(2.27)

a činitel jakosti rezonátoru

Qh =
ωhSLh

Rh

=
1

ωhSRhC ′

h

=
1

Rh

√
Lh

C ′

h

. (2.28)
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b) Radiálńı kmity

Ekvipotencionálńı plochy elektrického pole jsou ve směru š́ı̌reńı akustické vlny kon-

stantńı. Nezávislými veličinami jsou elastické napět́ı T a intenzita elektrického pole E.

Kmitáńı rezonátoru řeš́ıme ve válcových souřadnićıch a výsledná admitance má tvar

(viz vztahy (3.52) a (3.66))

Y = jωCD

(
1 +

k2

1− k2
(1 + σ) J1(ηa)

ηaJ0(ηa)− (1− σ) J1(ηa)

)
, (2.29)

kde součin ηa je poměrné vlnové č́ıslo, σ je Poissonovo č́ıslo a J0, J1 jsou Besselovy

funkce prvńıho druhu a nultého a prvńıho řádu.

Vztah (2.29) má nekonečné možstv́ı pól̊u ηa, ve kterých je admitance nekonečná.

Tyto póly źıskané řešeńım rovnice (3.47), resp. (3.62) odpov́ıdaj́ı rezonančńım frek-

venćım ωr = ηr va.

Parametry elektrického náhradńıho obvodu źıskáme rozvojem admitance v okoĺı

pól̊u ηra pomoćı Taylorovy řady. Při aproximaci uvažujeme prvńı dva členy řady a apro-

ximačńı funkce maj́ı tvar

ηa ∼= ηra

(
1 +

Δω

ωr

)
,

J0(ηa) ∼= J0(ηra)− ηraJ0(ηra)
Δω

ωr

,

J1(ηa) ∼= J1(ηra) + (ηraJ0(ηra)− J1(ηra))
Δω

ωr

,

(2.30)

kde

Δω = ω − ωr ,
Δω

ωr

∼= ω2 − ω2
r

2ω2
r

. (2.31)

Použit́ım vztah̊u (2.30) a (2.31) odvod́ıme aproximaci

J1(ηa)

ηaJ0(ηa)− (1− σ) J1(ηa)
∼=

1− Δω

ωr

σ

−Δω

ωr

(
(ηra)2 − (1− σ2) + (ηra)2

Δω

ωr

) . (2.32)

Vynecháńım člen̊u vyšš́ıch řád̊u
Δω

ωr

σ a (ηra)
2Δω

ωr

v (2.32) źıskáme přibližný vztah pro

admitanci náhradńıho obvodu

Y = jωC0

⎛
⎜⎜⎝1 +

k2

1− k2
1 + σ

ω2
r − ω2

2ω2
r

((ηra)2 − (1− σ2))

⎞
⎟⎟⎠ , (2.33)

který je platný v okoĺı h-tého násobku rezonančńı frekvence ωr.

Náhradńı obvody se soustředěnými parametry pro př́ıpad radiálńıch kmit̊u jsou zná-

zorněny na obr. 2.3b a 2.4b. Narozd́ıl od tloušt’kových mód̊u se zde nevyskytuj́ı prvky

se zápornou kapacitou −CD a −C0.
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Vztahy vyjadřuj́ıćı velikost jednotlivých prvk̊u C0, Ch, Lh a Rh odvod́ıme dosa-

zeńım za poměrné vlnové č́ıslo ηa do (2.33) a porovnáńım výsledného vztahu s obecnou

impedanćı obvodu na obr. 2.4b. Ta je popsána rovnićı (2.26), ve které – stejně jako ve

vztaźıch (2.27) a (2.28) – nahrad́ıme C ′

h kapacitou Ch.

a) b)

Obr. 2.3: Elektrický náhradńı obvod piezoelektrického rezonátoru,

a) tloušt’kové (podélné) kmity, budićı elektrické pole je rovnoběžné se směrem

š́ı̌reńı elastické vlny,

b) radiálńı kmity, budićı elektrické pole je kolmé ke směru š́ı̌reńı elastické vlny

a) b)

Obr. 2.4: Zjednodušený elektrický náhradńı obvod platný v bĺızkosti h-tého módu,

a) tloušt’kové (podélné) kmity, budićı elektrické pole je rovnoběžné se směrem

š́ı̌reńı elastické vlny,

b) radiálńı kmity, budićı elektrické pole je kolmé ke směru š́ı̌reńı elastické vlny

Prvek Rh v náhradńım obvodu představuje mechanické ztráty zp̊usobené vnitřńım

třeńım v materiálu, ztrátami v uložeńı, tlumeńım vlivem okolńıho prostřed́ı apod. Me-

chanické ztráty uvažujeme zavedeńım komplexńıch elastických konstant c∗, resp. s∗

do výchoźıch lineárńıch piezoelektrických rovnic (2.5). T́ım se akustické rychlosti, vl-

nová č́ısla a póly imitanćı (2.25), (2.33) změńı na komplexńı hodnoty. Rozvojem imi-

tanćı źıskáme elektrický náhradńı obvod s prvky s reálnou impedanćı Rh. Do obvodu

můžeme dále zahrnout piezoelektrické a dielektrické ztráty zavedeńım komplexńıch pie-

zoelektrických a dielektrických konstant, náhradńı obvod se pak rozš́ı̌ŕı o daľśı ztrátové
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prvky [65], [66]. Při odvozeńı náhradńıho obvodu z lineárńıch piezoelektrických rovnic

(2.5) s reálnými konstantami předpokládáme sériový náhradńı odpor Rh nulový a jeho

hodnotu je nutné určit jinak, např́ıklad experimentálně.

Zjednodušený elektrický náhradńı obvod popisuje vlastnosti rezonátoru s dostateč-

nou přesnost́ı pouze v bĺızkosti rezonančńı, resp. antirezonančńı frekvence. Kapacita C0

zahrnuj́ıćı př́ıspěvek kapacit ostatńıch paralelńıch větv́ı úplného obvodu je frekvenčně

závislá. Protože u keramických rezonátor̊u s vysokým koeficientem elektromechanické

vazby jsou rezonančńı a antirezonančńı frekvence velmi vzdáleny, nemůže zjednodušený

obvod popisovat chováńı v celém tomto rozsahu přesně [22].

Při návrhu ultrazvukových převodńık̊u a kompozitńıch struktur je nutné použ́ıt přes-

něǰśı popis pomoćı náhradńıch obvod̊u s rozprostřenými parametry, které jsou spojitou

funkćı frekvence [18], [21].
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Kapitola 3

Analytické modely

3.1 Prosté módy kmitu

Jednoduché (prosté) módy kmitu s převažuj́ıćım pohybem pouze v jednom směru

je možné popsat pomoćı jednorozměrných aproximačńıch rovnic. Rovnice jsou odvo-

zeny za předpokladu zjednodušeného stavu napjatosti v rezonátoru, a to jednoosé na-

pjatosti, rovinné napjatosti nebo rovinné deformace [67]. Vztahy (2.8) se redukuj́ı na

jednorozměrnou vlnovou rovnici, závisej́ıćı pouze na jedné prostorové proměnné a čase.

Rezonančńı frekvence ω (2.1) je př́ımo úměrná vlnovému č́ıslu η a akustická rychlost va
je konstantńı, tj. prostřed́ı je nedisperzńı.

Jednorozměrné rovnice jsou platné pro rezonátory, jejichž tvar přibližně vyhovuje

předpokladu zjednodušeného stavu napjatosti (např. dlouhá tyč s malým pr̊uřezem,

tenká rozlehá deska apod.). Např́ıklad prosté radiálńı kmity vznikaj́ı pouze v nekonečně

tenkých kruhových deskách nebo v nekonečně dlouhých válcových tyč́ıch. Radiálńı

kmity rezonátor̊u konečných rozměr̊u se vždy váž́ı s daľśımi módy kmitu.

Pro kruhové piezokeramické rezonátory rozlǐsujeme čtyři základńı prosté módy kmitu,

a to podélné [68] a radiálńı [22] kmity tenké kruhové tyče a radiálńı [69], [70] a tloušt’kové

[64] kmity tenké kruhové desky. Nı́že uvedené vztahy pro popis vlastńıho kmitáńı a pa-

rametr̊u elektrického náhradńıho obvodu vycháźı z odvozeńı provedeného v [8]. Přehled

základńıch parametr̊u prostých mód̊u kruhových rezonátor̊u je uveden v př́ıloze C.

3.1.1 Podélné kmity kruhové tyče

a) Řešeńı vlastńıch kmit̊u

Uvažujme pouze elastické napět́ı T3 a elektrické pole p̊usob́ıćı ve směru osy x3 tyče

(obr. 3.1). Mechanické a elektrické veličiny záviśı pouze na souřadnici x3 a derivace
∂

∂x1

= ∂
∂x2

= 0.
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Obr. 3.1: Tyč kmitaj́ıćı podélnými kmity (b � a)

Výchoźı stavové rovnice

S3 = sE33T3 + d33E3 ,

D3 = d33T3 + εT33E3

(3.1)

uprav́ıme do tvaru

T3 =
1

sE33
S3 − d33

sE33
E3 ,

D3 =
d33
sE33

S3 + εT33(1− k233)E3 .

(3.2)

Po dosazeńı za S3 a E3 źıskáme s pomoćı vztah̊u (2.6) a (2.7) pohybovou a elektrickou

rovnici

1

sE33
u3,33 +

d33
sE33

ϕ,33 = ρü3 , (3.3a)

d33
sE33

u3,33 − εT33(1− k233)ϕ,33 = 0 . (3.3b)

Z rovnice (3.3b) vyjádř́ıme závislost

ϕ,33 =
1

d33

k233
1− k233

u3,33 , (3.4)

jej́ıž dvoj́ı integraćı podle x3 źıskáme vztah pro elektrický potenciál

ϕ =
1

d33

k233
1− k233

u3 + (L1x3 + L2) e
jωt , (3.5)

kde L1 a L2 jsou integračńı konstanty.

Dosazeńım derivace potenciálu ϕ,33 (3.4) do (3.3a) źıskáme výslednou pohybovou

rovnici

1

sD33
u3,33 = ρü3 , (3.6)

kde sD33 = sE33(1− k233). Řešeńı hledáme ve tvaru harmonické funkce s amplitudou A

u3(x3, t) = A sin(ηx3) e
jωt . (3.7)
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Po dosazeńı do pohybové rovnice (3.6) źıskáme vztah pro vlastńı frekvenci

f =
η

2π

√
1

ρsD33
(3.8)

a akustickou rychlost

va =

√
1

ρsD33
. (3.9)

Vlnové č́ıslo η muśı splňovat okrajové podmı́nky na konćıch tyče pro x3 = ±b

T3 =
1

sE33
u3,3 +

d33
sE33

ϕ,3 = 0 , (3.10a)

ϕ =
1

d33

k233
1− k233

u3 + (±L1b+ L2) e
jωt = ±ϕ0 e

jωt . (3.10b)

Po dosazeńı řešeńı (3.7) do rovnice (3.10b) a vyloučeńı členu e jωt vypočteme integračńı

konstanty

L2 = 0, L1 =
ϕ0

b
− 1

d33

k233
1− k233

A

b
sin(ηb) , (3.11)

které dále dosad́ıme do (3.10a) a źıskáme vztah

A

[
1

1− k233
η cos(ηb)− k233

1− k233

1

b
sin(ηb)

]
= −d33

ϕ0

b
. (3.12)

Nehomogenńı rovnice (3.12) popisuje závislost amplitudy kmitáńı na budićım napět́ı.

Při rezonanci bezeztrátového rezonátoru je amplituda oscilaćı nekonečná (A → ∞)

a člen v hranaté závorce muśı být roven nule. Po úpravě źıskáme transcendentńı rovnici

pro η

tg (ηrb) =
ηrb

k233
. (3.13)

b) Parametry elektrického náhradńıho obvodu

Směr budićıho elektrického pole je rovnoběžný se směrem š́ı̌reńı akustické vlny. Ve

směru š́ı̌reńı je konstantńı elektrické posunut́ı D3. Vyjádř́ıme elektrické stavové veličiny

D3 = D3 e
jωt, D3 = konst.,

E3 =
1

εT33 (1− k233)

(
D3 − d33

sE33
u3,3

)
.

(3.14)

Amplitudu posunut́ı A źıskáme dosazeńım (3.7) do okrajové podmı́nky (3.10a) s pomoćı

vztahu E3 = −ϕ,3

A =
d33
εT33

D3

η cos(ηb)
. (3.15)
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Napět́ı na elektrodách vypoč́ıtáme integraćı intenzity elektrického pole

U =

∫ b

−b

E3 dx3 =
2bD3

εT33 (1− k233)

(
1− k233

tg(ηb)

ηb

)
(3.16)

a posuvný proud źıskáme integraćı časové změny elektrického posunut́ı přes plochu

elektrod Ae = πa2

I =
∂

∂t

∫
Ae

D3 dA = jωD3Ae . (3.17)

Výsledná impedance rezonátoru má tvar

Z =
U

I
=

1

jωεT33 (1− k233)

2b

πa2

(
1− k233

tg(ηb)

ηb

)
, (3.18)

který odpov́ıdá vztahu (2.21).

Při rezonanci bezeztrátového rezonátoru je impedance nulová (Z = 0) a vlnové

č́ıslo η splňuje transcendentńı rovnici (3.13). Při antirezonanci je impedance nekonečná

(Z → ∞) a vlnové č́ıslo η splňuje rovnici

ηab =
hπ

2
, h liché. (3.19)

Parametry elektrického náhradńıho obvodu na obr. 2.4a źıskané rozvojem impedance

(3.18) maj́ı tvar

C0 = εT33
(
1− k233

) πa2
2b

,

C ′

h =
8C0k

2
33

h2π2 − 8k233
,

Lh =
b2ρsD33
2C0k233

.

(3.20)

3.1.2 Tloušt’kové kmity kruhové desky

a) Řešeńı vlastńıch kmit̊u

Uvažujeme pouze elastické napět́ı T3 a elektrické pole p̊usob́ıćı ve směru osy x3 disku

(obr. 3.2). Mechanické a elektrické veličiny záviśı pouze na souřadnici x3 a derivace
∂

∂x1

= ∂
∂x2

= 0.

Do výchoźıch stavových rovnic ve tvaru

T3 = cE33S3 − e33E3 ,

D3 = e33S3 + εS33E3

(3.21)

dosad́ıme za S3 a E3 a pomoćı vztah̊u (2.6) a (2.7) źıskáme pohybovou a elektrickou

rovnici

cE33u3,33 + e33ϕ,33 = ρü3 , (3.22a)

e33u3,33 − εS33ϕ,33 = 0 . (3.22b)
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Obr. 3.2: Kruhová deska kmitaj́ıćı tloušt’kovými kmity (a � b)

Z rovnice (3.22b) vyjádř́ıme závislost

ϕ,33 =
e33
εS33

u3,33 , (3.23)

jej́ıž dvoj́ı integraćı podle x3 źıskáme elektrický potenciál

ϕ =
e33
εS33

u3 + (L1x3 + L2) e
jωt , (3.24)

kde L1 a L2 jsou integračńı konstanty. Po dosazeńı za derivaci potenciálu ϕ,33 (3.23)

do rovnice (3.22a) obdrž́ıme výslednou pohybovou rovnici

cD33u3,33 = ρü3 , (3.25)

kde cD33 = cE33/(1− k2t ). Řešeńı hledáme ve tvaru harmonické funkce s amplitudou A

u3(x3, t) = A sin(ηx3) e
jωt . (3.26)

Po dosazeńı do pohybové rovnice (3.25) źıskáme vlastńı frekvenci

f =
η

2π

√
cD33
ρ

(3.27)

a akustickou rychlost

va =

√
cD33
ρ

. (3.28)

Vlnové č́ıslo η muśı splňovat okrajové podmı́nky na plochách desky pro x3 = ±b

T3 = cE33u3,3 + e33ϕ,3 = 0 , (3.29a)

ϕ =
e33
εS33

u3 + (±L1b+ L2) e
jωt = ±ϕ0 e

jωt . (3.29b)

Po dosazeńı řešeńı (3.26) do rovnice (3.29b) a vyloučeńı členu e jωt vypočteme integračńı

konstanty

L2 = 0, L1 =
ϕ0

b
− e33

εS33

A

b
sin(ηb) , (3.30)
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které dále dosad́ıme do (3.29a) a źıskáme vztah

A

[
η cos(ηb)− k2t

b
sin(ηb)

]
= −e33

cD33

ϕ0

b
. (3.31)

Nehomogenńı rovnice (3.31) popisuje závislost amplitudy kmitáńı na budićım napět́ı.

Při rezonanci bezeztrátového rezonátoru je amplituda oscilaćı nekonečná (A → ∞)

a člen v hranaté závorce muśı být roven nule. Po úpravě vyjde transcendentńı rovnice

pro η

tg (ηrb) =
ηrb

k2t
. (3.32)

b) Parametry elektrického náhradńıho obvodu

Směr budićıho elektrického pole je rovnoběžný se směrem š́ı̌reńı akustické vlny. Ve

směru š́ı̌reńı je konstantńı elektrické posunut́ı D3. Vyjádř́ıme elektrické stavové veličiny

D3 = D3 e
jωt, D3 = konst.,

E3 =
1

εS33
(D3 − e33u3,3) .

(3.33)

Amplitudu posunut́ı A źıskáme dosazeńım (3.26) do okrajové podmı́nky (3.29a) s po-

moćı vztahu E3 = −ϕ,3

A =
e33

cD33ε
S
33

D3

η cos(ηb)
. (3.34)

Napět́ı na elektrodách vypoč́ıtáme integraćı intenzity elektrického pole

U =

∫ b

−b

E3 dx3 =
2bD3

εS33

(
1− k2t

tg(ηb)

ηb

)
(3.35)

a posuvný proud źıskáme integraćı časové změny elektrického posunut́ı přes plochu

elektrod Ae = πa2

I =
∂

∂t

∫
Ae

D3 dA = jωD3Ae . (3.36)

Výsledná impedance rezonátoru má tvar

Z =
U

I
=

1

jωεS33

2b

πa2

(
1− k2t

tg(ηb)

ηb

)
, (3.37)

který odpov́ıdá vztahu (2.21).

Při rezonanci bezeztrátového rezonátoru je impedance nulová (Z = 0) a vlnové

č́ıslo η splňuje transcendentńı rovnici (3.32). Při antirezonanci je impedance nekonečná

(Z → ∞) a vlnové č́ıslo η splňuje rovnici

ηab =
hπ

2
, h liché. (3.38)
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Parametry elektrického náhradńıho obvodu na obr. 2.4a źıskané rozvojem impedance

určené vztahem (3.37) maj́ı tvar

C0 = εS33
πa2

2b
,

C ′

h =
8C0k

2
t

h2π2 − 8k2t
,

Lh =
b2ρ

2C0k2t c
D
33

.

(3.39)

3.1.3 Radiálńı kmity kruhové tyče

a) Řešeńı vlastńıch kmit̊u

Uvažujeme rovinnou deformaci v rovině x1x2 a elektrické pole p̊usob́ıćı ve směru osy

x3 tyče (obr. 3.3). Elektrické pole v rovinách rovnoběžných s rovinou x1x2 je konstantńı,

E3 = −ϕ,3 =
U

2b
, (3.40)

kde U je napět́ı přiložené na elektrody.

Obr. 3.3: Tyč kmitaj́ıćı radiálńımi kmity (b � a)

Stavové rovnice vyjádřené ve válcových souřadnićıch maj́ı tvar [8]

Trr = cE11ur,r + cE12
ur

r
+ e31ϕ,3 ,

Tθθ = cE12ur,r + cE11
ur

r
+ e31ϕ,3 ,

Trθ = 0 ,

D3 = e31

(
ur,r +

ur

r

)
− εS33ϕ,3

(3.41)

a pohybová rovnice pro posunut́ı ur je Besselova rovnice

cE11

(
ur,rr +

ur,r

r
− ur

r2

)
= ρür . (3.42)

Obecným řešeńım pohybové rovnice je Besselova funkce 1. druhu a 1. řádu ve tvaru

ur(r, t) = AJ1(ηr) e
jωt (3.43)
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s amplitudou A. Po dosazeńı do pohybové rovnice (3.42) źıskáme vztah pro vlastńı

frekvenci

f =
η

2π

√
cE11
ρ

(3.44)

a akustickou rychlost

va =

√
cE11
ρ

. (3.45)

Vlnové č́ıslo η muśı splňovat okrajovou podmı́nku na obvodu tyče pro r = a

Trr = cE11ur,r + cE12
ur

r
− e31

U

2b
= 0 , (3.46)

kde v rezonanci bezeztrátového rezonátoru můžeme uvažovat napět́ı U nulové. Dosa-

zeńım (3.43) do (3.46) źıskáme transcendentńı rovnici pro vlnové č́ıslo η

ηra
J0(ηra)

J1(ηra)
= 1− σ′ , (3.47)

kde

σ′ =
cE12
cE11

=
σE
12 + (σE

13)
2

1− (σE
13)

2
. (3.48)

b) Parametry elektrického náhradńıho obvodu

Směr budićıho elektrického pole je kolmý na směr š́ı̌reńı akustické vlny. Ve směru

š́ı̌reńı je konstantńı elektrické pole E3. Vyjádř́ıme elektrické stavové veličiny

E3 = −ϕ,3 =
U

2b
, U = U e jωt, U = konst.,

D3 = e31

(
ur,r +

ur

r

)
+ εS33

U

2b
.

(3.49)

Amplitudu posunut́ı A źıskáme dosazeńım (3.43) do okrajové podmı́nky (3.46)

A =
e31
cE11

Ua

2b

1

ηaJ0(ηa)− (1− σ′) J1(ηa)
. (3.50)

Posuvný proud vypoč́ıtáme integraćı časové změny elektrického posunut́ı přes plochu

elektrod Ae = πa2

I =
∂

∂t

∫
Ae

D3 dA =

= jωUεS33
πa2

2b

(
1 +

k′ 2p
1− k′ 2p

(1 + σ′) J1(ηa)

ηaJ0(ηa)− (1− σ′) J1(ηa)

)
.

(3.51)
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Výsledná admitance rezonátoru má tvar

Y =
I

U
= jωεS33

πa2

2b

(
1 +

k′ 2p
1− k′ 2p

(1 + σ′) J1(ηa)

ηaJ0(ηa)− (1− σ′) J1(ηa)

)
, (3.52)

který odpov́ıdá vztahu (2.29).

Při rezonanci bezeztrátového rezonátoru je impedance nekonečná (Y → ∞) a vlnové

č́ıslo η splňuje transcendentńı rovnici (3.47). Při antirezonanci je velikost impedance

nulová (Y = 0) a vlnové č́ıslo η splňuje rovnici

ηaa
J0(ηaa)

J1(ηaa)
= 1− σ′ − k′ 2p

1− k′ 2p
(1 + σ′) . (3.53)

Parametry elektrického náhradńıho obvodu na obr. 2.4b źıskané rozvojem admitance

(3.52) maj́ı tvar

C0 = εS33
πa2

2b
,

Ch =
2C0 (1 + σ′)

(ηra)2 −
(
1− (σ′)

2
) k′ 2p
1− k′ 2p

,

Lh =
a2ρ

2C0cE11 (1 + σ′)

1− k′ 2p
k′ 2p

(ηra)
2 −

(
1− (σ′)

2
)

(ηra)2
.

(3.54)

3.1.4 Radiálńı kmity kruhové desky

a) Řešeńı vlastńıch kmit̊u

Uvažujme rovinnou napjatost v rovině x1x2 a elektrické pole p̊usob́ıćı ve směru

osy x3 disku (obr. 3.4). Elektrické pole v rovinách rovnoběžných s rovinou x1x2 je

konstantńı,

E3 = −ϕ,3 =
U

2b
, (3.55)

kde U je napět́ı přiložené na elektrody.

Stavové rovnice vyjádřené ve válcových souřadnićıch maj́ı tvar [8]

Trr =
1

sE11

(
1− (σE

12)
2
)ur,r +

σE
12

sE11

(
1− (σE

12)
2
) ur

r
+

d31

sE11
(
1− σE

12

)ϕ,3 ,

Tθθ =
σE
12

sE11

(
1− (σE

12)
2
)ur,r +

1

sE11

(
1− (σE

12)
2
) ur

r
+

d31

sE11
(
1− σE

12

)ϕ,3 ,

Trθ = 0 ,

D3 =
d31

sE11
(
1− σE

12

) (ur,r +
ur

r

)
− εT33(1− k2p)ϕ,3 .

(3.56)
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Obr. 3.4: Kruhová deska kmitaj́ıćı radiálńımi kmity (a � b)

Pohybová rovnice pro posunut́ı ur je Besselova rovnice

1

sE11

(
1− (σE

12)
2
) (ur,rr +

ur,r

r
− ur

r2

)
= ρür . (3.57)

Jej́ım obecným řešeńım je Besselova funkce 1. druhu a 1. řádu ve tvaru

ur(r, t) = AJ1(ηr) e
jωt (3.58)

s amplitudou A. Po dosazeńı do pohybové rovnice (3.57) źıskáme vztah pro vlastńı

frekvenci rezonátoru

f =
η

2π

√√√√ 1

ρsE11

(
1− (σE

12)
2
) (3.59)

a akustickou rychlost

va =

√√√√ 1

ρsE11

(
1− (σE

12)
2
) . (3.60)

Vlnové č́ıslo η muśı splňovat okrajovou podmı́nku na obvodu desky pro r = a

Trr =
1

sE11

(
1− (σE

12)
2
)ur,r +

σE
12

sE11

(
1− (σE

12)
2
) ur

r
− d31

sE11
(
1− σE

12

) U
2b

= 0 , (3.61)

kde v rezonanci bezeztrátového rezonátoru můžeme uvažovat napět́ı U nulové. Dosa-

zeńım (3.58) do (3.61) źıskáme transcendentńı rovnici pro vlnové č́ıslo η

ηra
J0(ηra)

J1(ηra)
= 1− σE

12 . (3.62)

b) Parametry elektrického náhradńıho obvodu

Směr budićıho elektrického pole je kolmý na směr š́ı̌reńı akustické vlny. Ve směru

š́ı̌reńı je konstantńı elektrické pole E3. Vyjádř́ıme elektrické stavové veličiny

E3 = −ϕ,3 =
U

2b
, U = U e jωt, U = konst.,

D3 =
d31

sE11
(
1− σE

12

) (ur,r +
ur

r

)
+ εT33(1− k2p)

U

2b
.

(3.63)
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Amplitudu posunut́ı A źıskáme dosazeńım (3.58) do okrajové podmı́nky (3.61)

A = d31
(
1 + σE

12

) Ua

2b

1

ηaJ0(ηa)−
(
1− σE

12

)
J1(ηa)

. (3.64)

Posuvný proud vypoč́ıtáme integraćı časové změny elektrického posunut́ı přes plochu

elektrod Ae = πa2

I =
∂

∂t

∫
Ae

D3 dA =

= jωUεT33
(
1− k2p

) πa2
2b

(
1 +

k2p
1− k2p

(
1 + σE

12

)
J1(ηa)

ηaJ0(ηa)−
(
1− σE

12

)
J1(ηa)

)
.

(3.65)

Výsledná admitance rezonátoru má tvar

Y =
I

U
= jωεT33

(
1− k2p

) πa2
2b

(
1 +

k2p
1− k2p

(
1 + σE

12

)
J1(ηa)

ηaJ0(ηa)−
(
1− σE

12

)
J1(ηa)

)
, (3.66)

který odpov́ıdá vztahu (2.29).

Při rezonanci bezeztrátového rezonátoru je impedance nekonečná (Y → ∞) a vlnové

č́ıslo η splňuje transcendentńı rovnici (3.62). Při antirezonanci je velikost impedance

nulová (Y = 0) a vlnové č́ıslo η splňuje rovnici

ηaa
J0(ηaa)

J1(ηaa)
= 1− σE

12 −
k2p

1− k2p

(
1 + σE

12

)
. (3.67)

Parametry elektrického náhradńıho obvodu na obr. 2.4b źıskané rozvojem admitance

(3.66) maj́ı tvar

C0 = εT33
(
1− k2p

) πa2
2b

,

Ch =
2C0

(
1 + σE

12

)
(ηra)2 −

(
1− (

σE
12

)2) k2p
1− k2p

,

Lh =
a2ρsE11

(
1− σE

12

)
2C0

1− k2p
k2p

(ηra)
2 −

(
1− (

σE
12

)2)
(ηra)2

.

(3.68)

3.2 Vázané módy kmitu

Při řešeńı složitěǰśıch př́ıpad̊u, jako jsou vysokofrekvenčńı kmity rezonátor̊u s obec-

ným poměrem rozměr̊u, kmity rezonátor̊u s nezanedbatelnými vazbami v́ıce mód̊u, nebo

při požadavćıch na vysokou přesnost stanoveńı rezonančńı frekvence a tvaru kmitu je

nutné použ́ıt pokročileǰśı zp̊usoby aproximace. Nejv́ıce rozvinuté a nejčastěji aplikované

metody jsou založeny na teoríıch vyšš́ıch řád̊u pro elastické a piezoelektrické desky [57],

[58], [71], [72].
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Aproximačńı teorie vyšš́ıch řád̊u p̊uvodně pro izotropńı elastické desky vznikla na

počátku 50. let minulého stolet́ı na základě požadavk̊u Bell Telephone Laboratories,

významného výrobce křemenných rezonátor̊u té doby [4]. Poprvé byla použita pro

analýzu vázaných ohybových a tloušt’kově střižných kmit̊u AT křemenných rezonátor̊u

[73], [74], [75]. Základńı princip systematického odvozeńı a ověřeńı platnosti rovnic

vyšš́ıch řád̊u byl postupně aplikován do oblasti kmit̊u anizotropńıch elastických a pie-

zoelektrických desek s r̊uznou symetríı. Problematice je věnována řada př́ıspěvk̊u a pu-

blikaćı, mezi nejvýznamněǰśı patř́ı [29], [76], [77], [78] nebo [79].

Princip odvozeńı aproximačńıch rovnic spoč́ıvá v rozvoji vybraných veličin do řady

matematických funkćı. Vyjdeme z předpokladu piezoelektrické desky (obr. 2.1), jej́ıž

tloušt’ka 2b je orientována ve směru souřadnice x3 kolmé na jej́ı plochy.3 Odvozeńı

aproximačńıch rovnic n-tého řádu zač́ıná nekonečným rozvojem posunut́ı a potenciálu

ve směru tloušt’ky desky

uj(x1, x2, x3, t) =

∞∑
n=0

u
(n)
j (x1, x2, t)Pn(x3) ,

ϕ(x1, x2, x3, t) =
∞∑

n=0

ϕ(n)(x1, x2, t)Rn(x3) ,

(3.69)

kde Pn(x3) a Rn(x3) jsou známé bázové funkce, u
(n)
j a ϕ(n) jsou dvourozměrné složky

posunut́ı a potenciálu n-tého řádu závislé pouze na souřadnićıch x1, x2 a čase t. Členy

u
(n)
j (x1, x2, t)Pn(x3) (3.70)

představuj́ı d́ılč́ı rozložeńı amplitud posunut́ı n-tého řádu přes tloušt’ku desky a aproxi-

muj́ı přesné modálńı tvary prostých tloušt’kových mód̊u (viz obr. 2.2). Spojitý pr̊uběh

posunut́ı a potenciálu je nahrazen nekonečným součtem diskrétńıch pr̊uběh̊u, které

nezáviśı na tloušt’kové souřadnici x3.

Jako bázové funkce Pn(x3), resp. Rn(x3) se podle typu aproximace použ́ıvaj́ı moc-

ninná řada

Pn(x3) = xn
3 , (3.71a)

Legendrovy polynomy

Pn(x3) =
1

2n n!

dn
(
z2 − 1

)n
dzn

, z =
x3

b
(3.71b)

nebo trigonometrické funkce

Pn(x3) = cos
[nπ
2

(
1− x3

b

)]
, př́ıpadně

Rn(x3) = sin
[nπ
2

(
1− x3

b

)]
.

(3.71c)

Různé zp̊usoby odvozeńı spolu s nejčastěǰśımi aplikacemi jsou uvedeny v přehledové

publikaci [71].

3V literatuře se pro tloušt’kovou souřadnici obvykle voĺı osa x2. Vzhledem ke specifickému př́ıpadu
polarizace desky ve směru tloušt’ky [36] ji nahrad́ıme osou x3.
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Nejstarš́ım zp̊usobem aproximace bylo použit́ı mocninné řady tloušt’kové souřadnice.

Odvozeńı rovnic je velmi jednoduché, a proto je nejčastěji použ́ıvaným postupem pro

popis vázaných ohybových a tloušt’kově střižných kmit̊u. Členy druhého a vyšš́ıch

řád̊u v nekonečném rozvoji však nejsou ortogonálńı a d̊usledkem je nežádoućı vazba

výsledných pohybových rovnic. Tato překážka byla nejdř́ıve odstraněna použit́ım Le-

gendrových polynomů [29], které ale pro členy třet́ıho a vyšš́ıch řád̊u vedou na kompli-

kované tvary pohybových rovnic. Jako nejvhodněǰśı pro popis vysokofrekvenč́ıch kmit̊u

desek se ukazuje rozvoj do řady trigonometrických funkćı [80].

Na obr. 3.5 je znázorněna aproximace posunut́ı tloušt’kových mód̊u nekonečné desky

pomoćı nejnižš́ıch člen̊u mocninné řady a Legendrových polynomů. Protože je náhrada

harmonického posunut́ı pouze přibližná, nelze tyto rozvoje použ́ıt pro výpočet rozložeńı

posunut́ı v pr̊uřezu desky. Výpočet je možný pomoćı rozvoj̊u do řady trigonometrických

funkćı, které harmonické posunut́ı popisuj́ı přesně (viz kap. 4.4).

n = 0 n = 1 n = 2

Obr. 3.5: Porovnáńı pr̊uběhu posunut́ı nejnižš́ıch mód̊u nekonečné desky (černá) s apro-

ximaćı pomoćı mocninné řady (modrá) a Lengendrových polynomů (červená)

Nekonečné rozvoje (3.69) se dosad́ı do variačńı rovnice pro piezoelektrické konti-

nuum [10] a integruj́ı se přes tloušt’ku desky. Źıskáme tak dvourozměrné rovnice ne-

konečného řádu pro u
(n)
j a ϕ(n) spolu s dvourozměrnými okrajovými podmı́nkami. Pro

praktické použit́ı se vhodně omeźı počet člen̊u aproximačńıch rovnic tak, aby obsa-

hovaly pouze módy posunut́ı potřebné k popisu kmitáńı ve studovaném frekvenčńım

rozsahu. Výsledkem je soustava dvourozměrných rovnic konečného řádu s konečným

počtem stupň̊u volnosti, které popisuj́ı několik vázaných mód̊u rezonátoru v omezeném

frekvenčńım pásmu. Nahrazuje soustavu tř́ırozměrných rovnic (2.8) až (2.11) a jej́ı ana-

lytické řešeńı lze vyjádřit přesně v uzavřeném tvaru.

Po odvozeńı dvourozměrných aproximačńıch rovnic je nutné porovnat jejich řešeńı

s řešeńım přesných tř́ırozměrných rovnic (2.8), což je možné pro př́ıpad nekonečně roz-

lehlé piezoelektrické desky. T́ım se ověř́ı oblast platnosti aproximace (tzn. stanov́ı se

maximálńı hodnoty frekvence a vlnového č́ısla, pro které maj́ı výsledky akceptovatel-

nou odchylku od přesné hodnoty). Vzhledem ke geometrické podobnosti rezonátor̊u

(viz obr. 1.1) se rovnice vyjadřuj́ı v bezrozměrovém tvaru a výsledky se uváděj́ı v bez-

rozměrových proměnných [81].
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Řešeńı vázaných kmit̊u se obvykle znázorňuje graficky ve formě frekvenčńıch spek-

ter, uvedených např. na obr. 4.1. Frekvenčńı spektrum je složeno z frekvenčńıch křivek,

představuj́ıćıch závislost relativńıch frekvenćı Ω na poměru rozměr̊u rezonátoru. Rela-

tivńı hodnota Ω vyjadřuje poměr rezonančńı frekvence ω k frekvenci nejnižš́ıho prostého

tloušt’kového kmitu nekonečně rozlehlé desky ωs,

Ω =
ω

ωs

. (3.72)

Sestroj́ıme-li ve spektru ve zvoleném bodě α = a/b vodorovné osy kolmici, vyznačuj́ı

pr̊useč́ıky této kolmice s frekvenčńımi křivkami relativńı vlastńı frekvence rezonátoru.

Hodnoty rezonančńı frekvence odečteme na svislé ose. Souvislost teoretického a naměře-

ného frekvenčńıho spektra rezonátoru je zřejmá z obr. 5.4 a obr. 5.8.

Pro popis vázaných kmit̊u tenkých úzkých piezoelektrických desek (pásk̊u) se použ́ı-

vaj́ı jednorozměrné aproximačné rovnice, odvozené z dvourozměrných rovnic pr̊uměro-

váńım přes tloušt’kovou souřadnici [82], [83] nebo rozvojem do řady š́ı̌rkové souřadnice

[84], [85]. Výsledné jednorozměrné složky mechanického posunut́ı a elektrického po-

tenciálu n-tého řádu jsou závislé pouze na délkové souřadnici a čase.

3.2.1 Úplné piezoelektrické řešeńı

Pro popis vázaných kmit̊u kruhových rezonátor̊u použijeme dvourozměrné apro-

ximačńı rovnice podle Huanga et al. [36]. Odvozeny jsou na základě teorie druhého

řádu pro piezoelektrické desky pomoćı rozvoje posunut́ı a potenciálu do řady harmo-

nických funkćı [79]. Rozvoje (3.69) maj́ı tvar

uj(x1, x2, x3, t) = −u
(0)
3,j(x1, x2, t)x3 +

∞∑
n=0

u
(n)
j (x1, x2, t) cos

[nπ
2

(
1− x3

b

)]
,

ϕ(x1, x2, x3, t) = U0(t) + U1(t)
x3

b
+

∞∑
n=0

ϕ(n)(x1, x2, t) sin
[nπ
2

(
1− x3

b

)]
,

(3.73)

kde funkce U0 a U1 jsou určeny elektrickými okrajovými podmı́nkami na elektrodách

[86]. Dvourozměrné složky posunut́ı n-tého řádu pro n ≤ 2 jsou znázorněny na obr. 3.6.

Postup odvozeńı analytického modelu provedený ve válcových souřadnićıch je poměr-

ně obsáhlý, a proto uvedeme pouze výsledné rovnice. Výpočet vyžaduje znalost úplné

elasto-piezo-dielektrické matice materiálu.

Uvažujeme piezoelektrickou kruhovou desku s obecným poměrem pr̊uměru a tloušt’ky

α = a/b (obr. 3.7). Deska je mechanicky volná a na kruhových plochách jsou nane-

seny vodivé elektrody. Při aproximaci druhého řádu jsou s potenciálem ϕ(2) přiloženým

na elektrody vázány radiálńı kmity u
(0)
r , tloušt’kově rozṕınavé kmity u

(1)
3 a symetrické

tloušt’kově střižné kmity druhého řádu u
(2)
r . Vlastńı tvary těchto kmit̊u, které nahrazuj́ı

prosté tloušt’kové módy E, TSt a sTSh (obr. 2.2), jsou znázorněny na obr. 3.7.
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Obr. 3.6: Složky posunut́ı n-tého řádu pro desku polarizovanou ve směru x3

Obr. 3.7: Piezoelektrická kruhová deska umı́stěná v souřadném systému; radiálńı u
(0)
r ,

tloušt’kově rozṕınavé u
(1)
3 a symetrické tloušt’kově střižné u

(2)
r složky kmit̊u

Výslednice elastických napět́ı a elektrického posunut́ı vyšš́ıch řád̊u maj́ı tvar

t(0)rr = 2

(
c
(0)
12 ∇ · u(0)

T + 2cE66
∂u

(0)
r

∂r

)
− c

(3)
11 ∇ · u(2)

T +
2

b
cE13u

(1)
3 +

π

b
e
(3)
31 ϕ

(2) ,

t(2)rr = c
(2)
12 ∇ · u(2)

T + 2cE66
∂u

(2)
r

∂r
− c

(3)
11 ∇ · u(0)

T − 2

3b
cE13u

(1)
3 − π

b
e
(3)
31 ϕ

(2) ,

t
(1)
r3 = c

(1)
55

∂u
(1)
3

∂r
+

8

3b
cE55u

(2)
r +

8

3π
e15

∂ϕ(2)

∂r
,

σ(2) =
π

b
e15u

(2)
r +

8

3π
e15

∂u
(2)
3

∂r
− εS11

∂ϕ(2)

∂r
,

(3.74)

kde

u
(n)
T = u

(n)
1 e1 + u

(n)
2 e2 ,

∇ = e1
∂

∂x1
+ e2

∂

∂x2

(3.75)

a e1 a e2 jsou jednotkové vektory ve směrech os x1 a x2.
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Soustava vázaných dvourozměrných pohybových rovnic je vyjádřena jako

2c
(0)
11 ∇2(∇ · u(0)

T )− c
(3)
11 ∇2(∇ · u(2)

T ) +
2

b
cE13∇2u

(1)
3 +

π

b
e
(3)
31 ∇2ϕ(2) =

= 2ρ∇ · ü(0)
T ,

c
(1)
55 ∇2u

(1)
3 − 2

b
cE13∇ · u(0)

T +
2

3b
(cE13 + 4cE55)∇ · u(2)

T − π2

4b2
cE33u

(1)
3 +

+
8

3π
e15∇2ϕ(2) − 2π

3b2
e33ϕ

(2) = ρü
(1)
3 ,

c
(2)
11 ∇2(∇ · u(2)

T )− c
(3)
11 ∇2(∇ · u(0)

T )− 2

3b
(cE13 + 4cE55)∇2u

(1)
3 −

− π2

b2
c55∇ · u(2)

T − π

b
(e

(2)
31 + e15)∇2ϕ(2) = ρ∇ · ü(2)

T ,

π

b
(e

(2)
31 + e15)∇ · u(2)

T − π

b
e
(3)
31 ∇ · u(0)

T +
8

3π
e15∇2u

(1)
3 − 2π

3b2
e33u

(1)
3 −

− εS11∇2ϕ(2) +
π2

b2
ε
(2)
33 ϕ

(2) = 0 .

(3.76)

Modifikované konstanty v rovnićıch (3.74) a (3.76) jsou definovány pomoćı vztah̊u

c
(0)
λμ = cEλμ − 8

9π2

cEλ3c
E
3μ

cE33
, c

(1)
λμ = cEλμ − 256

225π2

(
cEλ4c

E
4μ

cE44
+

cEλ5c
E
5μ

cE55

)
,

c
(2)
λμ = cEλμ − 144

25π2

cEλ3c
E
3μ

cE33
, c

(3)
λμ =

16

5π2

cEλ3c
E
3μ

cE33
,

e
(2)
iλ = eiλ − 144

25π2

cEλ3ei3
cE33

, e
(3)
iλ =

16

5π2

cEλ3ei3
cE33

,

ε
(2)
ij = εSij +

144

25π2

ei3ej3
cE33

.

(3.77)

Při předpokladu osově symetrických kmit̊u kruhové desky předpokládáme řešeńı ve

tvaru stojatých vln

∇ · u(0)
T =

1

b
A1J0(ξr) e

jωt,

u
(1)
3 = A2J0(ξr) e

jωt ,

∇ · u(2)
T =

1

b
A3J0(ξr) e

jωt,

ϕ(2) =

√
cE55
εS33

A4J0(ξr) e
jωt,

(3.78)

kde Ai jsou amplitudy. Konstanta

√
cE
55

εS
33

přizp̊usobuje velikost amplitudy jednotkám

elektrického potenciálu.
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Vlnové č́ıslo ξ a frekvenci ω vyjádř́ıme ve tvaru poměrných hodnot

ξ = ξ
2b

π
, Ω =

ω

ωs

, kde ωs =
π

2b

√
cE55
ρ

. (3.79)

Poměrné vlnové č́ıslo ξ představuje převrácený poměr poloviny vlnové délky ve směru

š́ı̌reńı vlny k tloušt’ce desky 2b. Ω je poměr rezonančńı frekvence ke frekvenci prostého

tloušt’kového kmitu v rovině x1x3.

Dosazeńım řešeńı (3.78) do pohybových rovnic (3.76) a použit́ım vztahu (3.79)

źıskáme soustavu lineárńıch rovnic

D
(
Ω, ξ

)
⎛
⎜⎜⎜⎝
A1

A2

A3

A4

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 0 , (3.80)

kde matice koeficient̊u D (disperzńı matice) má tvar⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2Ω2 − 2c̃
(0)
11 ξ

2 −2c̃13ξ
2

c̃
(3)
11 ξ

2 −πẽ
(3)
31 ξ

2

−2c̃13
π2

4

(
Ω2 − c̃

(1)
55 ξ

2 − c̃33

) 2

3
(c̃13 + 4) −2π

3

(
ẽ15ξ

2
+ ẽ33

)
c̃
(3)
11 ξ

2 2

3
(c̃13 + 4) ξ

2
Ω2 − c̃

(2)
11 ξ

2 − 4 π
(
ẽ15 + ẽ

(2)
31

)
ξ
2

−ẽ
(3)
31 −2

3

(
ẽ15ξ

2
+ ẽ33

)
ẽ15 + ẽ

(2)
31

π

4

(
ε̃11ξ

2
+ 4ε̃

(2)
33

)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(3.81)

a poměrné materiálové konstanty jsou

c̃λμ =
cEλμ
cE55

, c̃
(n)
λμ =

c
(n)
λμ

cE55
,

ẽiλ =
eiλ√
cE55ε

S
33

, ẽ
(n)
iλ =

e
(n)
iλ√
cE55ε

S
33

,

ε̃ij =
εSij
εS33

, ε̃
(n)
ij =

ε
(n)
ij

εS33
.

(3.82)

Soustava (3.80) má netriviálńı řešeńı pro nenulováAj , pokud je determinant disperzńı

matice D roven nule,

det
(
D(Ω, ξ)

)
= 0 . (3.83)

Determinant je rovnićı 4. řádu pro ξ
2
a pro zvolené Ω jsou řešeńım vztahu (3.83) čtyři

hodnoty ξ
2

j . Každá ze závislost́ı Ω/ξj představuje aproximaci disperzńıho vztahu (2.1)

pro daný mód.

Poměrná vlnová č́ısla ξj muśı vyhovovat okrajovým podmı́nkám na obvodu desky

t(0)rr = t(2)rr = t
(1)
r3 = σ(2) = 0 pro r = a . (3.84)
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Úplné řešeńı vázaných kmit̊u je dáno lineárńı kombinaćı čtyř d́ılč́ıch stojatých vln

∇ · u(0)
T =

1

b

4∑
j=1

γ1jBjJ0(ξjr) e
jωt , (3.85a)

u
(1)
3 =

4∑
j=1

γ2jBjJ0(ξjr) e
jωt , (3.85b)

∇ · u(2)
T =

1

b

4∑
j=1

γ3jBjJ0(ξjr) e
jωt , (3.85c)

ϕ(2) =

√
cE55
εS33

4∑
j=1

γ4jBjJ0(ξjr) e
jωt , (3.85d)

kde amplitudyBj jsou určeny okrajovými podmı́nkami a poměrné amplitudy γkj můžeme

vypoč́ıtat z poměru subdeterminant̊u Dk(Ω, ξj) jako

γ1j : γ2j : γ3j : γ4j = D1(Ω, ξj) : −D2(Ω, ξj) : D3(Ω, ξj) : −D4(Ω, ξj) . (3.86)

Subdeterminanty Dk vzniknou z matice D(Ω, ξj) např́ıklad vynecháńım prvńıho řádku

a k-tého sloupce. Složky posunut́ı u
(0)
r a u

(2)
r źıskáme integraćı (3.85a) a (3.85c) podle r

u(0)
r =

4∑
j=1

γ1jBj

J1(ξjr)

ξjb
e jωt ,

u(2)
r =

4∑
j=1

γ3jBj

J1(ξjr)

ξjb
e jωt .

(3.87)

Po dosazeńı úplného řešeńı (3.85) do okrajových podmı́nek (3.84) źıskáme soustavu

lineárńıch rovnic

M (Ω, α)

⎛
⎜⎜⎜⎝
B1

B2

B3

B4

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 0 , (3.88)

kde j-tý sloupec matice koeficient̊u M (matice okrajových podmı́nek) má tvar
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(
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,
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(
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ẽ15α2jξ
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4

π
ẽ15α3j
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(
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π

2
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)

ξj
π

2
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(3.89)

Soustava (3.88) má netriviálńı řešeńı pro nenulová Bj , pokud je determinant matice

okrajových podmı́nek M roven nule,

det (M(Ω, α)) = 0 . (3.90)

Tato závislost představuje frekvenčńı rovnici, jej́ıž kořeny určuj́ı vlastńı poměrnou frek-

venci kruhového rezonátoru Ω jako funkci poměru jeho rozměr̊u α = a/b.

Rovnice (3.83) a (3.90) tvoř́ı úplný systém aproximačńıch vztah̊u pro popis vázaných

kmit̊u kruhového rezonátoru.

Výpočet frekvenčńıho spektra kmit̊u (tj. závislosti rezonančńı frekvence Ω na poměru

rozměr̊u α) spoč́ıvá v cyklickém hledáńı hodnot Ω, které současně vyhovuj́ı oběma rov-

nićım (3.83) a (3.90). Pro pevné α voĺıme proměnnou Ω ve vhodném intervalu 〈Ω1,Ω2〉
s krokem ΔΩ. Dané Ωi dosad́ıme do disperzńı rovnice (3.83), vypočteme vlnová č́ısla

ξj a ty dosad́ıme do matice (3.89). Hodnotu Ωi postupně iterujeme (např. metodou

p̊uleńı intervalu) tak, až je s požadovanou přesnost́ı splněna rovnice (3.90) a Ωi je pak

rezonančńı frekvenćı. Takto postupujeme v celém intervalu frekvenćı 〈Ω1,Ω2〉. Výpočet
opakujeme pro daľśı hodnotu α ve zvoleném rozsahu rozměr̊u. Alternativně lze při

výpočtu zvolit pevné Ω a iterovat hodnotu α.

Při praktických výpočtech byla zjǐstěna odchylka ve stanoveńı vlastńıch frekvenćı

nejnižš́ıch mód̊u pomoćı jednorozměrných aproximačńıch rovnic a dvourozměrné aproxi-

mace (3.83), (3.90). Rozd́ıl je možné porovnat např. pomoćı akustické rychlosti radiál-

ńıch kmit̊u kruhové desky. Úpravou vztahu (3.60) pro akustickou rychlost prostých

kmit̊u źıskáme

va(R1) =

√
1

ρ

(
cE11 −

(cE13)
2

cE33

)
. (3.91)
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Akustickou rychlost radiálńıch kmit̊u vyjádřenou pomoćı dvourozměrné aproximace sta-

nov́ıme z rovnice (3.83) za podmı́nky malých frekvenćı a velkých vlnových délek (Ω � 1,

ξ � 1) při zanedbáńı piezoelektrických a dielektrických člen̊u. Po úpravě vyjde

va(R2) =

√
1

ρ

(
cE11 −

80

9π2

(cE13)
2

cE33

)
> va(R1) . (3.92)

U piezoelektrické keramiky BaTiO3 čińı odchylka mezi hodnotami akustické rychlosti

přibližně 1,1 %, u keramiky NCE51 pak 4,9 %. Podobné rozd́ıly lze zaznamenat také

u podélných kmit̊u tyče.

3.2.2 Elastické řešeńı

Pro výpočet frekvenčńıho spektra lze použ́ıt také aproximačńı rovnice odvozené

pro izotropńı elastické kruhové desky [30]. Tento postup je vhodný v př́ıpadech, kdy

neńı známa úplná matice materiálových konstant použité piezoelektrické keramiky.

Vstupńımi parametry modelu jsou pouze Young̊uv modul pružnosti E = 1/sE11, Poisso-

novo č́ıslo σE a hustota ρ.

Rozvoj posunut́ı (3.69) má tvar

uj(x1, x2, x3, t) =

∞∑
n=0

u
(n)
j (x1, x2, t)Pn(x3) , (3.93)

kde funkce Pn(x3) jsou Legendrovy polynomy definované vztahem (3.71b).

Uvažujme kruhovou izotropńı desku s obecným poměrem α = a/b. Mechanicky volná

deska kmitá vázanými radiálńı kmity u
(0)
r , tloušt’kově rozṕınavými kmity u

(1)
3 a symet-

rickými tloušt’kově střižnými kmity druhého řádu u
(2)
r (obr. 3.8). Odvozeńı analytických

rovnic je podobné jako v předchoźım př́ıpadě úplného piezoelektrického řešeńı. Dále

proto uvedeme pouze výsledné tvary disperzńı matice a matice okrajových podmı́nek.

Vlnové č́ıslo ξ a frekvenci ω vyjádřujeme v obvyklém poměrném tvaru (3.79), kde

ωs =
π

2b

√
μ

ρ
, μ =

E

2(1 + σE)
(Lamého konstanta). (3.94)

Výsledná disperzńı matice DE odpov́ıdaj́ıćı soustavě pohybových rovnic má tvar⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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2κ1

(
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π

ξ 0

2κ1

(
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)
π

ξ
κ2
2

3
ξ
2
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4κ2
1κ

2
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3
Ω2 −2κ2
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π
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0 −2κ2
2

π
ξ
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ξ
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+

12κ2
2

π2
− κ2

4

5
Ω2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.95)

ve kterém vystupuj́ı elastické konstanty

κ =

√
2(1− σE)

1− 2σE
, E′ =

2μ

1− σE
(3.96)
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a korekčńı součinitele

κ1 =
κ2√
p1

, κ2 =
1√
p2

, κ3 = κ1

√
12

π
, κ4 = κ2

√
15

π
, (3.97)

kde pomocné proměnné p1, p2 jsou

p1 =
48
(
κ2 − 4

)
π3 κ4

[
π
(
κ2 − 1

)
+ 4κ cotg

(
κ
π

2

)]
,

p2 =
5κ2

4 (κ2 − 1) (κ2 − 4)

[
p1 +

6

π3

(
κ2 − 4

)(π

2
− 4

κ
tg
(π
κ

))]
.

(3.98)

Obr. 3.8: Elastická kruhová deska umı́stěná v souřadném systému; radiálńı u
(0)
r ,

tloušt’kově rozṕınavé u
(1)
3 a symetrické tloušt’kově střižné u

(2)
r složky kmit̊u

Netriviálńı řešeńı soustavy pohybových rovnic źıskáme v př́ıpadě, je-li determinant

disperzńı matice DE roven nule,

det
(
DE(Ω, ξ)

)
= 0 . (3.99)

Determinant je rovnićı třet́ıho řádu pro ξ
2
a pro zvolené Ω jsou řešeńım rovnice (3.99)

tři hodnoty ξ
2

j .

Matice ME vycháźı z podmı́nky mechanicky volného okraje desky a jej́ı j-tý sloupec

má tvar

ME1j = ξj
π

2
αJ1

(
ξj

π

2
α
)
− κ2γ2

2
J0

(
ξj

π

2
α
)
,

ME2j =

⎡
⎢⎢⎣1− 15κ2

2 (1− σE)α2

2

((
ξj

π

2
α
)2

− δ2
)
⎤
⎥⎥⎦ ξj

π

2
α

((
ξj

π

2
α
)2

− γ2

)
J1

(
ξj

π

2
α
)
,

ME3j =

(
ξj

π

2
α
)2

− γ2

(
ξj

π

2
α
)2

− δ2
ξj

π

2
α
[
(1− σE) J1

(
ξj

π

2
α
)
− ξj

π

2
α J0

(
ξj

π

2
α
)]

,

(3.100)
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kde pomocné proměnné γ2, δ2 jsou

γ2 =

(
π

2

αΩ

κ

)2

, δ2 =
π2

8
κ2
4 α

2
(
1− σE

) (
Ω2 − 4

)
. (3.101)

Soustava okrajových podmı́nek má netriviálńı řešeńı, je-li determinant matice ME

roven nule,

det (ME(Ω, α)) = 0 . (3.102)

Tato závislost představuje frekvenčńı rovnici, jej́ıž kořeny určuj́ı vlastńı poměrnou frek-

venci kruhové desky Ω jako funkci poměru jej́ıch rozměr̊u α = a/b.

Rovnice (3.99) a (3.102) tvoř́ı úplný systém aproximačńıch vztah̊u pro popis vlastńıch

vázaných kmit̊u kruhové izotropńı elastické desky.

Protože má piezoelektrická keramika rozd́ılná Poissonova č́ısla σE
12 a σE

13, je nutné

volit efektivńı hodnotu σE mezi těmito dvěma hodnotami. Např. v práci [87] bylo mo-

delováno frekvenčńı spektrum keramiky PCM40 (σE
12 = 0,30 a σE

13 = 0,42) s výpočtovou

hodnotou σE = 0,35. Velikost σE byla při opakovaných výpočtech postupně upřesňová-

na tak, aby teoretické křivky co nejlépe aproximovaly naměřené hodnoty na ńızkých

frekvenćıch a v bĺızkosti teoretické základńı tloušt’kové rezonance.

Na obr. 3.9 jsou znázorněna frekvenčńı spektra keramiky NCE40 (ekvivalentńı kera-

mice PCM40) vypočtená pomoćı elastického modelu (3.99), (3.102) a úplného piezoelek-

trického modelu (3.83), (3.90) a jejich porovnáńı s naměřenými hodnotami [87]. V di-

agramu jsou rezonančńı frekvence vyneseny ve tvaru frekvenčńı konstanty N vztažené

na tloušt’ku desky 2b. Přesnost elastického řešeńı je postačuj́ıćı pro ńızké frekvence,

s rostoućı frekvenćı Ω a pro menš́ı poměry α přesnost výsledk̊u klesá.
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éh
o
p
ie
zo
el
ek
-

tr
ic
k
éh
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Kapitola 4

Spektrálńı vlastnosti

Pod pojmem spektrálńı vlastnosti rozumı́me závislost modálńıch parametr̊u re-

zonátoru (rezonančńı frekvence, tvar kmitu a modálńı tlumeńı) na poměru rozměr̊u

α = a/b [88]. Při jejich studiu použijeme výpočtové modely uvedené v předchoźı ka-

pitole. Analytické rovnice jsou odvozeny za předpokladu zanedbáńı ztrát v rezonátoru

a neuvažuj́ı vliv modálńıho tlumeńı (činitel jakosti Q → ∞). Dále se proto omeźıme

pouze na rezonančńı frekvence a poměrné tvary kmitu.

Modálńı parametry jsou výrazně ovlivněny disperzńım charakterem prostřed́ı v re-

zonátoru a závislost́ı jednotlivých vlnových č́ısel na frekvenci. V této kapitole nejprve

porovnáme jednorozměrné a dvojrozměrné aproximačńı modely kmitáńı a stanov́ıme

rozsah jejich platnosti. Dále poṕı̌seme disperzńı závislost určuj́ıćı chováńı vlnových č́ısel,

pr̊uběh frekvenčńıho spektra a základńı skupiny tvar̊u kmitu.

Teoretické závislosti jsou uvedeny pomoćı př́ıklad̊u pro keramiku BaTiO3 a tvrdou

a měkkou PZT keramiku Noliac NCE40 a NCE51. Materiálové konstanty použité pro

výpočet obsahuje př́ıloha D.

Významnými frekvencemi ve spektru jsou mezńı frekvence prostých tloušt’kových

mód̊u nekonečné desky TSt a sTSh. Jejich poměrné hodnoty vypočtené s použit́ım

vztah̊u (2.2) a (3.79) jsou

ΩTSt = ηb
2

π

√
cD33
cE55

,

Ω sTSh = 2 ,

(4.1)

kde poměrné vlnové č́ıslo ηb źıskáme řešeńım rovnice (3.32).

Frekvence prostého tloušt’kově rozṕınavého módu nekonečné desky TSt je shodná

s frekvenćı prostého tloušt’kového módu kruhové desky TE, protože oba př́ıpady vychá-

zej́ı ze stejného předpokladu jednoosé napjatosti ve směru tloušt’ky.

Charakter disperzńı závislosti a t́ım i pr̊uběh frekvenčńıho spektra je výrazně ovlivněn

poměrem mezńıch frekvenćı ΩTSt a Ω sTSh, který lze vyjádřit z poměru materiálových

konstant. Pro izotropńı elastické desky odpov́ıdá kritický poměr ΩTSt/Ω sTSh = 1

mezńımu Poissonovu č́ıslu σE = 1/3 [29]. V př́ıpadě piezoelektrických desek buzených
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elektrickým polem je kritický poměr vyjádřen rovnićı

ΩTSt

Ω sTSh
=

ηb

π

√
cD33
cE55

= 1 . (4.2)

4.1 Porovnáńı výpočtových model̊u

Na obr. 4.1 je na př́ıkladu kruhových rezonátor̊u z BaTiO3 znázorněno porovnáńı

frekvenčńıch křivek, vypočtených pomoćı jednorozměrných aproximačńıch rovnic odvo-

zených v kapitole 3.1, s úplným frekvenčńım spektrem určeným řešeńım rovnic (3.83)

a (3.90). Všechny frekvence jsou vyjádřeny shodně v normalizovaném tvaru Ω.

Úplné frekvenčńı spektrum je zobrazeno černou barvou a jeho nejnižš́ı frekvenčńı

křivky jsou pro názornost č́ıslovány. Frekvenčńı křivky prostých mód̊u kmitu maj́ı mod-

rou barvu a jsou označeny

L1 - základńı podélný mód tyče, vypočteno pomoćı vztah̊u (3.8) a (3.13),

TE - základńı tloušt’kový mód kruhové desky, vztahy (3.27) a (3.32),

R′1 - základńı radiálńı mód tyče, vztahy (3.44) a (3.47),

Rn - n-té násobky radiálńıho módu kruhové desky, vztahy (3.59) a (3.62).

Modely prostých mód̊u kmitu dostatečně aproximuj́ı pouze kmitáńı rezonátor̊u, je-

jichž rozměry jsou bĺızké limitńım tvar̊um (srovnej obr. 1.2 a 4.1). V úplném spektru

se vyskytuje velké množstv́ı daľśıch mód̊u, jejichž vlnová č́ısla jsou v určitém poměru

k rozměr̊um kruhového rezonátoru a u kterých nelze zanedbat prostorový stav napja-

tosti. Pro popis těchto mód̊u je nutné použ́ıt složitěǰśı výpočetńı modely.

Frekvenčńı křivky prostých radiálńıch mód̊u Rn velmi dobře aproximuj́ı radiálńı

kmity kruhových desek s vyšš́ım poměrem α. S klesaj́ıćım α se projevuje disperze vlněńı

a snižuje se jeho fázová rychlost. Jednorozměrný model neuvažuje vliv tloušt’ky na

š́ı̌reńı vlněńı, předpokládá vlnovou délku λ � 2b, a proto jeho přesnost postupně klesá.

Disperze se projevuje dř́ıve u vyšš́ıch radiálńıch mód̊u, které maj́ı menš́ı poměr vlnové

délky vzhledem k tloušt’ce desky.

Frekvence základńıho tloušt’kového kmitu kruhové desky se pro vyšš́ı poměry α

bĺıž́ı frekvenci prostého tloušt’kového kmitu TE. Podrobněǰśı rozbor spektra v okoĺı

tloušt’kové rezonance je proveden v kap. 5.3.

Nejnižš́ı frekvenčńı křivka úplného spektra se pro tenké dlouhé tyče (α → 0) limitně

bĺıž́ı k frekvenci základńıho podélného módu L1. Podobně směřuje druhá frekvenčńı

křivka ke 3. násobku podélného módu L3 a třet́ı křivka k 5. násobku podélného módu

L5 [89].

Radiálńı módy R′ se vyskytuj́ı u tenkých tyč́ı a odpov́ıdaj́ı jim vysoké hodnoty

poměrné frekvence Ω, která již lež́ı mimo rozsah platnosti použité dvourozměrné apro-

ximace. V uvedeném frekvenčńım rozsahu proto nelze křivku R′ porovnat s frekvenčńımi

křivkami úplného spektra.

48



�
�
���

�
���

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

	



�

�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�������� �!����������

O
b
r.

4
.1
:
Ú
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Maximálńı poměrná frekvence Ω, pro kterou je úplné frekvenčńı spektrum vypočtené

pomoćı aproximačńıch rovnic n-tého řádu platné s akceptovatelnou toleranćı, se stano-

vuje porovnáńım disperzńıch křivek určených řešeńım přesných a aproximačńıch pohy-

bových rovnic. Pro materiály s ńızkým koeficientem elektromechanické vazby se v lite-

ratuře obecně udává rozsah platnosti 0 ≤ Ω ≤ n + 1/2 [77]. U piezokeramických ma-

teriál̊u jsou rovnice platné do okoĺı nejvyšš́ıho uvažovaného módu (ΩTSt nebo Ω sTSh)

[79] s odchylkou vypočtených a naměřených hodnot v řádu jednotek procent [36]. Pro

zvýšeńı frekvenčńıho rozsahu by bylo nutné použ́ıt aproximaci 4. řádu a v rozvoji (3.73)

uvažovat také složky posunut́ı u
(3)
3 a u

(4)
r , které odpov́ıdaj́ı tloušt’kově rozṕınavému

módu 3. řádu TSt3 a tloušt’kově střižnému módu 4. řádu TSh4. Pro kruhové rezonátory

s malým poměrem α lze také použ́ıt některou z teoríı vyšš́ıch řád̊u pro roztažné kmity

tyč́ı [32], [39] nebo [90].

4.2 Disperzńı závislost

Závislost vlnových č́ısel na frekvenci (disperzńı závislost) určuje, jaké módy kmitu

budou v dané frekvenčńı oblasti vybuzeny a jaký bude jejich výsledný tvar, složený

z př́ıspěvk̊u d́ılč́ıch vlněńı. Proto je nejdř́ıve nutné se podrobně seznámit s chováńım

kořen̊u disperzńı rovnice.

Disperzńı rovnice (3.83) je kubická rovnice pro Ω2 a kvartická pro ξ
2
. Rezonančńı

frekvence je vždy reálná a kladná a pro zvolené Ω jsou řešeńım disperzńı rovnice dvě

čtveřice poměrných vlnových č́ısel±ξi, i = 1 až 4. Vlnová č́ısla mohou být obecně reálná,

komplexńı nebo ryze imaginárńı a popisuj́ı čtyři složky elektroelastického vlněńı v ne-

konečně rozlehlé desce. Pokud současně vyhovuj́ı okrajovým podmı́nkám na hranićıch

desky, vzniká v rezonátoru stojaté vlněńı a zvolená hodnota Ω je rezonančńı frekvenćı.

Řešeńı disperzńı rovnice v definovaném rozsahu frekvenćı vyjadřujeme graficky ve formě

disperzńıch křivek.

Charakter disperzńı závislosti záviśı na poměru mezńıch frekvenćı prostých mód̊u

ΩTSt/Ω sTSh. Rozd́ıl si ukážeme na př́ıkladu piezoelektrické keramiky BaTiO3 (obr. 4.2,

ΩTSt < Ω sTSh) a NCE51 (obr. 4.3, ΩTSt > Ω sTSh).

Disperzńı závislost obsahuje čtyři disperzńı křivky pro čtyři vlnová č́ısla ξi, která

odpov́ıdaj́ı výchoźım mód̊um E, TSt a sTSh a elektrickému poli Φ(2). Zobrazené křivky

nejsou jediné, daľśı řešeńı disperzńı rovnice znázorńıme zrcadleńım křivek podle rovin

(Re ξ = 0, Ω) a (Im ξ = 0, Ω). Hodnotu normalizované fázové rychlosti Ω/ξ př́ıslušné

vlny při zvolené frekvenci odečteme ze směrnice př́ımky, spojuj́ıćı odpov́ıdaj́ıćı bod

na křivce s počátkem grafu.

Nejdř́ıve poṕı̌seme disperzńı závislost pro př́ıpad ΩTSt < Ω sTSh na obr. 4.2. Pr̊uběh

disperzńıch křivek je vymezen třemi mezńımi frekvencemi Ω∗, ΩTSt a Ω sTSh.

• Nejnižš́ı podélný mód E nemá mezńı frekvenci a jeho disperzńı křivka vycháźı

z počátku. Vlnové č́ıslo je pro všechny frekvence reálné a vzhledem k ostatńım

mód̊um postupuje deskou nejpomaleǰśı rychlost́ı. U kruhových disk̊u řešených ve

válcových souřadnićıch odpov́ıdá podélný mód E radiálńımu módu.

• Vlnové č́ıslo př́ıslušej́ıćı elektrickému poli Φ(2) má ve spektru vždy ryze imaginárńı

hodnotu.
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• Charakter se vlnových č́ısel mód̊u TSt a sTSh se v závislosti na frekvenci měńı:

1) Pro ńızké frekvence Ω < Ω∗ jsou vlnová č́ısla TSt a sTSh komplexně sdružená.

2) Při frekvenci Ω∗ je jejich imaginárńı část nulová a dosahuj́ı minimálńı reálné

hodnoty.

3) V intervalu Ω∗ < Ω < ΩTSt jsou obě vlnová č́ısla reálná.

4) Pro ΩTSt < Ω < Ω sTSh je vlnové č́ıslo TSt reálné, zat́ımco č́ıslo sTSh je ryze

imaginárńı a procháźı tzv. imaginárńı smyčkou.

5) Po překročeńı mezńı frekvence Ω sTSh jsou obě vlnová č́ısla reálná.

Pr̊uběh disperzńı závislosti pro př́ıpad ΩTSt > Ω sTSh na obr. 4.3 je analogický.

Docháźı pouze k záměně pořad́ı mezńıch frekvenćı ΩTSt a Ω sTSh a k záměně disperzńıch

větv́ı pro vlnová č́ısla mód̊u TSt a sTSh.

Pro limitńı př́ıpad rezonátor̊u s materiálovými parametry vyhovuj́ıćımi rovnici (4.2),

který pro piezoelektrickou keramiku zat́ım nebyl v literatuře studován, by se obě mezńı

frekvence ΩTSt = Ω sTSh sloučily v jednu a z pr̊uběhu disperzńıch křivek by vymizela

imaginárńı smyčka.

Obr. 4.2: Disperzńı křivky nekonečné desky z BaTiO3, Ω
∗ = 1,7447 a ΩTSt = 1,8489
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Obr. 4.3: Disperzńı křivky nekonečné desky z NCE51, Ω∗ = 1,9907 a ΩTSt = 2,4954

4.3 Frekvenčńı spektrum

Vlnová č́ısla ξ vyhovuj́ıćı okrajovým podmı́nkám (3.90) na obvodu kruhového re-

zonátoru definuj́ı rezonančńı frekvence Ω pro zvolený poměr rozměr̊u α. Výsledné řešeńı

pak tvoř́ı frekvenčńı spektrum rezonátoru složené z jednotlivých frekvenčńıch křivek.

Při studiu frekvenčńıho spektra hovoř́ıme o vazbě mód̊u kmitu. Termı́n vazba už́ıváme

ve dvou odlǐsných významech:

a) Vzájemná vazba mód̊u kmitu ve smyslu vazby několika elektroelastických vln.

Výchylky jednotlivých vln jsou vázané elasticky (přes elastický modul cλμ) a v určitých

frekvenčńıch oblastech může být jejich vazba ześılena vlivem okrajových podmı́nek.

Na obr. 4.4 je schématicky znázorněn vliv vazby radiálńıch mód̊u (R) s tloušt’kovými

(T) na pr̊uběh frekvenčńıho spektra. Frekvence radiálńıch mód̊u jsou nepř́ımo úměrné

pr̊uměru desky 2a a ve zobrazeńı Ω(α) jim odpov́ıdaj́ı klesaj́ıćı frekvenčńı křivky. Frek-

vence tloušt’kových mód̊u jsou nepř́ımo úměrné tloušt’ce 2b a jejich frekvenčńı křivky jsou

př́ımky rovnoběžné s vodorovnou osou. Tenké čáry na obrázku představuj́ı spektrum

těchto mód̊u pro teoretický př́ıpad, ve kterém by se š́ı̌rily nezávisle a nebyly vzájemně

vázány. Vlivem vazby se frekvenčńı křivky radiálńıch kmit̊u deformuj́ı a vznikaj́ı cha-

rakteristické vodorovné úseky označované jako terasovitý (terrace-like) pr̊uběh. Č́ım je

vazba s tloušt’kovým módem silněǰśı, t́ım jsou ve spektru vodorovné úseky výrazněǰśı.

b) Vazba módu kmitu s elektrickým polem ve smyslu vybuditelnosti vlastńıho

kmitu o frekvenci Ω pomoćı elektrického pole. Výchylka vlny je vázána piezoelektricky

s elektrickým potenciálem (přes piezoelektrický modul eiλ). Pro módy vázané s elek-

trickým polem je často použ́ıván termı́n piezoelektricky aktivńı mód. Velikost vazby

popisuje koeficient elektromechanické vazby k.
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Obr. 4.4: Schématické znázorněńı vlivu vazby radiálńıch (R) a tloušt’kových (T) mód̊u

na tvar frekvenčńıho spektra

Vazba mód̊u kruhových rezonátor̊u je zřejmá z tvaru pohybových rovnic (3.76).

Názorně ji lze také pozorovat z charakteru posunut́ı v jednotlivých tvarech kmitu. Pro

výpočet elektromechanické vazby v úplném frekvenčńım spektru kruhových rezonátor̊u

zat́ım nebyl odvozen potřebný obecný analytický model, a tak se tato hodnota obvykle

určuje experimentálně nebo numericky pomoćı metody konečných prvk̊u.

Podobně jako u disperzńıch křivek je pr̊uběh frekvenčńıho spektra závislý na poměru

mezńıch frekvenćı prostých tloušt’kových mód̊u ΩTSt a Ω sTSh. Oba př́ıpady frekvenčńıch

spekter odpov́ıdaj́ıćı disperzńım závislostem na obr. 4.2 a 4.3 jsou zobrazeny na obr. 4.5

a 4.6.

Nejdř́ıve poṕı̌seme pr̊uběh frekvenčńıho spektra pro př́ıpad ΩTSt < Ω sTSh, který je

pro kruhovou desku z BaTiO3 znázorněn na obr. 4.5. Stejně jako u disperzńıch závislost́ı

je tento pr̊uběh vymezen několika mezńımi frekvencemi.

1) V oblasti nejnižš́ıch frekvenćı se ve spektru vyskytuj́ı pouze radiálńı módy a jejich

vyšš́ı násobky (tvar kmitu je znázorněn na obr. 4.8a). Základńı radiálńı mód disku

R1 přecháźı pro malé hodnoty α postupně do základńıho podélného módu tyče L1.

2) Při frekvenci Ω = Ωe ≈ 1,5 se objevuj́ı vodorovné terasovité úseky, ve kterých

rezonančńı frekvence př́ılǐs nezáviśı na poměru α. V této oblasti se vyskytuj́ı hranové

módy, charakterizované největš́ı výchylkou na okraji disku, postupně se zmenšuj́ıćı

směrem k jeho středu [23]. Tvar kmitu je znázorněn na obr. 4.8b. Hranové módy

vznikaj́ı v d̊usledku vazby radiálńıch mód̊u s vyšš́ımi módy TSt a sTSh, které maj́ı

v této oblasti komplexńı vlnová č́ısla. Pro hranové módy kmitaj́ıćı v okoĺı frekvence

Ωe zat́ım nebyl publikován analytický výpočetńı model.

3) Ve frekvenčńı oblasti Ωe < Ω < Ω∗ jsou ve spektru zastoupeny pouze radiálńı módy.

Jejich vazba s elektrickým polem je obvykle slabá [42].

4) Při frekvenci Ω∗ (vlnová č́ısla mód̊u TSt a sTSh maj́ı minimálńı reálnou hod-

notu) vzniká daľśı terasovitá část spektra, omezená shora mezńı frekvenćı prostého

tloušt’kového módu ΩTSt. V pásmu Ω∗ < Ω < ΩTSt se vyskytuje řada slabých

rezonanćı, vzniklých d̊usledkem vazby radiálńıch módu s neharmonickými násobky

mód̊u TSt a sTSh maj́ıćıch reálná vlnová č́ısla. S rostoućım α jsou tyto módy stále

v́ıce tlumené a dominantńım módem z̊ustává silná tloušt’ková rezonance v bĺızkosti

frekvence ΩTSt [33], [42].

5) V bĺızkosti mezńı frekvence prostého tloušt’kového módu nekonečné desky ΩTSt se

vyskytuje základńı tloušt’kově rozṕınavý mód kruhového rezonátoru, jehož frekvence
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se pro tenké disky (α � 1) limitně shora bĺıž́ı hodnotě ΩTSt. Tvar kmitu tloušt’kově

rozṕınavého módu je uveden na obr. 4.8e.

6) Ve frekvenčńı oblasti Ω > ΩTSt nad tloušt’kovou rezonanćı se vyskytuj́ı vysoko-

frekvenčńı radiálńı módy vázané s vyšš́ımi módy TSt a sTSh. Př́ıklad tvaru kmitu

je znázorněn na obr. 4.8d.

7) Daľśı terasovitý pr̊uběh spektra se pro vyšš́ı poměry α objevuje v bĺızkosti mezńı

frekvence Ω sTSh. Vázané kmity maj́ı v této oblasti charakteristický tloušt’kově střižný

tvar znázorněný na obr. 4.8c. Vazba těchto mód̊u s elektrickým polem je obvykle

slabá.

Ve druhém př́ıpadě ΩTSt > Ω sTSh má frekvenčńı spektrum pr̊uběh znázorněný

na obr. 4.6 pro kruhovou desku z NCE51. V oblasti ńızkých frekvenćı je charakter

spektra stejný. V okoĺı Ωe ≈ 1,5 se také objevuje terasovitý pr̊uběh odpov́ıdaj́ıćı výskytu

hranových mód̊u. Daľśı terasovitá část spektra vzniká při frekvenci Ω∗, na rozd́ıl od

prvńıho př́ıpadu ale neńı shora ohraničena mezńı frekvenćı prostého tloušt’kově střižného

módu Ω sTSh
4 a s rostoućım poměrem α ve spektru přibývá počet

”
teras“. V bĺızkosti

frekvence ΩTSt docháźı k silné vazbě radiálńıch mód̊u s tloušt’kovými a vzniká daľśı

terasovitý pr̊uběh. Pro tenké disky (α � 1) se spodńı část terasovitého spektra limitně

shora bĺıž́ı hodnotě ΩTSt. Okoĺı tloušt’kově rozṕınavého módu je pro vyšš́ı poměry α

detailně znázorněno na obr. 5.6.

V ńızkofrekvenčńı oblasti maj́ı reálné vlnové č́ıslo pouze podélné módy typu E a ve

spektru převládá podélný (radiálńı) charakter kmit̊u. Po překročeńı mezńıch frekvenćı

Ω∗, ΩTSt, resp. Ω sTSh se zač́ınaj́ı deskou volně š́ı̌rit také vysokofrekvenčńı tloušt’kové

módy typu TSt a sTSh a jejich neharmonické násobky, které se všechny váž́ı s ńızkofrek-

venčńımi podélnými módy. Důsledkem je zvýšeńı počtu mód̊u ve spektru, patrné na

obr. 4.5 a 4.6 jako zvýšeńı hustoty frekvenčńıch křivek nad mezńımi frekvencemi.

Existence komplexńıch větv́ı v disperzńım spektru na obr. 4.2 a 4.3 zp̊usobuje, že

vlnová č́ısla mód̊u TSt a sTSh maj́ı reálné minimum při své nenulové hodnotě ξ �= 0

a terasovité spektrum vzniká již při frekvenci Ω∗. To je významný rozd́ıl proti vlnovým

č́ısl̊um vázaných ohybových a tloušt’kově střižných kmit̊u desek [91], [92], které maj́ı

reálné minimum vždy při mezńıch kmitočtech prostých tloušt’kových mód̊u, kde je vl-

nové č́ıslo nulové (ξ = 0) a při kterých vzniká terasovité spektrum.

Obecný charakter frekvenčńıho spektra uvedený pro oba př́ıpady ΩTSt ≷ Ω sTSh

je platný pro všechny kruhové piezokeramické rezonátory. Skutečný pr̊uběh a veli-

kost vazeb mezi d́ılč́ımi módy záviśı na vlastnostech použitého materiálu. Např́ıklad

u rezonátor̊u z keramiky NCE51 (obr. 4.6) se ukazuje slabš́ı vazba radiálńıch mód̊u

s tloušt’kovými v oblasti frekvence hranových mód̊u. Patrné je to z méně výrazného te-

rasovitého spektra v bĺızkosti Ωe ≈ 1,5 v porovnáńı se spektrem rezonátor̊u z BaTiO3.

Rozd́ıl je zřejmý také z porovnáńı tvar̊u kmitu na obr. 4.9, kde je patrná výrazněǰśı

deformace na okraji disku pro materiál BaTiO3.

Ve frekvenčńım spektru se vedle základńıch mód̊u bĺızkých prostým kmit̊um kru-

hových rezonátor̊u vyskytuje velké množstv́ı daľśıch mód̊u. Tyto módy maj́ı r̊uzně vel-

kou elektromechanickou vazbu a r̊uzné modálńı tlumeńı. Pouze některé z mód̊u kmitu

maj́ı praktický význam pro reálné použit́ı.

4V př́ıkladovém př́ıpadě NCE51 je frekvence Ω∗ bĺızká Ω sTSh a na diagramu je nelze rozlǐsit.
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Obr. 4.5: Frekvenčńı spektrum kruhových rezonátor̊u z BaTiO3 (ΩTSt < Ω sTSh),

Ω∗ = 1,7447 a ΩTSt = 1,8489

Obr. 4.6: Frekvenčńı spektrum kruhových rezonátor̊u z NCE51 (ΩTSt > Ω sTSh),

Ω∗ = 1,9907 a ΩTSt = 2,4954
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4.4 Tvary kmitu

Módy kruhových rezonátor̊u vyskytuj́ıćı se ve frekvenčńım spektru můžeme podle

charakteristického tvaru kmitu rozdělit do pěti základńıch skupin na radiálńı (v lite-

ratuře označované R-mode), hranové (E-mode nebo Eg-mode), tloušt’kově střižné (TS-

mode), tloušt’kově rozṕınavé (TE-mode) a vysokofrekvenčńı radiálńı módy (A-mode)

[33], [44].

Poměrné tvary kmitu lze vypoč́ıtat analyticky s využit́ım rovnic (3.73), (3.85) a (3.87)

a zobrazit je pomoćı vhodně zvolené śıtě bod̊u. Při použité aproximaci je tvar kmitu

složen z př́ıspěvk̊u složek posunut́ı u
(0)
r , u

(1)
3 a u

(2)
r , jak je schematicky uvedeno na

obr. 4.7. Šedou barvou je vykreslen nedeformovaný tvar, modrou barvou pak maximálńı

posunut́ı výpočtových bod̊u při rezonančńı frekvenci.

Na obr. 4.8 jsou znázorněny př́ıklady jednotlivých typ̊u vlastńıch tvar̊u vypočtené

pro kruhový disk z NCE51 s poměrem rozměr̊u α = 13. Zobrazena je polovina pr̊uřezu

rezonátoru, kde na levé straně obrázku je osa symetrie a na pravé straně je volný okraj.

Skupiny modálńıch tvar̊u maj́ı následuj́ıćı typické vlastnosti:

a) Radiálńı módy (obr. 4.8a) se vyznačuj́ı velkým posunut́ım v radiálńım směru

spojeném s př́ıčnou deformaćı ve směru tloušt’ky. Středńı hodnota maximálńıho (mi-

nimálńıho) posunut́ı povrchu v tloušt’kovém směru je nulová a lež́ı v rovině nedefor-

movaného tvaru. Počet uzlových kružnic na povrchu rezonátoru odpov́ıdá č́ıselnému

násobku základńıho radiálńıho módu.

b) Hranové (edge) módy (obr. 4.8b) jsou charakterizovány velkou axiálńı výchylkou

na okraji disku. Vznikaj́ı vazbou deskových mód̊u typu E, které maj́ı reálná vlnová

č́ısla, s vyšš́ımi módy TSt a sTSh, které maj́ı v dané frekvenčńı oblasti komplexńı

vlnová č́ısla. Vlivem komplexńıho charakteru vlnových č́ısel se vyšš́ı módy po odrazu

na volném okraji disku postupně utlumı́ a jejich př́ıspěvek ke tvaru kmitu směrem ke

středu rezonátoru klesá [30].

c) Tloušt’kově střižné módy (obr. 4.8c) vznikaj́ı vlivem vazby deskových mód̊u typu

E a sTSh v okoĺı poměrné mezńı frekvence Ω sTSh = 2. Vyznačuj́ı se velkou radiálńı de-

formaćı uvnitř disku odpov́ıdaj́ıćı tvaru prostého módu sTSh nekonečné desky. Směrem

k okraji disku se radiálńı posunut́ı postupně zmenšuje.

d) Vysokofrekvenčńı radiálńı módy (obr. 4.8d) maj́ı podobný charakter kmitu jako

radiálńı módy na obr. 4.8a. Tvar kmitu je ovlivněn vazbou vyšš́ıch násobk̊u radiálńıch

mód̊u s vysokofrekvenčńımi módy typu TSt a sTSh. Radiálńı posunut́ı na okraj́ıch disku

je malé.

e) Tloušt’kově rozṕınavé módy (obr. 4.8e) se vyskytuj́ı v bĺızkosti poměrné mezńı

frekvence ΩTSt. Ve tvaru kmitu převažuj́ı výchylky ve směru tloušt’ky s maximem na ose

symetrie disku. Tloušt’kové posunut́ı má podobný charakter jako radiálńı módy s t́ım

rozd́ılem, že středńı hodnota maximálńı (minimálńı) výchylky je posunuta vzhledem

k rovině nedeformovaného tvaru.

Žádná z uvedených skupin mód̊u nemá jednoduchý tvar s rovnoměrným rozložeńım

výchylky, odpov́ıdaj́ıćı předpoklad̊um jednorozměrných model̊u pro prosté módy kmitu

(viz obr. 1.2).
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Obr. 4.7: Př́ıspěvek d́ılč́ıch složek posunut́ı k celkovému tvaru kmitu. Př́ıklad pro kru-

hový rezonátor z NCE40 s poměrem rozměr̊u α = 2,43 a Ω = 1,6347
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a) radiálńı mód (mód č. 4, Ω = 0,9805)

b) hranový mód (mód č. 8, Ω = 1,5703)

c) symetrický tloušt’kově střižný mód (mód č. 13, Ω = 1,9931)

d) vysokofrekvenčńı radiálńı mód (mód č. 18, Ω = 2,2421)

e) tloušt’kově rozṕınavý mód (mód č. 22, Ω = 2,5342)

Obr. 4.8: Základńı skupiny mód̊u kruhových rezonátor̊u a jejich charakteristické tvary

kmitu. Vypočteno pro kruhový rezonátor z NCE51 s poměrem α = 13, zob-

razena je polovina pr̊uřezu rezonátoru
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Obr. 4.9: Porovnáńı tvaru kmitu hranového módu rezonátoru s poměrem α = 13.

Nahoře: NCE51 (mód č. 8, Ω = 1,5703), dole: BaTiO3 (mód č. 8, Ω = 1,5038).

Zobrazena je polovina pr̊uřezu rezonátoru
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Kapitola 5

Vybrané problémy

spektrálńıch vlastnost́ı

Kruhové rezonátory z piezoelektrické keramiky nacházej́ı uplatněńı v r̊uzných obo-

rech vědy a techniky. Každá z aplikaćı klade specifické požadavky na provedeńı re-

zonátoru, které zpravidla př́ımo souvisej́ı s jeho spektrálńımi vlastnostmi.

Prvky v oscilačńıch a filtračńıch elektrických obvodech vyžaduj́ı stabilitu rezonančńı

frekvence a optimálńı š́ı̌rku pásma s minimálńım ovlivněńım impedančńıho spektra pa-

razitńımi módy.

V akustických převodńıćıch je požadována vysoká účinnost přenosu podélného akus-

tického vlněńı do okolńıho prostřed́ı. Přenos je nejúčinněǰśı při rovnoměrném pohybu

koncových ploch rezonátoru. U vysokofrekvenčńıch mód̊u povrch kruhového rezonátoru

nekmitá rovnoměrně, a proto je nutné znát rozložeńı rychlostńıho pole pro stanoveńı

vyzařovaćı charakteristiky a směrovosti akustického zářeńı.

Zvláštńı oblast́ı je měřeńı materiálových vlastnost́ı piezoelektrické keramiky re-

zonančńı metodou. Využ́ıvaj́ı se kruhové rezonátory s vhodným poměrem rozměr̊u,

které přibližně splňuj́ı podmı́nku jednoosé nebo rovinné napjatosti. Daľśı podmı́nkou je

potlačeńı vlivu parazitńıch mód̊u na frekvenčńı spektrum impedance u vysokofrekven-

čńıch kmit̊u.

Zásadńım krokem při návrhu rezonátoru je volba vhodných rozměr̊u piezoelek-

trického výbrusu, který je základńım výrobńım polotovarem a definuje výchoźı spektrál-

ńı vlastnosti. V některých aplikaćıch je jeden z rozměr̊u rezonátor̊u pevně určen, a pak

je nutné optimalizovat ostatńı parametry pro dosažeńı požadovaných vlastnost́ı. Vzhle-

dem k rozmanitému složeńı piezoelektrických keramik lze řadu požadavk̊u splnit také

vhodnou volbou materiálu. Dı́lč́ı materiálové parametry mohou mı́t r̊uzný vliv na dy-

namické chováńı rezonátoru. Vysoký planárńı koeficient kp ukazuje na efektivńı buzeńı

radiálńıch kmit̊u, tyto módy však mohou vlivem elastické vazby nepř́ıznivě ovlivnit

chováńı v oblasti tloušt’kových kmit̊u.

V běžné praxi se vycháźı ze zjednodušených návrhových vztah̊u odvozených za

předpokladu prostých mód̊u kmitu. Jak jsme ukázali v předchoźıch kapitolách, plat́ı
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tyto vztahy pouze v omezeném rozsahu rozměr̊u a frekvenćı. Požadavky na přesnost

návrhu tak vedou k použit́ı pokročilých analytických model̊u nebo numerických výpočt̊u

pomoćı metody konečných prvk̊u.

Pro spolehlivou aplikaci piezoelektrických rezonátor̊u je d̊uležitá znalost jejich úpl-

ných spektrálńıch vlastnost́ı. V daľśım textu se zaměř́ıme na některé problémy souvi-

sej́ıćı s touto oblast́ı.

5.1 Základńı mód kmitu

Základńımu módu kmitu odpov́ıdá nejnižš́ı frekvenčńı křivka úplného frekvenčńıho

spektra. Jak je zřejmé např. z obr. 4.1, měńı se postupně s rostoućım poměrem α stav

napjatosti v rezonátoru z jednoosé na rovinnou napjatost a charakter módu přecháźı

od prostého podélného kmitu tyče L1 do prostého radiálńıho kmitu kruhové desky R1.

Vedle řady daľśıch aplikaćı se základńı mód kmitu použ́ıvá pro stanoveńı materiálo-

vých konstant piezoelektrické keramiky rezonančńı metodou. U podélného módu tyče

L1 se měřeńım rezonančńıho a antirezonančńıho kmitočtu stanovuj́ı př́ımo konstanty

k33, s
D
33 a sE33, u radiálńıho módu disku R1 jsou to kp, σ

E
12, s

E
11 a sE12 [8].

Podmı́nkou pro stanoveńı materiálových konstant je takový tvar vzorku, jehož stav

napjatosti je bĺızký některému z mezńıch geometrických provedeńı. Mezinárodńı normy

[12], [13] předepisuj́ı doporučené rozměry pro tyče α < 0,3 a pro kruhové desky α > 10.

Analýza mezńıch poměr̊u α pro tyče je provedena např́ıklad v [68] a pro kruhové desky

např́ıklad v [70].

Vliv rozměr̊u na stav napjatosti v rezonátoru lze studovat pomoćı vlastńıch tvar̊u

základńıho módu. Na obr. 5.1 je znázorněna závislost poměrných amplitud mód̊u u
(0)
r ,

u
(1)
3 a u

(2)
r (viz obr. 3.7) na poměru rozměr̊u α. Poměrné amplitudy byly vypočteny

pomoćı vztah̊u (3.85b) a (3.87) jako pod́ıl maxim výchylek jednotlivých mód̊u k maximu

výchylky módu s největš́ı amplitudou. Jedná se tedy o relativńı zastoupeńı maximálńıch

modálńıch výchylek při daném α.

Pro srovnáńı je ve spodńı části diagramu na obr. 5.1 zobrazena závislost poměrné

rezonančńı frekvence Ω na poměru α s limitńımi frekvenčńımi křivkami mód̊u L1 a R1.

Hodnoty poměrných amplitud u
(0)
r , u

(1)
3 a u

(2)
r pro vybrané poměry rozměr̊u α jsou

uvedeny v tab. 5.1 a jejich odpov́ıdaj́ıćı tvary kmitu jsou znázorněny na obr. 5.2.

α [1] 0,3 1 1,93 5 10

u
(0)
r [1] 0,10 0,37 1,00 1,00 1,00

u
(1)
3 [1] 1,00 1,00 1,00 0,27 0,13

u
(2)
r [1] 0,05 0,17 0,19 0,02 0,01

Tab. 5.1: Poměrné amplitudy složek posunut́ı u
(0)
r , u

(1)
3 , u

(2)
r při r̊uzném poměru

rozměr̊u α. Vypočteno pro kruhový rezonátor z BaTiO3

V diagramu na obr. 5.1 můžeme sledovat d́ılč́ı př́ıspěvky jednotlivých mód̊u na cel-

kovou deformaci rezonátoru, které vlivem elastické vazby určuj́ı výsledný tvar kmitu.
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V nejnižš́ı frekvenčńı oblasti je zastoupeńı složky u
(2)
r malé a v posunut́ı převládá

radiálńı mód u
(0)
r nebo axiálńı mód u

(1)
3 .

U tenkých tyč́ı s rozměrem α < 0,3 převažuje podélné kmitáńı u
(1)
3 . Při mezńım

poměru α = 0,3 má př́ıčný mód u
(0)
r přibližně desetinovou amplitudu.

Tenké desky s rozměrem α > 10 maj́ı analogický charakter deformace a v posunut́ı

převažuje radiálńı kmitáńı u
(0)
r . Při mezńım poměru α = 10 má př́ıčný mód u

(1)
3 také

přibližně desetinovou amplitudu.

V rozmeźı 0,3 < α < 10 se projevuje vazba radiálńıho a axiálńıho módu kmitu.

V uvedeném př́ıkladě BaTiO3 je vazba největš́ı při poměru rozměr̊u bĺızkém α = 1,93;

kdy maj́ı módy u
(0)
r a u

(1)
3 stejnou relativńı amplitudu.5 V této oblasti je stav napjatosti

vzdálený od jednoosé nebo rovinné napjatosti, jak je také zřejmé z odpov́ıdaj́ıćıho tvaru

kmitu na obr. 5.2c.

Podobná analýza vázaných tvar̊u kmitu základńıho módu je provedena také v [52].

Použit je model se dvěma stupni volnosti pro radiálńı a axiálńı kmity, vliv módu u
(2)
r

na tvar kmitu je zanedbán.

Obr. 5.1: Závislost modálńıch parametr̊u základńıho módu kruhového rezonátoru na

poměru rozměr̊u α. Vypočteno pro kruhový rezonátor z BaTiO3.

Nahoře: Poměrné amplitudy složek posunut́ı u
(0)
r (černá), u

(1)
3 (červená) a u

(2)
r

(modrá). Dole: Poměrná rezonančńı frekvence Ω (černá), frekvenčńı křivky

podélného módu tyče L1 a radiálńıho módu disku R1 (modrá)

5Pro keramiku NCE40 je tento poměr přibližně α = 2,41; pro keramiku NCE51 přibližně α = 2,45.
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a) α = 0,3

b) α = 1

c) α = 1,93

d) α = 5

e) α = 10

Obr. 5.2: Tvary kmitu základńıho módu kruhového rezonátor̊u s r̊uzným poměrem roz-

měr̊u α. Vypočteno pro kruhový rezonátor z BaTiO3
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5.2 Spektrálńı vlastnosti tlustých disk̊u

Pojem
”
tlustý disk“ neńı v literatuře přesně specifikován. V našem př́ıpadě vyjdeme

z požadavk̊u norem [12], [13] a za tlusté disky označ́ıme kruhové rezonátory s poměrem

rozměr̊u v rozmeźı 1 < α < 10, kde oba rozměry (pr̊uměr 2a a tloušt’ka 2b) jsou stejného

řádu. V uvedeném rozsahu je nutné v rezonátoru uvažovat prostorový stav napjatosti

a nelze použ́ıt modely prostých kmit̊u. Výjimkou je základńı radiálńı mód R1 pro vyšš́ı

poměry α, jak je zřejmé např́ıklad z obr. 4.1.

Frekvenčńı spektrum tlustých disk̊u z NCE40 a jeho porovnáńı s naměřenými hod-

notami je znázorněno na obr. 5.3. Na obr. 5.4 je kombinovaný diagram, který ukazuje

souvislost spektra frekvenčńıch křivek s frekvenčńım spektrem impedance pro kruhový

rezonátor s poměrem α = 2,43. Z porovnáńı je patrná obvyklá odchylka rezonančńıch

frekvenćı keramických rezonátor̊u od teoretické hodnoty. V uvedeném př́ıpadě jsou

naměřené hodnoty přibližně o 3 % nižš́ı a vypočtené rezonančńı frekvence 2. a 3. módu

jsou v bĺızkosti naměřených antirezonančńıch frekvenćı.

Tvary kmitu kruhového rezonátoru s poměrem α = 2,43 jsou znázorněny na obr. 5.5.

Rozložeńı výchylek odpov́ıdá výrazné vazbě radiálńıch a tloušt’kových mód̊u, která je

d̊usledkem srovnatelných velikost́ı pr̊uměru a tloušt’ky. Tvar kmitu na obr. 5.5b má

charakter hranového módu.

U tlustých disk̊u se ve spektru nevyskytuje mód, který by bylo možné označit jako

základńı tloušt’kovou rezonanci. Zejména pro nižš́ı hodnoty α je ve spektru zastoupeno

několik izolovaných mód̊u s vyšš́ım koeficientem elektromechanické vazby, jak je zřejmé

také z pr̊uběhu impedance na obr. 5.4.

Obr. 5.3: Frekvenčńı spektrum tlustých disk̊u z NCE40, naměřené hodnoty (body) [87]
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áń

ı
fr
ek
ve
n
čń
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a) mód č. 1, Ω = 0,9714

b) mód č. 2, Ω = 1,6347

c) mód č. 3, Ω = 1,9733

d) mód č. 4, Ω = 2,3607

Obr. 5.5: Tvary kmitu kruhového rezonátoru z NCE40 s poměrem rozměr̊u α = 2,43
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5.3 Tloušt’kový mód kmitu tenkých disk̊u

Základńı tloušt’kový mód kmitu je nejběžněji použ́ıvaným pracovńım módem kru-

hových rezonátor̊u. Uplatněńı nacháźı zejména v elektroakustických a ultrazvukových

převodńıćıch.

U tenkých disk̊u předpokládáme poměr rozměr̊u α � 1 a jejich frekvenčńı spek-

trum tak můžeme porovnat s modelem prostých tloušt’kových kmit̊u kruhové desky

TE. Poměrné rezonančńı a antirezonančńı frekvence módu TE vypočtené pomoćı vztah̊u

(3.27), (3.32), (3.38) a (3.79) maj́ı tvar

Ωr = ΩTSt = ηb
2

π

√
cD33
cE55

,

Ωa =

√
cD33
cE55

,

(5.1)

kde poměrné vlnové č́ıslo ηb vyhovuje rovnici (3.32). Rezonančńı frekvence Ωr je shodná

s frekvenćı prostého tloušt’kově rozṕınavého módu nekonečné desky ΩTSt (4.1).

Na obr. 5.6 je zobrazeno frekvenčńı spektrum disk̊u z NCE51 v okoĺı základńıho

tloušt’kového módu. Pro porovnáńı jsou znázorněny také frekvence prostého módu TE

Ωr a Ωa a naměřené hodnoty rezonančńıch a antirezonančńıch frekvenćı.6

Charakteristické terasy frekvenčńıho spektra odpov́ıdaj́ıćı tloušt’kovému módu se

s rostoućım α limitně shora bĺıž́ı k teoretické frekvenci prostých mód̊u Ωr = ΩTSt. Koe-

ficient elektromechanické vazby kt piezoelektrické keramiky je vysoký a v širokém pásmu

mezi rezonančńı a antirezonančńı frekvenćı se vyskytuje řada daľśıch neharmonických

parazitńıch mód̊u kmitu (spurious modes).

Neharmonické módy se váž́ı se základńım módem kmitu a ovlivňuj́ı jeho frekvenčńı

závislost. Docháźı se zkresleńı frekvenčńıho spektra impedance, jak je zřejmé z kombi-

novaného diagramu pro kruhový rezonátor s poměrem α = 23,7 na obr. 5.8. S rostoućım

poměrem α roste tlumeńı neharmonických mód̊u a snižuje se jejich vazba s elektrickým

polem [33]. Vliv na základńı tloušt’kový mód postupně klesá a frekvenčńı spektrum impe-

dance se bĺıž́ı modelovému pr̊uběhu prostého tloušt’kového kmitu TE. Tento jev můžeme

pozorovat při porovnáńı pr̊uběh̊u impedance pro rezonátory s poměrem α rovným 23,7

a 49,0 na obr. 5.9 a 5.10.

Pro velmi tenké disky převládá ve spektru jediný málo tlumený mód s rezonančńı

frekvenćı Ω bĺızkou frekvenci ΩTSt. U disku s poměrem α = 49,0 je sice ve spektru

v́ıce parazitńıch mód̊u než u provedeńı s α = 23,7; jejich amplitudy jsou však výrazně

zatlumeny. Teoretická rezonančńı frekvence disku s poměrem α = 49,0 rovná 2,4988 se

již poměrně shoduje s hodnotou ΩTSt = 2,4954. Vliv rostoućıho poměru α na výsledný

tvar kmitu je patrný z porovnáńı na obr. 5.7.

Frekvenčńı spektrum v okoĺı základńıho tloušt’kového kmitu se výrazně lǐśı např́ıklad

od spektra základńıho tloušt’kově střižného kmitu AT rezonátor̊u [6] s malým koeficien-

tem elektromechanické vazby (k26 = −0,088) a ńızkou hodnotou rezonančńı frekvence

6Znázorněné antirezonančńı frekvence nesouviśı se zobrazeným spektrem, protože použitý analytický
model popisuje pouze rezonančńı frekvence.
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(Ω ≈ 1). Narozd́ıl od křemenných rezonátor̊u [93] je tak obt́ıžné naj́ıt optimálńı poměr

rozměr̊u výbrusu s minimálńım vlivem parazitńıch mód̊u na základńı rezonanci.

Obr. 5.6: Frekvenčńı spektrum tenkých disk̊u z NCE51 v okoĺı základńıho tloušt’kového

módu. Rezonančńı (červená, Ωr = 2,4954) a antirezonančńı frekvence (modrá,

Ωa = 2,8133) prostého tloušt’kového kmitu TE, naměřené rezonančńı (kruhové

body) a antirezonančńı frekvence (čtvercové body) [94]

Porovnáńı vypočtených a naměřených hodnot rezonančńı a antirezonančńı frekvence

je pro oba studované poměry α uvedeno v tab. 5.2 a 5.4. Teoretické frekvence byly

vypočteny s použit́ım vztah̊u (3.27), (3.32) a (3.38). V uvedených př́ıpadech je odchylka

teoretických a naměřených hodnot vzhledem k vlastnostem keramiky poměrně malá

a dosahuje přibližně 1 %.

Ve stejné tabulce je uvedeno také porovnáńı koeficient̊u elektromechanické vazby kt.

Potvrzuje se předpoklad, že dynamický koeficient vypočtený z naměřených frekvenćı

pomoćı (2.19) je nižš́ı než statická hodnota určená vztahem (2.17b).

Tabulky 5.3 a 5.5 obsahuj́ı parametry elektrického náhradńıho obvodu vypočtené

pomoćı (3.39). Hodnota sériového náhradńıho odporu R1 odpov́ıdá minimálńı reálné

hodnotě naměřené impedance a činitel jakosti Q1 je stanoven ze vztahu (2.28). Para-

metry náhradńıho obvodu jsou použity k proložeńı naměřené impedance teoretickým

pr̊uběhem (2.26), jak je zobrazeno na obr. 5.9 a 5.10. Náhrada kruhového rezonátoru

v okoĺı tloušt’kového módu pomoćı obvodu znázorněného na obr. 2.4a je velmi dobrá.

Tato shoda vyplývá také ze skutečnosti, že naměřené a vypočtené frekvence maj́ı malou

odchylku.

Moderńı impedančńı a spektrálńı analyzátory stanovuj́ı parametry elektrického ná-

hradńıho obvodu z naměřeného pr̊uběhu impedance v okoĺı rezonančńı a antirezonančńı
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frekvence [95]. Do přenosové funkce obvodu na obr. 2.4 dosazuj́ı impedanci změřenou

na několika frekvenćıch a ze vzniklé soustavy rovnic poč́ıtaj́ı jednotlivé obvodové prvky.

Pokud je pr̊uběh impedance zkreslený (např. vlivem vazby s parazitńımi módy), může

doj́ıt k chybě určeńı náhradńıho obvodu.

Obr. 5.7: Tvar kmitu kruhového rezonátoru z NCE51 kmitaj́ıćıho základńım tloušt’ko-

vým módem. Nahoře: α = 23,7 a Ω = 2,5026; dole: α = 49,0 a Ω = 2,4988.

Zobrazena je polovina pr̊uřezu rezonátoru
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Obr. 5.9: Kruhový rezonátor z NCE51, pr̊uměr 47,9 mm, tloušt’ka 2,02 mm, α = 23,7.

Impedance v okoĺı tloušt’kové rezonance, naměřený pr̊uběh (černá) [96] a pr̊u-

běh vypočtený pomoćı parametr̊u elektrického náhradńıho obvodu (modrá)

výpočet měřeńı
f1r [kHz] 994,27 1 001,6

f1a [kHz] 1 121,0 1 112,5

statický dynamický

kt [–] 0,50 0,47

Tab. 5.2: Kruhový rezonátor z NCE51, pr̊uměr 47,9 mm, tloušt’ka 2,02 mm, α = 23,7.

Rezonančńı a antirezonančńı frekvence, koeficient elektromechanické vazby kt

C0 [nF] C ′

1 [nF] L1 [μH] R1 [Ω] Q1 [1]

6,50 1,65 15,3 0,83 115

Tab. 5.3: Kruhový rezonátor z NCE51, pr̊uměr 47,9 mm, tloušt’ka 2,02 mm, α = 23,7.

Vypočtené parametry elektrického náhradńıho obvodu
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Obr. 5.10: Kruhový rezonátor z NCE51, pr̊uměr 50,0 mm, tloušt’ka 1,02 mm, α = 49,0.

Impedance v okoĺı tloušt’kové rezonance, naměřený pr̊uběh (černá) [96] a pr̊u-

běh vypočtený pomoćı parametr̊u elektrického náhradńıho obvodu (modrá)

výpočet měřeńı
f1r [kHz] 1 969,1 1 980,7

f1a [kHz] 2 219,9 2 222,8

statický dynamický

kt [–] 0,50 0,49

Tab. 5.4: Kruhový rezonátor z NCE51, pr̊uměr 50,0 mm, tloušt’ka 1,02 mm, α = 49,0.

Rezonančńı a antirezonančńı frekvence, koeficient elektromechanické vazby kt

C0 [nF] C ′

1 [nF] L1 [μH] R1 [Ω] Q1 [1]

14,0 3,57 1,81 0,49 45

Tab. 5.5: Kruhový rezonátor z NCE51, pr̊uměr 50,0 mm, tloušt’ka 1,02 mm, α = 49,0.

Vypočtené parametry elektrického náhradńıho obvodu
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Závěr

Kruhové rezonátory jsou jedńım z nejběžněǰśıch provedeńı piezokeramických re-

zonátor̊u použ́ıvaných v r̊uzných vědeckých a technických aplikaćıch. Pro dosažeńı

optimálńıch vlastnost́ı rezonančńı soustavy, ve které je kruhový rezonátor hlavńım

prvkem, je již při návrhu nezbytné věnovat pozornost spektrálńım vlastnostem sa-

motného výbrusu. V porovnáńı s monokrystalickými rezonátory má polarizovaná ke-

ramika obecně vyšš́ı symetrii, výpočetńı návrh je však obt́ıžný z d̊uvod̊u silné vazby

pole mechanické napjatosti s elektrickým polem, velkého rozptylu materiálových para-

metr̊u a nelineárńıho chováńı zp̊usobeného polykrystalickou strukturou materiálu.

Předložená práce obsahuje ucelený popis problematiky spektrálńıch vlastnost́ı kru-

hových rezonátor̊u s obecným poměrem pr̊uměru a tloušt’ky. Ke studiu frekvenčńıho

spektra jsou použity analytické modely r̊uzného stupně složitosti vycházej́ıćı z lineárńı

teorie piezoelektřiny. Teoretické závislosti jsou doplněny řadou př́ıklad̊u a porovnáńı

s experimentálńımi hodnotami. Popis spektrálńıch vlastnost́ı je omezen na výchoźı

př́ıpad mechanicky volného rezonátoru s plnými elektrodami na obou kruhových plo-

chách.

Přestože maj́ı kruhové rezonátory jednoduchý geometrický tvar a jsou buzeny syme-

trickým elektrickým polem, je jejich frekvenčńı spektrum vzhledem k vysoké pracovńı

frekvenci složité. Vedle základńıch mód̊u bĺızkých prostým mód̊um se vyskytuje velké

množstv́ı daľśıch (parazitńıch) kmit̊u, které maj́ı r̊uzně velkou vazbu s elektrických

polem a r̊uzné modálńı tlumeńı. Parazitńı módy mohou v d̊usledku elastické vazby

nepř́ıznivě ovlivňovat chováńı rezonátoru na hlavńıch pracovńıch frekvenćıch.

Úplné frekvenčńı spektrum kruhových rezonátor̊u nelze popsat pomoćı jednoduchých

analytických vztah̊u, které se běžně použ́ıvaj́ı v technické praxi. U rezonátor̊u s obecným

poměrem rozměr̊u se projevuj́ı disperzńı vlastnosti prostřed́ı a silná vazba radiálńıch

a tloušt’kových mód̊u. K popisu spektrálńıch vlastnost́ı je nutné využ́ıt některý z apro-

ximačńıch model̊u vázaných kmit̊u. Složité modálńı chováńı i v oblasti ńızkých frekvenćı

se objevuje u tlustých disk̊u, jejichž oba hlavńı rozměry jsou stejného řádu.

Jednoduché modely prostých kmit̊u lze použ́ıt pro rezonátory ve tvaru tenkých

tyč́ı nebo tenkých desek, kde můžeme jeden z rozměr̊u vzhledem ke druhému za-

nedbat. Tyto modely velmi dobře aproximuj́ı rezonančńı frekvence, tvar kmitu však

popisuj́ı pouze přibližně. U základńıho tloušt’kového módu, který je nejčastěǰśım pra-

covńım módem kruhových rezonátor̊u, je vysokofrekvenčńı tvar kmitu výrazně odlǐsný

od předpokládané rovnoměrné deformace v axiálńım směru. Použit́ı model̊u prostých

kmit̊u tak záviśı na požadované přesnosti výpočtu.

75



Volba rozměr̊u kruhového výbrusu vyhovuj́ıćıch požadavk̊um na rezonančńı frek-

venci, tvar kmitu a potlačeńı parazitńıch mód̊u je výchoźım krokem při výpočetńım

návrhu rezonančńı soustavy. Daľśım postupem je modelováńı úplné soustavy s uvažová-

ńım konkrétńıch okrajových podmı́nek. Konečné řešeńı se źıská optimalizaćı modelu

v řadě iteračńıch krok̊u. U složitěǰśıch soustav se modelováńı provád́ı pomoćı metody

konečných prvk̊u. Pro úvodńı návrh výbrusu je však vhodné použ́ıvat analytické modely,

které maj́ı výhodu v rychlosti výpočtu a přehlednosti výsledk̊u ve formě frekvenčńıch

křivek.
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[81] Kožešńık, J.: Teorie podobnosti a modelováńı. Academia, Praha 1983.
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[83] Pustka, M., Nosek, J., Burianová, L.: Coupled extensional vibrations of longitudi-

nally polarized piezoceramic strips. IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelect-

rics, and Frequency Control 58(10), s. 2139-2145, 2011.

[84] Mindlin, R. D.: Low frequency vibrations of elastic bars. International Journal of

Solids and Structures 12(1), s. 27-49, 1976.
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Př́ıloha A

Piezoelektrické rovnice

v kartézských souřadnićıch

V této př́ıloze jsou uvedeny rovnice lineárńı piezoelektřiny vyjádřené v kartézských

souřadnićıch (obr. A.1). Algebraické rovnice (A.1) jsou platné pro keramický element

s materiálovou symetríı odpov́ıdaj́ıćı tř́ıdě 6mm, který je polarizovaný v axiálńım směru

(polárńı osa je shodná s osou x3).

Obr. A.1: Kartézská soustava souřadnic
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a) algebraické rovnice (lineárńı piezoelektrické rovnice)

T1 = cE11S1 + cE12S2 + cE13S3 − e31E3 ,

T2 = cE12S1 + cE11S2 + cE13S3 − e31E3 ,

T3 = cE13S1 + cE13S2 + cE33S3 − e33E3 ,

T4 = cE55S4 − e15E2 ,

T5 = cE55S5 − e15E1 ,

T6 = cE66S6 ,

D1 = e15S5 + εS11E1 ,

D2 = e15S4 + εS11E2 ,

D3 = e31S1 + e31S2 + e33S3 + εS33E3 ,

(A.1a)

nebo

S1 = sE11T1 + sE12T2 + sE13T3 + d31E3 ,

S2 = sE12T1 + sE11T2 + sE13T3 + d31E3 ,

S3 = sE13T1 + sE13T2 + sE33T3 + d33E3 ,

S4 = sE55T4 + d15E2 ,

S5 = sE55T5 + d15E1 ,

S6 = sE66T6 ,

D1 = d15T5 + εT11E1 ,

D2 = d15T4 + εT11E2 ,

D3 = d31T1 + d31T2 + d33T3 + εT33E3 ,

(A.1b)

b) divergenčńı rovnice (elastické pohybové rovnice a nábojová rovnice elektrostatiky)

T1,1 + T6,2 + T5,3 = ρü1 ,

T6,1 + T2,2 + T4,3 = ρü2 ,

T5,1 + T4,2 + T3,3 = ρü3 ,

D1,1 +D2,2 +D3,3 = 0 ,

(A.2)
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c) gradientńı rovnice (vztahy mezi deformaćı a mechanickým posunut́ım a mezi inten-

zitou elektrického pole a elektrickým potenciálem)

S1 = u1,1 ,

S2 = u2,2 ,

S3 = u3,3 ,

S4 = u2,3 + u3,2 ,

S5 = u1,3 + u3,1 ,

S6 = u1,2 + u2,1 ,

E1 = −ϕ,1 ,

E2 = −ϕ,2 ,

E3 = −ϕ,3 .

(A.3)
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Př́ıloha B

Piezoelektrické rovnice ve

válcových souřadnićıch

V této př́ıloze jsou uvedeny rovnice lineárńı piezoelektřiny vyjádřené ve válcových

souřadnićıch (obr. B.1). Algebraické rovnice (B.1) jsou platné pro keramický element

s materiálovou symetríı odpov́ıdaj́ıćı tř́ıdě 6mm, který je polarizovaný v axiálńım směru

(polárńı osa je shodná s osou z ≡ x3). V literatuře je obvyklé nahrazovat index z č́ıslićı 3

(např. S3 mı́sto Szz, Tθ3 mı́sto Tθz).

Obr. B.1: Válcová soustava souřadnic
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a) algebraické rovnice (lineárńı piezoelektrické rovnice)

Trr = cE11Srr + cE12Sθθ + cE13Szz − e31Ez ,

Tθθ = cE12Srr + cE11Sθθ + cE13Szz − e31Ez ,

Tzz = cE13Srr + cE13Sθθ + cE33Szz − e33Ez ,

Tθz = 2cE55Sθz − e15Eθ ,

Trz = 2cE55Srz − e15Er ,

Trθ = 2cE66Srθ ,

Dr = 2e15Srz + εS11Er ,

Dθ = 2e15Sθz + εS11Eθ ,

Dz = e31Srr + e31Sθθ + e33Szz + εS33Ez ,

(B.1a)

nebo

Srr = sE11Trr + sE12Tθθ + sE13Tzz + d31Ez ,

Sθθ = sE12Trr + sE11Tθθ + sE13Tzz + d31Ez ,

Szz = sE13Trr + sE13Tθθ + sE33Tzz + d33Ez ,

2Sθz = sE55Tθz + d15Eθ ,

2Srz = sE55Trz + d15Er ,

2Srθ = sE66Trθ ,

Dr = d15Trz + εT11Er ,

Dθ = d15Tθz + εT11Eθ ,

Dz = d31Trr + d31Tθθ + d33Tzz + εT33Ez ,

(B.1b)

b) divergenčńı rovnice (elastické pohybové rovnice a nábojová rovnice elektrostatiky)

Trr,r +
1

r
Trθ,θ + Trz,z +

1

r
(Trr − Tθθ) = ρür ,

Trθ,r +
1

r
Tθθ,θ + Tθz,z +

2

r
Trθ = ρüθ ,

Trz,r +
1

r
Tθz,θ + Tzz,z +

1

r
Trz = ρüz ,

Dr,r +
1

r
Dr +

1

r
Dθ,θ +Dz,z = 0 ,

(B.2)
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c) gradientńı rovnice (vztahy mezi deformaćı a mechanickým posunut́ım a mezi inten-

zitou elektrického pole a elektrickým potenciálem)

Srr = ur,r ,

Sθθ =
1

r
(ur + uθ,θ) ,

Szz = uz,z ,

Srθ =
1

2

(
1

r
ur,θ + uθ,r − 1

r
uθ

)
,

Sθz =
1

2

(
uθ,z +

1

r
uz,θ

)
,

Srz =
1

2
(ur,z + uz,r) ,

Er = −ϕ,r ,

Eθ = −1

r
ϕ,θ ,

Ez = −ϕ,z .

(B.3)
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Př́ıloha C

Základńı parametry kruhových

rezonátor̊u

V této př́ıloze jsou souhrnně uvedeny parametry prostých mód̊u kruhových re-

zonátor̊u odvozené v kapitole 3.1.
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iá
lń
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Př́ıloha D

Materiálové konstanty

λμ 11 12 13 33 55 66

cEλμ [1010 Pa] 15,0 6,56 6,59 14,6 4,39 4,24

sEλμ [10−12 Pa−1] 9,10 −2,70 −2,90 9,50 22,8 23,6

iλ 15 31 33

eiλ [Cm−2] 11,4 −4,32 17,4

diλ [10−12 mV−1] 260 −78 190

ij 11 33

εSij(r) [1] 1150 1260

εTij(r) [1] 1485 1709

ρ [kgm−3] 5700

Tab. D.1: Materiálové konstanty piezoelektrické keramiky BaTiO3 [19]

λμ 11 12 13 33 55 66

cEλμ [1010 Pa] 15,1 8,88 8,97 13,1 2,50 3,12

sEλμ [10−12 Pa−1] 12,3 −3,74 -5,87 15,7 40,0 32,1

iλ 15 31 33

eiλ [Cm−2] 11,8 −5,01 14,8

diλ [10−12 mV−1] 474 −127 284

ij 11 33

εSij(r) [1] 866 633

εTij(r) [1] 1500 1250

ρ [kgm−3] 7764

Tab. D.2: Materiálové konstanty piezoelektrické keramiky NCE40 [96]
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λμ 11 12 13 33 55 66

cEλμ [1010 Pa] 12,9 8,26 8,85 12,1 2,04 2,30

sEλμ [10−12 Pa−1] 17,0 −4,75 -8,92 21,3 49,0 43,4

iλ 15 31 33

eiλ [Cm−2] 13,7 −4,80 17,2

diλ [10−12 mV−1] 669 −208 443

ij 11 33

εSij(r) [1] 906 823

εTij(r) [1] 1940 1900

ρ [kgm−3] 7850

Tab. D.3: Materiálové konstanty piezoelektrické keramiky NCE51 [96]

keramika σE
12 [1] σE

13 [1] σE
p [1] σ′ [1] k33 [1] kt [1] k′p [1] kp [1]

BaTiO3 0,30 0,31 0,53 0,44 0,50 0,40 −0,12 −0,36

NCE40 0,30 0,42 0,72 0,59 0,68 0,48 −0,19 −0,58

NCE51 0,28 0,47 0,78 0,64 0,74 0,50 −0,17 −0,65

Tab. D.4: Porovnáńı materiálových parametr̊u
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ISBN: 978-80-87184-88-2

Rok vydáńı: 2019
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