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Abstrakt

Spektralni vlastnosti kruhovych piezokeramickych rezonatora

Publikace se zabyva popisem spektralnich vlastnosti kruhovych osové symetrickych
rezonatori z piezoelektrické keramiky s obecnym pomérem prumeéru a tloustky. Zavislost
modélnich parametru (rezonancni frekvence a tvaru kmitu) na poméru rozmeéru je stu-
dovana pomoci analytickych modelu odvozenych za piedpokladu linedarni teorie pie-
zoelektiiny. Teoretické zavislosti jsou doplnény radou prikladi a porovnéni s expe-
rimentalnimi hodnotami. Prace pfinasi souhrnny popis problematiky vychazejici ze
soucasného stavu poznani.

Abstract

Spectral properties of circular piezoceramic resonators

This monograph deals with the characterization of spectral properties of circular
axisymmetrical resonators made of piezoelectric ceramics with a general diameter to
thickness ratio. The dependence of modal parameters (resonance frequency and modal
shape) on the aspect ratio is studied using analytical models based on linear piezoelect-
ric theory. The theoretical dependencies are complemented by a number of examples
and comparisons with experimental values. The book introduces a comprehensive de-
scription of this topic arising from the current state of knowledge.
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Uvod

Od vynélezu piezoelektrického rezondtoru [1], [2] zanedlouho uplyne sto let. Diky
jednoduchému principu a nendrocné konstrukeci se velmi rychle rozsitil do fady oboru
a v soucasné dobé je nejobvyklejsi piezoelektrickou aplikaci. Piezoelektrické rezonatory
muzeme najit v elektronickych obvodech obsahujicich krystalové oscilatory nebo frek-
venéni filtry, v rezonanc¢nich snimacich neelektrickych veli¢in, v akustickych systémech,
aktuatorech a ultrazvukovych motorech nebo v zafizenich pro energy harvesting.

Zakladem piezoelektrického rezonatoru je vybrus z piezoelektricky aktivniho ma-
teridlu, ktery je opatfen vhodnou konfiguraci elektrod a kmitda nékterym vlastnim
moédem kmitu. Vynucené mechanické kmitani je vyvoldno harmonickym elektrickym
polem s frekvenci blizkou vlastni frekvenci rezonatoru. Podle pozadavku aplikace se
pouzivaji nizkofrekvencni médy s jednoduchymi tvary kmitu nebo vysokofrekvenéni
mody, pri kterych dochézi ke komplikovanym deformacim prufrezu vybrusu. I pres velmi
jednoduchy geometricky tvar je spektrum kmiti na vysokych frekvencich slozité. Jiz
vynélezce rezondtoru Walter G. Cady poznamenal ([3], str. 308), ze ,muze existovat
vazba mezi tloustkovym médem a nasobky vsech dalsich moznych méda kmitu. Elas-
tické podminky jsou tak komplikované, Ze muzeme pozorovat fadu rezonancnich frek-
venci, které jsou viechny obsazeny v tizkém pasmu v okoli idedlni tloustkové frekvence®.

Studium spektralnich vlastnosti (tedy vlivu rozméru na rezonanén{ frekvenci a tvar
kmitu) je trvalym zéjmem Fady védeckych a vyzkumnych pracovisf po celém svété.
Rostouci pozadavky na presnost a stabilitu rezonanéni frekvence vedly mimo jiné k roz-
voji nékterych oboru aplikované mechaniky, zejména teorie vysokofrekvenénich kmita
elastickych a piezoelektrickych desek [4], [5]. Piestoze se z bohatého spektra prakticky
vyuziva pouze nékolik médu, je znalost uplnych spektralnich vlastnosti nezbytna pro
spolehlivou ¢innost vysledné aplikace.

Piezoelektrické rezondtory se vyrabéjl z monokrystalickych (pfedevsim z kiemene)
[6], [7] nebo polykrystalickych materidla (zejména z keramiky na bazi PZT) [8], [9]. Mo-
nokrystalické materidly vykazuji zna¢nou stalost materidlovych parametri a nachézeji
uplatnéni v rezonatorech s vysokou stabilitou rezonané¢ni frekvence a vysokym ¢initelem
jakosti. Polykrystalickd keramika nedosahuje takové stability parametri, ma ale fadu
vyhod jako siroké spektrum materidlovych vlastnosti, moznost vyrabét prakticky libo-
volny tvar a velikost vybrusu nebo nizsi cenu. Vysoky ¢initel elektromechanické vazby
je vyhodny pro vykonové akustické aplikace.

Uvodnim krokem pfi navrhu rezonatoru nebo rezonanéni struktury je volba a opti-
malizace rozméru piezoelektrického vybrusu, ktery musi souc¢asné spliiovat pozadavky



na velikost rezonancni frekvence a tvar kmitu. Vychozi navrh je déle zpfesnovan zahr-
nutim okrajovych podminek ulozeni, vlivu elektrod a okolniho prostiedi apod.

Kmitani vybrusu popisuji tfirozmérné rovnice piezoelektiiny. Protoze dosud ne-
bylo nalezeno presné feseni téchto rovnic vyhovujici okrajovym podminkdm na hra-
nicich rezonatoru obecného tvaru, je nutné pouzit feSeni ptibliznd. Ta jsou zalozena
bud na variaénich numerickych metoddch, zejména metodé koneénych prvkii, nebo
na analytickych modelech ruzného stupné slozitosti. Vypocetni postupy pomoci me-
tody konec¢nych prvku jsou v soucasné dobé dostatecné rozpracované a narocnost jejich
pouziti je mald. Vyuzivaji se zejména pro navrh a analyzu kompozitnich rezonan¢nich
struktur a umoznuji studovat vazby mezi piezoelektrickym prevodnikem a jeho okolim.
Nezastupitelnou ulohu vsak maji také analytické modely, které dovoluji pochopit fy-
zikalni podstatu kmitani a vnitinich vazeb v rezonatoru.

Je tfeba vzit v tivahu, ze vSechny vypoctové modely jsou pouze aproximaci skutecné-
ho chovéni vybrusu a udéavaji ptiblizné vysledky s pfesnosti, kterd musi vyhovovat
pozadavkum aplikace. Pokrocilé vypoctové metody maji pomérné vysokou teoretickou
presnost, napiiklad u kifemennych rezonatoru lze dosahnout vysoké shody vypoctenych
hodnot s experimentem [6] a predikovat tak zménu chovani pii zméné okolnich veli¢in.
U piezoelektrické keramiky je presnost vypoctu ovlivnéna toleranci materialovych para-
metru, kterd podle zkuSenosti i idaju vyrobcu dosahuje az desitek procent. Vlastnosti
keramiky jsou zavislé na Case a projevuje se také nelinedrni chovani zpusobené po-
lykrystalickou strukturou materidlu. Pro zakladni studium frekvencniho spektra tak
postacuje pouzit linedrni vztahy [10]. Uvazovani nelinedrnich jevi a zvl&stnich vliva
okolnfho prostredi (napft. teplotnfho pole nebo hmotového zatizen{) [11] v praxi ob-
vykle nepfinasi zvyseni presnosti vysledki. Pro fadu piezokeramickych materidlii nejsou
znamy vSechny hodnoty materidlovych konstant a konstanty vyssich fadu jsou publi-
kovany jen ztidka.

V technické praxi prevlada predstava o jednoduchych tvarech kmitu, ve kterych se
koncové plochy rezonatoru pohybuji rovnobézné a zustavaji rovinné. K popisu kmitani
se pouzivaji jednoduché analytické modely odvozené za zjednoduSenych piedpokladu
o rozlozeni elastického napéti a elektrického pole uvniti rezonétoru [8]. Na zdkladé téchto
vztaht jsou odvozeny vypoctové vztahy pro frekvencéni konstanty N, koeficienty elek-
tromechanické vazby k nebo riuzné materialové konstanty. Rozdil mezi zjednodusenymi
predpoklady a skuteénymi spektralnimi vlastnostmi se muze projevit v nezddoucim
chovani a snizené ucinnosti zarizeni.

Zékladni vztahy pro vypocet prostych médu piezokeramickych rezonatoru jsou v lite-
ratuie bézné dostupné a nové jsou souhrnné odvozeny v publikaci [8]. Pokrocilé postupy
pro navrh keramickych rezondtoru a studium jejich spektrdlnich vlastnosti zatim ne-
byly ucelené publikovédny a v piipadé potieby je nutné vychazet z fady prispévku ve
védeckych ¢asopisech a z praktickych zkuSenosti.

Tato publikace se zabyva popisem spektralnich vlastnosti kruhovych osové symet-
rickych rezondtort z piezoelektrické keramiky s obecnym pomérem praméru a tloustky.
Pomoci analytickych modelu je studovan vliv rozméru na modélni vlastnosti ve frek-
venénim rozsahu od nejnizsich média kmitu aZ do okoli zdkladni tloustkové rezonance.
Uvedené zavéry jsou obecné platné pro materidly, jejichz struktura materidlovych koe-
ficientti odpovida hexagondlni tiidé symetrie 6mm.



Kapitola 1

Kruhové piezokeramické
rezonatory

1.1 Zakladni vlastnosti

Jako kruhové rezonatory budeme oznacovat osové symetrické vybrusy z piezoelek-
trické keramiky, polarizované v axidlnim sméru a s plnymi elektrodami na obou kru-
hovych plochach.

Zakladnimi rozméry kruhovych rezonatort jsou primeér 2a a tloustka 2b. Pii analyze
frekvencniho spektra vyuzivame geometrické podobnosti a pro urceni velikosti pouziva-
me bezrozmérny parametr o = a/b, ktery uddvd pomér pruméru a tloustky vybrusu.
Provedeni kruhovych rezonatoru s riznym pomérem « je znézornéno na obr. 1.1.

Rezonétory s velkym pomérem « oznacujeme jako kruhové desky (disky), rezonatory
s malym pomérem « pak jako tyée (v tomto piipadé misto tloustky hovorime o délce).

@2a

@2a

\
- \\\;‘\\‘I
‘ 2b

Obr. 1.1: Kruhové rezonatory polarizované v axiadlnim sméru, srafovani vyznacuje umi-
sténi elektrod



Nejjednodussi (a nejcastéji pouzivany) model kmiti kruhového rezonédtoru vychézi
z predstavy, zZe se vybrus deformuje rovhomérné pouze v jediném sméru (axidlnim nebo
radidlnim), hraniénf plochy se pohybuji ekvidistatné a zustavaji rovinné (resp. valcové).
Pohyb rezonéatoru popisuje jednoduché vinova rovnice, kterd je funkef jediné prostorové
proménné a ¢asu. Za téchto predpokladu kmitaji kruhové rezonatory dvéma zékladnimi
skupinami moédu kmitu:
a) prosté tloustkové (podélné) kmity, pri kterych se rezonator deformuje prevazné
ve sméru své osy,
b) prosté radidlni kmity, pii kterych se rezondtor se deformuje prevézné v radidlnim
smeru.
Frekvence kmit4n{ je nepfimo timérna velikosti rozméru (priiméru 2a nebo tloustky 2b),
ve kterém se dany mod §iti. Prostym moédum kmitu odpovidaji dvé krajni provedeni
kruhového rezonatoru s meznimi rozméry:
a) tenka dlouha ty¢ (a < b, a — 0), kterd kmité nizkofrekvenénimi podélnymi kmity
a vysokofrekvenc¢nimi radidlnimi kmity,
b) tenkd rozlehla deska (a > b, @ — o), kterd kmitd nizkofrekvenénimi radidlnimi
kmity a vysokofrekvenénimi tloustkovymi kmity.
Prosté médy kmitu kruhovych rezondtoru a jejich poloha ve frekveénim spektru
jsou schematicky zndzornény na obr. 1.2. Vypoctové vztahy pro vinova cisla, vlastni
frekvence a parametry elektrického nahradniho obvodu budou odvozeny v kap. 3.1.
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Obr. 1.2: Prosté médy kmitu kruhovych rezonatoru ve frekvenénim spektru
(L - podélné kmity tyce, TE - tloustkové kmity disku, R’ - radialn{ kmity tyce,
R - radidln{ kmity disku)

Pro rezonatory obecnych rozméru (velikosti a a b jsou fddové srovnatelné) neplati



vyse uvedené jednoduché predpoklady a pii feSeni kmitani je nutné uvazovat vazbu vice
modu. Platnost aproximace pomoci prostych moédu kmitu zavisi na presnosti vypoctu,
kterou dané aplikace vyzaduje. Napiiklad u vzorku uréenych ke stanoveni materidlovych
konstant doporucujf normy [12], [13] mezni rozméry pro tyce a < 0,3 a pro kruhové
desky a > 10, aby chyba zpusobend rozméry rezondtoru byla nizsf nez 1 %.

Porovnani rezonanénich frekvenci prostych médu kmitu s tplnym frekvenénim spek-
trem kruhovych rezonatoru je na piikladu keramiky BaTiOs znazornéno na obr. 4.1. Ob-
lasti frekvenéniho spektra, ve kterych lze kmitdni rezondtoru popsat modelem prostych
kmitu, pfiblizné odpovidaji schematickému znazornéni na obr. 1.2.

Kruhové vybrusy s plnou elektrodou jsou jednim z nejbéznéjsich provedeni piezo-
elektrickych keramickych rezonatoru. Ve standardni nabidce vyrobet piezoelektrické ke-
ramiky jsou kruhové rezonitory s poméry rozméri o Fadove od 0,1 az do 100. V Ceské
republice se v souc¢asné dobé vyrabéji v podniku Noliac Ceramics s.r.o. Hradec Kralové
a do roku 2008 také ve firmé APC International Ltd. Libfice.

V technickych aplikacich se kruhové rezonatory provozuji pfedevsim na zdkladni
radidlni nebo tloustkové (resp. podélné) rezonanéni frekvenci. Vyuzivaji se jako ob-
vodové prvky v oscila¢énich nebo filtra¢nich elektrickych obvodech [14], v akustickych
pfevodnicich jako budice a pfijimace ultrazvukového vinéni nebo zvukové generatory
[15] nebo jako snimaci prvky v méfici technice [16].

1.2 Studium frekvencéniho spektra

Oproti monokrystalickym rezondtorum [6] je studiu frekvenéniho spektra rezondtoru
z piezoelektrické keramiky vénovéna v odborné literatuie mensi pozornost.

V klasickych publikacich o piezoelekttiné [3], [17], [18], [19], u nds napiiklad [20], je
kmiténi rezondtoru modelovano pomoci jednoduchych vinovych rovnic odvozenych za
predpokladu zjednoduseného stavu napjatosti a rozlozeni elektrického pole. Na jejich
zakladé jsou odvozeny analytické elektrické ndhradni obvody se soustiedénymi nebo roz-
prostfenymi parametry [21]. Vztahy pro ruznd provedeni piezokeramickych rezondtoru
jsou souhrnné uvedeny v [22] a nové véetné tiplného odvozeni v [8]. Z jednoduchych jed-
norozmérnych modelu vyplyvaji vztahy pro rezonanéni frekvence, frekvenéni konstanty,
koeficienty elektromechanické vazby apod. bézné pouzivané v technické praxi.

Prvni prace, vénujici se studiu vazanych kmitu kruhovych rezonédtort s plnou elek-
trodou a vlivu rozméru na jejich frekvenéni spektrum, vznikaly z praktickych potieb
pouziti piezokeramickych rezonatoru v optickych systémech.

Shaw [23] proved] podrobnd méfen{ rezonanénich frekvenci, normalovych tvara kmitu
a koeficientu elektromechanické vazby tlustych diskia z BaTiOs s pomérem rozméru
«a v rozmezi 1,14 az 6,63. Ve své praci popsal nékolik charakteristickych vlastnosti kru-
hovych rezonatori. V homogenné polarizovaném piesné kruhovém disku existuji pouze
moédy, které jsou symetrické vzhledem k ose a ke stfedni roviné disku. Vysokofrekvenéni
tloustkové kmity maji slozité rozlozeni normalovych vychylek, vzdalené od rovhomérné
planparalelni deformace. Vedle radidlnich a tloustkovych média jako prvni ve spek-
tru identifikoval tzv. hranové (edge) médy, vyznacujici se nejvétsi vychylkou na okraji
(hrané) disku, jejichz frekvence pfilis nezavisi na pomeéru rozmeéru a.



Soucasné se Shawem studoval Aggarwal [24] az [27] analyticky popis kmittu ohranice-
nych izotropnich kruhovych desek, ktery porovnaval s naméfenymi hodnotami. Pfi
feSeni pouzil tfirozmérné pohybové rovnice s presnymi okrajovymi podminkami na
hlavnich plochéch a pribliznymi na okrajich disku. Pro urcitd frekvenéni pasma identi-
fikoval imagindrni kofeny vlnovych rovnic.

Midlin a jeho spolupracovnici odvodili aproximaéni rovnice vyssich fadu pro roztazné
kmity izotropnich elastickych desek [28], [29] a aplikovali je na analyzu frekvenéniho
spektra kruhovych disku [30]. Z teoretického rozboru vyplyva zdvislost charakteru
spektra na poméru meznich frekvenci tloustkové rozpinavého médu a symetrického
tloustkové stfizného médu druhého fadu. U izotropnich materiald je tento pomér imérny
velikosti Poissonova ¢fsla s limitn{ hodnotou o = 1/3. Dale byla teoreticky objasnéna
pric¢ina vzniku hranovych moédu v uréitém frekvencénim pasmu. Vypoctené rezonancéni
frekvence disku z BaTiO3 se velmi dobfe shoduji s pFedchozim méfenim [23]. Ve stejném
obdobi byla odvozena také teorie vyssich radu pro vysokofrekvencéni roztazné kmity kru-
hovych tyéi [31], [32].

V préci [33] je provedena detailn{ analyza frekvenéniho spektra disku z keramiky
PbTiO3 se stiednim Poissonovym é&islem of = 0,18. Podrobné byly naméfeny rezo-
nanéni frekvence médii v girokém okoli tloustkové rezonanéni frekvence pro rozsah
rozméru « od 5 do 30. Namétené hodnoty jsou porovnany s teoretickymi frekvencemi
vypoctenymi podle [30]. Ve spektru byly identifikovany zdkladni typy médu (radidlni,
hranové, tloustkoveé rozpinavé, tloustkove st¥izné a vysokofrekvenéni radidlnf).

Na tuto praci navézala detailni analyza spektra disku z keramiky PbTiOj3 se stiednim
Poissonovym é&fslem o = 0,37 [34]. Teoretické spektrum v sirokém okolf tloustkové re-
zonance vypoctené podle [30] je ovéfeno méfenim rezonanénich frekvenci v rozmezi
rozméru « od 4,8 do 7,2. Vysledky potvrzuji odlisny tvar frekvencénich kiivek v po-
rovnan{ s materidly se stiednim o < 1/3 [29)].

Citované piispévky [30], [33] a [34] obsahuji vychozi informace o obecnych vlastnos-
tech frekvenéniho spektra keramickych disku v rozsahu od nejnizsich frekvenci do okolf
zékladn{ tlousfkové rezonance.

Publikace [35] uvadi vysledky méfeni rezonan¢nich frekvenci a rozlozeni rychlosti
kmitani na povrchu diskt z PZT keramiky v rozsahu rozméra o mezi 2 a 12. Studovano
je standarni a fazetované provedeni kruhovych rezonatoru a uvedeny jsou zakladni
rozdily v jejich spektrech. Prace navazuje na experimentdlni vysledky [23].

Analyticky popis kmitu pomoci teorii vyssich radu byl postupné aplikovan do oblasti
piezoelektrickych desek. Dvourozmérné aproximaéni rovnice, odvozené na zékladé teorie
druhého fadu pomoci rozvoje posunuti a potencidlu do fady harmonickych funkci, jsou
uvedeny v [36]. V porovnéni s izotropnim modelem [30] vykazuji vyrazné mensi odchylky
od naméfenych rezonanc¢nich frekvenci [23], a to zejména v oblasti hranovych médu.

Vézané aproximacni rovnice [36] je mozné déle zjednodusit pro popis kmita v bizkém
okolf tloustkové rezonance [37]. Rozsifeni puvodni rovnic popisujicich elastické kmitén{
izotropnich desek [29] a ty¢i [31] do oblasti piezoelektrickych kmitu keramickych re-
zondtoru s axidlni polarizaci je provedeno v prispéveich [38] a [39].

Dalsim zptisobem feseni vazanych kmitti rezonatoru je pouziti numerickych metod.
Eer Nisse [40] aplikoval variaéni metodu vypoctu uvazujici piezoelektrické vlastnosti



keramiky a dosdhl lepsi shody s méfenim [23] nez izotropni model [30]. Po obecném
definovani konecného prvku pro piezoelektrické materidly [41] se ve vétsi mife zacala
pro studium spekter piezoelektrickych rezondtoru pouzivat metoda koneénych prvki.

Kunkel [42] provedl spektraln{ analyzu kmitu ty¢i a tlustych disku s rozméry « od 0,2
do 10 pomoci metody koneénych prvku. Pouzitim vhodnych okrajovych podminek jsou
vypocteny rezonanéni a antirezonané¢ni frekvence jednotlivych médu a posouzeny jejich
efektivni koeficienty elektromechanické vazby. Rozlozeni posunuti a vazba ruznych médu
jsou analyzovany pomoci vypoctenych modalnich tvara. V publikaci je poprvé uvedena
vypocetni analyza antirezonanénich frekvenci a koeficientu elektromechanické vazby.
Analyticky model umoznujici obdobny rozbor spektra kmitti dosud nebyl publikovén.

Podobné studium frekvenéniho spektra, vlastnich tvart a elektrické impedance po-
moci metody koneénych prvku a modélniho rozkladu je uvedeno v [43] a [44]. Pro popis
elektromechanické vazby se jako vhodnéjsi métitko ukazuji hodnoty modalnich konstant.
V oblastech s vysokou hustotou médu je zpravidla obtizné identifikovat odpovidajici si
dvojice rezonanc¢ni a antirezonanéni frekvence a stanovit koeficient elektromechanické
vazby.

Vedle studia frekvenéniho spektra se obecnému popisu kmitu kruhovych piezokera-
mickych rezondtoru vénuje rada dalsich publikaci.

Prispévky [45], [46] se zabyvaji tloustkovymi kmity piezokeramickych diski s neipl-
nou elektrodou. Studovana je problematika zachyceni kmitu (energy trapping) v oblasti
pod kovovou elektrodou zptisobeného rozdilnym charakterem vinovych ¢isel v pokovené
a nepokovené ¢asti disku. Vliv netuplné elektrody na rezonanéni frekvence radidlnich
médu je analyzovan v monografii [47].

V publikaci [48] jsou odvozeny analytické vztahy pro prosté radidlni, ohybové a tecné
kmity keramickych disku. Z téchto médu se s elektrickym polem vazi pouze radidlni
kmity. Vypoctené rezonancni frekvence jsou porovnany s vysledky numerické analyzy
pomoci metody koneénych prvku, s mérenim impedance a méfenim tvaru kmitu pomoci
interferometru. Podrobna analyza ohybovych kmitu pro ruzné okrajové podminky na
obvodu disku je uvedena v [49].

Onoe [50] odvodil jednoduchy analyticky model se dvéma stupni volnosti pro vdzané
radidlni a tloustkové kmity keramickych diski. Stefan [51] tyto rovnice pouzil pro
vypocet rezonan¢nich frekvenci ti{ nejnizsich médu kruhovych rezonatoru s ruznym
pomérem « a Uspésné jej ovéril méfenim. Aronov [52] odvodil podobny model pomoci
energetické metody a studoval zavislost rezonancni frekvence, efektivniho koeficientu
elektromechanické vazby a tvaru kmitu kruhovych desek na poméru a.

Analyze kmitu kruhovych rezonatorua pomoci modelu s nékolika stupni volnosti se
vénuje také Lin [53], [54], ktery pouzil vdzané pohybové rovnice k odvozeni analytickych
vztaht pro admitanci a elektromechanicky nahradni obvod s rozprostfenymi parametry.






Kapitola 2

Reseni kmitu kruhovych
rezonatoru

2.1 Elektroelastické vlnéni v piezoelektrickych
rezonatorech

Pojem piezoelektricky rezonator oznacuje vybrus z piezoelektricky aktivniho ma-
teridlu, ktery je na vhodnych plochach opatfen soustavou elektrod a kmita nékterym
vlastnim médem kmitu. Mechanické kmitani vznikda dusledkem prevraceného piezo-
elektrického jevu po prilozeni harmonického elektrického pole na elektrody vybrusu.
Amplituda kmitu je nejvétsi v pripadé, kdy je budici frekvence blizka nékteré vlastni
frekvenci rezondtoru.

Podstatou ¢innosti piezoelektrického rezonéatoru je sifeni elektroelastického vinéni
uvnitf prostorové ohraniceného prostiedi [55], [56]. Znalost této problematiky je potieb-
na pro vysvétleni slozitého spektra kmitu rezonatoru a pochopeni nékterych tskali spo-
jenych s jeho ndvrhem a pouzitim.

V neohraniceném prostredi se Siti elektroelastické vinéni slozené ze tii rovinnych
elastickych vln, jejichz polarizace (sméry posunut{ ¢dstic) jsou navzajem kolmé. Polari-
zace vin obecné nejsou rovnobézné nebo kolmé na smér siten{ vlnéni. Vlna s polarizaci
nejblizsi sméru siteni se nazyva kvazipodélnd, ostatni jsou kvazipiicné. Postupujici elek-
trické pole ma povahu podélné viny, jejiz vinoplochy jsou ekvipotencidlami a kterd tvoti
¢tvrtou slozku postupujicitho vinéni.

Viny postupuji se stejnou frekvenci jednim smérem s obecné ruznymi rychlostmi,
které zavisi také na sméru Siteni. Mezi frekvenci f a kruhovou frekvenci vinéni w,
vlnovym ¢islem &, vinovou délkou A a (akustickou) rychlosti viny v, plat{ vztah

w=21f=C¢v,, 5:2; (2.1)

Neohranicené prosttedi je nedisperzni a akustické rychlosti v, jsou konstantni, nezavislé



na velikosti vinovych é&isel £.1

Piezoelektrické rezondtory jsou prostorové ohranicena télesa koneénych rozmeéru.
Obvykle maji pravidelny tvar tvofeny jednou nebo nékolika dvojicemi planparalelnich
ploch. Pii popisu vlastnich kmitu nahrazujeme rezonator modelem ohrani¢ené rovinné
desky. V néasledujicim textu budeme uvaZovat desku o tloustce 2b s normalovou osou
x3 a stfedni rovinou x, zo (obr. 2.1).

X3

2b

X4

Obr. 2.1: Model rovinné ohranic¢ené desky umistény v souradném systému

V nekonecné rozlehlé desce se elektroelastické vinéni Siti ve sméru kolmém na osu x3
stfidavym odrézenim od hrani¢nich rovin x3 = £b. Slozky postupujiciho vinéni (jednot-
livé viny) nazyvdme mddy (mddy kmitu, kmity) nekonecné rozlehlé desky. Rovinnd vina
dopadajici na hranice desky muze obecné vyvolat tfi odrazené viny s odliSnou polari-
zaci (jednu kvazipodélnou a dvé kvazipiicné) se stejnou frekvenci. Pokud tento piipad
nastavd, nesiti se jednotlivé viny deskou nezavisle, ale jsou wvdzané prostrednictvim
okrajovych podminek na rozhrani.

Prostor omezeny dvéma hrani¢nimi rovinami se chova jako vlnovod, ve kterém
dochézi k disperzi vinéni. Plat{ obecny vztah mezi frekvenci a vlnovym éislem (2.1),
ve kterém £ a v, oznacuji vinové ¢islo a akustickou rychlost ve sméru §iteni vinéni
deskou (tj. kolmo na osu x3). Akustické rychlosti jiz nejsou konstantni, ale zavis{ geome-
trii prostiedi a sificiho se vinéni. Slozitd zavislost mezi akustickou rychlosti a vlnovym
¢islem (piipadné frekvenci a vlnovym éislem) se vyjadiuje graficky ve formé spektra
disperznich krivek (viz obr. 4.2 nebo 4.3). Kazdy mdéd kmitu mé svou vlastni zavislost
akustické rychlosti a vinového ¢isla, které odpovida jedna disperzni kiivka.

Z disperzniho charakteru vinéni v desce vyplyva nékolik vyznamnych skute¢nosti
[57]. V nekoneéné rozlehlé desce muze existovat nekoneéné mnozstvi médu s ruznou
frekvenci, jejichz vlnové délky jsou v urc¢itém pomeéru k tloustce desky 2b. V zavislosti na
frekvenci vlnéni mohou byt vinova ¢isla redlnd (Sifici se vlna), ryze imagindrni (nesific
se vlna) nebo komplexni (tlumend vlna). Vyssi médy kmitu se zacinaji deskou sifit az
po prekroceni své mezni frekvence (cut-off frequency), takze pii jedné frekvenci muze
deskou postupovat pouze koneény pocet modu.

Pokud studujeme kmitdni rezondtoru v uréitém rozsahu frekvenci, sta¢i nam pro
jeho popis uvazovat kombinaci pouze nékolika nejnizsich médu kmitu, které nejvice
ovliviiuji charakter vlnéni. Kazdy z téchto médu vychazi z odpovidajictho prostého

1Pro ptehlednost budeme v jednorozmérnych vinovych rovnicich pouzivat pro oznageni vinového
¢isla symbol 7.
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tloustkového mddu nekoneéné desky, coz je limitni piipad stojatého vlnéni ve sméru
tloustky desky s vlnovym éislem & = 0. Prosty tloustkovy méd charakterizuje rozlozeni
posunuti a napjatosti v rezondtoru a jeho vlastni frekvence odpovida mezni frekvenci
daného médu.

Kruhové rezondtory z piezoelektrické keramiky se v béznych aplikacich pouzivaji
do frekvenc{ blizkych zdkladni tloustkové rezonanci. V tomto frekvenénim rozsahu je
vlnéni v rezonatoru slozeno z piispévku ti{ modu odpovidajicich nejnizsim symetrickym
prostym tloustkovym médim desky [29]. Jsou to roztazny maéd 0. fddu E (extensional),
tloustkové rozpinavy méd 1. fddu TSt (thickness-stretch) a tloustkové stiizny mod
2. fadu sTSh (second-order symmetric thickness-shear). Rozlozeni moddlnich posunut{
pies tloustku desky je harmonickou funkci soufadnice x3 a schematicky je zndzornéno
na obr. 2.2.

Yy I Yy X3
7, 7 7, Ve / 7,
T = 1 [ )
b| —+ - - E E
4 —f—— | —— — ] I I [ - - I
I [

TSt sTSh

L

n P

cvvs

U postupujictho vinéni (£ # 0) se ve sméru kolmém na osu 3 modélni posunuti
E, TSt a sTSh spojité méni. Zastoupeni téchto médu odpovida experimentalnimu po-
znatku, ze elektricky vynucené kmity kruhovych rezondtoru jsou symetrické vzhledem
ke stiedni roviné [23], i Aggarwalové pozndmce o potfebé ti{ vinovych ¢isel k matema-
tickému popisu tvaru kmitu [26]. Pouze tyto médy jsou vézdny s elektrickym polem
v rezondtoru [36].

Mezni frekvence prostych tloustkovych méda E, TSt a sTSh lze vypoéitat Ffesenim
tirozmérnych rovnic piezoelekttiny (viz kap. 2.3). Pfi uvazovén{ piezoelektrickych vlast-
nosti keramiky a buzeni kmitu elektrickym polem, které je prilozeno na elektrody
umisténé na plochdch x3 = +b, ziskdme vztahy pro mezni frekvence

CD s CE
we=0, wrst =12, wersh = 714/ 2, (2.2)
p b\ p

kde ¢} a ¢k jsou elastické moduly, p je hustota a vinové éislo 7 je feSenfm rovnice

cvvs

V ohranicené desce vznikaji pti odrazech vinéni na okrajich desky prostorové stojaté
vlny a pro kazdy méd nekonecné desky existuji v ohranicené desce také jeho nasobky
(overtones).? Viechny kmity jsou vzdjemné vazdny pii odrazech na rozhranich a na-
rozdil od nekonecné desky nemohou existovat nezavislé médy. Protoze se mody vyssich
radu sifi deskou az od uré¢ité mezni frekvence, jsou sice vysokofrekvenéni kmity ovlivnény

2Bézné pouzivany cesky termin harmonické neni pfesny, protoze pomér frekvence vyssich nasobkii
k frekvenci zdkladniho médu obvykle neni celé &islo.
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vazbou s niz&§imi médy kmitt, ale pro nizkofrekvenéni kmity je vazba s vyssimi médy
kmitu slaba. Vysledné pole posunuti a napjatosti v rezonatoru je slozité.

2.2 Zakladni predpoklady reSeni

Pii feSeni elektroelastickych kmitu téles z piezoelektrické keramiky se omezime
na klasickou linedrni teorii piezoelektfiny [10]. Zanedbdvame pritom vnitini ztraty
v télese (mechanické, piezoelektrické a dielektrické). Vypoctem ziskdme vlastni frek-
vence a tvary kmitu vyvolané elektrickym polem, které vyhovuji predepsanym okra-
jovym podminkam.

V piezoelektrickém prostfedi jsou mechanické vychylky vézany s elektromagne-
tickym polem, takze elektricky potencidl a doprovodné elektrické pole jsou soucasti
elastické viny. Elastické vinéni v télese je za predpokladu nekonecné malych deformaci
urc¢eno Hookovym zakonem. Elektromagnetické vinéni postupuje pevnou latkou rych-
losti 10*x az 105x vyssi nez viny elastické [56]. Magnetickou ¢dst energie spojenou
s vinénim tak zanedbavame a elektrické pole popisujeme Maxwellovymi rovnicemi pro
staciondrni elektrické pole (tzv. kvazistacinodrni aproximace). Za téchto predpokladu
je elastické a kvazistacionarni elektrické pole vazano linedarnimi piezoelektrickymi rov-
nicemi (2.5).

Jednoznacnost feseni je ddna okrajovymi podminkami (2.9) az (2.11). Pocatecni
podminky ani s nimi spojené prechodové jevy neuvazujeme, protoze hleddme pouze
feSeni ustdlenych kmiti rezondtoru.

V obecnych vztazich je pouzito uplné tenzorového znaceni, pii odvozeni konkrétnich
reSeni pak zkracené maticové znaceni. Pro zkraceni zapisu se vyuziva Einsteinova sumac-
niho pravidla, podle néhoz znamena opakovani indexu ve vyrazu sumaci pies vSechny
t¥1 hodnoty tohoto indexu. Symbol vyskytujici se v indexu veli¢iny za ¢arkou znamena
parcialni derivaci této veli¢iny podle odpovidajici souradnice, napt.

8u3
Uzl = —, 2.3
1= 5 (2.3)
parcidlni derivaci podle ¢asu zapisujeme ve tvaru (pocet tecek vyjadiuje stupen derivace)
82u1
i1 = . 2.4
T (24)

Polarizovand piezoelektricka keramika méa makroskopickou symetrii tiidy com, které
pifslusi deset nezavislych materidlovych konstant (pét elastickych, tii piezoelektrické
a dveé dielektrické) [59]. Smér polarizace (polarni osa) je shodnd s osou z3.

2.3 Rovnice linearni piezoelektiiny

Kmitani piezoelektrickych rezondtoru je popsdno nasledujici skupinou rovnic:
a) algebraické rovnice (linedrni piezoelektrické rovnice)
_E
Tij = CijpiSkl — €xij B (2.5a)
s
D; = ei1Si + €5, By
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nebo

Sij = sEuTia + dri; Ex
Lo ’ (2.5b)
D; = dija T + el By,

b) divergenéni rovnice (elastické pohybové rovnice a ndbojova rovnice elektrostatiky)
Tij,i = pu] )

(2.6)
D;; =0,

¢) gradientn{ rovnice (vztahy mezi deformaci a mechanickym posunutim a mezi inten-
zitou elektrického pole a elektrickym potencidlem)

1
Sij = 5 (uiy +uz)
i = 5 Wity (2.7)

Ei = —Pi,

kde Tjj, Sij, E; a D; jsou po fadé slozky elastického napéti, deformace, intenzity elek-
trického pole a elektrického posunuti, czb; 1 jsou slozky elastického modulu pii konstantni
intenzité elektrického pole, 55 w1 jsou slozky elastického koeficientu pti konstantni inten-
zité elektrického pole, e;r; jsou slozky piezoelektrického modulu, d;z; jsou slozky pie-
zoelektrického koeficientu a si a 53;9 jsou slozky permitivity pifi konstantni deformaci
a pri konstantnim elastickém napéti. Proménné u; jsou slozky mechanického posunuti,
o je elektricky potencial a p je hustota.

Systém 22 rovnic (2.5) az (2.7) pro 22 nezndmych lze postupnym vzdjemnym do-
sazovanim zjednodusit na soustavu ctyT diferencidlnich rovnic pro Ctyfi neznamé wu;

ap
E o
CijkiUk,li T €kij P ki = PUj 2.8)
5 .
€ikilhli — P ki = 0.

Vazba mezi elastickym a kvazistaciondrnim elektrickym polem v rovnicich (2.5)
a (2.8) ovliviiuje efektivni hodnoty elastickych modulu, rychlost{ sffeni elastickych vin
a v konecném dusledku také vlastni frekvence a tvary kmitu rezonatoru.

Rovnice (2.5) az (2.8) popisuji elektroelastické vInéni v neohrani¢eném prostiedi.
U prostorové omezeného elementu je musime doplnit mechanickymi a elektrickymi
okrajovymi podminkami. Pti vypoctu se obvykle predpoklada rezonator s mechanicky
volnymi plochami umistény ve vakuu.

7 podminky mechanicky volného povrchu, na ktery nepusobi zddné vnéjsi sily,
vyplyva okrajova podminka

kde n; jsou slozky normalového vektoru hrani¢ni plochy n.

Rozlisujeme dva ruzné piipady elektrickych okrajovych podminek. Povrch rezonatoru
je bud bez elektrod, nebo pokryty dokonale vodivymi nehmotnymi elektrodami, na které
je prilozen elektricky potencial.
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V prvnim piipadé spliuje elektricka okrajova podminka ptipad spojitosti normalové
slozky elektrického posunuti v piezoelektrické latce a v okolnim prostiedi a ma tvar

ni D" =n: D", (2.10)

kde indexem p je oznaceno piezoelektrické prostredi a indexem v vakuum nad povr-
chem. Pii praktickém vypoc¢tu uvazujeme permitivitu piezoelektrického prostiedi mno-
honasobné vyssi nez permitivitu vakua, elektrické pole ve vakuu zanedbavame a okra-
jova podminka mé zjednoduSeny tvar

U pokoveného povrchu vyzadujeme spojity potencial na celé plose elektrody

© =0, (2.11b)

kde hodnota prilozeného potencidlu ¢y muze byt nulova, nebo muze nabyvat koneénych
hodnot.

Resenfm soustavy (2.8) az (2.11) jsou posunuti u; a elektricky potencidl ¢, které
jsou obecné funkci vSech soutadnic a ¢asu. Pro ustaleny stav je muzeme vyjadfit jako
soucin funkce soufadnic a harmonické funkce ¢asu

ui(x1, w2, 23, 1) = ui(21, 19, 13)eM"
(2.12)

(w1, 0, T3,t) = (21, T, 23)eI¥t .

Analytické feseni (2.12) vyjadrené v uzavieném tvaru konetného poctu matema-
tickych funkci nebylo pro rezonétor obecného tvaru dosud nalezeno. Pti vypoctu je nutné
bud’ nalézt pfiblizné fesen{ soustavy piesnych tffrozmérnych rovnic piezoelektfiny (2.8)
az (2.11), nebo pouzit vhodnou aproximaci této soustavy a nalézt jeji piesné reseni.

V dalsich kapitoldch jsou popsdny dva typy aproximacnich rovnic ruzné slozitosti.
Prvni jsou jednorozmérné rovnice odvozené za predpokladu zjednoduseného stavu na-
pjatosti v rezonatoru. V druhém piipadé jsou uvedeny aproximac¢ni rovnice odvozené
na zakladé teorie vyssich fadu pro piezoelektrické desky.

Pii feSeni radialnich kmitu je nutné rovnice linedrni piezoelektiiny transformovat
do vélcovych souradnic. Obecné rovnice platné pro keramicky element s materidlovou
symetrif tiidy oom, ktery je polarizovany v axidlnim sméru (poldrni osa x3 je shodna
s osou z), jsou uvedeny v piilohdch A (kartézské souradnice) a B (vélcové souradnice).
Struktura materidlovych koeficientu odpovidd hexagondlni tiidé 6mm. [8].

2.4 Koeficient elektromechanické vazby

Koeficient elektromechanické vazby je bezrozmérny parametr, ktery charakterizuje
schopnost piezoelektrického materidlu premeénit vstupni energii (mechanickou, nebo
elektrickou) na energii vystupni (elektrickou, nebo mechanickou) prostrednictvim pii-
mého nebo prevraceného piezoelektrického jevu. Vyznam ma napt. pro hodnoceni sitky
pasma piezokeramickych filtri nebo ultrazvukovych prevodniku. Pro dany méd kmitu
je koeficient elektromechanické vazby métitkem jeho vybuditelnosti elektrickym polem.
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Obecné se definuje jako pomeér

b mechanickd energie preménéna na elektrickou energii (2.13a)
N vstupni mechanické energie ’ '
resp.
b elektrickd energie pfeménéna na mechanickou energii (2.13b)
B vstupni elektrickd energie ’ '

ktery lze také vyjadrit jako pomeér piezoelektrické energie a geometrického prumeéru
elastické a elektrické energie v jednotkovém objemu piezoelektrické latky [19].

Hodnota koeficientu zavisi na rozlozeni mechanického napéti a elektrického pole v re-
zondtoru. Jeji velikost muzeme uréit teoreticky pomoci materidlovych konstant (statickd
hodnota) nebo vypocitat z naméfené sériové a paralelni rezonanéni frekvence (dyna-
mickd hodnota). Dynamickd hodnota je zpravidla nizsi nez statickd, protoze elastické
pole neni s elektrickym polem vézano dokonale.

Vyraz pro statickou hodnotu & uréime pomoci piezoelektrickych rovnic (2.5). Vnitin{
energie je definovana rovnici

1 1
W = 28:\Tx + 5 Dl (2.14)

kterou déle upravime

1 1 1 1
W = §T,\SEHTM + §T,\d¢,\Ei + §Eidi)\T)\ + §Ei5£‘Ej = Wi +2Wi + W, (2.15)

kde

1
Wy = isfuTATu je elasticka energie,

1
Wy = 5aiTjEiEj je elektrickd energie,

1
Wis = §di AE; Ty je vzéjemna piezoelektrickd energie.

Koeficient elektromechanicé vazby je pak urcéen vyrazem
(2.16)

Vztah (2.16) je v obecném piipadé velmi slozity, vyrazné se viak zjednodusuje pro jed-
noduché rezonanéni médy [60]. Pro kruhové piezokeramické rezonédtory definujeme étyti
zakladni koeficienty elektromechanické vazby:

a) podélné kmity tyce
ds3

k’33 =, (2173)
583 €33
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b) tloustkové kmity kruhové desky
b= — (2.17b)
33 €8s '
c¢) radidlni kmity tyce
k‘p + 0’51@33

V0= (ks)2) (1= (0f)?)

d) radidln{ kmity kruhové desky

ds1 2
k= N , (2.17d)
TR 1o

ky, =

; (2.17¢)

kde
E
oE — 512
12 — E
511
E
ol = (2.18)
13 — E _E .
511933
2
E_ _E
O'p = 0'13 71 B

— 012

jsou Poissonova ¢isla. Koeficent vypoc¢teny z rovnice (2.17) je materidlovou konstantou.
Hodnota k muze byt kladnd nebo zaporna podle znaménka piezoelektrického ¢lenu.
Absolutni hodnota (nebo k?) je vzdy mensf nez jedna, protoze celd vstupni energie se
dokonale nepfeméni na energii vystupni.

Dynamickou hodnotu koeficientu elektromechanické vazby lze stanovit pomoci re-
lativniho rozdilu sériové a paralelni frekvence daného moédu. Pro podélné kmity tyci
(koeficient k33) a tloustkové kmity desek (k;) plati vztah [§]

™ fs T [s
k* = =<2 cot () , 2.19

2/ B\ 2 fp (2.19)
kde fs a fp jsou sériovd a paralelni rezonanéni frekvence (2.27). U radidlnich médu (k,

a k;,) neni dynamickd zavislost podobna (2.19) jednoduse definovéna a je nutné pouzit
obecny vztah platny pro vSechny typy kmitu

2 .2
k2 = ,/fpfgfs. (2.20)
P

2.5 Elektricky ndhradni obvod

Prenosové vlastnosti piezoelektrického rezonatoru se v praxi ¢asto modeluji po-
moci zjednoduseného elektrického ndhradniho obvodu se soustfedénymi parametry (tzv.
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Butterworth-Van Dykuv obvod, BVD) [61], [62]. Tento obvod je slozen z civek, kon-
denzétoru a odporu s konstantni velikosti, které 1ze vypocitat z materidlovych parametra
a rozmeéru rezonatoru. Obvod popisuje vstupni imitanci piezoelektrického rezondtoru
v blizkosti rezonancni, resp. antirezonancni frekvence.

P odvozeni BVD obvodu vychazime z jednorozmérnych aproximac¢nich modela pro
prosté mody kmitu a jejich nasobky. Pomoci okrajovych podminek vyjadiime elektrické
posunuti D a intenzitu elektrického pole £ v rezondtoru, posuvny proud I, a napéti na
elektrodach U a z jejich poméru odpovidajici impedanci Z nebo admitanci Y. Postup
odvozeni i struktura BVD obvodu se lisi podle orientace elektrického pole vzhledem ke
sméru §ifen{ akustické vlny v rezondtoru [8]. V nasem piipadé kruhovych rezondtoru
se jednd o rozdil mezi tloustkovymi (podélnymi) kmity a radidlnimi kmity. Postupné
naznacime feSeni pro oba ptipady.

Vzhledem k tlumeni v rezondtoru obsahuje jeho impedance nenulovou redlnou slozku
a v okoli rezonance definujeme vedle sériové a paralelni rezonanéni frekvence fgs a fp
dalsi vyznamné frekvence:

fm - frekvence odpovidajici minimalni absolutni hodnoté impedance,

fn - frekvence odpovidajici maximalni absolutni hodnoté impedance,

fr - rezonanc¢ni frekvence odpovidajici nulové hodnoté imaginarni ¢asti impedance,

fa - antirezonanéni frekvence odpovidajici nulové hodnoté imaginarni ¢asti impedance,
pricemz plati nerovnosti f,, < fs < fr a fo < fp < fn-

V dalsim textu budeme rezonanéni kmitdni popisovat pomoci hodnot rezonanéni
a antirezonan¢ni frekvence f, a f,, resp. kruhovych ekvivalentu w, a w,. Jejich velikost
lze stanovit s nejmensi nejistotou méreni [6] a proto se také v praxi pouzivaji nejéastéji.
Analyza vlivu ztrat v rezondtoru na hodnoty f,., fs, fr, fa, [P & fn a na zpusob jejich
méteni a pouziti je uvedena napi. v [13].

a) Tloustkové (podélné) kmity

Silocary elektrického pole v rezondtoru jsou rovnobézné se smérem siteni akustické
viny a elektrické posunuti D je konstantni. Nezavislymi velicinami jsou elastické napéti

T a elektrické posunuti D a impedance rezondtoru je vyjaddrena vztahem (viz rovnice
(3.18) a (3.37))

_ L () eteb)
= ot <1 =) (2.21)

kde souc¢in nb je pomérné vlnové ¢islo a Cp je ¢astecné upnutd kapacita definovand
vztahem

’/T(Z2

Hodnota permitivity €p lezf mezi hodnotami volné €7 a upnuté permitivity e,

el > Ep > . (2.23)
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Zévislost (2.21) mé nekonecné mozstvi pélu hr, h liché, ve kterych je impedance
nekonecna. Tyto pdly odpovidaji antirezonanénim frekvencim rezonatoru. Parametry
elektrického ndhradniho obvodu ziskdme rozvojem impedance v okoli pdlu pomoci
vztahu [21]

= 8x
tg(x) = kZ:l T (2.24)

Cleny rozvoje (2.24) predstavuji impedanci paralelnich vétvi sériovych rezonan¢nich
RLC obvodu, odpovidajicich jednotlivym médium rezondtoru. Nahradni obvod se sou-
stfedénymi parametry je znazornén na obr. 2.3a. V obvodu se vyskytuje ¢len se zdpornou
kapacitou —Cp, ktery je dusledkem vazby mezi budicim elektrickym polem (pfevraceny
piezoelektricky jev) a elektrickym polem indukovanym v rezondtoru (pifmy jev) [63],
[64].

Zjednoduseny nahradni obvod popisujici chovani obvodu v okoli h-tého nasobku z&-
kladni frekvence je znazornén na obr. 2.4a. Tvoii jej sériovy rezonanc¢ni obvod slozeny
z ,dynamickych“ prvkua Cj, L, a Ry, pfemostény ,statickou® kapacitou Cy. Dyna-
mickd kapacita rezondtoru C}, odpovidé sériové kombinaci kapacit Cj, a —Cy. Impedance
nahradniho obvodu je popsana vztahem

1 8
Z=— (1-kK 55— h liché . 2.25
jwCy < h2m? — 4(17b)2> ’ (2.25)
Kapacita Cy zahrnuje prispévky kapacit ostatnich paralelnich vétvi iiplného obvodu, tj.
dalsich ¢lent nekoneéného souctu ve vztahu (2.24).
Vztahy vyjadiujici velikost jednotlivych prvka Cy, C}, Ly a Rj, ziskdme dosazenim
za pomeérné vinové éislo nb do (2.25) a porovnanim vysledného vztahu s obecnou impe-
danci obvodu na obr. 2.4a, kterd m4 tvar [6]

1
Ln— —— —iR
whh wCp, Jth

. 1 '
wCoRp +j {wC’o (th — wC,’I) - 1}

Pomoci parametru elektrického nahradniho obvodu déle definujeme vztahy pro kruho-
vou sériovou a paralelni frekvenci

Zp(w) = (2.26)

1 1 cy

Whs = ——==, Whp = ——————— = —h (2.27)
VLrC, . CoCl, Co

a Cinitel jakosti rezonatoru
whsL; 1 1 L}
Q}L = 4 = 7 = — 7; . (2-28)
Ry, wrsRLCy Ry '\l O}
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b) Radidlni kmity

Ekvipotenciondlni plochy elektrického pole jsou ve sméru sifeni akustické viny kon-
stantni. Nezavislymi velicinami jsou elastické napéti T" a intenzita elektrického pole E.
Kmitani rezonatoru fesime ve vélcovych souradnicich a vyslednd admitance ma tvar
(viz vztahy (3.52) a (3.66))

-y k2 (1+0)Ji(na)
Y =Cp (1 T T nady(na) - (1 - o) J1<na>> ’ (2.29)

kde soucin na je pomérné vinové cislo, o je Poissonovo ¢islo a Jy, Ji jsou Besselovy
funkce prvniho druhu a nultého a prvniho fadu.

Vztah (2.29) ma nekoneéné mozstvi pdlu na, ve kterych je admitance nekonecna.
Tyto poly ziskané fesenim rovnice (3.47), resp. (3.62) odpovidaji rezonanénim frek-
vencim w, = 1, Vq.

Parametry elektrického nahradniho obvodu ziskdme rozvojem admitance v okoli
pola n,.a pomoci Taylorovy fady. Pfi aproximaci uvazujeme prvni dva cleny fady a apro-
ximacni funkce maji tvar

(%)
na=mnra|l+ )

T

Aw
Jo(na) = Jo(n,a) —nrado(nea)—, (2.30)
-~ Aw
Ji(na) = Ji(nra) + (nrato(n-a) — Ji(nea)) —,
kde
Aw _ w?—w?

Pouzitim vztahtu (2.30) a (2.31) odvodime aproximaci

1 Aw
Jl (77“) ~ wT‘ 7 (2 32)
aJo(na) — (1 —o)Ji(na)  Aw Aw) - '
el = (=) R 22 (0 - (1= 07 + a2
Wr Wy
e e Aw o Aw o
Vynechanim ¢lent vyssich fadu o a (na) v (2.32) ziskdme priblizny vztah pro
Wy Wy
admitanci ndhradniho obvodu
Y —juwCo [ 14 Lto (2.33)
—who 1—k2 w? - w? ’ '

((nra)? = (1= 0?))

2w?
ktery je platny v okoli h-tého nésobku rezonanéni frekvence w;..

Néhradni obvody se soustfedénymi parametry pro pripad radidlnich kmitu jsou zné-
zornény na obr. 2.3b a 2.4b. Narozdil od tlousfkovych médi se zde nevyskytuji prvky
se zapornou kapacitou —Cp a —Cj.
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Vztahy vyjadiujici velikost jednotlivych prvka Cy, C, L a Rj odvodime dosa-
zenim za pomérné vlnové ¢islo na do (2.33) a porovnanim vysledného vztahu s obecnou
impedanci obvodu na obr. 2.4b. Ta je popsana rovnici (2.26), ve které — stejné jako ve
vztazich (2.27) a (2.28) — nahradime Cj kapacitou C},.

L 1. L;j T, 1. 1o
Co= Ls Co—= Ly Lz Ls
R, R, R, || R,

L TTTT 1

Obr. 2.3: Elektricky nahradni obvod piezoelektrického rezonatoru,
a) tloustkové (podélné) kmity, budici elektrické pole je rovnobéZné se smérem
siteni elastické viny,
b) radidln{ kmity, budici elektrické pole je kolmé ke sméru sifen{ elastické viny

j— -C, ,
c c
I Ch J h h
Co == L, Co == Lh
R
R, n
a) b)

Obr. 2.4: Zjednoduseny elektricky ndhradni obvod platny v blizkosti h-tého médu,
a) tloustkové (podélné) kmity, budici elektrické pole je rovnobézné se smérem
siteni elastické viny,
b) radidln{ kmity, budici elektrické pole je kolmé ke sméru sifen{ elastické viny

Prvek Ry v ndhradnim obvodu predstavuje mechanické ztraty zpuisobené vnitinim
tfenim v materidlu, ztratami v ulozeni, tlumenim vlivem okolniho prostiedi apod. Me-
chanické ztraty uvazujeme zavedenim komplexnich elastickych konstant c*, resp. s*
do vychozich linedrnich piezoelektrickych rovnic (2.5). Tim se akustické rychlosti, vl-
nové cisla a pdly imitanci (2.25), (2.33) zmeéni na komplexni hodnoty. Rozvojem imi-
tanci ziskdme elektricky nahradni obvod s prvky s redlnou impedanci Rj,. Do obvodu
muzeme dale zahrnout piezoelektrické a dielektrické ztraty zavedenim komplexnich pie-
zoelektrickych a dielektrickych konstant, nahradni obvod se pak rozsiti o dalsi ztratové
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prvky [65], [66]. Pfi odvozeni ndhradniho obvodu z linedrnich piezoelektrickych rovnic
(2.5) s redlnymi konstantami predpokldddme sériovy ndhradni odpor Rp, nulovy a jeho
hodnotu je nutné uréit jinak, napiiklad experimentalné.

Zjednoduseny elektricky nahradni obvod popisuje vlastnosti rezonatoru s dostatec-
nou piesnosti pouze v blizkosti rezonancni, resp. antirezonané¢ni frekvence. Kapacita Cy
zahrnujici prispévek kapacit ostatnich paralelnich vétvi uplného obvodu je frekvencné
zavisla. Protoze u keramickych rezonatort s vysokym koeficientem elektromechanické
vazby jsou rezonanéni a antirezonancni frekvence velmi vzdédleny, nemuze zjednoduseny
obvod popisovat chovdni v celém tomto rozsahu presné [22].

Pii ndvrhu ultrazvukovych prevodniku a kompozitnich struktur je nutné pouzit pres-
néjsi popis pomoci ndhradnich obvodu s rozprostfenymi parametry, které jsou spojitou
funkef frekvence [18], [21].
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Kapitola 3

Analytické modely

3.1 Prosté médy kmitu

Jednoduché (prosté) médy kmitu s prevazujicim pohybem pouze v jednom sméru
je mozné popsat pomoci jednorozmérnych aproximacnich rovnic. Rovnice jsou odvo-
zeny za predpokladu zjednoduseného stavu napjatosti v rezondtoru, a to jednoosé na-
pjatosti, rovinné napjatosti nebo rovinné deformace [67]. Vztahy (2.8) se redukuji na
jednorozmérnou vinovou rovnici, zavisejici pouze na jedné prostorové proménné a case.
Rezonanéni frekvence w (2.1) je piimo imérnd vlnovému ¢islu n a akusticka rychlost v,
je konstantni, tj. prostredi je nedisperzni.

Jednorozmérné rovnice jsou platné pro rezonatory, jejichz tvar priblizné vyhovuje
predpokladu zjednoduseného stavu napjatosti (napf. dlouhd ty¢ s malym prufezem,
tenkd rozlehd deska apod.). Napiiklad prosté radidlni kmity vznikaji pouze v nekonecné
tenkych kruhovych deskdch nebo v nekonecné dlouhych valcovych tycich. Radialni
kmity rezondtoru konecénych rozméru se vzdy vazi s dalsimi médy kmitu.

Pro kruhové piezokeramické rezonédtory rozlisujeme ¢tyti zakladni prosté mody kmitu,
a to podélné [68] a radidln{ [22] kmity tenké kruhové tyce a radidlni [69], [70] a tloustkové
[64] kmity tenké kruhové desky. Nize uvedené vztahy pro popis vlastniho kmitén{ a pa-
rametru elektrického ndhradniho obvodu vychézi z odvozeni provedeného v [8]. Prehled
zékladnich parametru prostych médu kruhovych rezondtoru je uveden v piiloze C.

3.1.1 Podélné kmity kruhové tyce

a) Reseni vlastnich kmita

Uvazujme pouze elastické napéti T3 a elektrické pole ptisobici ve sméru osy xs tyce

(obr. 3.1). Mechanické a elektrické veliciny zavisi pouze na soufadnici 3 a derivace
Gl o _

8:101 - 8902
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Obr. 3.1: Ty¢ kmitajici podélnymi kmity (b >> a)

Vychozi stavové rovnice

S3 = s T3 + dszEs,

. (3.1)
D3 = d33T3 + 33103
upravime do tvaru
d
T3 = *53 22 —FEs,
333 533 (3.2)
J .
Dy =28y +ely(1 - k%) E;s.
553

Po dosazeni za S3 a Es5 ziskdme s pomoci vztahu (2.6) a (2.7) pohybovou a elektrickou
rovnici

1 dss

U333+ — 90 33 = pliz, (3.3a)
833 833
d
s — <l = Kiy)p s = 0. (3.3b)
33

Z rovnice (3.3b) vyjddiime zavislost

1 k3,
$,33 = U3,33 3.4
’ d33 1-— k§3 ( )
jejiz dvoji integraci podle x3 ziskdme vztah pro elektricky potencidl
1 kl%)S jwt
Y = 3 us + (Lll'g + LQ) (& s (35)
dsz 1 — k3q

kde L1 a Lo jsou integracni konstanty.

Dosazenim derivace potencidlu ¢ 33 (3.4) do (3.3a) ziskdme vyslednou pohybovou
rovnici

1 .
—5 U333 = pliz (3.6)
Sq-
33
kde s%, = s%5(1 — k2,). Resenf hleddme ve tvaru harmonické funkce s amplitudou A

uz(x3,t) = Asin(nrs) e’ (3.7

24



Po dosazen{ do pohybové rovnice (3.6) ziskdme vztah pro vlastnf frekvenci

n 1
_ 3.8
£=oe\mp (3.8)
a akustickou rychlost
1
Vg =1 — - (3.9)
Pty
Vlnové ¢islo 7 musi spliiovat okrajové podminky na koncich tyce pro x3 = +b
1 d
T3 = —uz3+ %%3 =0, (3.10a)
833 833
1 k%B jwt jwt
p=—-— 5u3 + (£L1b+ Lo) e’ = g e’" . (3.10b)
ds3 1 — k34

Po dosazen{ fegen{ (3.7) do rovnice (3.10b) a vyloucen{ élenu e*! vypoéteme integraéni
konstanty

¥o 1 kg A
Ly=0 Li="——— — b 3.11
2 ) 1 b d33 1 _ k'?2)3 b Sln(n ) ) ( )

které dale dosadime do (3.10a) a ziskdme vztah

al b R 1 %o
. 1- k§3ncos(77b) 1 —32533 b sin(nb) | = —d33? : (3.12)

Nehomogenni rovnice (3.12) popisuje zavislost amplitudy kmitdni na budicim napéti.
Pii rezonanci bezeztriatového rezondtoru je amplituda oscilaci nekonecénd (A — o0)
a ¢len v hranaté zavorce musi byt roven nule. Po tipravé ziskame transcendentni rovnici
pron

_meb

te () = 127 (3.13)
33

b) Parametry elektrického ndhradniho obvodu

Smeér budiciho elektrického pole je rovnobézny se smérem Siteni akustické viny. Ve
sméru sifeni je konstantni elektrické posunuti Ds. Vyjadiime elektrické stavové velic¢iny

Dy = D3 e, Dz = konst.,

1 dss ) (3.14)
Ey=———"——|Ds— —u .
’ 5%3 (1 —k33) < ’ 53E3 >

Amplitudu posunuti A ziskdme dosazenim (3.7) do okrajové podminky (3.10a) s pomoc{
vztahu F3 = —p 3

dss  Dj

A=—22__72
el mcos(nb)

(3.15)
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Napéti na elektrodach vypocitame integraci intenzity elektrického pole
20D tg(nb
/ Eadzs = S - ( _ gz, tel )> (3.16)
€33 (1 —k33) nb

a posuvny proud ziskdme integraci casové zmény elektrického posunuti pfes plochu
elektrod A, = 7a?

= g / D3 dA = ij3Ae . (317)
ot s

Vysledna impedance rezonatoru ma tvar

U 1 2b tg(nb)
=== T (1K : 3.18
I jwegy (1 - ki) ma? ( nb (3.18)

ktery odpovidd vztahu (2.21).

Pii rezonanci bezeztratového rezondtoru je impedance nulova (Z = 0) a vlnové
¢islo i spliiuje transcendentn{ rovnici (3.13). Pfi antirezonanci je impedance nekoneénd
(Z — o0) a vlnové ¢islo n splituje rovnici

hm
Nab = 5 h liché. (3.19)

Parametry elektrického ndhradniho obvodu na obr. 2.4a ziskané rozvojem impedance

(3.18) maji tvar
2

Co = 5?3 ( k33) 7;(2

8Cyk?
Cl — 33
" sk, (3.20)
L = b2p33?23 .
2Co k35,

3.1.2 Tloustkové kmity kruhové desky
a) Reseni vlastnich kmiti

Uvazujeme pouze elastické napéti T3 a elektrické pole ptisobici ve sméru osy x3 disku
(obr. 3. 2) Mechanické a elektrické veliciny zdvisi pouze na soufadnici x3 a derivace

o _ —
6331 de 0

Do vychozich stavovych rovnic ve tvaru

T3 = c53S3 — e33E3, (3.21)
D3 = e3353 + 6353E3

dosadime za S3 a F5 a pomoci vztahu (2.6) a (2.7) ziskdme pohybovou a elektrickou
rovnici

Chyus 33 + €33,33 = plls (3.22a)

esgtiz 33 — 530,33 = 0. (3.22b)
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X3

@2a

2b NN

u
X4 3

Obr. 3.2: Kruhova deska kmitajici tloustkovymi kmity (a > b)

Z rovnice (3.22b) vyjadiime zavislost
€33
¥,33 = —g5 U3,33; (3.23)
€33
jejiz dvoji integraci podle x3 ziskame elektricky potencial
e .
Y= %’U,g + (Lyzs3 + Lo) et , (3.24)
€33
kde Li a Ly jsou integraéni konstanty. Po dosazeni za derivaci potencidlu ¢ 33 (3.23)
do rovnice (3.22a) obdrzime vyslednou pohybovou rovnici
D .
C33U3,33 = PU3 , (3.25)
kde c&) = c&, /(1 — k?). Reseni hleddme ve tvaru harmonické funkce s amplitudou A
uz(z3,t) = Asin(nzs) . (3.26)

Po dosazeni do pohybové rovnice (3.25) ziskdme vlastni frekvenci

D
n |C33

= —y /=2 3.27

f=5- ) (3.27)

a akustickou rychlost

C33
Vg = ] =2 . (3.28)
p

VInové ¢islo 7 musi spliiovat okrajové podminky na plochach desky pro x3 = +b

Ty = cfyu s + eszps =0, (3.29a)
w= %UB + (£L1b + L) e = g et (3.29b)
33

Po dosazen{ fesenf (3.26) do rovnice (3.29b) a vyloucen{ élenu e/ vypocteme integraéni
konstanty

L, =0, Ly = — — ——sin(nb), (3.30)
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které dédle dosadime do (3.29a) a ziskdme vztah

A . th . ~ €33%0
A Incos(nb) — —=sin(nb) | = ——5 . (3.31)

b csy b
Nehomogenni rovnice (3.31) popisuje zavislost amplitudy kmitédni na budicim napéti.
Pii rezonanci bezeztréatového rezondtoru je amplituda oscilaci nekonecnd (A — o)
a clen v hranaté zavorce musi byt roven nule. Po upravé vyjde transcendentni rovnice

pron

_ b
-

tg (1-b) (3.32)

b) Parametry elektrického ndhradniho obvodu

Smeér budiciho elektrického pole je rovnobézny se smérem Siteni akustické viny. Ve
sméru sifeni je konstantni elektrické posunuti D3. Vyjadiime elektrické stavové veli¢iny

D3 = 33 ej“’t, bg = kOIlSt.,
1 (3.33)
B3 = — (D3 — e33us,3) .
€33
Amplitudu posunuti A ziskdme dosazenim (3.26) do okrajové podminky (3.29a) s po-
moci vztahu Fs = —¢ 3

- €33 Ds
A= " —F—. 3.34

cBeSs mcos(nb) (3.34)

Napéti na elektrodach vypocéitame integraci intenzity elektrického pole
b
20D tg(nb
U:/ Esdzs = S3<1—k§ g(”)> (3.35)
—b €33 nb

a posuvny proud ziskame integraci casové zmény elektrického posunuti ptes plochu
elektrod A, = wa?

o
I= —/ D3 dA = jwDsA., . (3.36)
ot .

Vysledna impedance rezonatoru ma tvar

U1 2 te(nb)
Z=—= — (1-k 3.37
I jwess ma? < Eopgh )7 (3:37)

ktery odpovidd vztahu (2.21).

Pii rezonanci bezeztrétového rezondtoru je impedance nulovd (Z = 0) a vlnové
¢islo i spliiuje transcendentni rovnici (3.32). Pfi antirezonanci je impedance nekoneénd
(Z — o0) a vlnové ¢islo n splituje rovnici

h
Tab = 7” h liché. (3.38)
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Parametry elektrického ndhradniho obvodu na obr. 2.4a ziskané rozvojem impedance

urcené vztahem (3.37) maji tvar

2

™a
Co=efs——
0 = €33 ob
8Cok?
C/ _ t
b R2a2 g2
b%p
Ly =——.
h 20()]%26%

3.1.3 Radialni kmity kruhové tyce

a) Reseni vlastnich kmiti

(3.39)

Uvazujeme rovinnou deformaci v roviné x1 2o a elektrické pole pusobici ve sméru osy
x3 tyce (obr. 3.3). Elektrické pole v rovindch rovnobéznych s rovinou 1z je konstantni,

U
2b’
kde U je napéti ptilozené na elektrody.

E3 = —90’3 =

X4

AN

@2a @ IS

2b

v

X2 _—

Obr. 3.3: Ty¢ kmitajici radidlnimi kmity (b > a)

Stavové rovnice vyjddiené ve vélcovych souradnicich maji tvar [8]

E E Ur
TTT‘ = C11Urr + 0127 + €31¥.3,

u
B B Ur
Tho = crptr,r + i tesps,
Tro = Oa

'U/T S
D3 = ez (ur,r + 7) — €333

a pohybova rovnice pro posunuti u, je Besselova rovnice

Uy - Up\ .
- = PUy .
T

E
C11 (ur,rr +

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Obecnym fesenim pohybové rovnice je Besselova funkce 1. druhu a 1. fadu ve tvaru

up(r,t) = AJy(nr) elwt
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s amplitudou A. Po dosazeni do pohybové rovnice (3.42) ziskdme vztah pro vlastni

frekvenci
E
n o/
= —y/— 3.44
f=5- ; (3.44)

a akustickou rychlost

L (3.45)
p

Vlnové ¢islo 7 musi splitovat okrajovou podminku na obvodu tyce pro r = a

Uy U
Ty = cﬁum« + 011927 — 631% =0, (3.46)

kde v rezonanci bezeztriatového rezondtoru muzeme uvazovat napéti U nulové. Dosa-
zenim (3.43) do (3.46) ziskdme transcendentni rovnici pro vlnové éislo 7

JO(nTa) !
o ————- =1—0", 3.47
g Jl(nra) ( )
kde
o ah+ (b \
0 ="F — Ey2 (3' 8)
11 1—(o13)

b) Parametry elektrického ndhradniho obvodu

Smér budiciho elektrického pole je kolmy na smér sifeni akustické viny. Ve sméru
§iteni je konstantni elektrické pole Es5. Vyjadiime elektrické stavové veliciny

U . _
Ey=—p3=—, U=Ue"" U =konst.,

2 (3.49)
D3 =e (u + ﬁ) + €3, v
3 31 T r 33 2% -
Amplitudu posunut{ A ziskdme dosazenim (3.43) do okrajové podminky (3.46)
_ U 1
y (3.50)

¢ 2b nado(na) — (1 —o’) Ji(na)

Posuvny proud vypocitame integraci casové zmeény elektrického posunuti pfes plochu
elektrod A, = wa?

0
=2 pD,dAa=
mAﬁ3d

I O R By’ (1+0') Ji(na) (351
Ve, 1 — k2 nato(na) — (1 —o') Ji(na) )
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Vysledna admitance rezondtoru ma tvar

I 2 k2 1+0)J
Y = = = juels o <1+ 2 1+ o) Ji(na) ) (3.52)

U 1 — k2 nado(na) — (1 —o’) Ji(na)

ktery odpovidd vztahu (2.29).

Pii rezonanci bezeztratového rezondtoru je impedance nekoneénd (Y — o) a vinové
¢islo ) spliiuje transcendentni rovnici (3.47). Pii antirezonanci je velikost impedance
nulové (Y = 0) a vlnové ¢islo 7 spliuje rovnici

2
Jo(1aa) o k:;

1—0 —

= 1 . .
a0 Tr (1) 72 (140" (3.53)

Parametry elektrického nahradniho obvodu na obr. 2.4b ziskané rozvojem admitance
(3.52) maji tvar

2

™a

Co= 5537[) ;
2Cy (1+07) k2
Cn = 2\ 1— k2’
(a) = (1 (")) 1 =5 (3.54)
. a’p 1— k2 (mra)? = (1 - (0’)2)
b 2Coct, (1+0') k)2 (nra)? '

3.1.4 Radialni kmity kruhové desky

a) Reseni vlastnich kmita

Uvazujme rovinnou napjatost v roviné zjzs a elektrické pole pusobici ve sméru
osy w3 disku (obr. 3.4). Elektrické pole v rovindch rovnobéznych s rovinou zjxs je
konstantni,

U
By —py— —. 3.55
3 Y3 % ( )
kde U je napéti pfilozené na elektrody.
Stavové rovnice vyjddiené ve vdlcovych souradnicich maji tvar [8]
1 ok Uy d
Trr - —QUT,T + 12 2N . + E o E ©.3,
st (1 —(ok) ) st (1 — (k) ) roosn (1 - 012)
o 1 Uy d
Tog = ——2 o Urr t N . B - E) %3
sE (1 —(ok) ) st (1 —(ok) ) roost(1-of) (3.56)
Tro = Oa
d31 Uy T
D3 = (um—i— ) —eg3(1— ke,
st (1-o5) P
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2b 'A\ N

X2

X4

Obr. 3.4: Kruhové deska kmitajici radidlnimi kmity (a > b)

Pohybové rovnice pro posunuti u, je Besselova rovnice
Uy

1 ( Uy .

— Uy + —— — —) = pily . (3.57)
2 ’ 2

S (1- (05)) P

Jejim obecnym fesenim je Besselova funkce 1. druhu a 1. fadu ve tvaru
u,(r,t) = AJy(nr) el (3.58)

s amplitudou A. Po dosazeni{ do pohybové rovnice (3.57) ziskdme vztah pro vlastnf
frekvenci rezonatoru

n 1
f=— 5 (3.59)
27\ psti (1 (05)°)
a akustickou rychlost
1
Vg = N (3.60)
psf (1= (05)°)
Vlnové ¢éislo n musi spliovat okrajovou podminku na obvodu desky pro r = a
1 5 r d: U
Trr = r+ 12 “ 2 Oa (361)

U, — — — =
sk (1 — (0%)2) st (1 - (01E2)2) r 3{51 (1 - ‘7{32) 2b

kde v rezonanci bezeztratového rezonatoru muzeme uvazovat napéti U nulové. Dosa-
zenim (3.58) do (3.61) ziskdme transcendentni rovnici pro vlnové ¢islo 7

a JO(nra)

. =1-0oF. 3.62
77 J1 (777»&) 12 ( )

b) Parametry elektrického ndhradniho obvodu

Smeér budiciho elektrického pole je kolmy na smeér sifeni akustické viny. Ve sméru
§iteni je konstantni elektrické pole Es3. Vyjadiime elektrické stavové velic¢iny

U . _
Ey=—p3=—, U=Ue"", U =konst.,

20’
it " ; U (3.63)
Dy = ——"—+ (u,+— 3(1—Fk))—.
P B (- oh) (e 5) + B =)
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Amplitudu posunuti A ziskdme dosazenim (3.58) do okrajové podminky (3.61)

Ta !

(3.64)

Posuvny proud vypocitame integraci casové zmeény elektrického posunuti pfes plochu
elektrod A, = wa?

0
I = o /AE D3 dA =
3.65
wa? <1 . k:f, (1 + 0{32) J1(na) > ( )

= U ‘Tz 1_k2 a1
Jw 533( p) 2 1_14312) najo(na)—(l—Ul%) Ji(na)

Vyslednd admitance rezonatoru ma tvar

7 a2 2 (1 +0f3) Ji(na)
Y — - —; T ]_7]?27 1 p 12 ’ 3.66
g e (=) 5 ( TR nanma - (1- o) i ) &

ktery odpovida vztahu (2.29).

Pii rezonanci bezeztratového rezonatoru je impedance nekoneénd (Y — o) a vlnové
¢islo n spliiuje transcendentni rovnici (3.62). Pfi antirezonanci je velikost impedance
nulova (Y = 0) a vinové ¢islo i spliiuje rovnici

Jo(nea) 1—oE _ k:??
= 012 1

71 (1a0) g (o). (3.67)

Na

Parametry elektrického nahradniho obvodu na obr. 2.4b ziskané rozvojem admitance
(3.66) maji tvar

2

Ta
00:&'%—'3(1—k12))%,
2C (1+ o)) k2
Ch = 2 EN2) 1 — k2
(Ura) - (1 - (0'12) ) P (368)
I a?psti (1—ofy) 1 -k} (nra)? — (1 - (0{32)2)
" 2Cy k;% (nra)? .

3.2 Vazané médy kmitu

vvvvvv

nym pomeérem rozméru, kmity rezonatoru s nezanedbatelnymi vazbami vice médu, nebo
pti pozadavcich na vysokou pfesnost stanoveni rezonanéni frekvence a tvaru kmitu je
nutné pouzit pokrocilejsi zpusoby aproximace. Nejvice rozvinuté a nejcastéji aplikované
metody jsou zalozeny na teoriich vyssich r4du pro elastické a piezoelektrické desky [57],
[58], [71], [72].
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Aproximaéni teorie vyssich fddu puvodné pro izotropni elastické desky vznikla na
pocatku 50. let minulého stoleti na zakladé pozadavku Bell Telephone Laboratories,
vyznamného vyrobce kiemennych rezondtoru té doby [4]. Poprvé byla pouzita pro
analyzu vézanych ohybovych a tloustkové stiiznych kmitti AT kiemennych rezonatori
[73], [74], [75]. Zéakladn{ princip systematického odvozeni a ovéfeni platnosti rovnic
vyssich fadu byl postupné aplikovan do oblasti kmitu anizotropnich elastickych a pie-
zoelektrickych desek s ruznou symetrii. Problematice je vénovéna fada prispévku a pu-
blikaci, mezi nejvyznamnéjsi patii [29], [76], [77], [78] nebo [79].

Princip odvozeni aproximaécnich rovnic spo¢iva v rozvoji vybranych veli¢in do tfady
matematickych funkei. Vyjdeme z predpokladu piezoelektrické desky (obr. 2.1), jejiz
tloustka 2b je orientovdna ve sméru soufadnice x3 kolmé na jeji plochy.® Odvozeni
aproximacnich rovnic n-tého fadu zac¢ind nekoneé¢nym rozvojem posunuti a potencidlu
ve sméru tloustky desky

(o]
uj(x1, x2, x3,t) = Z u§»n) (@1, x2,t)Py(x3),

n=0

N (3.69)
p(x1,22,23,1) = Z @) (21, w9, 1) R (23) ,
n=0
(n)

J
posunuti a potencidlu n-tého fadu zavislé pouze na soutadnicich z;, xo a case t. Cleny

kde P,(z3) a R, (x3) jsou znamé bazové funkce, u'" a ™ jsou dvourozmérné slozky

ul (w1, w2, 1) Py (3) (3.70)

piedstavuji diléf rozlozeni amplitud posunuti n-tého fadu pfes tloustku desky a aproxi-
muji piesné modaln{ tvary prostych tloustkovych médi (viz obr. 2.2). Spojity priibéh
posunuti a potencidlu je nahrazen nekonetnym souctem diskrétnich prubéhu, které
nezavisi na tloustkové souradnici zs.

Jako bazové funkce P, (z3), resp. R, (x3) se podle typu aproximace pouzivaji moc-
ninné rada

Pp(x3) =z, (3.71a)

Legendrovy polynomy

_ ] 3.71b
Polws) = oot gm0 2T % (8.710)

nebo trigonometrické funkce

P, (xz3) = cos [n%r (1 - E)} , piipadné

o (3.71c¢)

e =2 (1-2)]
n(r3) = sin 5 A

Ruzné zpusoby odvozeni spolu s nejcastéjsimi aplikacemi jsou uvedeny v piehledové
publikaci [71].

3V literatufe se pro tloustkovou soufadnici obvykle voli osa z2. Vzhledem ke specifickému pifpadu
polarizace desky ve sméru tloustky [36] ji nahradime osou x3.
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Nejstarsim zptisobem aproximace bylo pouziti mocninné fady tloustkové souiadnice.
Odvozeni rovnic je velmi jednoduché, a proto je nejcastéji pouzivanym postupem pro
popis vézanych ohybovych a tloustkové stfiznych kmiti. Cleny druhého a vyssich
radu v nekonetném rozvoji vsak nejsou ortogonalni a dusledkem je nezddouci vazba
vyslednych pohybovych rovnic. Tato prekazka byla nejdiive odstranéna pouzitim Le-
gendrovych polynomu [29], které ale pro ¢leny tietiho a vyssich fadu vedou na kompli-
kované tvary pohybovych rovnic. Jako nejvhodnéjsi pro popis vysokofrekvenéich kmitu
desek se ukazuje rozvoj do rady trigonometrickych funkei [80].

Na obr. 3.5 je zndzornéna aproximace posunuti tloustkovych médii nekoneéné desky
pomoci nejnizsich ¢lenu mocninné fady a Legendrovych polynomu. Protoze je ndhrada
harmonického posunuti pouze ptibliznd, nelze tyto rozvoje pouzit pro vypocet rozlozeni
posunuti v prufezu desky. Vypocet je mozny pomoci rozvoju do fady trigonometrickych
funkei, které harmonické posunuti popisuji piesné (viz kap. 4.4).

X3/b x3/b X3/b
14 1 1A
0,5 0,5 0,5
0 T T u 0 u 0 u
A - 1 | 1
05 - 0,5 0,5 -
1 1 a1

Obr. 3.5: Porovnéni prubéhu posunut{ nejnizsich médu nekoneéné desky (¢ernd) s apro-
ximaci pomoci mocninné fady (modréd) a Lengendrovych polynomi (Gervend)

Nekonecné rozvoje (3.69) se dosadi do varia¢ni rovnice pro piezoelektrické konti-
nuum [10] a integruji se pres tloustku desky. Ziskdme tak dvourozmérné rovnice ne-
kone¢ného radu pro ug-n) a ¢ spolu s dvourozmérnymi okrajovymi podminkami. Pro
praktické pouziti se vhodné omezi pocet ¢lenu aproximaénich rovnic tak, aby obsa-
hovaly pouze mdédy posunuti potiebné k popisu kmitani ve studovaném frekvenénim
rozsahu. Vysledkem je soustava dvourozmérnych rovnic konec¢ného radu s konecnym
poctem stupnu volnosti, které popisuji nékolik vazanych médu rezonatoru v omezeném
frekvencénim pasmu. Nahrazuje soustavu tiirozmérnych rovnic (2.8) az (2.11) a jeji ana-
lytické feseni lze vyjadfit pfesné v uzavieném tvaru.

Po odvozeni dvourozmérnych aproximacnich rovnic je nutné porovnat jejich feseni
s FeSenim presnych ti{rozmérnych rovnic (2.8), coz je mozné pro piipad nekonecéné roz-
lehlé piezoelektrické desky. Tim se ovéri oblast platnosti aproximace (tzn. stanovi se
maximélni hodnoty frekvence a vlnového cisla, pro které maji vysledky akceptovatel-
nou odchylku od presné hodnoty). Vzhledem ke geometrické podobnosti rezondtoru
(viz obr. 1.1) se rovnice vyjadiuji v bezrozmérovém tvaru a vysledky se uvadéji v bez-
rozmeérovych proménnych [81].
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Reseni vazanych kmiti se obvykle zndzoriuje graficky ve formé frekvencnich spek-
ter, uvedenych napi. na obr. 4.1. Frekvencni spektrum je slozeno z frekvencnich krivek,
predstavujicich zavislost relativnich frekvenci 2 na poméru rozméru rezonatoru. Rela-
tivni hodnota 2 vyjadiuje pomér rezonancni frekvence w k frekvenci nejnizstho prostého
tloustkového kmitu nekoneéné rozlehlé desky wy,

Q=" (3.72)

Ws

Sestrojime-li ve spektru ve zvoleném bodé o = a/b vodorovné osy kolmici, vyznacuji
pruseciky této kolmice s frekvenénimi kiivkami relativni vlastni frekvence rezonatoru.
Hodnoty rezonancni frekvence odecteme na svislé ose. Souvislost teoretického a nameéte-
ného frekvencniho spektra rezonatoru je ziejma z obr. 5.4 a obr. 5.8.

Pro popis vazanych kmitu tenkych tzkych piezoelektrickych desek (pédski) se pouzi-
vaji jednorozmeérné aproximacné rovnice, odvozené z dvourozmérnych rovnic prumeéro-
vanim pies tloustkovou soufadnici [82], [83] nebo rozvojem do fady §fikové soutadnice
[84], [85]. Vysledné jednorozmeérné slozky mechanického posunuti a elektrického po-
tencialu n-tého radu jsou zavislé pouze na délkové souradnici a case.

3.2.1 ijlné piezoelektrické reseni

Pro popis vazanych kmiti kruhovych rezondtoru pouzijeme dvourozmérné apro-
ximacni rovnice podle Huanga et al. [36]. Odvozeny jsou na zékladé teorie druhého
radu pro piezoelektrické desky pomoci rozvoje posunuti a potencidlu do fady harmo-
nickych funkef [79]. Rozvoje (3.69) maji tvar

uj (21,72, 73, t) = _“ég)(mhfﬂza )3+ Zu (@1, x2,t) cos {% (1 - E)} ;

(1,29, 73,t) = Ug(t) + Uy(t) =4 Zgﬁ (21, x9,t) sin [%T (1 — ‘%‘3)} ,

(3.73)

kde funkce Uy a U; jsou urceny elektrickymi okrajovymi podminkami na elektrodéch
[86]. Dvourozmeérné slozky posunuti n-tého rddu pro n < 2 jsou znézornény na obr. 3.6.

Postup odvozeni analytického modelu provedeny ve valcovych soufadnicich je pomér-
né obsahly, a proto uvedeme pouze vysledné rovnice. Vypocet vyzaduje znalost uplné
elasto-piezo-dielektrické matice materialu.

Uvazujeme piezoelektrickou kruhovou desku s obecnym pomérem priiméru a tloustky
a = a/b (obr. 3.7). Deska je mechanicky volnd a na kruhovych plochéch jsou nane-
seny vodivé elektrody. Pii aproximaci druheho fadu jsou s potencidlem ¢(?) pfilozenym
na elektrody vazany radidlni kmity u tloustkove rozpinavé kmity uél) a symetrické
tloustkové stiizné kmity druhého Fadu us ) Vlastni tvary téchto kmitu, které nahrazuji

prosté tloustkové médy E, TSt a sTSh (obr. 2.2), jsou zndzornény na obr. 3.7.
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Obr. 3.6: Slozky posunuti n-tého fadu pro desku polarizovanou ve sméru g
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Obr. 3.7: Piezoelektrickd kruhova deska umisténd v soutfadném systému; radidlni u( )

tloustkové rozpinavé ugl) a symetrické tlougtkoveé stiizné ul? slozky kmitu

Vyslednice elastickych napéti a elektrického posunuti vyssich fada maji tvar

Ouy
£ = ( OV -uy) +2ck; gr > EHAVERH 2)+5c13u§,1)+ Zeie®,
@ _ @ @, sd  @o 0 25 a7 s e
ty =1y Voup + 2065 — — ¢ V- up, _%6137“63 TGy
r (3.74)
(1) (2)
1) _ (10ug 8 B, 8 dp
t o = Cir o )
r3 55 87’ 3b 55 r + 3 €15 a
8 oul? B
=2 _ T, @5 S 3 L
p st + 3 0 Hogp
kde
ug?) u( )e +ué )82,
5 5 (3.75)
v 76181‘1 +e281‘2

a e a ey jsou jednotkové vektory ve smérech os x1 a xs.
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Soustava vazanych dvourozmeérnych pohybovych rovnic je vyjadiena jako

2
Qng)VZ(V . ugg)) - cﬁ’v%v : ug)) + ECE@,VQ’UJéD + 631)V2

=2pV - u(o)

2 0 2 2 1
055)V2 bCISV u( )+ 3b(013 +4cky)V - U— s chyu u )+
8 1
+ ?615V2@(2 3b2 633<P(2) = PU:(s ),
(3.76)

(0))

2
PVAV - u) — VAV ) - (e 4 4l VR

3b
2
7;2 cs5V - u'? — E(egl) + 615)V2 =pV - u(2)
2) T (3 0 3 1y 2m 1
b (61(),1) + 615)V . ugq) - gegl)v . ( ) + 31 —e€] V2 ( ) @6331% )

2
™
— e Ve + ﬁgé%)@(z) =0.

Modifikované konstanty v rovnicich (3.74) a (3.76) jsou definovény pomoci vztahu

O _f, 982 cfggi e 26 (cﬁgfﬂ . c§5;§#> |
TS C34 2256w Cia Cs5
65\2; - CA“ 215442 C§3E03EM ’ Cg\?;z = L(;CEBECBE# )
s 033 5m C33 (377)
@ — o — 144 cfheis (3 _ 16 e
%52 (B N T 5p2 (B
(2) _ 144 e;3ej3
€ij 25m2 ok,

P11 predpokladu osové symetrickych kmitu kruhové desky predpokldddme feseni ve
tvaru stojatych vin
. 0) _ — Jwt
\Y ur bAljo(f’l”)
= Ay Jy(Er) eIt
1 . .
Vou = EA3JO(§T) e, (3.78)

(2) C5Es jwt
o' = =5 Aado(Er) e,
€33

B
kde A; jsou amplitudy. Konstanta 1/2% prizpusobuje velikost amplitudy jednotkdm
33

elektrického potencialu.
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Vlnové ¢islo € a frekvenci w vyjadiime ve tvaru pomérnych hodnot

— 2b w T |k
==, == kde wy = —4/ =2 . 3.79
f 5 e W s 2b p ( )
Pomérné vlnové &islo € piedstavuje prevraceny pomér poloviny vinové délky ve sméru
§ifeni vlny k tloustce desky 2b. € je pomér rezonanéni frekvence ke frekvenci prostého
tloustkového kmitu v roviné x;zs.

Dosazenim feseni (3.78) do pohybovych rovnic (3.76) a pouzitim vztahu (3.79)
ziskdme soustavu linearnich rovnic

Ay

D (2,) =0, (3.80)

kde matice koeficientti D (disperzni matice) m& tvar

~(0)=2 - =2 ~(3)=2 ~(3)=2
202 — 2051)5 —2¢13¢ 0(11)5 *7‘(6:(31)5
. 2 S(1)=2 . 2 . 2r /. =2
—2¢13 T (92 - Cé}r,)f - 033) 3 (C13+4) Y (6155 + 633)
2 2 2 2 2 (3.81)
595 3 (Gis+4)¢ Q% — Eﬁ)f -4 (515 + 55(321)) §
_ 2 /. 2 N N T /. =2 N
—6:(3?) —g ( 156 + 633) €15 + 6&21) 1 (Ellf +4€:(3?>
a pomeérné materialové konstanty jsou
(n)
6)\ _ Cfﬂ 6(”) _ C)‘U'
- T > A — T Ff
" 055 ® c5E5
i eix e (3.82)
CiN = —YFT—/———"> €N T T —/—/——" .
65?55??3 C%“?gz%
S (n)
9. e
w-F. -
€33 €33

Soustava (3.80) m4 netrividlni feSeni pro nenulovd A;, pokud je determinant disperzni
matice D roven nule,

det (D(2,8)) = 0. (3.83)

-2

Determinant je rovnici 4. fddu pro £ a pro zvolené 2 jsou fesenim vztahu (3.83) ¢tyfi
—92 —

hodnoty &;. Kazda ze zavislosti (2/¢; predstavuje aproximaci disperzniho vztahu (2.1)

pro dany méd.

Pomérna vinova cisla Ej musi vyhovovat okrajovym podminkam na obvodu desky

0 = ¢ = tg) —5@ =y pror=a. (3.84)
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Uplné Fesent vazanych kmitu je ddno linedrni kombinaci ¢tyf diléich stojatych vin

4
V-u Z%]B Jo(&5m) et (3.85a)
4
= 72 BjJo(&r) e, (3.85b)
j=1
4 .
Voup = b nyngon(gjr)eJ“’t, (3.85¢)
j=1
o =\ [ ZmB Jo(&r) ", (3.85d)
33 j=1

kde amplitudy B; jsou urceny okrajovymi podminkami a pomérné amplitudy ~x; mizeme
vypocitat z poméru subdeterminanti Dy (€2,¢;) jako

Vi y2s t vss Y4y = Di(Q,€5) - —D2(Q,6;) : D3(Q,€;) : —Da(,€;). (3.86)

Subdeterminanty Dy, vzniknou z matice D(€2, ZJ) napiiklad vynechdanim prvniho fadku

a k-tého sloupce. Slozky posunuti u? a ug ) yiskdme integraci (3.85a) a (3.85¢) podle r

4
Ji(&r) s
W=2m@¥ﬁéﬂ
J

j=1

: Ji(&m)
Z:: 5 ejwt.

(3.87)

Po dosazeni tiplného fesent (3.85) do okrajovych podminek (3.84) z{skdme soustavu
linedrnich rovnic

By
By

M (©,a) _0, (3.88)
Bs

By
kde j-ty sloupec matice koeficientu M (matice okrajovych podminek) ma tvar
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™
]\4-1‘7 _ (2051)041] + 20130[2J —_ cﬁ)agj + 7T€§:)31)Oé4j) JO <§J 2 ) B

n(&50)
T >

ig®

2
M, = (0521)@3; - Cﬁ)aly - 30130‘21 - 7”3551 0‘43) Jo (5 ) ) B

— 4666a1j

— T
J1 (fj*@)
N 3.89
- 2066043j,7772, (3.89)
50{
T
J —
3. -2 4 1. =2\ Y\ )
Ms; = <Scé5)a2j§j - ﬁa?,j + 7r6150643‘53') %7
5;‘504
~ T
Jil€iza
8 . =2 . =2 4 1( J )
M4j = (—3615a2j§j + 511044j§j + 615043j) %
T T o
79

Soustava (3.88) ma netrivialn{ FeSenf pro nenulové Bj;, pokud je determinant matice
okrajovych podminek M roven nule,

det (M(Q,a)) =0. (3.90)

Tato zavislost predstavuje frekvenéni rovnici, jejiz koreny urcuji vlastni pomérnou frek-
venci kruhového rezondtoru 2 jako funkci poméru jeho rozmeéru « = a/b.

Rovnice (3.83) a (3.90) tvorf iplny systém aproximacnich vztaht pro popis vdzanych
kmitu kruhového rezonétoru.

Vypocet frekvenéniho spektra kmitt (tj. zavislosti rezonanéni frekvence €2 na pomeéru
rozméru «) spocéiva v cyklickém hleddni hodnot Q, které soucasné vyhovuji obéma rov-
nicim (3.83) a (3.90). Pro pevné a volime proménnou 2 ve vhodném intervalu (21, Qs)
s krokem AQ. Dané Q; dosadime do disperzni rovnice (3.83), vypocteme vlnova ¢isla
¢, a ty dosadime do matice (3.89). Hodnotu €; postupné iterujeme (napf. metodou
pulen{ intervalu) tak, az je s pozadovanou piesnosti splnéna rovnice (3.90) a 2; je pak
rezonanéni frekvenci. Takto postupujeme v celém intervalu frekvenci (€21, s). Vypocet
opakujeme pro dalsi hodnotu « ve zvoleném rozsahu rozméri. Alternativné lze pii
vypoctu zvolit pevné € a iterovat hodnotu a.

Pri praktickych vypoctech byla zjisténa odchylka ve stanoveni vlastnich frekvenci
nejnizsich médu pomoci jednorozmeérnych aproximacnich rovnic a dvourozmérné aproxi-
mace (3.83), (3.90). Rozdil je mozné porovnat napi. pomoci akustické rychlosti radiél-
nich kmiti kruhové desky. Upravou vztahu (3.60) pro akustickou rychlost prostych
kmitu ziskame

va(Ry) = \/[1) (c{fl - (Ccf;jlf) . (3.91)
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Akustickou rychlost radidlnich kmitt vyjadfenou pomoci dvourozmérné aproximace sta-
novime z rovnice (3.83) za podminky malych frekvenci a velkych vlnovych délek (€2 < 1,
¢ < 1) pii zanedbani piezoelektrickych a dielektrickych ¢lenu. Po vpravé vyjde

N T
UG<R2) = \/p ( 15 ) > a(R1)~ (392)

1 gr2 ek

U piezoelektrické keramiky BaTiOs ¢ini odchylka mezi hodnotami akustické rychlosti
piiblizné 1,1 %, u keramiky NCE51 pak 4,9 %. Podobné rozdily lze zaznamenat také
u podélnych kmitu tyce.

3.2.2 Elastické reSeni

Pro vypocet frekvenéniho spektra lze pouzit také aproximacni rovnice odvozené
pro izotropni elastické kruhové desky [30]. Tento postup je vhodny v piipadech, kdy
neni znama uplnd matice materidlovych konstant pouzité piezoelektrické keramiky.
Vstupnimi parametry modelu jsou pouze Youngiv modul pruznosti E = 1/s1, Poisso-
novo ¢islo o a hustota p.

Rozvoj posunuti (3.69) ma tvar
uj(x1, x2,x3,1) = Z u§n) (x1,22,t) Pp(x3), (3.93)
n=0

kde funkce P, (z3) jsou Legendrovy polynomy definované vztahem (3.71b).

Uvazujme kruhovou izotropni desku s obecnym pomérem o = a/b. Mechanicky volnd
deska kmita vazanymi radialni kmity ugo), tloustkové rozpinavymi kmity ugl) a symet-
rickymi tloustkové stfiznymi kmity druhého Fadu u? (obr. 3.8). Odvozen{ analytickych
rovnic je podobné jako v predchozim piipadé iplného piezoelektrického feseni. Dale
proto uvedeme pouze vysledné tvary disperzni matice a matice okrajovych podminek.
Vinové ¢islo € a frekvenci w vyjaddiujeme v obvyklém pomérném tvaru (3.79), kde

T [u E

ws = op rL w= S0+ 0F) (Lamého konstanta). (3.94)

Vysledné disperzni matice Dg odpovidajici soustavé pohybovych rovnic mé tvar

_ 2 2_9)_
l€2 52 _ QQ k1 ('% ) £ 0
T
2
21 (+* — 2) 3 ’L%EQ 4 S G 25 ¢ , (3.95)
T 3 2 3 T
0 _%g E’gg 1263 K2 02
5 2 5
ve kterém vystupuji elastické konstanty
2(1 —oF 2
oo 2UZ) 2 (3.96)

1—20F " T 1-0oF
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a korekéni soucinitele

Ko 1 V12 V15

Kl=——, Kyo=—, K3=Ki—, Ki=FKo—, (3.97)
s T

kde pomocné proménné pq, ps jsou

48 (k2 —4)

9 T
p1 = g [w(n —1)+4/fcotg<m§)},

2 (3.98)
P2 = e —51/;(52 ) [pl M % (5 =4) (g - %tg (:))] '

X3

X2
x, 9 r ) ) @
u, us u,
Obr. 3.8: Elastickd kruhova deska umisténd v soufadném systému; radidlni uﬁo),
tloustkové rozpinavé ugl) a symetrické tloustkové stiizné ug?) slozky kmitu

Netrividlni feseni soustavy pohybovych rovnic ziskdme v ptipadé, je-li determinant
disperzni matice Dg roven nule,

det (Dg(2,€)) = 0. (3.99)

. . C e o =2 P . v w s .
Determinant je rovnici tiettho fadu pro & a pro zvolené Q jsou fesenim rovnice (3.99)
. -2
tri hodnoty §;.

Matice Mg vychazi z podminky mechanicky volného okraje desky a jeji j-ty sloupec

ma tvar
201 _E\,2 B -
ME%{ 2152;%04)2_);) o3 <(£J2a)2_7)J1(€jga)’ (3.100)
o= T e [0 9(630) -85 a(e 50
72
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kde pomocné proménné v2, 62 jsou

a0\’ w2
P =(550) . P =Tsat 1-o) (@2 -4), (101

Soustava okrajovych podminek m& netrividlni feSeni, je-li determinant matice Mg
roven nule,

det (Mg(Q, @) = 0. (3.102)

Tato zavislost predstavuje frekvenéni rovnici, jejiz kofeny urcuji vlastni pomérnou frek-
venci kruhové desky € jako funkci pomeéru jejich rozmeéra o = a/b.

Rovnice (3.99) a (3.102) tvoii tplny systém aproximaénich vztaht pro popis vlastnich
vazanych kmitu kruhové izotropni elastické desky.

Protoze ma piezoelektrickd keramika rozd{lnd Poissonova éisla off a of;, je nutné
volit efektivni hodnotu o¥ mezi témito dvéma hodnotami. Napi. v praci [87] bylo mo-
delovéno frekvenénf spektrum keramiky PCM40 (of;, = 0,30 a o5 = 0,42) s viypoctovou
hodnotou o = 0,35. Velikost o byla pii opakovanych vypoétech postupné upiesiova-
na tak, aby teoretické kiivky co nejlépe aproximovaly naméfené hodnoty na nizkych
frekvencich a v blizkosti teoretické zdkladni tloustkové rezonance.

Na obr. 3.9 jsou zndzornéna frekvenéni spektra keramiky NCE40 (ekvivalentn{ kera-
mice PCM40) vypoctend pomoci elastického modelu (3.99), (3.102) a tiplného piezoelek-
trického modelu (3.83), (3.90) a jejich porovnani s namérenymi hodnotami [87]. V di-
agramu jsou rezonané¢ni frekvence vyneseny ve tvaru frekvenéni konstanty N vztazené
na tloustku desky 2b. Presnost elastického feseni je postacujici pro nizké frekvence,
s rostouci frekvenci 2 a pro mensi poméry « presnost vysledku klesa.
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Kapitola 4

Spektralni vlastnosti

Pod pojmem spektralni vlastnosti rozumime zdvislost modalnich parametru re-
zondtoru (rezonan¢ni frekvence, tvar kmitu a modalni tlumeni) na poméru rozméru
a = a/b [88]. Pii jejich studiu pouzijeme vypoctové modely uvedené v piedchozi ka-
pitole. Analytické rovnice jsou odvozeny za predpokladu zanedbani ztrat v rezonatoru
a neuvazuji vliv modélnfho tlumeni (¢initel jakosti @ — o0). Déle se proto omezime
pouze na rezonancni frekvence a pomérné tvary kmitu.

Moddélni parametry jsou vyrazné ovlivnény disperznim charakterem prostiedi v re-
zonatoru a zavislosti jednotlivych vinovych ¢isel na frekvenci. V této kapitole nejprve
porovname jednorozmérné a dvojrozmérné aproximaéni modely kmitdni a stanovime
rozsah jejich platnosti. Dédle popiSeme disperzni zavislost urc¢ujici chovani vlnovych ¢isel,
prubéh frekvencniho spektra a zakladni skupiny tvaru kmitu.

Teoretické zavislosti jsou uvedeny pomoci pitkladu pro keramiku BaTiOg3 a tvrdou
a mékkou PZT keramiku Noliac NCE40 a NCE51. Materidlové konstanty pouzité pro
vypocet obsahuje piiloha D.

Vyznamnymi frekvencemi ve spektru jsou mezni frekvence prostych tloustkovych
médu nekoneéné desky TSt a sTSh. Jejich pomérné hodnoty vypocétené s pouzitim
vztahu (2.2) a (3.79) jsou

2 fc
QTSt — 77b - 33 )
ck (4.1)
Qgtsh = 2,

kde pomérné vinové ¢islo nb ziskdme fesenim rovnice (3.32).

Frekvence prostého tloustkové rozpinavého médu nekoneéné desky TSt je shodna
s frekvenci prostého tloustkového médu kruhové desky TE, protoze oba pifpady vyché-
zeji ze stejného piedpokladu jednoosé napjatosti ve sméru tloustky.

Charakter disperzni zavislosti a tim i prubéh frekvenéniho spektra je vyrazné ovlivnén
pomérem meznich frekvenci Q gy a Qgrgn, ktery lze vyjadrit z poméru materidlovych
konstant. Pro izotropni elastické desky odpovidd kriticky pomér Qrsi/Qsrsn = 1
meznimu Poissonovu é&islu o = 1/3 [29]. V pifpadé piezoelektrickych desek buzenych
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elektrickym polem je kriticky pomér vyjadfen rovnici

Qrst nb C?g
el e g 4.2
Qersn 7\ & (4.2)

4.1 Porovnani vypoctovych modelia

Na obr. 4.1 je na piikladu kruhovych rezonatoru z BaTiO3 zndzornéno porovnéni
frekvenc¢nich kfivek, vypoctenych pomoci jednorozmérnych aproximacnich rovnic odvo-
zenych v kapitole 3.1, s tplnym frekven¢nim spektrem uré¢enym Fesenim rovnic (3.83)
a (3.90). Vsechny frekvence jsou vyjadreny shodné v normalizovaném tvaru €.

vy

kiivky jsou pro nézornost ¢islovdany. Frekvenéni kiivky prostych médu kmitu maji mod-
rou barvu a jsou oznaceny

L1 - zdkladni podélny mdd tyce, vypocteno pomoci vztahu (3.8) a (3.13),
TE - zdkladni tloustkovy méd kruhové desky, vztahy (3.27) a (3.32),

R’1 - zdkladni radidlni méd tyce, vztahy (3.44) a (3.47),

Rn - n-té ndsobky radidlniho médu kruhové desky, vztahy (3.59) a (3.62).

Modely prostych médu kmitu dostateéné aproximuji pouze kmitani rezonatoru, je-
jichz rozmeéry jsou blizké limitnim tvarum (srovnej obr. 1.2 a 4.1). V tdplném spektru
se vyskytuje velké mnozstvi dalsich médi, jejichz vlnova ¢isla jsou v urc¢itém poméru
k rozmérum kruhového rezonatoru a u kterych nelze zanedbat prostorovy stav napja-

Frekvenéni kiivky prostych radidlnich médu Rn velmi dobte aproximuji radidlni
kmity kruhovych desek s vyssim pomérem «. S klesajicim « se projevuje disperze vinéni
a snizuje se jeho fazova rychlost. Jednorozmérny model neuvazuje vliv tloustky na
$iteni vlnéni, predpoklada vinovou délku A > 2b, a proto jeho presnost postupné klesa.
Disperze se projevuje difve u vyssich radidlnich médu, které maji mensi pomér vlnové
délky vzhledem k tloustce desky.

Frekvence zdkladniho tloustkového kmitu kruhové desky se pro vyssi poméry o
blizi frekvenci prostého tloustkového kmitu TE. Podrobnéjs rozbor spektra v okoli
tloustkové rezonance je proveden v kap. 5.3.

pepoys

blizi k frekvenci zdkladniho podélného médu L1. Podobné sméfuje druhd frekvenéni
kiivka ke 3. ndsobku podélného médu L3 a treti kiivka k 5. ndsobku podélného médu
L5 [89].

Radidlni médy R’ se vyskytuji u tenkych tyéi a odpovidaji jim vysoké hodnoty
pomérné frekvence 2, kterd jiz lezi mimo rozsah platnosti pouzité dvourozmérné apro-
ximace. V uvedeném frekvencénim rozsahu proto nelze kfivku R’ porovnat s frekvenénimi
kiivkami uplného spektra.
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Maximélni pomérné frekvence €2, pro kterou je tplné frekvencéni spektrum vypoctené
pomoci aproximaénich rovnic n-tého fadu platné s akceptovatelnou toleranci, se stano-
vuje porovnanim disperznich kiivek ur¢enych fesenim pfesnych a aproximacnich pohy-
bovych rovnic. Pro materidly s nizkym koeficientem elektromechanické vazby se v lite-
rature obecné udava rozsah platnosti 0 < Q < n 4 1/2 [77]. U piezokeramickych ma-
teridli jsou rovnice platné do okoli nejvyssiho uvazovaného médu (€ psy nebo Qgrsh)
[79] s odchylkou vypoctenych a namérenych hodnot v fddu jednotek procent [36]. Pro
zvysen{ frekvenéniho rozsahu by bylo nutné pouzit aproximaci 4. rddu a v rozvoji (3.73)
uvazovat také slozky posunuti u:(f’) a uffl), které odpovidaji tloustkové rozpinavému
médu 3. fFddu TSt3 a tloustkoveé stiiznému médu 4. f4du TSh4. Pro kruhové rezonatory
s malym pomérem « lze také pouzit nékterou z teorii vyssich radu pro roztazné kmity
tycd [32], [39] nebo [90].

4.2 Disperzni zavislost

Zavislost vinovych ¢éisel na frekvenci (disperzni zdvislost) urcuje, jaké médy kmitu
budou v dané frekvencni oblasti vybuzeny a jaky bude jejich vysledny tvar, slozeny
z prispévku diléich vinéni. Proto je nejdiive nutné se podrobné seznamit s chovanim
kofenu disperzni rovnice.

Disperzni rovnice (3.83) je kubickd rovnice pro Q2 a kvarticka pro 22. Rezonanéni
frekvence je vzdy realna a kladna a pro zvolené € jsou feSenim disperzni rovnice dvé
¢tvefice pomérnych vinovych éisel +€,,i = 1 az 4. Vlnova &isla mohou byt obecné realn,
komplexni nebo ryze imaginarni a popisuji ¢tyti slozky elektroelastického vlnéni v ne-
kone¢né rozlehlé desce. Pokud soucasné vyhovuji okrajovym podminkam na hranicich
desky, vznikd v rezondtoru stojaté vlnéni a zvolend hodnota §2 je rezonancni frekvenci.
Resen{ disperzni rovnice v definovaném rozsahu frekvenci vyjadiujeme graficky ve formé
disperznich kiivek.

Charakter disperzni zavislosti zdvisi na poméru meznich frekvenci prostych moédu
Q st /Qsrsh. Rozdil si ukédzeme na prikladu piezoelektrické keramiky BaTiO3 (obr. 4.2,
Qrst < Qsrsn) a NCES1L (obr. 4.3, Qrst > Qgrsh)-

Disperzni zavislost obsahuje ¢tyti disperzni kiivky pro étyii vinova éisla &;, kterd
odpovidaji vychozim médam E, TSt a sTSh a elektrickému poli (). Zobrazené kiivky
nejsou jediné, dalsi feSeni disperzni rovnice znédzornime zrcadlenim kiivek podle rovin
(Reé =0, Q) a (Im& = 0, Q). Hodnotu normalizované fizové rychlosti /¢ pifslugné
viny pri zvolené frekvenci ode¢teme ze smérnice piimky, spojujici odpovidajici bod
na kfivce s pocatkem grafu.

Nejdrive popiSeme disperzni zavislost pro piipad Q1s¢ < Q2grsh na obr. 4.2. Prubéh
disperznich kiivek je vymezen tfemi meznimi frekvencemi 2%, Q st a Qgrsh-

cvvs

z pocatku. Vlnové ¢islo je pro vSechny frekvence redlné a vzhledem k ostatnim
médum postupuje deskou nejpomalejsi rychlosti. U kruhovych disku fesenych ve
valcovych souradnicich odpovida podélny méd E radidlnimu médu.

e Vlnové éislo pifslugejici elektrickému poli ®) m4 ve spektru vzdy ryze imagindrni
hodnotu.
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e Charakter se vlnovych ¢isel médu TSt a sT'Sh se v zavislosti na frekvenci méni:

1) Pro nizké frekvence 2 < Q* jsou vlnova ¢isla T'St a sTSh komplexné sdruzena.

2) Pii frekvenci Q* je jejich imagindrni ¢dst nulovd a dosahuji minimdlni redlné

hodnoty.

3) V intervalu Q* < Q < Q gt jsou obé vinova cisla redlnd.

4) Pro Qpge < Q < Qgrsn je vinové éislo TSt redlné, zatimco ¢islo sTSh je ryze

imaginarni a prochazi tzv. imaginarni smyckou.

5) Po prekroceni mezni frekvence 2 ¢pgy, jsou obé vinova ¢isla realnd.

Prubéh disperzni zavislosti pro piipad Qrsy > Qgpsy na obr. 4.3 je analogicky.
Dochézi pouze k zaméné poradi meznich frekvenci Q gy a Qgrsn a k zdméné disperznich
vétvi pro vinova ¢isla médu TSt a sTSh.

Pro limitn{ pfipad rezondtoru s materidlovymi parametry vyhovujicimi rovnici (4.2),
ktery pro piezoelektrickou keramiku zatim nebyl v literatute studovan, by se obé mezni
frekvence Q gy = Qgrgn sloucily v jednu a z prubéhu disperznich kiivek by vymizela
imagindrni smycka.

—

Im &

Obr. 4.2: Disperzni kiivky nekonecné desky z BaTiOg, Q" = 1,7447 a Q psy = 1,8489
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Obr. 4.3: Disperzni kiivky nekonecné desky z NCE51, Q* = 1,9907 a Q sy = 2,4954

4.3 Frekvencni spektrum

Vlnové é&isla € vyhovujici okrajovym podminkdm (3.90) na obvodu kruhového re-
zonatoru definuji rezonanéni frekvence €2 pro zvoleny pomeér rozméru «. Vysledné feseni
pak tvori frekvencéni spektrum rezonatoru slozené z jednotlivych frekvenénich kiivek.

Pii studiu frekvenéniho spektra hovorime o vazbé médu kmitu. Termin vazba uzivame
ve dvou odlisnych vyznamech:

a) Vzijemnd vazba mdéda kmitu ve smyslu vazby nékolika elektroelastickych vin.
Vychylky jednotlivych vin jsou vézané elasticky (pfes elasticky modul ¢y,) a v urcitych
frekvencnich oblastech muze byt jejich vazba zesilena vlivem okrajovych podminek.
Na obr. 4.4 je schématicky zndzornén vliv vazby radidlnich médu (R) s tloustkovymi
(T) na prubéh frekvenéniho spektra. Frekvence radidlnich médu jsou nepiimo dmeérné
pruméru desky 2a a ve zobrazen{ («) jim odpovidaji klesajici frekvenéni kiivky. Frek-
vence tloustkovych médu jsou nepifmo imérné tloustee 2b a jejich frekvenéni kiivky jsou
piimky rovnobézné s vodorovnou osou. Tenké ¢ary na obrazku predstavuji spektrum
téchto médu pro teoreticky piipad, ve kterém by se §itily nezavisle a nebyly vzajemné
vazény. Vlivem vazby se frekvenéni kiivky radidlnich kmiti deformuji a vznikaji cha-
rakteristické vodorovné tiseky oznacované jako terasovity (terrace-like) prubéh. Cim je
vazba s tloustkovym médem silngjsi, tim jsou ve spektru vodorovné tiseky vyraznéjsi.

b) Vazba mdédu kmitu s elektrickym polem ve smyslu vybuditelnosti vlastniho
kmitu o frekvenci €2 pomoci elektrického pole. Vychylka vilny je vazana piezoelektricky
s elektrickym potencidlem (pfes piezoelektricky modul e;y). Pro médy vézané s elek-
trickym polem je ¢asto pouzivan termin piezoelektricky aktivni mdéd. Velikost vazby
popisuje koeficient elektromechanické vazby k.
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Obr. 4.4: Schématické zndzornén{ vlivu vazby radidlnich (R) a tloustkovych (T) médi
na tvar frekvenéniho spektra

Vazba mdédu kruhovych rezondtoru je ziejmd z tvaru pohybovych rovnic (3.76).
Naézorneé ji lze také pozorovat z charakteru posunuti v jednotlivych tvarech kmitu. Pro
vypocet elektromechanické vazby v iplném frekvenénim spektru kruhovych rezonatoru
zatim nebyl odvozen potfebny obecny analyticky model, a tak se tato hodnota obvykle
urcuje experimentalné nebo numericky pomoci metody koneénych prvku.

Podobné jako u disperznich kiivek je prubéh frekvencniho spektra zavisly na pomeéru
meznich frekvenci prostych tloustkovych méda Q ts; a Q ¢rsn. Oba pifpady frekvenénich
spekter odpovidajici disperznim zavislostem na obr. 4.2 a 4.3 jsou zobrazeny na obr. 4.5
a 4.6.

Nejdiive popiseme prubéh frekvenéniho spektra pro piipad Qrgy < Qgrsn, ktery je
pro kruhovou desku z BaTiO3 znézornén na obr. 4.5. Stejné jako u disperznich zavislosti
je tento prubéh vymezen nékolika meznimi frekvencemi.

cv s

vyS§Si ndsobky (tvar kmitu je zndzornén na obr. 4.8a). Zakladn{ radidln{ méd disku
R1 prechazi pro malé hodnoty « postupné do zdkladniho podélného médu tyce L1.

2) Pii frekvenci Q = Q. ~ 1,5 se objevuji vodorovné terasovité useky, ve kterych
rezonan¢ni frekvence prilis nezavisi na poméru a. V této oblasti se vyskytuji hranové
mody, charakterizované nejvétsi vychylkou na okraji disku, postupné se zmensujici
smérem k jeho stfedu [23]. Tvar kmitu je zndzornén na obr. 4.8b. Hranové médy
vznikaji v dusledku vazby radidlnich médu s vyssimi médy TSt a sTSh, které maji
v této oblasti komplexni vlnova ¢isla. Pro hranové médy kmitajici v okoli frekvence
Q. zatim nebyl publikovan analyticky vypocetni model.

3) Ve frekvencni oblasti 2. < Q < Q* jsou ve spektru zastoupeny pouze radidlni médy.
Jejich vazba s elektrickym polem je obvykle slabd [42].

4) Pii frekvenci 2* (vlnovd ¢isla médu TSt a sTSh maji minimdlni redlnou hod-
notu) vznikd dals{ terasovitd ¢ast spektra, omezend shora meznf frekvenci prostého
tloustkového médu Qg V pasmu QF < Q < Qg se vyskytuje fada slabych
rezonanci, vzniklych dusledkem vazby radialnich médu s neharmonickymi nésobky
médu TSt a sTSh majicich redlnd vinova ¢isla. S rostoucim « jsou tyto médy stéle
vice tlumené a dominantnim médem zUstéva silnd tloustkova rezonance v blizkosti

frekvence Qs [33], [42].

5) V blizkosti mezni frekvence prostého tloustkového médu nekoneéné desky Qg se
vyskytuje zakladni tloustkové rozpinavy méd kruhového rezondtoru, jehoz frekvence
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se pro tenké disky (a > 1) limitné shora bl{z{ hodnoté 2 rg;. Tvar kmitu tloustkové
rozpinavého médu je uveden na obr. 4.8e.

6) Ve frekvenén{ oblasti Q > Qg nad tloustkovou rezonanci se vyskytuji vysoko-
frekvenéni radidlni médy vézané s vyssimi médy TSt a sTSh. Priklad tvaru kmitu
je znazornén na obr. 4.8d.

7) Dalsi terasovity prubéh spektra se pro vyssi pomeéry « objevuje v blizkosti mezni
frekvence 2 ¢1gh. Vazané kmity maji v této oblasti charakteristicky tloustkové stiizny
tvar znazornény na obr. 4.8c. Vazba téchto maédu s elektrickym polem je obvykle
slaba.

Ve druhém piipadé Qrge > Qgrsp ma frekvenéni spektrum pribéh zndzornény
na obr. 4.6 pro kruhovou desku z NCE51. V oblasti nizkych frekvenci je charakter
spektra stejny. V okoli 2. &~ 1,5 se také objevuje terasovity prubéh odpovidajici vyskytu
hranovych médu. Dalsi terasovitd ¢dst spektra vznika pii frekvenci 2%, na rozdil od
prvniho pfipadu ale neni shora ohrani¢ena mezni frekvenci prostého tloustkové stiizného
médu Qgrsp? a s rostoucim pomérem o ve spektru piibyva poéet ,teras“. V blizkosti
frekvence Q1g; dochazi k silné vazbé radialnich médi s tloustkovymi a vznika dalsi
terasovity prubéh. Pro tenké disky (> 1) se spodni ¢dst terasovitého spektra limitné
shora blizi hodnoté Qg;. Okoli tloustkové rozpinavého médu je pro vyssi poméry o
detailné znédzornéno na obr. 5.6.

V nizkofrekvenéni oblasti maji realné vinové ¢islo pouze podélné médy typu E a ve
spektru prevldadd podélny (radidlni) charakter kmitu. Po prekroceni meznich frekvenci
Q*, Qrsg, resp. Qgrsn se zaéinaji deskou volné §ifit také vysokofrekvenéni tloustkové
mody typu TSt a sTSh a jejich neharmonické nasobky, které se vSechny vazi s nizkofrek-
venénimi podélnymi médy. Dusledkem je zvySeni poctu moédu ve spektru, patrné na
obr. 4.5 a 4.6 jako zvySeni hustoty frekvenc¢nich kiivek nad meznimi frekvencemi.

Existence komplexnich vétvi v disperznim spektru na obr. 4.2 a 4.3 zpusobuje, ze
vlnova ¢éisla médit TSt a sTSh maji redlné minimum pii své nenulové hodnoté £ # 0
a terasovité spektrum vznika jiz pii frekvenci Q*. To je vyznamny rozdil proti vinovym
¢islim vdzanych ohybovych a tloustkové stiiznych kmitu desek [91], [92], které maji
redlné minimum vizdy pfi meznich kmitoétech prostych tloustkovych médi, kde je vl-

nové ¢islo nulové (£ = 0) a pii kterych vznikd terasovité spektrum.

Obecny charakter frekvencniho spektra uvedeny pro oba piipady Qrst 2 Qsrsn
je platny pro vSechny kruhové piezokeramické rezonatory. Skutecny prubéh a veli-
kost vazeb mezi diléimi mody zavisi na vlastnostech pouzitého materidlu. Napiiklad
u rezondtoru z keramiky NCES51 (obr. 4.6) se ukazuje slabsi vazba radidlnich médua
s tloustkovymi v oblasti frekvence hranovych médi. Patrné je to z méné vyrazného te-
rasovitého spektra v blizkosti 2. ~ 1,5 v porovnani se spektrem rezonatoru z BaTiO3.
Rozdil je ztejmy také z porovnani tvartu kmitu na obr. 4.9, kde je patrna vyraznéjsi
deformace na okraji disku pro material BaTiOs.

Ve frekvenénim spektru se vedle zakladnich méda blizkych prostym kmitam kru-
hovych rezonatoru vyskytuje velké mnozstvi dalsich médu. Tyto médy maji ruzné vel-
kou elektromechanickou vazbu a ruzné modalni tlumeni. Pouze nékteré z médu kmitu
maji prakticky vyznam pro redlné pouziti.

4V piikladovém piipadé NCE51 je frekvence Q* blizkd Qg a na diagramu je nelze rozlisit.
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Obr. 4.5: Frekvenén{ spektrum kruhovych rezondtoru z BaTiOs (Q sy < QsTsn),
OF =1,7447 a Qpgy = 1,8489
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Obr. 4.6: Frekvenéni spektrum kruhovych rezondtoru z NCE51 (Q27gt > Qgrsh),
Q* =1,9907 a Qs = 2,4954
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4.4 Tvary kmitu

Mody kruhovych rezondtoru vyskytujici se ve frekvenénim spektru muzeme podle
charakteristického tvaru kmitu rozdélit do péti zdkladnich skupin na radidlni (v lite-
ratufe oznacované R-mode), hranové (E-mode nebo Eg-mode), tloustkové stiizné (TS-
mode), tloustkové rozpinavé (TE-mode) a vysokofrekvenéni radidlni médy (A-mode)
[33], [44].

Pomeérné tvary kmitu lze vypocitat analyticky s vyuzitim rovnic (3.73), (3.85) a (3.87)
a zobrazit je pomoci vhodné zvolené sité bodu. Pii pouzité aproximaci je tvar kmitu
slozen z piispévku slozek posunuti uio), ugl) a u,(?), jak je schematicky uvedeno na
obr. 4.7. Sedou barvou je vykreslen nedeformovany tvar, modrou barvou pak maximalni
posunuti vypoctovych bodu pii rezonanéni frekvenci.

Na obr. 4.8 jsou znazornény piiklady jednotlivych typu vlastnich tvara vypoctené
pro kruhovy disk z NCE51 s pomérem rozméru « = 13. Zobrazena je polovina prufezu
rezonatoru, kde na levé strané obrazku je osa symetrie a na pravé strané je volny okraj.

Skupiny modélnich tvart maji nésledujici typické vlastnosti:

a) Radidlni mdédy (obr. 4.8a) se vyznacuji velkym posunutim v radidlnim sméru
spojeném s piiénou deformaci ve sméru tloustky. Stfedn{ hodnota maximdlntho (mi-
nimalnfho) posunut{ povrchu v tlousfkovém sméru je nulové a lezf v roviné nedefor-
movaného tvaru. Pocet uzlovych kruznic na povrchu rezonatoru odpovidéd ¢iselnému
néasobku zakladniho radialntho moédu.

b) Hranové (edge) mdédy (obr. 4.8b) jsou charakterizovdny velkou axidln{ vychylkou
na okraji disku. Vznikaji vazbou deskovych médu typu E, které maji redlnd vinova
¢isla, s vys$simi médy TSt a sTSh, které maji v dané frekvenéni oblasti komplexni
vlnova ¢isla. Vlivem komplexniho charakteru vlnovych éisel se vyssi médy po odrazu
na volném okraji disku postupné utlumi a jejich piispévek ke tvaru kmitu smérem ke
stfedu rezonatoru klesa [30].

¢) Tloustkové stiizné médy (obr. 4.8¢) vznikaji vlivem vazby deskovych médu typu
E a sTSh v okoli pomérné mezni frekvence Q¢pg, = 2. Vyznacuji se velkou radialni de-
formaci uvnit disku odpovidajici tvaru prostého médu sTSh nekonecné desky. Smérem
k okraji disku se radidlni posunuti postupné zmensuje.

d) Vysokofrekvenéni radidlni médy (obr. 4.8d) maji podobny charakter kmitu jako
radidlni médy na obr. 4.8a. Tvar kmitu je ovlivnén vazbou vyssich nasobku radialnich
maédu s vysokofrekvenénimi médy typu TSt a sTSh. Radidlni posunuti na okrajich disku
je malé.

e) Tloustkové rozpinavé médy (obr. 4.8¢) se vyskytuji v blizkosti pomérné mezn{
frekvence Q 1g;. Ve tvaru kmitu prevazuji vychylky ve sméru tloustky s maximem na ose
symetrie disku. Tloustkové posunuti ma podobny charakter jako radidlni médy s tim
rozdilem, zZe stfedni{ hodnota maximdlni (minimdln{) vychylky je posunuta vzhledem
k roviné nedeformovaného tvaru.

Z4dna z uvedenych skupin médi nemé jednoduchy tvar s rovnomérnym rozlozenim
vychylky, odpovidajici predpokladum jednorozmérnych modela pro prosté médy kmitu
(viz obr. 1.2).
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Obr. 4.7: Prispévek dil¢ich slozek posunuti k celkovému tvaru kmitu. Piiklad pro kru-
hovy rezonator z NCE40 s pomérem rozméru o = 2,43 a 2 = 1,6347
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symetricky tloustkoveé st¥izny méd (méd ¢. 13, Q = 1,9931)

i

d) vysokofrekvenéni radidlnf méd (méd ¢. 18, Q = 2,2421)

C:ﬁ[F T

Obr. 4.8: Zékladni skupiny médu kruhovych rezonatoru a jejich charakteristické tvary
kmitu. Vypocteno pro kruhovy rezonator z NCE51 s pomérem o = 13, zob-

T u , |

e) tloustkové rozpinavy méd (méd é. 22, Q = 2,5342)

razena je polovina prufezu rezondtoru
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Obr. 4.9: Porovnani tvaru kmitu hranového mdédu rezonatoru s pomérem o = 13.
Nahote: NCE51 (mdéd ¢. 8, 2 = 1,5703), dole: BaTiO3 (mdd ¢. 8, @ = 1,5038).
Zobrazena je polovina prufezu rezonatoru
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Kapitola 5

Vybrané problémy
spektralnich vlastnosti

Kruhové rezonatory z piezoelektrické keramiky nachézeji uplatnéni v ruznych obo-
rech védy a techniky. Kazda z aplikaci klade specifické pozadavky na provedeni re-
zonatoru, které zpravidla primo souviseji s jeho spektralnimi vlastnostmi.

Prvky v oscila¢nich a filtracnich elektrickych obvodech vyzaduji stabilitu rezonanéni
frekvence a optimalni sitku pasma s minimalnim ovlivnénim impedanéniho spektra pa-
razitnimi mody.

V akustickych prevodnicich je pozadovana vysoka ti¢innost prenosu podélného akus-
tického vInéni do okolniho prostiedi. Pfenos je nejuc¢innéjsi pti rovnomérném pohybu
koncovych ploch rezonatoru. U vysokofrekvenénich médu povrch kruhového rezondtoru
nekmitd rovnomérné, a proto je nutné znat rozlozeni rychlostniho pole pro stanoveni
vyzafovaci charakteristiky a smérovosti akustického zatendi.

Zv1astni oblasti je méfeni materidlovych vlastnosti piezoelektrické keramiky re-
zonanéni metodou. Vyuzivaji se kruhové rezonitory s vhodnym pomérem rozméru,
které priblizné splnuji podminku jednoosé nebo rovinné napjatosti. Dalsi podminkou je
potlaceni vlivu parazitnich médu na frekvenéni spektrum impedance u vysokofrekven-
¢nich kmitu.

Zasadnim krokem pri navrhu rezondtoru je volba vhodnych rozméru piezoelek-
trického vybrusu, ktery je zakladnim vyrobnim polotovarem a definuje vychozi spektral-
ni vlastnosti. V nékterych aplikacich je jeden z rozméru rezondtoru pevné urcen, a pak
je nutné optimalizovat ostatni parametry pro dosazeni pozadovanych vlastnosti. Vzhle-
dem k rozmanitému slozeni piezoelektrickych keramik lze fadu pozadavku splnit také
vhodnou volbou materialu. Diléi materidlové parametry mohou mit rizny vliv na dy-
namické chovani rezondtoru. Vysoky plandrni koeficient k, ukazuje na efektivni buzeni
radidalnich kmitt, tyto médy vsak mohou vlivem elastické vazby neptiznivé ovlivnit
chovani v oblasti tloustkovych kmitti.

V bézné praxi se vychazi ze zjednoduSenych navrhovych vztaht odvozenych za
predpokladu prostych médu kmitu. Jak jsme ukazali v predchozich kapitolich, plati
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tyto vztahy pouze v omezeném rozsahu rozméru a frekvenci. Pozadavky na presnost
navrhu tak vedou k pouziti pokrocilych analytickych modeli nebo numerickych vypoctu
pomoci metody kone¢nych prvkia.

Pro spolehlivou aplikaci piezoelektrickych rezondtoru je dilezita znalost jejich ipl-
nych spektralnich vlastnosti. V dalsim textu se zamérime na nékteré problémy souvi-
sejici s touto oblasti.

5.1 Zakladni méd kmitu

cv s

spektra. Jak je zfejmé napt. z obr. 4.1, méni se postupné s rostoucim pomérem « stav
napjatosti v rezonatoru z jednoosé na rovinnou napjatost a charakter modu prechazi
od prostého podélného kmitu tyce L1 do prostého radidlniho kmitu kruhové desky R1.

Vedle rady dalsich aplikaci se zakladni méd kmitu pouzivéa pro stanoveni materidlo-
vych konstant piezoelektrické keramiky rezonanéni metodou. U podélného modu tyce
L1 se méfenim rezonanéniho a antirezonanc¢niho kmitoc¢tu stanovuji primo konstanty
kss, sB a sf, u radiadlnfho médu disku R1 jsou to ky, o013, s& a s [8].

Podminkou pro stanoveni materialovych konstant je takovy tvar vzorku, jehoz stav
napjatosti je blizky nékterému z meznich geometrickych provedeni. Mezindrodni normy
[12], [13] predepisuji doporuc¢ené rozméry pro tyce o < 0,3 a pro kruhové desky a > 10.
Analyza meznich poméru « pro tyée je provedena napiiklad v [68] a pro kruhové desky
napiiklad v [70].

Vliv rozméru na stav napjatosti v rezonatoru lze studovat pomoci vlastnich tvaru

zakladnitho médu. Na obr. 5.1 je zndzornéna zavislost pomérnych amplitud médu u&o),

uél) a uSQ) (viz obr. 3.7) na poméru rozmérua «. Pomérné amplitudy byly vypocteny
pomoci vztahu (3.85b) a (3.87) jako podil maxim vychylek jednotlivych méda k maximu
vychylky médu s nejvétsi amplitudou. Jedna se tedy o relativni zastoupeni maximélnich

modalnich vychylek pii daném a.

Pro srovnani je ve spodni ¢ésti diagramu na obr. 5.1 zobrazena zavislost pomérné
rezonan¢ni frekvence €2 na poméru « s limitnimi frekvenénimi kiivkami médu L1 a R1.
Hodnoty pomérnych amplitud u&o), uél) a ug) pro vybrané poméry rozméru « jsou
uvedeny v tab. 5.1 a jejich odpovidajici tvary kmitu jsou znédzornény na obr. 5.2.

a [1] 0,3 1 1,93 5 10
u™ 1] 0,10 0,37 1,00 1,00 1,00
ulV [1] 1,00 1,00 1,00 0,27 0,13
u? 1] 0,05 0,17 0,19 0,02 0,01

Tab. 5.1: Pomérné amplitudy slozek posunuti u&o), ugl), u$«2) pfi ruzném poméru

rozméru «. Vypocteno pro kruhovy rezonator z BaTiOs

V diagramu na obr. 5.1 muzeme sledovat dil¢i prispévky jednotlivych médu na cel-
kovou deformaci rezonatoru, které vlivem elastické vazby urcuji vysledny tvar kmitu.
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V nejnizsi frekvencéni oblasti je zastoupeni slozky ug) malé a v posunuti prevlada

s 0 A 1
radialni méd u£ ) nebo axiglni méd ug

U tenkych ty¢i s rozmérem « < 0,3 prevazuje podélné kmitani ugl). Pii meznim

poméru a = 0,3 ma pficny mod u&o) priblizné desetinovou amplitudu.

Tenké desky s rozmérem a > 10 maji analogicky charakter deformace a v posunuti
prevazuje radidlni kmitani u&‘”. Pii meznim poméru o = 10 mé pticny mod ugl) také
priblizné desetinovou amplitudu.

V rozmezi 0,3 < a < 10 se projevuje vazba radidlniho a axidlntho mdédu kmitu.
V uvedeném piikladé BaTiOj3 je vazba nejvétsi pii poméru rozméru blizkém o = 1,93;
kdy maji médy u,(p) a uél) stejnou relativni amplitudu.® V této oblasti je stav napjatosti
vzdéaleny od jednoosé nebo rovinné napjatosti, jak je také ziejmé z odpovidajiciho tvaru
kmitu na obr. 5.2¢c.

Podobnd analyza vézanych tvaru kmitu zdkladnitho médu je provedena také v [52].
Pouzit je model se dvéma stupni volnosti pro radidlni a axialni kmity, vliv médu ug)
na tvar kmitu je zanedban.

0 1,93 5 10 15 a=a/b 20

R1

L1

O T T T T
0 5 10 15 oa=a/b 20

Obr. 5.1: Zavislost modalnich parametru zdkladniho médu kruhového rezondtoru na
poméru rozméru «. Vypocteno pro kruhovy rezonator z BaTiOs.
Nahote: Pomeérné amplitudy slozek posunuti ul? (Cernd), ugl) (Cervend) a ul®
(modrd). Dole: Pomérna rezonancni frekvence Q (¢ernd), frekvencéni kiivky
podélného médu tyce L1 a radidlniho médu disku R1 (modrd)

5Pro keramiku NCE40 je tento pomér pfiblizné a = 2,41; pro keramiku NCE51 piiblizné o = 2,45.
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b)a=1
¢) a=1,93
d)a=5
e)a=10

Obr. 5.2: Tvary kmitu zékladniho médu kruhového rezonatoru s ruznym pomeérem roz-
méru a. Vypocteno pro kruhovy rezonator z BaTiO3
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5.2 Spektralni vlastnosti tlustych diski

Pojem ,tlusty disk“ neni v literatute presné specifikovan. V nasem pripadé vyjdeme
z pozadavka norem [12], [13] a za tlusté disky ozna¢ime kruhové rezondtory s pomérem
rozméri v rozmezi 1 < o < 10, kde oba rozmeéry (primér 2a a tloustka 2b) jsou stejného
radu. V uvedeném rozsahu je nutné v rezonatoru uvazovat prostorovy stav napjatosti
a nelze pouzit modely prostych kmitua. Vyjimkou je zdkladni radidlni méd R1 pro vyssi
poméry «, jak je zfejmé napiiklad z obr. 4.1.

Frekvencéni spektrum tlustych diski z NCE40 a jeho porovnani s naméfenymi hod-
notami je znazornéno na obr. 5.3. Na obr. 5.4 je kombinovany diagram, ktery ukazuje
souvislost spektra frekvencnich ktivek s frekvenénim spektrem impedance pro kruhovy
rezonator s pomérem « = 2,43. Z porovnani je patrna obvykld odchylka rezonanénich
frekvenci keramickych rezondtoru od teoretické hodnoty. V uvedeném piipadé jsou
namérené hodnoty pfiblizné o 3 % nizsi a vypoctené rezonancni frekvence 2. a 3. médu
jsou v blizkosti naméfenych antirezonancnich frekvenci.

Tvary kmitu kruhového rezonatoru s pomérem o = 2,43 jsou znézornény na obr. 5.5.
RozloZeni vychylek odpovida vyrazné vazbé radialnich a tloustkovych moédu, kterd je
disledkem srovnatelnych velikosti priméru a tloustky. Tvar kmitu na obr. 5.5b m4
charakter hranového médu.

U tlustych diskt se ve spektru nevyskytuje méd, ktery by bylo mozné oznacit jako
zékladni tlousfkovou rezonanci. Zejména pro nizsl hodnoty « je ve spektru zastoupeno
nékolik izolovanych moédu s vyssim koeficientem elektromechanické vazby, jak je ziejmé
také z prubéhu impedance na obr. 5.4.

0,5

0 T T T T T
0 2 4 6 8oc:a/b10

Obr. 5.3: Frekvencn{ spektrum tlustych disku z NCE40, naméfené hodnoty (body) [87]
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l I
a) méd ¢. 1, Q =0,9714

b) méd ¢. 2, Q = 1,6347

) méd ¢. 3, Q = 1,9733

i
H

d) méd . 4, Q = 2,3607

Obr. 5.5: Tvary kmitu kruhového rezondtoru z NCE40 s pomérem rozméru a = 2,43
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5.3 Tloustkovy méd kmitu tenkych disku

Zkladni tloustkovy méd kmitu je nejbéznéji pouzivanym pracovnim médem kru-
hovych rezondtoru. Uplatnéni nachdzi zejména v elektroakustickych a ultrazvukovych
prevodnicich.

U tenkych disku predpokldddme pomér rozméru « > 1 a jejich frekvenéni spek-
trum tak muZeme porovnat s modelem prostych tloustkovych kmiti kruhové desky

TE. Pomérné rezonanéni a antirezonanéni frekvence médu TE vypoétené pomoci vztahu
(3.27), (3.32), (3.38) a (3.79) maji tvar

2 B
Q= Qrse = nb 4|2,
T\ c55 51)
5.1
D
QO = 33
a E?
Cs5

kde pomérné vlnové ¢islo nb vyhovuje rovnici (3.32). Rezonanéni frekvence €2, je shodna
s frekvenci prostého tloustkové rozpinavého médu nekonecné desky Qg (4.1).

Na obr. 5.6 je zobrazeno frekvencni spektrum disku z NCE51 v okoli zakladniho
tloustkového médu. Pro porovnani jsou zndzornény také frekvence prostého médu TE
Q. a Q, a naméiené hodnoty rezonanénich a antirezonanénich frekvenci.

Charakteristické terasy frekvenéniho spektra odpovidajici tloustkovému médu se
s rostoucim « limitné shora blizi k teoretické frekvenci prostych médu €, = Q pgy. Koe-
ficient elektromechanické vazby k; piezoelektrické keramiky je vysoky a v Sirokém pasmu
mezi rezonanéni a antirezonancni frekvenci se vyskytuje fada dalsich neharmonickych
parazitnich médu kmitu (spurious modes).

Neharmonické médy se vazi se zakladnim mdédem kmitu a ovliviiuji jeho frekvenéni
zavislost. Dochazi se zkresleni frekvenéniho spektra impedance, jak je ziejmé z kombi-
novaného diagramu pro kruhovy rezonator s pomérem « = 23,7 na obr. 5.8. S rostoucim
pomérem « roste tlumeni neharmonickych médu a snizuje se jejich vazba s elektrickym
polem [33]. Vliv na zékladn{ tloustkovy méd postupné kles4 a frekvenéni spektrum impe-
dance se blizi modelovému pritbéhu prostého tloustkového kmitu TE. Tento jev muzeme
pozorovat pii porovnani prubéhu impedance pro rezonatory s pomérem « rovnym 23,7
a 49,0 na obr. 5.9 a 5.10.

Pro velmi tenké disky ptfevlada ve spektru jediny mélo tlumeny mdd s rezonanéni
frekvenci Q blizkou frekvenci Q2rgy. U disku s pomérem a = 49,0 je sice ve spektru
vice parazitnich médu nez u provedeni s @ = 23,7; jejich amplitudy jsou vsak vyrazné
zatlumeny. Teoretickd rezonanéni frekvence disku s pomérem a = 49,0 rovna 2,4988 se
jiz pomérné shoduje s hodnotou Q gy = 2,4954. Vliv rostouciho poméru « na vysledny
tvar kmitu je patrny z porovnani na obr. 5.7.

Frekvenéni spektrum v okolf zakladniho tloustkového kmitu se vyrazné lisf napiiklad
od spektra zakladniho tloustkové st¥izného kmitu AT rezondtoru [6] s malym koeficien-
tem elektromechanické vazby (kog = —0,088) a nizkou hodnotou rezonanéni frekvence

67Zndzornéné antirezonanéni frekvence nesouvis{ se zobrazenym spektrem, protoze pouzity analyticky
model popisuje pouze rezonanéni frekvence.
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(Q =~ 1). Narozdil od kiemennych rezondtoru [93] je tak obtizné najit optimalni pomeér
rozméru vybrusu s minimalnim vlivem parazitnich médu na zakladni rezonanci.

Al

o =a/b

Obr. 5.6: Frekvenéni spektrum tenkych diskit z NCE51 v okolf zdkladniho tloustkového
modu. Rezonanéni (Gervena, €, = 2,4954) a antirezonanéni frekvence (modrd,
Q, = 2,8133) prostého tloustkového kmitu TE, naméiené rezonanéni (kruhové
body) a antirezonanéni frekvence (étvercové body) [94]

Porovnani vypoctenych a namérenych hodnot rezonanéni a antirezonanéni frekvence
je pro oba studované poméry « uvedeno v tab. 5.2 a 5.4. Teoretické frekvence byly
vypocteny s pouzitim vztahu (3.27), (3.32) a (3.38). V uvedenych piipadech je odchylka
teoretickych a nameéfenych hodnot vzhledem k vlastnostem keramiky pomérné mald
a dosahuje piiblizné 1 %.

Ve stejné tabulce je uvedeno také porovnani koeficientu elektromechanické vazby k;.
Potvrzuje se predpoklad, ze dynamicky koeficient vypocteny z nameérenych frekvenci
pomoci (2.19) je nizsi nez statickd hodnota uréena vztahem (2.17b).

Tabulky 5.3 a 5.5 obsahuji parametry elektrického ndhradniho obvodu vypoctené
pomoci (3.39). Hodnota sériového ndhradniho odporu R; odpovidd minimdlni redlné
hodnoté naméfené impedance a Cinitel jakosti @)1 je stanoven ze vztahu (2.28). Para-
metry nahradniho obvodu jsou pouzity k prolozeni namérené impedance teoretickym
prubéhem (2.26), jak je zobrazeno na obr. 5.9 a 5.10. Nahrada kruhového rezondtoru
v okolf tloustkového médu pomoci obvodu zndzornéného na obr. 2.4a je velmi dobré.
Tato shoda vyplyva také ze skutecnosti, ze namérené a vypoctené frekvence maji malou
odchylku.

Moderni impedanéni a spektralni analyzatory stanovuji parametry elektrického né-
hradniho obvodu z naméfeného prubéhu impedance v okoli rezonanéni a antirezonanéni
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frekvence [95]. Do prenosové funkce obvodu na obr. 2.4 dosazuji impedanci zmétenou
na nékolika frekvencich a ze vzniklé soustavy rovnic pocitaji jednotlivé obvodové prvky.
Pokud je prubéh impedance zkresleny (napf. vlivem vazby s parazitnimi médy), muze
dojit k chybé urc¢eni ndhradniho obvodu.

i
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Obr. 5.7: Tvar kmitu kruhového rezonatoru z NCE51 kmitajictho zdkladnim tloustko-
vym médem. Nahote: o = 23,7 a Q = 2,5026; dole: o = 49,0 a Q = 2,4988.
Zobrazena je polovina prufezu rezonatoru
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Obr. 5.9:

Tab. 5.2:

Tab. 5.3:

1000 3
g 1
__ 100 4
S
10 3
1 i
071 T T T T T
90
%
Q
245 A
S
hD 0 T T T
-
© 900 10p0 1100 1200
45 f [kHz|
90 -

Kruhovy rezonator z NCE51, priumér 47,9 mm, tloustka 2,02 mm, o = 23,7.
Impedance v okolf tloustkové rezonance, naméfeny prubéh (¢ernd) [96] a pru-
béh vypocteny pomoci parametru elektrického ndhradniho obvodu (modra)

vypocet meéfent
f1r [kHz] 994,27 1001,6
f1a [kHZ] 1121,0 11125

staticky dynamicky
ke [ 0,50 0,47

Kruhovy rezonator z NCE51, priumér 47,9 mm, tloustka 2,02 mm, a = 23,7.
Rezonanéni a antirezonancni frekvence, koeficient elektromechanické vazby k;

Co [HF]

C1 [nF]

Ly [uH]

Ry [Q)

@1 1]

6,50

1,65

15,3

0,83

115

Kruhovy rezonator z NCE51, prumér 47,9 mm, tloustka 2,02 mm, a = 23,7.
Vypoctené parametry elektrického nahradniho obvodu
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Obr. 5.10: Kruhovy rezonator z NCE51, prumér 50,0 mm, tloustka 1,02 mm, o = 49,0.

Impedance v okoli tloustkové rezonance, naméreny prubéh (éernd) [96] a pri-
béh vypocteny pomoci parametru elektrického ndhradnfho obvodu (modrd)

vypocet meéfent
f1r [kHz] 1969,1 1980,7
f1a [kHZ] 2219,9 22228

staticky dynamicky
ke [-] 0,50 0,49

Tab. 5.4: Kruhovy rezondtor z NCE51, primér 50,0 mm, tloustka 1,02 mm, o = 49,0.

Rezonanéni a antirezonanéni frekvence, koeficient elektromechanické vazby k;

C() [DF}

C1 [nF]

Ry [9]

Q1 [1]

14,0

3,57

1,81

0,49

45

Tab. 5.5: Kruhovy rezonator z NCE51, primér 50,0 mm, tloustka 1,02 mm, o = 49,0.
Vypoctené parametry elektrického nahradniho obvodu
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Zaver

Kruhové rezonatory jsou jednim z nejbéznéjsich provedeni piezokeramickych re-
zonatoru pouzivanych v ruznych védeckych a technickych aplikacich. Pro dosazeni
optimdlnich vlastnosti rezonanéni soustavy, ve které je kruhovy rezonator hlavnim
prvkem, je jiz pfi navrhu nezbytné vénovat pozornost spektralnim vlastnostem sa-
motného vybrusu. V porovnani s monokrystalickymi rezonatory mé polarizovand ke-
ramika obecné vy$si symetrii, vypocetni navrh je v8ak obtizny z duvodu silné vazby
pole mechanické napjatosti s elektrickym polem, velkého rozptylu materidlovych para-
metru a nelinearniho chovani zpusobeného polykrystalickou strukturou materidlu.

Predlozena prace obsahuje uceleny popis problematiky spektralnich vlastnosti kru-
hovych rezondtori s obecnym pomérem pruméru a tloustky. Ke studiu frekvenéniho
spektra jsou pouzity analytické modely ruzného stupné slozitosti vychazejici z linedrni
teorie piezoelektiiny. Teoretické zdvislosti jsou doplnény fadou piikladu a porovnani
s experimentdlnimi hodnotami. Popis spektralnich vlastnosti je omezen na vychozi
pripad mechanicky volného rezonatoru s plnymi elektrodami na obou kruhovych plo-
chéach.

Prestoze maji kruhové rezonétory jednoduchy geometricky tvar a jsou buzeny syme-
trickym elektrickym polem, je jejich frekvenéni spektrum vzhledem k vysoké pracovni
frekvenci slozité. Vedle zdkladnich médu blizkych prostym médim se vyskytuje velké
mnozstvi dalsich (parazitnich) kmitu, které maji ruzné velkou vazbu s elektrickych
polem a ruzné modalni tlumeni. Parazitni médy mohou v dusledku elastické vazby
nepiiznivé ovliviiovat chovani rezonatoru na hlavnich pracovnich frekvencich.

Uplné frekvenén{ spektrum kruhovych rezonatoru nelze popsat pomoci jednoduchych
analytickych vztahi, které se bézné pouzivaji v technické praxi. U rezondtoru s obecnym
pomérem rozméru se projevuji disperzni vlastnosti prostiedi a silnd vazba radidlnich
a tloustkovych médi. K popisu spektralnich vlastnosti je nutné vyuzit néktery z apro-
ximacénich modelt vazanych kmita. Slozité modalni chovéani i v oblasti nizkych frekvenci
se objevuje u tlustych disku, jejichz oba hlavni rozméry jsou stejného tadu.

Jednoduché modely prostych kmita lze pouzit pro rezonatory ve tvaru tenkych
ty¢i nebo tenkych desek, kde muzeme jeden z rozméru vzhledem ke druhému za-
nedbat. Tyto modely velmi dobfe aproximuji rezonancni frekvence, tvar kmitu vsak
popisuji pouze piiblizné. U zdkladniho tloustkového médu, ktery je nejéast&jsim pra-
covnim médem kruhovych rezondtoru, je vysokofrekvenéni tvar kmitu vyrazné odlisny
od predpokladané rovnomérné deformace v axidlnim sméru. Pouziti modelu prostych
kmitu tak zavisi na pozadované presnosti vypoctu.

5



Volba rozméru kruhového vybrusu vyhovujicich pozadavkim na rezonanéni frek-
venci, tvar kmitu a potlaceni parazitnich médu je vychozim krokem pii vypocCetnim
navrhu rezonanéni soustavy. Dalsim postupem je modelovani tplné soustavy s uvazova-
nim konkrétnich okrajovych podminek. Konecéné teseni se ziskd optimalizaci modelu
kone¢nych prvki. Pro ivodni navrh vybrusu je vsak vhodné pouzivat analytické modely,
které maji vyhodu v rychlosti vypoctu a piehlednosti vysledku ve formé frekvencénich
krivek.
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Priloha A

Piezoelektrické rovnice
v kartézskych souradnicich

V této ptiloze jsou uvedeny rovnice linearni piezoelektiiny vyjadiené v kartézskych
soufadnicich (obr. A.1). Algebraické rovnice (A.1) jsou platné pro keramicky element
s materialovou symetrii odpovidajici tiidé 6mm, ktery je polarizovany v axidlnim smeéru
(poléarni osa je shodna s osou x3).

X3

.

X4

Obr. A.1: Kartézskd soustava soufadnic
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a) algebraické rovnice (linedrn{ piezoelektrické rovnice)

T =S 4+ B Sy + 6{3353 —e31F3,

Ty = cE S 4 b Sy + ¢S5 — e31E3,

T5 = 0{5351 + 0{5352 + 0%53 —e33Fs,

Ty = ck Sy — e15 By,

Ts = cESs — eis By, (A.1a)
Ts = ¢S,

Dy = 1555 + ety B,

Dy = e1554 +¢7) Ea,

D3 = e3151 + €3152 + €333 + €53 F3 ,

nebo

Sy = BTy + s5HTy + s3T5 + d31 B,

Sy = sH Ty + sH Ty + s3T5 + d31 B3,

Sy = s{3T1 + si3Ts + 55T + dg3 B,

Sy = sETy + disFs,

Sy = sETs + disE (A.1b)
Se = s¢ 16 »

Dy = disT5 + €1, E

Dy = di5Ty + €1, Es,

D3 = ds1Ty + ds1 T + dssTs + €55 E3

b) divergenéni rovnice (elastické pohybové rovnice a ndbojova rovnice elektrostatiky)

Ty +Tep + 153 = pliy
Ts1 +Too +Ty3 = pls,
Ts1+Tao +T33 = piis,
Di1+ D22+ D33=0,

(A.2)
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¢) gradientni rovnice (vztahy mezi deformaci a mechanickym posunutim a mezi inten-
zitou elektrického pole a elektrickym potencidlem)

S1 = uy,1,
So = u2,2 ,
S3 =us3,

Sy =uz3z+usza,

Sy =u13+uz1, (A.3)
Se =u1,2 +u21,

Ei=—p.1,

Ey =—p2,

Es=—-p3.
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Priloha B

Piezoelektrické rovnice ve
valcovych souradnicich

V této piiloze jsou uvedeny rovnice linedrni piezoelektfiny vyjadiené ve valcovych
soufadnicich (obr. B.1). Algebraické rovnice (B.1) jsou platné pro keramicky element
s materidlovou symetrii odpovidajici tidé 6mm, ktery je polarizovany v axidlnim sméru
(polérni osa je shodnd s osou z = x3). V literatufe je obvyklé nahrazovat index z ¢islici 3
(napi. S3 misto S.., Tys misto Ty, ).

X r

Obr. B.1: Vélcova soustava soufadnic
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a) algebraické rovnice (linedrn{ piezoelektrické rovnice)

Tyr = cF S 4+ ¢ Spg + cBS.. — es1E.,

Too = c15Spr + 11809 + c135.. — 31 E.

T.. = i3S + 13500 + c535.. — ess B,

Tp. = 2ct5Sp. — e15Ey

T, = 205E55’TZ —ei5E,, (B.1a)
Tro = 2cggSro ,

D, = 2155, + €11 Br

Dy = 2e1559. + €%, Eq ,

D, = €315, + €319 + €335.. + €33 .,

nebo
Spr = STy 4 sETog + 5T, + dsy E.
Soo = s Ty + 55 Tpg + s T, + ds1 B,
S.. = 85T, + s5The + sET.. + ds3E.
2S5, = 5Ty, + di5Ep
2S,. = st Ty, + disEy (B.1b)
25,9 = stsTre
D, =di5T,. + e, E,,
Dy = di5Tp, + €11 Ep,
D, = ds Ty + ds31Typ + dz3T.. + e E.

b) divergencni rovnice (elastické pohybové rovnice a nébojové rovnice elektrostatiky)

1 1 ..
T’r‘r,r + ;TTO,G + Trz,z + ; (T'rr - T00) = pPUr ,

1 2 .
T’r‘@,r + ;TQO,O + T@Z,z + ;TTG = pug ,

1 1 .
Toor+  Toso + Tone T = pile,

1 1
Dr,r +-D, + 7D9,0 + Dz7z =0,
r r
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¢) gradientni rovnice (vztahy mezi deformaci a mechanickym posunutim a mezi inten-
zitou elektrického pole a elektrickym potencidlem)

Spr = Up,r

1
Seo = - (ur +ugp) ,

Szz =Uz,z,
1/1 1
Sro = 5 (ur,e + ugr — ue) ;
2 \r r
1 1
SOZ =35 (Ue,z + uz,@) ) (B?))
2 r
Sre = 5 (e i)
rz = 5 \Urz Uz,r),
2 k) )
E'f’ = =Y,
1
E9 = ——¥0,
T
E,=—p...
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Priloha C

Zakladni parametry kruhovych
rezonatoru

V této priloze jsou souhrnné uvedeny parametry prostych médu kruhovych re-
zonatoru odvozené v kapitole 3.1.
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Priloha D

Materialové konstanty

A 11 12 13 33 55 66
¥, [101 Pa] 15,0 6,56 6,59 14,6 4,39 4,24
sk, [10712 Pa~] 9,10 | —2,70 | —2,90 | 9,50 22,8 23,6
i\ 15 31 33
eix [Cm~2] 11,4 | —4,32 174
dix [10712 mV~1] 260 -8 190
ij 11 33
eri(r) [1] 1150 | 1260
el (r) 1] 1485 | 1709
[ p [kgm™] | 5700 |

Tab. D.1: Materidlové konstanty piezoelektrické keramiky BaTiOg3 [19]

A 11 12 13 33 55 66
ey, [10' Pa] 15,1 8,88 8,97 13,1 2,50 3,12
sk, [10712 Pa~] 12,3 | =374 | -587 15,7 40,0 32,1
i 15 31 33
ein [Cm™2] 11,8 | =501 | 148
dix [10712 mV—1] 474 —127 284
ij 11 33
e (r) [1] 866 633
el (r) [1] 1500 | 1250
p [kgm™3] 7764

Tab. D.2: Materidlové konstanty piezoelektrické keramiky NCE40 [96]
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At 11 12 13 33 55 66
ey, [101 Pa] 12,9 8,26 8,85 12,1 2,04 2,30
sk, [10712 Pa™] 170 | —4,75 | -8,92 | 21,3 49,0 43,4
i 15 31 33
eix [Cm™2] 13,7 | —4,80 | 17,2
dix [10712 mV~1] 669 —208 | 443
ij 11 33
efi(r) 1] 906 823
el (r) [1] 1940 | 1900
p [kgm™3] 7850

Tab. D.3: Materidlové konstanty piezoelektrické keramiky NCE51 [96]

E

keramika | oy [1] | ofy [1] | o [1] | o' [1] | ksa [1] | ke [1] | K [1] | Ky [1]
BaTiO; | 0,30 | 031 | 053 | 044 | 050 | 040 | —0,12 | —0,36
NCE40 030 | 042 [ 072 [ 059 | 068 | 048 | —0,19 | —0,58
NCE51 028 | 047 | 0,78 | 064 | 074 | 050 | —0,17 | —0,65

Tab. D.4: Porovnani materialovych parametri
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