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Abstrakt

Diskrétńı wavelet transformace (DWT) nalézá využit́ı při potlačováńı šumu
v obrazu. Proces transformace obsahuje dekompozici, kdy z p̊uvodńıho obrazu
vzniká sada aproximačńıch a detailńıch koeficient̊u. Opačný postup se nazývá
rekonstrukce, kdy při nezměněných hodnotách koeficient̊u vznikne p̊uvodńı ob-
raz. Tato práce popisuje dvě konkrétńı wavelet transformace – Haarovu a Dau-
bechies. Potlačeńı šumu je realizováno prahováńım detailńıch wavelet koeficient̊u
před následnou rekonstrukćı. Druhá část práce je proto zaměřena na studium
prahováńı – rozsah, tvar prahovaćı funkce a metody výpočtu prahu. Kvalita
potlačeńı šumu byla posouzena pomoćı PSNR kritéria (Peak signal to noise
ratio). Ke studiu metod potlačováńı šumu byly použity biomedićınské obrazy
MR.
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1 Diskrétńı wavelet transformace

Wavelet transformace vznikla pro potřebu analýzy nestacionárńıch signál̊u, kde nestač́ı použ́ıt́ı
Fourierovy transformace. Tato transformace využ́ıvá r̊uzně dlouhá okénka tvaru wavelet funkce,
která nám poskytuj́ı informace o tom, kdy a kde se vyskytuj́ı r̊uzné frekvenčńı komponenty
(složky) signálu. Okno se posouvá podél signálu a pro každou pozici se vypoč́ıtá korelace s di-
latovanou vlnkou. Tento proces se opakuje vždy s nepatrně deľśım okénkem. Výsledkem je sada
časově-frekvenčńıch reprezentaćı signálu v r̊uzných rozlǐseńıch [3]. Výše popsaným postupem
źıskáme koeficienty tzv. spojité wavelet transformace, která je poměrně výpočetně náročná,
protože obsahuje redundantńı (nadbytečnou) informaci o dekomponovaném signálu. Vypočetńı
náročnost je ale v některých aplikaćıch vyvážena invariantnost́ı této transformace v̊uči posunu.

Kritickým navzorkováńım spojité wavelet transformace se dospělo k diskrétńı wavelet
transformaci (DWT), která je vhodná pro aplikace ve výpočetńı technice. DWT využ́ıvá tech-
niku dekompozice diskrétńıho signálu zvanou subband coding [6].

Obrázek 1: Znázorněńı wavelet dekompo-
zice do dvou úrovńı

DWT využ́ıvá dvě sady funkćı, jedna se
nazývá scaling (měř́ıtková) a druhá wavelet (vln-
ková). Dohromady tvoř́ı banku filtru. Wavelet
funkce souviśı s vysokofrekvenčńım filtrem g(n) a
scaling s ńızkofrekvenčńım filtrem h(n). Konvolućı
signálu s těmito filtry źıskáme aproximačńı (sca-
ling) koeficienty a a detailńı (wavelet) koeficienty
d. Došlo k podvzorkováńı dvěma, měř́ıtko je tedy
zdvojené, ale rozlǐseńı se nezměnilo.

a1(k) =
∑
n

x(n)h(2k − n) (1a)

d1(k) =
∑

n

x(n)g(2k − n) (1b)



Tento krok se dá se stejně navrženými filtry
opět aplikovat na źıskané aproximačńı koefici-
enty a, provede se daľśı úroveň dekompozice. Se
zvyšuj́ıćı se úrovńı dekompozice roste také frek-
venčńı rozlǐseńı a snižuje se časové rozlǐseńı.

1.1 Haarova transformace

1.1.1 Dekompozice

Haarova transformace je nejjednodušš́ı typ diskrétńı wavelet transformace. Vstupńı data jsou
tvořeny posloupnost́ı {x(i)}N−1

i=0 . V každém kroku jsou poč́ıtány aproximačńı a detailńı koefici-
enty ze dvojice po sobě jdoućıch č́ısel posloupnosti [4].
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Pro návrh algoritmu je vhodněǰśı si výše uvedenou definici dekompozice přepsat v mati-
covém tvaru. Signál je zpracováván jako vektor vždy po dvou hodnotách. Matice N × N ob-
sahuje transformačńı koeficienty. Umı́stěńı ve sloupćıch odpov́ıdá př́ıslušným vzork̊um signálu,
které jsou zpracovány. Po dvou řádćıch se koeficienty posouvaj́ı o dva sloupce, zbylé hodnoty
jsou nuly. 
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Obrázek 2: Haarova dekompozice do prvńı úrovně



1.1.2 Rekonstrukce

Rekonstrukce je zpětná transformace, při které lze źıskat nezměněná vstupńı data. Perfektńı
rekonstrukce je provedena, pokud aproximačńı ani detailńı koeficienty nejsou modifikovány.

x2i =
ai + di√

2
(4a)

x2i+1 =
ai − di√

2
(4b)

Obdobně jako dekompozice i rekonstrukce lze provést v maticovém tvaru.
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1.2 Daubechies transformace

1.2.1 Dekompozice

Daubechies transformace zpracovává čtyři hodnoty signálu při každém posunut́ı filtru. Tomu
odpov́ıdaj́ı čtyři transformačńı scaling a wavelet koeficienty.
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g0 = h3, g1 = −h2, g2 = h1, g3 = −h0

(6)

Nyńı je možno vypoč́ıtat aproximačńı a detailńı koeficienty.

ai = h0x2i + h1x2i+1 + h2x2i+2 + h3x2i+3 (7a)
di = g0x2i + g1x2i+1 + g2x2i+2 + g3x2i+3 (7b)

Tento postup je možno zapsat v maticovém tvaru obdobně jako u Haarovy transformace.
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Obrázek 3: Znázorněńı aproximačńıch a detailńıch koeficient̊u po Daubechies dekompozici do 2.
úrovně



1.2.2 Rekonstrukce

Na rekonstrukci budou použity stejné koeficienty h a g jako při dekompozici.

x2i = h2ai + g2di + h0ai+1 + g0di+1 (9a)
x2i+1 = h3ai + g3di + h1ai+1 + g1di+1 (9b)

Tento vztah lze také zapsat v maticovém tvaru.
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2 Prahováńı wavelet koeficient̊u

Prahováńı jsou matematické úpravy, které se využ́ıvaj́ı pro segmentaci obraz̊u či klasifikaci
časových řad [2]. Prahováńı má také využit́ı ve spojeńı s wavelet transformaćı. Signál či obraz je
dekomponován do určité úrovně a poté jsou všechny detailńı koeficienty vhodně prahovány. Po
následné zpětné rekonstrukci může doj́ıt k potlačeńı šumu. Nevýhodou ovšem může být ztráta
informaćı v obraze (např. hran).

2.1 Rozsah prahováńı

Před provedeńım samotného prahováńı je třeba určit, které wavelet koeficienty budou prahovány.
Prahuj́ı se detailńı d koeficienty ze všech úrovńı rozkladu. Z hlediska rozsahu prahovaných hodnot
rozlǐsujeme několik typ̊u prahováńı. V této práci byly použity dva typy prahováńı.

• Lokálńı: Každá skupina (subband) detailńıch koeficient̊u je prahována samostatně s r̊uzně
velkou hodnotou prahu.

• Globalńı: Všechny koeficienty určené k prahováńı se prahuj́ı najednou s jednou hodnotou
prahu.

2.2 Prahovaćı funkce

Prahovaćı funkce y = f(x) provád́ı vlastńı prahováńı předem vybraných hodnot. Nové hodnoty
y jsou následně použity k wavelet rekonstrukci. Rozlǐsujeme dvě základńı prahovaćı funkce [7].

• Hard thresholding: Tzv. tvrdé prahováńı, hodnoty větš́ı než hodnota prahu t jsou po-
nechány, ostatńı jsou vynulovány.

y(n) =

{
x(n) pro |x(n)| > t

0 pro |x(n)| ≤ t
(11)

• Soft thresholding: Tzv. měkké prahováńı, hodnoty větš́ı než práh jsou nahrazeny hod-
notami vypočtenými podle definice, ostatńı hodnoty jsou vynulovány.

y(n) =

{
sgn x(n)(|x(n)| − t) pro |x(n)| > t

0 pro |x(n)| ≤ t
(12)
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Obrázek 4: Původńı hodnoty a hodnoty po tvrdém prahováńı s prahem 1
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Obrázek 5: Původńı hodnoty a hodnoty po měkkém prahováńı s prahem 1

2.3 Výpočet hodnoty prahu

Hodnotu prahu t můžeme odhadnout, avšak poté provedené prahováńı nemuśı dávat dobré
výsledky. U následné rekonstrukce nemuśı doj́ıt k potlačeńı šumu. Bylo navrženo několik po-
stup̊u, jak co nejlépe hodnotu prahu vypoč́ıtat. Některé ale přesto využ́ıvaj́ı empiricky zjǐstěné
konstanty. Pro účely této práce byl užity dva výpočty prahu, které pracuj́ı se statistickými
charakteristikami prahovaných koeficient̊u.

• Odhad dle Tribouleyho

t =
√

2σ2
y ln My (13)

Č́ıslo σ2
ij představuje rozptyl koeficient̊u určených k prahováńı, Mij je počet nenulových

koeficient̊u [7]. Z této definice je vidět, že při lokálńım prahováńı je vypočtená hodnota
prahu jiná pro každé zvlášt’ prahované koeficienty.

• Normal shrink

t =
βσ2

σy
, β =

√
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J
, σ2 =

(
med |yij |
0.6745

)2

(14)

Č́ıslo σy představuje směrodatnou odchylku koeficient̊u, které se budou prahovat. Lk je
jejich počet a J znač́ı počet dekompozićı, po kterých př́ıslušné detailńı wavelet koeficienty
vznikly. Normal shrink je založen na MAD odhadu rozptylu aditivńıho šumu, v definici je
označen σ2. MAD odhad se poč́ıtá z mediánu absolutńıch hodnot diagonálńıch detailńıch
koeficient̊u z 1. úrovně rozkladu (znač́ı se yij) [5]. Tyto koeficienty obsahuj́ı nejvyšš́ı frek-
vence a nesou tedy nejv́ıce šumu a nejméně obrazové informace. Metoda normal shrink je
navržena pro lokálńı prahováńı.



3 Hodnoceńı výsledk̊u

3.1 Kritérium hodnoceńı

Protože prahováńı koeficient̊u a následná rekonstrukce poskytuje r̊uzné výsledky, je d̊uležité po-
rovnat rekonstruované obrazy. K porovnáńı lze využ́ıt peak signal to noise ratio (zkracováno
jako PSNR), což je poměr mezi maximálńı hodnotou pixelu nezašuměného obrazu I (MAXI)
velikosti M ×N a hodnotou šumu v obrazu po rekonstrukci [1]. Šum v obrazu po rekonstrukci
je také možno chápat jako kvalitu odstraněńı šumu. Č́ıselně je tato kvalita vyjadřená pomoćı
středńıho součtu čtverc̊u chyb (angl. mean square error) mezi nezašuměným obrazem I a
obrazem po rekonstrukci K.

MSE =
1

MN

M−1∑

i=0

N−1∑

i=0

||I(i, j)−K(i, j)||2 (15)

Hodnota MSE je využita pro výpočet PSNR (definuje se v logaritmické stupnici).

PSNR = 10 log
MAX2

I

MSE
= 20 log

MAXI√
MSE

(16)

3.2 Porovnáńı některých hodnot PSNR

Následuj́ıćı tabulky shrnuj́ı některá PSNR kritéria źıskaná při rekonstrukci r̊uzných obraz̊u za
použit́ı studovaných metod wavelet transformace a prahováńı. Pro lepš́ı porovnáńı byla také u
každého obrazu vypočtena hodnota PSNR mezi obrazem bez šumu a s nepotačeným šumem.
Tato hodnota bude nejmenš́ı, proto č́ım větš́ı PSNR u daného obrazu bude, t́ım byl v́ıce potlačen
šum.

Málo zašuměný obrázek

Výpočet prahu Rozsah prahováńı Prahovaćı funkce
Haarova transformace

Úroveň 1 Úroveň 2
Tribouley Global Soft 24.6675 24.6892
Tribouley Local Hard 24.6651 25.1792

Normal shrink Local Hard 23.0247 23.3493
Normal shrink Local Soft 23.0247 24.9948

Bez prahováńı 21.0406

Tabulka 1: Hodnoty PSNR vypočtené pro r̊uzné kombinace wavelet transformace a prahováńı,
obraz měl přidaný gaussovský b́ılý šum s m = −0.05 a v = 0.01

Vı́ce zašuměný obrázek

Výpočet prahu Rozsah prahováńı Prahovaćı funkce
Daubechies transformace
Úroveň 1 Úroveň 2

Tribouley Global Soft 19.7768 17.4956
Tribouley Local Hard 19.7731 17.4764

Normal shrink Local Hard 19.2067 16.9502
Normal shrink Local Soft 19.2067 17.4527

Bez prahováńı 15.0667

Tabulka 2: Hodnoty PSNR vypočtené pro r̊uzné kombinace wavelet transformace a prahováńı,
obraz měl přidaný gaussovský b́ılý šum s m = 0 a v = 0.02



3.3 Ukázky výsledk̊u

Original image

(a) Původńı obrázek

Image after Haar reconstruction

(b) Obrázek po Haarovo rekon-
strukci z 1.úrovně, Tribouleyho
výpočet prahu, globálńı prahováńı
funkćı hard thresholding

Image after Haar reconstruction

(c) Obrázek po Haarovo rekonstrukci
ze 2.úrovně, výpočet prahu Normal
shrink, lokálńı prahováńı funkćı soft
thresholding

Obrázek 6: Obrázek s přidaným gaussovským b́ılým šumem (m = −0.05 a v = 0.01) a obrázky
po Haarovo rekonstrukci s využit́ım r̊uzných metod prahováńı

Original image

(a) Původńı obrázek

Image after Daubechies reconstruction

(b) Obrázek po Daubechies rekon-
strukci z 1.úrovně, výpočet prahu
Normal shrink, lokálńı prahováńı
funkćı hard thresholding

Image after Daubechies reconstruction

(c) Obrázek po rekonstrukci ze
2.úrovně, výpočet prahu Normal
shrink, lokálńı prahováńı funkćı soft
thresholding

Obrázek 7: Obrázek s přidaným gaussovským b́ılým šumem (m = 0 a v = 0.02) a obrázky po
Daubechies rekonstrukci s využit́ım r̊uzných metod prahováńı
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Obrázek 8: Prahované wavelet koeficienty vzniklé po Daubechies dekompozici obrázku 7 (a) do
2. úrovně , bylo využito lokálńı prahováńı funkćı soft thresholding a práh byl vypoč́ıtán pomoćı
Normal shrink. U jednotlivých skupin koeficient̊u je uvedena hodnota vypočteného prahu



4 Závěr

Ćılem naš́ı práce bylo potlačit šum v obrazu pomoćı diskrétńı wavelet transformace a prahováńı.
Ze studovaných transformaćı, metod prahováńı a zp̊usob̊u výpočtu jsme źıskali r̊uzné výsledky.
Aby bylo možné lépe posoudit, která kombinace je nejlepš́ı, bylo použito kritérium PSNR. Pro
porovnáńı bylo také spočteno PSNR obrazu bez šumu. Č́ım je toto kritérium větš́ı, t́ım v́ıce
byl v obrazu potlačen šum.

Pro hodnoceńı kvality ale nestač́ı pouze porovnat hodnoty PSNR, je třeba také zjistit, jak
vypadá výsledný obrázek po rekonstrukci. Obecně větš́ı potlačeńı šumu a vyšš́ı PSNR zaručuje
Haarova transformace, globálńı prahováńı a rekonstrukce ze 2. úrovně. Rekonstrukce ze 2. úrovně
ale přináš́ı nevýhody v podobě poničených hran výsledného obrazu, toto poničeńı lze zmı́rnit
použit́ı prahovaćı funkce soft thresholding. Při rekonstrukćıch z 1. úrovně nemá na PSNR vliv
hard či soft thresholding.

Lépš́ı výsledky poskytly obrázky s menš́ım množstv́ım přidaného šumu. Se zašuměńım
obrázku souviśı také použit́ı studovaných metod výpočtu prahu. Tribouleyho metoda využ́ıvá
počet nenulových koeficint̊u v prahovaných koeficientech. Č́ım je v́ıce nenulových koeficient̊u,
t́ım větš́ı je hodnota prahu a v́ıce koeficient̊u po prahováńı je rovno nule. Obrázek s menš́ım
množstv́ım přidaného šumu nemá tolik nenulových koeficient̊u jako obrázek s větš́ım množstv́ım
přidaného šumu. Při našem experimentu se ale v těchto př́ıpadech zdála hodnota prahu př́ılǐs
vysoká a potlačeny tak byly teměř všechny detailńı koeficienty včetně těch nesoućıch obrazo-
vou informaci. Použit́ı Tribouleyho metody je tedy vhodné hlavně pro málo zašuměné obrázky.
Naproti tomu metoda Normal shrink poskytla dobré výsledky i u v́ıce zašuměných obrázk̊u.
Využ́ıvá totiž rozptyl wavelet koeficient̊u nesoućıch nejv́ıce šumu. Pokud obsahuje obrázek málo
šumu, metoda Normal shrink odhadne př́ılǐs malý práh, detailńı koeficienty nejsou výrazně na-
prahovány. Výsledný obraz se tedy podobá sṕı̌se p̊uvodńımu zašuměnému obrazu.
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