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Anotace

Frekvenéni spektrum podélné polarizovanych rezonatoriu z piezoelektrické

keramiky

Ing. Martin Pustka

Pfi navrhu piezoelektrickych rezonatorii je nutné podrobné studovat frekvencni spek-
trum kmitii piezoelektrického elementu, zejména pak vliv rozmérii na rozlozeni a amplitudy
rezonancnich frekvenci. Pro analyzu se obvykle vyuziva analytického popisu vazanych kmiti,
vychazejiciho z Mindlinovy nebo Leeho dvourozmérné aproximacni teorie pro kmity piezo-
elektrickych desek.

Prace se zabyva fesenim vazanych kmitii rezonatorii ve tvaru tenkych uzkych desticek
s pravouhlym prufezem, vyrobenych z piezoelektrické keramiky a polarizovanych ve sméru
své délky. Z Leeho dvourozmérnych aproximaénich rovnic jsou pomoci metody rozvoje ve-
licin do fady sitkové soufadnice a metody primérovani pres tloustkovou souradnici odvo-
zeny dva systémy jednorozmeérnych aproximacnich rovnic, popisujici vazané podélné, sirkove
rozpinavé a symetrické sirkoveé strizné kmity. Soustavy rovnic jsou doplnény okrajovymi pod-
minkami, respektujicimi vliv budiciho elektrického pole piisobiciho ve sméru délky pasku.

Oba systémy rovnic jsou pouzity pro vypocet frekvencnich spekter kmiti piezoelek-
trickych rezondtori z tvrdé a mékké PZT keramiky a pro urceni vlastnich tvari kmiti.
Teoretické vysledky jsou porovnany s namérenymi hodnotami a jejich pomérna odchylka je
v fadu jednotek procent. Presnost vypoctu odpovida bézné toleranci rezonancni frekvence
rezonatoru z piezoelektrické keramiky.

Vysledné vztahy lze pouzit pro libovolny material se symetrii odpovidajici tridé Gmm.
Odvozeni jednorozmérnych aproximacnich rovnic vychazi z predpokladu linearniho chovéni
piezoelektrického rezonatoru. Pri jejich praktickém pouziti je nutné zohlednit nelinearni
vlastnosti piezoelektrické keramiky a velky rozptyl materidlovych parametru.

Klicova slova: piezoelektricky rezonator, frekvenéni spektrum, piezoelektricka deska,
PZT keramika



Annotation

Frequency Spectrum of Piezoceramic Resonators Polarized in Longitudinal

Direction

Martin Pustka, M.Sc.

In the piezoelectric resonator design, it is necessary to study the frequency spectrum of
vibrations of the piezoelectric element in detail, particularly the influence of dimensions on
the resonant frequencies. The analytical description of coupled vibrations, based on Mindlin’s
or Lee’s two-dimensional piezoelectric plate theories, is usually used for the analysis.

This Ph.D. Thesis deals with the solution of coupled vibrations of resonators with a shape
of thin narrow plates with rectangular cross section, manufactured from piezoelectric cera-
mics and polarized in longitudinal direction. Two systems of one-dimensional approximative
equations for coupled length-extensional, width-stretch and symmetric width-shear vibrati-
ons are deduced from Lee’s two-dimensional equations using the method of expanding in se-
ries of the width coordinate and method of averaging through the thickness. These systems
are completed by the boundary conditions respecting the case of electrically forced vibrations
of the plate.

The equations are used to calculate the frequency spectrum of vibrations for piezoelect-
ric resonators of hard and soft PZT ceramics and for the determination of mode shapes.
The theoretical results are compared with experimental data and the relative deviation is
of the order of several per cent. The calculation accuracy corresponds to the usual tolerance
of resonant frequency of piezoceramic resonators.

The resulted equations can be used for any piezoelectric material with the symmetry
class 6mm. The derivation of one-dimensional approximate equations assumes the linear
behavior of the piezoelectric resonator. Using the equations it is necessary to take into
account the nonlinear properties of piezoelectric ceramics and the high scattering range of
its material constants.

Keywords: piezoelectric resonator, frequency spectrum, piezoelectric plate,
PZT ceramics
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Cijkly Coape pomérné slozky tenzoru elastického modulu 1

Cijkl, Cap pomérné slozky tenzoru elastického modulu 1

ks Cay pomérné slozky tenzoru elastického modulu 1

éﬁ;‘ﬁi, &(;L) pomérné slozky tenzoru elastického modulu 1

ik Cop pomeérné slozky tenzoru elastického modulu |

C kiivka obepinajici obvod desky

d™ povrchova hustota naboje Cm—?

din}, EE”J slozky primérného elektrického posunuti Cm™2

dikt, dix slozky tenzoru piezoelektrického koeficientu mV 1

D disperzni matice

D) povrchova hustota naboje Cm—?
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D_Em slozky elektrického posunuti v piezoelektrické latce Om=2

fo”J slozky elektrického posunuti ve vakuu Cm—2

Dfrl}, ﬁf-”} slozky dvourozmérného elektrické posunuti Cm 2

Dfm")‘ ﬁf”m} slozky jednorozmérného elektrické posunuti Cm—2
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1 Uvod

Piezoelektrické rezonatory jsou dilezitym stavebnim prvkem fady modernich zafizeni.
Vedle tradi¢nich aplikaci v oscilacnich a filtracénich elektrickych obvodech [1] nebo budicich
akustického signalu [2] nachazeji stale vétsi uplatnéni jako rezonanéni snimace neelektrickych
veli¢in [3], zakladni soucast piezoelektrickych aktuatori [4] a ultrazvukovych motori [5]
nebo v piezoelektrickych transformatorech [6]. Nové se objevuji i technické feseni kombinujici
vice rezonanénich struktur s riznou funkei [7].

Pojmem piezoelektricky rezonator rozumime element z piezoelektricky aktivniho mate-
rialu (nejcastéji ve tvaru desticky, tycinky nebo prstence), ktery je na vhodnych plochach
opatfen urc¢itou konfiguraci elektrod a kmita nékterym vlastnim médem kmitu. Mechanicka
deformace je vyvolana harmonickym elektrickym polem o frekvenci blizké nékteré vlastni
frekvenci rezonétoru, pfilozenym na elektrody. Kmitajici rezonator ma soucasné charak-
ter elektrického oscilaéniho obvodu. Vzajemna dualita mechanickych a elektrickych kmiti
je vyznamna pfi vypoctu frekvencnich spekter z rovnic popisujicich elastické kmity télesa
a moznosti jejich experimentalniho urceni mérenim obvodovych parametri.

Piezoelektricky rezonator miize kmitat fadou jednoduchych nebo vzajemné vazanych
modi kmith riznych radi. Vlivem anizotropnich vlastnosti materialu a pritomnosti elek-
trického pole dochazi k silné vazbé riznych modu a vysledné spektrum kmitl je pomeérné
komplikované. V aplikacich se vyuziva obvykle pouze jediny mod, pripadné kombinace néko-
lika ¢asové a prostorové posunutych modu kmiti. Podstatou navrhu piezoelektrického rezo-
natoru je uréeni zakladnich modalnich parametri - vlastni (rezonanéni) frekvence a vlastniho
tvaru kmitu. U rezonatoru urcenych pro pouziti v radiotechnice nebo akustice je zasadni
velikost a stabilita rezonanc¢ni frekvence a vzajemna vazba nebo odstup sousednich médi
kmiti. U rezonatorti pouzivanych pro aktuatory je vedle rezonanéni frekvence urcujici také
dalsi modalni parametr, vlastni tvar kmitu, dilezity pro optimalni ¢innost zafizeni. Cistota
mdédu kmitu je velmi vyznamna pfi pouziti rezonatoru v sirokém teplotnim rozsahu. Kazdy
z m6di ma svou vlastni teplotni zavislost [8] a v uréité teplotni oblasti se mize vazba kmita
nepriznivé projevit.

Rostouci vyznam piezoelektrickych rezonatort v technické praxi klade naroky na pres-
nost jejich provedeni. Nejdilezitéjsi etapa navrhu spociva v optimalizaci modalnich parame-
tri piezoelektrického elementu podle pozadavki budouci aplikace. Hlavnimi faktory ovliv-
fiujicimi mody kmitt jsou tvar a rozmeéry rezonatoru a elektrod, pouzity materidl a orientace
krystalového fezu. Vhodnou kombinaci téchto velicin je mozné zvyraznit pozadovany mod
kmitu a potlacit blizké nezadouci mody. V pribéhu konstrukce rezonatoru je nutné provést
aplnou a presnou analyzu spektra kmith pro rizné hodnoty geometrickych a materialovych
parametri. Obvyklym postupem je analytické reseni rovnic, vychazejicich z aproximaénich
teorii vyssich fadu popisujicich kmity piezoelektrickych desek (1], ¢asto doplnéné matema-
tickym modelovanim pomoci metody kone¢nych prvkia [9].

1.1 Soucasny stav problematiky

Piezoelektricky rezonator je prostorové ohranicené téleso s nekoneénym poctem stupiii
volnosti. Pfi jeho kmitani vznikaji obecné tirozmérné stojaté vlny, které lze popsat sousta-
vou ¢tyf parcialnich diferencialnich rovnic pro mechanicka posunuti a elektricky potencial.

Presné analytické feSeni tohoto problému neni mozné vyjadfit ve tvaru koneéného poctu
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matematickych funkei, a proto je nutné pii vypoctu vychazet z nékteré z aproximacnich
metod.

Nejjednodussi aproximaci, bézné pouzivanou ve starsich publikacich [10], je popis kmi-
tani pomoci jednoduché vlnové rovnice, zavisejici pouze na jedné prostorové proménné
a ¢ase. Tento zpiisob uvazuje jediny rozmér télesa a zcela zanedbava vazbu s jingmi mody
kmitd. Rovnice jsou platné pouze v tizkém rozsahu frekvenci a popisuji jenom nejnizsi po-
délné nebo ohybové mdédy. Nesoulad mezi vypoétenymi a naméfenymi hodnotami je pak
odstranén zavedenim korekénich ¢lenit do teoretickych vztaht pro rezonanéni frekvence.
Velikost téchto korekénich ¢lenti byva obvykle stanovena experimentalné. Urcité zpresnéni
prineslo respektovani vazby kmitt zahrnutim dalsich médi do soustavy vlnovych rovnic [11].

Zcela novy pristup znamenala Mindlinova teorie dvourozmérnych aproximacnich rovnic
popisujici vinéni v nekoneéné rozlehlych tenkych deskach. Tento postup, odvozeny ptivodné
pro elastické izotropni desky [12], [13], tvori zéklad moderni teorie analytického reseni kmitu
prostorové ohranicenych piezoelektrickych rezonatori. Zakladni myslenkou je nahrazeni sku-
tecného rozlozeni velicin ve sméru tloustky nekoneénou fadou matematickych funkei. Vhod-
nym omezenim nekoneéné fady lze ziskat aproximacni rovnice zahrnujici vyssi mody kmiti
a velmi presné charakterizujici chovani rezonatoru az do frekvence, odpovidajici priblizné
mezni frekvenci nejnizsiho nezahrnutého modu. Tyto vinové rovnice spolu s okrajovymi pod-
minkami na hrani¢nich plochach tvori Gplnou soustavu popisujici vazané kmity rezonatoru,
jejiz reseni je mozné vyjadrit v uzavieném tvaru analytickych funkei.

Rozsiteni puvodni Mindlinovy aproximace do oblasti kmiti piezoelektrickych desek a je-
jimu dal$imu zpresnéni napr. zahrnutim hmotnostniho vlivu elektrod byla a je vénovana
velka fada publikaci. Mezi nejvyznaméjsi patii Tierstenova monografie [14| nebo souhrnna
prace Zelenkova [1], z posledni doby pak zejména prace publikované Leem a jeho spolupra-
covniky [15], [16]. Vétsina aproximacnich metod vychazi z predpokladu linearniho popisu
piezoelektrickych kmitii a zanedbani vnitrnich ztrat v rezonatoru. Prestoze bylo publikovano
mnozstvi praci popisujicich nelinearni elektroelastické rovnice [17] nebo linearni rovnice re-
spektujici mechanické tlumeni a elektrické ztraty [18], nebylo dosud formulovano podobné
feseni pro kmity rezonatori kone¢nych rozmeéri.

Problematika reseni vazanych kmiti je do urc¢ité miry zjednodusena nasledujicimi pred-
poklady. Rezonator je obvykle téleso jednoduchych geometrickych tvari, jehoz plochy uva-
zujeme mechanicky volné. Tyto plochy jsou bud bez elektrod, nebo pokryty nekonecéné ten-
kymi dokonale vodivymi elektrodami, na které je prilozen harmonicky potencial. Amplituda
deformaci je mala a lze ji popsat linearnimi vztahy, kmitani rezonatoru povazujeme za netlu-
mené. Nasim cilem je ziskat pouze feSeni ustalenych vynucenych kmiti, a proto neuvazujeme
pocatecni podminky ani s nimi spojené prechodové jevy. Vzhledem ke slozitosti matema-
tického popisu prostorového kmitani se vychazi ze zjednodusujici uvahy, ze Sifeni vinéni
zavisi pouze na jedné prostorové soufadnici (straight-crested wave). V pfipadé rezonatori
vyrobenych z materiali s nizkym koeficientem elektromechanické vazby (napi. kiemen) lze
dale zanedbat piezoelektrické vlastnosti latky a reSeni prevést na problém cisté elastickych
kmitti anizotropnich desek. Takové zjednoduseni vsak nelze pouzit pro materialy s vyso-
kym koeficientem elektromechanické vazby (napi. piezoelektricka keramika), kdy jsou mody
kmit vyznamné ovlivnény piitomnosti elektrického pole [19]. Tento vliv je vyrazny zejména
u rezonatorii kmitajicich ve sméru pusobiciho elektrického pole [20].

Popis kmiti tenkych uzkych piezoelektrickych desti¢ek (viz obr. 1.1), oznacovanych také

14



terminem pdsek (strip), lze dale upravit zavedenim jednorozmérné aproximace. Pfedpokla-
dame-li, Ze Siika a tloustka pasku je mala ve srovnani s délkovym rozmérem, miizeme v obou
téchto smérech nahradit skuteéna rozlozeni velicin jejich primérnou hodnotou nebo radou
diskrétnich hodnot. Ziskdme tak jednorozmérné aproximované veliciny, které jsou funkcemi

jiz pouze jedné souradnice a casu.

Obr. 1.1: Paskovy rezonator umistény v soufadném systému

Resenim vazanych kmit paskovych rezonatorti s pravothlym prifezem pomoci jedno-
rozmérné teorie se poprvé zabyval Lee [21], ktery odvodil aproximacni rovnice popisujici
vazané podélné, plosné stfizné a ohybové kmity rezonatori s monoklinickou symetrii pfi za-
nedbani piezoelektrického jevu. Posunuti ve sméru sifky rozvedl do mocninné rady sifkové
soufadnice. Vzhledem k malé tlousfce pasku ve srovnani s ostatnimi rozméry nahradil hod-
noty elastického napéti a posunuti ve smeéru tloustky jejich strednimi hodnotami. Vysledné
vztahy pouzil pro vypocet vazanych lichych radi podélnych kmiti, sirkové stfizného kmitu
a sudych fadi ohybovych kmitii. Tyto rovnice aplikoval Zelenka [22] pro vypocet vazanych
lichych ohybovych, sudych podélnych a sitkové stfizného kmitu kremennych NT rezonatort.

Odlisny postup odvozeni jednorozmérnych rovuic pouzili Lee a Wang v praci [23]. Ve-
liciny ve sméru tloustkové i sitkové souradnice rozvinuli do fady trigonometrickych funkei
a ziskali obecné rovnice popisujici ¢tyri skupiny vazanych kmiti rezonatoru s monoklinickou
symetrii se zahrnutim vlivu elektrického pole.

Vazanymi kmity rezonatori s hexagonalni symetrii tridy 6mm se zabyvali napriklad
Zelenka [24], Lee et al. [25] a Yang [26]. V praxi jsou pouzivana dvé provedeni paskovych re-
zonatoru s touto symetrii. Prvni provedeni ma krystalografickou osu ¢ (nebo smér polarizace
v pripadé piezoelektrické keramiky) rovnobéznou s délkou pasku a elektrody jsou umistény
na plochach kolmych k délce. V druhém pripadé je osa ¢ rovnobézna s tloustkou a elektrody
jsou na plochach kolmych k tloustce.

Pro prvni pfipad stanovil Zelenka [24] apravou vztahu (23] feSeni vazanych podélnych,
sitkové rozpinavych a symetrickych sitkové striznych kmiti pro pripad ustalenych kmiti
rezonatoru bez elektrod pfi respektoviani piezoelektrickych vlastnosti latky.

Lee et al. [25] a Yang [26] se vénovali popisu kmitéi druhého provedeni rezonatoru.
Lee podobné jako v [21] nahradil veli¢iny ve sméru tloustky jejich primérnymi hodnotami,
pricemz sirkové veliciny rozvedl do rady trigonometrickych funkei. Timto postupem ziskal
rovnice vazanych podélnych, sifkové rozpinavych a symetrickych sifkové stfiznych kmit.
Yang pouzil rozvoje posunuti a potencialu do dvojité mocninné rady tloustkové a sirkové

soufadnice a odvodil obecné rovnice roztaznych a ohybovych kmiti.



1.2 Cile disertaé¢ni prace

Piedlozena prace se zabyva odvozenim rovnic pro popis vazanych kmit podélné polari-
zovanych paskovych rezonatori z piezoelektrické keramiky. Ucelené feseni tohoto problému,
popisujici realny pripad kmiti buzenych harmonickym elektrickym polem, dosud nebylo
publikovano.

Reseni navazuje na Zelenkovu préci [24]. V této publikaci neni uvedeno odvozeni vysled-
nych rovnic a neobsahuje ani ovéfeni teoretickych vztahti vypoétem a porovnanim s experi-
mentem. Je proto vhodné vyjit z piivodnich praci [15] a [23] a provést znovu aplné odvozeni
téchto rovnic. Ty je pak nutné doplnit okrajovymi podminkami, které respektuji zptisob
elektrického buzeni kmit rezonatoru.

Popis stejné skupiny vazanych kmiti Ize ziskat také druhou metodou pramérovani pres
tloustkovou soufadnici. Pouzitim stejné myslenky jako v predchozim pripadé je mozné pfi-
zpusobit postup feseni [25] a ziskat vinové rovnice kmitii podélné polarizovanych rezonatoru,
které budou doplnény o prislusné okrajové podminky. Opét je tieba vyjit z ptivodni dvou-
rozmérné aproximace [16].

Obé soustavy vinovych rovnic, ziskané riiznym postupem aproximace, by mély shodné
popisovat chovani redlného rezonatoru. Je proto nutné navzajem porovnat jejich feseni,
napiiklad ve formé zavislosti rezonanéni frekvence na rozmeérech rezonatoru. Diulezité bude
i porovnani teoretickych vysledkii s namérenymi hodnotami. Ovéfeni odvozenych vztaht
bude provedeno pro pripad paskovych rezonatoru z piezoelektrické PZT keramiky APC 841
a APC 856.

Je treba si uvédomit, ze podélné polarizované piezokeramické pasky predstavuji spe-
cifické provedeni rezonatoru. Vzhledem k jeho tvaru a zptsobu buzeni je cinitel jakosti
pri rezonanci nizky. Znacna délka spolu s malou plochou elektrod jsou pric¢inou velmi nizké
statické kapacity a elektrické pole uvnitf rezonatoru je silné nehomogenni. Vlastnosti piezo-
elektrické keramiky jsou nelinearni a jeji materialové konstanty jsou vyrobcem zarucovany
v toleranci nékolika procent [27]. Nékteré teoreticky popsatelné mody kmiti nelze vybudit,
nebo je nutné pouzit vyssi nelinearni rovné budiciho napéti. Ziskané rovnice proto budou

ziejmé pouze linearni aproximaci realného nelinearniho stavu.

1.3 Clenéni prace

Reseni vazanych modi piezoelektrickych rezonatori predstavuje komplexni problém, vy-
zadujici znalosti z oblasti mechanického a elektrického kmitani, §ifeni vinéni v neomezeném
a ohraniceném piezoelektrickém prostiedi a zejména problematiky kmitani tenkych desek.
Tomu také odpovida clenéni prace.

Kapitola 2 je vénovana elastickému vinéni v piezoelektrickych latkach. Jsou popsény
zakladni pripady sifeni vin v neohrani¢eném a ohraniceném prostiedi a uvedeny vychozi tfi-
rozmeérné rovnice piezoelektriny, charakterizujici vzajemnou souvislost mechanického a elek-
tromagnetického vinéni pri kvazistatické aproximaci. Rovnice jsou dopluény okrajovymi
podminkami pro jednotlivé pripady mechanického a elektrického upnuti. Déle je zminéna
problematika moda kmiti nekonecné rozlehlé desky, ktera je dulezita pri formulaci aproxi-
macnich rovnic.

V kapitole 3 je obecné popsan zakladni princip a postup nahrazeni tiirozmérnych rovnic

jejich dvourozmérnou aproximaci. Konkrétné je uvedeno odvozeni nekoneéného systému
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dvourozmérnych aproximacnich rovnic, vzniklych rozvojem posunuti a potencialu do fady
trigonometrickych funkei, a jejich novéjsi modifikace. Jednoznacnost feseni aproximacniho
systému s koneénych poctem prvkii je urcéena zavedenim okrajovych podminek.

Stézejuni ¢asti prace je kapitola 4, ktera obsahuje odvozeni vztahti popisujicich kmity
podélné polarizovanych paskovych rezonitorti pii riizném zpusobu aproximace. Nejdfive
je proveden jednoduchy popis podélnych kmitii pomoci vinové rovnice uvazujici pouze je-
den stupen volnosti. V dalsich ¢astech kapitoly jsou z obecnych dvourozmérnych rovnic
postupné pomoci metody rozvoje do fady funkei sitkové soufadnice a metody priméro-
vani pres tloustkovou soufadnici odvozeny jednorozmérné rovnice vazanych kmiti pasku.
Vsechna feseni jsou doplnéna okrajovymi podminkami a tvori ucelené systémy pouzitelné
pro vypocet modalnich parametri rezonatoru.

Vysledné soustavy aproximaénich rovnic jsou v kapitole 5 pouzity pro uréeni frekvencénich
kiivek a teoretickych tvara kmitt paskovych rezonatori. Vysledky ziskané obéma metodami
vypocétu jsou porovnany vzajemné a také s experimentalnimi hodnotami. V zéavéru této
casti jsou diskutovana néktera omezeni, tykajici se praktického pouziti odvozenych rovnic
pro stanoveni frekvencnich spekter rezonatoru z piezoelektrické keramiky.

Kapitola 6 obsahuje shrnuti vysledki prace a zavér.

V textu je stfidavé pouzivano tenzorového a maticového znaceni [28] slozek fyzikalnich
veli¢in a materialovych konstant. Podobné jako v jiné literatufre z této oblasti budeme v obec-
nych vztazich pouzivat uplného tenzorového znaceni s indexy psanymi latinkou, v rovnicich
odvozenych pro konkrétni krystalovou symetrii pak pouzijeme zkraceného maticového zna-
ceni s feckymi indexy. V rovnicich budeme dusledné uzivat konvence Einsteinova sumacniho
pravidla, podle néhoz znamena opakovani indexu ve vyrazu sumaci pres vsechny tti hodnoty

tohoto indexu.
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2 Elastické vinéni v piezoelektrickych latkach

Popis vazanych kmiti piezoelektrickych rezonatortt souvisi s problémem sifeni elastic-
kého vInéni v piezoelektrickém ohrani¢eném prostredi. V piezoelektrické latce dochazi vlivem
vzajemné zavislosti mechanickych a elektrickych velicin k vazbé mezi elastickym a elektro-
magnetickym vinénim. Vysledné rozlozeni elastickych a elektrickych poli uvnitf rezonatoru
Ize ziskat pouze sou¢asnym fesenim Newtonovych pohybovych rovnic a Maxwellovych rovnic

pfi kvazistatické aproximaci.

2.1 Trirozmérné rovnice piezoelektfiny

V neohrani¢eném prostiedi nebo v télese, jehoz viechny rozméry jsou mnohem vetsi
v porovnani s vinovou délkou siticiho se rozruchu, se obecné §ifi vinéni slozené ze tii ro-
vinnych elastickych vln, jejichz polarizace (uréené smérem posunuti ¢astic) jsou navzajem
kolmé. Smeéry posunuti ¢astic nejsou v obecném pripadé rovnobézné nebo kolmé na smér
sifeni vinéni. Vinu s polarizaci nejblizsi sméru $ifeni nazyvame vlnou kvazipodélnou, zbylé
dvé vlnami kvazipfiénymi. Viny postupuji se stejnou frekvenci jednim smérem s obecné
ruznou rychlosti, ktera zavisi také na sméru Sireni. Rychlost kvazipricné viny je vzdy nizsi
nez rychlost kvazipodélné viny. V piezoelektrickém prostiedi jsou mechanické vychylky va-
zany s elektromagnetickym polem, takze elektricky potencial a doprovodné elektrické pole
jsou soucasti elastické viny. Postupujici elektrické pole ma povahu podélné vlny, jejiz vino-
plochy jsou ekvipotencialami a ktera tvori ¢tvrtou slozku postupujiciho vinéni.

Popis kmitani piezoelektrickych téles vychazi z linearni teorie piezoelektfiny [14]. Za pred-
pokladu nekoneéné malych deformaci je elastické chovani latky uréeno Hookovym zakonem.
Protoze elastické viny postupuji pevnou latkou rychlosti 10%- az 10°-krat nizsi nez elektro-
magnetické vinéni [29], mizeme magnetickon ¢ast energie spojené s mechanickym kmitanim
zanedbat. Elektrické pole v latce ma vzhledem k elektromagnetickému vinéni kvazistaticky
charakter a lze ho popsat Maxwellovymi rovnicemi pro stacionarni elektrické pole.

Za téchto predpokladii miizeme vlnéni v piezoelektrickych latkach popsat nasledujici
skupinou rovnic [14]:

a) algebraické rovnice (linearni piezoelektrické rovnice)

i E '
Tij = cijriSkt — ekij B,

! 20
D; = €Sk + 5% Bk 1)

b) divergencni rovnice (elastické pohybové rovnice a nabojova rovnice elektrostatiky)

10
Di;i=0, (2.2)

¢) gradientni rovnice (vztahy mezi deformaci a mechanickym posunutim a mezi intenzi-
tou elektrického pole a elektrickym potencialem)
1

Sk.!' — = (Uﬁ‘._.t = UI,.‘() )
2 (2.3)

Il

Ef\“. — Pk

kde T};, Sk, Fx a D; jsou po radé slozky elastického napéti, deformace, intenzity elektrického

pole a elektrického posunuti, u; a ¢ jsou slozky mechanického posunuti a elektricky potencial.
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Materialovymi vlastnostmi latky jsou elasticky modul pii konstantni intenzité elektrického
pole cf,,, piezoelektricky modul ey, permitivita pii konstantni deformaci €}, a hustota
p. Symbol vyskytujici se v indexu veli¢iny za ¢arkou znaéi parcidlni derivaci této veliciny
podle odpovidajici souradnice.

Systém 22 rovnic (2.1) az (2.3) pro 22 neznamych lze postupnym vzajemnym dosazova-

nim zjednodusit na soustavu ¢tyt diferencialnich pro ¢tyri neznamé u; a ¢

E .
CijkiUk,li T+ €kijP ki = PU;j , (2.4)

: e
CiklUkli — €L ki = 0.

Soustava vlnovych rovnic (2.4) predstavuje presné tfirozmérné rovnice pro popis Sireni
elastickych vin v piezoelektrickém neohraniceném prostiedi. Pojmem trirozmérné rovnice
rozumime skutecnost, ze jejich proménné jsou funkei tfi prostorovych soufadnic a casu.
Resenim této soustavy je postupné vinéni, jehoz slozky mizeme piedpokladat ve tvaru [31]

U; = (yiebk(ﬂIfi"v”] ;
i 2.5
{p =X (146[_}’{‘()3;.1;—111}] : ( )
kde a; a a4 jsou amplitudy mechanického posunuti a elektrického potencialu, v je rychlost
Sifeni vlny, /3 jsou smérové kosiny urcujici smeér Sireni vzhledem k soufadnym osam z, j je
imaginarni jednotka a
k=— (2.6)
v
je vlnovy vektor viny s kruhovou frekvenci w, svazany s jeji vinovou délkou A vztahem
_ 2w

¥ Vo

(2.7)

Uvazované reseni (2.5) dosadime do soustavy (2.4). Vyjadrime-li z posledni rovnice (2.4)
potencial ¢ a dosadime jej do zbylych rovnic (2.4), ziskame soustavu linearnich rovnic

(Tjk — pv26jx) ax =0, (2.8)
kde

- A (emv. ] .61:1 Enkl .Hn) e

o= || 2o J B; B :

je piezoelektricky Christoffeliiv tenzor a

i o =1k
D (2.10)
W pro 7 =k

Jje Kroneckeriv symbol.
Rovnice (2.8) ma netrivialni feseni, pokud je determinant soustavy roven nule, tedy

|Tjk = ﬂvzéjk‘ =0. (211}

Resenim této kubické rovnice ziskame tfi kladné rychlosti v, n = 1,2, 3, které odpovidaji
rychlostem jednotlivych elastickych vin. Ke kazdé rychlosti ziskame dosazenim do (2.8)
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trojici amplitud cx,(c”), k =1,2,3, které definuji smér vychylky a jsou slozkami polarizacniho
vektoru o™ viny. Amplitudy a-‘(;” odpovidajici elektrické viné jsou linearni kombinaci slozek
ai_”J. Protoze tenzor Tﬂc je symetricky, jsou polarizace vin a'™ tvofici jeho vlastni vektory
navzajem kolmé [32].

Vysledné feSeni soustavy (2.4) ve formé postupného vinéni je superpozici diléich fesent
(2.5)

3
U; = Z Bn_(,l‘:n}f_’bk{ﬁin_m)] :

3 (2.12)
A= Z Bn(tgn)c[i""-(ﬁm—ur)] 3
n=1

kde vahové koeficienty B, mizeme uréit z podminek popisujicich napfiklad intenzitu vinéni.
Jak je zfejmé z (2.12), jsou celkové vychylky sificiho se rozruchu dany souctem vychylek jed-
notlivych vin. ProtoZe v neohranic¢eném prostiedi nemizeme definovat okrajové podminky,
lze vyjadrit amplitudy a; a vahové konstanty BB, pouze ve formé pomérnych hodnot.

Pro zjednoduseni zapisu vynechame v dal$im textu horni indexové oznaceni materialo-
vych konstant a cgki nahradime symbolem c¢;jx, Ef?- pak symbolem &;;.

2.2  VlInéni v ohrani¢eném prostredi

Druh vlnéni, které vznika v télese kone¢nych rozmeéri, obecné zavisi na tvaru télesa a jeho
rozmérech ve srovnani s vinovou délkou $iriciho se rozruchu a na zpusobu buzeni kmitii.
V nasem pripadé piezoelektrickych rezonatortu s objemovou akustickou vinou se zamérime
pouze na vlneéni, sifici se celym objemem télesa.

Pri vInéni v ohraniceném piezoelektrickém prostredi, tedy s jednou a vice hrani¢nimi
plochami, dochazi na rozhrani k odrazim vinéni a vazbé ruznych modua kmitii. V pripadé
piezoelektrického elementu umisténého ve vakuu predpokladame uplny odraz vinéni smeérem
do piezoelektrického prostredi. Dopadajici rovinna vlna mize obecné vyvolat tri odrazené
vlny s odlisnou polarizaci (jednu kvazipodélnou a dvé kvazipricné) se stejnou frekvenci.

U prostorové omezeného elementu musime rovnice popisujici Sifeni vinéni (2.4) resit
soucasné s okrajovymi podminkami. Tyto podminky jsou pro piezoelektrické latky dvojiho
druhu - mechanické a elektrické [14]. Uvazujme rezonator umistény vhodné v soufadném
systému os tak, ze hranic¢ni plocha, oddélujici téleso rezonatoru od okolniho prostredi, je
shodna s rovinou x; = konst. Pri navrhu obvykle predpoklddame rezonator s mechanicky
volnymi plochami umistény ve vakuu.

Z podminky mechanicky volného povrchu, na ktery nepusobi zadné vnéjsi sily, vyplyva,
ze slozky elastického napéti na hranicni plose jsou nulové a mechanicka okrajova podminka

ma tvar
Th=Tp=T3=0 pro x; = konst. (2.13)

Elektrické okrajové podminky mizeme rozlisovat pro dva rizné pripady. Povrch rezo-
natoru je bud bez elektrod, nebo pokryty dokonale vodivymi nehmotnymi elektrodami,
na které je prilozen elektricky potencial.
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V prvnim piipadé splituje elektricka okrajova podminka pfipad spojitosti normaloveé
slozky elektrického posunuti v piezoelektrické latce a v okolnim prostredi a ma tvar

DE‘U) = th') pro z; = konst., (2.14)

kde indexem p je oznaceno piezoelektrické prostiedi a indexem v vakuum nad povrchem.
Pri praktickém vypocétu uvazujeme permitivitu piezoelektrického prostredi mnohonasobné
vyssi nez permitivitu vakua, elektrické pole ve vakuu zanedbavame a okrajova podminka

ma zjednoduseny tvar
=) pro x; = konst. (2.15a)
U pokoveného povrchu vyzadujeme spojity potencial na celé plose elektrody

» = @ pro x; = konst., (2.15b)

kde hodnota prilozeného potencialu py mize byt nulova, nebo muze nabyvat koneénych
hodnot.

2.3 VInéni v nekonec¢né rozlehlych deskach

Uvazujme nekonecné rozlehlou tenkou desku z piezoelektrického materialu, umisténou
v soufadném systému os podle obr. 2.1. Tloustka desky je rovnobézna s osou zp a deska
je ohranic¢ena rovinami xo = +b. Pocatek soufadné soustavy lezi ve stfedni roviné desky.
Postupné vinéni se Sifi ve sméru kolmém na osu x9, v nasem pfipadé predpokladame smér

gireni vlnéni rovnobézny s osou x3. Rovinu xsx3, kolmou na smeér sireni a na hraniéni roviny,

ozna¢me jako sagitalni rovinu.

A

2b ‘ : =
K3
Obr. 2.1: Nekonecné rozlehla tenka deska umisténa v soufadném systému

Postupujici elastické vlnéni si miizeme predstavit jako soubor mnoha jeho slozek, které se
Sifi ve sméru osy z3 stridavym odrazenim od hranicnich rovin zg = +b. Schématicky je tento
pohyb znazornén na obr. 2.2a. Tyto slozky maji charakter podélné nebo pri¢né viny. Podélné
viny jsou polarizovany v sagitalni roviné, pii¢né vlny jsou polarizovany bud v sagitalni roviné
(pfi¢né vertikalni viny) nebo v roviné kolmé na sagitalni rovinu (pfi¢né horizontalni viny).
Jednotlivé slozky vinéni predstavuji mody kmati (kmaty) nekoneéné rozlehlé desky.

Prostor omezeny dvéma hrani¢nimi rovinami se chova jako vinovod, ve kterém dochéazi
k disperzi vinéni [33]. Rychlost viny ve sméru Sifeni vinéni (fazova rychlost) zavisi na vinové
délce ve sméru Siteni. Na obr. 2.2b je schématicky zobrazena slozka pfiéného vektikalniho

vinéni dopadajiciho na rozhrani. Vlnovy vektor k mizeme rozlozit na slozku ve sméru sifeni
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viny ¢ a kolmo na smér Sifeni ¢, kterym odpovidaji slozky vlnovych délek 27/§ a 27 /C.
Vlnova délka 27/€ je veétsi nez hodnota 27 /k, a proto je fazova rychlost viny ve sméru
sifeni deskou vétsi nez fazova rychlost viny v neohrani¢eném prostfedi. Pokud dopadajici
vlna vyvola odrazenou vlnu jiné polarizace, jsou tyto vlny navzajem vazané (viz obr. 2.2a).
Z hlediska matematického popisu vinéni je jejich vazba diisledkem okrajovych podminek.

Neni-li dany méd vazan s jinymi prostiednictvim anizotropnich vlastnosti latky nebo vaz-
bou na rozhrani, miize se sifit deskou svou fizovou rychlosti nezavisle na vsech ostatnich
modech.

211/%

s ot

2n /k

a) b)
Obr. 2.2: Sifeni vlnéni uvniti nekoneéné desky

Vzhledem k disperzi prostiedi neni fazova rychlost Sifeni vazana s jeho frekvenci a vl-
novym ¢islem & jednoduchym vztahem podobnym (2.6), ale jejich pomeér je urcen slozitou
disperzni zavislosti. Tento problém lze popsat trirozmérnymi rovnicemi piezoelektriny (2.4)
pfi zavedeni mechanickych (2.13) a elektrickych (2.15) okrajovych podminek na plochach
r9 = +b. ReSeni je mozné provést napiiklad pomoci dvourozmérnych stojatych vin [14].
Pro danou frekvenci je fesenim nekonecné mnozstvi vinovych cisel &,, které odpovidaji jed-
notlivym médiam kmiti nekoneéné desky. Vlnova ¢isla mohou byt realna, ryze imaginarni
nebo komplexni. Realné vinové ¢islo odpovida sirici se vlné, ryze imaginarni nesitici se viné
a komplexni hodnota odpovida viné tlumené [13].

Vysledek je obvykle zobrazovan graficky ve formé disperznich kiivek (viz obr. 5.1, 5.2).
Disperzni kfivky vyjadruji bud zavislost fazové rychlosti na poméru vinového ¢isla € a tloustky
desky, nebo castéji zavislost frekvence vinéni na tomto poméru. Fyzikalné lze tyto kiivky
interpretovat jako frekvencni zavislost poméru podélné a priéné deformace desky [29]. Kazdy
mod kmitu ma svou vlastni zavislost frekvence a vlnového cisla, které odpovida jedna
disperzni kfivka ve frekvencnim spektru.

Analyzou disperzni zavislosti ziskame nékolik dulezitych poznatkid [12]. Pro kazdou vl-
novou délku ve sméru Sifeni vinéni je reSenim soustavy nekonecéné mnozstvi moda kmiti
s riiznou frekvenci. Pri jedné frekvenci se deskou muze Sirit pouze konecny pocet madii,
jejichz vinové délky ve sméru Sifeni jsou v urcitém poméru k tloustce desky. Zaroven vsak
existuje nekoneéné mnozstvi nesiricich se nebo tlumenych moda kmita. Médy vyssich fadu
se deskou zacinaji sitit tehdy, pokud jejich frekvence prekroc¢i uréitou hodnotu mezni frek-
vence. Pokud pomér tloustky desky 2b a vinové délky 27 /€ presahne jistou limitni hodnotu,
ziskava maéd vinéni charakter povrchové akustické viny.

Vénujme dale pozornost krajnimu pripadu médii s vinovym éislem & = 0. Tyto mddy,
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oznacované jako prosté tloustkové médy, predstavuji stojaté viny ve sméru tloustky desky,
pro které jsou vSechny veliciny zavislé pouze na tloustkové souradnici. Rozlisujeme dva typy
prostych tloustkovych médi. Prvnim jsou prosté tloustkové rozpinavé médy, které pred-
stavuji podélné viny a jsou charakterizovany posunutim kolmym na plochy desky. Druhym
typem jsou prosté tloustkové stfizné mody, tedy pii¢né vlny charakterizované posunutim
rovnobéznym s plochami desky. Zakladni tvary kmiti jsou zobrazeny na obr. 2.3 a obr. 2.4.
Symetrie médu souvisi se symetrii posunuti vici stiedni roviné desky (zjz3), fad médu
urcuje pocet uzlovych rovin rovnobéznych se stiedni rovinou. Pokud jsou prosté tloustkové
kmity vazany, je vysledny tvar kmitu dan kombinaci tvartu kmiti jednotlivych modi.

Vlastni frekvence prostych tloustkovych mddi mizeme opét vypoéitat z rovnice (2.8)
a z okrajovych podminek (2.13) a (2.15) pro za = +b pomoci feseni ve tvaru stojatych
vin [14]. Pokud je symetrie piezoelektrického elementu takova, ze prosty tloustkovy mod
neni vazan s jinymi prostymi tloustkovymi médy, je vysledna rezonancni frekvence modu
h-tého radu urcena vztahem

P

kde ¢ je linearni kombinace elastickych modulii odpovidajici polarizaci médu. Vinové ¢islo
Ch lze urcit z okrajovych podminek na plochach desky. Jsou-li plochy desky pokryty elektro-
dami a kmitani je vyvolano prilozenym elektrickym napétim, projevuje se vliv elektrického
pole uvniti desky a frekvence vyssich fadi prostych tloustkovych médu piezoelektrickych
desek nejsou harmonickymi nasobky zakladniho médu. Jejich pomeér zavisi na velikosti od-
povidajiciho koeficientu elektromechanické vazby [34].

X9
; L
b X1, X3
0. mod 2. mod
antisymetricke symetricke
Obr. 2.3: Prosté tloustkové rozpinavé mody nekonecné rozlehlé desky
b l
_\‘. 5T
b _),f 73_' Xy, X3
1. mad 3. mod

symetricke antisymetricke

Obr. 2.4: Prosté tloustkové stfizné mody nekonecné rozlehlé desky

Frekvence prostych tloustkovych médi uréuji mezni frekvenci sifeni médi kmit odpovi-
dajiciho fadu. Jak uvidime déle, maji nékteré mody mezni frekvenci i pfi nenulovém vinovém
¢isle € # 0. Pokud je frekvence médu nizsi nez mezni, je jeho vinové éislo € komplexni a ne-

siii se. Mody s frekvenci vyssi nez mezni maji vinové cislo £ realné a postupuji ve smeru
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siteni vlnéni. Médy 0. fadu nemaji mezni frekvenci a deskou se mohou ifit jiz od nulove
frekvence. Symetrické médy kmitt pfispivaji k roztaznym deformacim desky, antisymetrickeé
mody pak k ohybovym deformacim desky [12].

2.4 Deska s nekoneé¢né malou sSirkou

Postup feseni kmitii nekonecéné rozlehlé desky mizeme pouzit také pro pripad neko-
necné dlouhé desky s (nekoneéné) malou siikou (viz obr. 2.5), tedy ve tvaru velmi tenkého
nekoneéného pasku [14].

Obr. 2.5: Velmi uzka nekoneéné dlouha deska umisténa v souradném systému

Za predpokladu velmi malé sitky (a < b) uvazujeme, ze slozky elastického napéti a elek-
trického posunuti ve sméru sirky jsou nulové a ostatni veli¢iny nezavisi na $itkové soufadnici.

Je-li sitka desky rovnobézna s osou x, plati nasledujici podminky
Thu=T=Tis=D=0. (2.17)

Zahrnutim podminek (2.17) do soustavy rovnic (2.4) ziskame upravené vlnové rovnice,
které popisuji problém rovinné napjatosti piezoelektrického télesa. Nékteré materialove kon-
stanty v rovnicich (2.4) jsou tim nahrazeny jejich modifikovanymi hodnotami. Frekvencni
spektrum kmiti uréime feSenim téchto rovnic spolu s okrajovymi podminkami (2.13) a (2.15)
na plochach z3 = +b stejnym postupem jako v pripadé nekoneéné rozlehlé desky. Vzhle-
dem k zanedbani sitkového rozméru desky mizeme uvedené vztahy pouzit pro popis kmitu
o frekvenci dostatecné nizsi, nez je mezni frekvence nejnizsiho prostého kmitu ve sméru
sirky.

Popisujeme-li pfipad nekonecné dlouhého tenkého péasku, predstavuje rozmeér 2a tloustku

a 2b sitku pasku a dale hovorime o (prostych) sitkovych mddech.

2.5 VlInéni v ohrani¢enych deskach

V prostorové ohranicené desce (viz obr. 3.1) je sifeni vInéni omezeno dalSimi hranicemi
na hranach kolmych k plocham @y = +b. Mddy kmiti, které se mohou §itit v nekonecné
desce, se vyskytuji i v ohranicené desce. Pfi odrazech vInéni na hranicich desky vznikaji
tfirozmérné stojaté viny a pro kazdy mod nekonecné desky existuji v konecné desce také
jeho vyssi harmonické.

Vsechny kmity jsou vzajemné vazany pii odrazech na rozhranich a narozdil od neko-

necné desky nemohou existovat nezavislé mody. Protoze se mody vyssich rada sifi deskou
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az od urcité mezni frekvence, jsou sice vysokofrekvencéni kmity ovlivnény vazbou s nizsimi
mé6dy kmitd, ale pro nizkofrekvencéni kmity je vazba s vySsimi médy kmiti slaba. Tato
skutecnost je vyznamna pii formulaci aproximacni rovuic.

Méd kmitu ohranicené desky je dan kombinaci jednotlivych mddia kmitu nekonecné
desky. Kmitani je popsano vinovymi rovnicemi (2.4), jejichz feSeni musi vyhovovat mecha-
nickym a elektrickym okrajovym podminkam (2.13), (2.15) na vsech hrani¢nich plochach
rezonatoru. Reseni této soustavy lze analyticky vyjadfit v uzavieném tvaru konec¢ného po-
¢tu matematickych funkci pouze pro pripad nekoneénych desek nebo pro ohranicené desky
se specifickymi pomeéry rozméri. Pro popis kmiti deskového rezonatoru obecnych rozméri
Je proto nutné pouzit nékterou z aproximacnich metod.

Jednotlivé médy jsou znaceny nazvy, které vychazeji z jejich vlastniho tvaru kmitu
(napr. tloustkoveé stfizny, obrysovy apod.), pficemz toto znaceni nebyva v literature jednotne.
Pri studiu paskovych rezonatori obvykle rozlisujeme skupiny kmiti roztaznych, ohybovych
a torznich.



3 Aproximacni feSeni kmiti1 piezoelektrickych desek

V této kapitole se zamérime na princip a odvozeni dvourozmérnych aproximacnich rovnic,
popisujicich kmity rezonatori ve tvaru prostorové ohranicené desky.

Uvazujme ohrani¢enou piezoelektrickou desku obecného tvaru, umisténou v souradné
soustave tak, ze jeji tloustka 2b je rovnobézna s osou z9 a pocatek soufadné soustavy lezi
ve stiedni roviné desky (viz obr. 3.1). Hrani¢ni povrchy kolmé na osu x nazyvejme plochy,
hrani¢ni povrchy rovnobézné s osou xo potom hrany. Obsah obou ploch desky oznacme A.
Hrany desky obepina kfivka (', kter4 je priisecikem hran s rovinou zz = 0. Pro pripad buzeni
ve sméru kolmém na osu x5 [35] piedpokladejme plochy bez elektrod.

X2

Obr. 3.1: Ohranicena piezoelektricka deska umisténa v souradném systému

K vyjadrfeni diferencialnich rovnic popisujicich pohyb piezoelektrického télesa o ob-
jemu V uzavieném plochou S mizeme vyuzit varia¢niho principu pro linearni piezoelektrické
kontinuum [36], ktery je modifikaci principu virtualnich praci analytické mechaniky [37]. Va-

riacni rovnice vyjadiuji dynamickou rovnovahu systému a maji tvar

ty
[t [ (@i = i) b0 + Distiel av+
to Vv
1
+ / dt/ [(¢j — niT3j) 0uj + (0 — niD;) dp]dS =0, (3.1)
Jtg S

kde t; je elastické napéti na povrchu elementu, ¢ je hustota povrchového naboje a n; je
jednotkovy vektor smérujici vné plochy S. du; a dp jsou libovolné variace posunuti a poten-
cialu, které jsou v casech tp a t; nulové. Protoze variacni rovnice plati pro libovolny objem

a plochu télesa, mizeme objemovou a plosnou ¢ast rovnice (3.1) uvazovat oddélené.

3.1 Dvourozmérné aproximacni teorie

Vychozi metodou, pouzivanou pro odvozeni vztahii popisujicich kmity ohrani¢enych pie-
zoelektrickych rezonatori, je teorie dvourozmeérné aproximace vyuzivajici rovnic ziskanych
rozvojem vybranych veli¢in v fadu. Tento postup, poprvé pouzity Mindlinem pro feseni
¢isté elastickych kmiti izotropnich desek [12], byl postupné rozsifen i do oblasti kmitani
piezoelektrickych anizotropnich desek. Zakladni myslenka spociva v nahrazeni skuteéného
rozlozeni veli¢in ve sméru tloustky desky (mechanického posunuti a elektrického posunuti
nebo mechanického posunuti a potencialu) nekonec¢nou fadou matematickych funkei G, (23).

V dalsim textu budeme uvazovat mechanické posunuti u; a potencial o, které rozvineme
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do nekonecné rady

o0 oo
wi(2y, 2o, wa, t) = Z'ﬂﬁ-n)Gn(i‘Sz)' (1,9, 23,t) = Z pMG(z2), (3.2)
n=>0 n=>0
kde
“.(in} = ""5?1}(331‘1'3‘ t), @™ =p™(z),z3,t) (3.3)

Jjsou dvourozmérné slozky posunuti a potencialu, zavislé pouze na souradnicich z1, z3 a case t.
Horni index v zavorce nevyjadfuje mocninu, ale pouze urcuje fad slozky. Vedle ptivodniho
Mindlinova rozvoje veli¢in do mocninné fady tloustkové souradnice [12], [14] je v literature
pouzivano také rozvoje pomoci Legendrovych polynomi [38], [39] nebo trigonometrickych
funkei [15], [16].

Rozvinutim do fady je spojity pribéh téchto velicin nahrazen nekonecnym souctem
diskrétnich priibéhii, které nezavisi na tloustkové souradnici desky. Clen

u" (21, 23,t) Gn(2) (3.4)

urcuje tvar kmitu n-tého fadu a ve své podstaté je aproximaci odpovidajiciho prostého
tloustkového modu nekonecné rozlehlé desky. Vzhledem k tomu, ze mody vyssich radu se
§ifi deskou az od urcité mezni frekvence, predpokladame, ze v uréitém rozsahu frekvenci je
jejich vliv na frekvencni spektrum desky zanedbatelny. Muzeme proto uvazovat pouze ko-
necny pocet N clent fady a vyloucenim velicin vyssich radi z rozvoje definovat aproximacni
rovnice N-tého radu, které popisuji pouze konecny pocet modi desky. Takova aproximace,
nahrazujici realnou desku télesem s konecnym poctem stupni volnosti, je teoreticky platna
az do mezni frekvence nejnizsiho neuvazovaného médu.

Postup odvozeni aproximacnich rovnic spociva v dosazeni nekoneénych rozvoji posunuti
a potencilu (3.2) do objemové éasti rovnice vyjadiujici variaéni princip (3.1). Upravou
ziskame dvourozmérné aproximacni rovnice, které nahrazuji soustavu trirozmérnych rovnic
(2.1)-(2.4). Pro praktické pouziti je dale nutné omezit pocet ¢lenti aproximacnich rovnic.
Toto omezeni obvykle neni mozné provést prostym zanedbanim clena vysSich fada, ale je
treba prihlédnout i k dalsim fyzikalnim predpokladim, protoze nékteré velic¢iny nizsich radu
mohou v rozvoji zaviset na posunuti a potencialu vyssiho radu.

Aproximac¢ni dvourozmeérné rovnice s omezenym poctem ¢leni predstavuji pouze pfi-
blizny popis kmiti desky. V dalsim kroku je nutné porovnat feseni téchto rovnic s presnym
fesenim trirozmérnych rovnic (2.4), coz je mozné pro pripad nekonecné rozlehlych desek.
Piipadny nesoulad obou feseni je odstranén zavedenim korekénich ¢lent do aproximacnich
rovuic.

Nakonec je tfeba prokazat jednoznacnost a ortogonalitu feseni dvourozmeérného sys-
tému s koneénym poctem ¢lenti. Protoze se zabyvame pouze reSenim ustalenych vynucenych
kmitii, nebudeme uvazovat pocatecni podminky a problém jednoznac¢nosti feSeni omezime
pouze na stanoveni jeho okrajovych podminek. Ty mizeme urcit dosazenim rozvoji (3.2)
do plosné casti variacni rovnice (3.1). Ortogonalita feSeni tohoto systému byla prokazana
napf. v [14] a proto se ji nebudeme dale zabyvat.

Vysledné dvourozmérné aproximacni rovnice spolu s okrajovymi podminkami predsta-

vuji Gplnou soustavu popisujici vazané kmity rezonatoru v uréitém frekvenénim rozsahu.
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Reseni soustavy je mozné vyjadfit v uzavieném tvaru koneéného poétu analytickych funkei.
To, které médy vazanych kmitii jsou v popisu zahrnuty a které ne, zavisi pouze na stupni
aproximace a pozadované presnosti vypoctu. Pokud je pro nasi aplikaci nevyznamna vazba
nékterych modi kmiti nebo je neni nutné brat v avahu, mizeme aproximované rovnice dale
zjednodusit zanedbanim ¢lentt adpovidajicich témto modam.

V dalsim textu se budeme zabjvat dvourozmérnymi aproximacnimi rovnicemi, odvo-
zenymi Leem pomoci rozvoje tloustkovych velicin do fady trigonometrickych funkei [15]
a jejich novéjsi variantou [16).

3.2 Dvourozmérna teorie vyuzivajici rozvoje do fady trigonometrickych
funkci

V souladu s [15] rozviiime mechanické posunuti u; a elektricky potencial ¢ do nekonecné
fady trigonometrickych funkei

(s ]

I _ (n) .["”T / ]
Ml o T ) = —(1— .
(1, T2, T3, 1) REZUMJ Cos 2( | .
= nm 3.5)
p\T1, T2, x3,t) = o™ [- 1-— ]
@(z1, T2, T3,t) f?zﬂv cos | = (=15

kde 1y = x5 /b. Zakladni tvary kmit( pro n = 0, 1, 2 jsou schématicky znazornény na obr. 3.2
pro nami uvazovany pripad sifeni vlnéni ve sméru xz. Vzhledem k symetrii vici stiedni

roviné xjxs prispivaji slozky posunuti u™ k roztaznym kmitim desky pro (j + n) liché

J
a k ohybovym kmitim desky pro (j + n) sudé.

Dosazenim rozvoji (3.5) do rovnice pro objemovou ¢ast varian¢niho principu (3.1), na-
hrazenim dV = bdndA a integraci pres 1 v mezich od -1 do 1 ziskdme vztah

el

T nm— T
[( IEI 1} 2% T?J b 'FJ( s ( 1 6n0)pu ) 5“‘

n=>0

i« ( D= bD(“)) 5‘,9(")} dS=0. (3.6)

Pii vypoctu bylo pouzito nasledujicich identit:

1
-/l i [?(J i ”)] . [EQE(]- = ".f)] ff?}' — Omn = Om00n0 (3?)
1
/ cos [?-’; (1 = ?’i’):[ [??2_?7(1 . .-'})] d?} = !im_n == !5;:1{]5”0 i (38)
—1
I -
/ sin [%E(l — H}] cos [1"23(1 B ”)] =
4m o3 b
= Byn = (m?2 — ':1.3)71- pro m + n liche |

0 pro m + n sudeé.

Slozky n-tého fadu elastického napéti T, {") T u , elektrického posunuti D( B D("}, elas-

tického napéti pisobiciho na plochy desky }fJ a povrchové hustoty naboje D™ ve vari-
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Obr. 3.2: Slozky posunuti vln Siricich se ve sméru x3
ancénim vztahu (3.6) jsou definovany
(n) 3 nm
o= / T;; cos [—(1—0)] dn,
J 5 A 2
1
(n) . nm
T;; = /_1 T;; sin [?(1 - r;)] dn,
1
(n) _ : G L ,
D" = /_ID,_COE:[ 5 (1- r})] dn , (3.10)
1
= nim
DE = D, sin [—2—

F;" = Ty;(8) = (=1)"Tj(=b),
D™ = Dy(b) — (~1)"Da(-b).

. - . - (n A ha e el i e
Pro libovolné variace 5u'™ a 5¢'™ vede (3.6) na dvourozmérné divergenéni rovnice fadu n
J] LJ

7 e LE™) (14 8,0)pa™

Wi 2D b/ ! .

(n) NT=m) 1 @ (3.11)
Vo TR SN ),
D =P Ty

Dosazenim (3.5) do gradientnich vztahii (2.3) ziskime rozvoj deformace a intenzity elek-
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trického pole

oo

Sij = Z (SE;} cos [E;(l - n}} S(”} { 5 (1- r;)])
oy (3.12)
E; = n;ﬂ (E'Eﬂ) cos F—;E(l - 'f})] E(“J sin [ 5 (1— .f))D

kde dvourozmérné deformace a intenzity elektrického pole radu n jsou

gin— - (u_(-n-} + u(-n-)) :

?.j 2
O T (50 4 50

Sy =12 (5 + Gyl ) o
E,i(n} = _'[rjf:l) )

(n) (n)
Bt =—4
; 21 Qb \P

Dvourozmérné linearni piezoelektrické rovnice fadu n ziskime dosazenim rozvoje defor-
mace a intenzity elektrického pole (3.12) do tfirozmérnych rovnic (2.1) a vysledku do (3.10)

- o0
T;'(jn} = (1 + dno) (Cijklsg(‘-:l) = ﬁksz;E.n)) + Z Binn (%MSE\T) = ekingc )) ;

m=1

oo
Ti}” = Cazjug;(c?) — CkuELﬂ) o Z Bnm (Cijkis;(‘: e UE(m)) .

e o (3.14)
D = (1+ 80) (eiskSy +e5E™) + 3" Brn (€855 + By )
M=l

DY =S 4 e B2 4 Z Tk (%5‘;‘ 5 UE(’“J)
m=0

Postupnym dosazenim vztahi (3.11), (3.13) a (3.14) ziskame nekoneény pocet dvouroz-
meérnych vinovych rovnic, které tvori aproximaci presnych trojrozmérnych vlnovych rovnic
(2.4).

Protoze cleny Tl{;l), TS:}, D(“) D{n Sf;l - SE:), E_(n} a b( tvorl pouze vyslednice
jednotlivych velicin, nelze vyjadrit hodnotu elastického napéti, elektrického potencialu, de-
formace a intenzity elektrického pole v libovolném misté desky. To je mozné pouze pro slozky

(") a potencialu (™.

posunuti u,
3.3 Modifikace dvourozmérné teorie vyuzivajici rozvoje do rady trigono-
metrickych funkci

V praci [16] uvedl Lee et al. zpresnéni predchozi dvourozmeérné teorie, kterou dale upravil
pro pfipad piezoelektrickych desek bez elektrod v [25]. Do rozvoje posunuti zahrnul ¢len
;Uj r9, ktery predstavuje antisymetrickeé posunuti odpovidajici ohybové deformaci desky,
které je linearni funkei tloustkové souradnice xy. Vyhodou této aproximace je skutec¢nost,

U

ze i po omezeni ¢lent fady velmi presné aproximuje tfirozmérné rovnice a neni tedy nutné

uvazovat korekéni ¢leny.
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Rozvoj (3.5) je nyni nahrazen vztahy

UGl 1,00 it ) = =u“1:g Z ) cos [ (1-— -r})} ,
gl (3.15)

o nw
o(x1, T2, x3,t) = _S_ ¢\ cos [7(1 = ";‘)} .
=0

Stejnym postupem jako v predchozim odstavci miizeme odvodit slozky n-tého fadu elas-
tického napéti TSL), 77 E_':), elektrického posunuti D", 55“), elastického napéti piisobiciho
na plochy desky F J-( a povrchové hustoty naboje D), které jsou shodné popsany rovnicemi

(3.10), déle dvourozmérné divergenéni rovnice fadu n

70 1 250 — 25,

i b
T ni { J n

T?L:)__Q_ETH be{ ) — pii (n}—pbrnugj o n =0 (3.16)
(n) nﬂ-D{n BD(‘H) =0 pron >0

1.3 2h

a rozvoj deformace a intezity elektrického pole

Sy = Un i Z ( cos [ (1- rg)] +§£;‘) sin [%E(l = -ﬂ)]) j

v (3.17)

Ei = ,124}( .n) cos [ (1- .r;)] +-E5n) sin F;—ﬂ(l - ?;)D 5
kde dvourozmérné deformace a intenzity elektrického pole fadu n jsou nyni definovany
vztahy

Sz‘f e —buéﬁ-}j 1

Sf;” = % [HET + uy:) 0,0 (623152 B (52J1;(2“3)] ]

SE;" T (62,1;:( )46 Ju{n)) ; (3.18)

EEH) = (jf!)

)

Dvourozmérné linearni piezoelektrické rovnice fadu n maji tvar

TS = cacijuSi + (1+ 8n0) (cijuiSSY — exiy ESV)+

m " (3.19a)
1= Z B””‘(C'U'kf S;Eci {'J\,J,J-E/{?n)) ‘
m=0
Tl 11)
TEJ) ot UH'S“ T (1 o 6??())((':JMQM = fﬁ.nb )
(m Ay (319b)
& Z Brm(cijr) ) fﬁku'b;[.-_’ vy,
m=A0
Dﬂfn) = cnelmS}:f + (1 + 6?“1)(5-’:'.1.::5&) g8 Emb‘g”)-+-
(3.19¢)

—(m) —(m)
ar Z Unm tkﬁ‘s Et'kbj.: )~
m=0
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(n -
Dz- Y = Sueikibkg + (1 = é};[}){ EUSH + Eik E{n))

£9 (3.19d)
i Z an.(ifiu-f'fﬂ”} g Ez;-.E,Em}) )
m=0
kde pouzité integracni konstanty jsou
1 ; ;
Bmn = / sin [m(l - n)] cos [E(l -~ ?})} dn =
= 2 2
4m n liché
_ (mz - ﬂ.z)?‘T pro m -+ n liche,
0 pro m + n sudé,
1
(‘:nzj 7¢O s[ (l—n)}dnz
1 2
8 3.3 (3.20)
I By pro n liché ,
0 pro n sudé,
1
Sp = ] 1— ] T =
S /_1 r,ism[ 5 (1—mn)|dn
4
— — L
W o proim = 2.4.6,
0 prodn =1 115 8

Postupnym dosazenim vztaht (3.16), (3.18) a (3.19) ziskame opét nekonecny pocet dvou-
rozmérnych vlnovych rovnic, které tvori aproximaci presnych trojrozmérnych vlnovych rov-
nic (2.4).

3.4 Okrajové podminky feseni

Jednoznacnost reseni aproximacéniho systému s kone¢nych poctem prvki je pri uvazovani
pouze ustaleného stavu dana okrajovymi podminkami [14]. Tyto okrajové podminky mizeme
ziskat dosazenim (3.5) do povrchové casti variacni rovnice (3.1). Plochu S definujeme jako
cely povrch desky S = A+ A', dA' = bdnds, kde s je souradnice mérena podél kiivky C
obepinajici obvod desky.

Definujeme-li elasticka napéti a povrchové hustoty naboje n-tého radu na hranach desky

jako
]
r_fn} :/ t; cos {?2 (1- r;)] dn, (3.21a)
-1
1 :
g(n) = / T eOR [”Z (1 e ”)l u{?;, (321b)
-1

ziskame po dosazeni

/!w‘l {Hi {/A {({J i IU)LOH{ 2 (1— r})] 5,‘._£_”}+_

0 n=>0

+ (0 — niD;) cos [ 5 (1-— ”)] (}'{p(n.)}h-bﬁm_F
+ b é K!_ﬁ_”-} ?i.f’ﬂST‘J) (S'(L;?r-} =t (g{h) = 'H.iDE”}) 5@(")] (ES} =(, (3.22)
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kde n; jsou normalové vektory ve smérech zy, xs.
Z této rovnosti ziskAme okrajové podminky na plochach desky (zg = +b)

tj=T3; nebo u;=wuj, (3.23a)

o= Ds nebo Y=g (3231))

a okrajové podminky pro krivku C' na hranach desky

(n) (n) s (n) _ (n) S . -
t = naTuJ- nebo Uj | =Ujg = 3 (3.24a)
g™ — -r;-,uD}l"') nebo 99(”) = ‘PE)H} : (3.24b)

kde wjo, uﬂ-g}, Yo a l,-ﬂgn) jsou hodnoty okrajovych podminek.

Okrajové podminky pro aproximaéni rovnice odvozené v kapitole 3.3 ziskame dosazenim
(3.15) do povrchové ¢asti rovnice (3.1). Vedle vyse uvedenych podminek ziskame také okra-
jové podminky pro posunuti u(zm a jemu odpovidajici elastické napéti t&, které vsak v dalsi

¢asti textu nebude nutné uvazovat.
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4 Aproximacni FeSeni kmiti piezoelektrickych pasku

Z dvourozmérnych aproximacnich rovnic pro piezoelektrickou desku mizeme odvodit
jednorozmérné aproximaéni rovnice, popisujici kmity rezonatoru ve tvaru pasku, dvéma
odlisnymi zpiisoby. Zpusob odvozeni souvisi s orientaci pasku vzhledem k nekonecné roz-
lehlé piezoelektrické desce. V prvnim piipadé je tloustka pasku shodna s tloustkou desky
(obr. 4.1a) a rovnice ziskame rozvinutim veli¢in ve sméru sifky do fady trigonometrickych
funkei. V druhém pripadé je sifka pasku shodna s tloustkou desky (obr. 4.1b) a rovnice od-
vodime integraci veli¢in pres tloustkovou souradnici pasku. Plochy desky uvazujeme v obou

aproximacich mechanicky volné a bez naboje.

a) b)

Obr. 4.1: Orientace pasku vzhledem k nekonecné rozlehlé desce

Pri sestavovani rovnic predpokladame, ze polarizovany element z piezoelektrické kera-
miky ma symetrii comm a jeho polarni osa je shodna s osou x3. Vlastnosti piezoelektrické ke-
ramiky lze popsat elasto-piezo-dielektrickou matici odpovidajici tfidé 6mm (28], viz obr. 4.2.

((311 cig ci3 0 0 0 0 0 e3 \
ci2 c1 ci3 0 0 0 0 0 e3;
C13 Ci13 C33 0 0 0 0 0] €33
DEess [IEeEs (JRn. o aun (vt (1} 0 e 0
D Osaea ) 0 e ers 0 0
0 0 0 0 0 cg6 (0] 0 0
0 0 0 0 e5 O ey 0 0
0 0 0 e5 0 0 0 e 0
es; €31 e3 0 0O O T )

Obr. 4.2: Elasto-piezo-dielektricka matice krystali tfidy 6mm

Piezoelektricka keramika je ve sméru kolmém na smér polarizace izotropni a roztazné
a ohybové kmity rezonatoru tak nejsou vazany s torzni deformaci [26]. Nez se budeme
vénovat popisu vazanych kmiti, zamerime se na nejjednodussi jednorozmérnou aproximaci

a paskovy rezonator nahradime podélné kmitajici tenkou dlouhou tycinkou.

4.1 Podélné kmity podélné polarizované tycinky

Jako mezni piipad rezonatoru ve tvaru pasku mizeme uvazovat tenkou dlouhou tyé¢inku
polarizovanou ve sméru jeji délky (obr. 4.3), jejiz pri¢né rozméry jsou velmi malé v porovnani

s délkou (a,b < ¢). Pfiéné deformace lze proto zanedbat a kmity predpokladejme za Gisté
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podélné, zavisejici pouze na soufadnici xz [40]. Uvazujeme tedy jediny stupeii volnosti.
Vztahy pro rezonanéni frekvence lze odvodit stejnym zptisobem jako v pripadé prostych
tloustkovych médi nekonecéné rozlehlych piezoelektrickych desek [20].

Z,H,
2a D
/2

| e

X2

X4

Obr. 4.3: Tenka dlouha tycinka umisténa v soufadném systému

4.1.1 Vlnové rovnice

Pri feseni vyjdeme z linedrnich piezoelektrickych rovnic ve tvaru

Sij = SguTkt + diij B (4.1a)
D; = dip T + €3 Bk, (4.1b)

kde 35.«-_: je elasticky koeficient pri konstantni intenzité elektrického pole, d;x; piezoelektricky
koeficient a 53,1, permitivita pri konstantnim elastickém napéti.
Pro kmity zavisejicl pouze na soufadnici zz se rovnice zjednodusi na

Sa
Dy

siaTs + d3a B3, (4.2a)
d33Ts + €33 B3 . (4.2b)

Il

Z prvni rovnice vyjadrime elastické napéti T3, které zaroven dosadime i do druhé rovnice.

Dostaneme linearni piezoelektrické rovnice v upraveném tvaru

1 [ daz
T:j — —FSJ — ‘\—;;b_'] 3 (43&)
533 Sa3
d 2
Dy = EE:“253 s (5:;?3 = ufi) Es. (4.3b)
533 33

Pomoci vztaht (2.2) a (2.3) ziskame pohybovou a elektrickou rovnici

1 d33 .
—F U333 + —5 .33 = pus, (4.4a)
Sa: S

533 33

da; . d3s)?
“;fi 3,33 — (533 . ,3) pa33 =0, (4.4b)
Sa- Sar

33 33

které mizeme déle upravit na tvar

1 d33

TUI},:ES 1 _I_Esp':m = ,O'.".},;;, (45&)
533 933

1 — k?;; 2
u3 33 — dag (——(ki—;;)') ¢33 =0, (4.5b)



kde k33 je koeficient elektromechanické vazby

2
(ksz)? = i?;; . (4.6)
33533
Z diferencialnich rovnic (4.5) je ziejmé, ze posunuti uz je vazano s elektrickym potenci-
alem . Po dosazeni (4.5b) do (4.5a) ziskame vyslednou vlnovou rovnici, popisujici podélné
kmity rezonatoru

1

=g —————1i333 = oli3., (4.7)
s33(1 — (ks3)?)
Z rovnice (4.5b) muzeme dvoji integraci vyjadfit vztah pro ¢
1 (kaz)? )
D= — e Ve dErnn bl 4.8
AT (1—("633)2 R o

kde L; a L, jsou integracni konstanty.
Pro pripad elektricky buzenych kmitii predpokladejme jako feSeni vinové rovnice linearni
kombinaci antisymetrickych stojatych vin

uz(z3,t) = ) Apsin(&,3) e, (4.9)
h

kde &, je vlnové cislo pro h-ty rad kmitu. Symetricka feseni ve tvaru cos(,z3) neuvazujeme,
protoze (jak bychom vidéli dale) nevyhovuji okrajovym podminkam a symetrické podélné
kmity nelze elektricky vybudit.

Dosadime-li h-té feseni (4.9) do vlnové rovnice (4.7), ziskame po upravé obecny vztah

pro rezonancni frekvenci podélnych kmitu tycinky

En‘r. 1
fo=—=— . (4.10)
©o2m\ psy(1 — (kas)?)
Clen "é?i = 553(1 — (k33)?) je elasticky koeficient pfi konstantnim elektrickém posunuti.
Vinové éislo &, uréime z okrajovych podminek. Pro mechanicky volné kmity (na koncich
tyc¢inky nepisobi zadné sily) uvazujeme elastické okrajové podminky ve tvaru

1 ds;:
T3 = —u33+ —%99,3 =0 proz3=*c. (4.11)
£33 533

Elektrické okrajové podminky zavisi na usporadani elektrod a velikosti budiciho elek-
trického pole. Prakticky rozlisujeme nasledujici okrajové podminky:
a) rezonator bez elektrod - elektrické posunuti D3 na koncich tycinky je nulové, apravou
(4.3b) ziskame

d33 T (d:j: )2
Dy=—2uss— ega— —5— | wa=0 pro z3 = *c, (4.12a)
S33 33
b) rezonator opatieny elektrodami a buzeny harmonickym napétim - na elektrody je prilozen
potencial
@ = ol pra o =-ke, (4.12b)

¢) rezonator se zkratovanymi elektrodami - elektricky potencial mezi elektrodami je nulovy,
=0 pro z3 = *c. (4.12¢)

Vénujme se nyni feSeni jednotlivych pripadi.
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4.1.2 Tyc¢inka bez elektrod

Z elektrické okrajové podminky (4.12a) vyjadiime ¢ 3 a dosadime do elastické okrajové
podminky (4.11), po upravé ziskame vztah

1 1
oo \1 = (haa]?) S 4.13
S5 (1 = (k33)2) ug3 =0  pro z3 = *c. (4.13)

Do této rovnice dosadime uvazované h-té reseni (4.9) a obdrzime vyraz

- (TT{"C.L}?) Ahﬁh COS(&L{:) =). (414)

533
Pro nenulova §, je feSenim (4.14)

J
m:%, FIS S e W (4.15)

Dosazenim do (4.10) ziskame vztah pro rezonancni frekvenci tyc¢inky bez elektrod

h 1
fo=—1 L =135 (4.16)
"7 4c psis(1 — (kss)?)

4.1.3 Tyé¢inka s elektrodami buzena harmonickym napétim

Dosazenim za p ze vztahu (4.8) do rovnic (4.11) a (4.12b) obdrzime upravené okrajové

podminky
1t 1l d3s
— | —F—— Juss+—=L1=0 pro agi=te: (4.17a)
st (1 g (k33)2) 553
1 (k33)? ) »
— | —————— Jug + Lic+ Ly = tpge’” pro.zs = ¢, (4.17b)
ds3 (1 — (ks3)?
pro h-té feseni (4.9) maji tyto rovnice tvar
1 1 ot 933
— | ———— ) &xAp cos(épe)e?t + —=L; =0 Proizs — =1 cAt{ ] R
55 (1 = fksa)g) E (ened 533
1 (ks3)® s el ok o : . wt [y o
£ | g s Lhe)e S =y oy = oo prozs = tec.  (4.18b)
dzz \ 1 — (ks3)
Resenim rovnice (4.18b) pro z3 = +c ziskame integracni konstanty
wo  An (ka3)? ) : ] it
=0 o= e = | sin(&pe) | e/, 4.19
L=0, Li=|2- 2 (B8 uino (4.19)
které dale dosadime do rovnice (4.18a) a ziskame vztah
1 1 (ks)? ) . } s
— ¢ cos(épe) — — | ————— ) sin(épe) | = —dsz— . 4.20
A}i [(1 S (k:ja)z)éf C ({f ) c (J. i (k.],’-})z (Efl ) 35 ¢ ( )

Nehomogenni rovnice (4.20) popisuje zavislost amplitudy h-tého antisymetrického médu
na budicim napéti. Antisymetrické mody jsou vybuzeny prilozenim stridavého elektrického
pole g /c na elektrody. Pfi rezonanci bezeztratového rezonatoru je amplituda oscilaci ne-
koneéna (A, — o) [41] a ¢len v hranaté zavorce musi byt roven nule. Po Gipravé ziskame
vztah [20]

tg (énc) = (—fj—:); - (4.21)
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Z transcendentni rovnice (4.21) miizeme vypocitat odpovidajici vlnové éislo &, které
dosadime do vztahu (4.10) pro rezonanéni frekvenci. V piipadé buzeni elektrickym polem
ve smeéru polarizace tyc¢inky nejsou vyssi harmonické frekvence celociselnymi nasobky za-
kladuni frekvence, ale jejich pomeér zavisi na velikosti koeficientu elektromechanické vazby

k33.

4.1.4 Ty¢inka se zkratovanymi elektrodami

Pri zkratovanych elektrodach je elektrické pole Fs3 v rezonatoru nulové. MiiZeme proto
uvazovat kg3 = 0 a feeni prevést na problém c¢isté elastickych kmitii.
Po dosazeni (4.12¢) za pg do (4.18b) dostaneme pro k33 = 0 integracéni konstanty

Lils—0 (4.22)

které dale dosadime do (4.18a) a obdrzime rovnici

1
TAhEhCUS(‘Shc) =il), (4.23)
237

ktera ma pro nenulova &, reseni

hm

TR (=5 3 95 S (4.24)

‘Ehc =

Dosazenim za &, do (4.10) ziskame vyraz pro rezonanéni frekvenci tycinky se zkratova-

nymi elektrodami

he i1 .
fh == Zﬂ' ;‘%3 h.—l,d,f).,.. (425)

Tento vztah odpovida rezonanéni frekvenci ¢isté elastickych kmitua tycinky.

4.1.5 Vliv okrajovych podminek na hodnotu rezonanéni frekvence

Abychom zjistili vliv okrajovych podminek na velikost rezonancni frekvence podélné
kmitajici tycinky, provedeme pro jednotlivé pripady vypocet pomoci vztahu (4.10). Uva-
zujme tyc¢inku o délce 2¢ = 0,014 m z piezoelektrické keramiky APC 841, jejiz materialové
konstanty jsou uvedeny v priloze A.

Vypoctem ziskame nasledujici hodnoty
a) rezonator bez elektrod: f; = 140 122 Hz,

b) rezonator opatfeny elektrodami a buzeny harmonickym napétim: f; = 107 785 Hz,
¢) rezonator se zkratovanymi elektrodami: f; = 102 739 Hz.

Jak je patrné z tohoto srovnani, je v pripadé rezonatoru kmitajiciho ve sméru puisobi-
ciho elektrického pole vypoctena hodnota rezonancni frekvence silné zavisla na uvazovanych

elektrickych okrajovych podminkach.
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4.2 Jednorozmérny popis kmiti odvozeny rozvojem do rady Sirkové sou-
radnice

Jvazujme péskovy rezondtor o itce 2a, tloustce 2b a délce 2¢ (obr. 4.4), ktery je vuci
nekonecné rozlehlé desce orientovan podle obr. 4.1a.

X4
2 _
2b ZL
4 [ ]
= =
2a N ="
D K

Obr. 4.4: Paskovy rezonator umistény v souradném systému

Protoze je $ifka rezonitoru obvykle podstatné mensi nez délka, mizeme nahradit sku-
teéné rozloZeni posunuti a elektrického potencialu nekonecnou radou funkcei také ve sméru
sitkové soutadnice. Vyjdeme tedy z tohoto predpokladu a provedeme nejprve rozvoj veli¢in
ve sméru tloustky a posléze ve sméru §irky do fady trigonometrickych funkci. PouZijeme pri-
tom Leeho nekoneéné fady dvourozmérnych aproximacnich rovnic [15] popsané v kapitole

3.2, kterou pro nase ucely nejprve vhodné omezime.

4.2.1 Omezeni nekoneéného rozvoje dvourozmérnych rovnic

Pfi omezeni nekonecné fady predpokladejme, ze nami odvozena aproximace bude popi-
sovat kmity o frekvenci nizsi nez je mezni frekvence nejnizsiho prostého tloustkového kmitu
ve sméru tloustky pasku. Protoze je tloustka pasku mala ve srovnani s ostatnimi rozmery,
bude tato nejnizsi frekvence ziejmé dostatecné vysoka. Za tohoto predpokladu provedeme
aproximaci 0. Fadu a nahradime posunuti a potencial ve sméru tloustky rovnomérnym rozlo-
zenim [23], [24]. Tato aproximace je platna pro nizkofrekvenéni roztazné kmity desky s velkou
vlnovou délkou vzhledem k tloustce desky [12]. Uvazujeme

u(lﬂ”) = uén) = (i} :,-9(”) =1 pron >0,
wW=0 pron>1, (4.26)
=

a zanedbame Tg‘ ]’E;‘J‘ D(") EEIIJ pro n > 0. Ostatni ¢leny predpokladejme nenulové.
Prosté prodlouzeni desky ve smérech x; a z3 (definované posunutimi u(ln} a u.(im) j€é svazano
s pricnym zkracenim ve smeéru xz, jak je patrné ze vztahu (4.29). Ncuuluvou tloustkovou
deformaci (lchy umoznime za predpokladu nulového elastického napéti 1 a nenulove

deformace ur_, Rovnice (3.14) maji po omezeni tvar
P ¢ (0 (0 =) b
1:{.0‘] = 2 ((.'U'HLSL,) - (_'_:”-J-bi, }) e ﬂiBm (('-i_,i'ki'skl = f-'kr'jf-"k ) ;

P —(1 —a (4.27)
.-D{U ( ;.;;-5( tb ) + a1 Big (f’a-.,.,;'bfj-) 4 s;.-.;fs} )) -
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a divergencni rovnice (3.11) se zjednodusi na

70 + 19 + 27O = 25,

b
© 0) © _ 20 .(0)
1 +T + F Tl
LA (02)2”2
(0 (0 g 0
Ts | +13(‘3) ar EFJ( ) = 2pu{ ),

1
DY + DY+ 100 —0,

(4.28a)
(4.28b)
(4.28¢)

(4.28d)

kde ay, as jsou korekéni ¢éleny. V pripadé mechanicky volné desky bez povrchového naboje

polozime Fé(u) = DO -,

Pro symetrii 6mm mizeme slozky elastickych napéti a elektrického posunuti 0. radu

vyjadrit z (4.27) pomoci vztahu (3.13) jako

0
Tl( ) =2 ((‘nu( E + (‘uug% s (_31,0%” ar —{—ngug)) -

T-z(n) = (Clgu(lgl) + c23 ug; ar 632»,9{3) ; ngu(zl)) =11

Téo) = ((‘1311,(1 1) A cgsug% A (33503 F Tlf‘g ugl}) )
Tiu) = c;;;;ué % ;

TEEO) =2 (65511,:(31) + Cs5 ug% + (159.,(?)) :

7 = 2cen?,

Dﬁm =2 (els’ugﬂ aF Clsu(l% = &‘11»9(? ) ;

DO = 2esul).

ng =2 (edlug 1} i eadug)% 2F ?eggug )= 633399) .

Z rovnice (4.29b) vyjadrime clen

a 1 (0
—l-'u(z” = — ((,lz’u(l I aF ngug % + €32 3))
b 22

a dosadime jej do (4.29a,c,i). Ziskame tak upravené rovnice
. 2 Aoy = 0
fl(o) =27 (c“ugol} + (.‘13?1-:(;‘% -+ e319-9(3}) ;

T{U) =2 ((‘1‘311(1 1) 4F C_j3’urg_} + €33 J)) :

Tio - 2044&%3,

TS{U) =2 (cadugol + €55 ”(1 % 1= 61.;50(?}) ;

Tén)=2t hu;f,
0
DEU) = 2( ugf +P15H(1 1—511¢f1)) )

D.go) = 2 824'&!‘(?0:; §

(0 (0) (0)
JDJJ —2((";]113{1} + €33uz 3 —€33L3 | »
kde
C2uCA2 = €32C2) =
EY = — i B3N =€ , €33 =€33+
A S T €22
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(4.29a)
(4.29b)
4.29¢)

(4.29d
(4.29¢

29f

.;:.

(
)
)
(4.29f)
(4.29g)
(4.29h)
(4.29i)
(4.30)

(4.31a)
(4.31b)
(4.31c)
(4.31d)
(4.31e)
(4.31f)

(4.31g)
(4.31h)

(4.32)



4.2.2 Jednorozmeérné vlnové rovnice

Stejnym zpisobem jako v kapitole 3.2 nyni provedeme rozvoj mechanického posunuti

(0)

a potencialu ve sméru $ifky. Dvourozmérné veliciny u,; * a £ rozvineme do fady trigono-

metrickych funkei

(U)(

U.i

[~]8

Al () = -ugor)(;r:;;, t) cos [%(1 - m)} o=l

.*
Il
=]

(4.33)

(]8

0O (z,, 23, = 00 (23, t)co&.{ 5 (1- m)]

il
=

T

kde 1, = x1/a. Veliciny uEOT}, ¢ piedstavuji jednorozmeérnou aproximaci tfirozmérnych
posunuti a potencialu, které maji své rozlozeni pres tloustku aproximovano rovnomeérnym
modem 0. fadu, ve sméru sitky pak trigonometrickou funkei r-tého fadu a jsou funkei pouze
souradnice rs a Casu.

Dosazenim rozvoje (4.33) do (4.28), vynasobeni téchto rovnic ¢lenem cos[ T(1—m )]

a integraci pres 7; v mezich od -1 do 1 ziskame jednorozmérné divergenéni rovnice

l(oﬁ) Qz—éos) (11]-“(03 — 951 L Bun)i (Ua)‘ (4.34b)
e ;F‘”"’ = (af)gﬁo-«(] + e0)iis™ (4.34c)
D~ Z-ﬁ(lo.«) o é-D(Us} =0 (4.34d)

kde slozky jednorozmeérného elastického napéti Tins), -T(AUS)‘ elektrického posunuti DEOS),
(0s

75} J, elastického napéti na povrchu ffus) a povrchové hustoty naboje D% jsou
7% = / 1] T cos {32’1('1 = m)] dn, (4.35a)
T :f_llTi“)sin [—2-(1—;,1)] dn (4.35b)
D&Y =/ D" cos [fg (1—-m) }dm‘ (4.35¢)
520"” = / EUJ sin EQE (1-m) ] dm , (4.35d)
FO = T (a) ~(-1)°T: “”( a), (4.35¢)
D) = D{%(a) - (-1)* D" (-a). (4.35f)

Hrany z; = +a uvazujeme opét mechanicky volné a bez povrchového naboje, v tomto
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pripadé je ffos} = D%) = 0. Pii odvozeni predchozich vztahii bylo pouzito téchto identit:

- r "
./;1 sin [?(1 - 7?1)] sin [ 5 (1- 7;1)1 dm = 6rs — 0rads0
1 :
] cos [—ﬁ(l - .r“)] cos [ﬂ(l - ‘:;1)] dm = brs + 010050 ,
= 2 2
1
s ST (4.36)
/:1 sin [—2—(1 = m)] cos [?(1 = m)] dm =
4r —
e pro r + s liché,
0 pro r + s sudeé.

Jako postacujici pro popis vazanych kmitti predpokladejme aproximaci druhého radu

a uvazujme prosté omezeni [23]

u® =) =0  pros>2 (4.37)

a zanedbejme 7;; {02) F(BS) D (0s) D (0s) pro s > 2.
K roataznym deformdum pasku prispivaji pouze mody symetrické vici jeho stfednim
rovinam, tedy k rovinam z,z3 a xoxs. Tuto podminku spliuji veli¢iny

0 00 02 00 2
$ 00 00, (02).. (00) . (02) Coiou). (B), (4.38)

Dosazenim (4.29) do vztahi (4.35) dostaneme s pomoci (4.36) nasledujici jednorozmérné

rovnice obsahujici cleny (4.38)

T — ( 33y + Q—IE guf’ )+€33P‘(§0}) , (4.39a)
3“400 - 4644“.50;1}, (4.39b)
8 8
TEEO” —9 (:551;(105) el 5-ug°2] + — e1p(02) (4.39¢)
Py da
= 2_ (o), (02
Tém’ =2 (casu{a?;?} e @Cm'u{l Yy 6339953 }) ’ (el
Tjog) =2y ug_, ,f}‘ (4.39¢)
= 8ay /_ i Sk 5
T = lE il (cmug"g’ - f‘fslﬁsfgm) eiler (Clsu-g?g} 05 83199‘{32}) o (4.391)
[#
=(02) 16 (1) 27? u® T w02)
T = cas (oul%) + 2 o1 @, (4.39g)
— 2m .
T = 2, (4.39h)
D™ = 4 (eagufly) + Temui’” ~Easy”) (4.39))
2) 2 __ :
D:(;UZJ 9 ((inu%uj) — -?E_églu(lm) - E33¢Fg2}) : (4.39)
3 ™ :
D(}m) — (— = (.’15'(.',{104} 9r —'{_."15“;02} EHY(UQ}) (439k)
3 s a

Jak je zfejmé, neobsahuji rovnice (4.39) jiné cleny nez z (4.38). Roztazné kmity uvazova-

nych paskovych rezonatorii tedy nejsou vazany s jinymi druhy kmiti.
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Hodnoty korekénich ¢lenii oy a @ lze uréit porovnanim feSeni kmitii nekonecné rozlehle
desky, ziskaného pomoci tfirozmérnych rovnic (2.4) a touto dvourozmeérnou aproximaci.
Clen o prizptisobuje aproximované feseni pfesnému pro nizké frekvence a mald vinova
¢isla § a ma hodnotu ay = 7 /v/8. Korekéni ¢len v slouzi k pfizpiisobeni feseni pro vysoké
frekvence a velka vlnova ¢isla, kdy se fazova rychlost viny blizi rychlosti povrchové akustické
vlny ve stejném sméru. Rychlost povrchové akustické viny na povrchu piezokeramického
télesa mizeme vypocitat napf. postupem uvedenym v [42]. Hodnota ay je obvykle blizka
jedné, a proto v souladu s [23] ¢len (ay)? v rovnicich (4.34) zanedbame.

Protoze uvazujeme pripad buzeni kmitii elektrickym polem ve sméru 3, vyloucime z rov-
nic (4.39) ¢leny s koeficientem e;5.

Po dosazeni (4.39) do jednorozmérnych pohybovych a elektrickych rovnic (4.34) odpo-

vidajicich ¢leniim (4.38) obdrzime vlnové rovnice, popisujici roztazné mody rezonatoru

castiges = pity ), (4.40a)
r44U§)32:')> (g)zcbaug}z} ,O’ii[zm} ) (4.40b)
Eggug%; e 7%;3'13'&5?;) ks 633@‘{;)3) = pugm). (4.40c)
mau(lﬁég (%)ﬁﬁuugm) - %qdug}g}—% (4 4Od)
4+ %(Ew iy %gd oy 52,0 100 = o0 .
Cagul sy — 32a (er3 + dess)uly (E)QC‘”’ ) + 230057 = piiy (4.40e)
Eagu ) + ﬁmu?’g) — 2530 =0, (4.40f)
Taatly 3y — 32 enufy —Eaply + (i)zgll'@m) =0, (4.40g)

Rovnice (4.40g) se lisi od tvaru uvedeného Zelenkou [24] poloviénimi ciselnymi koefi-

cienty u clent u&ofj a gp{g-f) Odlisnost je zpusobena chybnym odvozenim jednorozmeérného

elektrického posunuti D( v (24].
Soustavu rovnic (4.40) lze rozlozit na dvé nezavislé ¢asti. Rovnice (4.40a,b) popisuji

pricné mody u(mj} a HEOJ které nejsou vazany s elektrickym polem ve sméru x3. Rov-

nice (4.40c-g) popisuji podélné kmity Uguu}’ sitkové rozpinavé kmity -u{lm) a Sitkové stfizné
kmity druhého radu ugoz}' které mohou byt piezoelektricky vybuzeny potencialem priloze-

nym na elektrody. Vlastni tvary téchto kmitii jsou znazornény na obr. 4.5.

17 %
I
| (I
| h‘) Xq
j ) 2
(00) (01) (02)
Uz uy Uz

e e
N e s

Eilic)

g

L
)

(01)

Obr. 4.5: Podélné 't.-.:(.‘m’, sitkové rozpinave u, (02)

a symetrické §irkové stiizné kmity g
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4.2.3 Vazané podélné, Sifkové rozpinavé a symetrické sifrkové stfizné kmity

Soustavu vazanych rovnic (4.40c-g) miizeme dale upravit. Protoze, jak uvidime dale, neni

; 01 A b Al 2 : o 2
posunuti ”(1 ) vézéno okrajovymi podminkami s potencialem (%) zanedbame v (4.40d)

¢len TF;;Q(J . Z rovnice (4.40f) vyjadiime druhou derivaci potencialu Q(SEJ

(00) 933 (00) N Eal {m)
,33 %33 U3 33 \/gaf;u 41,3 ( )

a dosadime jej do (4.40c). Ziskame upravenou soustavu pohybovych rovnic

(00)

01
C33uz 33 + \/g( cisury = piif” (4.42a)
w2 27
€551 u(IOj; ('Q—'a) (‘Hugm) —_ —\/T(_El;;u:(j?g)—i—
. 8 , (4.42b)
A :—3—((‘13 I 4(55)’(#&1) =F 5—9 \pwz) putlm) :
02) 2 ™ > .. (02
6331;& Jg Ja(r'lg + 4(,5))1.*,(10;) (a) (55“‘(1 BT €13 5,9(0 I pugoz) : (4.42¢)
2 2
easu gy ~ o-eniuly) — aaplyy + (=) eny®™ =0, (4.42d)
kde modifikované elastické moduly jsou
Ca = Brg + o2 (4.43)
€33

V pripadé uvazovanych roztaznych kmiti bude podélné posunuti uprostred pasku nulove
a feseni rovnic (4.42) proto predpokladame jako linearni kombinaci stojatych vin ve tvaru
(23]

“3 E Aqpsin(&pzs) et

n=1
4 >
N Sy
ﬂ:l (4.44)
U= A sin () T
n—1

‘99(02} - ” Z Axim sin Err—’-?) ()JWt
11 1

kde A;, jsou amplitudy jednotlivych vin. Konstanta f;—ﬁ prizpusobuje velikost amplitudy
jednotkam elektrického potencialu.

Pro aéely vypoétu je obvyklé vyjadfovat vinové cislo a frekvenci ve tvaru pomeérnych
hodnot

w

= 2b

L = 4.45
E=¢—, =—F (4.45)
26
Pomérné vinové éislo € vyjadiuje prevraceny pomér poloviny vinové délky ve sméru §i-

feni vinéni ku tloustce desky. £2 je pomér frekvence vinéni ke frekvenci nejnizsiho prostého

4



tloustkového kmitu desky, v nasem piipadé jednorozmérné aproximace se jedna o prosty
tloustkové stfizny kmit v roviné zoxs.

Dosazenim feSeni (4.44) do vInovych rovnic (4.42) a pouzitim vztahu (4.45) ziskdme
soustavu linearnich rovnic

D i (4.46)

kde matice koeficientii D ma tvar

. =2 | e
/{:33611 i Q? _\/_Q acl'&&ﬂ 0 0 \
b e © . odmRNS : Vi, e 4 S
\/iacl:ign CSSE??. i (E) C11 — 22 _3_Tra(cl3 F 4C55)€1L _3_?1..{;83151’1
4 b, = o B\ e
0 —3__((-‘-13 +4ers)E,  €ag€, +4 (—) és5 — 122 €ast.
mTa a
dehy i 2 —o B
0 ha o) : —F o
\ 3 ufdlfn €336, & (a) 611)
(4.47)

a pomérné materialové konstanty jsou

* i
~ Cap < . G s e
Caxpy = ca TG = il e = ;;_ 3
2 ‘ & (4.48)
- €5 €11

AR e ————i -.‘?1]:_—“.
J
V C44E€33 €33
Soustava rovnic (4.46) ma netrivialni feseni pro nenulova A;,,, pokud je determinant ma-
tice koeficientii D nulovy. Determinant je rovnici ¢tvrtého radu pro £ a predstavuje disperzni
zévislost £2/€ nekoneéného pasku. Pro dané (2 jsou jejim feSenim étyfi pomérna vinova éisla
En, odpovidajici jednotlivym moédim. Tuto disperzni zavislost obvykle zapisujeme symbo-

licky ve tvaru
Bis
D(!Z,a,f) =0. (4.49)

Pro kazdou hodnotu &,,, lze vypoéitat ¢tvefici pomérnych amplitud vztazenych naptiklad

k amplitudé Ag,

At’ﬂ

—_—. 4.50
A3?i ( )

Qin =

Pomérna vinova éisla &, musi zaroven odpovidat okrajovym podminkam na koncich

ohrani¢eného pasku pro z3 = +c. Uvazujme nasledujici okrajové podminky pro mechanicky



volny pasek s elektrodami, na které je prilozen elektrickym potencial:

A(00) " (_ oy, T _ o) - (00

i - 33U + —Fq- + Eqao = 4.51a
3 3sUs3 + e Cisty €330 0, ( )

m 8

T = ¢, (u“’j) e (“2)) =0, (4.51b)
0 o 2

7% = (caaué‘f'? ~ o it + B5apy ) =0, (4.51c)
02 0 2 Ex

Dé ) =2 ( uﬂd} 58311&%01) —53350(3 }) =0, (4.51d)

©(00) — +g eIt (4.51e)

Potencial ¢(°% mizeme vyjadrit dvoji integraci rovnice (4.40f)

&
P00 = 588, (00) T e’”u(l‘” ol M (4.52)
£33 V8a &3
kde integracni konstanty Li, Ly uréime z okrajové podminky (4.51e) pro z3 = +c
wo 1@33 (00) T €31 (01)
Ls =0, Li="——--——"y c ——u c)l. 4.53
¢ CEs o (  VBafxm ! (e) e
Dosazenim (4.53) do (4.52) a vysledku do (4.51a) ziskame upravené okrajové podminky

TS(DUJ = ! (63311303?) - %{?;3)2-1.:500) - \/gacuu{lu }) B —4533% : (4.54a)

R (u(l"d) + :f - “"“) 0, (4.54b)
TQEO?) — (Eg;gué?‘-?) Ta —C -3”{1 Ll €330 02)) 0, (4.54c)
D:{;)z) =2 ( 311,3 3?) - 3—2&&33“;{10” — Z3: \,:(02)) =0. (4.54d)

Po dosazeni feseni (4.44) do okrajovych podminek (4.54) ziskame nehomogenni soustavu

linearnich rovnic pro étyfi neznamé aplitudy Ag,

€332 b
JF"’fl‘n', A31 _ﬁ__(po

Cq4 T C
M3, Ass 0
Myn Az 0

kde n-ty sloupec matice okrajovych podminek M ma tvar

e e 2b
NMin = [c;jgﬁn Cos (E‘"ES) — (ﬂ_ () (Gag — ¢33) sin (EHQ b)] Q1n+

a5 % 9(1 3Q2n COS (En; ;)
Moo = (Epozn - 307 ) sin (57 st
Mg, = (5331_3” = ;—Tr Eémﬂzn e 633”4?15”) cos (ﬁn 9 b)
N O, W Sy
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Nenulova pravé strana rovnice piedstavuje budici elektrické pole. V piipadé rezonance
musi byt determinant matice okrajovych podminek M nulovy a tuto zévislost opét vyja-
drujeme symbolicky jako

M (fz, ;‘;) =0. (4.57)

Tato zavislost predstavuje frekvenéni rovnici, jejiz koteny uréuji vlastni pomérnou frekvenci
(2 jako funkci poméru rozmért paskového rezonatoru b/a, pii definovaném poméru c/b.

Rovnice (4.49) a (4.57) tvori uplny systém vztahi pro popis vdzanych kmitii podélné
polarizovanych keramickych rezonatorii.

4.3 Jednorozmérny popis kmitii odvozeny prumérovanim pres tloustko-
vou souradnici

Nyni uvazujme, Ze paskovy rezonator o sifce 2b, tloustce 2a a délce 2¢ (obr. 4.6) je vici
nekonecné rozlehlé desce orientovan podle obr. 4.1b.

2c

2a £

¥ P
S e

I/,

Obr. 4.6: Paskovy rezonator umistény v soufadném systému

Nasledujici zpusob odvozeni jednorozmérnych rovnic vychazi z predpokladu, Ze tloustka
posunuti a potencial se podél tloustky pasku prilis neméni. Mizeme je tak nahradit jejich
stfednimi hodnotami, které ziskame integraci pres tloustku pasku 2a. Vyjdeme z noveéjsi
modifikace Leeho nekonecné fady dvourozmérnych aproximacnich rovnic [16] popsané v ka-

pitole 3.3, kterou opét nejdfive vhodné omezime.

4.3.1 Omezeni nekoneéného rozvoje dvourozmérnych rovnic
Predpokladejme, Ze pro feseni naseho problému vazanych kmiti je postacujici aproxi-
mace druhého fadu. Pro jeji stanoveni vyuzijeme postupu, ktery uvedl Lee et al. v [25].

Uvazujme nasledujici omezeni

ufi”) =0 pron>4, (4.58a)
.\’_9(”) =0 pro n > 2. [458b)
Tf,;" =0 uf;” 40 pron=34 (4.58¢)

'}J")‘ TEF}, Din), EE”} a S};") pro n > 2. Nékteré velic¢iny nizsich rada zéavisi

5 9 4 L T . 01wl ¥ ] # v
na vyssich posunutich ”j ), “’5 ). Abychom umoznili volny priibéh téchto posunuti, poloZime

a zanedbejme 1
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jim odpovidajici slozky napéti ng_}

a pouzitim (3.18) ziskame vztahy pro deformace vyssich radi

<3)
S (1+52J)ﬂ' (_

— (4 1
S5 = (1 +6y)— (

Lokt o) _ 3okt g(2) | 1 €x2j o) | 3 €h2i }—"152))

362}2} 562j2j 3¢ C€252; 5 €252
_leym oq 8 ok g8 8 ekzj ﬁ(l))

2 (.‘2_:,'2}' 15 nggj 15 C2525

a i‘fé‘;) rovny nule. Dosazenim (3.19b) do vztahu (4.58¢)

(4.59)

Dosazenim téchto rovnic do (3.19) ziskAme pri zanedbani vsech ostatnich deformaci tretiho

a ctvrtého radu aproximované linearni piezoelektrické rovnice druhého fadu

7(0) (0) 4 =) @) @ (0) (0 =(1) | (3) (2
.F =) U“S( }+ _Cijkisk! - E;P{IS{ ) -"‘jE( ) - U‘E’ _Eu‘)?f‘}( )
W _ 8 (M) (1) 8 =(2) (1 8 5
Tij 3 Uktski tc aJkiS UHS = A;_jE } ﬁ ‘E’
(2) 0 4 2) o2 3) (0 1)
T;j = UHS - (Uk S EJ.I%-’S( ) L?ib( ) E
A1) 4 ., . = 4 (2 4 (0) (1)
lij = ;c,;jk;SH Sls (.;;jMSM — ggcijkfski — ?TE‘ ki — epi T + o
=(2 2 8 8 i 2)
TEJ') = P@Jklsﬁf o .3 (@HSM s CUMSM T S_Ckaijﬁli ekUE( )
0) 0) o(0) 2 0) (0) , 4 (1) L3 @)
De{ =2e 5;:55( '9 tbk{ 3 51;‘15( ] { )b( =Eik L e By
1) .8 8 =2 (1) 8 —(2)
DE ) = 2 lk,Su ARl :HS 'f‘ S—EIHSM + & E = 37 zkEk 1
4 4 ;
DE = 50— 5+ 580 + <—3JE,£”> 2 e B+ oPrf?
=) 4 (2) | (0) (1) L A2
Dt- = }-eik;S}d -+ eik;SH — 3 1HSM ;kE + Eik E 3?TEIkEk )
— e 2 e (1) 8 (1) (2 )
Di = ;clklski -+ geik,-skf AF E«;HSH o . E + ey
kde kombinované konstanty jsou definovany jako
B 16 (cijpiCaint | CijaaCaokl | Cij23C23Kl
Cijkt = B2 €2121 N 2222 2323 ‘
(3) 16 [ cijo1€k21 | Cij22€k22 | Cij23€k23
kl} — —E 2 + ] + : E )
Y3 2121 €2222 €2323
. 2 -0 L €i23E ks
552) " _1% (812161:21 " 612.3 k22 | €i23 ms) ,
om €2121 €2222 2323
9 (3 (2 9 3 @ _ 9 @3
Ejk! = Cijkl — ¢ E;i:l' cgct'ji = €kij — gChij» Eik = Eik T EEik)
16 3 B 16 3 () 16 _(3)
(‘S.ii = Cijkl 45 E;!)J‘ e{kz_; ki‘-" 4r£k13 gtr\ Eik 2T 45 ik !
5 5 (3 (0 _ 5 (3)
0 (?} (0) _ -
FEJJ)J = Cijki — ]_8 Ukﬁ’ EkU €kij — 18f-kf_j: Eir = Eik i 18 ik
2
d ™ (3) (d) _ et3)
(-'-Ej-;)d = Cijkl — 2'49?5&1' €rij = Ckij — 24 Ckij:
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(4.60a)

(4.60b)

eDEP), (4.60c)

iekijEu):

(4.60d)
(4.60e)

(4.60f)
(4.60g)
(4.60h)
(4.601)

(4.605)

(4.61)



4.3.2 Jednorozmérné vlnové rovnice

Nahrazenim velicin ve sméru tloustky desky jejich sttednimi hodnotami prevedeme feseni
plivodné prostorového problému na problém rovinné napjatosti v roviné zoxz, kde kmity
zavisi pouze na soufadnici z3 a ve sméru o jsou nahrazeny trigonometrickym rozvojem.
Pro pripad rovinného napéti musime respektovat podminky

T[ = 0,
4.62
T5=T(5=0 PIOZ] = ==0, ( )
z ¢ehoz po dosazeni do (3.10) vyplyva
7O = 7@ _ g, (4.63)

Tato dvourozmérna elasticka napéti uréime ze vztahii (4.60) pomoci (3.18) a pro symetrii
6mm majl tvar

2
7O = 204 4 2,0,© () _ 3,0 _ 0,0 4 0 0,0 6@

11Uy 13 Y33 + Felaig ey = Qg g
(4.64)
7@ _ _ 3 i 1 (2) (2 2) (2 3) (0 2) (2
Ty 11 UL 1 13) U3 3 — Fpl12 “’é )+ ‘311}“(1 1) I C(ls}’“fs; 51}9’(3J (1)9‘953) )
(4.65)
ze kterych pfi zanedbani vzajemné vazby mezi u,g 1) a u( ) 1 vyjadrime
(0) (3 0 (3
Lo cs o laxm, ldd o e o led o
Ll = eyt Sp @ 2 o (ojies T o s T gy
€11 €11 11 €11 €11 (4.66)
(3) ( ( ) (2) :
u(2) = f'-'l_au(U} 2 ci2 (1} CIJ} (2)+ 231l 0 (D)0 Eaisi(2)
L1~ (2 3b (2) (2) 13,3 (2)“7 (2)
11 S

K roztaznym deformacim desky prispivaji pouze symetrické médy. Déle proto budeme
uvazovat pouze nasledujici dvourozmérna posunuti a potencialy, ktera zaroven splnuji pod-

minku
/ (u(lo) ul?, o) 4w, 4@, O, ('EJ) ]da:.l =1 (4.67)

Pouzitim vztahii (4.66) vyjadiime z (4.60) nasledujici rovnice odpovidajici symetrii 6mm,

které obsahuji ¢leny (4.67)

-0 2.4 (@ 0) -3 (2

T‘}n) = 2C33u éog) =+ Bf’m { ) - f'g‘s“.a 3+ 2€ 'm/{ = iﬁD(;J ) (4.68a)
(3 g (0) (0 (3) (2

o) (43 o) - 42 o) o8 + 200 - ) (4.650)

il (1) (1) (2) E @)

T, = cy + 3b€ L T (4.68c¢)

2« 2 .

T = c}du(;m; 3 SBauy) + Cd.’]”(i; a (JJ‘P(i *HWP( } (4.68d)
2 2 (2 3) (0 o)D)

4 [ cg‘;} (’HEG); - “(‘!U])) -F C{i")) (”(1 '1 +ug, 1)) "(J)‘f’{l) e )\9{1) ) (4.68¢)

4 4
=] = 4 (0) (Bl _fl_ ~5 ,(2) | *T~1 (0) 4 (2) .
12 2,‘ ;i 3 + — 2}) 22112 i ‘”(Ij ;‘1‘ JJ\P 3 ‘3”(.‘32({9‘3 A (4.08f)
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(2 8

TE! ) 9= . ) %ﬁmug gk %62499(2) : (4.68g)

72 _ 8 e (2)

L= 68h
6 = 3;C06U21 + 3ol (4.68h)

D5 = 2e%ul’) + ng” — ERqugs — 26300) — 23,09 (4.68i)
2) 0 1 = . n

D{ = —&u (3% Sbf‘dgué & 83311:(32% - 53%9{3) - 53399( ) (4.68j)

—@ 8 ™
DLt Z-e2s ué%%- EE24&(3) - EzszP( ) (4.68k)

kde modifikované materialové konstanty jsou
0.0 .30

-0 (0) Ci3€13 Ciatia
C33 = C33 — (0) o (2) )
(3) (3) (2) (2
a2 RSOy 13) (13}
33 5533 2 (0) (2) )

(0) (3) 3) (2
(3) ‘313)"13 e C(l.i) (13)

o S ciy iy (4.69)
: :
o AR "312‘(1.3) - 1"3(13)012
93 23 (0 3 (2) 1
suf 3913 €12 ‘(13}612
28 = €285 (10) 2
: . 8 C12C12 16 C12C12
e — e e e
22 22 C(S) )
0) (0 3) (3)
N =0 _ C(l )":(31) e 53)331
33 = €33 (0) 2 (?) y
.5 3 2) (2)
A=y - gl - g
— 0 ) 3
E ( ) C(11
0) (3 3) (2)
Saled iyl 6{13)351) i ‘(13}5’31
33 = €33 (0) A2
( )l 1(3) L
3) (0) 2
=5 (3) 0{13)"41 - Ejai€
Eq3 —Eaaian 0 .(2) :
€11 1
3
E: t12€;{u) - 16126.21)
€3 = €32 — (u} 3 2
11
2
Ty 301215{;} 8 cuﬂgl)
30 = C3T e 0 2) '’
2 Cg 1} "(11
(0),0) 4 }(3J (d)
esiie €q
&s =e53 + 31(0}31 9 {2) g
11
(3} (3) (2) (2}
1 eaq e:
5 % 31 =] Sal 4.71
£33 = EgaJ T3 31(u) T e
€11
(0) (3) (3),(2)
. (3 ©3;€3s1 _ E31€31
€33 = €33 — 0) A2
“ 11
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Jednorozmérné pohybové a elektrické rovnice ziskame integraci (3.16) pres x; v mezich
od —a do a a jejich vydélenim tloustkou 2q. Plochy desky zo = +b pfedpokladame mecha-
nicky volné a bez elektrického naboje a v rovnicich (3.16) polozime éleny 1«‘;”} a D™ rovny
nule. Po integraci dostaneme

ggtjjs + HO = 9550 (4.72a)
N 8 % a4 Hu o (4.72b)
oy~ 1o 2} +HO = pi® (4.72c)
d“” +d® — g, (4.72d)

d) - 28 +d¥ =, (4.72¢)
d%z; % _gng} i @ 0. (4.72f)

kde n-té slozky primérného pownuti 'uj"], prumérného elastického napéti ag-l), aﬁ;‘), pri-

meérného elektrického posunuti d("} d ) a primérného potencialu 1™ jsou
1 7
'U;n)(ics,f) = %/_u ’ui (1, z3, t)dzy , (4.73a)
(J'{?-I)(:I?;},t) = i— /a T-(-m(:i:l,:rq t)dz; (4.73b)
i 2 ) _, Y S
e (zst) = = [ T0(e1, 25, t)do 4
ij (%3,t) = % i (Z1,T3,t)dTy, (4.73¢)
i\ o o
d\" (z3,t) = ——/ D{(x1, 23, t)dzy , (4.73d)
AT e
[ i
40 @s,t) = 5o [ D (wnan )i, (4.73¢)
aj_aq
1 @
P (n}(‘LJ:t) == _/ @(n)(Il,Ig,t)dxl (473f)
200

a n-té slozky elastického napéti H( ") a povrchové hustoty naboje d™ na hranach z; = +a

jsou
T 1 T s al
H = o [1(0) - 1 (~a)] (4.74)
]- T T
d) = — [D{"(a) - D (~a)] - (4.75)

Déle budeme predpoklddat, ze hrany z1 = 4a jsou mechanicky volné a bez naboje a polozime

H(”) dm™ = 0.
Dosazenim (4.68) do (4.73) a pouzitim podminky (4.67) ziskame jednorozmeérné aproxi-

macni rovunice

2 2 (0) =3 ,(2)
G"go} = 2c33v3§ == ba%vél} f'q';“'(;’i +2e339 3 ) - ﬁ’:ia"f’,:s ; (4.76a)
0) 1 {0) {UJ o (gj})”E?g, (4.76b)
8 2)
fl” 41} ;gl} + gl—q u( ) 4 :-;szw'( (4.76¢)
2 1 (@ . 5 00 1 220 (2) :
o)) = mw(;u% 3 Bavs)) + SBavys — Egy’ + ey (4.76d)



052’ (3,00 4 (2),(2)

—Cs5 V13 +‘° Vi3, (4.76e)
sl = 4,0 eyl 4 5 @ © 4.4 (@
P2.3 3.3 AF 2br-"22 s d'ﬂ' ('2-31!3 % A Tr(.32'l'f“)'.‘(3} == '3—?1_8‘321‘1{)‘( ) ) (476{)
) = —8—(' K1) 2) @
4= 3 44Uy 3 + 3544'”3 Emw (4.76g)
_{2) 2
= essvf?, (4.76h)
(© 0) , 2
% s 2633“;‘; i I;P32 él) = “—’33”59). = 2533"‘4"(9) = C'ﬂw(g) (4.76i)
o w 2.0 L :
=(2) 8 (1) ) (
g .t L i)
2 3, 62423 ST bez‘w‘* €99 ; P (4.76k)

Protoze uvazujeme pripad buzeni kmitt elektrickym polem ve sméru z3, vyloucéime z rov-
nic (4.76) cleny s koeficientem eqy.

Po dosazeni (4.76) do jednorozmérnych pohybovych a elektrickych rovnic (4.72) pro od-
povidajici cleny (4.67) ziskame jednorozmérné vlnové rovnice popisujici roztazné deformace
piezokeramickych paski

220~ 8l = 2, wrm
3) (0 2) (2 )2
— 53 Ui + i vi — () contl” = pi?, (4.77)
0 2 1
2833 v + Eczab‘ég Esvian + 26550'5) — ey = 200, (4.77¢)
1) (1 2= 2 1)
'51(44} égd + %(623 '*‘4044)”5,3? = (%) f‘gzb‘é =
(4.77d)
24 © 24 0 2 @ _ ()
bf'zs”ss = 5"32 g _e W=t
0 2 2)
Cgavé :23 35(523 + 4044)”% 3T 333”% 33—
)2 2 0 2 2 (i)
= (3) C44”§ ) - 531‘4){33) ar eda'r“(s:; = PU'(J, ) )
0 a 1 2 ok 13 @
“333"‘5 :§3+ 5632'“2; 2 35“% ;s E—gd‘f) 3% 2533‘»”33 = (4.77f)
2 9 9 T\2 .
333”:(103).3 3 €39V élg - "3’1”& 3),5 “ddw(‘j.f). ~Jd"‘4’(.sd}. 32 ('5) enp® =0. (4.77g)

Soustavu rovnic (4.77) lze opét rozlozit na dvé nezavislé ¢asti. Rovnice (4.77a,b) pred-
stavuji priéné mody pasku 'UEO) a 1:52) které nejsou vazany s elektrickym polem ve sméru .
Rovnice (4.77c-g) popisuji podélné kmity u( ), gitkové rozpinavé kmity 'ué,”
kmity druhého radu ng)‘ které mohou byt vybuzeny potencidlem prilozenym na elektrody.

Vlastni{ tvary téchto kmiti jsou znazornény na obr. 4.7.

a Sirkove stiizné

4.3.3 Vazané podélné, sifkové rozpinavé a symetrické Sifkové stfizné kmity

(1)

Rovnice (4.77c-g) podrobime dalsi aprave. Posunuti v, ' neni vazano okrajovymi pod-

minkami s potencialem q;(u) a pro jednoduchost mizeme zanedbat v (4.77d) ¢len 932;5(0)

Ze vztahu (4.77f) vyjadrime clen wfg;i

4 — el 4,78
378, Vs 33 220 Y (4.78)

; e () 163, (2)
€3z (0) ) 233,
"""(si = 703,33 T 3
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” ’ 0 A - ’ , . .
Obr. 4.7: Podélné "u:(, ), sifkové rozpinavé ué” a symetrické Sirkové stiizné kmity vg v$?)

a dosadime jej do (4.77c,e,g). Ziskame tak upravené vlnové rovnice

2533”&%3 iffza?}glg f%at’ﬂd = csaw(?f;} — 20" (4.79a)
('fll}vélgs = 3b(c23 + 4644)1.':(;23) (21:—)) mvé” — bc%ug dbeégw(z) - pfﬂé”, (4.79b)
0331);0:.23 325(@5 + 4C44)Ué1) + 2,0 §23)3 (%) ¢ wg ) + 83374’)(32; = mgz) : (4.79¢)
6331{% :2,3 3b832”£1,i il 6331)%2%3 = 555 w%{ + (b) eaep? =0, (4.79d)

kde modifikované konstanty jsou
50 0

S0 =g ‘Dssf’da
Ca3=Cag ¥+ —ag
€33
=nh=n
=9 e 9 1 é€33633
CagiiCaant =
2 £33
-0 =5
G e €33€33
C33=C3 1+~
€33
—4 ~4 e33532
B33 =Ca3+ —=p—1
533
e e 3€
2 533
-5 =3
22 — g2 4 1 33633
= e )
33 33 2 é:g_']
-0 =3
EaaEa:
-3 33533
€33 =€33+ —5
£33
=1,
4 _ 4 8
32 a2 9 ég:j
-3 =3
22 _ 2 _ 1 €35¢33
33 33~ 3 EN

Reseni rovnic (4.79) uvazujme ve tvaru jednotlivych stojatych vin [25]

1..':&”; = Ajsin(éx3) et

( ) = A, cos(éxz) e,

(4.81)
w,‘ = Agsin(€zs) et
WD = [E44 A, sin(Exs) e
£33
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Dosazenim feseni (4.81) do (4.79) a pouzitim (4.45) ziskame soustavu linearnich rovnic

(269 1oz
2¢: — 2022 —¢d 23 72 23 72
L N N -k A
4 -
Z A(1) 2 4 - 4 4=
WCQ:;‘E Cag§ + Chy — 12 ‘3—5(1’-‘33 +4)§ —3_5325 Az
. 3 " =0, (4.82)
SHa 52 ____(“.5 4\E 22 F2 2 22 72 A
33 3 C33+4)6 56 +4-02 €33 3
=2 4 5 =2 -2
\ —€33€ -3—(’325 €34& —€3,6" 4522) A/
kde pomérné materialové konstanty jsou
A E'{lﬂ n E’{l.u (1) C( )
Cn‘i = —_— - é — A- — ﬁ
M oid A Cas s Cyy 7 )
. en . ex
Lo iA en AL 4.83
i \/C44E33 A v/ C44€33 : :
=3
A2 €33 - €22
ERT o Cltis Saw

s 22 :
£33 £33

Soustava rovnic (4.82) ma netrivialni feSeni pro nenulova A,, pokud je determinant

matice koeficientii nulovy. Tuto disperzni zdvislost opét vyjadiime symbolicky
D{R.EY=0. (4.84)

Pro kazdou hodnotu £,, miizeme vypoéitat étvefici pomérnych amplitud vztazenych napf.
k amplitudé As
An

= (4.85)

Qn =

Pomeérna vlnova ¢isla €, musi odpovidat okrajovym podminkam na koncich ohrani¢eného
pasku pro z3 = +e. Uvazujme okrajové podminky ve tvaru

ogm = 25330;(3(_2 = zcmvél) — (‘ddv:(fg + 2623?,-";,(:?} = égawg} =0, (4.86a)
o{D = eufl) + 38b(, wd =0, (4.86b)
(2) Cs.s"“gos) 325'5'23”8} ar C%d”'(;z:g T ég:ﬂ{’.(;?) il é%aﬂ".(:f) = (4.86¢)
1(2} — zsvf(;oj 32bf’sz’”gl) + €3y “L{szj = EJJ‘«”{U) = 533%’{{;} =0, (4.86d)
@ = oy et (4.86e)

Dvoji integraci rovnice (4.77f) vyjadiime potencial Y0

2 1é3 (1 185 2 1&%s )
,0) — €33,(0) 4 %32, (), _ -33, —=9\* + Liz3 + Lo, (4.87)
e bEgs 2 28 BT,

kde integracni konstanty Ly, La uréime fesenim okrajové podminky (4.86e) pro x3 = +¢

e (4.88)
~1 1 E 4; 8
18 0 18,00 1800 4 Sy,
e e LT 2c €4y 2¢ &5
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Dosazenim (4.87) do (4.86a-d) ziskame upravené okrajové podminky

0 _o0 (0 2 g 0 2
03" = 2C33v33 — (Cza % 5(3).5) ’t’é - 3633?)5” rddfer§23+
s
= (2) L =3 (2) = f)
0 c (C3J (‘33) U_j (— ({,33 = [,-33) w{g) = _—9e: 0 lﬂfﬂ
s 8
oit=cly Vg3t 3b caavs” =0,
(2) _ (U) 2.
o3 = —Ca3v ST sl (C:n — &33) ’U( = 3 gs”é ) ‘"JJUI(}ZS
1. 2 9\ (@ s d}
T s L — L =3 ) 0
. (%3 CJJ) V3" t € JW - [9253 = ﬂ’n) P2 = = é33—
@) _ (0 s
dy “9331»‘3% R ( — &) vy - Eﬂazﬂén =+ 933”(2)
1 @2 @ '
25 = o S -3 Yo
= (935 [’33) V3" —Ea3Wa" + E (853 — 533) P = 533? :

(4.89a)

(4.89b)

(4.89c)

(4.89d)

Uplné feseni vdzanych kmiti je dano linearni kombinaci ¢tyrech diléich stojatych vin

4
= Z a1, By Siﬂ(fnlﬂ) et ;

n=1

4
= Z agn By, COS(‘EJLJES) eIt )

n=1

U.(}‘z} Z a3, By 5111(&11373) e;wi‘

n=1

. [Caq
1;5.'{2) = Z (van By osin(€,x3) elwt |

n=1

(4.90)

Dosadime-li celkové feseni (4.90) do okrajovych podminek (4.89), ziskame soustavu ne-

homogennich linearnich rovnic pro ¢tyfi neznamé aplitudy B,

Cq4 TC
ﬂ’i’]_ T B 1 0
JMan B2 5 -5
Mj, B3 2ol o
J'Mfdin B4 (:14 i
€33 ,

cn
on

(4.91)



kde n-ty sloupec matice M ma tvar

i - me 2b
Iln [{‘3'35 COb( 19 b) = (;E ( gd & ['g.i) sin ('En QE)J Qln+

2 w4
A _'Cz';(lc’zn cos (
1

€n
i 5 ]:Cddén Cos (En

r9)-
el )%rcis)bm(fga)]
a3 - () -z
G (cgz;aznzn = ?) sin (£, 25)
N [ngeﬂ cos (2,7 g) (%"’) (¢ — o) sn (B, ;‘)] e

Bk (657 - (22) @G- @) (6.29)] «
+ [égsfn cos (€7 ) - (%ﬁ) (835 — 23 sin (agg)} e
M=~ [ehEcon (B3 ) - (22) @ - ) s (63 E) | euns
- grehomens (E.57)+
- [ cos (E.35) - (22) @& - B sin (8.35)] -

[ (655) - (2 - 5

a pomeérna relativni permitivita je
=2
5
&, =3 (4.93)

€33

V piipadé rezonance je determinant matice okrajovych podminek M nulovy a symbolicka

zavislost
.
5 = pass 4.94
M (Q,b) 0 (4.94)

predstavuje frekvenéni rovnici, jejiz kofeny urcuji vlastni pomérnou frekvenci (2 jako funkci
pomeéru rozmérti ¢/b rezonatoru.
Rovnice (4.84) a (4.94) opét tvoii aplny systém vztahi pro popis vazanych kmiti podélné

polarizovanych keramickych rezonétoru.



5 Frekvencni spektrum vazanych kmita

Tem:et,lcky popis vazanych kmitg odvozeny v piedchozi kapitole je pouzit pro vypocet
frekvencnich spekter rezondatorti z piezoelektrické PZT keramiky APC 841 a APC 856 vy-
robce APC International, Ltd. APC 841 predstavuje ,tvrdou (hard) keramiku, ktera ma
obecné vysoky ¢initel mechanické Jakosti a je prednostné uréena pro pouziti v rezonato-
rech a vykonovych aplikacich. Vétgina nasledujicich vypoétii a analyz je proto provedena
pro tento materidl. ,Mékka® (soft) keramika APC 856 méa mechanicky Ginitel jakosti nizky
a neni prilis vhodna pro rezonanéni aplikace. Vysledna frekvenéni spektra pro rezonatory
z APC 856 jsou uvedena pouze pro dopluéni. Materiglové konstanty pouzité k vypoctu jsou
uvedeny v tab. A.1 [43] a tab. A.2 [44] v pfiloze A.

Frekvencni spektrum vazanych kmitt podélneé polarizovanych piezoelektrickych rezona-
torti ziskame soucasnym feSenim aproximacnich rovnic (4.49) a (4.57), ziskanych rozvinutim
velicin ve sméru Sitky do fady trigonometrickych funkei, nebo rovnic (4.84) a (4.94), odvo-
zenych metodou primeérovani velicin pres tloustkovou soufadnici pasku. Abychom odlisili
vysledky urcené jednotlivymi zptisoby vypoétu, oznac¢ime hodnoty frekvenci vypoétenych
z rovnic (4.49) a (4.57) indexem A, hodnoty ziskané fesenim rovnic (4.84) a (4.94) pak in-
dexem B. Pomérna frekvence popsana vztahem (4.45) je pro jednotlivé metody definovana

odlisné, v prvnim pripadé oznacuje proménna 2b tloustku, ve druhém pripadé sitku péasku.

5.1 Experimentalni hodnoty

Vypoctené frekvencni spektrum paskovych rezonatori je dale porovnano s namérenymi
hodnotami rezonanénich frekvenci [45]. Pro uréeni experimentalnich hodnot byly pouzity
vzorky podélné polarizovanych paskovych rezonatoru z APC 841 a APC 856 o piuvodni
délce 14 mm, tloustce 1 mm a Sifce 7 mm. Na plochach kolmych k délce pasku byly nane-
seny elektrody opatfené dratkovymi pfivody. Hmotnost ani kapacita elektrod vzorku nebyly
stanoveny. V pribéhu méfeni byly pasky postupné brousenim zuzovany po nékolika deseti-
nach mm.

Pro kazdy rozmér vzorku bylo pomoci impedanc¢niho analyzatoru HP 4192 stanoveno
spektrum jeho rezonanénich frekvenci pfi budicim napéti 1 V v souladu s normou [46].
7 naméfené frekvenéni zavislosti impedance byly odecteny hodnoty rezonancni frekvence
odpovidajici nulové fazi impedance, v pfipadé silné tlumenych kmitu pak frekvence odpo-
vidajici minimalni hodnoté impedance. Namérené hodnoty pro oba materialy jsou shrnuty
v tab. B.1 a B.2 v piiloze B. Sloupce v tabulkach piislusi odpovidajicim si médim kmiti.
Vzhledem k nizkému éiniteli jakosti samotného rezonatoru byly nékteré kmity silné zatlu-
meny a indentifikace médin ve spektru byla obtizna. Radu kmiti se nepodafilo vybudit vii-
bec, zejména v piipadé rezonatori z keramiky APC 856. Velké tlumeni se projevuje zejména
u nejvyssich méfenych modi.

Vzorky pouzité v této praci pro experimentalni ovéreni teoretickych vztaht jsou ze stejné
pii mefeni materialovych konstant [43], [44].

virobni série jako vzorky, které byly pouzity

Tim je zarudena co nejvétsi shoda vypoctenych a naméfenych hodnot.



5.2 Vypocet frekvenénich kiivek

i _ _ zavislost rezonanéni frekvence
mzullat(']l u na velikosti jeho rozmeért. Graficky je pak vysledek vyjadien ve formé frekvenc-
nich krivek, které zobrazuji zavislost pomérné fre

Pozadovanym vysledkem fegeni vazanych kmiti je obvykle

: kvence f2 na poméru vybranych rozméri
rezonatoru.

Postup stanoveni frekvencnich kfivek spociva v hledani hodnot pomérnych frekvenci

2 ze zvoleného intervalu, které vyhovuji sou¢asné obéma soustavam rovnic (4.49) a (4.57),
resp. (4.84) a (4.94). Vzhledem k odligné definici {2 je analyzovany interval frekvence pro obé
metody jednorozmérné aproximace razny. Vypocet se opakuje s vhodnym krokem v poza-
dovaném rozmezi pomeérd rozméri rezonatort.

V pripadé pouziti rovnic (4.84) a (4.94) nezavisi vypocet na tloustce pasku a vysledkem
reSeni je zavislost pomérné frekvence na poméru délky a sirky rezonatoru. Soustava rovnic
(4.49) a (4.57) zavisi na vsech rozmérech pasku, a proto je pii vypoétu nutné volit jeden
z pomeru tloustky k sitce nebo délky k tloustce jako pevny. V nasem pripadé volime vzhle-
dem k velikosti méfenych vzorki konstantni pomér délky a tloustky pasku 14/1 a ménime
hodnoty pomeéru tloustky k Sifce, resp. délky k siice.

5.2.1 Disperzni kfivky nekoneéného pasku

Resenim disperznich vztahii (4.49), resp. (4.84) ziskaime pro danou hodnotu 2 Gtyfi
vlnova ¢isla £, odpovidajici jednotlivym médim kmitii nekoneéné dlouhého paskového
rezonatoru. Vysledek feseni je graficky zobrazen ve tvaru disperznich kfivek na obr. 5.1
a 5.2. Rovnice (4.49) je funkei poméru tloustky a Sifky, a proto je zavislost vlnovych cisel
na frekvenci ruzna pro rizné hodnoty tohoto poméru. Rovnice (4.84) na rozmeérech nezavisi
a disperzni zavislost je stejna v celém intervalu poméru délky a sirky. Charakter disperznich
krivek je stejny pro oba zptusoby vypoctu, a proto je mizZeme popisovat soucasneé.

Obr. 5.1 a 5.2 obsahuji ¢tyfi disperzni krivky, nalezici jednotlivym médim kmitu. Ozna-
Geny jsou pismeny souvisejicimi s jejich anglickym pojmenovanim - podélny méd E (extensi-
onal), sitkové rozpinavy méd WSt (width-stretch) a symetricky Sifkové stfizny mod s.WSh
(width-shear). Kiivka ® piedstavuje mod prislusejici elektrickému poli. Protoze je zavisle
proménnou disperznich vztahii druha mocnina vlnového cisla (€,))%, maji tyto rovnice také
dalsi feseni, ktera ziskame zrcadlenim disperznich krivek podle rovin Re{ =0 a Imé=0.

Disperzni rovnice popisuji aproximaci druhého fadu a jejich resenim jsou realné, ryze
imaginarni nebo komplexné sdruzené hodnoty vinovych ¢isel €, [39]. Tomu odpovidaji re-
alné, ryze imaginarni a komplexni vétve disperznich krivek. Z prubéhu disperznich krivek
miizeme uréit charakter médi pii zvolené frekvenci kmitani. Hodnotu normalizované fazové
rychlosti IZ/En prislugné viny pri dané frekvenci odec¢teme ze smérnice primky, spojujici
odpovidajici bod na kfivce s pocatkem grafu.

Identifikaci disperznich kiivek muzeme provest porovnanim meznich frekvenci maodi
pfi nulovém vlnovém dcisle E Mezni frekvence odpovidaji frekvencim prostych sitkovych

kmitt nekoneéné dlouhého tenkého pasku, uvedeného v kap. 2.4. Vyjdeme pritom z obr. 5.2,

; . A . 9 r

ktery popisuje §ifeni kmiti pasku orientovaného podle obr. 2.5.
Nejnizéi podélny méd (E), pfedstavujici 0. sitkové stiizny mod nekoneéné dlouhého
pasku, nema mezni frekvenci a je
délného kmitu je pro viechny frekvenc

ho disperzni kiivka vychazi z pocatku. Vlnové ¢islo po-

e realné a vzhledem k ostatnim moédim postupuje



s.WSh

Obr. 5.1: Disperzni kiivky podélnych (E), sifkové rozpinavych (WSt) a symetrickych sitkove
stfiznych (s.WSh) mddi nekoneéného pasku z APC 841 s pomérem tloustky a sifky 1/3,5

paskem nejpomalejsi rychlosti.

Mezni frekvenci Sitkové rozpinavého kmitu (WSt) je frekvence prostého Sitkové rozpi-
navého médu 1. fadu, mezni frekvenci symetrického sirkové stfizného kmitu (s.WSh) pak
frekvence prostého Sirkové stfizného modu 2. radu. Jejich hodnoty ziskame reSenim rov-
nic (2.4) pfi zahrnuti podminek

1s =y = 15—} pl'O.I‘.QZj:b,
I'=T5=Tg=D;=0.

Prosté sifkové kmity zavisi pouze na §ifkové soufadnici a uvazujeme je ve tvaru stojatych

(5.1)

vln, jejichz posunuti jsou symetricka vaci stfedni roviné pasku (z123)
up = Ay sin(Garp) pro symetrickou sifkové rozpinavou vinu, )
ug = Agcos((3z2) eIVt pro symetrickou sirkove striznou vinu . ]
Dosazenim fegeni (5.2) do rovnic (2.4) ziskame pri zavedeni podminek (5.1) frekvenci
prostych symetrickych §itkové stfiznych kmiti pasku

= mm C44 (5_3)

— ./, m sudé
2b p

a frekvenci prostych symetrickych gitkové rozpinavych kmiti

. o ol
UL y n liché, ()
2h p



Qp s.WSh

Obr. 5.2: Disperzni kiivky podélnych (E), sitkové rozpinavych (WSt) a symetrickych sitkove
stiiznych (s.WSh) médi nekoneéného pasku z APC 841

kde

(cr2)® (5.5)

P
Ci1= CiI=

V bezrozmérném tvaru vyjadiime mezni frekvenci symetrického sifkove stfizného modu
(s.WSh, m = 2) pomoci (4.45) jako

N=2 (5.6)

a mezni frekvenci zakladniho sirkové rozpinavého kmitu (WSt, n = 1) hodnotou

‘()
(s Al (5.7)
€44

(‘r i . . »
Pro piezoelektrickou keramiku APC 8dlijen/ = = 1,92 a mezni frekvence zakladniho

§itkové rozpinavého kmitu je nizsi nez v pripadé siikove stfizného kmitu druhého radu.
Stejny vysledek plati i pro APC 856. ‘ |
Vinové éslo &ifkové rozpinavych kmiti je pro nizké frekvence koEL}_)l_exm a ve spektru je
né sdruzenymi vétvemi [47] WSt a WSt. V této frekvencni
| tlumeny. Frekvence, pii které imaginarni slozka vinového
nei gifeni téchto kmitt pri nenulovém vinovém

méd zastoupen dvéma komplex
oblasti je &ifkové rozpinavy moc

¢isla nabyva nulové hodnoty, je mezni frekve
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sisle €. Po jejim pf eni i : - T el
cisle & jejim prekroceni je mdd charakterizovan dvéma realnymi vinovymi éisly, ktera

odpovidaji dvéma vinim (jedné rychlejsi a Jedné pomalejsi). Pfi mezni frekvenci ) = y/ -

"y ; s : i C44
pomalejsi \"ln‘f \.r,)imlm‘ & “'0 spektru se vyskytuje pouze jeden sifkové rozpinavy méd kmitu.

’ Sy‘metrlc’ky bl’rkove strizny méd se ve spektru objevuje pii frekvenci, kdy zanika pomalejsi
sitkové rozpinava vina. Je charakterizovin malou imaginarni smyckou spojujici vétve WSt

a s.WSh. Po prekroceni mezni frekvence ) — 2 nabyva jeho vlnové cslo realné hodnoty

a jako posledni z uvazovanych médi se zaéing &ifit paskem. Vzhledem k ostatnim maédim

je pfi konstantni frekvenci jeho fazova rychlost nejvetsi.

Vinové cislo prislusejici elektrickému poli ma ve spektru vzdy ryze imaginarni hodnotu.
5.2.2 Frekvenéni ktivky

Vsechna vlnova cisla musi soucasné vyhovovat rovnicim (4.57), resp. (4.94), které vyply-
vaji z okrajovych podminek na koncich ohrani¢eného pasku. Pokud ¢tvefice hodnot €, tyto
podminky spliuje, predstavuje zvolena hodnota 2 vlastni pomérnou frekvenci paskového
rezonatoru. Protoze je determinant matice (4.57) a (4.94) komplexni, hledame pfi vypoctu
vhodnou metodou minimum jeho absolutni hodnoty.

Vypoctené frekvenéni krivky, ziskané obéma zpiisoby vypoc¢tu, jsou vyneseny na obr. 5.3
az 5.6. Krouzky v grafech vyznacuji pomérné hodnoty namérenych frekvenci, které jsou uve-
deny v tab. B.1 a B.2. Na obrazcich je zobrazeno sedm frekvenc¢nich kfivek, odpovidajicich
sedmi nejnizsim roztaznym modim podélné polarizovaného paskového rezonatoru.

Stejné vypoctené a naméfené hodnoty jsou déle vyneseny v obr. 5.7 a 5.8 v soufadnych
jednotkach b/c a 25 ¢/b, které jsou uzivany v nékterych publikacich (21].

, 3 4 5 6q __sitka

b ~ tloustka

A 7 ¢nich frekvenci vazanych
; 0 e nveh hodnot rezonancnic
Obr. 5.3: Porovnani vypocétenych a nameremy

3 \Ky stky 14/1
kmitt paskovych rezonatori z APC 841 s pomeremn délky a tloustky 14/
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0,8

2 3 : i 6a _ sifka
b tloustka

Obr. 5.4: Porovnani vypoctenych a namérenych hodnot rezonané¢nich frekvenci vazanych

kmiti paskovych rezonatorii z APC 856 s pomérem délky a tloustky 14/1

hodnot rezonanénich frekvenci vazanych

a naméfenych

Obr. 5.5: Porovnani vypoctenych

kmitii paskovych rezonatori z APC 841
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4 2 3 45 ¢ o délka 9
b Sirka

Obr. 5.6: Porovnani vypoctenych a namérenych hodnot rezonanénich frekvenci vazanych

kmitti paskovych rezonatori z APC 856

0,50

sifka

0,40 Ly
c délka

0 T
0.20 0,30

hodnot rezonanénich frekvenci vazanych

Obr. 5.7: Porovnani vypoctenych a naméfenych

kmiti paskovych rezonatort z APC 841
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0,20 0,30 0,40 b _ &itka 0.0
c  délka

Obr. 5.8: Porovnani vypoctenych a naméfenych hodnot rezonanénich frekvenci vazanych
kmitt paskovych rezonatori z APC 856

Rovnici definujici vlastni frekvenci podélnych kmit tenké dlouhé tycinky (4.10) miZeme
s pomoci vztahu (4.45) vyjadrit v bezrozmérném tvaru

2 1
O =22y ~, (5.8)
AT Te ’\/c§4s§3(1—(k33)2)

kde bezrozmérny vinovy parametr [20]

A =Enc (5.9)

ziskame fesenim vztahu (4.21). V zavislosti na metode odvozeni aproximacnich rovnic vy-
jadfuje proménna 2b v rovnici (5.8) tloustku nebo sirku pasku.

Prvni a tfeti pomérné rezonancni frekvence tenké tycinky, vypoctené z (5.8), jsou vyne-
seny v obr. 5.3, 5.4, 5.7 a 5.8 na svislé ose a oznaceny E-1, E-3. Jak mizeme vidét, blizi se
vypodtené frekvenéni kiivky pro malé poméry sitky k tloustce, resp. Sitky k délce hodn,utzim
uréenym pomoci jednoduché aproximace rezonatoru tenkou tyéinkou. Bliz8i porovnani je

provedeno v kap. 5.4.

5.3 Vlastni tvary kmitu

tvar kmitu oznacujeme pomérné vychylky vsech bodii télesa

Pojmem vlastni (modalni) R R
kmitajiciho pfi rezonanéni frekvenci (48]. U ohranic¢eného télesa mltajkICI cl'kv - }’“ o 2
. g e Tiie i slesa jako celku. Modalni tvar

je nutné rozlisovat tvar kmitu jednotlivého mddu a tvar kmitu télesa ja
o 1 i gl o 1 sech jednotlivy
télesa je d4an kombinaci tvart kmitu viech jed ’ o i
‘ : tem tvart tii uvazovanych modi (podélného,

ch modii. V nasem pripadé rezonatoru
se tfemi stupni volnosti je tvar kmitu urcen sou
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tloustkove rozpinavého a symetrického tlougtkove strizného), které jsou vsechny dale vazany
s médem elektrického pole. Tvar kmitu télesa je obecné slozity, pfi uréitém poméru rozmért
ale muze jeden z médu pievladat a svym tvarem urcovat modalni tvar rezonatoru. Vzdy se
vsak projevuje vliv ostatnich modii.

Tvary kmitii zavisi na charakteru vlnovych éisel £,, pii dané frekvenci a rozmérech rezo-
natoru [39]. V pravouhlé soustavé souradnic je tvar kmitu modu s realnym vinovym ¢islem
popsan trigonometrickou funkei, v pfipadé médu s ryze imaginarnim vinovym ¢islem jej lze
popsat hyperbolickou nebo exponencialni funkei. Komplexni vlnové cislo médu urcéuje tvar
kmitu ve formé soucinu trigonometrické a hyperbolické nebo exponencialni funkce.

Jednorozmérné vlastni tvary kmitu, uréené rozlozenim pomérnych amplitud diléich médi
podél délky rezonatoru, lze vypocitat ze vztahii (4.44), resp. (4.90). Teoretické modélni tvary
ziskané z téchto rovnic jsou zobrazeny v priloze C pro rizné pomeéry rozméri paskového
rezonatoru z APC 841. Tvary kmitii uréené obéma zpiisoby aproximace se piilis nelisi (az na
vyjimky pro nejvyssi analyzované frekvence), a proto mizeme jejich vysledky zpracovat
soucasné.

Jak je patrné z obr. C.1 - C.6, jsou modalni tvary rezonatoru ve frekven¢énim spektru
silné ovliviieny vzdjemnou vazbou. Existuje vsak nékolik oblasti, kde je tvar kmitu uréen
jednim dominantnim mdédem. V analyzované frekvenénim intervalu se objevuji mody pre-
vazné podélné E-n (obr. 5.9), hranové (edge) Eg-n (obr. 5.11) a zakladni $itkové rozpinavé
WSt (obr. 5.12). Useky frekvenénich kfivek s témito dominantnimi kmity jsou pfiblizné vy-
znaceny sipkami na obr. 5.13 a 5.14, kde ¢islo n u pismenného oznaceni modu oznacuje jeho
rad.

Nejnizsi kmity rezonatoru v nami uvazované oblasti jsou vzdy prevazné podélné E-1,
s rostouci $itkou mirné roste vazba s ostatnimi médy kmiti. V pripadé ctvercového pasku
(sifka je rovna délce) je zakladni podélny kmit silné vazan se zakladnim Sitkové rozpinavym
kmitem (viz obr. 5.10) a vysledna deformace odpovida obrysovym kmitim desticky [10].
Prevazné podélné kmity tietiho fadu se ve spektru objevuji pfi malych hodnotach sitky, kdy
se tvar pasku blizi pfipadu tenké tyéinky, a také pro vétsi poméry siiky a délky (pfiblizné

vétsi nez 1/2).

Qp =0,3549 &./tl./d. = 3/1/14 Qp =1,1260 &/tl./d. = 2,52/1/14

! y _ . R

| 0 Xs/C 1 =1 0 X5/ C 1]

Obr. 5.9: Tvary kmiti pievazné podélnych modin E-1, E-3 paskovych rezonatoru z APC 841

Daléim dominantnim tvarem kmitu jsou hranové (edge) maody [49], jejichz nejveétsi de-
formace je soustfedéna na okrajich (hranach) pasku (viz obr. 5.11). Exponencialni utlum
stfedu pasku spojeny s harmonickymi oscilacemi je disledkem kom-

vychylek smérem ke e . '
ho éisla sitkove rozpinavého médu [47]. Hranové médy mayji sudy

plexniho charakteru vlnové

-



25 = 1,4954 8./tl./d. = 14/1/14

-1 0 Xal'c ]

Obr. 5.10: Tvar kmitu obrysového médu paskovych rezonatori z APC 841

pocet uzlovych bodi.

Posledni z vyznamnych modalnich tvari je uréen zakladnim §ifkové rozpinavym modem

kmitu (obr. 5.12). Zde pfevlada rovnomérna vychylka ve sméru kolmém na délku tyc¢inky
bez uzlového bodu.

28 =1,5906 &./tl./d. = 6/1/14 25 =1,6082 5./tl./d. = 3/1/14
1E= = s T, g el B
(1)
VzM e
0 - — 0 - - ==
\ |
% () \
-
44— : = p——
| 0. Kl ¥ | 0 Xlc i
|

Obr. 5.11: Tvary kmita prevazné hranovych modu Eg-1, Eg-3 paskovych rezonatoru
z APC 841

g =1,9049 §./tl./d. = 8/1/14

(2) — Ve
¥
RS {

oo ik o : S LRy i
Obr. 5.12: Tvar kmitu pievazné zékladniho sifkové rozpinavého modu WSt paskovych rezo
natorti z APC 841

Jak je zfejmé napi. z obr. 5.13, meni se s rostouci sirkou puvodné prevazné podélné

tvary kmitu vlivem vazby s ostatnimi mody na slozitéjsi tvar. Zaroven se ve spektru snizuje

odstup sousednich rezonan¢nich frekvenci.
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’ : s g Sa 24 sitka ’
b tloustka

Obr. 5.13: Oblasti s prevazné podélnymi (E-n), hranovymi (Eg-n) a zakladnimi Sitkové
rozpinavymi (WSt) médy kmiti

Obr. 5.14: Oblasti s prevazné podélnymi (E-n), hranovymi (Eg-n) a zakladnimi Sitkove

rozpinavymi (WSt) médy kmitt
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Uvedené dominantni tvary kmiti a Jejich poloha ve frekvenénim spektru byly diive pub-
likovany Leem et al. [25] také pro piipad roztaznych kmitii pri¢né polarizovanych paskovych
rezonatori se stejnou symetrii.

5.4 Porovnani metod vypoctu

Frekvencni kiivky, ziskané obéma zpiisoby vypoétu, Jjsou spolecné zobrazeny na obr. 5.15.
Abychom mohli vynést vysledky do jednoho grafu, ma svisla osa pro jednotlivé skupiny
krivek odlisné méfitko. Frekvencni kivky vypoctené z rovnic (4.49) a (4.57) jsou zobrazeny
modre a na svislé ose je vynesena pomérna frekvence (24. Kfivky uréené fesenim rovnic
(4.84) a (4.94) maji cervenou barvu a méfitkem svislé osy je podil pomérné frekvence 25
a Sifky pasku. Zobrazené zavislosti odpovidaji konstantnimu poméru délky a tloustky pasku
14/1. Krouzky v grafu opét vyznacuji namérené rezonanéni frekvence. Na svislé ose je také
vynesena prvni a tfeti pomérna rezonancni frekvence rezonatoru ve tvaru tenké tyéinky,
vypoctena pomoci (5.8).

0,20 0,30 0,40 Sitka £
' délka

Obr. 5.15: Porovnani frekvenénich kiivek pro APC 841 urcenych jednotlivymi metodami
vypoétu. Pomér délky a tloustky rezonatoru 14/1 (24 - modra, 2 /sitka - Cervena)

Pro vybrané poméry rozméri je v tab. 5.1 provedeno porovnani vypoctenych a nameére-

nych hodnot rezonanénich frekvenci rezonatorii z APC 841. V tabulce jsou postupné uvedeny

e T érné odchylk
nasledujici hodnoty: naméfena frekvence f, vypoctené frekvence fa a fp, po‘jl‘)“{e 2 ; dy y
naméfené a vypoétené hodnoty 04 a dp a pomérna odchylka hodnot vy pottenjch jednot-
néfené - ; ’ e C ol s
livimi metodami 645. Udaje tabulky jesté doplnime hodnotami prvni a tfeti rezonancni
ivymi me AB- ' : . o 5 = 855 Hz.
i e i . fi = 107 785 Hz, f3 = 412 z
¢ v s 'tenyn]l e Vﬂt;(lh“ (4.10] fl
frekvence tenké tycinky, vypoc , i { wzi rozméri necela
Maximalni rozdil ekvivalentnich frekvenci fa a fp je v UyeldraoRitoal TR SR RO

4%, obvykla odchylka se pak pohybuje v oblasti 1-2 %. Obecné lze konstatovat, Ze tento
0, ODVYKIE ALYy MG DL
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Sitka/tlouStka/délka = 2,95/1/14  (sitka/délka = 0,21)
fHz] | 111118 402200 508900 538 600 550200 590 800 609 500
fa[Hz] | 108086 401516 513201 550 122 579 659 604 858 640 763
fp [Hz] | 109198 407 101 503 189 545930 568 739 593 927 626 029

da (%] -2,7 -0,2 0,8 2.1 5,4 2,4 5,1
op %] -1,7 2 -1,1 1,4 3,4 0,5 2
dan %] 1,0 1,4 -2,0 -0,8 -1,9 -1,8 -2,3

Sitka/tloustka/délka = 3,42/1/14  (sitka/délka = 0,24)

f[Hz] | 110919 393 600 443 700 480 300 506 100 517 100
fa [Hz] | 107994 390 162 443 052 501 387 512 186 529 724
fp [Hz] | 109 144 396 199 434 145 494 736 500 646 518 108

b4 [%)] -2,6 0,9 0,1 4,4 1.2 2.4
65 (%] -1,6 0,7 9.0 3,0 2 0,2
6ap %] 1 1,5 20 13 9.3 29

Sifka/tloustka/délka = 4,15/1/14  (sitka/délka = 0,30)
f[Hz] | 110777 358900 378100 416 600 431900 460 900 499 200
fa [Hz] | 107 717 359 333 367 087 426 068 450 481 468 342 525 662
fB [Hz] | 109 006 357 711 363 938 419 097 448 056 458 465 515 181

da (%] -2,8 0,1 -2,9 2,3 6,4 1,6 HS
ép (%) -1,6 -0,3 -3,7 0,6 3.7 -0,5 3,2
dap (%] 1,2 0,5 -0,9 S 2,5 21 -2,0

Sifka/tloustka/délka = 4,8/1/14  (Sitka/délka = 0,34)
f[Hz] | 110525 309600 332800 371000 390600 439 700 475 200
fa[Hz] | 107532 313274 334227 372163 425330 450 528 485 695
fp [Hz] | 108 840 308 098 331943 365018 414 996 443 494 473 665

64 (%) D 1.2 0,4 0,3 8,9 2.5 59
65 (%) 1,5 0,5 -0,3 1,6 6,2 0,9 03
648 (%) 1.0 1y -0,7 -1,9 2,4 16 25

Sifka/tloustka/délka = 5,5/1/14  (Sitka/délka = 0,39)
f[Hz] | 110737 275200 294000 327900 366200 430200 451 100
fa [Hz] | 107255 272661 306 721 320427 394777 441575 459 389
fo [Hz] | 108 632 267 660 303 239 321716 385891 434 761 446 559

da (%) -3,1 -0,9 4,3 0,5 7.8 2,6 1,8
dp (%] -1,9 -2,7 3.1 -1,9 5,4 1 -1,0
dan (%] 3 -1,8 -1,1 -2,3 -2,3 -1,5 -2,8

Tab. 5.1: Porovnani vypoétenych a namérenych rezonanc¢nich frekvenci paskovych rezona-

tori z APC 841

rozdil je nejvétsi pro vyssi frekvenéni kiivky a roste take se ‘E’if'ko‘“ pé.sku.. szledky obou
metod se pro malé pomeéry Sirky k tloustee blizi hodnotam uréenym rovnici (:4‘10)‘ Te‘orle-‘
nee nejnizsiho podélného kmitu v analyzované oblasti témeér nezavisi
rostouci siikou jeji velikost mirné klesa. Odchylka hodnot f4

%, pricemz pro velmi malé Sifky je hodnoté f

ticka rezonanc¢ni frekve
na poméru sifky a délky, s
a fp od frekvence fi se pohybuje okolo 1
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Sitka/tloustka/délka = 6,2/1/14 (sifka/délka = 0,44)

fIHz] | 110171 229600 268600 293100 349 400 425000 431 500
fa [Hz] | 106 979 241 555 280 969 301090 360 579 434 283 446 005
fo [Hz] | 108396 236 607 277413 292 530 361349 421 539 438 139

da (%] -2,9 5,2 4,6 2,7 5,8 2.9 3,4
op [%)] -1,6 3.1 3,3 0,2 34 -0,8 1,5
dap (%] 1.3 -2,0 -1,3 -2.8 2.9 -2,9 -1,8

Sifka/tloustka/délka = 7/1/14  (sitka/délka = 0,50)
f[Hz] 1109776 212800 248000 265500 335800 421 000 430 200
fa [Hz] | 106 517 214 326 252 909 280 784 346 872 425 145 440 375
fp [Hz] | 108 047 209 302 249 045 272 371 338 502 408 887 435 443

da (%] -3,0 0,7 2,0 58 3,3 1,0 2,4
op (%] -1,6 -1,6 0,4 2,6 0,8 2,9 1,2
dan %] 1,4 -2,3 -1,5 -3,0 9.4 3R =

Tab. 5.1 (pokracovani): Porovnani vypoctenych a nameérenych rezonancénich frekvenci pas-
kovych rezonatoru z APC 841

blizsi hodnota f4.

Rozdily mezi naméfenymi rezonancénimi frekvencemi a vypoctenymi hodnotami f4, fg
jsou také v fadu jednoho procenta. Nejvétsi odchylka se projevuje u médu prislusejicich paté
frekvenéni kfivce. V prevazné vétsiné pfipadii jsou namérené vlastni frekvence lépe popsany
teoretickymi hodnotami fg.

Z porovnani teoretickych a namérenych frekvenci nelze jednoznaéné uréit, ktery zptisob
vypoctu presnéji aproximuje frekvencni spektrum skutecného rezonatoru. Mody kmitu jsou
obvykle zatizeny tlumenim, zatimco teoretické vypocty predpokladaji idealni pripad beze-
ztratové linearni rezonance. Vliv na rezonanéni frekvenci ma také hmota elektrod rezonatoru
a jejich kapacita. Elektroda predstavuje kondenzator pripojeny v sérii k rezonatoru a dusled-
kem tohoto zapojeni je zvySeni sériové rezonanc¢ni frekvence [1]. Vzhledem k nizké kapacité
samotného rezonatoru muze byt ucinek pridavné kapacity pro uvazovane provedeni rezona-
toru pomérné vyrazny. Vliv elektrod na rezonancéni médy neni v nami odvozenych rovnicich
zahrnut.

Neshoda mezi vypoétenymi a naméfenymi hodnotami je patrna zejména u zékladniho
podélného médu, ktery je vzhledem k ostatnim mddim nejméné tlumeny a lze jej také
nejsnaze vybudit. Namérena frekvence E-1 je vzdy vyssi nez vsechny teoretické hodnoty fa,
fp a fi. Rozdil mize byt zpisoben pridavnou kapacitou elektrod a privodi.

Zpiisoby odvozeni jednorozmérnych aproximacnich rovnic, uvedené postupné v kap. 4.2
a 4.3, pouzivaji podobnych myslenkovych postupii a vedou na analogicky popis vazanych
kmit paskového rezonatoru. Lze se tedy domnivat, ze obé metody jednorozmeérné aproxi-
mace uvedené v této praci jsou ekvivalentni a jejich pouziti vede ke stejnému vysledku.

Odlignost mezi vyslednymi tvary rovnic (4.49), (4.57) a (4.84), (4.94) spociva v mife
b riiznych médi kmitu. Nejlépe je rozdil patrny z porovnani

aproximace a zanedbani vaze . : :
kde nuly v prvni matici predstavuji vynechané

matic disperznich rovnic (4.49) a (4.84), S R %
Zjednodugeni bylo zptisobeno zanedbéanim nékterych clent v rozvoji (4.33)

vazby mezi maédy. ; 5§ :
pii odvozeni jednorozmeérne aproximace.

nebo prostym omezenim nekonecné rady (4.37)
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Tento postup je korektni pii feseni kit rezonatorii z materialii s nizkym koeficientem
elektromechanické vazby, v piipadé piezoelektrické keramiky je ale nutné uvazovat vazby
modi v co nejvétsi mire. Disledkem je pak komplikovanéjsi vyjadieni modifikovanych ma-
terialovych konstant uvedenych v kap. 4.3.

Z téchto divodi mizeme pfedpokladat, Ze aproximace vyjafena vztahy (4.84) a (4.94)
predstavuje presnéjsi popis frekvenéniho spektra.

5.5 Praktické pouziti aproximaé¢nich rovnic

Pti praktické aplikaci uvedenych aproximacnich vztahti je nutné vzit v tvahu vedle
nelinearnich vlastnosti rezonatoru, vnitiniho tlumeni a vlivu elektrod také dalsi priciny,
které mohou nepriznivé ovlivnit vysledek vypoctu.

Dobra shoda namérenych a vypoétenych hodnot v této praci je zpusobena také tim,
ze meérene vzorky jsou ze stejné vyrobni Sarze jako vzorky, ze kterych byly stanoveny materi-
alové konstanty. Fyzikalni vlastnosti piezoelektrické keramiky jsou teplotné zavislé a casove
nestdlé a obecné vykazuji pomérné velky rozptyl. Vyrobee uvadi hodnoty materialovych
konstant d33 a £33, které pfimo souvisi s nami feSenym problémem, s toleranci £20 % [27].

Ve skutecnosti proto neni mozné dosahnout lepsi shody vypoctenych a namérenych hod-
not nez v fadu procent. Musime vsak vyjit z predpokladu, ze podélné kmitajici paskové
rezonatory z piezoelektrické keramiky nejsou uréeny pro pouziti v aplikacich, kde je vyzado-
vana vysoka presnost a stabilita rezonanéni frekvence. Bézna tolerance rezonancni frekvence
keramickych rezonatort je vyrobcem udavana v rozmezi +5 % [27]. Z tohoto hlediska je tedy
dosazitelna presnost vypoctu pro praktické vyuziti postacujici.
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6 Zaveér

Analytické feseni kmitii rezondtori z piezoelektrické keramiky predstavuje pomérné ob-
tiznou problematiku. Struktura keramického materialu Jje nehomogenni a jeho vlastnosti
Jsou zavislé zejména na teploté, case, technologii vyroby nebo podminkach polarizace. Tato
skutecnost se projevuje rozptylem materialovych vlastnosti riiznych vzorki téhoz materidlu
a silné nelinearnimi vlastnostmi. V piipadeé podélné polarizovanych paskovych rezonatori
buzenych elektrickym polem ve sméru délky je nelinearni chovani jesté vyraznéjsi.

Popis kmitii piezokeramickych rezonatori respektujici nelinearni vlastnosti je slozity
a vypocetné narocny a vyzaduje znalost nelinearnich konstant vyssich radi, které v mnoha
pripadech neni mozné stanovit. Obvykle se tedy pristupuje k popisu pomoci linearnich teorii,
pouzivanych spésné pro analyzu kmiti rezonatori z monokrystalickych materiali. Tento
postup je vyhovujici pro pripad velmi nizké (linearni) drovné buzeni, ale vypocet je stéle
zatizen chybou vyplyvajici z rozptylu materialovych parametri. Z tohoto divodu se lisi
vypoctena a skutecna velikost rezonanéni frekvence a jejich pomérna odchylka byva obvykle
v jednotkach procent. Tato hodnota oviem spada do bézné tolerance rezonanénich frekvenci
piezokeramickych rezonatori, ktera je dosahovana pii vyrobé. Popis linearnimi vztahy je
tedy v radé pripadi postacujici.

V préci je také pristoupeno k analyze kmiti piezokeramickych paskovych rezonatord
za pomoci linearnich vztahu. Z piezoelektrickych stavovych rovnic vyplyva, ze roztazné
kmity téchto paskovych rezonatori nejsou vazany s ohybovymi médy a vlivem priéné izot-
ropie latky ani s torznimi kmity. Na jednoduché aproximaci rezonatoru kmitajiciho ¢isté
podélnymi médy je pak ukazano, ze pro keramicky material s velkym koeficientem elektro-
mechanické vazby je vliv okrajovych podminek na vypoctené hodnoty velmi vyrazny.

Prinosem disertacni préace jsou dva ucelené systémy jednorozmérnych aproximacnich rov-
nic, popisujici vazané podélné, sitkové rozpinavé a symetrickeé sirkové strizné kmity podélnée
polarizovanych paskovych rezonatoru s pravoihlym prifezem z piezoelektrické keramiky,
buzené harmonickym elektrickym polem pusobicim ve sméru délky. Vztahy byly odvozeny
dvéma riiznymi postupy z vychozi Leeho aproximac¢ni dvourozmérné teorie kmitii piezoelek-
trickych desek. Vysledny popis pfedstavuje nahrazeni rezonatoru modelem se tfemi stupni
volnosti, ktery charakterizuje jeho chovani az do frekvenci presahujicich mezni frekvenci
symetrického sifkové stfizného médu.

Prvni soustava, ziskana z dvourozmérnych rovnic rozvojem veli¢in do fady funkei sirkove
soufadnice, vychazi z feSeni uvedeného Zelenkou. Piivodni formulace pohybovych rovnic je
novym odvozenim opravena na spraviny tvar a doplnéna o odpovidajici okrajové podminky.
Zpusob odvozeni byl puvodné pouzit pro feseni kmitt kiemennych rezonatort a obsahuje
tak nékteré zjednodusujici postupy.

Nové byla formulovéna druha soustava rovnic, kterou jsme odvodili vyuzitim metody
priimérovani veli¢in pres tloustkovou soufadnici. Oproti predchozi soustave respektuje' ve \fét-
& mife vazby mezi jednotlivymi médy kmitu a miizeme predpokladat, ze predstavuje pres-
néjsi popis uvazovanych linearnich kmiti rezonatoru. . : I

Vysledky ziskané fesenim obou systémil rovnic byly navzajem porovnany pro ruzne pri-

pady piezoelektrické keramiky a jejich odchylky jsou uvnitt tolerance rezonancni frekvence

realnych rezonatori. Z tohoto hlediska lze tyto soustavy povazovat za ekvivalentni.
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Oba systémy shodné popisuji teoretické vlastni tvary kmitii paskovych rezonatoru. V ana-
lyzované frekvenéni oblasti byly identifikovany médy pievazné podélné, hranové (edge) a z-
kladni Sifkové rozpinavé. Stejné tvary kmitd a jejich rozlozeni ve frekvenénim spektru byly
diive publikovany také pro pfipad kmiti pfi¢né polarizovanych paskovych keramickych re-
zonatoru.

Teoretické hodnoty byly porovnany s naméfenymi rezonanénimi frekvencemi paskovych
rezonatorii z tvrdé a mékké PZT keramiky. Jejich odchylka je také v fadu jednotek procenta
a spliiuje vyse uvedené predpoklady. Pro velmi malé hodnoty tloustky a sitky v poméru
k délce rezonatoru a také pro zakladni mod v Sirokém rozsahu pomeért $ifky a délky muzeme
popis kmiti nahradit jednoduchym modelem ¢isté podélné kmitajici tycinky.

Vysledné jednorozmérné aproximacni rovnice lze pouzit pro analyzu kmiti rezonatort
vyrobenych z libovolného piezoelektrického materialu, jehoz materidlové vlastnosti maji sy-
metrii odpovidajici tfidé 6mm hexagonalni soustavy, pokud jsou znamy potrebné materia-
lové konstanty. U fady komercéné vyrabénych druhii piezoelektrické keramiky bohuzel nejsou
dostupné vsechny materialové konstanty nutné pro vypocet. Pfi interpretaci vysledki je pak

tfeba pfihlédnout ke vlivu nelinearnich vlastnosti, které jsou uvedeny v této praci.
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A Materialové konstanty piezoelektrické keramiky

elasticky modul
cfi 15,2 -1010 Pa
cfa 9,210 Pa
¢ 7,810 Pa
¢ 11,4 -10'° pa
cf:i 2,6 -10'0 Pa
e 3,0 -10'0 Pa
elasticky koeficient
&35 15971013 pa1
hustota

p 7600 kgm™!

piezoelektricky modul
e;5 11,5 Cm™2
ey —2,6 Cm2
ess 17,5 Cm~2
relativni permitivita
et (r) 730
esa(r) 750
koeficient elektromechanické vazby

ks 0,68

Tab. A.1: Vybrané materidlové konstanty piezoelektrické keramiky APC 841 [43]

elasticky modul
el 1250 Py
e 5,9 -10'° Pa
et v 6,3 <10 Pa
e 9,8 -10'° Pa
e 2,2 -10'0 Pa
cé;ﬁ 27 1010 Pa
elasticky koeficient
gBl 1810 P

hustota

p 7400 kgm™ s

piezoelektricky modul
ez 134 Cm™?
és;  —5.2Cm~2
ez 24,9 Cm—?

relativni permitivita

E

21(r) 1630
ges(r) - 2120
koeficient elektromechanické vazby

J‘i?g;; 0 ,6?

Tab. A.2: Vybrané materialové konstanty piezoelektrické keramiky APC 856 [44]
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B Namérené rezonanéni frekvence

délka = 14 mm
tloustka = 1 mm

Sifka [mml] rezonanéni frekvence [Hz|
7 109 776 212 800 248 000 265 500 335 800 421 000 430 200

6,6 109 863 221 500 258 100 278 400 342 400 423 000 430 500
6,2 110 171 229 600 268 600 293 100 349 400 425 000 431 500
5,9 110 866 256 400 277 000 306 500 356 800 426 800 438 800
5,0 110 737 275200 294 000 327 900 366 200 430 200 451 100
5,2 110 452 291 500 310 600 345900 374 300 434 400 460 900
4,8 110 525 309 600 332 800 371 000 390 600 439 700 475 200
4,5 110 491 336 200 345200 391 400 401 100 443 900 481 800

4,35 110 546 347 800 359 100 401 200 412 300 449 700 488 400

4,15 110 777 358 900 378 100 416 600 431 900 460 900 499 200

3,88 111 000 373 800 398 000 435 000 457 500 474 600 512 900

3,68 110 803 383 300 410 300 450 400 478 500

3,42 110 919 393 600 443 700 480 300 506 100 517 100

3,15 110 825 398 400 483 400 508 700 531 400 553 200 575 600

2,95 111 118 402 200 508 900 538 600 550 200 590 800 609 500

2,82 111 445 403 800 556 100 609 000 628 600

2,59 110 979 406 300 590 800 633 500

2,43 111 252 407 800 622 600

2,18 111 150 410 100

Tab. B.1: Naméfené rezonancni frekvence paskovych rezonatori z APC 841 [45]

sirka [mm)] rezonanéni frekvence [Hz]
7 96 400 193 800 217 300 388 600
6,5 96 500 208 000 230 600 251 200 385 200
6 96 600 220 900 240 400 264 900 395 300
5,6 96 500 238 400 257 500 286 800 400 400
4,9 97 600 288 800 331 200 402 700
4;4 97 500 302 400 314 900 365 300 396 300 430 500
4 09 300 326 200 343 300 395 400 427 100
3,1 97 000 358 900 451 900

# E i 7 2 A % - 1 REA B
Tab. B.2: Naméfené rezonancni frekvence paskovych rezonatori z APC 856 [45]
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C Teoretické vlastni tvary kmitt

24 =0,1171 25 = 0,3549
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1

1
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Obr. C.1: Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatori z APC 841. Pomér rozméri
Sirka/tloustka/délka = 3/1/14
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Obr. C.1 (pokracovani): Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatora z APC 841. Pomeér
rozmérii §ifka/tloustka/délka = 3/1/14
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Obr. C.2: Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatori z APC 841. Pomér rozméri

sitka/tloustka/délka = 4/1/14
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Obr. C.2 (pokracovani): Teoretické tvary kmit paskovych rezonatori z APC 841. Pomér
rozméri sifka/tloustka/délka = 4/1/14
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Obr. C.3: Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatori z APC 841. Pomér rozmeéru
sitka/tloustka/délka = 5/1/14
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Obr. C.3 (pokracovani): Teoretické tvary kmit paskovych rezonatorti z APC 841. Pomeér
rozmért sirka/tloustka/délka = 5/1/14
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Obr. C.4: Teoretické tvary kmitd paskovych rezonatori z APC 841. Pomér rozméri

sitka/tloustka/délka = 6/1/14
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Obr. C.4 (pokracovani): Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatorii z APC 841. Pomér
rozméri §ifka/tloustka/délka = 6/1/14
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Obr. C.5: Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatori z APC 841. Pomér rozméri
sitka/tloustka/délka = 7/1/14
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Obr. C.5 (pokracovani): Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatori z APC 841. Pomér
rozmért §ika/tloustka/délka = 7/1/14
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Obr. C.6: Teoretické tvary kmiti paskovych rezonatori z APC 841. Pomeér rozmeéri

§ifka/tloustka/délka = 8/1/14
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Obr. C.6 (pokracovani): Teoretické tvary kmitii paskovych rezonatorii z APC 841. Pomér
rozmért §itka/tloustka/délka = 8/1/14
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