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Anotace

L-momenty jsou analogie ke konven¢nim momenttim a jsou zalozeny na line-
arni kombinaci uspotfadanych dat. Stejné jako v pripadé konvencénich momentt uva-
zujeme teoretické L-momenty a vybérové L-momenty. Pojem zavedl v roce 1990
J. R. M. Hosking a ukézal fadu jejich vlastnosti.

Jednou z dilezitych tloh matematické statistiky je odhad parametria pravdé-
podobnostnich rozdéleni. Nejcastéji se pro tuto tlohu pouziva metoda maximalni
vérohodnosti nebo momentovd metoda. L-momenty nabizi vzhledem k své analogii
ke konvenénim momentim vhodnou alternativu k témto metodam.

Klic¢ova slova: L-momenty, konvencéni momenty, poradkova statistika, odhad

parametri, L-momentova metoda

Summary

L-moments are analogy to the conventional moments and they are based on the
linear combinations of order statistics. As it is in the theory of the conventional
moments we consider theoretic L-moments and sample L-moments. J. R. M. Ho-
sking introduced the idea of L-moments in 1990 and showed the wide range of their
properties.

Estimation of parameters is one of the most important problems of mathematical
statistics. The method of maximum likelihood or the method of moments is the most
used for estimation of parameters. L-moments due to the analogy to the conventional
moments are the convenient alternative to these methods.

Key words: L-moments, conventional moments, order statistics, estimation of

parameters, L-moment method
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Uvod

Odhad parametrt pravdépodobnostnich rozdéleni je dilezitou soucasti matematické
statistiky. K tomu se obvykle pouziva metoda maximéalni vérohodnosti nebo momen-
tova metoda. Odhad parametri pravdépodobnostnich rozdéleni Ize vzhledem k ana-
logii L-momentt ke konvenénim momentiim realizovat pomoci L-momenti. Cilem
prace je vyuzit L-momenty pro odvozeni odhadii parametrti pravdépodobnostnich
rozdéleni a srovnat tento pfistup s bézné pouzivanymi metodami.

Prace je rozdélena do Sesti casti. Prvni kapitola pfipominéa zakladni charakte-
ristiky, kterymi popisujeme pravdépodobnostni rozdéleni. Je to potiebné proto, ze
v dalsi kapitole budeme mezi konvenénimi momenty a L-momenty hledat analogii.
V druhé c¢asti zavedeme L-momenty (jak teoretické, tak vybérové), sezndmime se
s jejich nékterymi vlastnosti a uvedeme zminku o tzv. TL-momentech, které jsou
zobecnénim L-momentti. Objasnime v ni také jiz zminénou analogii s konvenénimi
momenty. V tieti kapitole aplikujeme teorii L-momentii na vybrana spojita rozdéleni
a vypocteme jejich L-momenty a L-momentové poméry. S témito vysledky budeme
i nadéle pracovat v nasledujici kapitole. Ctvrta ¢ast se zabyva odhadem parametri
pravdépodobnostnich rozdéleni. Struc¢né jsou zde vylozeny zékladni principy me-
tody maximalni vérohodnosti a momentové metody a je zde zavedena L-momentova
metoda. Obsah této kapitoly tvori i odhad parametrtt vybranych spojitych rozdé-
leni (zde uplatnime dosazené vypocty ze tieti kapitoly). Pfedposledni, pata kapitola
pojednava o volbé metody odhadu parametri pro néktera pravdépodobnostni roz-
déleni. Na zakladé simulacni studie jsou porovnany vysledky ziskané L-momentovou
metodou, momentovou metodou a metodou maximalni vérohodnosti. Zavérecna cast
je vénovéana aplikaci ziskanych poznatki na redlna klimatologicka (konkrétné sraz-

kova) data.
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1 Konvenéni momenty

Nez pristoupime k zavedeni L-momenti, je vhodné pfipomenout jiz znamé konvencni
momenty. Je to potiebné proto, ze o L-momentech budeme hovorit jako o analogii ke
konven¢nim momenttim. Tvar pravdépodobnostniho rozdéleni je tradi¢né popisovan

charakteristikami, které shrneme v této kapitole zpracované podle literatury [1] a [9].

1.1 Teoretické konvencéni momenty

Necht X je ndhodné veli¢ina se spojitym rozdélenim s hustotou f(z). Pokud je
integral

o0

/ |z| f(z) dx (1.1)

—0o0

konecny, pak integral

o0

/a:f(a:) dx (1.2)
nazveme stfedni hodnotou nahodné veli¢iny X a oznac¢ime ho E X . Tato veli¢ina
vyjadiuje priumérnou hodnotu nahodné veli¢iny X . Nékdy se stfedni hodnota nazyva
populac¢ni primér a znaci se .

Dalsi dilezitou charakteristikou je rozptyl nahodné veli¢iny X. Predpokladejme,

ze X je ndhodna veli¢ina s konecnou stfedni hodnotou E X. Vyraz
var X = E(X —E X)? (1.3)

(pokud stfedni hodnota na pravé strané existuje) se nazyva rozptyl nebo také va-
riance nahodné velic¢iny X. Druha odmocnina z rozptylu v/var X se nazyva smé-
rodatna odchylka nédhodné veli¢iny X. Rozptyl charakterizuje velikost odchylky

2

nahodné veli¢iny X od stfedni hodnoty. Nékdy se rozptyl znac¢i o a smérodatna

odchylka o. Casto se pro vypocet rozptylu pouziva vztah

var X = EX? — (EX)2% (1.4)

13



K popisu pravdépodobnostniho rozdéleni se zavadéji i dalsi charakteristiky néa-
hodné veli¢iny X. Necht X je ndhodné veli¢ina s konecnou stfedni hodnotou E X.
Charakteristika

o0

w.=EX" = /xrf(x)dx, r=1,2,... (1.5)

—0o0

se nazyva r-ty obecny moment ndhodné veli¢iny X a charakteristika
w=E(X —-EX)", r=12... (1.6)

se nazyva r-ty centralni moment ndhodné veli¢iny X. Stfedni hodnota je tedy
prvni obecny moment a rozptyl je druhy centralni moment.

Dalsi uzivanou charakteristikou je momentovy pomér

o
oy = ;, (17)
ktery ziskdme jako podil r-tého centralniho momentu a smérodatné odchylky umoc-
néné na r za predpokladu, ze o > 0. Specidlné tfeti momentovy pomér se nazyva

koeficient Sikmosti ndhodné veli¢iny X

_E(X-EX)
a3 = —(WP =t (1.8)

¢tvrty momentovy pomér se nazyva koeficient Spi¢atosti! ndhodné veliciny X

E(X —EX)*
y=———""—=—.
! (var X)? ot

(1.9)

1.2 Vybérové konvencéni momenty

Jak jiz bylo uvedeno, pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veliciny X mtizeme
charakterizovat prostfednictvim stfedni hodnoty E X, rozptylu var X, koeficientu
sikmosti a3 a koeficientu Spicatosti ay. Tyto charakteristiky jsou definovany pro
pravdépodobnostni rozdéleni, casto jsou ale odhadovany z kone¢né mnoziny statis-

tickych pozorovani.

'V nékteré litaratufe se koeficient Spicatosti objevuje ve tvaru ay = £4 — 3, viz napf. [9].

14



Uvazujme soubor tvoreny N prvky, ktery je natolik veliky, Ze neni mozné zjistit
hodnotu u kazdého z jeho prvki. Proto vybereme ndhodné skupinu n < N sta-
tistickych pozorovani, u nichZ zméiime sledovany znak. Cislo n se nazjva rozsah
vybéru a skupina n statistickych pozorovani se nazyva nahodny vybér. Nahodny
vybér je tedy vektor (Xi, Xs, ..., X,) ndhodnych veli¢in X, X5, ..., X, které
jsou nezavislé a stejné rozdélené. Prostfednictvim nahodného vybéru odhadneme
vyse uvedené momenty. Odhady téchto moment nazyvame vybérové momenty.

Stfedni hodnotu odhadneme veli¢inou

X =

3|

ixi, (1.10)
=1

ktera se nazyva vybérovy pruamér. Jako odhad rozptylu pouZijeme vybérovy

rozptyl definovany vztahem

1 _
52 = n_lz(Xi—X)Q, n>2. (1.11)
=1

Podobné jako koeficient sikmosti a Spicatosti zavedeme vybérovy koeficient Sik-

mosti

az = =l (1.12)

ag = —=" . (1.13)

2Vybérovy koeficient $picatosti je stejné jako koeficient Spicatosti nékdy uvadén ve tvaru
Ly (=%
i=1

<% iél (X’L_X)2> o 3.

aq =

15



2 L-momenty

Pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veli¢iny X charakterizujeme prostrednictvim
konvenc¢nich momentti uvedenych v kapitole 1, které popisuji rtizné vlastnosti prav-
dépodobnostniho rozdéleni. Hosking [4] uvadi alternativni zptisob, jak charakteri-
zovat pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veli¢iny X . Hosking zavedl L-momenty

v roce 1990 a definoval je jako linedrni kombinaci usporadanych dat.

2.1 Teoretické L-momenty
2.1.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 1. Necht X je ndhodna veli¢ina s distribu¢ni funkci F'(x) a kvantilovou
funkei (F'). Necht X, < Xo,, < -+ < X, jsou poradkové statistiky ndhodného
vybéru o velikosti n vybraného z pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veli¢iny

X. L-momenty nahodné veli¢iny X definujeme

r—1
-1
Ao=rty (—1)’“(r A )EXT_,M, r=1,2,... (2.1)
k=0

Pismenem L v pojmu L-moment chtél Hosking zdtraznit linedrni kombinaci

usporadanych dat.

Dle Hoskinga [4] mize byt stfedni hodnota poradkové statistiky psédna ve tvaru

EX,

jir =

G- =) /a:{F(x)}jl{l — F(z)} 7 dF ().

Nahrazenim tohoto vyrazu v predchozi definici a upravenim dostaneme

kde P*(F) = > (=1)"* (Z) (H,;k)Fk je r-ty posunuty Legendriiv polynom?. Odtud

pak dosazenim ziskame vztahy

3Definice Legendrova polynomu je uvedena v TAYLOR, A. E. Uvod do funkcionalni analyzy.
Praha: Academia, 1973. 412 s. na str. 125.
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_ /lx(F) g (—1)rH (r ; 1) (r + IZ B 1) FFAF, r=1,2,..., (2.2)

ze kterych urc¢ime tvar prvnich ¢tyt L-momenti:

A=) (=1 (Z)EXl_m —E(X11) =EX (2.3)

= /155(1:);0;(_1)’“ <2) (Z) FFdF = /195(1?) dr, (2:4)

(E Xa0 — E X1) (2.5)

e (e (e (e (on]-

1
- g(E X3:3 - 2E X2:3 + EXl:g) (27)

g (1

[o[()E)- ) (e () ()] or-

= /x(F)(6F2 —6F +1)dF, (2.8)
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z(F) ki (—1)F (Z) (3 Z k) FFAF =

o) {0 ) G)+ ()G G () ()] or-

z(F)(20F? — 30F? + 12F — 1) dF. (2.10)
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Z vyrazi (2.3), (2.5), (2.7) a (2.9) je vidét, Ze L-momenty jsou skutecné linearni
kombinaci usporadanych dat, v tomto pripadé linedrni kombinaci stifednich hodnot
poradkovych statistik.

P1i zavadéni konven¢nich momentii se vzdy predpoklada existence a konec¢nost
jednotlivych stfednich hodnot. Jak uvadi Hosking [4], je tomu stejné i v piipadé

L-moment.

Véta 1.

1. L-momenty \., r=1, 2, ..., nahodné veliciny X existuji prave tehdy, kdyZ ma
nahodnd velicina X konecnou stredni hodnotu.

2. Pravdépodobnostni rozdéleni s konecnou stredni hodnotou lze charakterizovat jeho
L-momenty.

Diikaz. Dikaz je mozné nalézt v [4, str. 107]. O

Vyse uvedend véta tedy fikd, Ze pokud existuje (konecénd) stfedni hodnota néa-
hodné veli¢iny X, potom L-momenty jednoznac¢né definuji pravdépodobnostni roz-
déleni ndhodné veliciny X.

Pozndmka 1. L-momenty Cauchyho rozdéleni neexistuji, protoze neexistuje ani jeho

stfedni hodnota.

Pozndmka 2. Existuje zobecnéni L-momentti nazvané TL-momenty (trimmed

L-moments), které jsou odolnéjsi vii¢i odlehlym pozorovanim nez L-momenty a exis-
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tujiiv pripadeé, ze pravdépodobnostni rozdéleni nema stfedni hodnotu. TL-momenty
zavedli Elamir a Seheult v roce 2002 a zabyvaji se jimi ve svém ¢lanku [3]. Tedy
prvni TL-moment Cauchyho rozdéleni existuje.

2.1.2 Teoretické L-momentové poméry

Dle Hoskinga [4] je vhodné definovat bezrozmérné verze L-momenti, takzvané teo-

retické L-momentové poméry nahodné veli¢iny X, které zavedeme vztahem
T, = A/ g, r=3,4,... (2.11)

Co se tyc¢e hodnot, kterych mohou momentové poméry (1.7) nabyvat, neexis-
tuje zadné omezeni*. Jinak je tomu v piipadé L-momentovych pomért, jak tvrdi

nasledujici véta uvedena v [4].

Véta 1. Necht X je nahodnd velicina s koneénou stredni hodnotou. Pak L-momentové

pomeéry splnuji nerovnost
|| < 1, r=3,4,... (2.12)

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [4, str. 108]. O

Omezeni veli¢in 7., > 3, povazuje Hosking [4] za vyhodné, nebot je jednodussi
interpretovat veli¢inu nabyvajici hodnoty z intervalu (—1, 1) nez veli¢inu, kterd na-

byva libovolné hodnoty. Hosking uvadi dalsi omezeni veli¢in Ao, 73 a 74:
L. 5
Ao > 0, 1(57'3 - <<l (2.13)
Odvozeni nerovnosti lze taktéz nalézt v [4].

2.1.3 L-poloha, L-rozptyl, L-Sikmost, L-Spicatost

Jesté jednou pripomenme, ze pravdépodobnostni rozdéleni popisujeme charakteristi-
kami uvedenymi v prvni kapitole. Dale jsme uvedli Vétu 1, ktera rika, ze pokud exis-

tuje (konecna) stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X, potom lze pravdépodobnostni

4Vybérové momentové poméry, které jsou odhady momentovych pomért, véak omezeny jsou.
Tyto meze zaviseji na rozsahu vybéru n, viz napi. [5].
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rozdéleni nahodné veliciny X charakterizovat pomoci L-momentii. Budeme se proto
zaobirat hledanim analogie mezi L-momenty a klasickymi konven¢nimi momenty.
Interpretaci L-momentti a L-momentovych poméri vysvétluje Hosking [5] pomoci
poradkovych statistik.

Jelikoz se prvni L-moment A; rovna stfedni hodnoté E X ndhodné veliciny X,

vyjadiuje miru polohy a nazyva se L-poloha.

Obrazek 1: Interpretace prvniho L-momentu Ay

Druhy L-moment A\, vyjadfuje miru rozptylu a nazyva se L-rozptyl. K inter-
pretaci druhého L-momentu uvazujme poradkové statistiky Xi.o a Xs.5. Pokud jsou
X1.0 a Xs.5 blizko sebe, potom je pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veliciny X
malo rozptylené kolem stfedni hodnoty. Jsou-li Xi., a X5., daleko od sebe, potom
je pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veli¢iny X vice rozptylené kolem stredni

hodnoty.

Obrazek 2: Interpretace druhého L-momentu A,

K interpretaci tfetiho L-momentu A3 uvazujme opét potadkové statistiky néa-
hodného vybéru o velikosti 3: Xi.3, Xo.3 a Xs3.3. Pokud jsou Xi.3, Xo3 a X33 od
sebe navzajem stejné vzdalené, tfeti L-moment A3 je nulovy a pravdépodobnostni
rozdéleni je symetrické. Pokud plati X33 — Xo.3 < Xo.3 — Xi.3, tj. odlehlejsi po-

zorovani lezi vlevo od stfedni hodnoty, mé pravdépodobnostni rozdéleni zapornou
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sikmost. Analogicky, pravdépodobnostni rozdéleni méa kladnou sikmost, pokud plati

X3.3 — Xo.3 > Xo.3 — X1.3, tj. odlehlejsi pozorovani lezi vpravo od stiedni hodnoty.

Treti L-moment A3 vyjadiuje miru sikmosti.

Obrazek 3: Interpretace tfetiho L-momentu A3

Interpretace ¢tvrtého L-momentu A4 neni zdaleka tak jednoduché jako interpre-
tace predchozich L-momentti, proto se ji nebudeme zaobirat a odkazujeme ctenare
na literaturu [5]. Jen zminime, ze ¢tvrty L-moment A, vyjadiuje miru Spic¢atosti.

Vzhledem k definici L-momentovych poméri je tieti L-momentovy pomeér T3
a ¢tvrty L-momentovy pomeér 74 vhodnou mirou sikmosti a Spicatosti, podobné jako
koeficient Sikmosti a3 a koeficient Spicatosti ay. TTeti L-momentovy pomér se nazyva

L-sikmost, ¢tvrty L-momentovy pomér se nazyva L-Spicatost.

Tabulka 1: Analogie teoretickych L-momenti a konvencnich momentt

Oznaceni Nazev Oznacdeni Nazev
A1 L-poloha EX stfedni hodnota
Ao L-rozptyl var X rozptyl
T3 L-Sikmost a3 koeficient sikmosti
T4 L-Spicatost QY koeficient Spicatosti

Zavérem muzeme Tici, Ze vzhledem k uvedené analogii L-momentii A, ke konvenc-
nim momentim a k analogii L-momentovych poméra 7. k momentovym pomértim

«, lze pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veli¢iny X charakterizovat veli¢inami

Ara T,
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2.2 Vybérové L-momenty

Stejné jako v pripadé konvencnich momentt je v praxi potfeba L-momenty odhad-
nout z dostupnych hodnot, tedy z ndhodného vybéru. Proto také u L-moment uva-

zujeme vybérové L-momenty. Definici vybérovych L-momentt zavedl Hosking [4].

2.2.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 2. Necht 1., < x9,, < --- < 2., jsou poradkové statistiky nadhodnych
pozorovani o velikosti n vybrané z pravdépodobnostniho rozdéleni ndhodné veli¢iny

X. R-ty vybérovy L-moment definujeme

631 3 DD SR BT (i PRSREENS

1<ip <i2 <ir<n

(2.14)

Prvni ¢tyti vybérové L-momenty jsou

I = G) 12n: - —me, (2.15)

=1

= n—l Z Z (Tiym — Tizen), (2.16)

() 8, S ()
~nln - 12)(n —2) f_ | _ 2.37;“ Ki)x” - G) o @)xn] B

- 2n( 11 Z Z Z 1‘23 n 23:12 m T Liy: n) (217)

11 1i0=i1+113=i9+1
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B n(n — 1>(n — 2)(71, — 3) Z (xi4:n — 3T +

i1=110=i1+1 i3=io+1 ig4=t3+1

+3xi2:n — xil:n)- (218)

Povsimnéme si, ze prvni ¢tyfi vybérové L-momenty (2.15) az (2.18) jsou opét
linedrni kombinaci usporadanych nahodnych pozorovani xy.,, Ta.p, - - - Ty

Jak uvadi Hosking [4], vybérové L-momenty zastavaji podobnou funkei jako vy-
bérové konvenéni momenty: charakterizuji zakladni vlastnosti ndhodnych pozorovani
(poloha, rozptyl, Sikmost a Spic¢atost), odhaduji odpovidajici charakteristiky pravdé-
podobnostniho rozdéleni a pouzivaji se pro odhad parametrii pravdépodobnostniho
rozdéleni, ze kterého data pochézeji.

Prvni vybérovy L-moment [; je totozny s vybérovym primérem, proto se na-
zyva vybérovy L-prumér. Druhy vybérovy L-moment [y se nazyva vybérovy
L-rozptyl.

Hosking [4] upfednostiiuje L-momenty pfed konvenénimi momenty vzhledem
k tomu, zZe jsou linearni kombinaci dat, tudiz jsou méné citlivé vii¢i odlehlym po-
zorovanim, a proto davaji presnéjsi a odolnéjsi odhady parametri nebo zakladnich

charakteristik pravdépodobnostniho rozdéleni.

2.2.2 Vybérové L-momentové poméry
Ve své studii Hosking [4] analogicky definuje vybérové L-momentové poméry
vztahem

te=1,/ls, r=34,..., (2.19)

které jsou odhady teoretickych L-momentovych poméri 7,.. Tteti vybérovy L-momen-
tovy pomér t3 se nazyva vybérova L-Sikmost, ¢tvrty vybérovy L-momentovy po-

meér t4 se nazyva vybérova L-$picatost.
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Tabulka 2: Analogie vybérovych L-momentt a konven¢nich momentt

Oznaceni Nazev Oznaceni Nazev
I vybérovy L-primeér X vybérovy primeér
lo vybérovy L-rozptyl S? vybérovy rozptyl
ts vybérova L-Sikmost as vybérovy koeficient sikmosti
ty vybérova L-Spicatost ay vybérovy koeficient Spicatosti
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3 L-momenty vybranych pravdépodobnostnich roz-

déleni

V této kapitole se budeme vénovat vypoctu L-momentti a L-momentovych pomért
pravdépodobnostniho rozdéleni. Spocitame zde prvni ¢tyfi L-momenty A1, Ao, A3, A4
a treti a ¢tvrty L-momentovy pomeér 73, 74 Sesti vybranych spojitych rozdéleni. Zvolili
jsme pét dvouparametrickych rozdéleni: rovnomeérné, exponencialni, normalni, logis-
tické a Paretovo rozdéleni, a tiiparametrické zobecnéné Paretovo rozdéleni. U jed-
notlivych rozdéleni je uvedena hustota f(z), distribucni funkce F'(z) a kvantilova
funkce z(F'). K vypoctu L-momentti pouzijeme vztahy (2.4), (2.6), (2.8) a (2.10), do
kterych dosadime kvantilovou funkci daného pravdépodobnostniho rozdéleni. K vy-
poctu tretiho a ¢tvrtého L-momentového pomeéru pouzijeme jiz vypocteny druhy,

tfeti a ¢tvrty L-moment, které dosadime do vztahu (2.11).

3.1 Rovnomérné rozdéleni R(a, ()

Necht (o, ) je interval, o, f € R, < 5. Rovnomérné rozdéleni ma hustotu

proa < x < f3,

fla)y=4"" (3.1)
0 jinak,
distribuéni funkci
(
0 pro z < «,
F(r) = < o proa<uz<p, (3.2)
1 pro z > f3,
\
a kvantilovou funkeci
(F)=a+ (8 —a)F. (3.3)
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Prvni L-moment:

[+ (8 —a)F](2F — 1)dF =
(a+ pF —aF)(2F —1)dF =

[(—2a+2B)F* + (3a — B)F — o] dF =

3

_2(5-a) [—I+(3a—6) -z

Q}Z—amé:

=-(8-q) (3.5)

Tieti L-moment:
1
A3 = /x(F)(6F2 —6F +1)dF =
0

:/[a—i- (8 — a)F)(6F” — 6F + 1)dF =
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1

_ / 16(8 — a)F® + 6(20 — B)F? + (8 — Ta)F + o] dF =

0
1

~ 68— a) [Fﬂ ro2a-9) | 2] + 670 H +alFlh =

0

Tieti L-momentovy pomeér:

7'3:)\3/)\2:0

Ctvrty L-moment:

1
My = / (F)(20F?® — 30F* + 12F — 1)dF =

1
/ F](20F? — 30F? 4+ 12F — 1)dF =
0

[20(5 —a)F* +10(5a — 3B)F? — 6(Tae — 2B) F? +

I
o _

+(13a — B)F — a|dF =
5

—20(8 — a) {F?]:+10(5a—3ﬁ) [F{I —6(7Ta — 23) [ZSIJr

2

+ (13a — ) {%I —alF)y =

=0

Ctvrty L-momentovy pomér:

7'4:>\4/)\2:O
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3.2 Exponencialni rozdéleni Exp(¢, a)

Necht ¢ € R je parametr polohy a « > 0 parametr rozptylu. Exponenciéalni rozdéleni

ma hustotu

| =
e o  prozx > ¢,

0 pro x < ¢,

distribu¢ni funkeci

a kvantilovou funkeci

Prvni L-moment:

1 1

)\1:/:v(F)dF:/[f—ozln(l—F)]dF:
zg[F]})—a/In(l—F)dF i
=¢&—alF In(1 - F)]

— ¢ —alF n(1 - F)]}

=&~ alF In(1— F)}i + alFJ} + afln(1 - F)]} =
—¢ta—alFln(l—F)—In(1- F)} =

:§+a—a;i%17[F In(1-F)—In(l - F)] =

={+
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Druhy L-moment:

1

Ay = /:U(F)(QF —1)dF =

0
1

:/E—ahmem@F—UdF:

0
1
:/[2§F—§—2aF In(1—F)+ o In(l — F)]dF =
0

971 1 1
F p-p

=2 {—} —§[F]é—2a/F1n(l—F)dF+a/1n(1—F)dF 23

= —a[F? In(1— F))} — a/ - TQF dF +aF In(1 - F)]; +

- F} +afln(1 — F))§ +

+alF In(1— F)}} — a[FJ} + [In(1 - F)Jj =

— —a[F?In(1— F) —In(1— F) — F In(1 — F) + In(1 — F)]} + %a _

=—a lim [FIn(1-F)-In(1-F)—FIn(l—-F)+In(l - F)] +

F—1—

o =

DN | —

1
= o (3.14)

Tieti L-moment:

A3 = /x(F)(6F2 —6F +1)dF =

0
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o O~ _

(€ —aIn(l - F)|(6F? — 6F +1)dF =

[66F? — 66F + € — 6aF? In(1 — F) + 6aF In(1 — F) —

—aln(l - F)]dF =
1 1 1
= 6¢ [F;] — 6 {F;} +§[F]})—6a/F2 In(1 — F)dF +
0 0
0

1 1
+6a/Fln(l—F)dF—a/ln(l—F)de‘:p’
0 0
1

s 1

7 dF 430 [F? In(1 = F)] +

= —2a [F? In(1 —F)}(l)—m/ 1F
0

1 1
F? F
0 0

1
1
= —2a[F In(1 - F)]} + 2a/ <F2 +F+1-— ﬁ> dF +

1
1
+ 3a[F? 1n(1—F)]3+3a/ (F+1—ﬁ) dF —
0

1

—a[Fln(1—F)]5+a/<1——) dF =

= —2a[F? In(1 — F)]} +2a {F; - F; - F] 1 + 2afln(1 — F)]§ +
+ 3a[F? In(1 — F)]y — 3« {F—Q + F} - 3alln(l — F)]y —
—a[F In(1 — F)|g + a[F]s + a[ln(1 — F)]; =
=—a[2F*In(1—-F)—2In(1 — F) =3F? In(1 — F) +3In(1 — F) +
+ Fln(l—F)In(l - F)]§ + %oz =
=~ Fhﬁf[zF?’ In(1—F)-2In(1—F)—=3FIn(1 - F)+3mn(l - F)+
+F1n<1—F)—1n(1—F)]+éa_

1
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Tieti L-momentovy pomér:

7'3:>\3/)\2: —

Ctvrty L-moment:

o z(F)(20F* — 30F? + 12F — 1)dF =

I
S O O~

€ — o In(1 — F)|(20F° — 30F* + 12F — 1)dF =

[206F3 — 306 F? + 126F — € — 200 F3 In(1 — F) +

+30af? In(1 — F) —12aF In(1 — F) + a In(1 — F)]dF =

—305{ } +12¢ [F;]l—émé—

0

:mg{]

1 1
- 20a/F3 In(1 dF+3Oa/F2 In(1 — F)dF —
0

0
1

— 12a/Fln1—F)dF—i—oz/ln(1—F)de':p'
0 0

4
7 dF + 10a[F? In(1 — F)]§ +

= —5a[F* In(1 — F)]y — 5a/ 1F

0

1
2

F3 2 1
+10a/1_FdF—6a[F ln(l—F)]O—6a/1_FdF+
0 0
1
o[F 1n(1_F>]1+a/LdF—
0 1-F

0
1

1
= —5a[F* ln(l—F)](l)+5a/(F3+F2+F+1—ﬁ> dF +
0

+10a[F? In(1 — F)]y — 10« 7

o — _

1
(F2+F+1—1—) dF —
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1

1
— 6aF? ln(l—F)](l)+6a/ (F+1—ﬁ) dF +
0

ot i [ (12 1) ar -

1
= —5a[F* In(1 — F)]§ + 5a [F—4+—3+F—2+F] + 5afln(1 — F)]§ +
B 0 4 3 2 0 0

1
Sl - P 100 | 2 E] )
+ 10a[F° In(1 — F)], — 10« 3 + 5 + F 10a]In(1 — F)]
0

+ F} + 6afln(1 — F)] +

— 6a[F? In(1 — F)]; + 6a {F;
alF In(1 = F)]§ — a[FJ; — afln(1 - F)J; =
= —abF*In(1—F)—=5In(l — F) = 10F? In(1 — F) + 101In(1 — F) +

1
+6F?In(l—F)—6In(1—F)— FIn(1—F)+1In(1 - F)]+ 0=

= —a lim [5F* In(1 — F) —5In(1 — F) — 10F® In(1 — F) +

F—1—
+10In(1 — F)4+6F? In(1 — F) —6In(1 — F) — F In(1 — F) +
1
In(l—F)+ —a=
+ In( )]+ Tl
1

Ctvrty L-momentovy pomér:

1
Ty =M/ Ao = 6 (3.18)

3.3 Normalni rozdé&leni N(j, o?)

Necht ;1 € R je parametr polohy a 02 > 0 parametr rozptylu. Normalni rozdéleni

ma hustotu

f(z) = e =2,  zeR, (3.19)
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a distribuéni funkci

Distribu¢ni ani kvantilova funkce nema explicitni tvar, jsou vSak tabelované. Pro
=0 a o? =1 dostaneme normované normélni rozdéleni N(0, 1) s hustotou ¢(x)
a distribu¢ni funkci ®(x).

Jelikoz neexistuje explicitni tvar distribu¢ni ani kvantilové funkce, k vypoctu
L-momentt je potfeba pouzit nékterou aproximaci téchto funkci. Zvolili jsme nasle-
dujici aproximace® distribu¢ni a kvantilové funkce normovaného norméalniho rozdé-
leni [2]

_(8324351)24562

F(z)=1—-005e 703/16 pro 0 <z <5,

2(F) = 5.063[F*'% — (1 - F)*'®],  kdez="—".
[

Pokud bychom pocitali L-momenty norméalniho rozdéleni, které neni normované,

aproximace distribu¢ni funkce by se modifikovala do tvaru
2(F) = 5.0630[F* — (1 — F)*] 4 p, (3.21)

nebot © = zo + p. Aproximaci kvantilové funkce (3.21) pouzijeme k vypoctu

L-momentt normalniho rozdéleni.

Prvni L-moment:

1

A\ = /:r;(F) dF = / {5.0630[F*'% — (1 - F)*"'*] + pu} dF =

1185 1 (1 B F)1.135 1
= 5.063 —5.0630 | —~—nx—— Fl} =
0[1.135}0 U[ 1.135 }OJF“[ b

= U (3.22)

Podle zvolené aproximace normalniho rozdéleni se hodnoty L-momenti lisi: Hosking [4] uvadi
74 = 0.1226, ndmi vypoctend hodnota je 7, = 0.1244.
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Druhy L-moment:

1

Ay = /x(F)(ZF —1)dF =

= / {5.0630[F*'%° — (1= F)*"™] + u} (2F — 1)dF =

1

= 5. 0630’/ Fl 135 1 F)O.135 o F0.135 4 (1 o F)O.135] dF—|—
0

b »
+2p [7] — p[Flp =
0

2.1357 1 (1— pyLiss 1
= 10.126 10.126 0 | F—F—| —
0[2135]0+ U{ 1.135 L
— F)L135 L35l
—10.126 dF —5.063 —
U/ 1.135 0[1'135]0
0
(1— F)L18 1
—5.06
v { 1135 |,
10 126 10.126 (1 _ F)2.135 1
= —_— O‘ — —
2. 135 1.135 2.135 0

— 056410 ~ on3

Tieti L-moment:

A3 = [ z(F)(6F? —6F + 1)dF =

/
/

1

=5.0630 { (6F% —6F + 1)[F*13 4 (1 — F)1~135]]

0

30 3 3
/ F1.135 + (1 o F)1.135] dF + 6,u |:?:|

0

— |:F72:|O+M[F]Op

"U
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{50630' FO.135 o (1 o F)0.135] + ,u} (6F2 — G6F + 1) dF p~:P~

1

0

(3.23)



30378 2.135 2.1357711
a3 35 O12F — DIF (1= F)>™]lp+
1

60.756 / 2 135 F)2.135] dF =

1135 21352 7
0

60.756
=115 2 i O A==
(3.24)

=0

Tieti L-momentovy pomér:

T3 = )\3/)\2 =0 (325)

Ctvrty L-moment:

1
/:c F)(20F® — 30F% + 12F — 1)dF =

0

= / {5.0630[F*'% — (1 — F)*'%] 4 p} (20F° — 30F® + 12F — 1) dF =

0

302135 4 191135 _ [0.135 _ 20F3(1 _ F)0'135 +

=5.0630 [ [20F°1% —

o\'_\

+30F2(1 o F)0.135 12F(1 )0 135+( )0 135i| dF+
1

4t F F2
20u | —| —30 124 | —
e[ o] oo [5] -

1

||~c

4.13571 3.135 2135 1 1135 1
= 5.063 20 — 30 12 —
’ {4.135}0 {3.135]0Jr {2.1351 {1.1351

0 0

1
r 1— F)1.135' 1 (1 . F)1'135
—20 —F3(— —20/3F2—dF
i 1.135 0 1.135 i
r 1 F)l 135 1 135
—F? (— 2F — - dF —
+30 i 1.135 +30/ 1135
0
1

°

0

1135 1 1135 i 1.13571
—12|-F~—7 (1- 12/ dF (= =
1. 135 0 1. 135 1.135
0



1

20 30 12 60 1 — F)2135
= 5.063 0 { + {—F2 ¥} —

4135 3135 2135 1.135 2135 |,
1
1 2135 60 1 2135 1
LU (PR iy L N C et il
1.135 2.135 1.135 2135 |,
0
1
L 60 / (L FpP® 12 [ (A=F)*1 |y
1.135 2.135 1.135 2135 |,
0
20 30 12 12
= 0030 {4.135 T 3135 2135  1.135-2.135
1
120 1 F)>157} 120 1 — F)3135
N ol ) B /( > ary
1.135 - 2.135 3125 |, 1.135-2.135 3.135
0
L 60 (1- FP»7h
1.135-2.135 3.135 |,
20 30 12 12
= 5.063 — —~
7 {4.135 3135 2135  1.135.2.135
120 60
1 — F)&135)1 _
1135 2,135 - 3.135 41351 A N A RETPEREL
= 0.07020 (3.26)

Ctvrty L-momentovy pomér:

3.4 Paretovo rozdéleni Par(a, )

Necht § > 0 je parametr polohy a a > 0 parametr tvaru. Paretovo rozdéleni mé

hustotu

(3.28)
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distribu¢ni funkei
F(z) = * (3.29)
a kvantilovou funkeci

2(F) = B(1— F) = (3.30)

Prvni L-moment:

0
1
(6] a—1
-85 0-p7 -
:&a_ﬁl (3.31)
Druhy L-moment:
1
Xo= [ 2(F)(2F —1)dF =
/

1
=8| (1—-F)«@2F-1)dF "

/

« a—1 ! QOéﬂ / a—1
:5[_a_1(2F—1)(1—F) a ]0+a_1/(1—F) o dF =
0
1

__of | 2P {_ o (1—F)2“a‘1] _

a—-1 a—-1] 2a-1 0
_ afb 3.32
T (a—1D)(2a—1) (3:32)
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Treti L-moment:

/:U(F)(GF2 —6F +1)dF =

)\3 =
=0 “(6F2 —6F +1)dF 22
foor
1
Zﬁ[ o 6F2—6F+1)(1—F)L +
1
af sl . bp
+ 500 [ oF - - P ar 2
0
aﬁ GOCﬁ e} 1 1
1
12023 20-1
ol KSR
0
b 6023
a—1 (@a—D2a=1"
12023 o r ]!
Tla-D@a-1) [‘sa_lﬂ—F) =
_ af(a+1)
" (a—1)(20—1)(B3a—1) (3.33)
Treti L-momentovy pomér:
_ B afB(a+1) (a=D2a-1)
T3_>\3/)\2_(a—l)(2a—1)(3a—1) e —
- 3O;<+—11 (3.34)

Ctvrty L-moment:

o z(F)(20F* — 30F? + 12F — 1)dF =

Il
S—_ _

1
3 / (1— F) = (20F% — 30F2 4+ 12F — 1) dF *2
0

38



a—1

1
:5{_ 0‘1(20F3—3OF2+12F—1)(1_F)a] +

o —

12«
+
a J—

1
; /(5F2 —BF+1)(1— F)% dF ™2
0

af +12aﬁ Q@
a—1 a-—1 200 — 1

1
(5F% —5F +1)(1— F) Zaal} +
0

60025 | T
+ (a—l)(2a—1)0/(2F_1)(1_F) o dF =
o 12023
T Ta 1 @-Dea-1
n 60023 [_ « (2F —1)(1— F) o 1 .
(@a=1)2a—1) | 3a-1 .
120038 ; o
* (a—l)(Za—l)(?)a—l)O/(l_F) o dF =
__ab 12028 6003
T Ta-1 @-D2a-1) (@a-DZa-DBa—-1)
120033 o R
(a—1)(2a — 1)(3 — 1) {_404— (L= F)e .
_ 208(c + 3)(a + 1)
" (a—1)(2a—1)(3a —1)(4a —1) (3.35)
Ctvrty L-momentovy pomér:
_ _ 2045(064-%)(06—1-1) ‘ (Oé—l)(Qa—l) B
Ty =M do = (o —1)(2a — 1)(3a — 1) (4a — 1) e —
_ 2(a+1)(2a+ 1) -

(Ba—1)(4a — 1)

3.5 Logistické rozdéleni Logi(¢, «)

Necht ¢ € R je parametr polohy a o > 0 parametr rozptylu. Logistické rozdéleni mé

hustotu

(z=9)

flr)=—e "= (1 + e_a>_2, r € R, (3.37)
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distribu¢ni funkei
F(z) = —=5 reR, (3.38)
a kvantilovou funkeci

#(F)=¢+aln (ﬂ) | (3.39)

w[mn(%)]zaojﬁw

=&+ alF nFlg — ofF In(1 = F)]g + afln(1 - F)); =

=¢—a lim (FInF) —alF In(l - F) = In(1 - F)Jj =

InF
—¢—a lim —— —a lim [F In(1 - F) —In(1 - F)] £
F—0+t 7 F—1—
¢~ Jim, (=F)
=¢ (3.40)

Druhy L-moment:

A= [ x(F)(2F —1)dF =

-2§F—§—|—20zF In (L> —aln (L)] dF =

:§+aln (%)} (2F —1)dF =

I
S O~ °~—_

1-F 1-F
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[F InF§ + a[F In(1 — F)]g — a[ln(1 — F)]
[F? In(1 — F)]§ + a[F)§ + aln(1 — )]} -

—a[F*InF - FInF);—a

1

+alF In(1 - F)]y — a[ln(l - F)] =
=a lim (F*InF—FInF)—a[F*In(l - F)

F—0+t
—Fln(1-F)+In(1-F)];+
InFF InF
:amn<ﬂ —£f>—ahmuﬂmﬂ—F)
F—0+t 7z 7 F—1—

o =

LH

—FIn(1-F)+In(l-F)|+a =

_F?
=a-+a lim ( 5 —F>:

F—0t+

I
Q

Tieti L-moment:

As = | 2(F)(6F%—6F +1)dF =

S O —

[§+a1n (ﬁ

F )](6F2—6F+1)dF:

41

1
27t F
26 | — | —€[F)L +2 Fln|——
0
P2 F ! 2
=% | —In{——)| —2a | =— dF —a |F 1
L3 (E)], 2 T ra e [
1

= dF =

te TR
0
! PR F
—al|Fhn|——)| - —— _dF — L
e [y e L ]
0
1
—  dF =
+a/1 7
0
1

=a[F? nF|y —a[F? In(1 - F +a/(1——) dF —

0

—In(l—-F)—

—In(1-F)—

(3.41)



1
:/ {65}72 — 6EF + &+ 6aF? ln(
0

F
In(—— )| dF =

1
5]«
0

F2
+ 60‘/ 2F(1— F)
0

1
F ! F?
=20 |FPIn|——=]| —2
a{ n(l_F)L a/l_F
0

1
F
0

} + £[F; —|—6a/1

dF—I—a[Fln(

F
1-F

1
F F p.
0
F3 F ! FF
= 6« {? ln(—l—F)]0_6a/3F(
0

1_F)

o

3

F

1-F

= 2a[F? In F]j — 2a[F? In(1 — F)]5 — 2a/
0

— 3a[F? In F|j + 3a[F? In(1 — F)]; + 3«

dF — 3« {F2 In (L

F
—6aF In| —
6 n(l—F)

1-F

F? 1n <L> dF —

°

2
dF — 6« {F? ln(

1-F

+a[F nF)j —a[F In(1 — F)|y + afln(1 — F)]; =

=a2F nF —3F> InF + F In F]j — 2a[F? In(1 — F)]y+

20 [F— + F] "+ 20lln(1 - F)}+ BalF (1 - P} -

2 0

—3a[F]; — 3a[ln(l — F)]y — a[F In(1 — F)]§ + afln(1 — F)];

+

)

=—a lim (2F°InF —3F’InF+ FInF)—a2F° In(1 - F) —

F—0t

—2In(1-F)=3FIn(1-F)+3mn(l - F)+ F In(1- F)+

+FIn(1-F)—In(1-F)|; =

) (21nF
= —« lim —

3lInF InF
T Tt 1
F3 F? F
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—a lim 2F% In(1 — F) -

F—1—

1

0

+



—2In(1-F)=3F In(1—F)+3mIn(l - F)+ FIn(1-F)+

+FIn(l1—F)—In(1—F)] =

—2F3%  3F*
~—atm (2E 20 ) -

F—0+ 2

—0 (3.42)

Tieti L-momentovy pomeér:

T3=A3/A =0 (3.43)

Ctvrty L-moment:

1
My = /x(F)(20F3 —30F? +12F — 1)dF =

0
i F
/ {+aln (ﬁ)} (20F® — 30F* 4+ 12F — 1)dF =

0

I F
/ 206F3 — 306F? + 126F — € + 200F In (—) —
)L

1-F
a a a
2k 3! 2t
~c |7 e || | ] e

1 1
F F
0 0
i F / F
12 [ FIn| —— ) dF — In({—— ) dFr ™2
+ oz/ n(l—F)d a/n(l_F>d
0 0
a ! PR F !
= F*ln|—— — dff —1 FPln|——
sa [P (25 o0 [ par -0 [P (55 )] 4
0

1 2 1
10
+ a/l—F
0

F ! F
dF +6a |F2In( —— )| —6a [ ——dF —
" a{ n<1_F>L a/l_F
0
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F ! 1
—a|Fln|—— ——dF =
a{ n<1_F)L+C¥ 1-F

0

1
1
= 5a[F* In F]; — 5a[F* In(1 +5a/(F2+F+1—ﬁ> dF —
0

1

1
—10a[F? In F]} + 10a[F® In(1 — F)]} - 10@/ (F t1-7 F) dF +
0

1
+6a[F? In F]j — 6a[F? In(1 — F —|—6a/<1——) dF —
0

—alF nFJ§ +a[F In(1 — F)]§ — afln(1 — F)]; =

=affF*InF —10F* nF +6F? InF — F In F)§ — 5a[F* In(1 — F)]§ +

3 F? !
¥ 5a [? 5t F} + 5afln(l — F)g + 10a[F? In(1 — F)]; —
0

F? !
— 10« {7 + F] —10a[ln(1 — F)]y — 6a[F? In(1 — F)]; +
0

+ 6a[F]} + 6afln(l — F)]§ + o[F In(1 — F)]§ — a[ln(1 — F)]§ =

=—a lim (5F*InF - 10F* InF +6F>InF — FInF)—
F—0+

—abF*In(1 — F) —=5In(1 — F) — 10F? In(1 — F) 4+ 10In(1 — F) +

1
+6F?In(l —F)—6In(l — F) — FIn(1 - F) +1In(1 — F)]§ + so=

InF  10InF InF InF
= —a lim (5? - Oln +6111 - nl )—alim[5F4ln(1—F)—
F—0+ i 73 72 7 F—1—

—5In(1 - F) —10F* In(1 - F) +10In(1 — F) + 6 In(1 — F) —

1
—6In(l— F)— FIn(l — F) +1In(1 — F)] + gaLz
I 5F4+10F3 6F2—|—F +1
= —alim | — - —a =
“ 13 2 6"
1
= o (3.44)
Ctvrty L-momentovy pomér:
1
Ty =M/ Ao = 6 (3.45)
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3.6 Zobecnéné Paretovo rozdéleni GPD(¢, a, k)

Necht ¢ € R je parametr polohy, o > 0 parametr rozptylu a k£ € R parametr tvaru.

Zobecnéné Paretovo rozdéleni mé hustotu

fla)=1" ’ (3.46)

F(z) = ’ (3.47)

a kvantilovou funkeci

£+ o250 (1 B)* pro k # 0,
2(F) = (3.48)

§—aln(l—F) prok=0.
Zobecnéné Paretovo rozdéleni je pro k£ = 0 rovno exponencidlnimu rozdéleni.

Prvni L-moment:

0/1{ 1_F)]dF:

:5[F]5+%/[1—(1—F)k] dF =
af (1—F)F1]"
Kk [_k—""l}o_
=4 — (3.49)
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Druhy L-moment:

)\2:/-5—0—04#1 (2F —1)dF =
)L
1
:/ 2§F—§+2aF1_(1k_F)k—al_(lk_F)k dF =
)|
_ I 1 _ _ _
- || —ampe O/Fu (1~ FY]dF
1
«

—E/[l—(l—F)k]dF:

20 / L oa (1= )R lp._p.
?/F Fl—F)]dF—E[F]O-i-E{—k—H}O—
20 [F2]* — Pk 20 | ) a
S R e e ey A
k(k:+1):
o« 201 (1 - F)+27"
_kw+1y_Mk+U[_ k+2 ]0_
" (k+ D)k +2) (3:50)

Tieti L-moment:

1

A3 = /x(F)(6F2 —6F +1)dF =

:/ :§+aﬂ} (652 — 6F +1)dF =

k

0

T 1—(1—F)* 1—(1—F)*
:/ 66 F> —65F+§+604F2¥ —6aF¥+
)L

1—(1—F)*

—i—a—(k )]dF:

= 6¢ {%3}:—65 [F2}1+§[F]5+%/1F2[1—(1—F)k]dF—

0
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_%C“/Fu—(1—F)k]dF+%/[1—(1—F)k]dF:

0

6c / 9 2 e k
:?/[F — (1= F)dF - == [ [F— F(1 - F)})dF +

+%/[1—(1—F)’f]de'=p'

k
0
1 6 1 1
(§)e" « o
=—— [ FF(1-F — | F(1 —— [ 1=F)rdF ™2
o [ k/ r-2fa-p
0 0 0
1
6a [ ,(1—F)1" 124 F)k+! 6a [ (1 — F)s+1]!
= — | F? F dF — — |F~— 7~
k{ k+1 L k/ k+1 2 e
6 ! k+1 k+1 1
[0 (0]
_ dF +- =
k:/ k:+1 +k{ k+1 }
0
1 1
—12«x (316" o
=" [ F(1 - FF4Fr /1—Fk+1dF— B2
k;(k;+1)/ (1-F) TrErn ) D Kk + 1)
0

120¢ (1 o F)k+2 1 k+2
= F —
Mk+D[ k42 }0 k+1u/ k+2

= JO_FWT:‘MQ

Ck(k+1) | k+2 k+1)
B 12 (1— F)k+3]t 6 a
_k(k+1)(k+2)[ k+3 L*k(kﬂ)(/{m)_k(i{ﬂ)_

a(l —k)

_ 3.51
(k+1)(k+2)(k+3) (3:51)
Treti L-momentovy pomér:
a(l —k) (k+1)(k+2) 1—k
= A3/)o = : = 3.52
=M = G G 2 (h 3) a 3+k (3:52)
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Ctvrty L-moment:

1

Ay = /x(F)(2OF3 —30F? +12F — 1)dF =

0
1
[ 1—(1—F)*

:/ §+a% (20F3 — 30F% 4+ 12F — 1)dF =

)L

M 1— F)
= / 205F3—305F2+125F—5+20aF3¥—

)L

1—(1—F)* 1-(1—-F)* 1—-(1-F)

—30&F2%+12&F (k )—a (k ) dFf =

1 1
:%5F1 —mgfj +wﬂp] — E[F)p +
0 0

1
2
% [F3—F3(1—F)]dF—3OTa [F? — F*(1 — F)*dF +
0
12 1 1
[0 [0
F-F1-F —— MdF =
w2 [r-ra-piar-% fu-
0 0
1
200 [F4]' 20a 300 [F37*
= |—| - == [ F}1 F—— =
¢ Ll e Mo

-2 Flo+ E/(l — F)FdF 22

1
2 1 — F)kt+l 1
_ 2o [FS( ) ] —k(600‘ /FZ(I—F)kﬂdF—
0
0

k kE+1

1
30a [ ,(1—F)17"  60a
- F? F(1 - F)"dr
P e B / (1= By dE

0
1
120 [ (1= F)*11" 120 i
F — 1— F)FdF —
A R /( )
0

o (1—F)k+1 1_
k|l k+1 |,
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1
12« Q
o 1 — F k+1 dF Pé)-
/( ) MCESY
0

_ 60a {F2(1_F)k+2]l_k( 120 )/IF(l—F)’“”dF—

k(k+1) k+2 k+1)(k + 2
_ p\k+271 !
_ 60 [.(1-F) 60 / Py dF 4
k(k+1) E+2 |, kE+1)(E+2)
0
.12 [(1—F)’“+2}1 a
k(k+1) | k+2 |, k(k+1)
1
—120c 60
_ Fl_Fk-‘rQ Ia / k+2 F—
k;(k;+1)(k+2)/ ( ) + kE(k+1)(k +2) d
0 0

12c « p.p.

TRErD)GET2) ERED

B 1200 (1— F)k+37?
_k(k;+1)(k+2)[ k+3 ]0_

1

1200 b
_k(k+1)(k+2)(k+3)0/(1_F) i =

600 (1— F)ke+3]! 12a a
_k(k+1)(k+2)[ k+3 ]O_k(k+1)(k+2)+k(k+1)_
B 1200 (1— F)k+a7? 600
_k:(k:+1)(k+2)(k+3)[ k+4 L k(k+1)(k+2)(k+3)
12« «Q
TRErD)GET2) ERED
B alk —1)(k —2)
(k1) (k+2)(k+3)(k+4)

(3.53)

Ctvrty L-momentovy pomér:

alk —1)(k—2) (E+1)(k+2)
(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) o -
_(k=1(k=2)
C(k+3)(k+4)

T4 — >\4/)\2 =

(3.54)
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Tabulka 3: L-momenty a L-momentové poméry vybranych pravdépodobnostnich roz-
déleni

Rozdéleni Kvantilova funkce L-momenty a L-momentové poméry
Rovnomérné 2(F)=a+ (8 —a)F A= 2(a+B)

A2 = g(B—a)

3 =0

754 =0
Exponencialni 2(F)=(—aln(l1-F) M=¢(+a

Aoy = %oz

=1

=1
Normalni nema explicitni tvar AL =p

Ay = T30

73 =0

74 = 0.1244
Paretovo o(F)=p1—-F) = A= Oj"—fl

o = itz

Ty = 2tl

™ = Garntarn)
Logistické z(F)=¢+aln(3ZE) A =¢

Ao =«

3 =0

=1

Zobecnéné Paretovo x(F) =&+ aw M=+ 52

Ay = (k+1)a(1e+2)
1-k
3tk

_ (k=1)(k=2)
T4 = (E13)(k1d)

T3 =

30



4 Odhad parametru pravdépodobnostnich rozdé-

leni

V této casti uvedeme aplikaci L-momenti. Pomoci L-momentt je mozné odhad-
nout parametry pravdépodobnostniho rozdéleni. K odhadu parametrti pravdépo-
dobnostniho rozdéleni se nejcastéji pouziva metoda maximalni vérohodnosti a mo-
mentova metoda. Vzhledem k analogii L-momenti ke konvenénim momenttim lze pa-
rametry pravdépodobnostnich rozdéleni nahodné veli¢iny X odhadnout pomoci tzv.
L-momentové metody.

Nez pristoupime k odhadu parametri vybranych pravdépodobnostnich rozdélent,
pripomeneme zakladni principy metody maximalni vérohodnosti a momentové me-
tody. Nasledné zavedeme L-momentovou metodu. Jak uvidime dale, L-momentova

metoda se od klasické momentové metody nijak vyrazné nelisi.

4.1 Metody odhadu parametru

Méjme nadhodnou veli¢inu X s hustotou f(x;61,0s, ..., 0;), pficemz 6;,i = 1,2, ...k,
jsou neznamé parametry pravdépodobnostniho rozdéleni, a necht X, X, ..., X, je
nahodny vybér. Na zakladé ndhodného vybéru X, Xs, ..., X, je tfeba co nejlépe
odhadnout parametry 6;,7 = 1,2,...,k. V nasem pfipadé odhadujeme parametr
jednou hodnotou, jedna se tedy o bodovy odhad. Najit bodovy odhad 6 znamené
najit funkci ndhodnych velic¢in X7, Xs, ..., X,,, ktera se blizi skute¢né hodnoté para-
metru . Odhad 6 se nazyva nestranny odhad, jestlize plati Ef = 6. Oznacme pro
kazdé n 0, = g,(X1, X, ..., X,). Rekneme, Ze odhad 6 je konzistentni, jestlize po-
sloupnost 0, konverguje k 6 podle pravdépodobnosti. Déle je vhodné zavést stFfedni

kvadratickou chybu odhadu 0 parametru 0 vztahem
MSE(d) = E[(6 — 0)?. (4.1)

Stredni kvadratickd chyba vyjadiuje rozdil mezi odhadnutou hodnotou 6 para-
metru 6 a skute¢nou hodnotou parametru §. Cim nizi je stiedni kvadraticka chyba

A~

MSE(#), tim pfesnéjsi je odhad 6 parametru 6.
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4.1.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Princip metody maximalni vérohodnosti je zpracovan podle literatury [1] a [9].
Méjme ndhodny vybér X;, Xo, ..., X,, z rozdéleni, které ma hustotu f(z;0),

kde 6 je jednorozmérny parametr. Vzhledem k tomu, Ze jsou nahodné velic¢iny

X1, Xo, ..., X, nezavislé, je sdruzena hustota ndhodného vybéru X;, Xo, ..., X,

déna vyrazem
flay, @, wn;0) = [ ] flais0). (4.2)

Tuto funkci nazveme vérohodnostni funkci a oznac¢ime ji £(f). Maximalné véro-
hodny odhad parametru 6 je hodnota é, kterd maximalizuje vérohodnostni funkci

£(9). Déle zavedeme logaritmus vérohodnostni funkce

LO) =[] f(x:;0) = D In f(x;0). (4.3)
i=1 i=1
Funkce L(0) se pfirozené nazyva logaritmicka vérohodnostni funkce.
Andél [1] uvad{ vétu, kterd ve struénosti ika, #e maximélné vérohodny odhad 4

parametru 6 lze za urcitych podminek nalézt jako feseni rovnice

OL(0) _
— =0 (4.4)

Timto zptisobem ziskany maximalné vérohodny odhad je konzistentni.

4.1.2 Momentova metoda

Princip momentové metody je zpracovan podle literatury [8].

Necht X je ndhodné veli¢ina s hustotou f(x; 601,60, ...,0;),kde 0;,i =1,2,... k,
jsou parametry pravdépodobnostniho rozdéleni, a X, X, ..., X,, je ndhodny vy-
bér. Déle necht 1/ = E X" je r-ty obecny moment a ozna¢me m,. = % i X! jako r-ty
vybérovy moment. Parametr @ = (01,0s, ..., 0;) odhadneme momerftz()leou metodou

vyTesenim soustavy rovnic
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Resen{ soustavy (4.5) se nazjvd momentovy odhad.

4.1.3 L-momentova metoda

Necht X je ndhodnd veli¢ina s hustotou f(x;0,0s,...,0;), kde 0;,1 = 1,2,... k,
jsou parametry pravdépodobnostniho rozdéleni, a X, X, ..., X,, je ndhodny vy-
bér. Déale necht A, je r-ty teoreticky L-moment, [, je r-ty vybérovy L-moment,
T, je r-ty teoreticky L-momentovy pomér a t, je r-ty vybérovy L-momentovy po-
mér. L-momentova metoda spoc¢iva v porovnani prvnich k teoretickych L-momenti
Ar = Ao (01,02,...,0k) (resp. teoretickych L-momentovych pomért 7,.) s odpovida-
jicimi vybérovymi L-momenty [, (resp. vybérovymi L-momentovymi poméry t,).

Odhad parametru 6@ = (61,0s, ..., 0;) tedy ziskdme vyfeSenim soustavy rovnic

A =1, r=1,2, resp. 7 =1, r=3,...,k (4.6)

4.2 Odhad parametru vybranych pravdépodobnostnich roz-

déleni L-momentovou metodou

V predchozi ¢asti jsme pripomnéli, jak mizeme odhadnout neznamy parametr. Nyni
se budeme zabyvat odhadem parametrii vybranych spojitych pravdépodobnostnich
rozdéleni L-momentovou metodou.

Vratme se k jiz vypoc¢tenym hodnotdm A;, Ag, 73 a 74 jednotlivych rozdéleni z ka-
pitoly 3. Dosazené vysledky pouzijeme k odhadu parametri L-momentovou metodou
dosazenim do vztahu (4.6). Nami zvolend rozdéleni maji 2 az 3 parametry, hledané

odhady parametru tedy ziskame jako Feseni jednoduché soustavy 2 nejvyse 3 rovnic.

4.2.1 Rovnomérné rozdéleni R(a, )

Uvazujme nédhodny vybér o rozsahu n z rovnomérného rozdéleni R(«, 3), ve kterém
odhadujeme parametry «, 3. Jelikoz odhadujeme dva parametry, porovnavame prvni
dva teoretické L-momenty s vybérovymi L-momenty. Pouzijeme-li vysledki (3.4)

a (3.5) a vztahu (4.6), mame
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Pozndmka 3. Zcela analogicky postup vede k odhadu parametrt dalsich pravdépo-
dobnostnich rozdéleni, proto slovni komentar vynechavame a uvadime jen soustavu

rovnic, jejimz vyresenim ziskdme odhady parametri.

4.2.2 Exponencialni rozdéleni Exp(¢, «)

2 parametry: &, «

L-momenty a L-momentové poméry: \; = £ + «

Ay = %a
ry =1
=1
L-momentova metoda:
Lh=M=¢(+4a
1 = odhad parametri: & =21,
b=t =g E=l—a

4.2.3 Normalni rozdé&leni N(u, 0?)

2 parametry: j, o

L-momenty a L-momentové poméry: A\; = p
Xy =0.56420 ~ 120
73 =10

T4 = 0.1244
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L-momentova metoda:

= odhad parametr: [ =1
l2 = )\2 =T 20

4.2.4 Paretovo rozdéleni Par(a, ()

2 parametry: «,

L-momenty a L-momentové poméry: \; = %
_ afB
Ay = (a—1)(2a—1)
Ts = gacy
_ 2(a+1)(2a+1)
T4 = Ba—1)(da-1)
L-momentova metoda:
ll - )\1 - 0561
af @ = odhad parametri: & =
lo =Xy =
(a—1)2a—1) -

4.2.5 Logistické rozdéleni Logi(¢, «)

2 parametry: &, o

L-momenty a L-momentové poméry: \; = &

)\QZO[
7'3:0

1
7'4—6

L-momentova metoda:

h=M=¢ .
= odhad parametri: & =1[;

o=l
4.2.6 Zobecnéné Paretovo rozdéleni GPD(¢, «, k)

3 parametry: &, a, k

L-momenty a L-momentové pomeéry: \; = § + 25

Ay = (1@+1)Ofk+2)
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L-momentova metoda:

8]

lh= )\ =

e £+l<:+1
[0}
ly = \y =

2T k+ D)k +2)
. 1—Fk
:T:—
BT T3k

Tabulka 4: Odhady parametrti vybranych pravdépodobnostnich rozdéleni

\

/

_ 1-k
T 3+k
_ (=D(k=2)

T4 = &13)(k+d)

= odhad parametri: k= 1= 9n
1 —I—Tg
& =lo(k+1)(k+2)
A Q
=1 — =
: kE+1

Rozdéleni Odhady parametrua
Rovnomeérné = 11 — 3ls, B =1y + 3l
Exponencialni AN=2l, =11 — &
Normalni =1y, 6 =/rls
Paretovo G=ltl 5_ L@l
2y &
Logistické E=l,a=1
Zobecnéné Paretovo k= 1113;3, v=1Il(k+1)(k+2), =1 — ﬁ_l
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5 Mala simulac¢ni studie odhadu parametru v pro-
gramu R

Cilem této kapitoly je porovnat odhady parametri ziskané L-momentovou metodou
(LMO) s odhady ziskané bézné pouzivanymi metodami jako jsou metoda maximalni
vérohodnosti (MLE) a momentova metoda (MOM). Vzhledem k tomu, ze data ge-
nerujeme z rozdéleni se zndmymi parametry, lze rozhodnout, ktera metoda odhadu
parametri dava pro dany typ rozdéleni nejpresnéjsi odhady a je tudiz nejvhodnéjsi.

K simulaci pouzijeme statisticky program R. Specialné k odhadu parametru
L-momentovou metodou pouzijeme balik lmomco. Balik lmomco shrnuje teorii
L-momentt a obsahuje funkce jako vypocet vybérovych L-momenti a L-momento-
vych pomeéri, odhad parametrid L-momentovou metodou, vypocet vybérovych
TL-moment a TL-momentovych pomérti ze zadanych dat atd. pro rtiznd prav-

dépodobnostni rozdéleni. Autorem baliku je William H. Asquith.

5.1 Normalni rozdé&leni N(u, o?)

N4hodn4 data o velikosti n z normélniho rozdéleni s parametry y a 02 vygenerujeme
uzitim funkce rnorm(). Budeme generovat nadhodna data o velikosti
n = 10,100,1 000. Pro parametr polohy jsme zvolili jedinou hodnotu pu = 2, pro
parametr rozptylu uvazujeme ¢tyfi hodnoty o = 0.5, 1, 1.5, 2. Pro kazdou kombinaci
velikosti a parametri provedeme simulaci 1 000krat. Na Obrazku 4 jsou znézornény

hustoty normalniho rozdéleni pro rtizné kombinace parametri.

08
1

sigma=0.5
sigma=1
sigma=1.5
sigma=2

08
I

04

02
I

00
I

Obrazek 4: Hustota norméalniho rozdéleni pro rtizné kombinace parametri
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Nejprve provedeme simulaci pro L-momentovou metodu. Balik 1momco nabizi
funkci 1moms (), ktera vypocita vybérové L-momenty a L-momentové pomeéry a vy-
pise je jako vektor pod nazvy lambdas a ratios. Funkce, ktera odhadne parametry
i a o normalniho rozdéleni ze zadanych L-momentii, se nazyva parnor(). Tyto
hodnoty jsou ulozeny do vektoru para. Argument checklmom funkce parnor () kon-

troluje, zda-li nejsou L-momenty mimo mozné hodnoty.

\2

n <- 10

> mu <- 2

> sigma <- 0.5

> m <- 1000

> M <- matrix(0, m, 2)

> D <- matrix(0, m, n)

> for (i in 1:m) {

+ fake.dat <- rnorm(n, mean=mu, sd=sigma)
+ D[i, ] <- fake.dat

+ lmr <- lmoms(fake.dat)

+ PARnor <- parnor(lmr, checklmom=FALSE)$para
+ M[i, ] <- PARnor

+ }

Je znamo, ze maximalné vérohodné odhady parametrti ;1 a 0 normélniho rozdé-

leni jsou tvaru

i = zn:Xi:X, (5.1)
=1

Q»

I
_— S
S|

> (Xi— X2 (5.2)

Vygenerovana data dosadime do vztahi (5.1), (5.2) a odhadneme tak parametry p

ao.
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\2

M <- matrix(0, m, 1)

\2

for (i in 1:m) {

+

M[i, ] <- mean(D[i, ])
+ }
> 8 <- matrix(0, m, 1)

> for (i in 1:m) {

+ S[i, 1 <= sqrt((1/n)*sum((D[i, ]-mean(D[i, 1))72))

+ }

Zbyva uvést momentové odhady parametrti 4 a 0. Momentova metoda odhadu

parametru spo¢iva v FeSeni soustavy rovnic (4.5). V pfipadé normalniho rozdéleni

plati

Wy = p, var X = o

Pouzijeme-li (5.3) a (1.4), pak ma soustava rovnic (4.5) tvar

(5.3)

Vygenerovana data dosadime do vztaht (5.6), (5.7) a odhadneme tak parametry p

ao.

> M <- matrix(0, m, 1)

> for (i in 1:m) {

+ M[i, ] <- mean(D[i, 1)
+ }
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> S <- matrix(0, m, 1)
> for (i in 1:m) {
+ S[i, 1 <= sqrt((1/n)*sum((D[i, ])"2-(mean(D[i, ]1))"2)

+ }

Tabulka 5 shrnuje vysledky provedené simulace. Pro kazdou kombinaci n, u, o
a typ metody jsou v tabulce uvedeny dvé hodnoty: primér a priimérna stiedni kvad-
ratickd chyba odhadu (uvedena pod primérnou hodnotou v zavorce) pies viech 1 000
simulaci. Na zdkladé primérné stfedni kvadratické chyby odhadu (4.1) odvozujeme

zavery, ktera metoda dava nejpresnéjsi odhad parametru.

Tabulka 5: Vysledky simulace norméalniho rozdéleni

n =10 n = 100 n =1 000
LMO MOM MLE LMO MOM MLE LMO MOM MLE
pn=2 i 1.9998  1.9998  1.9998 1.9991 1.9991 1.9991 2.0003 2.0003 2.0003
(0.0271) (0.0271) (0.0271) | (0.0026) (0.0026) (0.0026) | (0.0003) (0.0003) (0.0003)
c=05]| ¢ 0.4923  0.4551  0.4551 0.4988  0.4949  0.4949 0.5006 0.5002 0.5002
(0.0144) (0.0139) (0.0139) | (0.0013) (0.0013) (0.0013) | (0.0001) (0.0001) (0.0001)
pn=2 it 2.0058  2.0058  2.0058 1.9931 1.9931  1.9931 1.9983 1.9983 1.9983
(0.0982) (0.0982) (0.0982) | (0.0100) (0.0100) (0.0100) | (0.0011) (0.0011) (0.0011)
oc=1 G 0.9881 0.9114 0.9114 1.0006  0.9929  0.9929 1.0005 0.9996 0.9996
(0.0561) (0.0542) (0.0542) | (0.0053) (0.0051) (0.0051) | (0.0005) (0.0005) (0.0005)
pn=2 it 1.9878  1.9878  1.9878 2.0047  2.0047  2.0047 1.9998 1.9998 1.9998
(0.2198) (0.2198) (0.2198) | (0.0219) (0.0219) (0.0219) | (0.0023) (0.0023) (0.0023)
c=151| ¢ 1.4950 1.3782  1.3782 1.5016  1.4902  1.4902 1.5000 1.4989 1.4989
(0.1353) (0.1271) (0.1271) | (0.0120) (0.0116) (0.0116) | (0.0011) (0.0011) (0.0011)
pn=2 m 1.9949 1.9949  1.9949 2.0041 2.0041 2.0041 1.9994 1.9994 1.9994
(0.3680) (0.3680) (0.3680) | (0.0394) (0.0394) (0.0394) | (0.0042) (0.0042) (0.0042)
o=2 o 2.0300 1.8730  1.8730 1.9958  1.9808  1.9808 2.0023 2.0011 2.0011
(0.2264) (0.2038) (0.2038) | (0.0207) (0.0203) (0.0203) | (0.0020) (0.0019) (0.0019)

Z Tabulky 5 ihned vidime, Ze momentova metoda a metoda maximalni vérohod-
nosti dévaji totozné odhady parametri. Af zvolime jakoukoliv metodu, parametr
i je ve vsech tfech pripadech roven vybérovému priméru. Pfi odhadu parametru

polohy p tedy nezéalezi na volbé metody. Maximalné vérohodny (resp. momentovy)
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odhad parametru rozptylu o je doporucen pro data malych velikosti (n = 10). V pfi-
padé vétsiho rozsahu dat (n = 100,n = 1 000) dévaji vSechny tii metody podobné
presné odhady parametru o. L-momentovd metoda je tedy pro odhad parametri
normalniho rozdéleni N(u, 0?) z vétsiho rozsahu dat vhodnou alternativou k bézné

pouzivanym metodam.

5.2 Logistické rozdéleni Logi(¢, «)

Néhodna data o velikosti n = 10, 100, 1000 z logistického rozdéleni s parametry £ a «
vygenerujeme pomoci funkce rlogis(). Parametr polohy £ = 2 ponechdme pevny
a budeme ho kombinovat se ¢tyfmi hodnotami parametru rozptylu o = 0.5,1, 1.5, 2.
Pro kazdou kombinaci velikosti a parametri provedeme simulaci 1 000krat. Obrazek

5 znazornuje hustotu logistického rozdéleni s riiznymi kombinacemi parametri.

05

alpha=0.5
alpha=1
alpha=15
- alpha=2

04

03
1

02
!

0.1

00
!

Obrazek 5: Hustota logistického rozdéleni pro riizné kombinace parametri

Zacneme se simulaci pro L-momentovou metodu. Jak jiz bylo uvedeno, odhady

parametri £ a « jsou tvaru
E=1;, a=l.

K odhadu parametrii staci vypocitat prvni dva vybérové L-momenty pomoci funkce
lmoms (): prvni vybérovy L-moment je odhadem parametru &, druhy vybérovy
L-moment je odhadem parametru «. Obejdeme se tedy bez néjaké specialni funkce
baliku 1momco, kterd by parametry odhadla. Z pfedchozi ¢asti vime, ze se vybérové

L-momenty vypisi pod nazvem lambdas. Navic k funkci lmoms () pfidame kromé

61



dat i argument nmom=2, jelikoz k odhadu potfebujeme pouze prvni dva vybérové

L-momenty (tj. argument nmom udava pocet vybérovych L-momentu, které funkce

VypoCita).

\2

n <- 10

> xi <= 2

> alpha <- 0.5

> m <- 1000

> M <- matrix(0, m, 2)
> D <- matrix(0, m, n)

> for (1 in 1:m) {

+ fake.dat <- rnorm(n, location=xi, scale=alpha)

+ D[i, ] <- fake.dat
+ 1lmr <- lmoms(fake.dat, nmom=2)$lambdas
+ M[i, ] <- 1lmr

+ }

Pro logistické rozdéleni plati

py =&,

2

var X = %oﬂ. (5.8)

Momentova metoda odhadu parametri logistického rozdéleni pak spociva v feseni

soustavy rovnic

1 n
5 - g ;:1 Xi7

2 1 —
—a?+ &= - ;:1 X2,

Vypoctem se dostane, ze

(5.9)

(5.10)




Dosazenim vygenerovanych dat do vyrazi (5.11) a (5.12) dostaneme odhady para-

metra € a a.

> M <- matrix(0, m, 1)

> for (i in 1:m) {

+

M[i, ] <- mean(D[i, 1)
+ }

S <- matrix(0, m, 1)

\2

> for (1 in 1:m) {
S[i, 1 <= (1/pi)*sqrt(3*((1/n)*sum((D[i, ]1)~2)-(mean(D[i, 1))"2))
+ 3

+

Pro odhad parametri logistického rozdéleni metodou maximalni vérohodnosti
pouzijeme funkci fitdistr() baliku MASS. Tato funkce odhaduje metodou maxi-
malni vérohodnosti parametry zakladnich jednorozmérnych rozdéleni, napt. bino-
mické, normalni, exponencialni atd. Argumentem funkce je proto kromé dat i ozna-
¢eni pravdépodobnostniho rozdéleni, jehoz parametry chceme odhadnout. Parame-

try jsou ulozeny do vektoru estimate.

\

S <- matrix(0, m, 2)

\4

for (i in 1:m) {
+ S[i, ] <~ fitdistr(D[i, ],"logistic")$estimate

+ }

Tabulka 6 shrnuje vysledky provedené simulace. Pro kazdou kombinaci n, &, «
a typ metody jsou v tabulce uvedeny dvé hodnoty: primér a priimérna stredni kvad-
ratickd chyba odhadu (uvedena pod priimérnou hodnotou v zavorce) pies viech 1 000
simulaci. Na zakladé prumérné stfedni kvadratické chyby odhadu (4.1) odvozujeme

zavery, ktera metoda dava nejpresnéjsi odhad parametrii £ a a.
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Tabulka 6: Vysledky simulace logistického rozdéleni

n =10 n = 100 n =1 000

LMO MOM MLE LMO MOM MLE LMO MOM MLE

£=2 &l 19961 1.9961 1.9971 | 2.0009 2.0009 2.0005 | 2.0014  2.0014  2.0012
(0.0860) (0.0860) (0.0798) | (0.0080) (0.0080) (0.0072) | (0.0008) (0.0008) (0.0007)
a=05|a| 05071 04629 04770 | 0.4977 0.4931 0.4948 | 0.5002  0.4996  0.5000

(0.0201) (0.0192) (0.0181) | (0.0019) (0.0021) (0.0018) | (0.0002) (0.0002) (0.0002)

£=2 & || 20302 20302 20255 | 2.0102 20102 2.0089 | 2.0001  2.0001  2.0004
(0.3370) (0.3370) (0.3091) | (0.0320) (0.0320) (0.0296) | (0.0034) (0.0034) (0.0032)
a=1 | al 09967 09078 0.9388 | 1.0037 0.9961 0.9973 | 0.9988  0.9979  0.9982

(0.0788) (0.0773) (0.0726) | (0.0071) (0.0078) (0.0069) | (0.0008) (0.0009) (0.0007)

£=2 & || 2.0300 20300 20292 | 2.0056 2.0056 2.0078 | 1.9979  1.9979  1.9977
(0.7238) (0.7238) (0.6684) | (0.0755) (0.0755) (0.0684) | (0.0072) (0.0072) (0.0066)
a=15|a| 15015 1.3677 1.4138 | 1.4980 1.4840 1.4897 | 1.5015  1.5000  1.5007

(0.1708) (0.1684) (0.1568) | (0.0156) (0.0172) (0.0154) | (0.0016) (0.0018) (0.0016)

£=2 &l 20931 20931 20826 | 2.0102 20102 2.0091 | 1.9995  1.9995  1.9992
(1.3140) (1.3140) (1.2069) | (0.1350) (0.1350) (0.1216) | (0.0132) (0.0132) (0.0120)

a=2 a 1.9814 1.8144 1.8618 2.0001  1.9823  1.9887 1.9964 1.9944 1.9953

(0.2968) (0.2950) (0.2794) | (0.0285) (0.0315) (0.0281) | (0.0029) (0.0033) (0.0029)

Metoda maximéalni vérohodnosti je jednoznac¢né doporucena pro odhady para-
metri £ a « z dat jakéhokoliv rozsahu. V pripadé odhadu parametru « z dat vétsiho
rozsahu (n = 100, n = 1 000) je pfijatelnou metodou také L-momentovd metoda,
nebot i ta dava vyhovujici odhady. I pfesto, Ze momentova metoda dava pro od-
had parametru « z rozsahu dat n = 1 000 o néco malo horsi odhady nez metoda
maximalni vérohodnosti a L-momentova metoda, mohli bychom i ji povazovat za

prijatelnou.

5.3 Zobecnéné Paretovo rozdéleni GPD(¢, o, k)

Nahodna data ze zobecnéného Paretova rozdéleni o velikosti n = 10,100,1 000
vygenerujeme uzitim funkce rgpd (). Pro parametr polohy £ i parametr rozptylu a
jsme zvolili pouze jednu hodnotu: £ = 2, a = 1.5. Pro parametr polohy k uvazujeme
¢tyti hodnoty £ = —1,0,0.9,2. Na Obrazku 6 jsou znazornény hustoty zobecnéného

Paretova rozdéleni ¢tyr kombinaci parametra &, a a k.
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Obrazek 6: Hustota zobecnéného Paretova rozdéleni pro riizné kombinace parametrii

Nejdrive popiseme odhad parametri &, a k zobecnéného Paretova rozdéleni

L-momentovou metodou. Stejné jako v pfipadé normélniho rozdéleni nabizi balik

1momco funkci pargpa(), kterda odhadne hledané parametry.

n <- 10

xi <= 2

alpha <- 1.5

k <- -0.25

m <- 1000

M <- matrix(0, m, 3)

D <- matrix(0, m, n)

for (i in 1:1000) {

fake.dat <- rgpd(n,loc=xi,scale=alpha,shape=k)
D[i, ] <- fake.dat

lmr <- lmoms(fake.dat)

PARgpa <- pargpa(lmr, checklmom=FALSE)$para
M[i, ] <- PARgpa

}

Pro zobecnéné Paretovo rozdéleni nelze narozdil od predchozich typt rozdéleni

snadno vyfFesit pfislusnou soustavu (4.5) a ziskat tak momentové odhady parametri
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&, a a k. Proto v tomto pripadé pouzijeme opét funkci programu R. Prostifednic-
tvim funkce fitgpd() s argumentem "moments" z baliku POT odhadneme para-
metry zobecnéného Paretova rozdéleni momentovou metodou. Analogicky, zménou
argumentu "moments" na "mle" ziskdme odhady parametrii metodou maximéalni
veérohodnosti. U této funkce je potieba urc¢it tzv. threshold, coz je prahova hod-
nota. V nasem pripadé zadavame odhad parametru polohy £ ziskany L-momentovou

metodou. Odhadované parametry jsou ulozeny do vektoru param.

> S <- matrix(0, m, 2)

\2

for (i in 1:m) {

+

S[i, ] <- fitgpd(D[i, ], threshold=1.9614, "moments")$param
+ }

> S <- matrix(0, m, 2)
> for (i in 1:m) {
+ S[i, 1 <- fitgpd(D[i, ], threshold=1.9614, "mle")$param

+ }

Tabulka 7 shrnuje vysledky provedené simulace. Pro kazdou kombinaci n, &, «,
k a typ metody jsou v tabulce uvedeny dvé hodnoty: primeér a primérna stiedni
kvadraticka chyba odhadu (uvedena pod primérnou hodnotou v zavorce) pres vsech
1 000 simulaci. Na zakladé primérné stiedni kvadratické chyby odhadu (4.1) odvo-
zujeme zavery, kterd metoda dava nejpresnéjsi odhad parametru.

Z hodnot uvedenych v Tabulce 7 je zifejmé, Ze neni mozné urcit jednu metodu,
ktera by davala dobré odhady pro vSechny tii parametry. Za¢neme s odhadem para-
metru polohy &. L-momentova metoda je z pouzitych tii metod jedina, pomoci niz
jednoduse ziskdme odhad parametru £. V pripadé metody maximalni vérohodnosti
a momentové metody je velice komplikované odhadnout parametr &, proto povazu-
jeme L-momentovou metodu pro odhad parametru ¢ za vyhodnou. Nyni se budeme
zabyvat odhadem parametru rozptylu o a parametru tvaru k. Metoda maximalni
vérohodnosti je vhodna v pripadé, ze parametr tvaru k je zaporny a rozsah dat n
je nizsi (n = 10,n = 100), nebo v pfipadé, Ze parametr tvaru k je kladny a roz-

sah dat n je velky (n = 1 000). Jestlize parametr tvaru k je blizky nule a rozsah
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dat n je libovolny, pak je doporu¢en momentovy odhad parametrii o a k. Naopak
L-momentovy odhad parametri o a k zvolime, pokud je k zaporné a rozsah dat n
je velky (n = 1 000), nebo k je kladné a blizici se k jedné a rozsah dat n je spise
nizsi (n = 10, n = 100).

Umyslné byla pro parametr tvaru k pouzita hodnota k = 2, ackoliv je znamo, 7e
pro k > 1 neexistuje stfedni hodnota, a podle Véty 1 tedy neexistuji ani
L-momenty. Tento fakt se pfi pohledu na spodni ¢ast Tabulky 7 potvrdil: odhady

parametri zobecnéného Paretova rozdéleni jsou pro & > 1 nevyhovujici.

Tabulka 7: Vysledky simulace zobecnéného Paretova rozdéleni

n =10 n = 100 n =1 000
LMO MOM MLE LMO MOM MLE LMO MOM MLE
£=2 é 1.9657 1.9657 1.9657 2.0008 2.0008 2.0008 2.0000 2.0000 2.0000
(0.0346)  (0.0346)  (0.0346) (0.0019)  (0.0019) (0.0019) (0.0002)  (0.0002) (0.0002)
a=15 | & 1.8251 1.9950 1.5700 1.5073 1.5228 1.4296 1.5004 1.5020 1.3631
(1.4584)  (1.7691)  (0.2267) (0.0541)  (0.0608) (0.0326) (0.0047)  (0.0058) (0.0361)
k=-1 |k -1.1458 -1.4208 -1.1194 -1.0025 -1.0226 -0.9617 -1.0004 -1.0023 -0.9092
(0.6022)  (1.4223)  (0.1214) (0.0307)  (0.0514) (0.0140) (0.0027)  (0.0050) (0.0160)
£=2 3 1.9710 1.9710 1.9710 1.9971 1.9971 1.9971 2.0041 2.0041 2.0041
(0.0589)  (0.0589)  (0.0589) (0.0032)  (0.0032) (0.0032) (0.0030)  (0.0030) (0.0030)
a=15 | & 1.7335 1.8902 2.3142 1.5147 1.5387 1.5479 1.5235 1.5380 1.5392
(1.1564)  (0.8261)  (2.0860) (0.0619)  (0.0477) (0.0548) (0.0603)  (0.0475) (0.0536)
k=0 k -0.1106 -0.2420 -0.4327 0.0083 -0.0255 -0.0308 -0.0224 -0.0303 -0.0303
(0.2248)  (0.2221)  (0.4722) (0.0133)  (0.0108) (0.0138) (0.0134)  (0.0113) (0.0139)
£=2 é 1.6558 1.6558 1.6558 1.8760 1.8760 1.8760 1.9288 1.9288 1.9288
(1.5654)  (1.5654)  (1.5654) (0.0346)  (0.0346) (0.0346) (0.0080)  (0.0080) (0.0080)
a=15 | & 2.8371 8.0732 7.4235 1.9368 5.2794 2.4442 1.7427 5.5802 1.7020
(11.9426) (2412.893) (7598.679) (0.4251)  (174.0955)  (328.039) (0.0940)  (91.5425) (0.0495)
k=09 |k 0.4307 0.1139 0.3773 0.6920 0.4248 0.7553 0.7881 0.4814 0.8195
(0.3696)  (0.7551)  (3.3123) (0.0632)  (0.2291) (0.0597) (0.0186)  (0.1754) (0.0097)
£=2 é -7.2525 -7.2525 -7.2525 -7.5510 -7.5510 -7.5510 -11.7905  -11.7905 -11.7905
(11697.52) (11697.52) (11697.52) | (5945.311) (5945.311) (5945.311) | (7703.839) (7703.839) (7703.839)
a=15 | & 23.6454  4981.715  8980.741 22.4502  55264.16 109196.9 30.6638  474804.6  947059.1
(53728.84) (> 10'1) (> 3-10'1) | (23885.16) (> 6-10'0) (> 2.10%2) | (30925.23) (> 7-10'3) (> 2-10%%)
k=2 k 0.7048 -1.1361 2.1368 0.9395 0.4783 4.0160 0.9891 0.4983 1.0641
(1.7743)  (44.1992)  (60.9196) (1.1285)  (2.3167)  (168.0819) (1.0220)  (2.2551) (1.7845)
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6 Pravdépodobnost extrémnich srazkovych uda-
losti

L-momenty se pouzivaji napiiklad v oborech jako inzenyrstvi, ekonomie, hydrologie
a meteorologie. Zaveérecna cast prace se proto vénuje aplikaci ziskanych poznatkt
z predchozich kapitol na realna klimatologickd data. Pomoci teorie L-momentiti ur-
¢ime pravdépodobnost extrémnich srazkovych udalosti v Liberci.

K dispozici méame kompletni data maximalniho ro¢niho thrnu srazek za 1, 2,
3, 5 a 7 dni naméfena Leteckou meteorologickou stanici CHMU Liberec mezi lety
1971 az 2007. Data jsou usporadana do Tabulky 8, kde oznaceni R1, R2, R3, R5 a
R7 po radé znamenaji maximalni ro¢ni tthrn srazek za 1, 2, 3, 5 a 7 dnti. Namérené

hodnoty jsou graficky znazornény na Obrazku 7.

Tabulka 8: Maximalni ro¢ni thrn srazek v mm za 1, 2, 3, 5 a 7 dnti v Liberci v letech
1971-2007

36.4 36.9 30.1 56.0 29.5 19.0 729 454 68.1 27.2
R1 82.0 27.9 60.1 28.0 32.0 357 30.7 30.6 309  24.5

29.6 35.6 29.8 451 422 447 264 271 17.0 33.1

35.4 50.4 245 240 314 220 628

52.4 39.2 30.1 57.4 30.7 28.0 921 522 79.6 47.9
R2 111.7 38.4 97.0 28.0 37.3 36.0 41.0 34.0 43.5 30.6

42.0 42.8 409 52.6 423 45.1 33.7 342 22.3  35.5

51.6 75.5 26.1 30.1 34.6 34.6 722

66.9 41.8 34.0 588 349 33.6 96.3 56.8 89.5 51.5
R3 140.5 39.0 111.3 28.0 41.0 509 41.5 46.1 45.3 354

46.3 42.9 52.5 68.4 42,5 46.2 33.8 35.6 32.7  35.9

51.6 81.7 26.1 33.5 41.8 40.8 722

70.8 67.9 35.3 59.0 42.8 426 964 58.6 101.8 524
Rs 144.7 44.1  140.7 415 624 639 423 49.8 45.4 40.1

46.4 42.9 55.6 68.4 54.6 715 39.1 50.9 32.8 37.5

60.5 81.7 30.2  40.2 61.2 622 788

77.2 70.2 44.2  59.5 43.0 45.0 97.8 66.0 112.0 55.8
R7 157.5 44.1 1412 503 624 669 43.0 67.9 49.7 439

52.0 59.3 744 69.7 67.6 75.0 53.3 53.5 33.7 41.6

60.9 103.7 31.8 40.2 79.6 68.0 79.8
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Obréazek 7: Maximalni ro¢ni thrn srazek v mm za 1, 2, 3, 5 a 7 dnu v Liberci v letech
1971-2007

Jak uvadi Kysely a Picek [6], nejvhodnéjsim pravdépodobnostnim rozdélenim pro
modelovani maximalniho ro¢niho thrnu srazek jak v Ceské republice, tak v ostat-
nich ¢astech svéta je zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot (GEV). Vyjimku vsak
tvori severovychodni c¢ast republiky, pro kterou se upfednostiiuje zobecnéné logis-
tické rozdéleni (GLO). Jelikoz jsme se zobecnénym rozdélenim extrémnich hodnot
v praci nezabyvali, pouzijeme k modelovani thrnu srazek v Liberci triparametrické
zobecnéné Paretovo rozdéleni, pro které jsme odvodili teoretické L-momenty v kapi-
tole 3.6. Z L-momentového pomérového diagramu (Obrazek 8) je vidét, Ze vybérové
L-momentové poméry odpovidajici datim R1-R7 jsou blizko kfivky zobecnéného
Paretova rozdeéleni. Proto 1ze i zobecnéné Paretovo rozdéleni pro modelovani maxi-
malniho thrnu srazek v Liberci povazovat za piijatelné®.

Pro jednotlivé maximélni ro¢ni jednodenni az sedmidenni thrny srazek byly
spocitany parametry L-momentovou metodou a urcéeny nékteré kvantily. Vybérové
L-momenty a L-momentové pomeéry ziskame dosazenim naméfenych hodnot z Ta-
bulky 8 do vyrazi (2.15), (2.16), (2.17) a (2.19). Odhady parametri zobecnéného
Paretova rozdéleni dostaneme pouzitim odvozenych vztahti z kapitoly 4.2.6

=l — v = lo(k+1)(k +2), k= .
€ 1 k+1 « 2( )( ) 1+73

6Detaily o L-momentovém pomérovém diagramu a jeho aplikaci na vibér vhodného pravdépo-
dobnostniho rozdéleni pro modelovani dat jsou popsany v literatute [4], [5].
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Kvantilové odhady obdrzime dosazenim odhadnutych parametrt do kvantilové funkce

(3.48). Veskeré vypocty byly provedeny v programu R a vysledky shrnuty do Ta-
bulky 9.

05
1

— GPD
-- GLO
— GEV

L-KURTOSIS

L-SKEW

Obrazek 8: L-momentovy pomérovy diagram pro maximalni ro¢ni 1denni az 7denni
uhrn srazek

Tabulka 9: Odhady parametrii a nékteré kvantily pro zobecnéné Paretovo rozdéleni
odpovidajici dattim z Tabulky 8

Data Parametry Kvantily
13 ! k 0.01 0.10 0.50 0.90 0.99
R1 20.9331  17.0052  -0.0307 | 21.10  22.73  32.85 61.51 105.05
R2 26.1045  18.8488 0.0791 | 26.29  28.08  38.82 65.78 98.85
R3 29.6747  19.0517 0.1503 | 29.87  31.67  42.22 66.76 92.99
R5 33.8777  25.7268 0.0121 | 34.14  36.59  51.64 92.30 149.11
R7 36.6340  31.9953  -0.0898 | 36.96  40.02  59.52  118.48  219.12

Na zékladé kvantilti z Tabulky 9 je mozné urcit N-leté navratové hodnoty. Napti-
klad 99% kvantil z Tabulky 9 odpovida 100letému thrnu srazek. Stolety thrn srazek

pak predstavuje mnozstvi, kterého je v dlouhodobém primeéru dosazeno jednou za

100 let.
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Zaveér

V praci bylo ukazano, ze teorie L-momenti poskytuje alternativni zptusob, jak lze
charakterizovat spojité pravdépodobnostni rozdéleni a odhadnout jejich parametry.
U vybranych spojitych rozdéleni (jmenovité rovnomérné, exponenciilni, normalni,
Paretovo, logistické a zobecnéné Paretovo rozdéleni) byly L-momentovou metodou
urceny odhady parametrti, cemuz predchézelo, v nékterych pripadech pracné, odvo-
zeni teoretickych L-momenti.

Déle byla ve statistickém programu R provedena maléa simula¢ni studie odhadu
parametri normalniho, logistického a zobecnéného Paretova rozdéleni. K odhadu pa-
rametr byly pouzity tii typy metod: metoda maximéalni vérohodnosti, L-momentova
a momentovd metoda. Vysledky byly porovnany a ukazalo se, ze v urcitych piipa-
dech, zavislych na rozsahu vybéru a u zobecnéného Paretova rozdéleni i na hodnoté
parametru tvaru, je L-momentova metoda vhodnou alternativou k bézné pouziva-
nym metodam. V pripadé zobecnéného Paretova rozdéleni je L-momentova metoda
jedind ze vsech tii pouzitych metod, jak v programu R co nejsnadnéji ziskat odhad
parametru polohy. Vyznamny je i piipad, kdy rozsah vybéru je maly a parametr
tvaru je blizky jedné, jelikoz L-momentova metoda dava narozdil od ostatnich ro-
zumné vysledky.

V zavéru prace jsme se vénovali aplikaci L-momentti v praxi a vyuzili jsme teorii
L-momentt k urceni pravdépodobnosti extrémnich srazkovych udalosti v Liberci.
K tomu jsme pouzili zobecnéné Paretovo rozdéleni, které je rovnéz vhodné k mode-

lovani maximalniho thrnu srazek v Liberci.
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