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Anotace

Tato bakalaiska prace se vénuje tématu Apolloniovych a Pappovych tloh. Cilem této
prace je vytvoieni piehledu typi Apolloniovych a Pappovych uloh spole¢né s jejich
konstrukcemi. Dal§im cilem je vytvofeni dynamickych aplett konstrukci jednotlivych
typd uloh vsoftwaru GeoGebra, v nichz se nachazi rdzné alternativy feSeni dle
uspotadani danych prvkd. V praci jsou také zminény rizné piistupy feseni Apolloniovy

ulohy typu KKk, ktera je jednou z nejvice feSenych tloh z uvedenych typu.
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Annotation

This bachelor thesis focuses on Apollonius’s problems and Pappos’s problems. This
bachelor thesis aim is to create an overview of types of Apollonius’s and Pappos’s
problems together with their constructions. The next aim of the thesis is to create dynamic
applets of the constructions of the individual types of problems in the software GeoGebra,
in which there are various alternatives of solutions according to the ordering of given
elements. In this thesis there are also mentioned different approaching of solving
Apollonius’s problem of the type kkk, which is one of the most solved Apollonius’s

problems.

Keywords

Apollonios’s problem; Pappos’s problem; GeoGebra; point; straight-line; circle; tangent;

circular inversion



Obsah

SeZNAM ODTAZKI ...ttt e e e e atbe e e 10
Seznam pouzitych zkratek a SymbOIU ..........cccviiiiiiiiiiiii e 12
UIVOU 1o 13
1 Zivot APollonia @ PAPPOSE .......cvevvereevvreeeererceeiesessseseseseeiesessssssesesesaesenssssesenees 14
1.1 APOHIONIUS Z PEIGY ...ttt 14
101 ZAJIMAVOST .ttt 14

1.2 Pappos AleXandrijSKyY ......cocouiiriiiiiiiieiiiie e 15
1.2.1  ZaJIMAVOSE 1eiuteiiiiiii ettt 15

2  Dulezité poznatky pro feseni Apolloniovych a Pappovych tlloh...........cccccoeveennn. 16
2.1  Mnozina bodl danych VIastnOSt.........c.ccevvviiiiiiiriiiieiiiee e 16
2.2 Mocnost bodu Ke KIUZNICT ..o.vvveiiiieiiiiiiiiieeiec e 16
2.3 SEEJNOIENIOST.....c..eiiiiiiiie e 16
2.3.1  Body inverzng SArUZENE ..........coovvveiiiireiiiiieiiie et 17

2.4 Tefny Ke KruZniCim......ooooiiiiiiiiiiiiiccceeeii et 17
2.5  KruhOVA INVEIZE ......ccovviiiiiiiiiiiiii 23
251  Zékladni vety KTuhOVE INVEIZE .....vvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiice e 24

2.6 CYKIUS ...ttt 28
2.6.1  Zakladni véty v SOUVISIOSti S CYKIY .....oooieiiiiiie e, 29

3 GROGEDIA. ... 30
3.1 Strucné predstaveni PrOZraMU .........ceeiiiiiviiriiiieeeesssiiireeee e e e s sibrrrere e e e e e s 30
3.1.1  Program V POCIEACT .uuuurreiieeeeiiiiiiiiiiieee e e e s s ssiiireeeees e s s s s ssirsneeaeeseesssssnsnnes 30
3.1.2  Program ve weboveém prohlizeCi ..........ccoovieiiiiiiiiiiiiiiic e 32
3.1.3  Nastroje vyuzivané piitvorbe apletll .........cccoovviviiiiiiiiiii e 33

4  Ptehled Apolloniovych a Pappovych uloh fesenych v GeoGebie ............cccceeuee. 35
4.1 Apolloniovy TlONY ....cooiiiiiiiiiii e 35
4.1.1 TypBBB —bod, bod, bod .........cccvviiiiiiicc e, 35
4.1.2  Typ BBp —bod, bod, pHmKa..........cceerivieriiiiiiiiieniieie e 37



4.1.3  Typ BBK—bod, bod, KIUZNICE........ccorvrieiiiieiiiie et 38

4.1.4  Typ Bpp —bod, piimka, primka.........cccccoveiiiiiiiiiiiiie 40
415  Typ Bpk — bod, pfimka, KIuZnice ...........ccouerrirrriienieiiieiiie e 42
4.1.6  Typ Bkk —bod, kruznice, KIuZnice...........cceovuvrruienineninesiienie e 44
4.1.7  Typ ppp — piimka, ptimka, primka ..........ccccoovviiiiiiiic 48
4.1.8  Typ ppk — pfimka, ptimka, KruZnice ..........ccccuervvereeiiieniienie e 50
4.1.9  Typ pkk — pfimka, kruznice, KIuzZnice ...........ccoovveriveiineniiienieiiie e 53
4.1.10 Typ kkk — kruznice, kruznice, KIuUZnice ...........occuerveireeiinenniiiee e 56
4.2 Pappovy TIONY .....oviiiiiiiiiiee s 58
4.2.1  Typ BpT —bod, ptimka, bod dotyKu ........ccovvriiiiiiiiiieiiicccee e 58
422  Typ ppT — primka, piimka, bod dotyKu..........ccccovvuveiiiiiiiiiiiiiieeee, 59
4.2.3  Typ kpT — kruznice, ptimka, bod dotyKu .........cccoviviiiiiiiiiiiiiiiiciiccin 61
4.2.4  Typ BKT — bod, kruznice, bod dOotyKu ..........ccceoviriiiiniiiieiiccciecien 62
4.25  Typ pkT — piimka, kruznice, bod dotyKu ..........cccvuveerineeiiieeiiieesie e 64
4.2.6  Typ kKT — kruznice, kruznice, bod dotyKu .........ccccvveviuveeiineeniieeiiee e, 65
Pristupy k feSeni Apolloniovych Gloh.........cccevviiiiiiiiiiiie 67
5.1  J0Seph DIEZ GEIGONNE........cciiiiieiieiee ettt et et e e e e enraeeaneeas 67
5.1.1  Reseni Apolloniovy tlohy typu kkk podle J. D. Gergonna....................... 67
52 Aloisius E. C. GaUltIer ..........ccccoviiiiiiiiiii 72
5.2.1  Reseni Apolloniovy tlohy typu kkk podle A. E. C. Gaultiera.................. 72
5.3 Maurice FOUChE........ccooiiiiiiiiiii 76
5.3.1  Reseni Apolloniovy tilohy typu kkk podle M. Fouchého ..............c.cou....... 77
5.4 Frederick SOUUY .........oeeiiiiiiiie e 81
5.4.1  Re$eni Apolloniovy tilohy typu kkk podle F. Soddyho..............ccccvunee. 81
9.4.2  ZAJIMAVOSI ..eiiiiiiiiieeiieet et 85
ZLAVET .ottt 86
Ao (0] PSPPI 87



Seznam obrazkd

Obrazek 1:
Obrazek 2:
Obrazek 3:
Obrazek 4:
Obrazek 5:
Obrazek 6:
Obrazek 7:
Obrazek 8:
Obrazek 9:
Obrazek 10
Obrazek 11

Obrazek 12:
Obrazek 13:
Obrazek 14:

Obrazek 15

Obrazek 16:
Obrazek 17:

APOIIONIUS Z PEIGY ... 14
Pappos AleXandrijSKy .......coovviiiiiiiiiiieic e 15
Pappova VELA ......ceeiiiiii 15
Libovolna te¢na ke kruznici s bodem dotyku T.......cccevieiiiiiiiiiciiicn, 18
Tecny z bodu M ke kruznici K........ocooiiiiiiiiiii e 19
Teény ke dvéma kruznicim K, |..........cooooiiiiiiiie 20
Te¢ny ke dvéma kruznicim kK, I, které se dotykaji v jednom bod€ T............ 21
Te¢ny ke dvéma kruznicim kK, I, které se protinaji v bodech KalL.............. 22
Zobrazeni bodu X v Kruhove INVEIZi .......cccvvvviiiiiiiiiiiiccc e 23
: Zobrazeni vnéjSiho bodu X v kruhoveé inverzi ...........ccoocvvvvvvviieeniniiinee, 24

: Zobrazeni ptimky p prochazejici sttedem inverze So vV kruhové inverzi ...24

Zobrazeni ptimky p na kruznici p' v kruhoveé inverzi ..........cccooovvvvvvnennnn. 25
Zobrazeni kruznice kK na ptimku k' v kruhové inverzi ............cccovevevveennen. 25
Zobrazeni kruznice K na kruznici k' v kruhové inverzi.............ccceevevveennnen. 26

: Nutné a postacujici podminka samodruzné kruznice v kruhové inverzi ....26
Zobrazeni kruznic Iy a lo, které se dotykaji v bod¢ T, v kruhové inverzi....27

Zobrazeni kruznic Iy a lo, které se dotykaji ve stfedu inverze So, v kruhové

INVEIZI 1. 28
Obrazek 18: TKONa GEOGEDTY .....uuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiee ettt 30
Obrazek 19: Prostfedi GeoGebry v pocitaCové verzi softwart .......ccccvvvvveeeiiiiiiiiiiennnnn. 31
Obrazek 20: Prostiedi GeoGebry ve webovém prohlizeCi ..........coovvvvvvviiieiiiiiiiiiiiinnnnn. 32
Obrazek 21: Prostfedi GeoGebry ve webovém prohlizeCi IL..........cccocvviiiiiiiiiiiiinnnnn. 33
Obrazek 22: Apolloniova Gloha typu BBB .........ccoooiiiiiiiiii, 36
Obrazek 23: Apolloniova tloha typu BBp........ovveiii e 38
Obrazek 24: Apolloniova tloha typu BBK.........cccooviiiiiiiiiii e 40
Obrazek 25: Apolloniova tloha typu BPpP .....cevvveeiiiii e 41
Obrazek 26: Apolloniova tloha typu BPK .......cocceiiiiiiiiiiiiie e 43
Obrazek 27: Apolloniova tloha typu BKK...........cccoviiiiiiiiie e 46
Obrazek 28: Apolloniova Gloha typu PPP...ccocvereeeiiiiiiiee e 49
Obrazek 29: Apolloniova Uloha typu PPK........eeiveiiieiiieiie e 52
Obrazek 30: Apolloniova tloha typu PKK .........ocoveiiiiiiiii e 55
Obrazek 31: Apolloniova tloha typu KKK ...........ccoooiiiiiiiiiii e, 57


file:///C:/Users/Týna/Documents/ploha/vackova_bakalarka_prace/bakalarka_prace.docx%23_Toc45542542
file:///C:/Users/Týna/Documents/ploha/vackova_bakalarka_prace/bakalarka_prace.docx%23_Toc45542543
file:///C:/Users/Týna/Documents/ploha/vackova_bakalarka_prace/bakalarka_prace.docx%23_Toc45542545
file:///C:/Users/Týna/Documents/ploha/vackova_bakalarka_prace/bakalarka_prace.docx%23_Toc45542559
file:///C:/Users/Týna/Documents/ploha/vackova_bakalarka_prace/bakalarka_prace.docx%23_Toc45542567

Obrazek 32:
Obrazek 33:
Obrazek 34:
Obrazek 35:
Obrazek 36:
Obrazek 37:
Obrazek 38:
Obrazek 39:
Obrazek 40:

Obrazek 41:
Obrazek 42:

Obrazek 43:
Obrazek 44:
Obrazek 45:
Obrazek 46:
Obrazek 47:
Obrazek 48:
Obrazek 49:
Obrazek 50:
Obrazek 51:
Obrazek 52:
Obrazek 53:
Obrazek 54:

Pappova tloha typu BPT .....cocviiiiiii 59
Pappova tloha typu PPT ...oeeiiiiiiiic 60
Pappova Gloha typu KPT.....ccoeiiiiiiieiieee e 62
Pappova Gloha typu BKT ........coiiiiiiiiiiiiiee e 63
Pappova Gloha typu PKT........eooiiiiiiiiiieiie e 64
Pappova Gloha typu KKT ........ooiiiiiiiii e 66
J. D. Gergonne — konstrukce 0sy 0 podobnosSti...........cccovvevvieiieiiiennnene, 68
J. D. Gergonne — konstrukce potencniho stfedu P.............ccoooiiiiiiinennn 69
J. D. Gergonne — konstrukce pélu P1 podobnosti osy o vzhledem k cyklu k;
................................................................................................................. 70
J. D. Gergonne — konstrukce vyslednych cyklli C1 2 C2..vvvvvervivivieiiininnnne 71
A. E. C. Gaultier — konstrukce polary g: ke kruznici k z bodu P a konstrukce
................................................................................................................. 73
A. E. C. Gaultier — konstrukce bodl dotyku I, 1..........ccoovviiiiiiiiin 74
A. E. C. Gaultier — konstrukce bodt dotyku 2, 3, I, Hl.........cccooeriinnnnnn 75
A. E. C. Gaultier - konstrukce vyslednych kruznic €12 C2 ...ccovvvvvvennnnnne. 76
M. Fouché — konstrukce Kruznice K.........ccooveiiieniiiiiieiiieiie e 78
M. Fouché — konstrukce bodii Q1, Q2, Q3 a tecen k zadanym kruznicim...79
M. Fouché — konstrukce bodii dotyku a vyslednych kruznic cy, Co............ 80
F. Soddy - konstrukce osy podobnosti a stieda stejnolehlosti................... 82
F. Soddy - konstrukce te¢en ke kruznicim a bodt dotyku.............ccvvveeee. 83
F. Soddy - konstrukce vyslednych kruznic C1, Co....ooovvvvvvvieeeiiiiiiiiiiieennn. 84
Fraktal vytvoieny opakovanim algoritmu pro nalezeni kruznic I .. . 79
Fraktal vytvoieny opakovanim algoritmu pro nalezeni kruznic Il 79
Soddyho Kruhy ......ccooiiiiiii 85

11



Seznam pouzitych zkratek a symbol(

MBDV
Kl (w, S)

p=AB
k (S, |AB])

plq
pllg

A€Ep
kNp

v(p, x) =2cm

Znaceni

Vyznam
Mnozina bodl danych vlastnosti
Kruhové inverze s fidici kruznici w a
sttedem S kruhové inverze
Piimka p zadana body A a B
Kruznice se stiedem S a polomérem
rovnym velikosti useCky AB
Ptimka p je kolma k ptimce q
Ptimka p je rovnobéZna s ptimkou q
Bod A nalezi ptimce p
Prinik kruznice k s ptimkou p

Vzdalenost ptimky p od pfimky x je 2 cm
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Uvod
Tato bakalai'ska prace se zabyva tématem Apolloniovych a Pappovych tloh. Tyto tlohy

jsou zde popsany a pro kazdou tlohu je vytvofen aplet v softwaru GeoGebra, dale se

prace zabyva riznymi ptistupy k feSeni Apolloniovy ulohy typu KkK.

Prace je uvedena stru¢nymi informacemi o zivotech a dilech dvou feckych matematiki
Apollonia z Pergy a Pappose Alexandrijského. V dalsi ¢asti prace jsou zminény dulezité
poznatky uzite¢né pro konstrukce teSeni Apolloniovych nebo Pappovych tloh. Tato
kapitola je do prace zatazena z toho divodu, ze pti feSeni Apolloniovych a Pappovych
uloh je uZito 1 metody zvané kruhové inverze. Zékladni principy této metody jsou popsany
v této kapitole. Dale je predstaven software GeoGebra, ktery je neoddélitelnou soucasti
této prace, protoze praveé v tomto softwaru byly vytvoteny veskeré aplety Apolloniovych
a Pappovych uloh pro tuto praci. Na kapitolu zabyvajici se GeoGebrou navazuje kapitola
s piehledem Apolloniovych a Pappovych tuloh, kazd4 uloha obsahuje zadani, rozbor
ulohy, popis konstrukce, odkaz na aplet a diskuzi feSeni. V textu prace je u kazdé ulohy
uveden pouze jeden zpisob uspofadani prvka a jedno feSeni, dals$i moznosti uspotfadani
prvki jsou Kknalezeni ve vefejné Geogebra knize, které je dostupna na linku

https://www.geogebra.org/m/amcex3ar. Posledni ¢asti prace jsou zminéné piistupy

k feseni nékterych Apolloniovych tloh, v této Casti je ve strucnosti popsan Zivot autora a

jeho zpiisob feseni piislusné ulohy.

Prace je urCena pro vSechny, ktefi chtéji porozumét tématu Apolloniovych nebo
Pappovych uloh, nebo chtéji ndzorné¢ vidét konstrukce feseni téchto tloh. Vzhledem
ktomu, Ze prace také obsahuje nckolik geometrickych poznatku, které jsou zde
vysvétleny, 1ze praci vyuzit 1 jako vyukovy material pii vykladu témat kruhova inverze

nebo mnoziny bodl danych vlastnosti.

Téma Apolloniovych a Pappovych uloh jsem si zvolila, protoZze mi pfi§lo velmi zajimavé
a velmi se mi libila pfedstava prace se softwarem GeoGebra, ktery mi dal mozZnost
vytvoreni apletl, které mohou byt jisté¢ pouzivany kdykoli, kdyZ bude potieba ndzorna

ukézka riiznych zpisobi feSeni Apolloniovych a Pappovych uloh.
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1 Zivot Apollonia a Pappose

V této kapitole jsou predstaveny zivoty a dila vyznamnych matematikl, ktefi se do
historie vepsali zejména zajimavymi matematickymi objevy, jako jsou Apolloniovy a

Pappovy ulohy.

1.1 Apollonius z Pergy

Apollonius z Pergy byl fecky matematik, geometr a
astronom znamy také jako ,,Velky geometr”. Zil na
pomezi 3. a 2. stoleti pf. n. 1. v Recku. Byl jeden s
z prvnich zakt Euklida a soucasnikem Archiméda. i

[15] ([4], str. 75)

O zivoté tohoto ,,Velkého geometra® se toho moc
nevi. VSe, co se o0 ném v dneSni dobé dozvidame, |

pochazi zpfedmluvy jednoho =ze dvou jeho

dochovanych d€l nebo zinformaci, které¢ se

L

z Pergy B

-

dochovaly od Pappose.[15] Obrdze.l;‘i: Apollonius

Narodil se ve mésté jménem Perga (dneSni Murtina/Murtana v Antalyi v Turecku).
Studoval v Alexandrii, kde studoval pod zaky Euklida. [15]

Jeho nejvyznamnéjSim dilem je Konika, dilo o kuzeloseckach. O Apolloniovych ulohach
jako takovych se dozvidame skrze Pappovo dilo Mathématikai synagogai, protoze se

zadné pavodni znéni téchto tloh nedochovalo. [15]

Ve skute¢nosti nejsou znamy zpiisoby feseni téchto tloh samotnym Apolloniem, ale
piredpoklada se, ze dokdzal vymyslet i obecné feSeni. Pravdépodobné je toto feSeni

takové, jaké uvetejnil Francois Viete v roce 1600. [9]

1.1.1 Zajimavosti

Apollonius se také zajimal o astronomii a v&fil, Ze se planety pohybuji kolem Zemé.

Jeho dilo ,,Kénika* bylo docenéno az pozdé&ji, protoze az Newton zjistil, Ze télesa ve

vakuu v gravitaénim poli se pohybuji po kuzeloseckach. [20]

Krater Apollonius na Mésici byl pojmenovan podle Apollonia z Pergy a to roku 1935.
[19]

14




Apollonius zavedl pojem soufadnic a spolu s Archimedem, ktery zavedl predstavu
nekonec¢na, vystavéli tyto neskute¢né dulezité pojmy pro soucasnou vyssi matematiku.

([4], str. 75)

1.2 Pappos Alexandrijsky

Pappos z Alexandrie byl fecky matematik, filozof,

astronom a geometr zijici koncem 3. a zacatkem

4. stoleti naseho letopoctu. [16]

Ani o tomto matematikovi toho neni mnoho znamo,
jeho vyznamnym dilem je Mathématikai synagogai
- Matematickd sbirka, kterd je rozdélena do osmi
knih. Popisuje vnich zajimavé tlohy feckych

matematikii, ke kterym pfidava svoji vlastni

mySlenku. Tato sada knih obsahuje vyznamné

informace o starovéké matematice, piedeviim N ' e
Obrazek 2: Pappos Alexandrijsky
0 geometrii. [16]([2], str. 189)

1.2.1 Zajimavosti

Jedna z Pappovych vét byva citovana jako zaklad moderni projektivni geometrie. [16]

Tato véta fika: Mame dané riznobézné piimky g a h. Pokud body P1 az Pe leZi po tiech

po fadé na piimkach h a g, pak tsecky P1Ps, P2P4 a P3Pa, P1Ps vytvoii pruseéiky P7 a Ps,

které budou lezet na pfimce u. Pfimka u byva také nazyvana jako Pappova piimka. [11]

L

Obrazek 3: Pappova véta
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2 Dulezité poznatky pro reseni Apolloniovych a Pappovych uloh

Tato kapitola obsahuje zékladni poznatky z geometrie, jichz se vyuziva pii feseni
Apolloniovych a Pappovych uloh. Jsou jimi naptiklad mnoziny bodt danych vlastnosti,
mocnost bodu ke kruznici, stejnolehlost, sestrojeni tecen k jedné kruznici, ale i ke dvéma

kruznicim, kruhova inverze a cykly.

2.1 MnoZina bod( danych vlastnosti

Definice: Necht je dana mnozina M vsech bodu v roving, které maji danou vlastnost V,
potom mnozina M vSech bodi dané vlastnosti V je mnoZina takovych bodu, které splituji

nasledujici dv€ podminky:

1. KaZzdy bod mnoziny M mé danou vlastnost V.
2. Kazdy bod roviny, ktery ma danou vlastnost V, je bodem mnoziny M ([22];
str. 17-20.)

Konkrétni priklady mnoZin bodi danych vlastnosti: MnozZina v§ech bodu, které maji
od daného bodu S stale stejnou vzdalenost I, je kruznice, nebo mnozina vSech bodu, které

maji stejnou vzdalenost od dvou raznych bodu A, B leZicich v roving, je osa usecky AB.

Uzitim mnoZziny boda danych vlastnosti lze feSit Apolloniovy ulohy typt BBB a ppp
a také Pappovy tlohy typu BpT a BKT.

2.2  Mocnost bodu ke kruznici

Definice: Necht’ je dana kruznice k (S, r) a bod M je libovolné zvoleny bod. Ozna¢me
v >0 jeho vzdalenost od stfedu S, potom ¢&islo m = v2 — r? nazyvame mocnost bodu M ke

kruznici k. ([22], str. 20)
Mocnost bodu M ke kruznici k ozna¢ujeme m (M, k).
Konkrétni priklady vyuziti: Nalezeni potencniho stiedu alespon tii kruZnic.

Pomoci mocnosti bodu ke kruznici se naptiklad feSi Apolloniova uloha typu BBp.

2.3 Stejnolehlost
Definice: Necht' je dan pevny bod S a realné ¢islo k # 0. Geometrickou pfibuznost

(afinitu) v rovin¢ nazveme stejnolehlost, pokud plati:
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Bodu S se piitadi opét bod S a bodu X, ktery je rizny od bodu S, bod X", pfitom pro jeho
vzdalenost od bodu S plati: |SX] = k - |XS]|. Pokud je k > 0, pak bod X" lezi na poloptimce
SX, apro k <0 lezi bod X* na opa¢né poloptimce k poloptimce SX. ([22], str. 27)

Stfed, vzor a obraz jsou Ve stejnolehlosti kolinearni body. ([22] str. 27)
Konkrétni priklady vyuziti: ,,Uzivame ji pti feSeni téch konstrukcnich uloh, u nichz je
mozno podminky, které ma hledany geometricky utvar spliiovat, rozdélit na dveé Casti:

prvni skupina podminek urcuje tvar, druha urcuje velikost a polohu hledaného obrazce.*

[20]

Uzitim stejnolehlosti lze fesit nékteré Apolloniovy tlohy dle uspofadani prvkd, napf.

ulohy typta ppk, Bpp, ale také Pappova uloha typu kpT.

2.3.1 Body inverzné sdruzené
,Body inverzn¢ sdruzené* je dilezity pojem pro alternativni feSeni Apolloniovy tlohy

typu kkk dle Fouchého.

Definice: Ozna¢me Q, resp. O vnéjsi, resp. vnitini stfed stejnolehlosti kruznic ki, ko.
Necht piimka prochazejici bodem Q nebo O protina kruznici k1 ve dvou bodech Ay, B1 a
kruznici k2 v bodech By, Az. Pak fikame, Ze bod A2 stejnolehly s bodem Bj je inverzné

sdruzeny s bodem A;.

2.4 Tecny ke kruznicim
Tecéna ke kruznici je takova pfimka, ktera se kruznice dotyka praveé v jednom bodg, tedy

ma s kruznici prave jeden spolecny bod.
Konstrukce teény ke kruznici / kruZnicim:

a) Kk jedné kruznici:
1) libovolna te¢na ke kruznicik (S, r)
i.  T; T libovolny bod na kruznici k
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ii. GtLSTATEL

Obrazek 4: Libovolnd tecna ke kruznici s bodem dotyku T

2) z konkrétniho bodu M ke kruznici k (S, r)
I.  Sswm; Ssm stied usecky SM
ii. ;7 (Ssm; |[MSsm|)
iii. Ty, T2 T, T2€kN<
iv. t;t=TiM
to; to=ToM

18



Obrazek 5: Tecny z bodu M ke kruznici k

b) ke dvéma kruznicim Kk (S, rv), | (Q, )
1) které se nedotykaji
i.  X; Xlibovolny bod na k (S, ry)
ii. R;r||XSAQer
. XX X, Xt erntd
iv.  mg; mp=XX"
mz; mz = XX'
V. Mi;;Miem N -SQ
M2; M2 € mz N «SQ
Vi.  Swmig; Smug stied usecky QM1
Sm20; Smeq stied usecky QM2
Smzs; Smes stied usecky SM»
SwmiS; Smis stied tsecky SMy
vii. 71} 71 (Smio, [SmioMi))
72; 72 (Sm20, |SmqM2|)
19
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73; 73 (Smzs, [SmzsM2|)
74; 74 (Smas, [Smis M1|)
viil.  T1, To; T, T2€mm Nk
T3, Ta; T3, Ta€ 1 N |
Ts, Te; Ts, Te €3 N K
T7,Te; T7, Ts€a N |
IX. f1;ti=MiTs

t2; o= M1T3
ts; 3= M2T7
ts; ta= M2Tg

Obrazek 6: Tecny ke dvema kruznicim k, [

2) které se dotykaji pravé v jednom bodé T
i. X; X libovolny bod na kruznici | (Q, )
ii. rr||QXASer
i, X, X" X, X" ernk
iv. m;m=XX'

mz; my = XX"
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Vi.

Vii.

viil.

M: M e mnN < SQ

Swms; Sws stied usecky MS
Sowm; Som stied tsecky QM
71; 71 (Swms, |SmsMY)

72; 72 (Sqm, [SouM])

T, T; T, T2€kNny

T3, Ta; T3, Ta€l N 12

t1; 1 =MTq
t2; to = MT»
T;TekN«+ SQ

ttl—SQATEL

Obrazek 7: Tecny ke dvema kruznicim k, 1, které se dotykaji v jednom bodé T

3) které se protinaji ve dvou bodech K, L
i. X; X libovolny bod na kruznici | (Q, )
ii. r||QXASer
i, X, X" X, X" ernk

iv. m;m=XX'
V. M;MemnN < SQ
Vi. Sws; Sws stied usecky MS
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Sowm; Sowm stied tsecky MQ
vii. 71; 71 (Swms, |SmsM)
72; 72 (Som, [SomQ)|)
vill. T1; To; T, T2€kNny
T3, Ta; T3, Ta€lN
IX. t1;t1=MT;
t2; 2 = MT2

Obrazek 8: Tecny ke dvema kruznicim k, [, které se protinaji v bodech Ka L

Konkrétni priklady vyuziti: VyuZiva se u kruhové inverze.
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2.5 Kruhova inverze

Definice: ,,JJe dana fidici kruznice w se stfedem So a polomérem r. Kruhova inverze je
zobrazeni, které kazdému bodu X pfifazuje bod X’ polopfimky SoX tak, ze plati
|SoX| - |SoX‘| = r2. Bod Sp nema obraz definovan.* [23]

Poznamky: ,Né&kdy také fikame, Ze bod So se zobrazi, jako nevlastni bod roviny.* [23]
Konstrukce bodu X* v kruhové inverzi plyne z Euklidovy véty o odvésné pravouhlého
trojuhelniku: ,,Obsah ¢tverce sestrojeného nad odvésnou pravouhlého trojuhelniku je
roven obsahu obdélniku sestrojeného z ptepony a useku piepony k této odveésné prilehleé.

[18]

Obrazek 9: Zobrazeni bodu X v kruhové inverzi
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2.5.1 Zakladni véty kruhové inverze
Véta 1. Vnitini body urcujici kruznice w (So, r) se zobrazi na vnéjsi body této

kruznice a naopak, vné&jsi body se zobrazi na jeji vnitini body. [10]

Obrazek 10: Zobrazeni vnéjsiho bodu X vV kruhové inverzi

Véta 2. Body piimky prochazejici stiedem inverze Sp se zobrazuji opét na tuto

piimku s vyjimkou stfedu So. [10]

Poy

Obrazek 11: Zobrazeni primky p prochdazejici stredem inverze SoV kruhové inverzi
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Véta 3. Obrazem piimky p, ktera neprochazi sttedem inverze So, je kruznice p°

prochazejici sttedem Sp kromé bodu So. [10]

® !

Obrazek 12: Zobrazeni primky p na kruznici p' v kruhové inverzi

Véta 4. Obrazem kruznice K (Sk, |[SkSo|) prochazejici stfedem inverze So (kromé

bodu Sp) je pfimka £, ktera neprochézi stfedem inverze So. [10]

Obrdazek 13: Zobrazeni kruznice k na primku k' v kruhové inverzi
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Véta 5. Obrazem kruznice k (S, r), kterd neprochazi stiedem inverze Sp je

kruznice k. [10]

w

Obrazek 14: Zobrazeni kruznice k na kruznici k' v kruhové inverzi

Véta 6. Nutnou a postacujici podminkou, aby kruznice k se stfedem S, rizna od
uréujici kruznice w (So, r), byla v kruhové inverzi samodruzna, je, aby ortogonalné
protinala urcujici kruznici w dané inverze. [10]

Pozndamka: Otrogondalni protinani dvou kruznic znamena, Ze tecny sestrojené v jejich

spolecném bodé jsou navzajem kolmé. [8]

Obrdazek 15: Nutna a postacujici podminka samodruzné kruznice v kruhové inverzi
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Véta 7. Necht’ jsou I, I2 dvé kruznice nebo pfimka a kruznice, které se dotykaji.
Potom:
a) Jestlize se dotykaji v bod¢ T # So, kde So je stied kruhové inverze, potom
se dotykaji i jejich obrazy v bodé T, ktery je obrazem bodu T. [10]

t
X tt

Obrdzek 16: Zobrazeni kruznic 1 a lz, které se dotykaji v bodé T, V kruhové inverzi
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b) Jestlize se dotykaji ve stiedu inverze So, potom jsou jejich obrazem piimky

L1 ;" [10]

Obrazek 17: Zobrazeni kruznic l1 a lo, které se dotykaji ve stredu inverze So, v kruhové

inverzi

Poznamka: V zapisech konstrukci se bude uzivat oznaceni KI (@, So, X — X"). Toto
oznaceni fika, Ze se uziva kruhové inverze (KI) s fidici kruznici w, ktera ma stfed v bodé

So, zobrazujici bod X na bod X".

2.6 Cyklus
Pojem cyklus neboli orientovana kruznice zavedl francouzsky matematik Edmond

Laguerre, ktery se narodil 9. dubna v roce 1834 v Bar-le-Duc, kde také umfiel 14. dubna
v roce 1886. ([9] str. 19)[17]

Kazdé kruznici lze dat dva smysly (tyto smysly jsou navzajem opacné), dle kterych lze
ota¢enim bodu kruznici vytvofit. Takto vznikne orientovana kruZnice, tedy kruZnice se

smyslem, kterou nazveme cyklus. ([9] str. 19)

Poznamka: Cyklem se znaménkem ,,+ tedy s kladnym smyslem otaéeni, rozumime

kruznici orientovanou proti sméru hodinovych ruc¢icek. ([9], str. 19)
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Analogicky cyklem se znaminkem ,,-*, tedy se zapornym smyslem otaceni, rozumime

kruZznici orientovanou po sméru hodinovych rucicek.

2.6.1 Zakladni véty v souvislosti s cykly
Véta o cyklech a chordalach: Jestlize se dva cykly dotykaji soucasné dvou jinych cykli,
pak chordéla jedné dvojice dotykovych cykli prochazi sttedem podobnosti druhé dvojice

cykla. ([10], str. 23)

Véta o poloze polu chordaly: POl chordaly dvou kruznic vzhledem ke kruznici tieti,

ktera se prvnich dvou dotyka, leZi na spojnici dotykovych bodd. ([9], str. 22)

Véta o dotykajicich se cyklech: Dotyka-li se cyklus dvou danych cykl, pak spojnice
dotykovych bodi prochazi stiedem podobnosti danych cyklu. ([9], str. 20)
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3 GeoGebra

,open-source* GeoGebra je dynamicky matematicky
vzdélavaci program, ktery sjednocuje oblasti
geometrie, algebry, tabulkového procesoru, grafi,
statistiky a analyzy do jednoho snadno pouzitelného
balicku. [5]

Tento vzdé€lavaci program dostal mnoho ocenéni

v Evropg¢, ale také v USA. [5]

GeoGebru Ize vyuzivat jako software v pocitaci, Obrazek 18: lkona GeoGebry

ale také existuje moznost ji vyuZivat ve

webovém prostiedi na internetu. Aplikaci pro pocita¢ lze propojit sonline verzi na
internetu a poté je mozné piimo z pocitacového softwaru nahravat vytvorené projekty na
internet, kde mohou (ale nemusi) byt pfistupné i1 jinym uZzivateliim, napt. jako vyukovy
materidl. Materidly lze zptistupnit bud’ vetfejné, tzn. v tomto piipadé budou materialy
ptistupné komukoli, kdykoli a kdekoli s pfistupem na internet, nebo pomoci odkazu.
Takovym projektum se fika ,,aplety, ty je mozné seskupit do tzv. GeoGebra knihy ve

webovém rozhrani programu GeoGebra v profilu registrovaného uzivatele.

3.1 Strucné predstaveni programu

Neoddélitelnou soucasti této prace je program GeoGebra, a proto jsou V této kapitole

piedstaveny jeho internetova verze, ale i verze pro pocitac.

3.1.1 Program v pocitaci

Pocitacovy software GeoGebra je vybornou podptirnou aplikaci, ktera ma mnoho vyuziti.
Je vhodnym pomocnikem ve vyuce, lze ji jednoduse pouZzivat pfi objasnéni pojmu, ale
také mize byt skv€lou alternativou propojeni vyuky matematiky a informatiky. Velka
vyhoda tohoto programu je, Ze je propojena se svou internetovou verzi, kde lze vytvorené

aplety ukladat, ale kde je také lze promitat a sdilet.

V nésledujicich odstavcich bude pocitacova verze GeoGebry predstavena.
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Obrdzek 19: Prostiedi GeoGebry v pocitacové verzi softwaru

Obrazek 19 ukazuje, ze nejvétsi Cast prostfedi programu GeoGebra po jeho spusténi
zabira grafické okno, které se oznacuje nakresna. Nakresna predstavuje dvourozmérnou
prumétnu a v programu GeoGebra jsou tyto ndkresny dvé. Tento program obsahuje
krom¢ nich mimo jiné také tzv. 3D nahled. Mezi v§emi témito nakresnami lze piechazet
pomoci zalozky zobrazit, anebo pouhym kliknutim levého tlacitka mysi do ptislusné

nakresny.

Hned pod panelem zalozek mizeme vidét listu nastroji. Pod jednotlivymi zobrazenymi
ikonami nastroji se schovavaji i dal$i nastroje. Jejich pfehled se zobrazi kliknutim na
znacku malého trojuhelniku nachéazejici se v pravém dolnim rohu kazdé ikony. Napiiklad

prisecik budeme intuitivné hledat pod ikonou bodu apod.

Podél levé strany v obrazku 19 mizeme vidét tzv. algebraické okno, v némz se ukladaji
vSechny (i skryté) objekty, které jsme pii konstrukci apletu zobrazili v nakresnég, resp. v
3D nahledu. Objekty jsou zde zaznamenany a lze jim ménit jejich vlastnosti, jako

naptiklad umisténi, velikost apod.

Tésné nad spodni listou vidime vstupni pole. Objekty neni nutné zadavat pouze pomoci

nastroji, ale v okamzZiku, kdy chceme zadat napf. néjakou kiivku pomoci jeji
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parametrické ¢i implicitni rovnice, mizeme K jejimu zadani pouzit vstupni pole a kiivka

se automaticky do nakresny (3D nahledu) prokresli.

Po spusténi programu se v nakresné automaticky zobrazi osy X, y a miizka. Pokud by osy
a mrizka prekazely néjaké geometrické predstave, lze je skryt. Nékdy je potfeba ménit
i vlastnosti nékterych objektd, napt. osu GseCky chceme nastavit Cerchované, to lze
Vv plovoucim okn¢ vlastnosti objektii zménit. Toto plovouci okno obsahuje vlastnosti

prave vybranych objektl a Ize jej uchytit i pfimo v pracovnim okné.

3.1.2 Program ve webovém prohlizeci

GeoGebru ve webovém prohlize¢i najdeme pod linkem: www.geogebra.org/graphing,

¢imz se dostaneme do velmi podobného prostiedi jako u pocitatového programu.

Pro praci v této verzi neni tieba, aby byl uzivatel zaregistrovany a ptihlaseny. Pokud vSak

chce uzivatel praci ulozit, je tteba, aby byl pfihlaseny ke svému GeoGebra tétu.

« @ @ geogebraorg/gray * 0= R B

= GeoGebra Graficky kalkulator

+

Obrazek 20: Prostredi GeoGebry ve webovém prohlizeci

Na obrazku 20 je vidét, Ze grafické okno je podobné jako v obrazku 19. Mfizka i osy se
daji skryt stejnym zpisobem. Prostfedi programu ve webovém prohlizec¢i se lisi

V ndastrojich, které jsou v této verzi v modré list€ v levé ¢asti prostiedi programu.
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http://www.geogebra.org/graphing

Prechazeni mezi grafy, 3D prostiedim je zde trochu jiné oproti pocitacové verzi
programu. Je zapotiebi vyuzit moznosti vytvofit aplet a poté Vv moznostech vyznacenych
ttemi teCkami pod sebou v pravé ¢asti nahofe pod symbolem lupy piepnout nebo vybrat

moznost 3D prostiedi nebo ndkresny. Algebraické okno funguje i jako vstupni pole.

oA/iI)"\iDA:-,%,@A‘_'ABC:{; Q‘

+
w

Obrazek 21: Prostredi GeoGebry ve webovém prohlizeci 11

3.1.3 Nastroje vyuzivané pfi tvorbé aplet(
Nasleduje piehled nastroji programu GeoGebra, které byly vyuzity pfi tvorbé apleth

zatfazenych do této prace.
Vytvoreni bodu — libovoln¢ umisténého na pracovni plose

Vytvofeni pruseciku

Stied mezi dvéma body

M
L

Vytvoteni primky definované dvéma body (pokud body nejsou vytvorené,

N

vytvoii se)

Sestrojeni kolmice danym bodem k dané ptimce
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Sestrojeni rovnobézky danym bodem s danou ptimkou

Vytvoteni osy usecky

Vytvoreni osy thlu definovaného dvéma ptimkami / useckami /

poloptimkami

Sestrojeni te¢ny z daného bodu k dané kruznici

Vytvoteni kruznice s danym stfedem a vedené¢ danym bodem

Vytvoteni kruznice definované trojici nekolinearnich boda (Apolloniova

uloha typu BBB)

Vytvoteni posuvniku

Textové pole

Zaskrtavaci okénko
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4 Prehled Apolloniovych a Pappovych Uloh feSenych v GeoGebre

Vsechny vytvofené aplety pro Apolloniovy a Pappovy ulohy jsou vlozeny do GeoGebra
knihy, ktera vytvaii sbirku téchto tloh. Knihu Ize nalézt na odkaze:
https://www.geogebra.org/m/amcex3ar.

4.1 Apolloniovy ulohy

Apolloniovy ulohy jsou geometrické priklady, které na zéklad¢ tii danych objekti hledaji
kruZznici ¢i kruznice danych vlastnosti, tj. kruznici prochazejici danym bodem, resp. body,
dotykajici se dané ptimky, resp. ptimek nebo dané kruznice, resp. kruznic. Tyto ulohy

maji nanejvyse 8 obecnych feseni.

Pro kazdy typ Apolloniovy ulohy je vytvoien aplet obsahujici alespont jednu moZnou
metodu feSeni daného typu ulohy. ReSeni uloh jsou v apletech propojena s tzv.
zaSkrtavacim polickem. Jednotlivé kroky feSeni ptislusného typu ulohy jsou propojeny
S posuvnikem a jsou tedy postupné zobrazovany pohybem tohoto posuvniku. Pohybem
posuvniku ale 1 tzv. volnych objektl si uzivatel miize vyzkouset, kdy dany typ tllohy ma
¢1 nema feSeni.

U kazd¢ Apolloniovy tlohy je provedena diskuse jejiho feSeni. Ta se nachazi také

Vv prislusném apletu v sestavené GeoGebra knize.
Nasleduje piedstaveni jednotlivych typti Apolloniovych uloh:

4.1.1 Typ BBB—bod, bod, bod
U tohoto typu ulohy jsou zadané t¥i body A, B, C. Ukolem je sestrojit kruznici k,

ktera prochézi tfemi danymi body.

Rozbor tlohy: Tato tloha ma pravé jeden zplsob feSeni a to pomoci metody

,»mnozina bodd danych vlastnosti“ (MBDV).

Jestlize body A, B a C nelezi na jedné pfimce, jedna se ve své podstaté o konstrukci
kruznice opsané trojuhelniku ABC, pfi¢emz stied hledané kruznice je prisecik os

stran AB, BC, AC trojithelniku ABC.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/gdkabact

Symbolicky zapis:

1. 01; 01 je osa usecky AB
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2. 02; Oz je osa usecky BC
3. S;S€o1No2
4. k; k (S, |SA|)

Pozndamka: Pro konstrukci stredu S neni tieba hledat 0su 03, konstrukce osy 03

muize slouzit jako kontrola presnosti rysovani.

Konstrukce:

Obrazek 22: Apolloniova uloha typu BBB

Diskuse FeSeni: Pocet feSeni této tlohy je zavisly na umisténi danych bodl A, B
a C v roviné. Pokud body A, B, C nelezi na jedné piimce, pak ma uloha pravé

jedno feseni. V opacném piipadé¢ uloha feSeni nema.
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4.1.2 Typ BBp—bod, bod, pfimka
U tohoto typu tlohy jsou zadané dva body A, B a ptimka p. Ukolem je sestrojit
kruznici k, ktera prochazi body A, B a dotyka se primky p.

Rozbor: Na zéaklad¢ umisténi danych prvku v roviné tato loha mize a nemusi
mit feSeni.
Tato uloha ma vice zplsobtl feSeni. Pokud ulohu budeme fesit pomoci MBDV,

bude mit tloha pouze jedno feSeni. Pokud vSak pouzijeme mocnosti bodu ke

kruZnici nebo kruhové inverze, pak bude mit uloha dv¢ feSeni.
Déle ukazeme teSeni této lohy pomoci kruhové inverze:

Ridici kruznici w kruhové inverze uréime tak, aby méla stied vbodé A a jeji
polomér byl roven velikosti |AB|. Poté pomoci kruhové inverze s fidici kruznici
o (A, |AB]) pfevedeme ptimku p na kruznici p ‘, nalezneme teény ty, to ke kruznici
p* sestrojené z bodu B. Nakonec te¢ny t1 a t2 pomoci dané kruhové inverze
zobrazime na kruznice ki1 a k2. Ptitom K1 a ko jsou hledané kruznice prochazejici

body A, B a dotykajici se piimky p.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/mgargz6d

Symbolicky zapis konstrukce: Nasleduje ukazka feSeni ilohy pomoci kruhové

inverze

1. w; o (A |AB|)

2. piKl(w, A p—p)

3. 1, t2 jsou spole¢né teény ke kruznici p “ z bodu B
4. ki, k2; KI (0, A, t1 — kg, t2— ko)
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Konstrukce:

Obrazek 23: Apolloniova uloha typu BBp

Diskuse feSeni: Uloha miize mit prave jedno feSeni, ale nanejvyse dve.

Tato uloha ma jedno feseni pravé tehdy, kdyz body A a B tvoii piimku, kterd je
rovnobézna s ptimkou p. Dvé feseni bude mit v piipadé, kdyz bude piimka, ktera
prochazi body A a B, riiznobézna s piimkou p. V okamziku, kdy jeden z bodu A,
B lezi na pfimce p, z Apolloniovy tulohy typu BBp se stava Pappova uloha
typu BpT. Uloha nebude mit ¥eseni, pokud body A, B budou leZet na piimce p,
anebo pokud body A, B budou leZet v navzajem opacnych polorovinach uré¢enych

piimkou p.

4.1.3 Typ BBk—bod, bod, kruznice
Jsou dany body A, B a kruznice k. Ukolem je nalezeni kruznice k* tak, aby
prochézela body A, B a dotykala se kruznice k.
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Rozbor: Tato uloha ma vice zpusobd feSeni, vhodny zplisob volime podle

uspotadani zadanych prvka.

Pokud body A a B nelezi na kruznici kK, mizeme tlohu fesit pomoci MBDV a
poten¢niho stiedu nebo pomoci kruhové inverze. Toto rozlozeni prvkt ma dvé
feSeni. Jestlize bud’ bod A, nebo bod B leZi na kruznici k, fesi se iloha pomoci

MBDV a ma prave jedno feseni.
Nasleduje popis feSeni ulohy pomoci potencniho stiedu:

Stiedy vyslednych kruZnic budou leZet na ose 0 usecky AB. Nejprve vytvoiime
pomocnou kruznici Kp, jejiz stted Sp je libovonny bod osy tsecky AB a ktera
prochazi body A a B, tj. bude spliovat 1. podminku. Dusledkem toho miZzeme
nalézt potencni stied P kruznic k a kp jako prusecik chordaly p = AB kruznice kpa
hledané kruznice a chordaly s kruznic Ky a K. Z potenéniho stiedu P sestrojime
teCny t1 a t2 ke kruznici K, jejich body dotyku T1 a T2 s danou kruznici k ziskame
jako praseciky Thaletovy kruznice sestrojené nad primétem PS. Stiedy S; a S»
hledanych kruznic k1 a ko ziskame po fadé jako priseciky polopiimek T1S a ST»
s 0sou usecky AB. Sestrojime kruznice K1 (S, |S1T1]) a ka2 (S2, [S2T2|).

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/jexszru2

Symbolicky zapis konstrukce:

p;p =AB

0; osa usecky AB

Sp; Sp € 0, libovolny bod

Ko; Ko (Sp, | Sp A|) (musi spliiovat 1. podminku, tj. prochazet body A a B)
E;F;E,Fek Nk

S;s =EF

P; P € p N s (potencni stired)
Sps; stied tsecky PS

ke; Kt (Sps, [SpsS|)

10. Ty, T2; Ty, T2 €keN k

11. 6y, to; t1 =PTo, t2 =PTy
12.S1; St€ 0 N T1S

S2; S2€0 NST?

© 0o N o g bk~ w dhF
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13. K1; k1 (S1, [S1T1l)
ko; Ko (S2, [S2T2|)

Konstrukce:

Obrazek 24: Apolloniova uloha typu BBk
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Diskuse feSeni: Tento typ tlohy ma nanejvyse dv¢ feseni.

Pokud oba body A a B leZi na kruznici k, nebo pokud jeden z bodu A, B lezi vné a
druhy uvnitf kruznice k, uloha nema feseni. Pokud jeden z bodu lezi na kruznici
k a druhy ne, uloha bude mit pravé jedno feseni a stava se z ni Pappova uloha typu

BKT. Uloha ma dvé feseni pokud body A a B nelezi na kruznici k.

Typ Bpp — bod, prfimka, pfimka
Je dan bod B a dvé piimky qa p. Ukolem je sestrojeni takové kruznice k, ktera se

bude dotykat soucasné obou ptimek g a p a zaroven prochazet bodem B.

Rozbor: Tato uloha ma vice zptisobi feseni. Zptisob feseni volime dle usporadani

zadanych prvkda.
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Pokud jsou zadané primky p a g riznobézné a bod B nelezi na zadné z nich, pak
se uloha s takto rozmisténymi prvky da fesit pomoci stejnolehlosti nebo pomoci

kruhové inverze.
Dale je popsano feseni tulohy pomoci kruhové inverze:

Ridici kruZnice o se stfedem kruhové inverze v bodé B ma libovolny polomér.
Ptimky p a g se v dané kruhové inverze zobrazi na kruznice p ‘a ¢ ‘. Ke kruznicim
p‘a g nalezneme teCny ki“ a k2‘. Tecny ki'a ko” pomoci kruhové inverze se

sttedem B a s fidici kruznici w zobrazime na hledané kruznice ki a ko.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/zuaf8gqb

Symbolicky zapis konstrukce: Pomoci kruhové inverze

1. o, 0 (B,r)

2. p,q Kl(0,B,p—p’qg—q)

3. ki ka5 ki, ka2 jsou spolecné te¢na ke kruznicim p*, g*
4

k1, kz; KI (a), B, ki‘— k1, ko — kz)

Konstrukce:

Obrazek 25: Apolloniova uloha typu Bpp
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4.1.5

Diskuse FeSeni:
Uloha nemé 4dné fesent:
- Pokud pfimky p a g jsou navzajem rovnobézné a pokud soucasné bod B lezi

vné pasu vytvorené¢ho piimkami p a q.

- Pokud jsou ptimky p a g riznobézné a bod B je prisecikem.
Uloha ma pravé 1 feseni:

- Pokud jsou piimky p a g navzajem rovnobézné a pokud bod B leZi na jedné ze

dvou danych piimek. (Pappova tloha typu ppT)

Uloha ma 2 feSeni:

- Pokud jsou ptimky p a g navzajem rovnobézné a pokud bod B lezi uvniti pasu
vytvofeného piimkami p a g.

- Pokud jsou ptimky p a g riznobézné a bod B lezi pravé na jedné ze dvou
zadanych pfimek. (Pappova uloha typu ppT)

- Pokud jsou pifimky p a ¢ rtznobézné a bod B nelezi na zadné ze

zadanych piimek.

Typ Bpk —bod, prfimka, kruznice
Je dan bod B, p¥imka p a kruZnice k (S, r). Ukolem je sestrojeni kruznice I, ktera

prochazi bodem B, dotyka se soucasné piimky p a kruznice k.

Rozbor: Tato tloha ma vice zpusobu feseni. Zptisob feseni se voli dle uspotradani

zadanych prvki.

Pokud se zadana pfimky p a kruznice k dotyka v bodé T a bod B nelezi na zadné

z nich, ani uvniti kruznice K, pak se uloha fe$i pomoci kruhové inverze.
Nésleduje feSeni pomoci kruhové inverze:

Ridici kruznice o se stfedem kruhové inverze v bodé B ma libovolny polomér.
Piimka p a kruznice k se v dané kruhové inverze zobrazi na kruznice p“a k. Ke
kruznicim p “ a k‘ nalezneme tecny t1, t2a ts. Tecny ti, t2 & t3 pomoci kruhové

inverze se sttedem B a s fidici kruZznici o zobrazime na hledané kruznice |, |2 a Is.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/msck42dw
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Symbolicky zapis konstrukce:

1. w; o (B, )

2. p5KIl(w,B, p —p)

3. k5Kl (w, B k — k)

4. 1y, to, t3; jsou spolecné tecny ke kruznicim p*, k°
5

ki, ko; Kl (@, B, 1 — Iy, o — I, 3 — |3)

Konstrukce:

Obrazek 26: Apolloniova uloha typu Bpk

Diskuse FeSeni:

Uloha nemé Zadné fesent:

- Pokud bod B je spole¢nym bodem piimky p a kruznice k a ptitom pfimka p
je se€nou kruznice k.

- Pokud spolu pfimka p a kruznice k nemaji zadny spoleény bod a bod B lezi
uvniti kruznice K.

- Pokud spolu pfimka p a kruznice k nemaji zadny spoleény bod a bod B lezi

V opacéné poloroving urcené piimkou p, nez ve které lezi kKruznice k.
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4.1.6

Uloha mé 1 feSeni:

- Pokud je ptimka p te¢nou kruznice k a bod B lezi uvnitf kruznice k. (Pappova
uloha typu kkT)
- Pokud je ptimka p te¢nou kruznice k a bod B lezi v opa¢né poloroving urcené

piimkou p, nez ve které lezi kruznice K. (Pappova uloha typu kkT)
Uloha m4 2 feSeni:

- Pokud bod B nalezi ptimce p, ale nenalezi kruznici k. (Pappova uloha

typu kpT)
- Pokud bod B nalezi kruznici k, ale nenalezi ptimce p. (Pappova uloha

typu pkT)
- Pokud je ptimka p se¢nou kruznice k a bod B nenalezi ani piimce p, ani

kruznici k.
Uloha ma 3 feSeni:

- Pokud je ptimka p te¢nou kruznice k a bod B lezi v téze poloroviné uréené

piimkou p, jako lezi kruznice k.
Uloha ma 4 feSeni:

- Pokud spolu piimka p a kruznice k nemaji zadny spole¢ny bod a bod B lezi

V téze poloroviné uréené ptimkou p, jako lezi kruznice K.
Uloha ma nekonecné¢ mnoho feseni:

- Pokud bod B je spole¢nym bodem piimky p a kruznice k a piimka p je pfitom

teé¢nou kruznice k.

Typ Bkk — bod, kruznice, kruznice
Jsou dany dvé kruznice ki (S1, r1) a k2 (Sz, r2) a bod B. Ukolem je nalezeni takové

kruznice, ktera se dotyka danych dvou kruznic k1 a k2 a prochazi bodem B.

Rozbor: Tato tiloha ma vice zptsobt feseni. Zplsob feseni volime dle uspotradani

prvk.

Pokud jsou kruzZnice ki a ko soustiedné a bod B lezi v mezikruzi kruznic ki a ko,

pak tlohu feSime pomoci metody mnoziny bodl danych vlastnosti. V ptipadé, Ze
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nemaji zadny spole¢ny bod a bod B lezi vné obou danych kruznic ki a kz, pak je

mozné fesit tento typ ulohy pomoci kruhové inverze.
Nasleduje popis feseni ulohy pomoci kruhové inverze:

Jsou dané kruznice k1 a ko, které nejsou soustiedné, ptitom ale kruznice ki lezi
uvnitt kruznice k> Dale je dan bod B, ktery je vnéjSim bodem kruznice ki a
sou¢asné vnitinim bodem k. Ridici kruznici w volime tak, aby méla stied v bodé
B a protinala ob¢& kruznice ki a kz. Dale pomoci kruhové inverze s fidici kruznici
w a sttedem B zobrazime kruznice k1 a ko na kruznice ki “ a k2 *. K nové vzniklym
kruznicim K1 a ko° nalezneme te¢ny t1, t2, t3 a ta. Teény pomoci dané kruhové

inverze zobrazime na hledané kruznice l1, Iz, I3 a la.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/cqcfwzhx

Symbolicky zapis konstrukce: Pomoci kruhové inverze

1. w0 (B,r)

2. ki, k2% Kl (0, B, ki — ki, k2 — k2)

3. 1, b, t3, t; 11, to, t3, t4 jsou spolecné te¢na ke kruznicim k1 “a ko *
4

I, 2, 13, la; Kl (0, B, t1 — I3, t2 — I, t3 — I3, t4 — 14)
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Konstrukce:

T4

_|

Obrdazek 27: Apolloniova iloha typu BKk

Diskuse FeSeni:

Uloha neméa 7adné feSent:

- Pokud kruznice ki, k2, kde r1 <rz, jsou soustiedné a bod B lezi uvnitf kruznice
k1 nebo vné kruznice ko .

- Pokud jsou kruznice k1, k2, kde r1 < rz, nesoustfedné, kruznice ki lezi uvnitf
kruznice ko a bod B leZzi uvnitt kruznice k1 nebo vné kruZnice ko.

- Pokud se kruznice ki, k2 protinaji a bod B je jednim z prisecikt téchto dvou
kruZznic.
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- Pokud kruznice ki1, ko nemaji zadny spole¢ny bod a ani jedna z nich nelezi
uvniti druhé a bod B lezi uvnitf jedné z nich.
Uloha mé 1 fedeni:

- Pokud kruznice k1, ko maji vnitini dotyk a bod B lezi na jedné z nich. (Pappova
uloha typu kkT)

- Pokud kruznice ki, ko maji vnéj$i dotyk a bod B lezi na jedné z nich. (Pappova
uloha typu kkT)

Uloha ma 2 feSeni:

Pokud jsou kruznice ki, k2, kde r1 < r2, jsou soustfedné a bod B lezi na jedné

z nich. (Pappova uloha typu kkT)

Pokud jsou kruznice k1, ko, kde ri1 < r2, nesousttedné, kruznice ki lezi uvnitf

kruznice k2 a bod B lezi na jedné z nich. (Pappova tloha typu kkT)

Pokud se kruznice k1, k2 protinaji a bod B lezi na jedné z nich. (Pappova tloha
typu kkT)

Pokud se kruznice ki, ko protinaji a bod B je vné&j§im bodem obou kruznic.
Uloha mé 3 fe3eni:

- Pokud kruznice k1, k> maji vnitini dotyk a bod B neni bodem Zadné z nich.

- Pokud kruznice k1, k> maji vnéjsi dotyk a bod B neni bodem zadné z nich.

Uloha ma 4 feSent:

- Pokud kruznice ki, k2 lezi vedle sebe a bod B lezi mimo obou zadanych
kruZnic.

- Pokud jsou kruznice k1, k2, kde r1 < rz, nesoustfedné, kruznice ki lezi uvnitf
kruznice k2 a bod B je vnéjsi bod kruznice k1 a soucasné vnitini bod kruznice
K.

- Pokud jsou kruznice ki, k2, kde r1 < r2, soustfedné a bod B lezi v mezikruzi

zadanych kruznic.
Uloha ma nekone¢né mnoho feSenti:

- Pokud kruznice ki, k2 maji vn&jsi dotyk a bod B je bodem dotyku téchto
kruZnic.
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- Pokud kruznice ki, ko maji vnitini dotyk a bod B je bodem dotyku téchto
kruznic.

4.1.7 Typ ppp — pfimka, pfimka, pfimka
Jsou déany tii piimky g, f, h. Ukolem je narysovat kruZnici tak, aby se dotykala

soucasn¢ vSech tfi danych piimek.

Rozbor: Tato uloha ma vice zptisobi feSeni. Zpusob feSeni volime dle usporadani

zadanych prvka.
Nasleduje popis feSeni ulohy pomoci MBDV:

Zadané ptimky se protinaji ve tiech bodech. Uloha se fesi v tomto piipadé pomoci
MBDV. Prvni kruznici, ktera se spolecné dotyka vSech tfi pfimek, nalezneme
snadno, jedna se o kruznici vepsanou trojuhelniku, jehoZ strany lezi na danych
pfimkach a jehoz vrcholy jsou priseciky piimek. Stfed kruZnice trojiihelnika
vepsané sestrojime jako priiseCik os vnitinich thli trojuhelniku. Pfitom ramena
téchto thla splyvaji s danymi pfimkami. Sestrojime-li jest¢ osy vnéjSich thla
trojuhelniku, pak praseciky vzdy dvou os vnéjSich thli s osou ttetiho vnitfniho
uhlu tvofi stfedy hledanych kruznic. Polomér vyslednych kruznic nalezneme
pomoci kolmic Kk, ki, kn, km spusténych K piimkam g, h, f. Priseciky kolmic
s pfimkami g, h, f jsou body dotyku. Poloméry vyslednych kruZnic jsou
vzdalenosti sestrojenych stiedu K, L, M, N od pfimek g, h, f.

Poznamka: Kruznice I, m, n se nazyvaji kruznice trojuhelniku pripsané.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/gkamneww

Symbolicky zapis konstrukce:

1. A;Aehnnft
B;Begnf
C;,Cegnh
2. 03, 0s; 03, 05 jsou osy uhli tvofenych piimkami f, g
01, 04; 01, 04 jsou osy uhla tvofenych piimkami f, h
02, Os; 02, 06 jsou osy uhli tvofenych ptimkami g, h
3. L;LeoiNos
K; K€ 02N 04
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N; N € 01 N 06
M; M € 03N 06
4. kikiLfALE K
ki km L g\ M€ kn
knknL h NNE k,
ki kel g A K€ ki
5. T Ti€kNf
75 T2€ kmN g
T3 T5€ kN h
T Ts€ kN g
6. 11(L |LTi)
k k(K |KT4)
nm;, m (M, |MT2|)
m n (N, |NT3|)

Konstrukce:

Obrdazek 28: Apolloniova iloha typu ppp
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4.1.8

Diskuze FeSeni:
Uloha mé 0 feSeni:

- Pokud jsou ptimky p1, p2, p3 navzajem rovnobézné razné.

- Pokud se ptimky p1, p2, p3 protinaji pravé v jednom bodé.

Uloha ma 2 feSeni:

- Pokud jsou pfimky p1 @ p2 navzajem rovnobézné a piimka ps je ob¢ protina.
Uloha ma 4 feseni:

- Pokud se ptimky p1, p2, ps protinaji ve tfech riznych bodech.

Typ ppk — pfimka, pfimka, kruznice

Jsou dany dvé piimky p, g a kruznice k (S, r). Ukolem je nalezeni takové kruznice

I, ktera se dotyka soucasné obou piimek p, g a také kruznice k.

Rozbor: Tato uloha ma vice zptsobu feSeni. Zptisob feseni volime dle uspofadani

prvka.
Nasleduje popis feSeni ulohy pomoci stejnolehlosti:

Piedpokladame, Ze piimky p a g jsou riznob&zné a kruznice K nema s piimkami
7adny spoleény bod. Uloha stakto rozlozenymi prvky se fe§i pomoci

stejnolehlosti.

Stredy vyslednych kruznic budou lezet na ose 0 thlu seviené¢ho piimkamip aga
obsahujiciho danou kruznici k. Sestrojenim tecen ti, to, t3 a t2 ke kruznici K,
priemz t; atz jsou rovnobézné s piimkou p a ts, ts jsSou rovnobézné s piimkou q.
Prisecikem tecen t1, t4 je bod P " a prisecikem teCen t2, tz je bod P Ptimky PP’
PP " protnou kruznici k v bodech dotyku T, T2, T3, T4 hledanych kruznic s danou
kruznici k.

Stred Q1 vysledné kruznice |1 je prisecik osy 0 a pfimky s1 = STy, resp. stied Q2

kruznice I2 je prusecik osy 0 a ptimky Sz = STo, stied Q3 kruznice I3 je prisecik
0sy 0 a piimky S3 = STj, stied Q4 kruznice l4 je prisecik osy 0 a ptimky Ss = STj.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/q7stnrjd

Konstrukce:
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P;Pepnq

. 0; osa thld sevienych pfimkami p a g a obsahujiciho danou kruznici k
. 11, to; teCny ke kruznici k a zaroven rovnobézky s p

t3, ts; teny ke kruznici k a zaroven rovnob&zky s q

PiPretinNy

P P"etoNts

. T1, T2 Ty, T2€ kN PP

T T To, Ta €k PP

. S1;81=ST1

S2; $2=ST»
S3; 83 = ST3

S4; 54 = ST4

. Q;Q1estNo

Q2;,Q2€s2N0
Q3 Q3eszNoO
Q4,QsessNoO
l1; 11 (Q1, |Q1T4[)
I2; 12 (Q2, [Q2T2])
Is; I3 (Qs, [QsTs])
l4; 12 (Qa, |Q4T4l)
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Konstrukce:

Obrazek 29: Apolloniova uloha typu ppk
Diskuse FeSeni:
Uloha neméa 74dné feseni:

- Pokud jsou ptimky p, g navzajem rovnobézné a kruznice K lezi vné pasu, ktery

tvofti piimky p, g.
Uloha ma 1 feSent:

- Pokud jsou pfimky p, q navzijem rovnobézné a jedna z piimek je te¢nou

kruznice K, jejiz stfed leZi mimo pas ur¢eny ptimkami p, q.
Uloha ma 2 feSeni:

- Pokud jsou piimKy p, q navzajem rovnobézné a jedna z piimek je se€nou
kruznice k.

- Pokud jsou ptimky p, q rovnob&zné a obé piimky jsou te¢nami kruznice K.
Uloha ma 3 feseni:

- Pokud jsou pfimky p, g navzdjem rovnobézné a jedna z piimek je tecnou

kruznice K, jejiz stted lezi uvnitf pasu uréeného ptimkami p, .
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4.1.9

Uloha mé 4 feSeni:

- Pokud jsou ptimky p,  navzajem rovnob&zné a ob¢ jsou se¢nami kruznice K.

- Pokud jsou ptimky p, g navzajem rovnobézné a kruznice K lezi uvniti pasu
jimi uréeného.

- Pokud jsou pfimky p, g riznobézné a kruznice k nema se zadanymi ptimkami
zadny spolec¢ny bod.

- Pokud jsou piimky p, q riznobézné a piimka p nebo piimka q je teCnou
kruznice k. (Pappova uloha typu ppT)

- Pokud jsou piimky p, g riznobézné a piimka p nebo piimka q je secnou

kruznice k.
Uloha ma 6 feSeni:

- Pokud jsou pfimky p, q riznob&zné a kruznice k se dotyka ptimky p a protina
pfimku Q.

Uloha m4 8 feseni:
- Pokud jsou ptimky p, g riznobézné a kruznice K protina obé piimky p, q.

Typ pkk — ptimka, kruznice, kruznice
Jsou dany dvé kruznice ki (S, r1), k2 (S, r2) a ptimka p. Ukolem je nalézt takovou

kruznici |, aby se dotykala souc¢asn¢ obou kruznic ki, k.

Rozbor: Tato tloha ma vice zplsobu feSeni. Zpusob feSeni volime opét dle

zadanych uspotradani prvku.
Nasleduje popis feseni ulohy pomoci metody MBDV:

Piedpokladejme, Ze jsou zadané kruznice ki a ko, kde r1 < r2, které jsou soustiedné
a dale je dana piimka p, ktera je se¢nou kruznice kKo. Pfimka p nema s kruznici
ki zadna spole¢ny bod. Stredy vyslednych kruznic budou lezet na kruznici u se
sttedem S a s polomér 1/2 (r1 + r2) a dalsi stiedy dvou hledanych kruznic budou
lezet na kruznici v se sttedem S a s polomér 1/2 (r2—r1). Sttedy hledanych kruznic
lezi kromé kruznic u, v také na ptimkach p"a p ”’, které jsou rovnobézné s danou
ptimkou p. Pfitom piimka p‘ je od ptimky p vzdalena o hodnotu rovnou
1/2 (r2 - r1) a ptimka p *“ je od ptimky p vzdalena o hodnotu rovnou 1/2 (r1 + r2).
Priseciky piimky p‘ a kruznice u jsou stiedy Qi, Q2 hledanych kruznic Iz, I2
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priseciky piimky p‘‘ a kruznice Vv jsou stiedy Qs a Qs hledanych kruznic I3, la.
Polomér vyslednych kruznic nalezneme pomoci kolmic sestrojenych k ptimce p,
vedenych jednotlivymi sestrojenymi sttedy Q1, Q2, Qz a Q4 vyslednych kruznic.
Prisecéiky kolmic a pfimkou p jsou body dotyku hledanych kruznic s ptimkou p.
Poloméry vyslednych kruznic jsou tedy vzdalenosti stfedii kruznic od bodu

dotyku lezicich na tychz kolmicich.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/sy79uf3s

Symbolicky zapis konstrukce:

1. u,u(S, 1/2(r+r))
2. v,V (S, 1/2 (r2—ry)
3. pLpllpAv(p, p)=1/2(r2-rl)
4. p",p"|lpAv(p, p") =1/2(rl +r2)
5. Q1, Q2 Q,Qeunyp
6. Qs3, Q4 Qs, Qs €V N P”
7. n,nLpAQiEM
N2, N2 LPAQs€EN
N3, N3 LPAQs€EnN;3
Ng, Na LPAQ2E Ny
8. T, TaemNp
To, T2€N2N P
T3, Ts€nsNp
Ts, Ta€NaN P
9. l1, 11 (Q1, |Q1T1))
I2, 12 (Q2, |Q2T2[)
I, I3 (Qs, |Q3Ts3[)
la, 12 (Qa, |QaT4[)
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Konstrukce:

Obrazek 30: Apolloniova uloha typu pkk

Diskuse FeSeni:

Uloha nema z4adné feseni:

- Pokud jsou kruznice ki a k2 soustfedné a piimka p nema se zadanymi
kruznicemi zadny spole¢ny bod.

- Pokud jsou kruznice ki a ko nesoustiedné, protinaji se a ptimka p prochazi
pruseciky obou kruznic.

- Pokud jsou kruznice k1 a k2 nesoustfedné a pokud lezi v navzajem opaénych

polorovinach ur¢enych ptimkou p.
Uloha ma 4 feSeni:

- Pokud jsou kruznice k1 a ko soustiedné a piimka p je se¢nou alespon jedné

Z nich.
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4.1.10

Uloha ma 8 feseni:
- Pokud nema pifimka p se zadanymi kruznicemi Zadny spole¢ny bod a

kruznice k1 a k2 jsou nesoustfedné a obé lezi v jedné poloroviné urcené

ptimkou p.
Uloha méa nekoneéné mnoho feSeni:

- Pokud jsou kruznice ki, ko nesoustfedné a piimka p ma se zadanymi

kruznicemi prave jeden spolecny bod.

Typ kkk — kruznice, kruZznice, kruznice
Jsou dany tii kruznice ki (S1, r1), k2 (S2, 12), K3 (Ss, r3). Ukolem je nalézt takovou

kruznici |, ktera se dotyka vsech tii zadanych kruznic soucasné.

Rozbor: Tato uloha ma vice zpusobu feSeni. Zpisob FeSeni znovu volime dle

uspofadani zadanych prvka.
Nasleduje feseni tlohy pomoci kruhové inverze:

Piedpokladejme, Ze jsou dany dvé kruznice K1 a ko , které se protinaji ve dvou
bodech L, K a kruznice k3, které nema s kruznicemi K1 a ko nema zadny spole¢ny
bod. Pfi daném rozmisténi zadanych kruznic se uloha se fesi pomoci kruhové
inverze. Ridici kruZnici w volime tak, aby méla stfed v bodé L a protinala viechny
tfi zadané kruznice Kz, k2, k3. Pomoci kruhové inverze s fidici kruznici w a stfedem
L, zobrazime kruznice ki, ko, k3 na dvé piimky ki, k2 * a na kruznici k3 °. Ulohu
Vv tuto chvili miZzeme pievést na Apolloniovu tlohu typu ppk. Nalezena feSeni
z Apolloniovy ulohy typu ppk zobrazime pomoci kruhové inverze a tim

ziskavame vysledné kruznice.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/usgbmvy2

Symbolicky zapis konstrukce:
1. w0 (L, 1)
2. ki k2 ks’ Kl (w, L, ki > K1 k2 — ko', ks — ks )
3. Prevedeni ulohy na Apolloniovu tlohu typu ppK (rizové kruznice
V obrazku ¢. 31)
Vznik kruznic mz, mz, ms, M

4. g, Iz, I3, 1s; Kl (@, L, my— Iy, mz — o, mz — I3, ma — lg)
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Konstrukce:

Obrazek 31: Apolloniova uloha typu kkk

Diskuse ieSeni:

Uloha nema 7adné feseni:

- Pokud jsou v8echny zadané kruznice ki, k2, k3 soustfedné.

- Pokud jsou soustiedné kruznice ki a ko a stied kruznice ks nelezi v mezikruzi

vytvoieném kruznicemi ki a ko.
Uloha m4 4 feSent:

- Pokud jsou kruznice ki a ko soustiedné a kruznice ks protina jednu z kruznic
ki, ka.

- Pokud jsou kruznice ki a ko soustiedné a kruznice ks protina obé& zbyvajici
kruZnice.

- Pokud se kruznice k1, k2 a ks protinaji pravé v jednom bodé.

- Pokud se protinaji kruznice ki a ko a pokud kruznice k3 S nimi nema zadny
spole¢ny bod.
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Uloha mé 6 feSeni:

- Pokud jsou kruznice ki a k2 soustfedné a kruznice ks se dotyka bud’ kruznice ki

nebo kruznice ka.
Uloha ma 8 feleni:

- Pokud jsou kruznice ki a k2 soustifedné a ks lezi v mezikruzi kruznic k1 a ko
pri¢emz nema s kruznicemi K1, k2 Zadny spole¢ny bod.

- Pokud kruznice ki, k2 a ks nejsou soustiedné a nemaji spolu zadny spole¢ny
bod.

4.2 Pappovy ulohy

Pappovy ulohy mohou byt povaZzovany za podulohy Apolloniovych uloh. U Pappovych
uloh jsou predem dané tfi objekty a pfitom praveé jeden dany bod lezi vzdy bud’ na dané
piimce, nebo na dané kruznici. Ukolem je opét sestrojit kruznici prochazejici danym
bodem, resp. body a dotykajici se dané piimky v daném bodé dotyku, nebo dané kruznice
taktéZ v daném bod¢ dotyku.

4.2.1 Typ BpT—bod, prfimka, bod dotyku
U této ulohy je zadany bod B, piimka p a bod T na piimce p. Ukolem je nalézt
takovou kruznici Kk, aby prochazela bodem B a aby bod T byl bodem dotyku
kruznice Kk a piimky p.

Rozbor: Tato uloha se fe$i pomoci MBDV. Stfed hledané kruznice nalezneme
jako prinik dvou mnozin. Prvni mnozinou bude mnoZina vSech bodu, které jsou
stejné vzdalené od bodii B a T, coz je osa isecky BT. Druhou mnozinou je mnozina

sttedti vSech kruznic, které prochazeji bodem T.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/grwzhpax

Symbolicka zapis konstrukce:

nnLPATEN
Sgr; stfed usecky BT
OpT; osa UseCky BT
S; SeosrNn

k; k (S, |ST|)

o > w e
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Konstrukce:

Obrazek 32: Pappova uloha typu BpT

4.2.2

Diskuse FeSeni: Tato uloha ma prave jedno feSeni nebo zadné feSeni. Zadné feSeni
nema v piipadé, kdy i bod B lezi ptimce p, V opacném piipadé feSeni ma.
Typ ppT — pfimka, pfimka, bod dotyku

Ukolem v této uloze je najit kruznici K, ktera se dotyka piimek p a g, a to v bodé

T, ktery leZi na jedné ze dvou danych piimek.

Rozbor: Uloha se fesi pomoci MBDV. Stiedy hledanych kruznic lei jak na osach
uhli vytvofenych ptimkami p a g, tak i na kolmici prochazejici bodem T Kk ptimce,

na niz bod T lezi. Priiseciky os a kolmice jsou stfedy hledanych kruznic.
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Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/ksasn7qs

Symbolicka zapis konstrukce:

1. N;nLpATEN
2. 01, 02; osy uhlii tvofenych ptimkami p, q
3. S;;S1€ENNO1
S2; S2€nNo2
4. Kk; ke (S2, |S2T])
k2; k2 (S1, |S1T|)
5 81589 LQqQASIES
$2;2 LQAS2ES
6. TuTi€EgN S
Ty ToEQN S

Konstrukce:

Obrazek 33: Pappova uloha typu ppT
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4.2.3

Diskuse FeSeni: Tento typ tlohy ma az dvé feseni a to v ptipadé, pokud primky p
a q jsou riiznobézné. Pokud jsou pfimky p a g navzajem rovnobézné, existuje

prave jedno feseni.

Typ kpT — kruznice, primka, bod dotyku
Jsou dany kruznice K (S, r) a pfimka p, na ptimce p je dan bod T. Cilem je sestrojit
kruznici |, ktera se bude dotykat ptimky p vbodé T a také se bude dotykat

kruznice k.

Rozbor: Tato tloha se fe$i pomoci stejnolehlosti. Stied hledané kruznice lezi na
kolmé pfimce n K ptimce p prochéazejici bodem T. Vysledna kruznice a kruznice
k budou mit pravé jeden spole¢ny bod dotyku. Tento bod dotyku je také stied
stejnolehlosti vysledné kruznice a kruznice k. Ve stejnolehlosti se stfedem
stejnolehlosti v bodé¢ dotyku dané kruznice ka vysledné kruznice se zobrazi
kruZnice K na vyslednou kruznici, pfimka n na ptimku n' a ptimka p na ptimku p’,
ktera ma dotyk s hledanou kruznici. Bod T se zobrazi do bodu P. Stfed
stejnolehlosti, vzor a obraz jsou ve stejnolehlosti kolinearni body. Stied
stejnolehlosti R tedy nalezneme jako prisecik kruznice k a pfimky TP. Priunikem

piimky n a piimky SR ziskavame stted hledané kruznice.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/bz965dmr

Symbolicky zapis konstrukce:

1. n;nLpATEN
2. nn"LpASER’
3. Py, P2y Py, P2enNk
4. R;;RiePiTNKk
R2; R2 € P2T Nk
5. S1;S1€SR1NnN
S2;S2€SR2Nn
6. l1; 11(Sa, |S1T))
I2; 12 (S2, [S2T])
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Konstrukce:

Obrazek 34: Pappova uloha typu kpT

Diskuse FeSeni: Tato tloha ma pravé dvé feSeni, pokud kruznice k a ptimka p
nemaji zadny spolec¢ny bod. Uloha ma nejvyse jedno feSeni, pokud kruznice

k protina pfimku p a bod T lezi na piimce p.

Pokud se piimka p bude dotykat kruznice k v bod¢ T, pak ma tiloha nekone¢né

mnoho feSeni.

4.2.4 Typ BKT —bod, kruznice, bod dotyku
V této tloze jsou zadany bod B, kruznice k (S, r) a bod T na kruznici k. Ukolem je
nalézt takovou kruznici k£ *, ktera bude prochazet bodem B a ktera se bude dotykat
kruznice kK v bodé T.

Rozbor: Tato tloha se fesi pomoci MBDV. Sestrojime-li te¢nu v bodé T ke

kruznici k, mizeme lohu prevést na Pappovu ulohu typu BpT.
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Lze také prolozit body T a S piimku p, pak prusecik osy 0 usecka BT a pfimky
TS = p je sttedem vysledné kruznice.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/cffd2ahg

Symbolicky zapis konstrukce: pomoci MBDV
1. O; osatsecky TB
2. §58S‘eonTs
3. K E(S ST

Konstrukce:

Obrazek 35: Pappova uloha typu BkT

Diskuze FeSeni: Tato tloha mé pravé jedno feSeni a nelze usporadat zadané prvky

tak, aby neslo tlohu vyfesit.
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4.2.5 Typ pkT— primka, kruznice, bod dotyku
Ukolem je nalézt kruznici |, ktera se dotyka zadané piimky p a
kruznice Kk (S, r) vbod¢ T.

Rozbor iilohy: Uloha se fesi pomoci MBDV. Sestrojime-li ke kruZnici k v bodé T
tecnu, ktera protne piimku p, pak ulohu ptevedeme na Pappovu tlohu typu ppT.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/eubyequn

Symbolicky zapis konstrukce: pomoci MBDV

1. d;d=TS

2. Lt LTSATEL

3. 01, 02; osy thll uréenych piimkami p a t
4. S; Si€ornd

Sz S2€02Nd
5. I 1:(S1]85:7)
12 12 (82| S21))

Konstrukce:

Obrdazek 36: Pappova uloha typu pkT
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Diskuse FeSeni: Tato tloha ma pravé dve feseni, pokud bod T, nelezi na kolmici

Kk pfimce p vedeném bodem S. V uvedeném piipadé ma tloha feSeni praveé jedno.

4.2.6 Typ kkT —kruznice, kruznice, bod dotyku
V této uloze jsou zadany dveé kruznice Kz (S1, 1) a k2 (S2, r2). Na jedné z nich
je zadany bod T. Ukolem je sestrojit kruznici dotykajici se obou dvou

zadanych kruznic a pfitom se jedné z nich dotykat pravé k bodé T.

Rozbor: Ulohu fedime pomoci stejnolehlosti se stiedem stejnolehlosti v bodé
dotyku dané a hledané kruznice. V nasem piipdé€ jsou stifedy stejmolehlosti
tedy body R, R2. Pokud v bodé T € ki sestrojime te¢nu ke kruznici ki, pak

muzeme Ulohu pfevést na feSeni Pappovy tlohy typu kpT.

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/rpske2bc

Symbolicky zapis konstrukce:
1. n;n=TS;
2. LtLTSINTet
3. nyn‘||InANS2€n’
4. Py, Pz; P, P2z€ n'N k2
5. Ry Ri€ PiITN k2
6. RzR-€ P:TN k>
7. O3 O:€ S2RiN n
0z, 02€ R252N n
8. I 1:(05410:7)

12 12(05|02T)
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Konstrukce:

Obrazek 37: Pappova uloha typu kkT

Diskuse FeSeni: Uloha ma dvé feseni, pokud dané kruznice nemaji zadny
spole¢ny bod. Pokud se dané kruznice napiiklad dotykaji v bodé¢ dotyku T,
pak lloha ma nekoneéné mnoho feseni. Uloha mé jedno feseni, pokud se dané

kruZnice budou dotykat a bod T bude leZet na jedné ze zadanych kruZnic.
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5 Pristupy k feSeni Apolloniovych uloh

Resenim Apolloniovych tloh se napti¢ minulosti zabyvala spousta matematiktl. Kazdy
se snazil nalézt obecny nebo sviij vlastni zptisob, jak tyto ulohy vytesit. Nejproslavené;si
ulohou, kterou se snazili védci (ne nutné matematici ¢i geometfi) vyfesit pomoci pravitka
a kruzitka, je Apolloniova tloha typu Kkk, v niz se ke tfem kruznicim hleda takova

kruznice, ktera se dotyka vsech téchto kruznic.

5.1 Joseph Diez Gergonne
J. D. Gergonne byl francouzsky matematik a logik narozeny v roce 1771 v Nancy.
Zemiel vroce 1859 ve francouzském mésté Montpellier. Je autorem obecného

systematického feSeni Apolloniovy tlohy typu kkk. Jako prvni vyslovil tento postup a

uvetejnil ho v roce 1816. ([12], str. 72)

Vymyslel ,nejlepsi® feSeni vySe uvedené Apolloniovy tlohy a také dokazal spoustu

dal8ich zptsobu feseni ostatnich typti Apolloniovych uloh. ([9], str. 14)

5.1.1 Reseni Apolloniovy tlohy typu kkk podle J. D. Gergonna

Rozbor ulohy: Jsou dané ti kruznice ki(Si), 1 = 1,2,3, kde Sije stied kruznice ki. Tyto
kruznice orientujeme v cykly a to v pofadi +, +, -. Pokud se dva vzniklé cykly c1(U1),
c2(Uz) dotykaji danych cykla k1, k2, ks, pak podle véty ,,O cyklech a chorddlach® prochazi
chordala téchto cyklu sttedy podobnosti dvojic K1, ko a také kz, K3 1K1, K3, z ¢ehoz vyplyva,
7e se jedna o osu 0 podobnosti téchto cykli. Ze zminéné véty také plyne, Ze stied
podobnosti dvojice cykli ¢1 a ¢2 lezi na chordale p1,2 cykli Ky, k2 a také na chordalach pz3
a p13 dvojic cyklu kz, ks a ki, k. To znamena, Ze stfed podobnosti cyklid c1 a c2 je
poten¢nim sttedem P danych cyklu ki, k2 a ka. A proto stiedy S1 a Sz vyslednych cykla ¢1
a C2 lezi na kolmici s spusténé z potencniho stiedu P danych cykli ki, k2 a ksna jejich osu
podobnosti. Podle véty ,,0 poloze pélu chordadly* spojnice dotykovych bodu 1, | cyklu c1
a C2 s cyklem ki prochazi poélem P1 osy podobnosti o, ktera je chordalou cykli c1 a c2
vzhledem k cyklu k1. Dale podle véty ,,0 dotykajicich se cyklech* jde spojnice 11 stiedem
podobnosti P dvojice cykll ¢z a 2. Také spojnice dotykovych bodi vyslednych cykli c1
a C2 s cyklem ko, resp. ks spojuje pol Pz, resp. Pz osy o vzhledem k danym cykltim ko,

resp. ks s potenénim stfedem P. ([9], str. 23 -24)
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Poznamka: Bez Gjmy na obecnosti budeme v nasledujicich obrazcich cykly nahrazovat
kruznicemi.
Popis konstrukce: K danym tfem cyklim ki, ko, ks sestrojime osu 0 podobnosti a jejich

potencni stied P. Dale urc¢ime poly Pi osy o vzhledem k zadanym cyklam. ([10], str. 24)

1) Vnitini osa podobnosti danych cykli ki, ko, k3
a. Vnitini stfed O13 podobnosti cyklt ki a ka sestrojime nasledovné:
1. X; X € ky libovolny bod
2.1;r|| XS1ASzer
3T, T2, T, To€rNks
4.013; O13 € S1S3 N XT>
b. Obdobné narysujeme stied O23 podobnosti cyklii ko a ks

c. Body O13a 023 tvotiosu o podobnosti

Obrazek 38: J. D. Gergonne — konstrukce osy o podobnosti
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2) Potencni stted P
a. Nalezeni chordaly pis cykli ki a ks
1. £k’ libovolny cyklus takovy, ktery protina cykly ki a ks vzdy ve
dvou bodech
2. P11, P12; {P11, P2} €K' Nkt
P31, P32; {P31, P32} € k"N ks
3. C; C € P11P12 N P31P32
4. p13; p13 L S1S3 A C € pu3
b. Obdobné sestrojime chordalu p12 pro cykly ki a ko
c. Obdobné narysujeme chordalu p23 pro cykly k2 a ks
Lze také pouzit jiny postup, prasec¢ikem chordal pi2 a pi3 je jiz potencni

stted P. Chordalu p2z lze sestrojit jako kolmici ke spojnici S;Ss, ktera

prochazi bodem P.
d. P; P €pizNpi2 (N p2s)

Obrazek 39: J. D. Gergonne — Konstrukce potencniho stredu P
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3) Poly podobnosti 0sy 0 vzhledem k danym cyklim
a. Pol P1 podobnosti osy 01 vzhledem k cyklu k;
1. K, L; libovolné body, které nalezi 0
2.01;,1 LOASIEQL
3. 1, t2; teCny ke kruznici ki prochazejici bodem K
t3, ts4; teCny ke kruznici k1 prochazejici bodem L
4. T, ThettnNg
To; T2€EL2 N1
5. Py PreTiTo N1
b. Pol P,, resp. Ps podobnosti vzhledem k cyklu kz, resp. ks lze nalézt

obdobnym zptsobem. P6l Ps je téZ mozné dohledat jako provedeni

grafické kontroly.

Obrazek 40: J. D. Gergonne — konstrukce polu P1 podobnosti osy o vzhledem k cyklu kg
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Spojnice PPi, i =1,2,3, protnou cykly ki, i = 1,2,3, v dotykovych bodech 1, I (2, I, resp.
3, 1) se dvéma hledanymi cykly ¢ a ¢z, jejichz stiedy jsou jiz snadno dohledatelné. ([10],
str. 24)

4) Vysledné cykly

a. Prvni cyklus c;
l.s;sLoAPEs
21,11, 1€ PP1 Nk
.U ;U1 e 1S1Ns
4. c1; c1(Ug, [1U4))

b. Druhy cyklus c2
1. Uy U e SiHNs
2. C2; C2 (U2,|1U2))

Obrazek 41: J. D. Gergonne — Konstrukce vyslednych cyklit ¢1 a c2

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/y9rzazbt
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Diskuse FeSeni: Tento postup plati pro témét kazdé uspotadani kruznic. ([9], str. 28)
Pokud vsak stfedy vSech tfi kruznic lezi na jedné piimce, pak potencni stied splyva s poly

0S podobnosti, timto zptisobem nenalezneme zadné feseni ulohy. ([9], str. 30)

5.2 Aloisius E. C. Gaultier
A. E. C. Gaultier byl francouzsky katolicky knéz a ucitel (pozdéji i feditel Skoly), ktery

se narodil vitalském mésté Asti kolem roku 1745. Zemiel ve Francii v PafiZi
18. z4¥i 1818. [3]

Vénoval se principiim vzdélavani déti. V roce 1786 si oteviel svou Skolu v Patizi, v niz

uplatnoval své principy vzdélavani. [3]

Béhem Francouzské revoluce hledal utoc¢isté v Anglii. V Londyné nasel fadu svych
byvalych zaka (francouzska Slechta), a proto si oteviel kurzy vzdélavani pro francouzské
bézence. Jeho metody vzdélavani byly velmi obdivovany, a proto dostal nékolik ocenéni

od predstavitelt anglickych univerzit v Oxfordu nebo v Cambridge.[3]

V roce 1801 se vratil do Francie, kde pokracoval ve vzdélavani déti. Zacal publikovat sva
vzdélavaci dila do ruznych periodik. [3] Publikoval také do periodika ,, Journal de l'école
polytechnique“, v némz byla vroce 1816 uvefejnéna zcela jina, nova konstrukce
Apolloniovy tlohy typu kkk, ktera vyplyvala z feseni Gergonnova. ([9], str. 35) Vénoval

se vice obortm, proto vydal u¢ebnice pro kazdou z oblasti primarniho vzdélavani.[9]

5.2.1 Reseni Apolloniovy Ulohy typu kkk podle A. E. C. Gaultiera

Rozbor tulohy: Z obrazku 41 vime: Ze body P, I, 1 a Py lezi na jedné ptimce, proto se
polary téchto bodu vzhledem ke kruznici ki1 protinaji v jediném bod¢. Polara bodu P je
osa 0 podobnosti, polary bodi 1 a | jsou te¢ny kruznice ki v téchto bodech a spole¢nym

prusecikem Q1 téchto tii polar prochazi i polara potencniho stiedu P vzhledem ke kruznici

k1. ([9], str. 35)

Popis konstrukce: Sestrojime osu 0 podobnosti danych kruznic ki (Sz, r1), k2 (S, r1) a
k3 (S1, r1), které jsou libovolné orientované, a jejich potenéni stied P. Potom ur¢ime na
ose 0 bod Q1 jako jeji prusecik s polarou g: poten¢niho stiedu P vzhledem ke kruznici ki.
Teény vedené z bodu Q1 ke kruznici ki uréi na této kruznici dotykové body | a 1 se dvéma
vyslednymi kruZnicemi C1 a C2, obdobné Ize sestrojit 1 dotykové body Il a 2 kruzZnice C1,

C2 S kruznici kz, resp. dotykové body Il a 3 kruznicecl, Cz S kruznici k3. Lze vSak také
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vyuzit stfedt podobnosti Q13, resp. Q23 a pomoci nich sestrojit body 2 a Il, resp. 3 a lll.
([9], str. 35-36)

1) —2) Obdobné jako u feseni podle J. D. Gergonna
3) Konstrukce polary q: ke kruznici k1 a bodu Q1
1. Ssp; Ssp stied usecky S1P
. 7, 7(Ssp, | SspP|)

2

3. D1, D2; D, D€t Nk
4. qu; DiD2 = q1

5. QuQi€0Ng:

Obrazek 42: A. E. C. Gaultier — konstrukce polary g1 ke kruznici k z bodu P a konstrukce
bodu Q1
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4) Sestrojeni bodu dotyku I, 1
1. Sso; Ssq stied Gsecky S1Q1
2. 11 (Ssq, [SsQul)
3. LIl letNhk

Obrazek 43: A. E. C. Gaultier — konstrukce bodii dotyku I, 1
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5) Konstrukce boda dotyku 2, 11, 3, 111
1. 3,3533°€ksN 1013
2. 2,272 2°€kN302
3. WL 1 N, I € ks N 1013
4. W 1151, 1T € ks N 1013

Obrazek 44: A. E. C. Gaultier — konstrukce bodii dotyku 2, 3, II, 111
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6) Konstrukce vyslednych kruznic
1. Apolloniova tloha typu BBB — dana body 1, 2, 3
2. Apolloniova uloha typu BBB — dana body I, 11, 111

Obrazek 45: A. E. C. Gaultier - konstrukce vyslednych kruznic c1a C2

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/fmve2w3c

5.3 Maurice Fouché

Maurice Fouché se narodil v Patizi v roce 1855 a zemiel ve mésté Dole (Jura) v roce
1929. Mezi léty 1875 a 1881 byl pomocnym astronomem v observatoti v Patizi, byl v§ak

propustén kvili zavaznému pochybeni.[1]

Poté, co byl propuStén z observatote, zah4jil kariéru ucitele matematiky na fadé

pafizskych sttednych skol.[1]
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Mezi I1éty 1885 a 1905 publikoval patnact ¢lanki z oblasti analytické geometrie nebo
aritmetiky. Podilel se na tvorbé casopisu Camille Flammarion [I'Astronomie pod
pseudonymem Philippe Gérigny. [1] V roce 1892 publikoval také do Nouvelles Annales
de mathématiques.([9], str. 37)

5.3.1 Regeni Apolloniovy Ulohy typu kkk podle M. Fouchého
M. Fouché dospél k obecnéjsi konstrukei, jak najit body Qi, i=1,2,3, a tim i ke spole¢nym
te¢nam vyslednych kruznic. ([9], str. 37)

Rozbor: Body dotyku vyslednych kruznic ci, C2 Sdanymi kruznicemi ki (S1, ri),
k2 (S2, 2), k3 (S3, I3) jsou po dvou inverzné sdruzené podle stiedu podobnosti ptislusné
dvojice danych kruznic. Zvolme na ki libovolny bod Ni a sestrojme k nému bod N2 na
kruznici k2, inverzné sdruzeny bod N2 podle sttedu podobnosti O12, dale zkonstruujme na
kruznici ks bod Na, ktery je inverzni k bodu N2 podle sttedu podobnosti O23 a prolozme
body N1, N2, N3 kruznici k (S, |[SN1|), pak je mocnost bodu O12 pti proménném bodu N
ke vSem kruznicim K stale stejna mocnost, jakoZ je i stale stejna mocnost bodu O3 ke
vS§em kruznicim k. Kruznice K, ktera je takto uréena tvofi tzv. svazek, kterému nalezi
i dotykové kruznice C1 a €z jako zvlastni piipady a také kruznice tzv. orthotomicka. Osa
0 je spole¢nou chordalou vyslednych kruznic. Spole¢né se¢ny, tedy chordaly kruznic k
zminéného svazku s danou kruznici K1 protinaji osu 0 v jediném bodé Q1, kterym prochazi
i spole¢na te¢na vysledné kruznice c1 resp. C2 S kruznici ki sestrojena v bodé 1 resp. I.

Obdobnym zptsobem najdeme k body, Q- a Qs. ([9], str. 37 - 38)
Poznamky:

Svazek - ,Mnozina vSech kruznic, které maji spole¢nou chordalu, se nazyva svazek
kruznic. Specidlné: VSechny kruznice, které prochazeji danymi dvéma riznymi body A,

B tvoii svazek kruznic.“ [6]

Orthotomické kruZnice — kruZnice kterd naleZi svazku kruznic ur€enému dotykovymi
kruznicemi a ktera ma s kruznicemi svazku spole¢né dva body na ose o podobnosti. ([9],

str. 37)

Popis konstrukce: K danym tfem kruznicim, orientovanym celkem 4x rtizng, sestrojime
osu 0 podobnosti a libovolnou kruznici k. Spole¢na se¢na kruznice K naptiklad s kruznici
ki protne osu 0 v bod¢ Q1. Te¢ny vedené z tohoto bodu ke kruznici k1 uréuji na kruznici

ki body dotyku I, 1 dvou hledanych kruznic €1, C2. Analogicky je mozné sestrojit body
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dotyku 2, Il kruznice ko, resp. 3, Il kruznice k3 s vyslednymi kruznicemi C1, C2. ([9], str.
38)

1) Osa o podobnosti a kruznice k
Osa 0 podobnosti se uréi stejnym zptisobem jako u Gergonnova feSeni. (viz str.
62)
Konstrukce kruznice k:
1. Nzi; N1 € ky, libovolny bod
2. N2; N2 € ko N N10O12
3. N3; N3 € ks N N2023
4. Kk, tloha pfevedena na Apolloniovu tlohu typu BBB — sestrojeni kruznice dané
body N1, N2, N3
5 N ;N1€kiNkAN1T#N
6. N2; N2€koNkAN1T#N:
7. N3;N3€ksNEkAN1T#N

Obrazek 46: M. Fouché — konstrukce kruznice k
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2) Body Q1, Q2, Qza te¢ny k prislusnym kruznicim z nich, body dotyku
1. Q1;Q1€0NNiIN:i
2. Q2;Q2€0N NNz
3. Q3;Q3€0NN3N;3
4. ty1, t1z; jsou teény ke kruznici k1 z bodu Q1
5. to1, to; jsou tecny ke kruznici k2 z bodu Q2
6. ta1, t3; jsou teCny ke kruznici k3 z bodu Q3

t

!
21 t31 \t‘w tz :

t

32 _f‘

Obrazek 47: M. Fouché — Konstrukce bodii Q1, Q2, Q3 a tecen k zadanym kruznicim
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3) Vysledné kruznice C1, C2

1.

2
3
4.
5
6
7

1;1etuNhk
I 1€tz Nk
2;2€tn Nk
;e Nk
3; 3 €t Nks
;11 € ts2 N ks

C1; C1 — Apolloniova tiloha typu BBB — sestrojeni kruznice ¢1 dané body 1, 2,
3

C2; C2 — Apolloniova tiloha typu BBB — sestrojeni kruznice ¢2 dané body |, 11,
Il

Obrazek 48: M. Fouché — Konstrukce bodit dotyku a vyslednych kruznic C1, C2

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/ckjxedaz

Diskuse feSeni: U feSeni Apolloniovy tlohy typu kkk podle Gergonna neslo vytesit

ulohu v ptipad¢, pokud stfedy danych kruznic, lezely na jedné piimce. KdyZz se vSak
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k feseni Apolloniovy tGlohy typu kkk pouzije feseni dle Fouchého, nalezneme feseni i pro

ptipad, kdy stfedy zadanych kruznic lezi na jedné ptimce. ([10], str. 39 — 40)

5.4 Frederick Soddy

Frederick Soddy byl anglickym radiochemikem, ktery se narodil v roce 1877 a zemiel
vroce 1956. [13] Je nositelem Nobelovy ceny za chemii (vyzkum radioaktivity a
izotoptl), kterou ziskal v roce 1921. [14]

F. Soddy se téz zabyval Apolloniovou ulohou typu kkk, dokonce o této tlloze napsal basen
,»The Kiss precise®, kterou uvefejnil v roce 1936. Tento problém je také zndm pod nazvem
Soddyho kruhy. [21]

5.4.1 Regeni Apolloniovy tlohy typu kkk podle F. Soddyho
F. Soddy se zabyval specialnim piipadem, kdy se tfi zadané kruznice po dvou dotykaji.
Neni vSak potvrzeno, Ze by své feSeni skutecné zkonstruoval pomoci pravitka a kruzitka.

[7]

Soddyho feseni vychazi z Georgennova feseni, ale mizeme u néch vyuzit i feSeni dle

Fouchého, protoze pii feSeni vyuzivame stiedu stejnolehlosti a 0sy podobnosti. [7] [23]

Rozbor tlohy: Vyuzijeme-li véty: ,,Dotykaji-li se kruznice dvou danych kruznic, pak
spojnice dotykovych bodii prochdzi stiedem stejnolehlosti dvou danych kruznic. *, [23]
pak mizeme lehce sestrojit stfedy stejnolehlosti E1, E2, Eza 0su 0 podobnosti. Potenéni
stted P lezi na tecnach kruznic vedenych body, ve kterych se kruznice dotykaji, a hledana
polara je poté spojnice bodi inverzné sdruzenych. Vychazi, Ze bod Q je shodny se

stiedem stejnolehlosti a v soucasné chvili mizeme postupovat obvyklym zpisobem. [7]

Popis konstrukce: K danym tfem kruZnicim sestrojime osu 0 podobnosti a nalezneme
stiedy stejnolehlosti E1, Ez, Ez pfislusnych spojnic bodi dotyku kruznic k1, k2, k3
S odpovidajicimi stfedy, tj. spojnicemi piisluSnych kruznic. Déle nalezneme potencni
stiedy Q1 = E1, Q2 = E2, Q3 = Ej3, jimiz vedeme te¢ny po fad¢é k danym kruznicim Ky, kz,
ks. Body dotyku teen s danymi kruznicemi jsou body urcujici vysledné kruznice C1, Ca.

Postupujeme tedy stejné jako u feseni M. Fouchého.
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1) Osa o podobnosti a stiedy stejnolehlosti E1, Ez, E3
Osa 0 podobnosti se urc¢i stejnym zptisobem jako u Gergonnova feseni. (viz str.
62)
Stiedy stejnolehlosti:
1. Ei; E1 € S:1S; N D2D3
2. E2; E2€ S1S3 N D1D>
3. E3 E3€ S:S3 N D1Ds

Obrdzek 49: F. Soddy - konstrukce osy podobnosti a stredii stejnolehlosti
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2) Tecny ke kruznicim a body dotyku

1. ti, t1z; jsou tecny ke kruznici ky z bodu E3
2. to1, t; jsou tecny ke kruznici kz z bodu E>
3. a1, t32; jsou tecny ke kruznici k3 z bodu E;
4. 1;1€e€ete Nk
5. IletuNhk
6. 2;2€tn Nk
7. IHHeE1 Nk
8. 3;3€tnNks
9. I et Nks

Obrazek 50: F. Soddy - konstrukce tecen ke kruznicim a bodu dotyku
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3) Vysledné kruznice
1. c1, €1 — Apolloniova uloha typu BBB — sestrojeni kruznice €1 dané body 1, 2,
3

2. C2, C2 — Apolloniova uloha typu BBB — sestrojeni kruznice ¢z dané body I, 11,
i

Obrazek 51: F. Soddy - konstrukce vyslednych kruznic c1, C2

Odkaz na aplet: https://www.geogebra.org/m/amcex3ar#material/mrkqugpc
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Diskuse FeSeni: Tato tloha ma vzhledem k uspofadani prvku pouze dvé feseni.

5.4.2 Zajimavosti

Pokud budeme vyse popsany Soddyho algoritmus neustale opakovat, ziskavame tzv.

fraktal. [23]

\ -.- o-2

Obrizek 52: Fraktal vytvoreny opakovinim — Obrdzek — 53: Fraktal —vytvoreny
algoritmu pro nalezeni kruznic I opakovanim algoritmu pro nalezeni
kruznic I

Basen k Apolloniové tloze typu kkk s nazvem ,,The Kiss precise*:

,, For pairs of lips to kiss maybe

Involves no trigonometry.
‘Tis not so when four circles kiss
Each one the other three.

To bring this off the four must be
As three in one or one in three.

If one in three, beyond a doubt
Each gets three kisses from without.
If three in one, then is that one
Thrice kissed internally.

Four circles to the kissing come.
The smaller are the benter.

The bend is just the inverse of
The distance from the center.
Though their intrigue left Euclid dumb
There’s now no need for rule of thumb.
Since zero bend’s a dead straight line

And concave bends have minus sign,

The sum of the squares of all four bends

Obrizek 52: Soddyho kl’Uhy Is half the square of their sum. “ [21]
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Zaver
Tato bakalaiska prace se zabyva tématem Apolloniovych a Pappovych uloh. Je uvedena
zminkou, co to viibec Apolloniovy a Pappovy ulohy jsou, jaké jsou jejich jednotlivé typy
V praci je prezentovan vzdy jen jeden zpisob feSeni prislusného typu tlohy na zakladée
postaveni zadanych prvkd, Ostatni zpusoby feSeni jsou zakomponovany v GeoGebra
knize snazvem Apolloniovy a Pappovy ulohy volné dostupné na webovém linku:

https://www.geogebra.org/m/amcex3ar.

Cilem prace bylo pfedstaveni pojmi Apolloniovych a Pappovych tloh a sestaveni
piehledu téchto uloh. Téchto cili bylo dosazeno ve ¢étvrté kapitole prace s nazvem

A6

,Prehled Apolloniovych a Pappovych uloh feSenych v GeoGebie*. DalSim cilem prace
byla tvorba apletii pro jednotlivé Apolloniovy a Pappovy tlohy. Tento cil byl téz splnény,
dokonce obohaceny o dalsi aplety, které ukazuji postupy uziti rdznych metod pii
konstrukcich feSeni Apolloniovych tloh jako napf. aplety pro vysvétleni zékladnich
principi kruhové inverze, nebo aplety ukazujici riizné ptistupy k feSeni Apolloniovych

uloh.

Vypracovani této prace mi bylo velkym piinosem, nebot’ jsem se pfi jeji tvorbé seznamila
na mnoha pro mé novymi pojmy a metodami jako napt. Skruhovou inverzi,
nebo s pojmem inverzn¢ sdruzené body. Nahlédla jsem do zakouti matematiky, ktera byla
vyuzivana diivepii feSeni Apolloniovych uloh jako napt. cykly. Zjistila jsem, ze Ceska
literatura ktomuto tématu je zastarala, malo aktualizovana, a proto mne tato prace

motivovala k tomu, abych se timto tématem zabyvala dale.

Myslim si, ze jsou nejen text bakalaiské préace, ale i dynamické aplety vlozené do
GeoGebra knihy vhodnou pomtickou pfi studiu ¢i dokonce hlubsim prozkoumavani této

tématiky.
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