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Abstrakt

Diplomová práce si klade za ćıl vytvořeńı rešerše vybraných nu-
merických metod a zhotoveńı aplikace, jež slouž́ı zejména jako di-
daktická pomůcka student̊um při studiu problematiky numerické
matematiky. Teoretická část je rozdělena do šesti kapitol, přičemž
v každé kapitole jsou charakterizovány hlavńı principy numerických
metod jednoho odvětv́ı numerické matematiky. Práce postupně
seznamuje s algoritmy zabývaj́ıćımi se aproximaćı a interpolaćı
funkce, numerickou integraćı a derivaćı, řešeńım nelineárńıch rov-
nic, metodami pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic a s algoritmy
slouž́ıćımi pro výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u reálných
symetrických matic. V praktické části je nejprve představena apli-
kace implementovaná v jazyce C# z pohledu jej́ıho návrhu, kdy jsou
bĺıže představeny všechny vrstvy aplikace. Později je ilustrována
interakce jednotlivých vrstev aplikace a děńı v pozad́ı aplikace při
jej́ım už́ıváńı uživatelem. Pro zajǐstěńı dostatečné didaktické úrovně
využ́ıvá aplikace nástroj̊u, pomoćı nichž docháźı k zobrazeńı nejen
źıskaného řešeńı, ale i postupu, který vedl k jeho dosažeńı. V př́ıpadě
aproximace a interpolace funkce, řešeńı nelineárńıch rovnic a nume-
rické integrace je didaktická úroveň umocněna grafickou interpre-
taci úlohy a jej́ıho řešeńı. Aplikace dále obsahuje sadu cvičných
úloh a podporuje exporty do daľśıch formát̊u. Pro distribuci apli-
kace byly zhotoveny webové stránky.

Kĺıčová slova

Numerická matematika, aproximace funkćı, numerická integrace,
numerická derivace, nelineárńı rovnice, soustavy lineárńıch rovnic,
vlastńı č́ısla a vektory symetrických matic, didaktická aplikace, po-
stup výpočtu, cvičné úlohy, export
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Abstract

The aim of the thesis is a review of numerical methods and ma-
nufacturing applications, which are mainly used as a didactic aid
for students studying the problems of numerical mathematics. The
theoretical part is divided into six chapters, where each chapter
outlines the main principles of numerical methods, one branch
of numerical mathematics. Work gradually introduces algorithms
dealing with approximations and interpolation functions, numeri-
cal integration and differentiation, solution of nonlinear equations,
methods for solving systems of linear equations and algorithms ser-
ving for calculating eigenvalues and eigenvectors of real symmetric
matrices. The practical part is firstly introduced by application im-
plemented in language C# in terms of its design, which introduces
each application layer in more details. Then the interaction of the
layers of the application during its use is illustrated. To ensure suffi-
cient levels of educational uses the application uses tools for viewing
not only the results, but also the process leading to their achie-
vement. In the case of approximation and interpolation functions,
solving nonlinear equations and numerical integration a didactic le-
vel is enhanced by graphical interpretation of the examples and its
solutions. The application also includes a set of training tasks and
supports exports to other formats. The websites were made for dis-
tribution of the application.

Keywords

Numerical methods, approximation of function, numerical in-
tegration, numerical differentiation, nonlinear equations, linear
equations, eigenvalues and eigenvectors of symmetric matrices, di-
dactic applications, calculation procedure, practice tasks, export
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7.1 Implementačńı vrstva aplikace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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C Množina komplexńıch č́ısel
f(x) Hodnota funkce f v bodě x
f ′(x) Hodnota prvńı derivace funkce f v bodě x
b∫
a

f(x)dx Integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉

limx→0 f Limita funkce f pro x jdoućı k nule
δij Kroneckerovo delta
∀ Pro všechna
∃ Existuje
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Cn+1(I) Prostor (n+ 1) spojitých derivaćı na intervalu I
Πn Prostor polynomů stupně nejvýše n

Π̃n Prostor normovaných polynomů stupně nejvýše n
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A+ Pseudoinverzńı matice k matici A
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PNG Portable Network Graphics
RPN Reverzńı polská notace
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XML Extensible Markup Language
XSD XML Schema
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Úvod

Skoro každý člověk moderńıho světa denně využ́ıvá technických pomůcek či
vymoženost́ı, aniž by si uvědomoval, že za jejich objeveńım stoj́ı velice často r̊uzná
odvětv́ı matematiky. Při vývoji těchto moderńıch výdobytk̊u často naráž́ıme na ve-
lice složité matematické modely a metody. V předpoč́ıtačové éře bylo naprosto
nepředstavitelné provádět velké množstv́ı početńıch operaćı, a proto se odborńıci
aplikované matematiky snažili nalézt řešeńı analytickým zp̊usobem, pomoćı něhož
došlo k redukci počtu prováděných operaćı. Ovšem źıskáńı tohoto přesného řešeńı
je mnohdy nemožné, či velice složité a pracné. Naštěst́ı se ukazuje, že pro reálné
využit́ı nám ve většině př́ıpad̊u postač́ı pouze řešeńı přibližné. A v tuto chv́ıli přicháźı
na řadu numerická matematika.

Numerická matematika zaznamenala prudkého rozmachu až s rozvojem poč́ıtač̊u,
kdy došlo k výraznému zlevněńı početńı operace. Proto mohly přej́ıt do popřed́ı
výpočty často cyklického charakteru, v nichž můžeme uvažovat dř́ıve nemyslitelné
počty operaćı.

I přes nesporné využit́ı numerické matematiky a matematiky obecně při řešeńı
reálných problémů (jmenujme např́ıklad odvětv́ı stroj́ırenstv́ı, teorie obvod̊u či sta-
vitelstv́ı) neńı o studium této problematiku př́ılǐs velký zájem. Z tohoto d̊uvodu si
předkládaná diplomová práce klade nejprve za úkol seznámit čtenáře s vybranými
numerickými metodami z oblasti aproximace funkce, numerického výpočtu určitého
integrálu a derivace, s postupy pro řešeńı nelineárńıch rovnic či metodami pro řešeńı
soustav lineárńıch rovnic a v neposledńı řadě také s algoritmy pro výpočet vlastńıch
č́ısel a vlastńıch vektor̊u reálných symetrických matic.

Na základě této teoretické stati si diplomová práce klade za ćıl vytvořeńı di-
daktické aplikace, která na rozd́ıl od již existuj́ıćıch matematických programů, bude
kromě samotného řešeńı uživateli interpretovat i postup výpočtu, pomoćı něhož bylo
řešeńı dosaženo. Implementovaná aplikace by měla dále obsahovat soubor cvičných
úloh včetně podpory pro vykreslováńı graf̊u a export̊u dat. Pro snazš́ı distribuci
aplikace př́ıpadnému čtenáři bude v rámci řešeńı diplomové práce zhotovena webová
stránka, která bude obsahovat zhotovenou aplikaci.

Předkládaná diplomová práce by tedy měla sloužit zejména jako studijńı opora
a současně jako výuková pomůcka pro zájemce zabývaj́ıćı se problematikou nume-
rické matematiky.
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1 Aproximace funkce

V prvńı kapitole se budeme zabývat metodami pro interpolaci a aproximaci
funkce. Princip aproximace funkce spoč́ıvá v nahrazeńı jisté funkce f jinou funkćı
φ, která je v jistém smyslu p̊uvodńı funkci podobná.

Aproximuj́ıćı funkce φ by měla být co možná nejjednodušš́ı, a zároveň by měla
být zadaným bod̊um f(xi) pro i = 0, . . . ., n co nejbĺıže.

Využit́ı aproximaćı funkce je poměrně r̊uznorodé. Pokud např́ıklad chceme
na poč́ıtači vypoč́ıtat funkčńı hodnotu jisté funkce, tak výpočet této hodnoty se často
děje právě pomoćı aproximaćı funkćı, kdy je vstupńı funkce f nahrazena jistým po-
lynomem P , a to zejména z d̊uvodu snadné a hlavně rychlé práce s mnohočleny.
Polynomy jsou totiž poměrně snadno vyč́ıslitelné, jejich derivace i integrály jsme
schopni snadno a rychle vypoč́ıtat.

Daľśı oblast́ı, které se budeme věnovat později a kde můžeme vidět využit́ı apro-
ximaćı funkce, je výpočet integrálu, kdy opět nahrazujeme vstupńı funkci f jistým
polynomem P .

Nyńı vyvstává otázka, jak nalézt funkci, která bude aproximovat p̊uvodńı funkci.
Existuje několik typ̊u metod pro jej́ı určeńı. Prvńım typem, se kterým se budeme
bĺıže seznamovat, je aproximace interpolačńım polynomem.

1.1 Aproximace interpolačńım polynomem

O interpolaci mluv́ıme tehdy, je-li úkolem stanovit hodnotu funkce f v bodech
lež́ıćıch mezi dvěma tabulkovými body.

Snaž́ıme se nalézt funkci, která v bodech x0, x1, x2, . . . , xn nabývá hodnoty f(x0),
f(x1), f(x2), . . . , f(xn). Body x0, x1, x2, . . . , xn nazýváme uzlové body.

1.1.1 Lagrange̊uv interpolačńı polynom

Lagrangeova interpolace je aproximace polynomem Ln , pro který plat́ı, že splňuje
základńı úlohu interpolace.

Definice 1.1.1. Uvažujme n + 1 bod̊u, které jsou navzájem r̊uzné. Hledáme poly-
nom Ln stupně nejvýše n takový, že plat́ı f(xi) = Ln(xi), i = 0, . . . , n. Tento
problém budeme označovat jako základńı úlohu interpolace. Polynom Ln se nazývá
Lagrange̊uv interpolačńı polynom.
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Věta 1.1.1. Mějme dány body [xi, f(xi)], i = 0, . . . , n. Pak existuje právě jeden
interpolačńı polynom Ln stupně nejvýše n takový, že Ln(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuj́ı dva polynomy Ln a Rn stupně nejvýše n takové,
že Ln(xi) = Rn(xi) = f(xi) pro i = 0, . . . , n. Ukážeme, že jsou tyto dva polynomy
shodné.

Položme Qn = Ln − Rn. Potom Qn(xi) = Ln(xi) − Rn(xi) = 0. Polynom Qn je
polynom stupně n, který má n + 1 nulových bod̊u. Podle základńı věty algebry je
tento polynom identicky roven nule, a tedy Ln ≡ Rn.

Hledáme polynom stupně nejvýše n , který splňuje podmı́nku interpolace. Máme
tedy n + 1 bod̊u, kterými muśı graf hledaného polynomu procházet. Tuto úlohu
můžeme řešit jako soustavu lineárńıch rovnic, kdy bychom zjistili hodnoty koefi-
cient̊u hledaného polynomu (pomoćı tzv. Vandermondovy matice). Nicméně tento
zp̊usob řešeńı se př́ılǐs nevyuž́ıvá a lze se mu vyhnout pomoćı Lagrangeova inter-
polačńıho polynomu.

Věta 1.1.2. Lagrange̊uv interpolačńı polynom lze vyjádřit ve tvaru

Ln(x) =
n∑
i=0

f(xi)gi(x), (1.1)

kde gi(x) =
∏

j=0,j 6=i

x−xj
xi−xj .

Věta 1.1.3. Necht’ f ∈ Cn+1(I), kde I je nejmenš́ı interval obsahuj́ıćı x0, x1, x2, . . . ,
xn−1, xn, x

∗ a x0, x1, x2, . . . , xn jsou navzájem r̊uzné uzly.
Pak ∀ x∗ ∈ I ∃ ξ ∈ I, pro které plat́ı:

f(x∗)− Ln(x∗) = f (n+1)(ξ)
ωn+1(x

∗)

(n+ 1)!
, (1.2)

kde ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).

D̊ukaz. Předpokládejme, že xi = x∗. Potom

f(xi)− Ln(xi) = fn+1(ξ)
ωn+1(xi)

(n+ 1)!
. (1.3)

Z vlastnosti interpolace plyne

f(xi)− Ln(xi) = 0. (1.4)

Pokud xi 6= x∗, potom definujme funkci

F (x) = f(x)− Ln(x)− tωn+1(x), (1.5)

kde x ∈ I, t ∈ R.
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Funkce F (x) má n + 1 nulových bod̊u (uzlové body xi). Hledáme takové t, aby
byla splněna rovnost

F (x∗) = 0. (1.6)

To splňuje

t =
f(x∗)− Ln(x∗)

ωn+1(x∗)
. (1.7)

Funkce F má tedy n+2 nulových bod̊u. Z Rolleovy věty plyne, že F ′ má alespoň
n + 1 nulových bod̊u. F ′′ má alespoň n nulových bod̊u. F (n+1) má alespoň jeden
nulový bod ξ,

F (n+1)(ξ) = 0. (1.8)

Protože L
(n+1)
n ≡ 0, dostaneme

F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)− 0− t(n+ 1)!. (1.9)

Dosad́ıme za proměnnou t

0 = F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)− f(x∗)− Ln(x∗)

ωn+1(x∗)
(n+ 1)! (1.10)

a vyjádř́ıme výslednou chybu

f(x∗)− Ln(x∗) = f (n+1)(ξ)
ωn+1(x

∗)

(n+ 1)!
. (1.11)

Vı́ce informaćı nalezneme např́ıklad v [1] nebo [2]

1.1.2 Newton̊uv interpolačńı polynom

Tento polynom je pro n + 1 uzlových bod̊u interpolačńım polynomem stupně
nejvýše n. Bude se tedy jednat o nový zp̊usob zápisu Lagrangeova interpolačńıho
polynomu. Tento polynom budeme hledat ve tvaru

Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + . . . (1.12)

+ an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1).

Newton̊uv interpolačńı polynom tedy muśı vyhovovat podmı́nce interpolace

Nn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. (1.13)

Koeficienty ai, i = 0, . . . , n, vyjádř́ıme pomoćı poměrných diferenćı.

Definice 1.1.2. Poměrná diference nultého řádu je definována:

f [xi] = f(xi), i = 0, . . . , n. (1.14)
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Poměrná diference prvńıho řádu je definována:

f [xi, xi+1] =
f [xi+1]− f [xi]

xi+1 − xi
, i = 0, . . . , n− 1. (1.15)

Poměrná diference k-tého řádu je definována rekurentně:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
f [xi+1, . . . , xi+k]− f [xi, xi+1, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
. (1.16)

Newton̊uv interpolačńı polynom můžeme zapsat pomoćı poměrných diferenćı:

Nn(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + . . .

+ . . .+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1).
(1.17)

Newtonova interpolace má oproti Lagrangeově interpolaci podstatnou výhodu,
která spoč́ıvá v tom, že je výpočetně méně náročné přidat daľśı bod s jeho funkčńı
hodnotou, protože některé výpočty z̊ustanou beze změny (např́ıklad předchoźı koe-
ficienty ak se nezměńı). Bližš́ı informace jsou k nalezeńı např́ıklad v [1].

1.2 Interpolace spline funkcemi

Pro intervaly větš́ı délky je použit́ı interpolačńıho polynomu ńızkého stupně
mnohdy nepřesné a použit́ı interpolačńıho polynomu vyšš́ıch stupň̊u nevhodné vzhle-
dem k vlastnosti, kdy interpolačńı polynom na kraj́ıch interval̊u nepř́ıjemně osciluje.

Vhodněǰśı je využit́ı interpolačńıch spline funkćı, které jsou po částech polynomy.
Princip spline interpolace spoč́ıvá v rozděleńı intervalu na podintervaly. Na každém
z těchto podinterval̊u poté budeme konstruovat obecně jiný polynom.

Mezi nejčastěji využ́ıvané spliny patř́ı lineárńı a kubický [3].

1.2.1 Lineárńı interpolačńı spline

Definice 1.2.1. (Lineárńı interpolačńı spline) Lineárńım splinem nazýváme funkci
φ(x), která je spojitá na intervalu 〈x0, xn〉 a na každém podintervalu 〈xi, xi+1〉,
i = 0, . . . , n− 1 je polynomem prvńıho stupně.

Lineárńı interpolačńı spline, který procháźı uzlovými body, tj. φ(xi) = f(xi),
na podintervalu 〈xi, xi+1〉, i = 0, . . . , n−1 můžeme zkonstruovat následuj́ıćım zp̊usobem

φi(x) = f(xi) +
f(xi+1)− f(xi)

hi
(x− xi) , (1.18)

kde hi = xi+1 − xi.
Grafem tohoto spline je lomená čára. Vı́ce informaćı lze źıskat např́ıklad v [4].
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1.2.2 Kvadratický interpolačńı spline

Definice 1.2.2. (Kvadratický interpolačńı spline) Kvadratickým splinem nazýváme
funkci φ(x), která je spojitá na intervalu 〈x0,xn〉, přičemž na každém podintervalu
〈xi, xi+1〉, i = 0, . . . , n − 1, je polynomem druhého stupně. Tyto polynomy na sebe
v uzlových bodech hladce navazuj́ı – maj́ı spojitou prvńı derivaci.

Kvadratický interpolačńı spline procházej́ıćı uzlovými body, tj. φ(xi) = f(xi),
na podintervalu 〈xi, xi+1〉, i = 0, . . . , n − 1, můžeme zkonstruovat následuj́ıćım
zp̊usobem

φi(x) =
di+1 − di

2(xi+1 − xi)
(x− xi)2 + di(x− xi) + f(xi), (1.19)

kde di+1 = 2f(xi+1)−f(xi)
xi+1−xi , i = 0, 1, . . . , n− 1.

Hodnoty di vycházej́ı z podmı́nky prvńı spojité derivace ve vnitřńıch bodech
kvadratického splinu. Jednotlivé spline na intervalech tedy ve výsledku tvoř́ı hladkou
křivku.

Jelikož se budeme zabývat přirozeným kvadratickým splinem, klademe d1 = 0.
Vı́ce informaćı týkaj́ıćı se konstrukce kvadratického interpolačńıho splinu můžeme
nalézt v [5].

1.2.3 Kubický interpolačńı spline

Interpolace pomoćı kubických splin̊u je nejčastěji využ́ıvanou spline interpolaćı,
protože podle [3] se ukazuje, že právě tato po částech polynomiálńı interpolace do-
sahuje nejlepš́ıch výsledk̊u.

Definice 1.2.3. Kubickým splinem nazveme funkci φ(x), která má na intervalu
〈x0,xn〉 dvě spojité derivace a na každém podintervalu 〈xi, xi+1〉, i = 0, . . . , n− 1, je
polynomem třet́ıho stupně.

Konstrukce p̌rirozeného kubického spline

Mějme v uzlových bodech xi dány funkčńı hodnoty f(xi), i = 0, . . . , n, funkce f .
Naš́ım úkolem je sestrojit kubický interpolačńı polynom, který splňuje základńı
úlohu interpolace.

Z definice kubického polynomu φ(x) = ax3 + bx2 + cx + d plyne, že kubický
polynom je určen čtyřmi koeficienty. Máme-li n + 1 bod̊u, budeme mı́t n interval̊u.
Z toho vyplývá, že φ(x) je na intervalu 〈x0, xn〉 určena 4n parametry. Podmı́nky
spojitosti φ(x), φ

′
(x) a φ

′′
(x) ve vnitřńıch bodech intervalu 〈x0, xn〉 dávaj́ı daľśıch

3n − 3 podmı́nek. Interpolačńı podmı́nky nám daj́ı n + 1 podmı́nek. Celkem tedy
máme 4n−2 podmı́nek pro 4n neznámých. Protože konstruujeme přirozený kubický
spline, zbylé dvě podmı́nky doplńıme tak, že polož́ıme druhé derivace v krajńıch
bodech intervalu 〈x0, xn〉 rovny nule.

Pokud budeme vycházet z předpokladu, že φ(x) je kubický polynom, pak φ
′
(x)

je kvadratický polynom a φ
′′
(x) je lineárńı polynom, který procháźı body [xi,Mi]
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a [xi+1,Mi+1], kde Mi = f
′′
(xi) a Mi+1 = f

′′
(xi+1) jsou tzv. momenty splinu. Jelikož

je př́ımka jednoznačně určena dvěma body, můžeme položit φ′′(x) = L1(x) s nu-
lovou chybou, a zároveň můžeme odvodit vztahy pro výpočet kubické interpolačńı
spline funkce:

φ′′i (x) = L1(x) = f ′′(xi)
x− xi+1

xi − xi+1

+ f ′′(xi+1)
x− xi
xi+1 − xi

(1.20)

= Mi
x− xi+1

−hi
+Mi+1

x− xi
hi

= −Mi
x− xi+1

hi
+Mi+1

x− xi
hi

, (1.21)

φ′i(x) =
−Mi

2hi
(x− xi+1)

2 +
Mi+1

2hi
(x− xi)2 + Ai, (1.22)

φi(x) =
−Mi

6hi
(x− xi+1)

3 +
Mi+1

6hi
(x− xi)3 + Ai(x− xi) +Bi, (1.23)

kde hi = xi+1 − xi a Ai a Bi jsou integračńı konstanty.
Nyńı urč́ıme integračńı konstanty, přičemž využijeme skutečnosti, že funkce

φi(x) muśı na intervalu 〈xi, xi+1〉 splňovat podmı́nky interpolace:

φi(xi) = f(xi) a φi(xi+1) = f(xi+1).

Dostaneme

φi(xi) =
−Mi

6hi
(xi − xi+1)

3 +
Mi+1

6hi
(xi − xi)3 + Ai(xi − xi) +Bi (1.24)

=
−Mi

6hi
(−hi)3 +Bi (1.25)

a můžeme vyjádřit

Bi = f(xi)−
Mi

6
hi

2. (1.26)

Analogicky dostaneme

φi(xi+1) = − Mi

6hi
(xi+1 − xi+1)

3 +
Mi+1

6hi
(xi+1 − xi)3 + Ai(xi+1 − xi) +Bi (1.27)

=
Mi+1

6hi
h3i + Aihi +Bi (1.28)

=
Mi+1

6
h2i + Aihi + f(xi)−

Mi

6
hi

2. (1.29)

Z těchto vztah̊u vyjádř́ıme

Ai =
f(xi+1)− f(xi)

hi
+
Mi −Mi+1

6
hi. (1.30)

Nyńı urč́ıme momenty splinu Mi. Protože konstruujeme přirozený kubický spline,
tak M0 = Mn = 0. Momenty splinu urč́ıme pomoćı daľśı podmı́nky, kterou muśı
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funkce φi(x) splňovat. Požadujeme, aby derivace funkce φi(x) byla zleva i zprava
spojitá, tj. φ

′
i−1(xi) = φ

′
i(xi).

Jelikož v́ıme, že

φ′i(x) = −Mi

2hi
(x− xi+1)

2 +
Mi+1

2hi
(x− xi)2 + Ai. (1.31)

Potom

φ′i−1(xi) = −Mi−1

2hi−1
(xi − xi)2 +

Mi

2hi−1
(xi − xi−1)2 + Ai−1 (1.32)

=
Mi

2hi−1
(hi−1)

2 + Ai−1 (1.33)

=
Mi

2hi−1
(hi−1)

2 +
f(xi)− f(xi−1)

hi−1
+
Mi−1 −Mi

6
hi−1 (1.34)

=
Mi−1 + 2Mi

6
hi−1 +

f(xi)− f(xi−1)

hi−1
. (1.35)

Analogicky dostaneme

φ′i(xi) = −Mi

2hi
(xi − xi+1)

2 +
Mi+1

2hi
(xi − xi)2 + Ai (1.36)

= −Mi

2hi
(−hi)2 + Ai (1.37)

= −Mi

2
hi +

f(xi+1)− f(xi)

hi
+
Mi −Mi+1

6
hi (1.38)

= −Mi+1 + 2Mi

6
hi +

f(xi+1)− f(xi)

hi
. (1.39)

Nyńı můžeme napsat následuj́ıćı rovnost:

Mi−1 + 2Mi

6
hi−1 +

f(xi)− f(xi−1)

hi−1
= −Mi+1 + 2Mi

6
hi +

f(xi+1)− f(xi)

hi
, (1.40)

Mi−1 + 2Mi

6
hi−1 +

Mi+1 + 2Mi

6
hi =

f(xi+1)− f(xi)

hi
− f(xi)− f(xi−1)

hi−1
. (1.41)

Při předpokladu ekvidistantńıho děleńı intervalu plat́ı: hi−1 = hi.

Mi−1 + 2Mi

6
hi +

Mi+1 + 2Mi

6
hi =

f(xi+1)− f(xi)

hi
− f(xi)− f(xi−1)

hi
,(1.42)

Mi−1 + 4Mi +Mi+1

6
hi =

f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

hi
. (1.43)

Při praktickém výpočtu interpolace pomoćı kubické spline funkce postupujeme
v ńıže naznačených kroćıch.

Nejdř́ıve vypočteme pomoćı rovnic (1.41) momenty splinu Mi, i = 1, . . . , n − 1.
V praxi se při výpočtu moment̊u splinu při předpokladu konstrukce přirozeného
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kubického splinu využ́ıvá Gaussova eliminace aplikovaná na tř́ıdiagonálńı matici
pro řešeńı n− 1 rovnic o n− 1 neznámých.

Soustava má tvar

h0+h1
3

h1
6

. . . . . . . . .
hi−1

6
hi−1+hi

3
hi+1

6
. . . . . . . . .

hn−2

6
hn−2+hn−1

3





M1
...

Mi−1
Mi

Mi+1
...

Mn−1


=



g1
...

gi−1
gi
gi+1

...
gn−1


, (1.44)

kde gi = f(xi+1)−f(xi)
hi

− f(xi)−f(xi−1)
hi−1

.

Po výpočtu moment̊u splinu muśıme určit integračńı konstanty Ai, i = 1, . . . , n,
a Bi, i = 1, . . . , n, podle vztah̊u (1.26) a (1.30).

V tuto chv́ıli již známe všechny neznámé a můžeme vypoč́ıtat kubické spliny
na jednotlivých intervalech dosazeńım do vztahu (1.23). Bližš́ı informace lze nalézt
ve [2] a [6].

1.3 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u již neńı interpolačńı metoda. Jej́ı princip můžeme
popsat tak, že zadanými body [xi, yi] pro i = 1, . . . , n prokládáme funkci φ tak, aby
součet druhých mocnin rozd́ılu hodnot yi a funkčńıch hodnot φ(xi) byl minimálńı.

Odvozeńı metody nejmenš́ıch čtverc̊u pro lineárńı regresi

Uvažujme množinu n bod̊u [xi, yi] pro i = 1, . . . , n. Vzdálenost bod̊u od př́ımky
y = ax + b můžeme vyjádřit jednoduchým zp̊usobem si = |axi + b − yi|, kde i =
1, . . . , n.

Smyslem této metody je minimalizovat funkci S(a, b) =
∑n

i=1(axi + b − yi)
2.

Protože je známo, že lokálńı extrém diferencovatelné funkce může nastat pouze
ve stacionárńım bodě, využijeme pro minimalizaci funkce S parciálńı derivace

∂S

∂a
= 2

n∑
i=1

(axi + b− yi)xi = 2

(
a

n∑
i=1

x2i + b
n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

xiyi

)
, (1.45)

∂S

∂b
= 2

n∑
i=1

(axi + b− yi) = 2

(
a

n∑
i=1

xi + b
n∑
i=1

1−
n∑
i=1

yi

)
. (1.46)

Proto nyńı polož́ıme tyto parciálńı derivace rovny nule:

2

(
a

n∑
i=1

x2i + b
n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

xiyi

)
= 0, (1.47)

2

(
a

n∑
i=1

xi + b

n∑
i=1

1−
n∑
i=1

yi

)
= 0.
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Tyto rovnice uprav́ıme jednoduchými úpravami na následuj́ıćı tvar,

a

n∑
i=1

x2i + b

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

xiyi, (1.48)

a

n∑
i=1

xi + bn =
n∑
i=1

yi.

č́ımž źıskáme soustavu rovnic s neznámými a, b.
Pokud tedy chceme naj́ıt aproximačńı polynom prvńıho řádu φ(x) = ax + b,

muśıme zjistit hodnotu koeficient̊u a, b. Tyto koeficienty zjist́ıme vyřešeńım sou-
stavy (1.48).

Protože všechny hlavńı subdeterminanty matice jsou kladné, je kvadratická forma
pozitivně definitńı. Podle Sylvestrova kritéria je tedy nalezený stacionárńı bodem
minima.

Pro aproximaci obecným polynomem φ(x) =
∑m

i=0 bix
i řeš́ıme následuj́ıćı sou-

stavu rovnic:

nb0 +
n∑
i=1

xib1 +
n∑
i=1

x2i b2 + . . .+
n∑
i=1

xmi bm =
n∑
i=1

yi, (1.49)

n∑
i=1

xib0 +
n∑
i=1

x2i b1 + . . .+
n∑
i=1

xm+1
i bm =

n∑
i=1

xiyi,

...
n∑
i=1

xmi b0 +
n∑
i=1

xm+1
i b1 + . . .+

n∑
i=1

x2mi bm =
n∑
i=1

xmi yi.

Daľśı informace lze nalézt v [7].
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2 Numerická derivace

Ve druhé kapitole této práce se budeme zabývat metodami pro určeńı numerické
derivace funkce f v bodě.

Definice 2.0.1. Funkce f má v bodě x0 derivaci, je-li definována v okoĺı bodu x0
a existuje limita

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
. (2.1)

Tuto limitu nazýváme derivaćı funkce f v bodě x0 a znač́ıme ji f ′(x0).

Metody pro výpočet numerické derivace v bodě vycházej́ı př́ımo z definice nebo
např́ıklad z myšlenky nahrazeńı funkce f v okoĺı bodu x0 interpolačńım polynomem
(funkci lze nahradit např́ıklad i aproximaćı źıskanou metodou nejmenš́ıch čtverc̊u,
nebo Čebyševovými polynomy) [8].

2.1 Derivace pomoćı interpolace

V následuj́ıćıch odstavćıch ukážeme, jak můžeme odvodit vztahy pro výpočet
derivace funkce v bodě pomoćı interpolace.

Funkci f můžeme aproximovat Lagrangeovým interpolačńım polynomem

f(x) = Ln(x) +
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)ωn+1(x), (2.2)

f(x) =
n∑
i=0

f(xi)li(x) +
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)ωn+1(x). (2.3)

Pro chybu Lagrangeovy interpolace plat́ı

f(x)− Ln(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)ω(x), (2.4)

kde ωn+1(x) =
n∏
i=0

(x− xi).

Zderivujeme-li ωn+1(x) podle proměnné x, dostaneme

ω′n+1(x) =
n∑
i=0

n∏
j=0,j 6=i

(x− xj). (2.5)
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Nyńı provedeme derivaci funkce f

f ′(x) =
n∑
i=0

(
f(xi)l

′
i(x) +

1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
j=0,j 6=i

(x− xj)

)
(2.6)

a pro derivaci funkce f v bodě x0 tedy plat́ı

f ′(x0) =
n∑
i=0

(
f(xi)l

′
i(x0) +

1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
j=1

(x0 − xj)

)
. (2.7)

Podle vztahu (2.7) můžeme tedy konstruovat vztahy pro výpočet derivace funkce
f(x) v bodě x0. Nyńı odvod́ıme vztah pro derivaci v bodě pomoćı interpolačńıho
polynomu prvńıho stupně.

Funkci f nahrad́ıme v okoĺı bodu x0 interpolačńım polynomem prvńıho stupně.
Tento polynom poté zderivujeme podle proměnné x.

Sestroj́ıme interpolačńı polynom prvńıho stupně pro body [xi, f(xi)] a
[xi + h, f(xi + h)],

L1(x) = f(xi)
x− (xi + h)

xi − (xi + h)
+ f(xi + h)

x− xi
(xi + h)− xi

(2.8)

= f(xi)
x− (xi + h)

−h
+ f(xi + h)

x− xi
h

. (2.9)

Polynom L1(x) zderivujeme podle proměnné x. Dostaneme

L′1(x) =
1

h
(f(xi + h)− f(xi)) (2.10)

f ′(x0) =
f(x0 + h)–f(x0)

h
− 1

2
f (2)(ξ)h. (2.11)

Pokud stejným zp̊usobem využijeme pro určeńı prvńı derivace funkce f(x) v bodě
x0 interpolačńı polynom druhého řádu dostáváme

L′2(x) =
1

2h
(f(xi + h)− f(xi − h)), (2.12)

f
′
(x0) =

f(x0 + h)–f(x0 − h)

2h
− 1

6
f (3)(ξ)h2. (2.13)

Jestliže L2 zderivujeme ještě jednou dostáváme předpis pro aproximaci druhé
derivace funkce f v bodě x0

f
′′
(x0) =

f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)

h2
. (2.14)

Při praktickém výpočtu numerické derivace funkce f(x) v bodě x0, muśıme dbát
na vliv zaokrouhlovaćıch chyb, které mohou mı́t podstatnou měrou vliv na výsledek.
Jmenovatelé uvedených vzorc̊u obsahuj́ı krok h, který muśı být jakýmsi kompromi-
sem mezi dostatečně přesnou aproximaćı, která vyžaduje dostatečně malý krok h,
a zaokrouhlovaćı chybou, která se naopak při malém h zvyšuje. Bližš́ı informace v [3]
nebo [9].
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2.2 Richardsonova extrapolace

Richardsonova extrapolace je technika, která je v praxi hojně využ́ıvaná. Setkáme
se s ńı např́ıklad v numerické integraci v Rombergově kvadratuře nebo např́ıklad
v Bulirsch-Stoerovu algoritmu, jenž se zabývá řešeńım obyčejných diferenciálńıch
rovnic. Jej́ı podstata vycháźı z předpokladu, že ze dvou přibližných výsledk̊u můžeme
pomoćı lineárńı kombinace vypoč́ıtat třet́ı, který bude přesněǰśı, přičemž tato nová
hodnota se nacháźı mimo interval, ohraničený předcházej́ıćımi dvěma hodnotami
(proto hovoř́ıme o extrapolaci).

Odvozeńı Richardsonovy extrapolace

Mějme funkci R a krok h. Předpokládejme, že funkci R je možné vyjádřit moc-
ninnou řadou

R (h) = a0 + a1h+ a2h
2 + a3h

3 + a4h
4 + . . . . (2.15)

Jestliže h < 1, pak je R(h) dobrou aproximaćı členu a0. Lepš́ı aproximaci ovšem
źıskáme, když urč́ıme hodnotu funkce R s krokem h

2

R

(
h

2

)
= a0 + a1

h

2
+ a2

(
h

2

)2

+ a3

(
h

2

)3

+ . . . .︸ ︷︷ ︸
O(h2)

. (2.16)

Pomoćı vhodné lineárńı kombinace můžeme vyjádřit člen a0 s chybou O(h2). Ve
vyjádřeńı (2.15) a (2.16) zanedbáme daľśı členy rozvoje

R (h)− a0 = a1h+O
(
h2
)
, (2.17)

R

(
h

2

)
− a0 = a1

h

2
+O

(
h2
)
. (2.18)

Rovnici (2.17) odečteme od dvojnásobku rovnice (2.18)

R2 (h) = 2R

(
h

2

)
−R (h) = a0 + a

(2)
2 (h)2 + a

(2)
3 (h)3 + . . . .︸ ︷︷ ︸

O(h2)

. (2.19)

Pomoćı vhodné lineárńı kombinace vztah̊u, z nichž oba aproximuj́ı hodnotu funkce
R s chybou O(h), jsme vyjádřili vztah pro a0 s chybou O(h2).

Podle [13] plat́ı, že |a(2)i | < |ai|. R2(h) je lepš́ı aproximace než R(h) a pro malé
h je i lepš́ı aproximaćı než R(h

2
).

Obecný vztah pro Richardsonovu extrapolaci můžeme zapsat pomoćı následuj́ıćı
iteračńı formule:

Rj+1(h) = Rj

(
h

2

)
+
Rj

(
h
2

)
−Rj (h)

2j − 1
, kde j = 1, 2, . . . . (2.20)

Výpočet můžeme uspořádat do následuj́ıćı tabulky:
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R(h)

R(h
2
) R2(h)

R(h
4
) R2(

h
2
) R3(h)

R(h
8
) R2(

h
4
) R3(

h
2
) R4(h)

R( h
16

) R2(
h
8
) R3(

h
4
) R4(

h
2
) R5(h)

...
...

...
...

...
. . .

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

O(h) O(h2) O(h3) O(h4) O(h5)

Tabulka 2.1: Richardsonova extrapolace

Při výpočtu postupujeme po řádćıch, přičemž prvek v prvńım sloupci vypočteme
pomoćı základńı metody. Ostatńı prvky v řádku vypočteme pomoćı vztahu (2.20).
Výpočet ukonč́ıme ve chv́ıli, kdy je rozd́ıl dvou diagonálńıch prvk̊u tabulky menš́ı
než požadovaná přesnost. Vı́ce např́ıklad v [10], [11], [12] nebo [13].
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3 Numerická integrace funkćı

Ve daľśı kapitole se budeme zabývat numerickou integraćı.
Je-li funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 spojitá a známe jej́ı primitivńı funkci F (x),

můžeme hodnotu určitého integrálu
∫ b
a
f(x)dx určit pomoćı Newton - Leibnizova

vztahu ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a). (3.1)

V praxi ovšem často nemůžeme primitivńı funkci F (x) naj́ıt analyticky nebo je
analytický výpočet integrálu př́ılǐs složitý a pracný. V tuto chv́ıli využijeme metody
numerické kvadratury, kdy funkci f(x) obvykle nahrazujeme jednodušš́ı aproximuj́ıćı
funkćı φ(x)(nejčastěji polynomem), a hodnotu integrálu f(x) polož́ıme přibližně
hodnotě integrálu φ(x) [14].

Definice 3.0.1. Vyjádřeme integrál ve tvaru

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈ Ih(f) =

∫ b

a

φ(x)dx =
n∑
i=0

αif(xi) (3.2)

kde Ih(f) =
∑n

i=0 αif(xi) se nazývá kvadraturńı formule, αi jsou koeficienty kva-
draturńı formule, které nezáviśı na funkci f(x), xi jsou uzly kvadraturńı formule,
přičemž xi ∈ 〈a, b〉. Chybu kvadraturńı formule Rn(f) vyjádř́ıme Rn(f) = I(f) −
Ih(f).

U kvadraturńıch formuĺı nás zaj́ımá, jakou přesnost daná kvadraturńı formule
při aproximaci určitého integrálu má. Řekneme, že kvadraturńı formule je řádu
n, když integruje polynomy stupně n s nulovou chybou a polynomy stupně n + 1
integruje s nenulovou chybou [2]. To nás vede k následuj́ıćı definici.

Definice 3.0.2. Řád kvadraturńı formule Ih(f) =
∑n

i=0 αif(xi) je maximálńı č́ıslo

m ∈ N ∪ {0} takové, že
∫ b
a
p(x)dx =

∑n
i=0 αip(xi), kde p(x) je polynom stupně m.

3.1 Newton-Cotesovy vzorce

Velkou skupinou v oblasti numerické integrace funkćı představuj́ı Newton-Cotesovy
vzorce. Tyto kvadraturńı vzorce předpokládaj́ı ekvidistantńı děleńı intervalu inte-
grace.
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Newton-Cotesovy vzorce lze rozdělit do dvou podskupin. Prvńı skupinu označujeme
jako otevřené a druhou jako uzavřené. Rozd́ıl mezi těmito skupinami spoč́ıvá v př́ıstupu
ke krajńım bod̊um intervalu integrace. Uzavřené vzorce tyto body považuj́ı za uzly
kvadratury, otevřené nikoli. Uzly kvadratury otevřených vzorc̊u jsou určeny symet-
ricky podle středu intervalu.

Newton-Cotesovy kvadraturńı vzorce aproximuj́ı hodnotu integrálu pomoćı na-
hrazeńı funkce f(x) Lagrangeovým interpolačńım polynomem Ln(x). Vı́ce např́ıklad
v [2], [15].

Odvozeńı Newton-Cotesových vzorc̊u

Nyńı odvod́ıme obecný tvar Newton - Cotesových vzorc̊u. Hodnotu integrálu
funkce f na intervalu 〈a, b〉 aproximujeme pomoćı Lagrangeova interpolačńıho po-
lynomu Ln(x). ∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

Ln(x)dx =

=

∫ b

a

n∑
i=0

f(xi)
n∏

j=0,j 6=i

(
x− xj
xi − xj

)
︸ ︷︷ ︸

li(x)

dx =
n∑
i=0

f(xi)

∫ b

a

li(x)dx︸ ︷︷ ︸
αi

, (3.3)

kde a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b. Urč́ıme koeficienty αi. Položme h = b−a
n

a

x0 = a+ 0h, x1 = a+ h, . . . , xn = a+ nh. (3.4)

Nyńı provedeme substituci

x = a+ th, dx = hdt . (3.5)

Použit́ım substituce došlo ke změně integračńıch meźı

t =
x− a
h

. (3.6)

Pokud za proměnnou x dosad́ıme dolńı mez intervalu integrace dostáváme jako
novou dolńı mez nulovou hodnotu. Dosad́ıme-li do vztahu (3.6) za proměnnou x
výraz b = a+ nh, dostáváme pro novou horńı mez integrálu hodnotu n:

αi = h

∫ n

0

n∏
j=0,j 6=i

(
t− j
i− j

)
dt . (3.7)

Z Newton - Cotesových vzorc̊u lze poměrně jednoduše odvodit pravidla a jejich
složené varianty pro výpočet určitého integrálu.

Princip aproximace určitého integrálu pomoćı složených vzorc̊u spoč́ıvá v rozděleńı
intervalu na jednotlivé podintervaly. Přičemž na každý z podinterval̊u použijeme
jednoduché Newton - Cotesovy vzorce. Hodnotu integrálu poté aproximujeme hod-
notou, kterou vypočteme jako součet obsahu ploch na jednotlivých intervalech, č́ımž
dostáváme přesněǰśı aproximaci daného integrálu.
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Š́ı̌rku intervalu h urč́ıme jako h = b−a
m

, kde m je počet podinterval̊u. Daľśı infor-
mace můžeme nalézt v [2] nebo [16].

Věta 3.1.1. Kvadraturńı formule źıskaná integraćı interpolačńıho polynomu pro
uzlové body [xi, f(xi)] pro i = 0, . . . , n má stupeň přesnosti alespoň n.

D̊ukaz. Uvažujme integrál I(f), který aproximujeme Lagrangeovým interpolačńım
polynomem Ln stupně n s chybou En(f)

I(f) =

b∫
a

Ln(x) + En(f)dx. (3.8)

Uprav́ıme pravou stranu rovnosti

I(f) =

b∫
a

n∑
i=0

f(xi)li(x) + En(f)dx (3.9)

=

b∫
a

n∑
i=0

f(xi)li(x)dx+

b∫
a

En(f)dx.

=
n∑
i=0

f(xi)

b∫
a

li(x)dx+

b∫
a

En(f)dx, kde

b∫
a

li(x)dx = αi.

Nyńı vyjádř́ıme chybu En(f)

I(f)−
n∑
i=0

f(xi)αi =

b∫
a

En(f)dx. (3.10)

Přičemž pro chybu Lagrangeovy interpolace plat́ı

En(f) = f (n+1)(ξ)
ωn+1(x)

(n+ 1)!
. (3.11)

Nyńı můžeme vidět, že vyjádřeńı chyby En(f) obsahuje (n + 1)-ńı derivaćı
funkce f . Z toho př́ımo plyne, že chyba interpolačńı kvadraturńı formule bude nulová
pro všechny polynomy stupně nejvýše n a řád přesnosti bude tedy alespoň n.

Později ukážeme, že interpolačńı kvadraturńı formule má řád přesnosti pro n+1
bod̊u nejvýše 2n+ 1. Daľśı informace v [17].

3.1.1 (Složené) obdélńıkové pravidlo

Je nejjednodušš́ım vzorcem pro kvadraturu a řad́ıme jej mezi otevřené Newton -
Cotesovy vzorce. Jeho řád přesnosti je jedna, ovšem je vhodné jej využ́ıt v př́ıpadě,
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kdy nemůžeme vypoč́ıst integrál složitěǰśımi metodami z d̊uvodu nemožnosti určeńı
funkčńı hodnoty na kraj́ıch integrálu.

Princip tohoto pravidla spoč́ıvá v určeńı funkčńı hodnoty středu intervalu. Hod-
nota určitého integrálu je tak aproximována jako obsah obdélńıku, kdy jedna strana
je určena š́ı̌rkou intervalu a druhá funkčńı hodnotou.Dostaneme∫ b

a

f(x)dx ≈ hf

(
a+ b

2

)
. (3.12)

Pokud jsme ovšem schopni určit funkčńı hodnoty i na kraj́ıch integračńıch meźı, je
vhodněǰśı použ́ıt dále popsané metody.

Předpis pro aproximaci určitého integrálu pomoćı složeného obdélńıkového pra-
vidla: ∫ b

a

f(x)dx ≈ h
m∑
i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)
, (3.13)

kde m je počet podinterval̊u. Daľśı informace lze nalézt v [3].

3.1.2 (Složené) lichoběžńıkové pravidlo

Jedná se o jednoduchou metodu s řádem přesnosti jedna, která je snadno im-
plementovatelná pomoćı poč́ıtače. Hodnota integrálu je vypočtena jako obsah li-
choběžńıku, kdy funkci f nahrazujeme Lagrangeovým interpolačńım polynomem
prvńıho řádu. Pokud využijeme složenou variantu tohoto pravidla je interval rozdělen
na části a na každé této části je zkonstruován lichoběžńık. Hodnota integrálu je
určena jako součet obsahu jednotlivých lichoběžńık̊u.

Použit́ım vztahu (3.3) odvod́ıme vztah pro lichoběžńıkové pravidlo. Urč́ıme š́ı̌rku
intervalu h = x1 − x0, kde a = x0 < x1 = b. Integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉
aproximujeme pomoćı Lagrangeova interpolačńıho polynomu prvńıho stupně∫ b

a

f(x)dx ≈
1∑
i=0

αif(xi). (3.14)

Pro koeficienty αi dle vztahu (3.7) plat́ı

αi = h

∫ 1

0

n∏
j=0,j 6=i

(
t− j
i− j

)
dt, (3.15)

α0 = h

∫ 1

0

t− 1

0− 1
dt = h

∫ 1

0

1− tdt = h

[
t− t2

2

]1
0

=
h

2
, (3.16)

α1 = h

∫ 1

0

t− 0

1− 0
dt = h

∫ 1

0

tdt = h

[
t2

2

]1
0

=
h

2
. (3.17)

T́ımto dostáváme vztah pro lichoběžńıkové pravidlo∫ b

a

f(x)dx ≈ h

2
[f(a) + f(b)] . (3.18)
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Předpis pro aproximaci určitého integrálu pomoćı složeného lichoběžńıkového pra-
vidla: ∫ b

a

f(x)dx ≈ h

2

[
f(x0) + 2

m−1∑
i=1

f(xi) + f(xm)

]
, (3.19)

kde m je zvolený počet podinterval̊u. Vı́ce např́ıklad v [3], [18].

3.1.3 (Složené) Simpsonovo pravidlo

Daľśı metodou vycházej́ıćı z Newton - Cotesových vzorc̊u je Simpsonovo pravidlo.
Ze zadaného intervalu vybereme body na obou kraj́ıch intervalu a bod uprostřed
tohoto intervalu. Tyto body prolož́ıme křivkou, která je grafem polynomu druhého
řádu-parabolou. Hodnota integrálu je určena jako obsah plochy pod parabolou.∫ b

a

f(x)dx ≈ h

3

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
, (3.20)

kde h = b−a
2

.
U složené varianty tohoto pravidla rozdělujeme daný interval na sudý počet po-

dinterval̊u a v každém intervalu 〈x2i, x2i+2〉, i = 0, . . . , m
2
− 1, se provede náhrada

p̊uvodńı funkce polynomem druhého řádu. Hodnota integrálu se urč́ı jako součet
ploch pod těmito parabolami.

Předpis pro aproximaci určitého integrálu pomoćı složeného Simpsonova pravidla
(hodnota h opět představuje š́ı̌rku podintervalu a m počet podinterval̊u):

∫ b

a

f(x)dx ≈ h

3

f(x0) + 4

m
2∑
i=1

f(x2i−1) + 2

m
2
−1∑

i=1

f(x2i) + f(xm)

 , (3.21)

kde h = b−a
m

. Bližš́ı informace jsou k nalezeńı v [19].

3.1.4 (Složené) ťŕıosminové pravidlo

K určeńı hodnoty integrálu využ́ıvá tato metoda plochy pod grafem kubického
polynomu, který je určen čtyřmi body, které se nacházej́ı na obou kraj́ıch intervalu
a současně v jedné a druhé třetině daného intervalu. Pokud zvoĺıme složenou variantu
tohoto pravidla, je nutné, aby počet požadovaných podinterval̊u byl dělitelný třemi.

∫ b

a

f(x)dx ≈ 3h

8

[
f(a) + 3f

(
2a+ b

3

)
+ 3f

(
a+ 2b

3

)
+ f(b)

]
, (3.22)

kde h = b−a
3

.
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Předpis pro aproximaci určitého integrálu pomoćı složeného tř́ıosminového pra-
vidla: ∫ b

a

f(x)dx ≈ 3h

8

f(x0) + 3

m
3∑
i=1

(f(x3i−1) + f(x3i−2)) (3.23)

+ 2

m
3
−1∑

i=1

f(x3i) + f(xm)

 ,
kde h = b−a

m
. Podrobněǰśı informace źıskáme v [20].

3.1.5 (Složené) Boolevo pravidlo

Booleovo pravidlo je daľśım z uzavřených Newton - Cotesových vzorc̊u a má
z uvedených vzorc̊u nejvyšš́ı řád přesnosti, protože je přesný až pro polynomy
pátého stupně. K výpočtu hodnoty integrálu využ́ıvá kromě bod̊u na kraj́ıch in-
terval̊u a prostředńıho bodu také daľśı dva, které jsou umı́stěny v jedné a třet́ı
čtvrtině intervalu. Pokud zvoĺıme složenou variantu tohoto pravidla, je nutné, aby
počet požadovaných podinterval̊u byl dělitelný čtyřmi. Vzorec má tvar:∫ b

a

f(x)dx ≈ h

90

[
7f(a) + 32f

(
3a+ b

4

)
+ 12f

(
a+ b

2

)
(3.24)

+ 32f

(
a+ 3b

4

)
+ 7f(b)

]
,

kde h = b−a
4

.
Předpis pro aproximaci určitého integrálu pomoćı složeného Booleova pravidla:

∫ b

a

f(x)dx ≈ h

90

7f(x0) + 32

m
4∑
i=1

(f(x4i−1) + f(x4i−3)) (3.25)

+ 12

m
4∑
i=1

f(x4i−2) 14

m
4
−1∑

i=1

f(x4i) + 7f(xm)

 ,
kde h = b−a

m
, v́ıce např́ıklad v [16].

3.1.6 Chyba Newton - Cotesových vzorc̊u

Z věty 3.1.1 plyne, že pro chybu Newton - Cotesových vzorc̊u plat́ı:

Rn(f ) =
f (n+1 )(ξ)

(n+ 1)!

b∫
a

ωn+1(x ), (3.26)

kde ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).
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V praxi můžeme hodnotu |fn+1(ξ)| omezit maxx∈〈a,b〉 |f (n+1)(x)|.
Pokud interval integrace rozděĺıme na m podinterval̊u a na každém z nich apro-

ximujeme funkci f(x) Lagrangeovým interpolačńım polynomem stupně n, budeme
chybu Rn(f) odhadovat jako součet chyb na d́ılč́ıch intervalech. Tedy

b∫
a

f(x)dx =
n∑
i=1

xi∫
xi−1

f(x)dx ≈
n∑
i=1

xi∫
xi−1

Ln,i(x)dx, (3.27)

Rn(f) =
n∑
i=1

Rn,i(f), (3.28)

kde Rn,i(f) označuje chybu na intervalu 〈xi−1, xi〉.
V následuj́ıćıch odstavćıch odvod́ıme chybu pro lichoběžńıkové pravidlo. Označ́ıme

h = b− a, a = x0 < x1 = b, (3.29)

x0 = a+ 0h,

x1 = a+ h,

a použijeme substituci
x = a+ th, dx = hdt. (3.30)

Pro chybu plat́ı

R1(f) =
f ′′(ξ)

2

b∫
a

(x − a)(x − b)dx (3.31)

=
f ′′(ξ)

2
h

1∫
0

(a + th − a)(a + th − (a + h))dt

=
f ′′(ξ)

2
h3

1∫
0

t(t − 1 )dt

=
−f ′′(ξ)

12
h3

=
−f ′′(ξ)

12
(b − a)3 .

Je-li funkce f ′′ na intervalu [a, b] spojitá, existuje bod ξ ∈ 〈a, b〉 takový, že plat́ı

f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2) + . . .+ f ′′(ξm) = mf ′′(ξ). (3.32)

Pro odhad chyby složeného lichoběžńıkového pravidla, kde h = b−a
m

, pak dostáváme

R1(f) = −mf
′′
(ξ)

12
h3 (3.33)

= −(b− a)h2

12
f
′′
(ξ) (3.34)
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Analogicky bychom mohli odvodit vztahy pro chyby daľśıch pravidel. Chyba
Simpsonova pravidla je dána vztahem

R2(f) =
−f (4)(ξ)

90
h5. (3.35)

Pro chybu jeho složené varianty plat́ı

R2(f) = −(b− a)h4

180
f (4)(ξ). (3.36)

Vı́ce např́ıklad v [1] nebo [18].

3.2 Metoda polovičńıho kroku

Chybu numerické kvadratury lze odhadnout pomoćı vztah̊u (3.26). V těchto
vztaźıch se vyskytuje maximálńı hodnota derivace na intervalu (a, b), kterou neńı
jednoduché zjistit. Odhad chyby je také hodně pesimistický, protože ve skutečnosti
je chyba mnohem menš́ı.

Z toho d̊uvodu se pro odhad chyby využ́ıvá nejčastěji metoda polovičńıho kroku.
Metoda polovičńıho kroku vycháźı z myšlenky, že chybu lze vyjádřit v v závislosti

na kroku h následuj́ıćı řadou.

R(h) = akh
k + ak+1h

k+1 + . . . , kde k = 0, 1, . . . , (3.37)

pokud pro chybu metody plat́ı, že je řádu O(hk). Pro obdélńıkovou a lichoběžńıkovou
metodu je k = 2, pro Simpsonovu metodu a tř́ıosminové pravidlo je k = 4 a k = 6
v př́ıpadě Booleova pravidla.

Odvozeńı metody polovičńıho kroku

Spočteme integrál I(f) s dvěma r̊uznými kroky h1 a h2 a dostaneme

I(f) = I(h1) + akh
k
1 + ak+1h

k+1
1 , (3.38)

I(f) = I(h2) + akh
k
2 + ak+1h

k+1
2 . (3.39)

Označme
E(h) = I(f)− I(h). (3.40)

Zanedbáme vyšš́ı členy v rozvoji chyby

I(f) ≈ I(h1) + akh
k
1, (3.41)

I(f) ≈ I(h2) + akh
k
2. (3.42)

Od rovnice (3.42) odečteme rovnici (3.41). T́ım dostaneme

0 ≈ [I(h2)− I(h1)] + akh
k
2 − akhk1, (3.43)

0 ≈ [I(h2)− I(h1)] + ak(h
k
2 − hk1),

ak ≈
[I(h2)− I(h1)]

hk1 − hk2
,
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a proto

E(h1) ≈ akh
k
1 ≈

[I(h2)− I(h1)]

hk2 − hk1
hk1. (3.44)

Pokud zvoĺıme h1 = h a h2 = h
2

(odtud název metoda polovičńıho kroku)
dostáváme po jednoduché úpravě pro chybu s krokem h

E(h) =
2k

2k − 1

[
I

(
h

2

)
− I(h)

]
, (3.45)

kde k = 1, . . .. Metoda polovičńıho kroku je tedy založena na stejné myšlence jako
jeden krok Richardsonovy extrapolace. Vı́ce v [21].

3.3 Rombergova kvadratura

Rombergova kvadratura vycháźı z myšlenky Euler - Maclaurinova vzorce, kdy
můžeme chybu složeného lichoběžńıkového (CT h(f)) pravidla rozvinout do řady
sudých mocnin integračńıho kroku h

CTh(f) = I(f) +
n∑
i=1

aih
2i. (3.46)

T́ım zajist́ıme vyšš́ı přesnosti kvadraturńıch vzorc̊u. Tuto myšlenku vyjádř́ıme
pomoćı vztahu. K tomu Rombergova kvadratura využ́ıvá tzv. Richardsonovy extra-
polace (2.2), která je využ́ıvána i při výpočtech numerické derivace.

V praxi bývá Rombergova kvadratura znázorňována pomoćı stejné tabulky jako
u Richardsonovy extrapolace (2.1), kde hodnoty na diagonále představuj́ı aproximaci
integrálu s chybami řádu O(h4), O(h6) , . . . . Prvńı sloupec (při znázorněńı Romber-
govy kvadratury pomoćı tabulky) odpov́ıdá složenému lichoběžńıkovému pravidlu
s kroky h/2, h/4, . . ., druhý složenému Simpsonovu pravidlo a třet́ı složenému Boo-
leovu pravidlu. Plat́ı, že n - tý sloupec je kvadraturńı formule řádu 2n+1 s krokem hn.

Tento zp̊usob výpočtu je vhodný pro poč́ıtače, protože pro výpočet lepš́ı apro-
ximace určitého integrálu využ́ıváme hodnoty, které jsou již vypočtené. Daľśı infor-
mace jsou k nalezeńı v [13] a [15].

Odvozeńı Rombergovy kvadratury pro chybu O(h6)

Vyjádřeme postupně chybu integrálu O(h6) pro kroky h, h
2
, h
4
. Ze vztahu (3.46)

plyne

I(f)− CTh(f) = a1h
2 + a2h

4 +O(h6) (3.47)

I(f)− CTh
2
(f) = a1

(
h

2

)2

+ a2

(
h

2

)4

+O(h6) (3.48)

I(f)− CTh
4
(f) = a1

(
h

4

)2

+ a2

(
h

4

)4

+O(h6). (3.49)
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Nyńı pomoćı vhodné lineárńı kombinace vyjádř́ıme I(f) s chybou O(h6). Rov-
nici (3.47) vynásob́ıme neznámou x1. Rovnici (3.48) vynásob́ıme neznámou x2. Rov-
nici (3.49) vynásob́ıme neznámou x3. Následně tyto rovnice sečteme. Celkově tedy
dostáváme

(x1 + x2 + x3)I(f) = x1CTh(f) + x2CTh
2
(f) + x3CTh

4
(f) + (3.50)

+ x1a1h
2 + x2a1

h2

4
+ x3a1

h2

16
+

+ x1a2h
2 + x2a2

h2

16
+ x3a2

h2

256
+O(h6).

Nyńı sestav́ıme soustavu rovnic tak, abychom u I(f) dostali hodnotu 1 a eliminovali
členy s koeficienty a1, a2 a a3. Dostáváme soustavu

x1 + x2 + x3 = 1, (3.51)

x1 +
x2
4

+
x3
16

= 0,

x1 +
x2
16

+
x3
256

= 0.

Vyřešeńım této soustavy tř́ı rovnic se třemi neznámými (např. Gaussovou eliminaćı)
źıskáme x1 = 64

45
, x2 = −20

45
a x3 = 1

45
. Integrál I(f) s chybou O(h6) vypočteme tedy

I(f) ≈ 64CTh(f)− 20CTh(f) + CTh(f)

45
. (3.52)

Obecný vztah pro Rombergovu metodu můžeme zapsat pomoćı následuj́ıćı iteračńı
formule:

I
(k)
2h =

4kI
(k)
2h−1 − I

(k−1)
h

4k − 1
, kde k = 1, 2, . . . . (3.53)

3.4 Gaussova kvadratura

V př́ıpadě Newton-Cotesových vzorc̊u jsme předpokládali ekvidistantńı děleńı
intervalu, na kterém jsme chtěli aproximovat hodnotu integrálu. Pokud upust́ıme
od požadavku ekvidistantńıho děleńı intervalu, jsme schopni dosáhnout vyšš́ı alge-
braické přesnosti.

Věta 3.4.1. Řád kvadraturńı formule pro n+ 1 bod̊u je nejvýše 2n+ 1.

D̊ukaz. Necht’ polynom p(x) =
∏n

i=0(x− xi)2 ∈ Π2n+2, kde xi jsou uzly kvadraturńı
formule. Polynom p(x) je nezáporná funkce na intervalu 〈a, b〉 , pro který plat́ı∫ b

a

p(x) > 0.

Kvadraturńı formule (3.2) je ovšem rovna nule, což je spor. Pro tento polynom
tedy neńı kvadraturńı formule přesná a řád přesnosti je tedy nejvýše 2n+ 1.
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Kvadraturńı formule, konstruovaná tak, že jej́ı řád je 2n+1, se nazývá Gaussova.
Předt́ım, než budeme definovat Gaussovy kvadraturńı vzorce, je nezbytné, abychom
si objasnili pojem ortogonálńı polymony.

3.4.1 Ortogonálńı polynomy

Zaved’me množinu Πn pro množinu všech polynomů stupně nejvýše n. Symbo-
lem Π̃n budeme značit množinu všech normovaných polynomů stupně nejvýše n
(jejich koeficient u nejvyšš́ı mocniny je roven jedné).
Definice 3.4.1. Necht’ ω je funkce, o které předpokládáme, že je integrovatelná
a nezáporná na intervalu 〈a, b〉 a ω(x) > 0 skoro všude na [a, b]. Takovou funkci
budeme nazývat váhovou funkćı.

Použit́ım váhové funkce ω(x) se můžeme podle [17] vyhnout řadě problémů.
Jedńım z nich je např́ıklad singularita integrandu v bodech, které jsou uzly kvadra-
turńı formule.

V daľśı části se proto budeme zabývat výpočtem integrálu∫ b

a

ω(x)f(x)dx. (3.54)

Dále definujeme skalárńı součin funkćı.

Definice 3.4.2. Skalárńım součinem na prostoru spojitých reálných funkćı na uzavřeném
intervalu 〈a,b〉 budeme rozumět

〈f, g〉 =

b∫
a

ω(x)f(x)g(x)dx

Definice 3.4.3. Jestlǐze 〈f, g〉 = 0, ř́ıkáme, že funkce f, g jsou ortogonálńı na in-
tervalu 〈a, b〉.

Věta 3.4.2. Pro váhovou funkci ω(x) na intervalu 〈a, b〉 existuj́ı polynomy pj ∈ Π̃j

j = 0, 1, 2, . . . takové, že
〈pi, pk〉 = 0 pro i 6= k.

Tyto polynomy lze sestrojit pomoćı Gram - Schmidtova ortogonalizačńıho pro-
cesu.

Věta 3.4.3.

1. Každý polynom p ∈ Πk lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci ortogonálńıch po-
lynom̊u pi ∈ Π̃i, i 5 k.

2. Polynom pn ∈ Π̃n je ortogonálńı ke všem polynom̊um p ∈ Πn−1.

3. Kořeny každého polynomu z posloupnosti ortogonálńıch polynom̊u jsou reálné,
jednoduché a lež́ı v (a, b).

Nyńı již můžeme přistoupit k samotné charakterizaci Gaussova kvadraturńıho
vzorce. Bližš́ı informace jsou k nalezeńı v [2], [17] a [22].
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3.4.2 Gauss̊uv Kvadraturńı vzorec

Věta 3.4.4. Necht’ kvadraturńı formule ve tvaru (3.2) má stupeň přesnosti ale-
spoň n. Předpokládejme, že pn ∈ Π̃n, n = 0, 1, . . ., jsou ortogonálńı polynomy na
intervalu 〈a, b〉 vzhledem k váhové funkci ω. Pak tato formule má stupeň přesnosti
2n + 1, právě tehdy, když uzly xi pro i = 0, 1, . . . , n této kvadraturńı formule jsou
kořeny polynomu pn+1 ∈ Π̃n+1.

D̊ukaz. Uvažujme kvadraturńı formuli (3.2), která má stupeň přesnosti alespoň n.
Tuto formuli můžeme podle věty 3.1.1 źıskat např́ıklad integraćı interpolačńıho po-
lynomu. Dále uvažujme polynom q(x) ∈ Π2n+1. Zřejmě plat́ı, že

q(x) = pn+1(x)sn(x) + rn(x), (3.55)

kde sn je pod́ıl po děleńı polynomu q(x) polynomem pn+1(x) a rn(x) je zbytek po
tomto děleńı. Nyńı vypočteme chybu R(q).

R(q) =

∫ b

a

ω(x)q(x)dx−
n∑
i=0

αiq(xi) (3.56)

=

∫ b

a

ω(x) [pn+1(x)sn(x) + rn(x)] dx−
n∑
i=0

αi [pn+1(xi)sn(xi) + rn(xi)]

=

∫ b

a

ω(x) [pn+1(x)sn(x)] dx−
n∑
i=0

αipn+1(xi)sn(xi)

+

∫ b

a

ω(x)rn(x)dx−
n∑
i=0

αirn(xi)

Polynom pn+1(x) je ortogonálńı s vahou ω(x) k polynomu sn(x). Zároveň plat́ı, že
uzly xi jsou kořeny polynomu pn+1(x). Prvńı sč́ıtanec je tedy roven nule. Z předpokladu
plyne, že stupeň přesnosti kvadraturńı formule je alespoň n. Proto je i druhý sč́ıtanec
roven nule. Pro chybu R(q) plat́ı, že je rovna nule pro libovolný polynom q(x) ∈
Π2n+1. Stupeň přesnosti kvadraturńı formule je tedy 2n+ 1.

Připomeňme, že taková formule se nazývá Gaussova. Gaussovy interpolačńı kva-
draturńı vzorce voĺı tedy koeficienty a uzly kvadratury tak, aby jejich řád přesnosti
byl maximálńı. Vı́ce např́ıklad v [3] nebo [17].

Odvozeńı Gaussova kvadraturńıho vzorce

Podle [2] urč́ıme koeficienty αi Gaussovy kvadratury, tak aby platilo∫ b

a

ω(x)q(x)dx =
n∑
i=0

αiq(xi), (3.57)

kde q(x) ∈ Π2n+1. Uvažujme ortogonálńı systém polynomů p0, p1, . . . , pn+1 a kořeny
xi polynomu pn+1.
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Polynom q(x) můžeme vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem

q(x) = pn+1(x)s(x) + r(x), (3.58)

kde s ∈ Πn je pod́ıl po děleńı polynomu q(x) polynomem pn+1(x) a r(x) ∈ Πn je
zbytek po tomto děleńı.

Podle (3.4.3) můžeme polynomy s(x) a r(x) vyjádřit jako lineárńı kombinaci

ortogonálńıch polynomů. Integrál
∫ b
a
ω(x)dx můžeme vyjádřit takto∫ b

a

ω(x)q(x)dx =

∫ b

a

ω(x)s(x)pn+1(x)dx+

∫ b

a

ω(x)r(x)dx. (3.59)

Z vlastnosti ortogonálńıch polynomů uvedených ve větě 3.4.3 plyne, že polynom
pn+1(x) je ortogonálńı ke všem polynomům nižš́ıho stupně. Proto∫ b

a

ω(x)q(x)dx =

∫ b

a

ω(x)s(x)pn+1(x)dx︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ b

a

ω(x)r(x)dx, (3.60)

a tedy ∫ b

a

ω(x)q(x)dx =

∫ b

a

ω(x)r(x)dx. (3.61)

Polynom r(x) můžeme opět podle věty 3.4.3 vyjádřit jako lineárńı kombinaci orto-
gonálńıch polynomů. Položme

r(x) =
n∑
j=0

βjpj(x), kde p0(x) = 1. (3.62)

Nyńı vyjádř́ıme druhý sč́ıtanec∫ b

a

ω(x)q(x)dx =

∫ b

a

ω(x)
n∑
j=0

βjpj(x)dx (3.63)

=

∫ b

a

ω(x)
n∑
j=0

βjpj(x)p0(x)dx

=
n∑
j=0

βj

∫ b

a

ω(x)pj(x)p0(x)dx.

Pokud využijeme větu 3.4.2, je druhý sč́ıtanec, a tedy levá strana rovnosti (3.57)
rovna

β0

∫ b

a

ω(x)dx. (3.64)

Zbývá vyjádřit pravou stranu rovnosti (3.57), která je prozat́ım vyjádřena ve tvaru

n∑
i=0

αiq(xi). (3.65)
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Jestliže využijeme vyjádřeńı (3.58), pak pro pravou stranu rovnosti plat́ı

n∑
i=0

αi [pn+1(xi)s(xi) + r(xi)] . (3.66)

Protože body xi jsou kořeny polynomu pn+1(x), plat́ı

n∑
i=0

αi

pn+1(xi)s(xi)︸ ︷︷ ︸
=0

+r(xi)

 . (3.67)

S využit́ım (3.62) dostaneme rovnici

β0

∫ b

a

ω(x)dx =
n∑
i=0

αi

n∑
j=0

βjpj(xi), (3.68)

kterou můžeme vyjádřit v maticovém tvaru:
p0(x0) p0(x1) . . . p0(xn)
p1(x0) p1(x1) . . . p1(xn)

...
...

...
pn(x0) pn(x1) . . . pn(xn)



α0

α1
...
αn

 =


∫ b
a
ω(x)dx

0
...
0

 . (3.69)

Uzlové body xi budeme proto nyńı volit podle tvaru tzv. váhové funkce ω(x).
Jedná se o kořeny polynomů, které jsou ortogonálńı s váhovou funkćı ω(x).

Vlastnost́ı, která je pro Gaussovu kvadraturu nejpodstatněǰśı je, že pro stejný
počet uzlových bod̊u je přesněǰśı než výsledky źıskané metodami založenými na New-
ton - Cotesových vzorćıch.

V rámci práce byl implementován Gauss̊uv-Legendr̊uv kvadraturńı vzorec s váhovou
funkćı ω(x) = 1 na intervalu 〈−1, 1〉.

Odvod’me Gauss-Legendrovu kvadraturu řádu 5 na intervalu 〈−1, 1〉, přičemž
budeme uvažovat prvńı čtyři Legendrovy ortogonálńı polynomy p0 = 1, p1 = x, p2 =
x2 − 1

2
, p3 = x3 − 3

5
x.

Podle věty 3.4.4 je kvadraturńı formule Gaussova právě tehdy, když jako uzly
kvadratury xi pro i = 0, 1, . . . , n voĺıme kořeny polynomu pn+1(x) ∈ Π̃n+1. Zjist́ıme

proto kořeny polynomu p3 = x3− 3
5
x. Tyto kořeny jsou x0 = 0, x1 = −

√
3
5
, x2 =

√
3
5
.

Integrál
∫ 1

−1 ω(x)dx = 2.
Nyńı již můžeme sestavit maticovou rovnici tř́ı rovnic o třech neznámých, jej́ımž

řešeńım jsou koeficienty αi kvadraturńı formule. 1 1 1

0 −
√

3
5

√
3
5

−1
3

4
15

4
15


α0

α1

α1

 =

2
0
0

 .
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Řešeńım této soustavy jsou koeficienty α0 = 8
9
, α1 = 5

9
, α2 = 5

9
. Dostáváme tak

tř́ıbodovou kvadraturńı formuli∫ 1

−1
f(x)dx ≈ 5

9
f

(
−
√

3

5

)
+

8

9
f (0) +

5

9
f

(√
3

5

)
, (3.70)

která je na intervalu 〈−1, 1〉 přesná pro všechny polynomy stupně nejvýše pět.
Nicméně hodnoty uzlových bod̊u a koeficient̊u kvadraturńıho vzorce nemuśıme

poč́ıtat, protože jsou již zaznamenány v literatuře.
Hodnotu integrálu na intervalu 〈a, b〉 můžeme aproximovat podle následuj́ıćıho

složeného vztahu [6]∫ b

a

f(x)dx ≈ h

2

m−1∑
j=0

(
n∑
i=0

ωif

(
1

2
xih+ a+ h

(
j +

1

2

)))
, (3.71)

kde ωi jsou koeficienty Gaussova-Legendrova kvadraturńıho vzorce a xi jsou kořeny
tzv. Legendrových polynom̊u.

Počet uzl̊u n Uzly xi Váhy ωi

1 0 2

2 ±
√
3
3

1

3
0

8
9

±
√

3
5

5
9

4 ±
√

3−2
√
6
5

7

18+
√
30

36

±
√

3+2
√
6
5

7

18−
√
30

36

5
0 128

225

±1
3

√
5− 2

√
10
7

323+13
√
70

900

±1
3

√
5 + 2

√
10
7

323−13
√
70

900

Tabulka 3.1: Uzly a váhy Gaussovy kvadratury
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4 Nelineárńı rovnice

Ve čtvrté kapitole se budeme zabývat řešeńım nelineárńıch rovnic f(x) = 0, kde
x ∈ R. Budeme tedy hledat body, které jsou kořeny rovnice.

Numerické metody zabývaj́ıćı se touto problematikou jsou zpravidla iteračńı.
Tyto metody generuj́ı posloupnost {xk}∞k=0. Proto jsou pro nás d̊uležité informace
o samotné konvergenci metody.

Definice 4.0.4. Řekneme, že metoda konverguje k řešeńı rovnice f(x) = 0, jestlǐze
plat́ı

lim
k→∞

xk = α, (4.1)

kde f(α) = 0.

Jestliže metoda konverguje k danému řešeńı, bude nás zpravidla zaj́ımat, jak
rychle tato metoda konverguje. V př́ıpadě, že metoda diverguje nebo konverguje ve-
lice pomalu, muśıme výpočet nějakým zp̊usobem zastavit a nenechat jej pokračovat.

Věta 4.0.5. (Bolzanova)
Necht’ funkce f ∈ C[a, b] a necht’ f nabývá v koncových bodech intervalu hodnot

s opačnými znaménky, tj. f(a)f(b) < 0. Potom uvnitř tohoto intervalu existuje
alespoň jeden bod α takový, že f(α) = 0. V př́ıpadě, že prvńı derivace funkce f
neměńı na tomto intervalu znaménko, pak se zde nacháźı právě jeden takový bod.

4.1 Metoda p̊uleńı intervalu

Metoda p̊uleńı interval̊u neboli bisekce je metoda, která je vždy konvergentńı
a do jisté mı́ry i univerzálńı algoritmus, který se dá použ́ıt ve značné mı́̌re praktických
př́ıpad̊u. K užit́ı této metody je zapotřeb́ı splnit dvě podmı́nky. Prvńı podmı́nkou,
kterou muśı tato metoda splňovat je ta, že funkce f muśı být spojitá na zvo-
leném počátečńım intervalu 〈x0, x1〉. Druhým požadavkem je, aby funkčńı hodnoty
v krajńıch bodech zvoleného intervalu měly opačná znaménka, tj. muśı splňovat
předpoklady Bolzanovy věty. Pokud jsou tyto podmı́nky splněny, pak tato metoda
konverguje.

Půleńım intervalu 〈x0, x1〉 zjist́ıme hodnotu x2. Nyńı muśıme zjistit, ve kterém
z nové vzniklých interval̊u kořen lež́ı. Je-li f(x2) = 0, našli jsme kořen. V př́ıpadě,
že f(x0)f(x2) < 0, pak uvažujeme v daľśım postupu výpočtu interval 〈x0, x2〉. Je-li
f(x0)f(x2) > 0, pak nově uvažovaným intervalem je 〈x2, x1〉. Následně budeme celý
postup znovu opakovat. Z posledńı iterace tohoto postupu, dostaneme bod (střed
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intervalu), který považujeme za aproximaci kořene zadané rovnice. Č́ım v́ıce iteraćı
tedy provedeme, t́ım je výsledek přesněǰśı. Střed intervalu urč́ıme jako:

xk+1 =
ak + bk

2
, (4.2)

kde ak a bk jsou krajńı body intervalu uvažovaného v k-tém kroku. Je-li f(xk+1) = 0,
pak jsme nalezli kořen a výpočet ukonč́ıme. Jinak urč́ıme nový interval ve smyslu
Bolzanova kritéria, tj. je-li f(xk)f(xk+1) < 0, budeme v daľśı iteraci pracovat s
intervalem 〈ak+1, bk+1〉 = 〈xk, xk+1〉. V př́ıpadě, že f(xk)f(xk+1) > 0, budeme dále
uvažovat interval 〈ak+1, bk+1〉 = 〈xk+1, xk−1〉. Ukončit metodu můžeme např́ıklad ve
chv́ıli, kdy š́ı̌rka intervalu je menš́ı než námi zadaná přesnost nebo když dvě po sobě
jdoućı iterace jsou dostatečně shodné, tj. |xk − xk−1| < ε. Vı́ce např́ıklad v [29].

4.2 Metoda regula falsi

Regula falsi zvaná též metoda tětiv, je velice podobná metodě p̊uleńı intervalu.
Stejně jako předchoźı metoda vždy konverguje. Nicméně jako děĺıćı bod intervalu
neuvažuje střed intervalu, ale pr̊useč́ık př́ımky spojuj́ıćı oba krajńı body aktuálńıho
intervalu s osou x (proto metoda tětiv). Tento pr̊useč́ık vypočteme podle vztahu:

xk =
f(bk)ak − f(ak)bk
f(bk)− f(ak)

. (4.3)

Z nově vzniklých interval̊u 〈ak, xk〉, 〈xk, bk〉 vybereme ten, který má v krajńıch bo-
dech intervalu opačná znaménka a označ́ıme ho 〈ak+1, bk+1〉 a podle Bolzanovy věty
muśı tedy obsahovat kořen rovnice. Výpočet zastav́ıme ve chv́ıli, kdy nalezneme
kořen rovnice, nebo opět v př́ıpadě dostatečné shodnosti dvou po sobě následuj́ıćıch
iteraćı, tj. kdy |xk − xk−1| < ε. Vı́ce informaćı lze nalézt např́ıklad v [19].

4.3 Metoda sečen

Metoda sečen je podobná metodě regula falsi. Krajńı body intervalu spoj́ıme
př́ımkou a nalezneme pr̊useč́ık s osou x. Nyńı ovšem nepostupujeme ve smyslu Bol-
zanovy věty, kdy bychom vybrali nový interval obsahuj́ıćı kořen, ale vedeme sečnu
z bodu [xk−1, f(xk−1)] do bodu [xk, f(xk)]. Nyńı opět nalezneme pr̊useč́ık s osou x.
T́ımto zp̊usobem pokračujeme do doby, než nalezneme kořen nebo |xk − xk−1| < ε.
Tento algoritmus lze charakterizovat vztahem:

xk+1 = xk − xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
f(xk). (4.4)

Vı́ce informaćı lze nalézt v [10].
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4.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda je metoda, která využ́ıvá k nalezeńı kořene rovnice tečny.
Pro výpočet muśıme zvolit počátečńı aproximaci x0. Novou aproximaci kořene xi+1

nalezneme jako pr̊useč́ık tečny ke grafu funkce f v bodě [xi, f(xi)] s osou x a
opět sestroj́ıme tečnu. Využijeme faktu, že hodnoty prvńı derivace funkce určuj́ı
směrnici tečny. Metoda konverguje ve většině př́ıpad̊u rychleji než metoda bisekce.
Pro výpočet pomoćı Newtonovy metody tečen se už́ıvá vzorec vycházej́ıćı z Taylo-
rova rozvoje:

xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)
, (4.5)

kde xk je k-tá aproximace kořene.
Newtonova metoda je za určitých předpoklad̊u kvadraticky konvergentńı, a tud́ıž

s každou novou iteraćı dojde ke zdvojnásobeńı počtu platných č́ıslic.
Nevýhodou Newtonovy metody je ovšem skutečnost, že ne vždy konverguje.

Muśıme si uvědomit, že volba počátečńı aproximace je velmi d̊uležitým (ne však
postačuj́ıćım) faktorem při hledáńı kořene rovnice. Pokud máme za úkol hledat kořen
konvexńı funkce, muśıme počátečńı aproximaci x0 volit tak, aby f(x0) > 0, pokud
vyšetřujeme kořen rovnice pro konkávńı funkce, muśıme počátečńı aproximaci x0

volit tak, aby f(x0) < 0. Daľśı informace lze źıskat v [23], [24].

4.5 Steffensenova metoda

Tato metoda je velmi podobná Newtonově metodě tečen. Steffensenova metoda
dosahuje kvadratické konvergence, ale na rozd́ıl od Newtonovy metody nevyuž́ıvá
pro sv̊uj výpočet derivace v bodě.

Metoda je definována následuj́ıćım předpisem:

xk+1 = xk − f(xk)

dk
, (4.6)

kde dk = f(xk+f(xk))−f(xk)
f(xk)

je speciálně spočtená aproximace f
′
(xk).

V každé iteraci se funkce f(x) vyhodnocuje hned dvakrát a to konkrétně f(xk)
a f(xk + f(xk)). Je tak vidět, že vyhnut́ı se výpočtu derivaćı přináš́ı o jedno vyhod-
noceńı nav́ıc. Bližš́ı informace lze nalézt v [25].

4.6 Halleyova metoda

Tato metoda je založena na aproximaci funkce Taylorovým polynomem druhého
řádu, je tedy přesněǰśı než Newtonova metoda, která je založena na aproximaci
Taylorovým polynomem prvńıho řádu, a proto je jej́ı konvergence rychleǰśı. Ovšem
za cenu nutnosti vypočteńı i druhé derivace funkce v bodě.
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Stejně jako u Newtonovy či Steffensenovy metody muśıme vhodně zvolit počátečńı
aproximaci. Pro nalezeńı kořene rovnice využ́ıvá Halleyova metoda následuj́ıćıho
vztahu:

xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)− f ′′ (xk)f(xk)

2f ′ (xk)

. (4.7)

Daľśı informace jsou k nalezeńı např́ıklad v [26].

4.7 Sturmova posloupnost

Sturmova posloupnost slouž́ı pro stanoveńı počtu a lokalizaci reálných kořen̊u
polynomu

P (x) =
n∑
i=0

aix
i, kde ai ∈ R , x ∈ C. (4.8)

Definice 4.7.1. Sturmova posloupnost pro polynom P na intervalu (a, b) je posloup-
nost polynom̊u P0(x) = P (x), P1(x) = −P ′(x), . . . , Pk(x) = konstanta, Pi+1(x) =
−rem(Pi−1(x), Pi(x)), kde rem je zbytek po děleńı polynom̊u.

Znakem W (x) budeme značit počet znaménkových změn ve Sturmově posloup-
nosti {Pi(x)}ki=1 v bodě x.

Věta 4.7.1. (Sturmova)
Je-li P (a) a P (b) r̊uzné od nuly, je počet r̊uzných reálných kořen̊u polynomu P (x)

v intervalu 〈a, b〉 roven č́ıslu Iba = W (b)−W (a).

Konstruujeme posloupnost polynomů zmenšuj́ıćıch se stupň̊u, přičemž posledńı
člen posloupnosti Pk(x) neńı roven nule a polynom P (x) má pouze jednoduché
kořeny. V opačném př́ıpadě má polynom P (x) v́ıcenásobné kořeny. Pokud v tomto
př́ıpadě vyděĺıme polynom P (x) předposledńım členem posloupnosti Pk−1(x), který
je největš́ım společným dělitelem polynomu P0(x) a P1(x), źıskáme polynom, jež má
stejné kořeny jako polynom P0(x), ale všechny jednoduché. Toto plyne z Euklidova
algoritmu. Následně znovu aplikujeme Sturmovu větu. Vı́ce např́ıklad v [20] nebo
[27].
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5 Lineárńı rovnice

Soustavy lineárńıch rovnic jsou velice častou úlohou numerické matematiky vy-
skytuj́ıćı se např́ıklad v teorii obvod̊u či statistice.

Předt́ım než charakterizujeme numerické metody pro výpočet řešeńı soustav
lineárńıch rovnic, je nutné definovat některé pojmy, které budeme ve zbytku ka-
pitoly využ́ıvat.

5.1 Základńı pojmy

Definice 5.1.1. Soustavu n lineárńıch rovnic o n neznámých budeme definovat

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

...
...

...,
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn,

(5.1)

kde aij, bi ∈ R pro i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.

Vektorově můžeme tuto soustavu zapsat:

Ax = b, (5.2)

kde

A=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

 ,x=


x1
x2
...
xn

 ,b=


b1
b2
...
bn

 .

Matice A se nazývá matice soustavy, vektor x se nazývá vektor neznámých,
vektor b se nazývá vektor pravé strany.

Definice 5.1.2. Rozš́ıřenou soustavu n lineárńıch rovnic o n neznámých budeme
definovat

A=


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

an1 an2 . . . ann bn

 . (5.3)
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Definice 5.1.3. Hodnost matice A je rovna maximálńımu počtu nezávislých řádk̊u.
Hodnost matice znač́ıme h(A).

Definice 5.1.4. Necht’ A ∈ Rn,n. Matici A nazveme dolńı trojúhelńıkovou matićı,
pokud plat́ı aij = 0 pro všechna i < j.

Definice 5.1.5. Necht’ A ∈ Rn,n. Matici A nazveme horńı trojúhelńıkovou matićı,
pokud plat́ı aij = 0 pro všechna i > j.

Definice 5.1.6. Necht’ A ∈ Rn,n. Pak A se nazývá regulárńı, pokud h(A) = n.
V opačném př́ıpadě se nazývá singulárńı.

Věta 5.1.1. (Frobeniova)
Je-li h(A) < h(A), pak soustava (5.1) nemá řešeńı.
Je-li h(A) = h(A) = n, pak soustava (5.1) má právě jedno řešeńı.
Je-li h(A) = h(A) = r < n, pak soustava (5.1) má nekonečné mnoho řešeńı

závislých na n− r parametrech.

Definice 5.1.7. Matice A se nazývá řádkově ostře diagonálně dominantńı právě
tehdy, když

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij|, i = 1, . . . , n.

Definice 5.1.8. Matice A se nazývá sloupcově ostře diagonálně dominantńı právě
tehdy, když

|ajj| >
n∑

i=1,i 6=j

|aij|, j = 1, . . . , n.

Definice 5.1.9. Je-li matice A = (aij) typu (n,m), pak transponovaná matice k ma-
tici A je matice AT = (bji) typu (m,n), kde bji = aij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Definice 5.1.10. Necht’ A ∈ Rn,n. Matice A se nazývá symetrická právě tehdy,
když plat́ı AT = A.

Definice 5.1.11. Matice A je pozitivně definitńı, pokud pro libovolný nenulový vek-
tor x plat́ı

xTAx > 0.

Věta 5.1.2. Necht’ A ∈ Rn,n je symetrická pozitivně definitńı matice. Potom následuj́ıćı
vlastnosti jsou ekvivalentńı.

1. Matice A je pozitivně definitńı.

2. Všechna vlastńı č́ısla všech submatic matice A jsou kladná.

3. Všechny hlavńı minory (determinanty hlavńıch submatic) matice A jsou kladné.

4. Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou kladná.
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5. Existuje regulárńı dolńı trojúhelńıková matice L tak, že A = LLT.

Definice 5.1.12. Spektrem σ(A) čtvercové matice A nazveme množinu všech vlastńıch
č́ısel.

Definice 5.1.13. Spektrálńı poloměr matice A ∈ Rn,n je č́ıslo ρ(A) = maxi=1,2,...,n |λi|,
kde λi, i = 1, 2, . . . , n jsou vlastńı č́ısla matice A.

Definice 5.1.14. Necht’ A ∈ Rn,n. Pak A se nazývá ortonormálńı, pokud AAT = I,
kde I je jednotková matice.

Jestliže je matice soustavy regulárńı, tj. determinant matice je r̊uzný od nuly,
má tato soustava pouze jediné řešeńı x = A−1b. Nicméně výpočet inverzńı matice
A−1 k matici A je velice časově a pamět’ově náročná operace, zejména pro rozsáhlé
systémy rovnic. Z tohoto d̊uvodu využ́ıváme pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic
numerické metody, které lze rozdělit do dvou skupin. Vı́ce např́ıklad v [18], [28]
nebo [29].

5.2 Př́ımé metody

Princip př́ımých metod spoč́ıvá v převedeńı soustavy rovnic na ekvivalentńı
soustavu s trojúhelńıkovou matićı. Použit́ım těchto metod źıskáme po konečném
počtu elementárńıch algebraických úprav teoreticky přesné řešeńı. Toto řešeńı ovšem
podléhá vlivu zaokrouhlovaćıch chyb, a proto nevypočteme obvykle přesné, ale pouze
přibližné řešeńı. Chyba řešeńı je závislá na vlastnostech matice A. Tyto vlast-
nosti souviśı s tzv. podmı́něnost́ı matic. Podle [2] můžeme ř́ıci, že matice je dobře
podmı́něná, jestliže relativně malé změny prvk̊u matice nebo vektoru pravé strany
zp̊usob́ı relativně malé změny v řešeńı. Naopak matice je označována jako špatně
podmı́něná, jestliže relativně malé změny prvk̊u matice nebo vektoru pravé strany
zp̊usob́ı velké změny řešeńı.

5.2.1 Gaussova eliminace

Realizaci Gaussovy eliminace lze rozdělit do dvou na sebe navazuj́ıćıch krok̊u.

Př́ımý chod

Prvńım krokem je př́ımý chod. Hlavńı myšlenka př́ımého chodu spoč́ıvá v po-
stupném odeč́ıtáńı rovnic, které jsou násobeny r̊uznými koeficienty až do stavu, kdy
převedeme p̊uvodńı soustavu na ekvivalentńı soustavu s trojúhelńıkovou matićı:

aij = aij −
aik
akk

akj,

bi = bi −
aik
akk

bk,

kde k = 1, . . . , n− 1, i = k + 1, . . . , n, j = k + 1, . . . , n.
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Zpětný chod

Druhým krokem je zpětný chod, který slouž́ı k určováńı hodnot neznámých za-
dané soustavy lineárńıch rovnic. Z trojúhelńıkového tvaru urč́ıme hodnotu neznámé
xn př́ımo a zpětným dosazováńım vypočtených neznámých jsme schopni určit hod-
noty všech zbylých neznámých [30]:

xi =
1

aii

(
bi −

n∑
j=i+1

xjaij

)
, i = n, . . . , 1. (5.4)

Realizovatelnost Gaussovy eliminace

Algoritmus Gaussovy eliminace je realizovatelný, jestliže matice A je sloupcově
ostře diagonálně dominantńı, tj. je-li absolutńı hodnota diagonálńıho prvku větš́ı
než součet absolutńıch hodnot ostatńıch prvk̊u ve sloupci. Dále můžeme ř́ıci, že
Gaussova eliminace je realizovatelná tehdy, je-li matice A symetrická a pozitivně
definitńı, tj. všechna vlastńı č́ısla matice A jsou kladná. Pro určeńı pozitivńı defi-
nitnosti se v praxi často využ́ıvá Choleského rozklad, který poṕı̌seme dále. Pokud
matice A nesplňuje některý předpoklad z předchoźıho odstavce nelze obecně ř́ıci, že
soustavu lineárńıch rovnic nelze řešit Gaussovou eliminaćı. K výpočtu řešeńı sou-
stavy lineárńıch rovnic s libovolnou regulárńı matićı pomoćı Gaussovy eliminace
můžeme využ́ıt tzv. pivotaci.

Pokud se v pr̊uběhu př́ımého chodu vyskytne nulový diagonálńı prvek, nelze
výpočet z d̊uvodu děleńı nulou provést. Druhý d̊uvod použit́ı pivotace plyne z nu-
merické nestability, která je zp̊usobena kumulaćı zaokrouhlovaćı chyby. Použit́ım
pivotace se snaž́ıme tuto chybu zmenšit.

Pivotaci lze realizovat v zásadě dvěma zp̊usoby. Prvńım zp̊usobem je částečná
pivotace, jej́ıž podstatu přibĺıž́ıme v následuj́ıćım odstavci.

V i-tém kroku Gaussovy eliminace nalezneme mezi i-tou až n-tou rovnićı rovnici,
která má u neznámé xi největš́ı koeficient v absolutńı hodnotě a následně provedeme
záměnu pořad́ı této rovnice s i-tou rovnićı. Analogicky lze provádět záměnu pořad́ı
sloupc̊u.

Druhou variantou pivotace je úplná pivotace, která spoč́ıvá v tom, že v k-tém
kroku voĺıme za hlavńı prvek ten, který je největš́ı v absolutńı hodnotě v submatici
vytvořené vynecháńım prvńıch k− l řádk̊u a sloupc̊u v upravené matici. Provád́ıme
záměnu pořad́ı řádk̊u a sloupc̊u k-té rovnice s rovnićı, která má u neznámé xk největš́ı
koeficient v absolutńı hodnotě.

Je d̊uležité si uvědomit, že nutnost sledovat největš́ı prvek v celé submatici
a následná záměna pořad́ı řádk̊u a sloupc̊u zp̊usobuje časovou a pamět’ovou náročnost.
Z tohoto d̊uvodu je v aplikaci využita částečné pivotace, v́ıce viz [31].

Závěrem této podkapitoly upozorńıme na náročnost Gaussovy eliminačńı me-
tody, a to jak z časového, tak i pamět’ového hlediska. Gaussova eliminace se hod́ı
nejlépe pro nepř́ılǐs rozsáhlé soustavy s plnou matićı nebo pro určité typy velkých
ř́ıdkých matic (např. tř́ıdiagonálńı matice). Bližš́ı informace můžeme nalézt např́ıklad
v [18], [32].
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5.2.2 LU rozklad

Metoda LU dekompozice je vlastně variaćı Gaussovy eliminačńı metody. Matici
A vyjádř́ıme pomoćı součinu dvou matic L a U, kde matice L je dolńı trojúhelńıková
matice a matice U horńı trojúhelńıková matice. Mı́sto soustavy Ax = b budeme
řešit tedy soustavy dvě:

Ly = b, (5.5)

Ux = y. (5.6)

Ovšem řešeńı těchto dvou soustav je vzhledem ke tvaru matic L a U jednodušš́ı
a rychleǰśı. Tento rozklad je zvláště výhodný pro řešeńı soustav se stejnou matićı,
ale r̊uznými vektory pravé strany [32]. Matice L a U konstruujeme např́ıklad podle
následuj́ıćıch vztah̊u [10]:

lrr = 1, (5.7)

u11 = a11, (5.8)

li1 =
ai1
u11

, (5.9)

u1r = a1r. (5.10)

Zbývaj́ıćı prvky urč́ıme podle těchto vztah̊u:

uir = air −
r−1∑
j=1

lijujr, i = 2, . . . , r, (5.11)

lir =
1

urr
−

r−1∑
j=1

lijujr, i = r + 1, . . . , n, r = 2, . . . , n. (5.12)

Poté můžeme řešit soustavy Ly = b a Ux = y t́ımto zp̊usobem:

yi = bi −
i−1∑
k=1

likyk, i = 1, . . . , n, (5.13)

xi =
1

uii

(
yi −

n∑
k=i+1

uikxk

)
, i = n, . . . , 1.

Uvedený algoritmus lze podle [33] provést, jestliže se během výpočtu neobjev́ı nulový
diagonálńı prvek. Pokud se tento prvek objev́ı, je nutné stejně jako u Gaussovy
eliminace provést pivotaci. V opačném př́ıpadě se součin LU nerovná matici A, ale
matici A s permutovanými řádky, tj.

PA = LU. (5.14)

Informace o pivotaci (záměně řádk̊u) je zaznamenávaná do permutačńı matice P,
jej́ıž základńı tvar odpov́ıdá jednotkové matici. Nyńı budeme řešit soustavy:

Ly = Pb, (5.15)

Ux = y.
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5.2.3 Choleského rozklad

Jestliže je zadaná matice A symetrická a pozitivně definitńı, můžeme matici A
rozložit na součin dolńı trojúhelńıkové matice L a jej́ı transponované matice LT , tj.

A = LLT. (5.16)

T́ım doćıĺıme ušetřeńı počtu aritmetických operaćı. Tento zp̊usob výpočtu se nazývá
metoda odmocnin, nebo také Choleského dekompozice. Matici L vypočteme podle
následuj́ıćıch vztah̊u [10]:

lkk =

√√√√akk −
k−1∑
i=1

l2ki, (5.17)

lij =
1

ljj

(
aij −

j−1∑
k=1

likljk

)
. (5.18)

Po vypočteńı matice L budeme opět řešit dvě soustavy rovnic

LTx = y, (5.19)

Ly = b.

5.3 Iteračńı metody

V př́ıpadě iteračńıch metod konstruujeme posloupnost vektor̊u {xk}∞k=0 takovou,
že limk→∞ xk = x∗, kde x∗ je řešeńım Ax = b a x0 je počátečńı aproximace řešeńı.
Vektory xk konstruujeme pomoćı předpisu

xk+1 = Txk + g, (5.20)

kde T je iteračńı matice a g vektor.
Pokud je x∗ = A−1b řešeńım soustavy Ax = b, pak požadujeme, aby platilo

x∗ = Tx∗ + g.
Jestliže tedy pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Ax = b využijeme iteračńı

metody a splńıme-li podmı́nky věty 5.3.1 a věty 5.3.2, dostáváme teoreticky přesné
řešeńı po nekonečně mnoha iteraćıch. Důležité je tedy stanoveńı zastavovaćıho kritéria,
kterým může být počet iteraćı nebo např́ıklad ||xk+1−xk|| < ε, kde ε je požadovaná
přesnost.

Při použit́ı těchto metod si klademe v zásadě dvě otázky. Zda iteračńı proces
konverguje a jak rychlá je jeho př́ıpadná konvergence.

Věta 5.3.1. (Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence) Posloupnost {xk}∞k=0 gene-
rovaná vztahem xk+1 = Txk + g konverguje k přesnému řešeńı x∗ soustavy Ax = b
pro každou volbu počátečńı aproximace x0, právě když spektrálńı poloměr iteračńı
matice T je menš́ı než 1, tj. ρ(T) < 1.
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Věta 5.3.2. (Postačuj́ıćı podmı́nka konvergence) Posloupnost {xk}∞k=0 generovaná
vztahem xk+1 = Txk + g konverguje k přesnému řešeńı x∗ soustavy Ax = b pro
každou volbu počátečńı aproximace x0, pokud ||T|| < 1 pro některou z maticových
norem.

Vı́ce informaćı lze nalézt v [32].

5.3.1 Jacobiho metoda

Princip této metody spoč́ıvá v rozložeńı matice A na součet

A = E + D + F, (5.21)

kde E je ostře dolńı trojúhelńıková, D diagonálńı a F je ostře horńı trojúhelńıková
matice. Jacobiho metodu můžeme vypoč́ıtat podle maticových nebo složkových
vztah̊u:

Ax = b, (5.22)

(E + D + F)x = b,

Dx = −(E + F)x + b,

x = −D−1(E + F)x + D−1b.

Z posledńı rovnosti źıskáme iteračńı předpis Jacobiho metody:

xk+1 = −D−1(E + F)xk + D−1b, k = 0, 1, . . . . (5.23)

Jacobiho metodu můžeme rozepsat po složkách:

xk+1
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

)
, i = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . . . (5.24)

Daľśı podrobnosti lze nalézt v [2] nebo [19].

5.3.2 Gauss-Seidelova metoda

Princip Gauss-Seidelovy metody spoč́ıvá v transformaci soustavy lineárńıch rov-
nic Ax = b na soustavu (D + E)x + Fx = b. Jednoduchých odvozeńım můžeme
źıskat předpis Gauss-Seidelovy metody

xk+1 = −(D + E)−1Fxk + (D + E)−1b, k = 0, 1, . . . . (5.25)

V maticovém zápisu můžeme vidět nutnost potřeby výpočtu inverzńı matice.
Tomu se můžeme vyhnout t́ımto zp̊usobem:

(D + E)xk+1 = −Fxk + b,

Dxk+1 = −Exk+1 − Fxk + b, (5.26)

xk+1 = −D−1Exk+1 −D−1Fxk + D−1b.
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Předpis po složkách má tvar:

xk+1
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

)
, i = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . . . (5.27)

Z rovnic uvedených u Jacobiho a Gauss-Seidelovy metody můžeme vypozorovat,
že v př́ıpadě Jacobiho metody je nutné si pro výpočet daľśı iterace pamatovat celý
vektor xk, zat́ımco Gauss-Seidelova metoda využ́ıvá při výpočtu k-té aproximace
neznámé xki již vypočtené neznámé xkj , j = 1, . . . , i− 1.

U Jacobiho a Gauss–Seidelovy metody docháźı ke konvergenci, pokud je matice
soustavy ostře řádkové nebo sloupcově diagonálně dominantńı. V př́ıpadě Gauss-
Seidelovy metody je konvergence zaručena i pro př́ıpad symetrických pozitivně de-
finitńıch matic soustav.

Gauss – Seidelova metoda ve většině př́ıpad̊u konverguje rychleji než Jacobiho
metoda. Nicméně podle [18] existuj́ı př́ıpady, kdy Jacobiho metoda konverguje,
zat́ımco Gauss – Seidlova metoda diverguje. Podrobněǰśı informace nalezneme v [27].

5.3.3 Superrelaxačńı metoda

Superrelaxačńı metoda je variaćı Gauss-Seidelovy metody, která konverguje pro
matice soustav, které jsou ostře řádkově nebo sloupcově diagonálně dominantńı nebo
pro symetrické pozitivně definitńı matice. Obsahuje superrelaxačńı faktor ω, který
ovlivňuje rychlost konvergence. Superrelaxačńı faktor klademe obvykle jako hod-
notu nálež́ıćı intervalu 〈1, 2). Ze vztah̊u uvedených ńıže můžeme vidět, že pro ω = 1
je superrelaxačńı metoda shodná s Gauss-Seidelovou metodou. Důležitým fakto-
rem konvergence této metody je správná volba ω, která může při vhodné volbě
vést ke zrychleńı konvergence (ke zrychleńı nejčastěji voĺıme ω > 1). V některých
př́ıpadech je ovšem vhodná volba ω < 1, jež sice zpomaĺı konvergenci, ale zlepš́ı
stabilitu úlohy. Tato metoda je dána předpisem

xk+1 = (D + ωE)−1[(1− ω)D− ωF]xk + (D + ωE)−1ωb. (5.28)

Rozeṕı̌seme-li předpis po složkách dostáváme

xi
k+1 = xki + ω(x̃i

k+1 − xki ), (5.29)

kde

x̃i
k+1 =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

)
, i = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . .

Vı́ce např́ıklad v [29], [32], [34] .
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5.4 Soustavy s obdélńıkovou matićı

V následuj́ıćı části budeme uvažovat soustavy s obdélńıkovou matićı.

Definice 5.4.1. Soustava m lineárńıch rovnic o n neznámých je definována

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

...
...

...,
am1x1 + an2x2 + . . . + amnxn = bm,

(5.30)

kde aij, bi ∈ R pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Z Frobeniovy věty 5.1.1 vyplývá, že soustava rovnic (5.30) má jediné řešeńı,
jestliže hodnost matice A a hodnost rozš́ı̌rené soustavy rovnic je rovna min(m,n).

Zjist́ıme-li, že hodnost matice A a hodnost rozš́ı̌rené soustavy rovnic je rozd́ılná,
pak soustava (5.30) nemá řešeńı.

Soustava (5.30) má nekonečně mnoho řešeńı, jestliže hodnost matice A a hodnost
rozš́ı̌rené soustavy rovnic je menš́ı než min(m,n).

Definice 5.4.2. Matice A+ se nazývá pseudoinverzńı (Mooreova - Penroseova),
jestlǐze splňuje:

1. A+AA+ = A+,

2. AA+A = A,

3. (A+A)
T

= A+A,

4. (AA+)
T

= AA+.

Jestliže je matice A regulárńı, pak je pseudoinverzńı matice rovna matici inverzńı.

5.4.1 Singulárńı rozklad

Věta 5.4.1. Každou matici A ∈ Rm×n lze rozložit na součin

A = UΣVT , (5.31)

kde U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×n jsou ortonormálńı matice a matice Σ ∈ Rm×n je dia-
gonálńı,

Σ = diag (σ1, σ2, . . . , σk) , k = min (m,n) , (5.32)

jej́ı̌z diagonálńı prvky splňuj́ı

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > σr+1 = . . . = σk = 0, (5.33)

kde r = h (A).
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Diagonálńı prvky σ1, σ2, . . . , σk matice Σ se nazývaj́ı singulárńı č́ısla matice A.
Sloupce matice U, resp. matice V jsou ortonormálńı vlastńı vektory matice AAT

typu [m,m], resp. matice ATA typu [n, n].
Dále plat́ı, že AAT a ATA jsou reálné čtvercové pozitivně semidefinitńı matice,

která maj́ı stejná nenulová vlastńı č́ısla. Tato vlastńı č́ısla jsou proto nezáporná.
Nenulová singulárńı č́ısla matice A jsou odmocniny z těchto vlastńıch č́ısel.

Nalezneme-li singulárńı rozklad matice, můžeme snadno vypoč́ıtat matici pseu-
doinverzńı, nebot’ plat́ı

A+ = VΣ+UT , (5.34)

kde Σ+ ∈ Rn×m je diagonálńı matice

Σ+ = diag

(
1

σ1
,

1

σ2
, . . . ,

1

σr
, 0, . . . , 0

)
. (5.35)

Řešeńı maticové rovnice Ax = b poté nalezneme jako x = A+b, přičemž plat́ı, že po-
kud soustava Ax = b má nekonečně mnoho řešeńı, pak x = A+b je řešeńı s nejmenš́ı
Euklidovou normou. V př́ıpadě, že daná soustava řešeńı nemá, pak x = A+b je
nejlepš́ı řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, tj. ‖b−Ax‖ 5 ‖b−Ay‖, kde y ∈ Rn.
Má-li rovnice Ax = b jediné řešeńı, pak x = A+b je t́ımto řešeńım. Podrobněǰśı
informace lze nalézt v [19], [28], [32] nebo [35].

V rámci diplomové práci je singulárńı rozklad matice realizován pomoćı QR
rozkladu s Householderovou transformaćı.
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6 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

Numerické metody pro výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice A
můžeme rozdělit do dvou kategoríı. Metody prvńı kategorie se soustřed́ı na tzv.
částečný problém vlastńıch č́ısel matice A, kdy se snaž́ıme nalézt pouze určitou
podmnožinu vlastńıch č́ısel vstupńı matice (např́ıklad vlastńı č́ıslo o největš́ı resp.
nejmenš́ı absolutńı hodnotě). Druhou kategorii tvoř́ı metody, které se zabývaj́ı tzv.
úplným problémem vlastńıch č́ısel. Použit́ım těchto metod se snaž́ıme nalézt všechna
vlastńı č́ısla matice A.

Předt́ım než se budeme zabývat numerickými metodami pro výpočet vlastńıch
č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice, shrneme některé základńı pojmy, které budeme ve
zbytku kapitoly využ́ıvat.

6.1 Základńı pojmy

Definice 6.1.1. Necht’ A ∈ Rn,n. Čı́slo λ, pro které má homogenńı soustava

(A− λI) x = 0 (6.1)

nenulové řešeńı, se nazývá vlastńı č́ıslo matice A. Toto nenulové řešeńı
x = (x1, x2, . . . , xn) označujeme jako (pravý) vlastńı vektor matice A.

Z věty 5.1.1 plyne, že homogenńı soustava má vždy alespoň jedno řešeńı (triviálńı).
Jestliže je daná matice nav́ıc singulárńı, má soustava nenulové řešeńı. Toto řešeńı
je určeno n− h(A) parametry, kde n je počet rovnic dané soustavy. Pro singulárńı
matici soustavy plat́ı, že jej́ı determinant je roven nule, což nás vede k následuj́ıćı
definici.

Definice 6.1.2. Levým vlastńım vektorem y označujeme vektor, který je řešeńım
maticové rovnice

yTA = λyT . (6.2)

Věta 6.1.1. Levý vlastńı vektor y je (pravým) vlastńım vektorem transponované
matice AT .

D̊ukaz. Ze vztahu (6.2) plyne, že

yTA = λyT . (6.3)

56



Transponujeme-li maticovou rovnici, pak dostáváme

(yTA)T = (λyT )T , (6.4)

ATy = λy (6.5)

a levý vlastńı vektor je tedy zároveň pravým vlastńım vektorem matice AT .

Věta 6.1.2. Levé a pravé vlastńı vektory, které odpov́ıdaj́ı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um,
jsou ortogonálńı.

D̊ukaz. Uvažujme dvě vlastńı č́ısla λ1 a λ2 a dva vlastńı vektory x1, x2 př́ıslušné
k vlastńımu č́ıslu λ1, resp. λ2. Předpokládejme, že λ1 6= λ2.

Plat́ı
Ax1 = λ1x1 (6.6)

a
Ax2 = λ1x2. (6.7)

Maticovou rovnici transponujeme

(Ax1)
T = (λ1x1)

T (6.8)

xT1 A = (λ1x1)
T . (6.9)

Rovnici vynásob́ıme zprava vektorem x2

xT1 Ax2 = (λ1x1)
Tx2, (6.10)

xT1 λ2x2 = λ1x
T
1 x2, (6.11)

λ2x
T
1 x2 = λ1x

T
1 x2. (6.12)

Kdyby xT1 x2 6= 0, tak můžeme t́ımto č́ıslem rovnici vydělit. Potom by ovšem λ1 = λ2,
což je spor s předpokladem. Proto xT1 x2 = 0 a vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným
vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı.

Definice 6.1.3. Vlastńımi č́ısly matice A jsou právě ta č́ısla λ, která jsou kořenem
charakteristického polynomu

p(λ) = det(A− λI) = (−1)nλn + b1λ
n−1 + . . .+ bn−1λ+ bn. (6.13)

Každá matice řádu n má tedy n vlastńıch č́ısel λ1, λ2, . . . , λn, jestliže každé
vlastńı č́ıslo poč́ıtáme tolikrát, jaká je jeho násobnost. Metody, které však poč́ıtaj́ı
vlastńı č́ısla jako kořeny charakteristického polynomu, se př́ılǐs nevyuž́ıvaj́ı. Hlavńım
d̊uvodem je podle [32] výpočetńı náročnost (zejména pro velké matice) a numerická
nestabilita. Metody, které jsou v praxi využ́ıvány častěji, jsou založeny na podob-
nostńı transformaci (připomeňme, že podobnostńı transformace neměńı vlastńı č́ısla,
viz věta 6.1.5), kdy se snaž́ıme transformovat p̊uvodńı matici na matici podobnou,
která je trojúhelńıková, nebot’ plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6.1.3. Vlastńımi č́ısly trojúhelńıkové matice jsou prvky na jej́ı diagonále.
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Věta 6.1.4. Vlastńı vektory libovolné matice odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um
jsou lineárně nezávislé.

Definice 6.1.4. Čtvercové matice A a B nazýváme podobné, jestlǐze existuje re-
gulárńı matice P taková, že plat́ı

P−1AP = B. (6.14)

Věta 6.1.5. Podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla včetně jejich násobnosti.

D̊ukaz. Jestliže λ je vlastńı č́ıslo matice A a x př́ıslušný vlastńı vektor, pak plat́ı
vztah (6.1). Uvažujme regulárńı matici P. Ze vztahu (6.1) plyne

P−1Ax = λP−1x. (6.15)

Necht’ y = P−1x. Z toho plyne, že x = Py. Pokud dosad́ıme do vztahu (6.15),
dostáváme

P−1APy = λy. (6.16)

Č́ıslo λ je tedy zároveň vlastńım č́ıslem P−1AP a y je př́ıslušný vlastńı vektor.

Obrácené tvrzeńı ale neplat́ı. Z rovnosti spekter matic tedy nevyplývá jejich
podobnost. Uvažujme nyńı matici X, jej́ıž i-tý sloupec je vlastńı vektor př́ıslušný
k vlastńımu č́ıslu λi, a diagonálńı matici Λ s diagonálńımi prvky λ1,λ2. . . ,λn.

Pak plat́ı

AX = XΛ (6.17)

X−1AX = Λ. (6.18)

Budou-li vlastńı vektory matice X lineárně nezávislé, pak bude matice X re-
gulárńı a matice A bude tedy podobná diagonálńı matici.

Tento př́ıpad podle [3] nastává, když má matice A všechna vlastńı č́ısla r̊uzná
nebo když je symetrická.

V diplomové práci jsme se soustředili na výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vek-
tor̊u reálné symetrické matice, uvedeme proto některé vlastnosti těchto matic.

Věta 6.1.6. Všechna vlastńı č́ısla a k nim př́ıslušné vlastńı vektory symetrické ma-
tice jsou reálné.

Věta 6.1.7. Symetrická matice řádu n má právě n lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u.

Věta 6.1.8. Levé a pravé vlastńı vektory symetrické matice př́ıslušné stejným vlastńım
č́ısl̊um si jsou rovny.

D̊ukaz. Z definice 6.1.1 plyne, že levý vlastńı vektor je pravým vlastńım vektorem
matice AT . Z definice symetrické matice AT = A plyne, že levý a pravý vlastńı
vektor si jsou rovny.
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Definice 6.1.5. Dva vektory nazveme ortogonálńı, jestlǐze je jejich skalárńı součin
roven nule.

Věta 6.1.9. Vlastńı vektory symetrické matice odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um
jsou ortogonálńı.

D̊ukaz. Plyne z věty 6.1.2 a z věty 6.1.8.

Z předcházej́ıćıch odstavc̊u plyne, že pro symetrické matice můžeme nalézt po-
dobnostńı transformaci v následuj́ıćım tvaru

A = XΛXT , (6.19)

kde sloupce matice X jsou tvořeny ortonormálńımi vlastńımi vektory matice A a Λ
je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly matice A. Vı́ce např́ıklad v [15], [28], [36], [37],
[38] nebo [39].

6.2 Částečný problém vlastńıch č́ısel

6.2.1 Mocninná metoda

Mocninná metoda slouž́ı k určeńı vlastńıho č́ısla matice A o největš́ı absolutńı
hodnotě (dominantńı vlastńı č́ıslo).

Konstrukce mocninné metody

Předpokládejme, že matice A řádu n má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u
a jediné dominantńı vlastńı č́ıslo λ1. Uspořádejme vlastńı č́ısla sestupně

|λ1| > |λ2| = |λ3| = . . . = |λn|. (6.20)

Z předpokladu plyne, že libovolný vektor x0 ∈ Rn můžeme vyjádřit jako lineárńı
kombinaci n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u vi, i = 1, . . . , n

x0 =
n∑
i=1

γivi. (6.21)

Nyńı budeme konstruovat posloupnost

xi+1 = Axi, i = 0, 1, . . . . (6.22)

Pro xi+1 dostáváme

xi+1 = Axi = A2xi−1 = A3xi−2 = . . . = Ai+1x0, i = 0, 1, . . . . (6.23)

V daľśım postupu využijeme následuj́ıćı větu.

Věta 6.2.1. Jestlǐze λ je vlastńım č́ıslem matice A a x je př́ıslušným vlastńım
vektorem, pak λ2 je vlastńım č́ıslem matice A2 a x př́ıslušným vlastńım vektorem.
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Z předchoźıch vztah̊u a z rovnosti Axi = λixi vyplývá, že

xk = Akx0 =
n∑
i=1

γiA
kvi =

n∑
i=1

γiλ
k
i vi = λk1

n∑
i=1

γi

(
λi
λ1

)k
vi. (6.24)

Vyjdeme-li z předpokladu (6.20), pak plat́ı

lim
k→∞

(
λi
λ1

)k
= 0, i = 2, 3, . . . , n (6.25)

a
lim
k→∞

xk = λk1γ1v1. (6.26)

Ze vztahu (6.26) plyne, že vlastńı vektor určený jako lim
k→∞

xk se lǐśı od vlastńıho

vektoru v1 pouze multiplikativńı konstantou. Připomeňme, že libovolný nenulový
násobek vlastńıho vektoru je také vlastńım vektorem dané matice.

Nyńı vyvstává otázka, jak urč́ıme aproximaci vlastńıho č́ısla λ1. Pro j-tou složku
vektoru xk plat́ı

xkj ≈ λk1γ1v1j , (6.27)

kde v1j je j-tá složka vektoru v1. Analogicky pro j-tou složku vektoru xk+1 plat́ı

xk+1
j ≈ λk+1

1 γ1v1j . (6.28)

Ze vztahu (6.27) vyjádř́ıme λk1

λk1 ≈
xkj
γ1v1j

. (6.29)

Vztah (6.28) rozeṕı̌seme do následuj́ıćıho tvaru

xk+1
j ≈ λ1λ

k
1γ1v1j , (6.30)

a pro aproximaci vlastńıho č́ısla plat́ı

λ1 ≈
xk+1
j

xkj
. (6.31)

Toto odvozeńı můžeme zobecnit.

Věta 6.2.2. Je-li y libovolný vektor, který neńı ortogonálńı k vlastńımu vektoru v,
pak pro aproximaci vlastńıho č́ısla λ1 plat́ı

λ1 =
yTxk+1

yTxk
. (6.32)
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V praxi často voĺıme vektor y tak, aby měl na pozici odpov́ıdaj́ıćı největš́ı složce
vektoru xk+1 složku rovnu jedné a ostatńı složky nulové. Aproximaci vlastńıho č́ısla
λ1 urč́ıme tedy následuj́ıćım zp̊usobem

λ1 ≈
max
1≤j≤n

xk+1
j

max
1≤j≤n

xkj
. (6.33)

Při implementaci algoritmu mocninné metody je každá aproximace vlastńıho
vektoru z d̊uvodu omezené paměti (překročeńı datového rozsahu datového typu)
poč́ıtače obvykle normalizována (např́ıklad tak, aby byla největš́ı složka vektoru
rovna jedné). Jako aproximaci vlastńıho č́ısla λ1 poté voĺıme největš́ı složku vlastńıho
vektoru nebo normu vlastńıho vektoru.

Z předcházej́ıćıch odstavc̊u plyne, že mocninná metoda je iteračńı metoda, jej́ıž
rychlost konvergence záviśı zejména na pod́ılu |λ2

λ1
|. Jestliže je tento pod́ıl roven

přibližně jedné, je konvergence mocninné metody pomalá. Je-li ovšem |λ1| o hodně
větš́ı než |λ2|, pak je konvergence rychlá. Samotnou konvergenci může výrazně ovliv-
nit nevhodná volba počátečńı aproximace x0. Voĺıme-li počátečńı vektor např́ıklad
tak, že γ1 ≈ 0 a plat́ı, že |λ2| > |λ3|, pak metoda konverguje k vlastńımu č́ıslu λ2.

Metodu ukonč́ıme ve chv́ıli, je-li rozd́ıl dvou po sobě jdoućıch aproximaćı vlastńıho
č́ısla menš́ı než zadaná přesnost nebo po m kroćıch algoritmu. Vı́ce v [15], [28] nebo
[37].

6.2.2 Inverzńı mocninná metoda

Jestliže chceme nalézt v absolutńı hodnotě nejmenš́ı vlastńı č́ıslo vstupńı ma-
tice A a k němu př́ıslušný vlastńı vektor, můžeme použ́ıt inverzńı mocninnou me-
todu. Opět vyjdeme z předpokladu, že matice A je řádu n, má n lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u a jediné dominantńı vlastńı č́ıslo λ1.

Dále předpokládejme, že pro vlastńı č́ısla λi, i = 0, 1, . . . , n, plat́ı

|λ1| = |λ2| = |λ3| = . . . > |λn| > 0, (6.34)

tj. pro vlastńı č́ısla inverzńı matice A−1 plat́ı∣∣∣∣ 1

λn

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣ 1

λn−1

∣∣∣∣ = . . . >

∣∣∣∣ 1

λ1

∣∣∣∣ = 0. (6.35)

Věta 6.2.3. Je-li λ nenulovým vlastńım č́ıslem matice A a vektor x je vlastńım
vektorem př́ıslušný k tomuto vlastńımu č́ıslu, pak 1

λ
je vlastńım č́ıslem inverzńı ma-

tice A−1 a vektor x je vlastńım vektorem př́ıslušným k tomuto vlastńımu č́ıslu.

Pomoćı inverzńı mocninné metody můžeme tedy určit vlastńı č́ıslo o největš́ı
absolutńı hodnotě matice A−1, a t́ım zároveň v absolutńı hodnotě nejmenš́ı vlastńı
č́ıslo matice A. Daľśı informace např́ıklad v [32] nebo [40].
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6.2.3 Rayleigh̊uv pod́ıl

Metoda Rayleighova pod́ılu je modifikaćı mocninné metody, která se využ́ıvá
pro výpočet dominantńıho vlastńıho č́ısla symetrické matice a př́ıslušného vlastńıho
vektoru. Z věty 6.1.6 plyne, že vlastńı č́ısla reálné symetrické matice jsou reálná.
Pro normované vlastńı vektory př́ıslušné k r̊uzným vlastńım č́ısl̊um plat́ı

vTi vj = 0, i 6= j, vTi vi = 1. (6.36)

Aproximaci vlastńıho č́ısla urč́ıme pomoćı pod́ılu

λ1 =
(xk+1)Txk+1

(xk)Txk
. (6.37)

Konvergence této metody k řešeńı bude tedy zhruba dvakrát rychleǰśı než v př́ıpadě
mocninné metody. Daľśı informace jsou uvedeny např́ıklad v [32] nebo [40].

6.2.4 Hottelingova redukce

Často potřebujeme určit i daľśı vlastńı č́ısla a př́ıslušné vektory. Tato vlastńı
č́ısla a vektory můžeme zjistit pomoćı tzv. deflace.

Idea deflace spoč́ıvá v tom, že pro zjǐstěńı daľśıho vlastńıho č́ısla a př́ıslušného
vlastńıho vektoru nahrad́ıme p̊uvodńı matici redukovanou matićı, která má stejná
vlastńı č́ısla jako p̊uvodńı matice, kromě již spočteného vlastńıho č́ısla. Na tuto
matici poté opět aplikujeme mocninnou metodu a zjist́ıme daľśı dominantńı vlastńı
č́ıslo a př́ıslušný vlastńı vektor matice.
Věta 6.2.4. (Maticová redukce) Necht’ je λ1 vlastńı č́ıslo matice A, x1 jemu od-
pov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor a v libovolný vektor, pro který plat́ı vTx1 = 1. Pak reduko-
vaná matice

W = A− λ1x1v
T (6.38)

má stejná vlastńı č́ısla jako matice A kromě vlastńıho č́ısla λ1, které je nahrazeno
nulou.

Hotellingova redukce je vhodná pro reálné symetrické matice. Položme v = y1,
kde y1 je levý vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ1. Levý vlastńı vektor nor-
malizujeme tak, aby platilo yT1 x1 = 1. Z věty 6.1.8 vyplývá, že levé a pravé vlastńı
vektory př́ıslušné stejným vlastńım č́ısl̊um symetrické matice jsou si rovny, tj.

yi = xi. (6.39)

Ukážeme, že tato volba zajist́ı, že vlastńı vektory W a A budou totožné

W = A− λ1x1x
T
1 . (6.40)

Vynásobme rovnici zprava vlastńım vektorem xi

Wxi = Axi − λ1x1x
T
1 xi. (6.41)
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Z věty 6.1.9 plyne, že

xTi xj =

{
1 i = j

0 i 6= j.
(6.42)

Položme i = 1. Potom

Wx1 = Ax1 − λ1x1 xT1 x1︸ ︷︷ ︸
=1

(6.43)

= λ1x1 − λ1x1

= 0.

Z toho plyne, že λ1 = 0 a x1 je vlastńım vektorem matice A a zároveň matice W.
Uvažujme i 6= 1, potom

Wxi = Axi − λ1x1x
T
1 xi = Axi = λixi. (6.44)

Z posledńı rovnosti vyplývá, že λi je vlastńım č́ıslem a xi vlastńım vektorem ma-
tice A i matice W.

Pro reálnou symetrickou matici pak konstruujeme redukované matice následovně

Wi = Wi−1 − λixixTi , i = 1, . . . , n− 1,W0 = A. (6.45)

Daľśı informace lze nalézt v [15] nebo [22].

6.3 Úplný problém vlastńıch č́ısel

Metody, které se zabývaj́ı úplným problémem vlastńıch č́ısel můžeme rozdělit do
dvou kategoríı. Prvńı kategorie je tvořena metodami, která určuj́ı vlastńı č́ısla ma-
tice pomoćı charakteristického polynomu. Nicméně je známo, že analyticky lze naj́ıt
kořeny algebraické rovnice nejvýše čtvrtého stupně. Metody patř́ıćı do této skupiny
(např. Krylovova nebo Le Verrierova metoda) určuj́ı kořeny charakteristického po-
lynomu iteračně. Velkou nevýhodou těchto metod je výpočetńı náročnost, a proto
se v praxi př́ılǐs nevyuž́ıvaj́ı [3].

Metody druhé kategorie využ́ıvaj́ı podobnostńı transformaci, která neměńı vlastńı
č́ısla matice. Algoritmy této skupiny konstruuj́ı posloupnost navzájem podobných
matic, která konverguje k matici (např. trojúhelńıkové), jej́ıž vlastńı č́ısla lze jed-
noduchým zp̊usobem určit. V této podkapitole se budeme soustředit na problém
nalezeńı všech vlastńı č́ısel a př́ıslušných vlastńıch vektor̊u reálné symetrické ma-
tice.

6.3.1 QR algoritmus

QR algoritmus je typickým představitelem metody založené na podobnostńı
transformaci. Tento algoritmus využ́ıvá QR rozkladu, pomoćı kterého rozlož́ıme ma-
tici na součin ortonormálńı matice Q a matice R, která je horńı trojúhelńıková.
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Věta 6.3.1. (QR rozklad)
Libovolnou matici A typu (m,n), m ≥ n. lze rozložit na součin A = QR, kde

matice Q je ortonormálńı matice typu (m,n) a R je horńı trojúhelńıková matice
typu (n, n).

Ukážeme konstrukci QR algoritmu. Na počátku algoritmu polož́ıme A = A0

a provedeme QR rozklad
A0 = Q1R1. (6.46)

Využijeme-li podobnostńı transformaci, definujeme

A1 = QT
1 A0Q1 (6.47)

= QT
1 Q1R1Q1.

Protože matice Q1 je ortonormálńı, plat́ı QT
1 Q1 = I a

A1 = R1Q1. (6.48)

Matici A1 rozlož́ıme opět pomoćı QR rozkladu

A1 = Q2R2 (6.49)

a postup opakujeme

A2 = QT
2 A1Q2 = QT

2 Q2R2Q2 = R2Q2. (6.50)

Pro matici Ak−1 tedy definujeme

Ak−1 = QkRk. (6.51)

Matici Ak můžeme rozepsat do následuj́ıćıho vztahu

Ak = RkQk (6.52)

= QT
kAk−1Qk

= QT
kQT

k−1Ak−2Qk−1Qk

=
...

= QT
kQT

k−1 . . .Q
T
1 A0Q1 . . . .Qk−1Qk

= (QkQk−1 . . .Q1)
TA0Q1 . . . .Qk−1Qk

= (Q1 . . .Qk−1Qk)
TA0Q1 . . . .Qk−1Qk,

kde matice součinu ortonormálńıch matic Q1 . . .Qk−1Qk je opět ortonormálńı ma-
tićı.

Matice Ak konverguj́ı k trojúhelńıkové matici (v př́ıpadě symetrické dokonce
k diagonálńı). Zároveň můžeme pozorovat, že matice Ak je podobná matici A.

Ze vztahu (6.19) vyplývá, že sloupce matice Q1 . . .Qk−1Qk jsou ortonormálńımi
vlastńımi vektory matice A0, v́ıce viz [15] nebo [32]. Nyńı ukážeme dva zp̊usoby, jak
lze źıskat QR rozklad matice.
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6.3.2 QR rozklad pomoćı Householderovy transformace

Householderova transformace je postup pro źıskáńı horńı trojúhelńıkové matice,
skládaj́ıćı se z n− 1 transformačńıch krok̊u, kde n je počet sloupc̊u matice. Princip
tohoto algoritmu spoč́ıvá v postupném nulováńı prvk̊u pod diagonálou, přičemž
v k-tém transformačńım kroku eliminujeme poddiagonálńı prvky v k-tém sloupci
matice. K tomu využ́ıváme Householderovu matici a Householder̊uv vektor.

Odvozeńı Householderovy matice zrcadleńı

Ćılem tohoto odvozeńı je nalézt transformačńı matici, pomoćı které zobraźıme
vektor v na vektor Hv, jenž je nenulovým násobkem vektoru e1 = (1, 0, . . . , 0)T .
Přičemž požadavkem bude, aby délka vektoru Hv byla stejná jako délka vektoru v,
tj. ‖Hv‖ = ‖v‖. Pro Hv tedy plat́ı

Hv = ±‖v‖e1. (6.53)

Obrázek 6.1: Odvozeńı Householderovy matice

Z obrázku 6.1 můžeme vypozorovat, že pro vektor w plat́ı

w = Hv − v = ±‖v‖e1 − v. (6.54)

Z ilustrace zároveň vyplývá, že

Hv = v − 2u, (6.55)

kde w = −2u.
Pomoćı goniometrických funkćı vyjádř́ıme u a dostaneme

cosα =
‖u‖
‖v‖

, (6.56)

‖v‖ cosα

‖u‖
= 1. (6.57)
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Źıskaný vztah vyděĺıme nejprve Euklidovskou normou ‖u‖ a poté vynásob́ıme vek-
torem u.

u‖u‖‖v‖ cosα

‖u‖2
= u. (6.58)

Definice 6.3.1. (Skalárńı součin vektor̊u)
Skalárńım součinem dvou vektor̊u délky n budeme rozumět vztah

uTv =
n∑
i=1

uivi = ‖u‖‖v‖ cosα, (6.59)

kde úhel α je úhel sevřený vektory u a v.

Využijeme-li definice skalárńıho součinu, můžeme psát

uuTv

‖u‖2
= u. (6.60)

Protože plat́ı ‖u‖2 = uTu, dostáváme

uuTv

uTu
= u. (6.61)

Zpětným dosazeńım za u do vztahu (6.55) a jednoduchou úpravou dostaneme
výsledný tvar Householderovy matice zrcadleńı H. Připomeňme, že u = −w

2
.

Hv = v − 2u = v − 2u
uTv

‖u‖2
(6.62)

= v − 2
wwTv

‖w‖2
= v − 2

wwTv

wTw
(6.63)

=

(
I− 2

wwT

wTw

)
v. (6.64)

Aplikujeme-li Householderovu matici na vektor v, źıskáme vektor Hv, který má
pouze prvńı složku nenulovou.

Podle [41] je vhodné volit w = −sign(v1)‖v‖e1 − v. Touto volbou předejdeme
zaokrouhlovaćım chybám.

Definice 6.3.2. (Householderova matice) Householderovou matićı budeme rozumět
matici ve tvaru

Hk = I− 2
ωk(ωk)T

(ωk)Tωk
, k = 1, . . . , n− 1, (6.65)

kde (ωk)Tωk = 1. Vektor ωk budeme nazývat Householderovým vektorem.
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Householder̊uv vektor urč́ıme následuj́ıćım zp̊usobem. Definujme nejprve vektor

χk = −sign(vkk)‖v‖ek − vk, (6.66)

kde vk je k-tý sloupec matice Ak s prvńımi k − 1 prvky nulovými. Vektor ek je
jednotkový vektor, pro který plat́ı, že jeho k-tý prvek ekk = 1. Vektor ωk urč́ıme
jako

ωk =
χk

‖χk‖2
. (6.67)

Věta 6.3.2. Matice Hk je ortonormálńı a symetrická.

D̊ukaz. Jestliže je matice Hk symetrická, pak Hk = HT
k . Úpravou (6.65) dostaneme

HT
k =

(
I− 2ωk(ωk)T

)T
= IT − 2

[
ωk(ωk)T

]T
(6.68)

= I− 2
[(
ωk
)T]T

(ωk)T = I− 2ωk(ωk)T = Hk.

Nyńı ukážeme, že matice Hk je ortonormálńı, tj. HT
kHk = 1. Plat́ı

HT
kHk =

(
I− 2ωk(ωk)T

)T (
I− 2ωk(ωk)T

)
(6.69)

=
(
I− 2ωk(ωk)T

) (
I− 2ωk(ωk)T

)
= I− 2ωk(ωk)T − 2ωk(ωk)T + 4ωk(ωk)Tωk(ωk)T

= I− 4ωk(ωk)T + 4ωk(ωk)Tωk(ωk)T .

Připomeňme, že (ωk)Tωk = 1, a proto

HT
kHk = I− 4ωk(ωk)T + 4ωk(ωk)T = I. (6.70)

Dı́ky větě 6.3.2, resp. ortogonálnosti Householderovy matice, můžeme tuto orto-
gonálńı transformaci využ́ıt pro konstrukci QR rozkladu.

Budeme-li konstruovat posloupnost ve tvaru

Ak = HkAk−1, (6.71)

přičemž k = 1, . . . ., n−1 a A0 = A, źıskáme po n−1 kroćıch horńı trojúhelńıkovou
matici.

Plat́ı tedy

A1 = H1A0, (6.72)

A2 = H2A1 = H2H1A0,

A3 = H3A3 = H3H2H1A0,

=
...

An−1 = Hn−1An−2 = Hn−1Hn−2 . . .H2H1A0,
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kde An−1 je horńı trojúhelńıková matice.
Položme R = An−1 a QT = Hn−1Hn−2 . . .H1. Matice QT je ortonormálńı, nebot’

je součinem ortonormálńıch matic Hi, i = 1, . . . , n−1. Můžeme tedy psát následuj́ıćı
rovnost

R = QTA, (6.73)

QR = A, (6.74)

kde Q = H1H2 . . .Hn−2Hn−1. Vice např́ıklad v [19], [44], [41], [42], [43], nebo [45].

6.3.3 QR rozklad pomoćı Givensovy transformace

Givensova transformace je daľśı možnou volbou pro źıskáńı horńı trojúhelńıkové
matice. Na rozd́ıl od Householderovy transformace ovšem eliminuje v každém trans-
formačńım kroku pouze jeden prvek pod diagonálou. To znamená, že k převodu
matice na horńı trojúhelńıkovou matici je zapotřeb́ı nejvýše n(n−1)

2
transformačńıch

krok̊u (transformaci nebudeme aplikovat na již nulový prvek), kde n je počet sloupc̊u
matice. Givensovu transformaci pro převod matice do horńıho trojúhelńıkového
tvaru je tedy vhodné použ́ıt tehdy, má-li matice mnoho prvk̊u pod diagonálou nu-
lových. Obecně je ale tento postup výpočetně náročněǰśı než předchoźı metoda or-
togonálńı transformace.

Givensova transformace využ́ıvá pro převod matice na horńı trojúhelńıkovou
matici rovinné rotace.

Odvozeńı Givensovy matice rovinné rotace

Odvod́ıme transformačńı matici pro nové souřadnice (x′, y′) bodu P [x, y], který
budeme rotovat o úhel α. Tento problém můžeme interpretovat podle [46] tak, že bu-
deme hledat souřadnice bodu P s otočeńım soustavy souřadnic o stejný úhel.

Obrázek 6.2: Odvozeńı matice rovinné rotace
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Z trojúhelńıku ACP na obrázku 6.2 můžeme vyjádřit

x′ = (x1 + x) cosα. (6.75)

Využit́ım trojúhelńıku DQA pro x′ dostáváme

x1 = y tg α. (6.76)

Připomeňme vztah tg α = sinα
cosα

. Dosazeńım do (6.75) źıskáme

x′ = x cosα + y sinα. (6.77)

Obdobným zp̊usobem vyjádř́ıme y′. Z trojúhelńıku TMP vyjádř́ıme y′

y′ = (y − y1) cosα. (6.78)

Hodnotu y1 źıskáme z trojúhelńıku DRT

y1 = x tanα = x
sinα

cosα
. (6.79)

Dosazeńım do vztahu (6.78) źıskáme novou souřadnici y′

y′ =

(
y − x sinα

cosα

)
cosα = −x sinα + y cosα. (6.80)

Źıskali jsme tak soustavu(
cosα sinα
− sinα cosα

)(
x
y

)
=

(
x′

y′

)
, (6.81)

kde matici

G =

(
cosα sinα
− sinα cosα

)
(6.82)

označujeme matićı rovinné rotace v R2.
Využit́ım Givensovy matice můžeme eliminovat prvky ve vektoru. Chceme-li

např́ıklad eliminovat druhou složku vektoru x = (x1, x2) pro x1 > 0 a x2 > 0,
budeme postupovat t́ımto zp̊usobem.

Gx =

(
cosα sinα
− sinα cosα

)(
x1
x2

)
=

(
x1 cosα + x2 sinα
−x1 sinα + x2 cosα

)
, (6.83)

přičemž požadujeme, aby

−x1 sinα + x2 cosα = 0. (6.84)

Využijeme-li vztahu cos2 α+sin2 α = 1, dostáváme rovnost cosα =
√

1− sin2 α.
Dosazeńım do vztahu (6.84) a následným umocněńım dostaneme

−x1 sinα + x2
√

1− sin2 α = 0 (6.85)

x22(1− sin2 α) = x21 sin2 α

x22 = (x21 + x22) sin2 α

x22
(x21 + x22)

= sin2 α

sinα =
|x2|√
x21 + x22

.
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Protože jsme předpokládali že x1 > 0 a x2 > 0, tak plat́ı

sinα =
x2√
x21 + x22

. (6.86)

Hodnotu cosα urč́ıme dosazeńım do vztahu cos2 α = 1− sin2 α

cosα =
|x1|√
x21 + x22

=
x1√
x21 + x22

. (6.87)

Dosad́ıme-li do vztahu za cosα a sinα, źıskáme pro vektor Gx tuto rovnost

Gx =

(
x1 cosα + x2 sinα
−x1 sinα + x2 cosα

)
=

 x21√
x21+x

2
2

+
x22√
x21+x

2
2

−x1x2√
x21+x

2
2

+ x2x1√
x21+x

2
2

 =

(
‖x‖

0

)
. (6.88)

Nyńı uvažujme prostor Rn. Zavedeme-li matici rotace v rovině ij, můžeme posloup-
nost́ı vhodně zvolených Givensových transformaćı eliminovat poddiagonálńı prvky
vstupńı matice a transformovat ji tak na horńı trojúhelńıkový tvar.

Definice 6.3.3. Matice Gi,j,α ∈ Rn,n, i < j, tvaru

Gi,j,α =



1
. . .

1
cosα sinα

1
. . .

1
− sinα cosα

. . .

1


(6.89)

se nazývá Givensova matice rovinné rotace v rovině ij. Prvek gii = gjj = cosα,
prvek gij = sinα a prvek gji = − sinα.

Podobně jakou u (6.86) a (6.87) polož́ıme

cosα =
ajj√

(ajj)
2 + (aij)

2
, sinα =

aij√
(ajj)

2 + (aij)
2
, (6.90)

j = 1, . . . , n− 1, i = j + 1, . . . , n, aij i ajj jsou prvky matice A.

Pokud takto sestrojenou matici vynásob́ıme zleva matićı A, vynulujeme prvek
na pozici i, j, přičemž se změńı pouze i-tý a j-tý řádek matice A.

Věta 6.3.3. Givensova matice rovinné rotace je ortonormálńı, tj. GT
i,j,αGi,j,α = I.
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D̊ukaz. Vynásob́ıme-li matici GT
i,j,α matićı Gi,j,α, zjist́ıme, že

gii = gjj = sin2 α + cos2 α = 1 (zbylé diagonálńı prvky jsou také rovny 1)
a gij = gij = − sinα cosα + sinα cosα = 0. Ostatńı nediagonálńı prvky jsou také
rovny nule.

Této věty využijeme pro konstrukci QR rozkladu.
Při transformováńı matice A na horńı trojúhelńıkový tvar budeme postupovat

tak, že nejprve eliminujeme prvky pod diagonálou prvńıho sloupce. Poté poddia-
gonálńı prvky druhého sloupce, až nakonec eliminujeme poddiagonálńı prvek (n−1)-
ho sloupce. Touto volbou zajist́ıme, že se již eliminované prvky nestanou opět ne-
nulovými. Budeme tedy konstruovat posloupnost v tomto tvaru

Ak = GkAk−1, A0 = A, k = 1, . . . ,m, (6.91)

kde Gk−1 = Gi,j,α, přičemž nejvýše po m = n(n−1)
2

kroćıch źıskáme matici v horńım
trojúhelńıkovou tvaru.

Položme R = GmGm−1 . . .G1A a QT = GmGm−1 . . .G1. Matice QT je orto-
normálńı, nebot’ je součinem ortonormálńıch matic Gi, i = 1, . . . ,m. Můžeme tedy
psát následuj́ıćı rovnost

R = QTA (6.92)

QR = A, (6.93)

kde Q = G1G2 . . .Gm−1Gm. Podrobněǰśı informace můžeme nalézt ve [41], [45],
[47], nebo [48].
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7 Implementace aplikace

V této části diplomové práce budeme popisovat samotnou naprogramovanou apli-
kaci, kde se nejprve seznámı́me s jednotlivými vrstvami programu. Poté poṕı̌seme
jejich vzájemnou kooperaci při už́ıváńı aplikace. Na obrázku 7.1 můžeme vidět zjed-
nodušený diagram znázorňuj́ıćı hierarchii jednotlivých vrstev aplikace a stěžejńı
tř́ıdy obsažené v těchto vrstvách, na nichž je založena celková funkcionalita aplikace.
Dále diagram znázorňuje jednotlivé vztahy mezi tř́ıdami na úrovni vrstev a také po-
pisuje jejich vzájemnou komunikaci.

7.1 Implementačńı vrstva aplikace

Implementačńı vrstva je nejnižš́ı vrstvou aplikace, která obsahuje implementaci
všech numerických metod popsaných v prvńı části diplomové práce. Tyto algoritmy
jsou rozděleny do tř́ıd, přičemž každá tř́ıda obsahuje metody z jedné numerické
oblasti.

Vzhledem k tomu, že hlavńım ćılem této práce bylo vytvořeńı didaktické aplikace,
nebylo časově výhodné využ́ıt nějakou již existuj́ıćı numerickou knihovnu, protože
tyto knihovny maj́ı primárně za úkol předat uživateli pouze výsledek dané mate-
matické úlohy. Vyv́ıjená aplikace bude nab́ızet uživateli i samotný postup výpočtu
včetně mezivýsledk̊u úlohy. Všechny implementované metody předávaj́ı na svém
výstupu struktury dat, které jsou ve vyšš́ıch vrstvách za t́ımto účelem dále zpra-
covávány.

V této podkapitole si nebudeme klást za ćıl popsat samotnou algoritmizaci
př́ıslušných numerických metod, ale uvedeme zde seznam všech implementovaných
numerických metod obsažených v aplikaci a zaměř́ıme se na množiny dat, které
metody přij́ımaj́ı a na datové struktury, které metody předávaj́ı vyšš́ım vrstvám,
kde jsou nakonec uživateli interpretovány ve formě HTML stránky.

Nejnižš́ı vrstva aplikace je navržena tak, aby došlo ke striktńımu odděleńı vlastńıho
výpočtu od jeho prezentace. Tato vrstva nespolupracuje pouze s nejvyšš́ı vrstvou
ale i s výpočetńı mezivrstvou. Pokud je třeba zjistit hodnotu jakéhokoli výrazu
nebo funkce, docháźı k odesláńı výrazu do mezivrstvy, kde dojde k vyč́ısleńı daného
výrazu. Vı́ce v podkapitole 7.2.

Implementaci metod zabývaj́ıćı se numerickým výpočtem určitého integrálu na-
lezneme ve tř́ıdě Integration alg. Tato tř́ıda obsahuje:

1. Newton - Cotesovy vzorce
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a) Jednoduché

i. Obdélńıkové pravidlo

ii. Lichoběžńıkové pravidlo

iii. Simpsonovo pravidlo

iv. Tř́ıosminové pravidlo

v. Booleovo pravidlo

b) Složené

i. Obdélńıkové pravidlo

ii. Lichoběžńıkové pravidlo

iii. Simpsonovo pravidlo

iv. Tř́ıosminové pravidlo

v. Booleovo pravidlo

2. Rombegova kvadratura

3. Gauss-Legendrova kvadratura

Metody numerické integrace přij́ımaj́ı jako argument řetězec obsahuj́ıćı funkci
a integračńı meze. Složené varianty Newton - Cotesových vzorc̊u přij́ımaj́ı dále
celoč́ıselnou hodnotu, která určuje počet podinterval̊u, na který bude interval rozdělen
a požadovanou přesnost. Struktura reprezentuj́ıćı výsledek źıskaný pomoćı Newton -
Cotesových vzorc̊u a Gauss - Legendrovy kvadratury je jednotná. Metody předávaj́ı
do nejvyšš́ı vrstvy objekt tř́ıdy Integration ret, který obsahuje informace o š́ı̌rce
uvažovaného integrálu, uzlových bodech, funkčńıch hodnotách a vypočtenou hod-
notu integrálu. Jestliže uživatel zvoĺı v úvodńı obrazovce aplikace složenou variantu
Newton - Cotesových vzorc̊u, pak je výpočet opakován metodou polovičńıho kroku
do té doby, než je splněna požadovaná přesnost.

Výsledkem úlohy spočtené pomoćı Rombergovy kvadratury je dvourozměrné pole
hodnot obsahuj́ıćı hodnotu integrálu vypočteného pomoćı složeného lichoběžńıkového
pravidla pro zjemňuj́ıćı se krok integrace. Výsledná data jsou předávána prezentačńı
vrstvě, a to konkrétně formuláři Integration win.

Druhá skupina algoritmů se zabývá metodami numerické derivace a nalezneme
ji ve tř́ıdě Derivation alg. Tato skupina metod je v zásadě pouze podp̊urného
charakteru pro daľśı kolekci metod týkaj́ıćıch se řešeńı nelineárńıch rovnic. Nacháźı
se zde proto základńı metody, z nichž tři jsou určeny pro výpočet prvńı derivace
a zbylá pro výpočet druhé derivace funkce v bodě.

1. Prvńı derivace

a) Centrálńı diference

b) Př́ımá diference

c) Richardsonova extrapolace

2. Druhá derivace
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Numerické algoritmy přij́ımaj́ı z GUI vrstvy řetězec obsahuj́ıćı uživatelem zada-
nou funkci a dvě č́ıselné hodnoty.

Prvńı hodnota předává metodě informaci o požadovaném bodu a druhá hod-
notu kroku. Metoda Richardsonovy extrapolace přeb́ırá nav́ıc údaj s požadovanou
přesnost́ı. Metody založené na diferenćıch odeśılaj́ı formuláři Derivation win ob-
jekt Derivation ret, který s sebou nese č́ıselnou informaci o př́ıslušných uzlových
bodech, jejich funkčńıch hodnotách, š́ı̌ri kroku a výsledku nesoućı hodnotu prvńı či
druhé derivace funkce v bodě. Výjimku představuje metoda Richardsonovy extrapo-
lace, která pośılá dvourozměrné pole obsahuj́ıćı hodnoty aproximace derivace funkce
v bodě.

Daľśı skupinou jsou metody pro výpočet kořene nelineárńıch rovnic, které nalez-
neme v Nelinear solutions alg. Implementované algoritmy jsou uvedeny ve výčtu:

1. Metoda p̊uleńı intervalu

2. Metoda sečen

3. Regula falsi

4. Newtonova metoda

5. Steffensenova metoda

6. Halleyova metoda

7. Sturmova posloupnost

Všechny metody vyžaduj́ı na vstupu informace o funkci, přesnosti a počtu ite-
raćı. Prvńı tři metody z uvedeného seznamu dále požaduj́ı data týkaj́ıćı se dolńı
a horńı meze uvažovaného intervalu. Zbylé tři na mı́sto toho očekávaj́ı předáńı
informace s počátečńı aproximaćı. Metody jsou schopny přijmout předpis funkce
prvńı (v př́ıpadě Halleyovy metody i druhé) derivace. Tato pole ale nejsou bez-
podmı́nečně vyžadována. Pokud je ovšem uživatel vyplńı, nedocháźı k numerické
aproximaci derivace funkce v bodě pomoćı metody centrálńı diference resp. druhé
derivace z předchoźı numerické kategorie, ale je vyč́ıslena předaná funkce v daném
bodě. V př́ıpadě Sturmovy posloupnosti jsou nepovinnými parametry informace
o uvažovaném intervalu. Pokud je uživatel zadá, docháźı k hledáńı všech reálných
kořen̊u na tomto intervalu. V opačném př́ıpadě jsou reálné kořeny hledány na inter-
valu 〈−1010, 1010〉, který simuluje množinu reálných č́ısel.

I při implementaci metod z této numerické oblasti byl ve výstupńı části kladen
d̊uraz na jednotnost, a proto metody pośılaj́ı formuláři Nelinear solutions win

instanci tř́ıdy Nelinear ret, která přenáš́ı do vyšš́ı vrstvy dva seznamy obsahuj́ıćı
uzlové body a jejich funkčńı hodnoty. V př́ıpadě Newtonovy metody a Steffensenovy
metody je využit daľśı č́ıselný seznam pro předáńı hodnot prvńı derivace funkce
v bodě. Halleyova metoda využ́ıvá nav́ıc i seznam pro přenos hodnot druhé derivace
funkce v bodě.

Odlǐsná situace nastává v př́ıpadě Sturmovy posloupnosti, která předává své
výsledky formuláři ve formě instance tř́ıdy SeparationOfRoots ret. Tato tř́ıda
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udržuje informace o vygenerované posloupnosti polynomů, počtu znaménkových
změn na daných intervalech. Dále udržuje informace o tvaru polynomu, který je
největš́ım společným dělitelem polynomu a jeho prvńı derivace. Jestliže tento poly-
nom neńı nulový, pak je nejvyšš́ı vrstvě předána daľśı Sturmova posloupnost nového
polynomu, který má ale již jednoduché kořeny.

Čtvrtá kolekce metod slouž́ı pro výpočet aproximace funkce. Jejich zdrojový kód
je v Aproximation alg.

Všechny metody přeb́ıraj́ı na svém vstupu dva č́ıselné seznamy, které obsahuj́ı
uzlové body a jejich funkčńı hodnoty. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u dále přij́ımá infor-
maci o požadovaném stupni aproximačńıho polynomu. Na svém výstupu jednotlivé
metody již formuláři Aproximation win nepředávaj́ı stejnou kolekci dat, což je dáno
zejména odlǐsnost́ı zp̊usobu nalezeńı aproximuj́ıćı funkce. Z toho d̊uvodu předává
každá metoda nejvyšš́ı vrstvě r̊uznou datovou strukturu ve formě Tuple, který ob-
sahuje data nutná pro popis postupu výpočtu. V aplikaci jsou implementovány tyto
metody:

1. Interpolace funkce

a) Lagrange̊uv interpolačńı polynom

b) Newton̊uv interpolačńı polynom

c) Lineárńı spline

d) Interpolace přirozeným kvadratickým spline

e) Interpolace přirozeným kubickým spline

2. Aproximace funkce

a) Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Všechny metody numerické aproximace funkce využ́ıvaj́ı při řešeńı zadané úlohy
algoritmy pro práci s polynomy, které nalezneme ve tř́ıdě Polynoms. Jestliže uživatel
požaduje výpočet úlohy metodou nejmenš́ıch čtverc̊u nebo využit́ım metody imple-
mentuj́ıćı interpolaci přirozeným kubickým splinem, docháźı při výpočtu k zavoláńı
metody Gaussovy eliminace pro výpočet vzniklé soustavy lineárńıch rovnic.

Předposledńı skupinu metod tvoř́ı algoritmy týkaj́ıćı se řešeńı soustav lineárńıch
rovnic, které můžeme rozdělit do dvou hlavńıch podkategoríı.

1. Př́ımé

a) Gaussova eliminace s částečnou pivotaćı

b) LU rozklad

c) Choleského dekompozice

2. Iteračńı

a) Maticový tvar

i. Jacobiho metoda
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ii. Gauss-Seidelova metoda

iii. Superrelaxačńı metoda

b) Složkový tvar

i. Jacobiho metoda

ii. Gauss-Seidelova metoda

iii. Superrelaxačńı metoda

3. Řešeńı soustav s obdélńıkovými maticemi

a) Singulárńı rozklad

Metody nalezneme ve tř́ıdě Linear solutions alg. Všechny algoritmy přij́ımaj́ı
vstupńı matici a vektor pravé strany. Iteračńı algoritmy dále vyžaduj́ı informace
týkaj́ıćı se vektoru počátečńı aproximace, maximálńıho počtu iteraćı v př́ıpadě po-
malé konvergence, resp. divergence metody a požadované přesnosti. Metoda určená
pro výpočet LU rozkladu a metoda Choleského dekompozice poskytuje formuláři ob-
jekt LinearEq ret. Tato instance obsahuje několik dvourozměrných poĺı - vstupńı
matici, matici L a U, permutačńı matici P (v př́ıpadě Choleského rozkladu neńı
tato matice užita), vektor pravé strany b, vektor x a y. Metoda pro výpočet sou-
stavy lineárńıch rovnic pomoćı Gaussovy eliminace vraćı datovou strukturu Tuple,
přičemž pro zvýšeńı numerické stability této metody je v aplikaci implementována
částečná pivotace.

V př́ıpadech, kdy vstupńı matice má stejnou hodnost jako rozš́ı̌rená matice sou-
stavy, ale menš́ı než je řád matice, docháźı u Gaussovy eliminace k výpočtu para-
metrického řešeńı.

Druhá podkategorie poč́ıtá řešeńı soustavy lineárńıch rovnic iteračně. Tyto al-
goritmy byly implementovány dvěma zp̊usoby. Prvńı zp̊usob poč́ıtá řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic pomoćı maticového zápisu a druhý pomoćı složkového zápisu.

Iteračńı metody implementované pomoćı složkového zápisu odeśılaj́ı formuláři
Linear solutions win jednoduchý objekt LinearniEqFolder ret, který obsahuje
dvourozměrná pole (vstupńı matici, vektor b a vektor x), seznam vektor̊u, kde každý
vektor je výsledkem jedné iterace, a hodnot, které nesou informaci o konvergenci me-
tody pro danou úlohu (Euklidovská norma rozd́ılu dvou po sobě jdoućıch vektor̊u).

Iteračńı metody hledaj́ıćı řešeńı soustavy lineárńıch rovnic maticovým zápisem
pośılaj́ı do nejvyšš́ı vrstvy datovou strukturu Tuple, která obsahuje seznam matic
nutných pro zobrazeńı mezivýsledk̊u, seznam vektor̊u źıskaných každou iteraćı a se-
znam hodnot, které budou uživatele informovat o konvergenci, respektive divergenci
metody pro danou úlohu.

Pro výpočet soustav rovnic s obdélńıkovou matićı je v aplikaci implementován
singulárńı rozklad. Metoda implementuj́ıćı postup singulárńıho rozkladu přij́ımá
na svém vstupu vstupńı matici a vektor pravé strany. Ćılem singulárńıho rozkladu
je rozložit matici na součin tř́ı matic U, Σ, VT . Během samotného výpočtu sin-
gulárńıho rozkladu je využ́ıván QR algoritmus s tiśıci iteracemi, kde QR rozkladu
matice je dosaženo pomoćı Housholderovy transformace s jehož pomoćı źıskáme
potřebné matice U a V. Diagonálńı matice Σ bude obsahovat odmocniny ze zjǐstěných
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nenulových vlastńıch č́ısel. Po nalezeńı singulárńıho rozkladu dojde nejprve k výpočtu
pseudoinverzńı matice a poté k nalezeńı př́ıslušného řešeńı. Tento algoritmus předává
prezentačńı vrstvě objekt tř́ıdy SVD ret, který obsahuje všechny matice a vektory
źıskané během výpočtu (matice A, AAT , ATA, U, V, Σ, Σ+, A+, vektor x a vek-
tor pravé strany) a které jsou uživateli interpretovány v prezentačńı vrstvě ve formě
HTML stránky.

Posledńı skupina metod se věnuje výpočtu vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u
reálné symetrické matice. Implementované algoritmy můžeme rozdělit následuj́ıćım
zp̊usobem:

1. Částečný problém vlastńıch č́ısel

a) Mocninná metoda

b) Rayleigh̊uv pod́ıl

c) Inverzńı metoda

d) Hottelingova redukce (Mocninná metoda)

e) Hottelingova redukce (Rayleigh̊uv pod́ıl)

2. Úplný problém vlastńıch č́ısel

a) QR algoritmus

i. Householderova transformace

ii. Givensova transformace

Metody věnuj́ıćı se částečnému problému vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u ma-
tice přeb́ıraj́ı na vstupu dvourozměrné pole obsahuj́ıćı vstupńı matici, počátečńı
vektor, maximálńı počet iteraćı a požadovanou přesnost. Prvńı tři metody předávaj́ı
posloupnost vypočtených vlastńıch č́ısel, vlastńıch vektor̊u a normovaných vlastńıch
vektor̊u. Hottelingova redukce odeśılá k zobrazeńı do prezentačńı vrstvy (formuláři
Eigen values vectors win) posloupnost redukovaných matic a kolekci dat z moc-
ninné metody, respektive Rayleighova pod́ılu.

Ač řad́ıme Hottelingovu redukci mezi prvńı skupinu metod, které naleznou největš́ı
či nejmenš́ı dominantńı vlastńı č́ıslo matice, je tato metoda v aplikaci naprogra-
mována tak, že opakováńım algoritmu redukce matice nalezneme všechna vlastńı
č́ısla a vlastńı vektory p̊uvodńı matice.

Metody druhé kategorie jsou založeny na podobnosti matic. K nalezeńı podobné
matice je v aplikaci naprogramován QR algoritmus. Př́ıslušný QR rozklad matice
je nalezen Householderovou nebo Givensovou transformaćı, který je odeslán metodě
QRAlgorithmHouseHolder resp. QRAlgorithmGivens. Pokud budeme celý tento po-
stup opakovat v rámci QR algoritmu, bude celý proces konvergovat k matici podobné
p̊uvodńı matici s vlastńımi č́ısly na diagonále.

Metody QRAlgorithmHouseHolder resp. QRAlgorithmGivens předávaj́ı nejvyšš́ı
vrstvě instanci tř́ıdy QRRozklad RetHouseHolder respektive QRRozklad RetGiven,
které obsahuj́ı seznamy matic Qk,Rk a Ak, dále posloupnost transformačńıch matic
využitých v každé iteraci a nakonec seznam vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u.
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Během výpočtu může doj́ıt k r̊uzným chybám, např́ıklad z d̊uvodu děleńı nu-
lou, k porušeńı Bolzanova kritéria v př́ıpadě metod, které se zabývaj́ı řešeńım ne-
lineárńıch rovnic,nebo např́ıklad ke zjǐstěńı, že uživatelem zadaná vstupńı matice je
singulárńı (při výpočtu inverzńı matice). Z toho d̊uvodu jsou v každé tř́ıdě nejnižš́ı
vrstvy aplikace implementovány delegáty, které při zjǐstěńı tohoto stavu, okamžitě
informuj́ı prezentačńı vrstvu. GUI vrstva přeruš́ı výpočet běž́ıćı na samostatném
vlákně a pomoćı dialogového okna informuje o tomto stavu uživatele.

Zbylé tř́ıdy implementačńı vrstvy (Polynoms a Operation of Matrices) obsa-
huj́ı metody pro poč́ıtáńı s polynomy (násobeńı, sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, derivace poly-
nomu, Hornerovo schéma pro vyč́ısleńı hodnoty polynomu v bodě nebo např́ıklad
Euklid̊uv algoritmus pro zjǐstěńı největš́ıho společného dělitele polynomů) resp. me-
tody pro operace s maticemi (kupř́ıkladu násobeńı, sč́ıtáńı, odč́ıtáńı matic, hodnost
a defekt matice, algoritmus pro výpočet inverzńı matice či algoritmus pro zjǐstěńı
Euklidovské normy vektor̊u a matic nebo hodnoty determinantu matice).
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Obrázek 7.1: Zjednodušený diagram návrhu aplikace
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7.2 Kontrolńı a výpočetńı vrstva

Kontrolńı a výpočetńı vrstva je zavedena do modelu aplikace z několika d̊uvod̊u.
Prvńım d̊uvodem je, že kromě základńı kontroly uživatelem zadaných dat na úrovni
GUI vrstvy docháźı pomoćı metod prostředńı vrstvy ke kontrole vstupńıch dat
ze sémantického hlediska (je-li např́ıklad vstupńı funkce zadána korektně nebo zda
uživatel do vstupńıho pole umı́stil správně závorky) a nav́ıc je zde také imple-
mentován Shunting-Yard algoritmus pro převedeńı výrazu z infixové notace (kla-
sický zp̊usob matematického zápisu výrazu, ve kterém jsou operátory napsány mezi
operandy) do reverzńı polské notace (RPN). Reverzńı polská notace je zp̊usob
zápisu matematického výrazu, ve kterém jsou operátory umı́stěny za operandy
(postfixový zápis). Výhoda tohoto zápisu spoč́ıvá v odstraněńı nutnosti využit́ı
závorek při zápisu výrazu. Dále je zde implementována metoda pro vyč́ısleńı ta-
kového postfixového výrazu. Tyto dvě metody jsou využ́ıvány vždy, pokud je pro
výpočet vyžadována funkčńı hodnota funkce v určitém bodě nebo např́ıklad hod-
nota určitého algebraického výrazu. Ke kooperaci s touto vrstvou docháźı i směrem
od prezentačńı vrstvy, protože tyto metody jsou využity kupř́ıkladu pro převod
uživatelského vstupu (zadáńı funkćı, meźı intervalu, přesnost́ı, počátečńıch hodnot,
analyticky zadaných prvńıch nebo druhých derivaćı, prvk̊u matic a vektor̊u, uzlových
bod̊u a daľśıch vstupńıch dat) do formátu, se kterým jsou metody implementačńı
vrstvy schopny pracovat. Provázanost vrstev se dále využ́ıvá pro převod vstupńıch
dat zadaných ve formě neformátovaného textu do MathML kódu nebo pro vykres-
lováńı graf̊u.

Metody RPN a ComputeRPN jsou nejčastěji vykonávanými metodami v celé
aplikaci.

7.2.1 Parser

Kontrolńı a výpočetńı vrstva nacházej́ıćı se uprostřed modelu aplikace obsahuje
metody slouž́ıćı mimo jiné i pro kontrolu správnosti zadaných dat uživatelem. Tyto
metoda jsou implementovány pomoćı regulárńıch výraz̊u ve tř́ıdě Reg.

Parser pro ověřeńı správnosti uživatelského vstupu pracuje ve čtyřech kroćıch.
Prvńım z nich je př́ıprava pro ověřováńı, která spoč́ıvá v naplněńı dvou seznamů
regulárńımi výrazy. Prvńı seznam ověřuje správnou posloupnost znak̊u (např́ıklad,
že za znaménkem pro násobeńı následuje závorka, č́ıslo, funkce nebo neznámá).
Do druhého seznamu se postupně přidávaj́ı regulárńı výrazy, které také ověřuj́ı, zda
je vstup korektńı či nikoliv. Rozd́ıl těchto seznamů spoč́ıvá v tom, že prvńı seznam
pouze ověřuje, zdali nějaká část vstupńıho řetězce odpov́ıdá regulárńımu výrazu, na-
proti tomu druhý seznam ze vstupńıho řetězce vyj́ımá řetězce odpov́ıdaj́ıćı danému
regulárńımu výrazu. Po naplněńı obou seznamů se vstupńı řetězec nejprve porovná
s výrazy prvńıho seznamu. Jestliže je nalezena shoda, tak algoritmus ověřováńı konč́ı,
protože uživatelský vstup neńı validńı. Dále následuje ověřeńı uživatelského vstupu
pomoćı regulárńıch výraz̊u druhého seznamu. Jestliže je nalezena shoda, tak je na-
lezený řetězec odstraněn ze vstupńıho řetězce. V daľśıch kroćıch se tedy pracuje
s novým zkráceným řetězcem. Ve všech regulárńıch výrazech druhého seznamu se
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nevyskytuj́ı závorky, protože jejich správný počet a umı́stěńı se testuj́ı až v závěrečné
fázi. Po odstraněńı řetězc̊u pomoćı regulárńıch výraz̊u druhého seznamu vznikne
nový řetězec, který by měl obsahovat pouze závorky, jestliže obsahuje i nějaké znaky
nav́ıc, pak je uživatelský vstup nesprávný. V př́ıpadě, že obsahuje pouze závorky,
tak se muśı ověřit jejich správnost ve smyslu počtu a umı́stěńı těchto závorek.

Při kontrole závorek se nab́ızely dvě možnosti. Prvńı z nich bylo ověřeńı počtu
levých a pravých závorek. Tato možnost ovšem neověřovala jejich správné umı́stěńı, a
proto bylo nutné vymyslet jiné řešeńı. Toto řešeńı spoč́ıvá v použit́ı cyklu, který konč́ı
pouze v př́ıpadě, že vstupńı řetězec je po úpravě stejný jako v minulém cyklu nebo
že vstupńı řetězec má nulovou délku. Jádrem tohoto cyklu je regulárńı výraz, který
z daného vstupńıho řetězce vymaže levou a pravou závorku, které následuj́ı v řetězci
za sebou, č́ımž se tyto závorky postupně zevnitř odstraňuj́ı. Jestliže byl uživatelský
vstup v pořádku, z̊ustane na konci algoritmu řetězec nulové délky. Pokud je zadaný
řetězec prohlášen parserem za chybný, je uživatel informován o tom, že muśı vstupńı
data opravit.

Touto kontrolou předejdeme problémům, které by byly zp̊usobeny vyšetřováńım
neplatného výrazu pomoćı Reverzńı polské notace, či jej́ıho vyč́ısleńı, kdy by došlo
k selháńı programu. V opačném př́ıpadě by byl výraz vyhodnocen špatně. Použit́ı
regulárńıch výraz̊u je pro tento zp̊usob ověřováńı vstup̊u výhodné, protože je jed-
noduše modifikovatelný a nevyžaduje zásah do logiky programu.

7.2.2 Reverzńı polská notace

Reverzńı polská notace je zp̊usob zápisu aritmetických, algebraických, či analy-
tických výraz̊u. Tato postfixová notace snižuje nároky na pamět’ poč́ıtače a zejména
v minulosti byla často využ́ıvána v kalkulátorech. Dále je využ́ıvána např́ıklad
při tvorbě překladače nebo interpret̊u pro programovaćı jazyky. Jej́ı princip spoč́ıvá
v umı́stěńı operand̊u před operátor. Mluv́ıme tedy o postfixové notaci, kdy pro jedno-
značnost zápisu nepotřebujeme využ́ıvat závorky, jako v klasické notaci infixové [49].

Jedńım ze zp̊usob̊u, jak převést matematické zápisy z infixové do postfixové no-
tace je Shunting - Yard algoritmus vyvinutý Edgarem Dijsktrou. Tento algoritmus
je implementován v metodě RPN. V aplikaci je základńı postfixová notace rozš́ı̌rena
o možnost zadáváńı goniometrických funkćı, dekadického a přirozeného logaritmu,
Eulerova č́ısla, Ludolfova č́ısla, nebo o parametr funkćı. Před vlastńım algoritmem
jsou volány metody slouž́ıćı k úpravě vstupńıho výrazu. Nejdř́ıve je volána metoda
EditSigned, kde pomoćı regulárńıch výraz̊u docháźı k nahrazeńı vedle sebe stoj́ıćıch
znamének plus nebo minus (a jejich kombinace) jedńım znaménkem. V metodě Con-
vertDecNumToFraction docháźı k převedeńı desetinného č́ısla na zlomek. Dále je
zde zlomek bĺıže analyzován a př́ıpadně zkrácen do základńıho tvaru. Touto metodu
nav́ıc odstrańıme z výrazu desetinnou tečku, kterou pro převod do postfixové no-
tace nepotřebujeme. Následně pomoćı metody AddMultiplyOperator doplńıme znaky
násobeńı mezi dvě vedle sebe stoj́ıćı závorky, č́ıslo a závorku nebo č́ıslo a proměnnou.
T́ım umožńıme uživateli zadávat výrazy bez toho, aniž by musel explicitně zadávat
znak násobeńı.

Pro zajǐstěńı větš́ı stability převodu výrazu do postfixové notace bylo třeba
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ošetřit př́ıpady, kdy vstupńı výraz obsahuje binárńı operátor s pouze jedńım ope-
randem (např́ıklad výraz −2). V tomto př́ıpadě by převod selhal, protože by ne-
byl nalezen druhý operand, respektive vstupńı výraz by obsahoval znaménko nav́ıc.
Z toho d̊uvodu jsou v metodě DetectUnaryOperator ve vstupńım výrazu vyhledány
všechny tyto př́ıpady, přičemž po jejich nalezeńı docháźı k následnému zabaleńı
operátoru do výrazu (0 + operátor + 1).operand. T́ım dojde ke změně unárńıho
operátoru na binárńı.

Po vykonáńı metod, které slouž́ı k úpravě výrazu, je aplikován vlastńı RPN
algoritmus. V rámci tohoto algoritmu nejdř́ıve vytvoř́ıme instanci tř́ıdy Stack. Poté
pomoćı cyklu procháźıme vstupńı výraz. V tomto cyklu nejdř́ıve zjist́ıme, jestli je
i-tý znak vstupńıho řetězce č́ıslem, proměnnou, Eulerovým č́ıslem nebo č́ıslem π.
Pokud ano, přidáme jej do proměnné output. Jestliže je i-tý znak ṕısmenem, přidáme
jej do proměnné function. Pokud tento znak nevyhovuje těmto dvěma podmı́nkám,
jedná se s největš́ı pravděpodobnost́ı o znak mezery, závorky nebo operátoru.

Detekujeme-li levou závorku, je vložena na vrchol zásobńıku s nulovou prioritou.
Je-li naopak detekována pravá závorka, přidáme do proměnné output znak z vrcholu
zásobńıku, který z něj následně odstrańıme. Tento postup je třeba opakovat do té
doby, než naraźıme na levou závorku. V př́ıpadě detekce operátoru docháźı k roz-
poznáńı konkrétńıho operátoru, načež je nastavena proměnná priority. Tato priorita
je porovnávána s prioritou prvku na vrcholu zásobńıku. V př́ıpadě, že je priorita
větš́ı, je uzel na vrcholu předán do proměnné output a odstraněn ze zásobńıku. Pri-
orita operátoru je porovnávána s novým vrcholem. Toto je opakováno, dokud neńı
priorita operátoru větš́ı než priorita vrcholu zásobńıku. Následně je operátor přidán
na vrchol. Stejný postup je aplikován v př́ıpadě detekce funkce. Na konci celého
procesu je infixový zápis převeden na postfixový.

Operátor Priorita

levá závorka 0

sč́ıtáńı, odč́ıtáńı 1

násobeńı, děleńı 2

umocněńı, funkce 3

Tabulka 7.1: Priorita operátor̊u v metodě RPN

Princip algoritmu osvětĺıme na př́ıkladu. Mějme dán výraz sin(2 + pi) − 6/10.
Před vlastńım vlastńım zahájeńım Shunting - Yard algoritmu dojde k úpravě výrazu
na výraz

sin(2 + pi)− 3/5. (7.1)

Do proměnné function procházeńım vstupńıho řetězce přidáme výraz sin. Následně
je uložena funkce sinus na vrchol prázdného zásobńıku s prioritou tři. Během př́ı̌st́ıho
pr̊uchodu vstupńıho řetězce detekujeme levou závorku, kterou přidáme na vrchol
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zásobńıku s nulovou prioritou. Do proměnné output přidáme č́ıslo dvě a detekujeme
operátor plus. Nastav́ıme prioritu jedna, kterou porovnáme s vrcholem zásobńıku.
Na vrcholu zásobńıku je levá závorka s nulovou prioritou, a proto nic nebráńı
ve vložeńı operátoru plus na vrchol zásobńıku. Do output ulož́ıme č́ıslo pi a deteku-
jeme pravou závorku. Následně přeřad́ıme všechny prvky ze zásobńıku do proměnné
output, dokud nenaraźıme na levou závorku v zásobńıku. V našem př́ıpadě od-
strańıme ze zásobńıku pouze operátor plus (přidán do output) a poté levou závorku.
V daľśım kroku detekuje algoritmus operátor minus. Tento operátor přidáme na vr-
chol zásobńıku, ovšem před t́ımto vlastńım přidáńım muśıme z vrcholu zásobńıku
odstranit funkci sinus a předat ji do output (má prioritu tři). Do output dále přidáme
č́ıslo tři a opět detekujeme operátor děleńı. Jelikož mu přǐrad́ıme prioritu dvě, může
být okamžitě vložen do zásobńıku před operátor minus. Nyńı přidáme do výstupu
č́ıslo pět. V zásobńıku zbyly dva operátory. Jeden pro děleńı a druhý pro odeč́ıtáńı.
Tyto operátory tedy přidáme do output a vyprázdńıme zásobńık. Výstup RPN me-
tody našeho př́ıkladu vypadá tedy takto:

2 pi + sin 3 5 / − . (7.2)

Posledńım krokem je vyč́ısleńı výrazu. Vyč́ısleńı daného výrazu v aplikaci zajǐst’uje
metoda ComputeRPN. V ComputeRPN nejdř́ıve vytvoř́ıme instanci tř́ıdy Stack.
Poté rozděĺıme podle mezer př́ıchoźı postfixový výraz do pole expressions. V cyklu
testujeme nejprve s jakým prvkem pole expressions v dané iteraci pracujeme. Jestliže
detekujeme č́ıslo, přǐrad́ıme tuto hodnotu do zásobńıku. Dále můžeme detekovat
textový řetězec. Pokud tento řetězec odpov́ıdá některé z povolených funkćı, je z vr-
cholu zásobńıku vyjmut operand, který se předá k vypočteńı dané matematické
funkce v tomto bodě. Pokud by nedošlo k zachyceńı chybného uživatelského vstupu
ve tř́ıdě Reg a řetězec by neodpov́ıdal žádné funkci z uvažovaného seznamu funkćı,
dojde k vysláńı ř́ıd́ıćıho signálu přes objekt delegátu, načež GUI vrstva v obslužné
metodě delegáta kontaktuje uživatele o chybném vstupu.

V př́ıpadě detekováńı operátoru je situace obdobná. Ze zásobńıku ovšem vyb́ıráme
operandy dva, přičemž je na ně nutné aplikovat matematickou operaci s obráceným
pořad́ım operand̊u, což je dáno LIFO charakteristikou zásobńıku.

Po dokončeńı této operace testujeme počet zbylých položek v zásobńıku. Jestliže
je počet zbylých položek větš́ı než jedna, můžeme předpokládat chybu v zadáńı
a opět docháźı k upozorněńı uživatele skrze GUI vrstvu. V opačném př́ıpadě vraćıme
položku z vrcholu zásobńıku, kde je uložen výsledek. Pokuśıme se nyńı vyč́ıslit výraz
2 pi + sin 3 5 / −.

Nejprve docháźı k detekci č́ısla dvě, které se ulož́ı do prázdného zásobńıku.
V daľśı iteraci je detekována konstanta pi. kterou vlož́ıme na vrchol zásobńıku. Nyńı
rozpoznáme operátor plus. Z vrcholu zásobńıku vezmeme dva po sobě jdoućı ope-
randy a provedeme jejich součet. Tento součet opět vlož́ıme do zásobńıku. V daľśı
iteraci budeme pracovat s řetězcem sin. Vyjmeme hodnotu z vrcholu zásobńıku
a zavoláme matematickou operaci pro výpočet hodnoty funkce sinus v bodě 2 + pi.
Výsledek opět vlož́ıme na vrchol zásobńıku. Č́ıslo tři přidáme na vrchol zásobńıku,
stejnou operaćı provedeme i s č́ıslem pět. V daľśım kroku rozpoznáme operátor
děleńı. Nyńı, stejně jako v př́ıpadě operátoru plus, vyjmeme ze zásobńıku dva nejvýše
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umı́stěné operandy a provede jejich pod́ıl, který vlož́ıme zpět do zásobńıku. V in-
stanci zásobńıku se nyńı nacháźı dvě hodnoty, a to 3/5 a sin(2+pi), které v posledńı
iteraci odečteme a tento výsledek ulož́ıme do zásobńıku. V zásobńıku zbyl pouze je-
den prvek, přičemž tento prvek je výsledek výrazu sin(2 + pi)− 3/5.

7.3 Prezentačńı vrstva aplikace

V daľśı části charakterizujeme nejvyšš́ı vrstvu aplikace a poṕı̌seme vlastnosti
společné pro všechny jej́ı části. Prezentačńı vrstva aplikace je tvořena úvodńım for-
mulářem a daľśımi formuláři, které slouž́ı pro zadáváńı dat a zobrazováńı výsledk̊u
uživateli. Každý formulář je propojen jednak s kontrolńı a výpočetńı vrstvou, a jed-
nak s vrstvou implementačńı.

7.3.1 Úvodńı formulá̌r

Implementaci úvodńıho formuláře nalezneme ve tř́ıdě MainMenu. Pomoćı tohoto
formuláře si uživatel z top-level menu vybere př́ıslušnou numerickou metodu. Jakmile
tuto metodu zvoĺı, dojde v této tř́ıdě k vytvořeńı př́ıslušného objektu formuláře dané
numerické kategorie a k jeho zobrazeńı. Pokud si uživatel vybere cvičnou úlohu,
vytvoř́ı se objekt tř́ıdy SelectMethod obsahuj́ıćı seznam implementovaných metod
dané numerické kategorie. Po vybráńı př́ıslušné metody, dojde k vytvořeńı formuláře
SelectTask, jež obsahuje seznam připravených cvičných úloh pro danou metodu.
Každá cvičná úloha je uložena ve formě XML souboru. Při vytvářeńı tohoto seznamu
dojde k vytvořeńı instance tř́ıdy XMLParser, která zkontroluje pomoćı metody Chec-
kByXSD strukturu XML souboru pomoćı předpřipraveného XSD souboru. Cvičné
úlohy, které nejsou validńı vzhledem k danému XSD, jsou v seznamu úloh podbar-
veny červeně a obsahuj́ı chybovou zprávu z XMLParser. Takto označené úlohy neńı
možné zvolit, protože nejsou vzhledem k aplikaci v pořádku. Jakmile si uživatel vy-
bere cvičnou úlohu, dojde k vyextrahováńı zadáńı z XML dokumentu cvičné úlohy
a vytvoř́ı se formulář př́ıslušné numerické metody, kterému předáme všechna data
nutná pro výpočet dané úlohy včetně př́ıpadné poznámky k úloze. Tyto údaje jsou
automaticky předvyplněny ve vstupńı části formulář̊u numerických metod.

Sadu cvičných úloh lze editovat. Každý formulář pro výpočet matematické úlohy
obsahuje tlač́ıtko pro přidáńı úlohy a tlač́ıtko pro napsáńı poznámky k dané úloze.
Smazáńı úlohy je možné zvoleńım Smazat úlohu v kontextovém menu každé úlohy.

Programového návrhu úvodńı obrazovky aplikace je využito i v tom př́ıpadě,
kdy uživatel chce stejnou úlohu vypoč́ıtat pomoćı jiné metody bez toho, aniž by
musel stejné zadáńı přepisovat do nového formuláře. V tomto př́ıpadě si může vybrat
zvolenou metodu ze seznamu umı́stěného ve formuláři dané numerické metody.

7.3.2 Formulá̌re numerických metod

Formuláře numerických metod jsou rozděleny do dvou část́ı. Prvńı část slouž́ı
pro zadáváńı vstupńıch dat uživatelem. Druhá část je určena hlavně pro zobrazeńı
informaćı s řešeńım dané úlohy ve formě HTML stránky. V aplikaci je implemen-
továno sedm těchto formulář̊u. Každý formulář se přizp̊usobuje konkrétńı numerické
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metodě pomoćı funkćı DisableComponents a AlignComponents. Jejich provedeńım
dojde k vypnut́ı všech v danou chv́ıli nepotřebných prvk̊u formuláře a zarovnáńı
zbylých komponent. V každém formuláři je kromě povinných vstupńıch poĺı vy-
tvořen ListBox obsahuj́ıćı seznam všech metod implementovaných v dané katego-
rii. Vybráńım jedné z nab́ızených metod dojde interně k přeneseńı vstupńıch dat
do tř́ıdy MainMenu, kde se vytvoř́ı nový formulář úplně stejným zp̊usobem jako
v př́ıpadě cvičných úloh, tj. do konstruktoru nového formuláře vlož́ıme přenesená
vstupńı data p̊uvodńı metody a vyplńıme jimi vstupńı pole tohoto nového formuláře,
č́ımž uživateli významně usnadńıme a urychĺıme práci s programem, jelikož je osvo-
bozen od zadáváńı stejných vstupńıch dat v situaćıch, kdy potřebuje stejný př́ıklad
vyřešit pomoćı v́ıce metod.

Daľśım společným prvkem všech formulář̊u je Trackbar s jehož pomoćı může
uživatel měnit velikost ṕısma bez toho, aniž by muselo doj́ıt k novému překresleńı
výstupńı části formuláře. Absence nutnosti překresleńı je dána použitou knihovnou
pro zobrazováńı matematických výraz̊u, která využ́ıvá technologii AJAX. Pomoćı
této technologie můžeme měnit obsah webové stránky právě bez nutnosti jej́ıho
plného znovunačteńı.

V aplikaci je myšleno i na situaci, kdy by uživatel mohl mı́t zájem pouze o výsledek
dané úlohy. K tomuto nastaveńı stač́ı odškrtnout Checkbox týkaj́ıćı se zobrazeńı
mezivýsledku. Po této změně dojde automaticky k vygenerováńı a zobrazeńı nové
HTML stránky, která již neobsahuje postup výpočtu, ale pouze řešeńı dané úlohy.

Každým formulář je dále vybaven numericUpDown komponentou, pomoćı které
lze nastavit maximálńı počet desetinných mı́st zobrazených u všech č́ısel obsažených
ve výsledné webové stránce.

Pro cvičné úlohy jsou určeny dvě tlač́ıtka Přidat úlohu a Přidat poznámku. Stisk-
nut́ım tlač́ıtka Přidat úlohu docháźı v pozad́ı aplikace k vytvořeńı XML souboru dané
úlohy, který obsahuje zadáńı úloh a př́ıpadnou poznámku k tomuto př́ıkladu. Tento
soubor je dále porovnáván s již existuj́ıćımi XML soubory dané metody. Jestliže
jsou dané dokumenty shodné, je uživatel informován o tom, že daný př́ıklad se mezi
cvičnými úlohami vyskytuje a neńı přidán k ostatńım cvičným úlohám. Jinak je vy-
tvořený XML soubor uložen mezi ostatńı. V př́ıpadě, že uživatel načte do aplikace
cvičnou úlohu s poznámkou, je jej́ı obsah automaticky vložen do formuláře Note,
kde je připravena k př́ıpadné editaci.

Posledńım tlač́ıtkem ve vstupńı části formuláře je tlač́ıtko Vypoč́ıtej, které je
aktivńı jen tehdy, když jsou vyplněna všechna povinná vstupńı pole. Po stisknut́ı
tohoto tlač́ıtka dojde k zavoláńı metody CheckInput, pomoćı které bude provedena
kontrola validnosti uživatelem zadaných vstupńıch dat (docháźı k interakci s kon-
trolńı a výpočetńı mezivrstvou). Pokud uživatelský vstup neńı validńı, dojde k in-
formováńı uživatele pomoćı dialogového okna s př́ıslušnou chybou. V opačné situ-
aci dojde k předáńı požadavku výpočtu BackGroundWorkeru, který źıská řešeńı
dané úlohy na daľśım vlákně aplikace. Po skončeńı výpočtu si v nejvyšš́ı vrstvě
převezmeme předávanou strukturu dat z implementačńı vrstvy a zavoláme obslužnou
metodu, která zajist́ı vytvořeńı webové stránky, jež obsahuje kromě jiného i MathML
kód.

MathML je matematický značkovaćı jazyk založený na bázi XML dokument̊u
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určený pro zápis matematických výraz̊u.
Pro usnadněńı tvorby MathML kódu byla vytvořena statická tř́ıda MathmlGen,

která obsahuje struktury pro tvorbu MathML tag̊u. Např́ıklad výraz

cos(x3)/(x− 2) (7.3)

zapsaný ve formě MathML kódu vypadá takto:

<math xmlns=’http ://www. w3 . org /1998/Math/MathML’>
<mfrac>
<mrow>
<mi>cos</mi>
<mo>(</mo>
<msup>
<mi>x</mi>
<mn>3</mn>
</msup>
<mo>)</mo>
</mrow>
<mrow>
<mi>x</mi>
<mo>−</mo>
<mn>2</mn>
</mrow>
</mfrac>
</math>

Pomoćı aplikace vytvoř́ıme ručně tento výraz t́ımto zp̊usobem:

Mathml . HeaderMath (Mathml . Display . i n l i n e )
+ Mathml . Frac (Mathml . L i t e r a l (” cos ”)

+ Mathml . LZ + Mathml . Sup (
Mathml . L i t e r a l (” x ”) ,
Mathml . Constant ( 3 ) )

+ Mathml .PZ,
Mathml . LZ

+ Mathml . L i t e r a l (” x”) + Mathml . Minus
+ Mathml . Constant (2 )

+ Mathml .PZ)
+ Mathml . EndMath ;

Naznačený zp̊usob generováńı matematických výraz̊u je využ́ıt jednak pro všechny
předpisy a vzorce numerických metod v aplikaci, a jednak při každém generováńı
postupu výpočt̊u a výsledk̊u spočtené matematické úlohy. Pro výstupy metod bylo
třeba nav́ıc vymyslet algoritmus, který by automaticky převedl v podstatě libovolná
uživatelská a veškerá proměnná data ve výpisech do MathML podoby. Tento algo-
ritmus nalezneme ve tř́ıdě TextToMathml v metodě GenTextToMathml.

Základńı myšlenka algoritmu je založena na následuj́ıćı úvaze. Nejprve převedeme
př́ıchoźı matematický výraz do postfixové notace pomoćı metody RPN a rozděĺıme
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podle mezer do seznamu. Nyńı budeme pomoćı smyčky procházet tento seznam
a vždy, když naraźıme na binárńı operátor, převedeme dva předchoźı prvky do kódu
MathML (v př́ıpadě, že naraźıme na funkci, je situace obdobná pouze s t́ım rozd́ılem,
že nebereme v úvahu dva předchoźı prvky, ale pouze jeden). Nalezené položky
spoj́ıme v jeden výsledný prvek, přičemž mezi ně vlož́ıme MathML kód př́ıslušného
operátoru (plus, minus, násobeńı nebo mocněńı). V ostatńıch př́ıpadech (funkce,
odmocnina či děleńı) jsou operandy umı́stěny do připravených MathML konstrukćı.
Operandy včetně operátoru vymažeme ze seznamu a na jejich mı́sto vlož́ıme źıskanou
položku v MathML podobě. Tento postup budeme opakovat do doby, než źıskáme
jeden výsledný prvek. Obrázek 7.2 ilustruje postup převodu výrazu cos(x3)/(x− 2)
do MathML.

Obrázek 7.2: Ukázka převodu výrazu do MathML

Nejprve detekujeme operátor mocněńı, který spoj́ıme s operandy x a 3 v jednu
MathML konstrukci. Operátor včetně operand̊u vymažeme ze seznamu a na je-
jich mı́sto vlož́ıme źıskanou položku. V daľśım pr̊uchodu nalezneme goniometric-
kou funkci cosinus, jej́ıž konstrukci předáme jako parametr předchoźı prvek. Opět
zmenš́ıme seznam. Daľśım detekovaným operátorem je operátor minus a vytvoř́ıme
MathML prvek spojeńım se dvěma předchoźımi operandy. V tuto chv́ıli se v se-
znamu nacháźı dvě d́ılč́ı MathML kódy a operátor děleńı. Pro tento operátor je
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připravena př́ıslušná struktura, které jako parametr předáme posledńı dva prvky.
Touto stromovou konstrukćı źıskáme výsledný MathML kód uvažovaného výrazu.

Vzhledem k tomu, že výrazy zapsané pomoćı RPN notace nevyžaduj́ı závorky,
bylo nutné implementovat metodu, pomoćı které rozpoznáme jejich p̊uvodńı umı́stěńı,
abychom je byly schopni zpětně vykreslit ve výstupńı části formuláře.

Řešeńım bylo porovnáńı počtu vnořených výraz̊u (které jsou obaleny závorkami)
a operátor̊u v daném výrazu. Pokud je operátor̊u v́ıce než vnořených výraz̊u, bude
výraz umı́stěn mezi závorky.

Pro vyrenderováńı MathML je v aplikaci využita javascriptová knihovna MathJax,
která je určena pro zobrazováńı matematických výraz̊u ve webových prohĺıžeč́ıch
sázených za pomoci LATEX nebo MathML. Pro snazš́ı vygenerováńı webové stránky
byla vytvořena statická tř́ıda HTMLGen. Tato tř́ıda je svým návrhem velice podobná
tř́ıdě MathMLGen, protože obsahuje metody, které usnadňuj́ı zápis HTML tag̊u. Vy-
generovaná HTML stránka bude následně zobrazena uživateli ve výstupńı části for-
muláře.

Výstupńı část každého formuláře obsahuje TabControl s dvěma stránkami. Prvńı
stránka obsahuje komponentu Awesomium, což je webový prohĺıžeč určený pro .NET
aplikace nebo programy psané v jazyce C++. Tato komponenta byla upřednostněna
před ostatńımi možnostmi z několika d̊uvod̊u. Nejd̊uležitěǰśım aspektem byla úroveň
zpracováńı MathML jazyka. Awesomium je např́ıklad schopno si poradit mnohem
lépe s odřádkováńım použitým v Mathml než daľśı komponenta podobného zaměřeńı,
kterou je Gecko. Tato komponenta nepodporuje odřádkováńı v̊ubec. Daľśı výraznou
výhodou této komponenty v porovnáńı s MSIE prohĺıžečem či již zmı́něným Geckem
je možnost využit́ı metod pro export do obrázkového formátu PNG či PDF. Samotńı
vývojáři Awesomia si nav́ıc položili za jako jeden z hlavńıch ćıl̊u přidáńı podpory
tzv. thread-safe, která by přinesla možnost multithreadingu při manipulaci s touto
komponentou.

Prvńı stránka TabControl obsahuje také nab́ıdku, jej́ıž prvńı položka je určena
pro konverzi HTML výstup̊u metod do daľśıch formát̊u. V aplikaci jsou podporovány
převody do XML, HTML, PDF, JPG, GIF, PNG, BMP a TIFF. Druhá položka
nab́ıdky slouž́ı k výběru cvičné úlohy pro danou numerickou metodu.

Druhá stránka TabControl obsahuje komponentu AcroPDF, ve které jsou zob-
razovány PDF soubory obsahuj́ıćı charakteristiku implementovaných numerických
metod.

Kromě samotného výpočtu jsou HTML stránky generované metodami z ob-
lasti aproximace funkce, Newton - Cotesovy vzorce a řešeńı nelineárńıch rovnic do-
plněny o obrázky graf̊u. Jejich implementaci nalezneme ve tř́ıdě Graph. Př́ıslušné
grafy vykresĺıme v prezentačńı vrstvě tak, že využijeme źıskané struktury přijaté
z nejnižš́ı vrstvy. Z těchto struktur zjist́ıme předpisy funkćı, které budeme v sou-
stavě souřadnic zobrazovat. Zjǐstěné předpisy odešleme do kontrolńı a výpočetńı
vrstvy aplikace, kde vypočteme funkčńı hodnotu na požadovaném intervalu v cel-
kem čtyř stech bodech. Body následně prolož́ıme Beziérovou křivkou. Źıskaný graf
je vložen do bitmapy a uložen jako obrázek ve formátu PNG.

V př́ıpadě metod pro řešeńı nelineárńıch rovnic a metod pro aproximaci a in-
terpolaci funkce (vyjma interpolačńıch splin̊u) je v soustavě souřadnic zobrazen
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graf funkce. Metody interpolačńıch spline funkćı zobrazuj́ı v soustavě souřadnic
na každém podintervalu graf interpolačńıho polynomu. U Newton - Cotesových
vzorc̊u je kromě grafu funkce barevně ilustrována spočtená plocha integrálu. Jestliže
uživatel zvoĺı složenou variantu Newton - Cotesových vzorc̊u je zobrazen graf funkce
s barevně vyznačenou plochou, jej́ıž obsah vyhovuje požadavku zadané přesnosti.
Vybarvená plocha se skládá z d́ılč́ıch část́ı odpov́ıdaj́ıćıch spočtenému integrálu
funkce na každém z uvažovaných podinterval̊u.

V daľśı části poṕı̌seme postup převodu HTML stránky do daľśıch formát̊u. Tyto
algoritmy jsou k nalezeńı ve tř́ıdě Exports.

Princip exportu do XML spoč́ıvá v odstraněńı všech HTML tag̊u a atribut̊u
z vygenerované webové stránky pomoćı připraveného regulárńıho výrazu. Výj́ımku
tvoř́ı HTML tag span obsahuj́ıćı text, který je nahrazen MathML tagem mtext, č́ımž
neztrat́ıme při této konverzi žádný text z dané webové stránky. Po tomto převodu
je na začátek vzniklého souboru umı́stěna XML hlavička a soubor je uložen.

Uživatel může z aplikace extrahovat př́ımo vygenerovanou webovou stránku.
Při tomto exportu docháźı k vytvořeńı nového HTML souboru, který obsahuje zdro-
jový kód vygenerované webové stránky. Je-li součást́ı webové stránky i graf, pak je
obrázek grafu zkoṕırován do stejné složky jako př́ıslušný HTML dokument.

Při tvorbě exportu do některého grafického formátu nebo do formátu PDF byla
situace složitěǰśı než v předchoźıch př́ıpadech. Největš́ım problémem bylo źıskat
celý obrázek v př́ıpadě výpočtu úloh, pro které byla vygenerována HTML stránka,
k jej́ımuž plnému zobrazeńı v aplikaci bylo nutné využ́ıt posuvńıku. Pokud bychom
v tomto okamžiku chtěli vytvořit př́ıslušný export, tak by obrázek obsahoval pouze
viditelnou část výpočtu. Z tohoto d̊uvodu bylo využito potenciálu Awesomia, kdy bylo
nutné nejprve zjistit š́ı̌rku a výšku vygenerované HTML stránky. Toho bylo dosaženo
pomoćı Javascriptu, kdy každá vygenerovaná HTML stránka v aplikaci obsahuje ja-
vascriptové funkce pro źıskáńı těchto informaćı. Dále jsme vytvořili instanci tř́ıdy
WebView, které bylo zapotřeb́ı předat zjǐstěné rozměry a cestu k HTML doku-
mentu. Výhodou této tř́ıdy je schopnost načteńı a vykresleńı HTML stránky bez
toho, aniž by daná plocha musela být zobrazena. Po vykresleńı celé stránky do-
jde ke zjǐstěńı rozměr̊u webové stránky a podle nich k úpravě velikosti WebView.
T́ımto postupem dosáhneme stavu, kdy WebView pojme celou HTML stránku
bez nutnosti použit́ı posuvńıku, a tud́ıž při uložeńı plochy WebView jako obrázku
bude viditelná celá úloha. Během exportu se zároveň snaž́ıme o to, aby ani jeden
z rozměr̊u nebyl o mnoho větš́ı než druhý. Pokud se tak stane, zmenš́ıme velikost
ṕısma v HTML stránce (včetně velikosti ṕısma použitého v rámci MathML kódu)
a opětovně načteme stránku, č́ımž dojde ke zmenšeńı rozd́ılu mezi š́ı̌rkou a výškou
stránky. Toto opakujeme však nejvýše třikrát, přičemž minimálńı velikost ṕısma je
šestnáct. Je-li v př́ıpadě konverze do formátu PDF š́ı̌rka větš́ı než maximálńı povo-
lená š́ı̌rka, docháźı k vytvořeńı PDF souboru orientovaného na š́ı̌rku.

Během exportu je uživateli zobrazeno dialogové okno nesoućı informaci o právě
prob́ıhaj́ıćı konverzi. Jakmile je export dokončen, dialogové okno zmiźı a ve stavové
lǐstě v levém dolńım rohu formuláře se objev́ı zpráva s informaćı o dokončeném ex-
portu. Uživatel může vytvořený soubor otevř́ıt z aplikace kliknut́ım na ikonu složky
vedle této stavové informace. Soubor je otevřen ve stejném programu, s jakým má
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uživatel nastavenou asociaci v rámci jeho operačńıho systému.
Slabinou tohoto řešeńı je, že Awesomium v současné době nepodporuje možnost

provedeńı vykresleńı na separovaném vlákně, což u úloh s rozsáhlým postupem
přináš́ı nemožnost práce s formulářem po dobu prováděńı exportu.

Daľśı nevýhodou zejména v př́ıpadě exportu do formátu PDF je doba konverze,
která je dána předevš́ım rychlost́ı metody PrintToFile. Tato metoda je součást́ı
Awesomia a slouž́ı pro samotné vytvořeńı a následné uložeńı PDF souboru z přiložené
HTML stránky.

7.4 Ilustrace interakce vrstev aplikace

V posledńı části diplomové práce nast́ıńıme interakci vrstev při výpočtech mate-
matických úloh pomoćı vybraných numerických metod a z r̊uzných pohled̊u přibĺıž́ıme
děńı v pozad́ı aplikace.

7.4.1 Numerická integrace

Prvńı kategoríı, kterou budeme bĺıže charakterizovat, je numerická integrace.
V okamžiku kdy uživatel zvoĺı v hlavńım menu programu metodu numerické inte-
grace, je ve tř́ıdě MainMenu vyvolána událost SelectIntegrationMethod Click, která
źıská celoč́ıselný identifikátor (ID) metody a zavolá metodu SelectIntegrationMe-
thod. Tato metoda na základě identifikátoru vytvoř́ı instanci tř́ıdy Integration win,
které předá źıskané ID metody. V prezentačńı vrstvě docháźı k lokalizaci a vypnut́ı
aktuálně nepotřebných komponent formuláře a připojeńı obslužných metod pro de-
legáty a inicializaci tř́ıdy BackGroundWorker, která slouž́ı pro obsluhu aplikace na
úrovni vláken. Uživatel nyńı vyplńı všechna vstupńı pole v horńı části zobrazeného
formuláře, provede nastaveńı týkaj́ıćı se počtu požadovaných desetinných mı́st či
požadavku o zobrazeńı mezivýsledku a stiskne tlač́ıtko Vypoč́ıtej.

V tuto chv́ıli docháźı v prezentačńı a kontrolńı vrstvě k validaci vstupńıch údaj̊u
a testu jejich smysluplnosti. Dı́ky provázanosti vrstev mohou všechny vstupńı položky
v celé aplikaci obsahovat funkce a algebraické výrazy. V př́ıpadě, že vstupńı data
nejsou validńı, je uživateli zobrazeno dialogové okno sděluj́ıćı konkrétńı př́ıčinu. Po-
kud žádný z validátor̊u vstupńıch dat nezastav́ı proces vyvoláńım chyby, je nad
daty zavolána anonymńı metoda funguj́ıćı na separovaném vlákně, která na základě
č́ıselného identifikátoru spust́ı konkrétńı metodu implementačńı vrstvy, jež předá
požadované parametry v souladu s kapitolou 7.1. V implementačńı vrstvě nyńı
docháźı k výpočtu zadané úlohy, k čemuž využ́ıvá kontrolńı a výpočetńı vrstvu
(konkrétně metodu RPN a ComputeRPN tř́ıdy Expression) pro vyč́ısleńı funkčńı
hodnoty funkce v daném bodě.

Po ukončeńı výpočtu je zpět nejvyšš́ı vrstvě odeslána př́ıslušná datová struk-
tura nesoućı informace o pr̊uběhu výpočtu společně s výsledkem zadané úlohy.
V rámci metody DoWork dojde k předáńı źıskané datové množiny obslužné rutině,
jej́ımž úkolem je na základě přijatých dat vygenerovat webovou stránku se zadáńım
a předpisem metody (tyto předpisy nalezneme ve tř́ıdě Formulas). Pokud uživatel
vyžaduje postup výpočtu, dojde nejprve k dosazeńı do obecných vztah̊u metod.
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Až poté je zobrazen konkrétńı postup při řešeńı dané úlohy. Na konec webové stránky
umı́st́ıme do rámečku barevně odlǐsený výsledek zadané úlohy.

Patř́ı-li zvolená metoda mezi Newton - Cotesovy vzorce, je součást́ı HTML
stránky i obrázek s grafem funkce s barevně vyznačenou plochou vypočteného in-
tegrálu. Výsledná HTML stránka je nakonec uživateli zobrazena v komponentě
Awesomium.

V př́ıpadě, že během výpočtu dojde k chybě, výpočet se přeruš́ı a uživatel je
o tomto stavu a př́ıčině informován pomoćı obslužných metod delegát̊u.

Obrázek 7.3: Zjednodušený postup výpočtu úlohy obdélńıkovým pravidlem s
následným zobrazeńı pomoćı Awesomia

7.4.2 Numerická derivace

Postup výpočtu úloh týkaj́ıćı se určeńı derivace funkce v bodě je velice podobný
jako v př́ıpadě numerické integrace. Proto se nyńı pod́ıváme na interakci vrstev
a děńı v pozad́ı aplikace z pohledu cvičných úloh.

V hlavńım okně programu vyberme cvičné úlohy. V rámci tř́ıdy MainMenu se skrze
metodu numerickáDerivaceCvicneUlohy Click vytvoř́ı formulář SelectMethod obsa-
huj́ıćı př́ıslušné numerické metody z vybrané numerické oblasti. Po výběru některé
z metod se vytvoř́ı nový formulář SelectTask, který obsahuje seznam cvičných
úloh. Při plněńı tohoto seznamu je v rámci metody SelectedDerCategory provedena
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kontrola XML souboru s cvičnou úlohou v̊uči XSD dokumentu (pomoćı metody
CheckByXSD tř́ıdy XMLParser). Vybereme-li konkrétńı úlohu dojde dále v metodě
SelectedDerCategory tř́ıdy MainMenu nejprve k extrahováńı obsahu element̊u XML
dokumentu a poté k vytvořeńı př́ıslušného formuláře, kterému ovšem nepředáme
pouze č́ıselný identifikátor metody, ale i všechna extrahovaná data. Těmito daty
jsou ve formuláři Derivation win předvyplněna všechna vstupńı pole. Daľśı postup
je již analogický numerické integraci. Po nastaveńı požadovaného počtu desetinných
mı́st a zobrazeńı mezivýsledk̊u stiskneme tlač́ıtko Vypoč́ıtej. Ve spolupráci s kon-
trolńı a výpočetńı vrstvou proběhne kontrola vstupńıch dat a v př́ıpadě, že neńı
zjǐstěn žádný problém, je spuštěn BackGroundWorker, v jehož režii proběhne ko-
operace s implementačńı vrstvou. V rámci implementačńı vrstvy je źıskáno řešeńı,
které je odesláno GUI vrstvě. Zde dojde k vygenerováńı webové stránky a jej́ımu
zobrazeńı pomoćı Awesomia.

Obrázek 7.4: Diagram znázorňuj́ıćı načteńı cvičné úlohy

7.4.3 Řešeńı nelineárńıch rovnic

Jakmile vybereme konkrétńı metodu z této numerické kategorie je vytvořena in-
stance tř́ıdy Nelinear solutions win (respektive SeparationOfRoots win v př́ıpadě
Sturmovy posloupnosti). Po inicializaci podp̊urných metod a nastaveńı nezbytných
proměných je uživateli zobrazen formulář, ve kterém nejprve vyplńı požadované
údaje. V př́ıpadě Newtonovy či Halleyovy metody může uživatel vyplnit nav́ıc
vstupńı pole týkaj́ıćı se analytického tvaru prvńı a druhé derivace. Pokud jsou tato
pole vyplněna, jsou použita přednostně. V opačném př́ıpadě je prvńı i druhá deri-
vace poč́ıtána numericky (prvńı derivace funkce v bodě je určena pomoćı centrálńı
diference). Na úrovni implementačńı vrstvy tedy docháźı ke spolupráci mezi tř́ıdou
Nelinear Solutions alg a Derivation alg . V okamžiku vyplněńı požadovaných
informaćı, docháźı k jejich ověřeńı kontrolńı a prezentačńı vrstvou. V př́ıpadě va-
lidńıho vstupu spust́ıme BackGroundWorker, který předá ř́ızeńı př́ıslušné metodě
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implementačńı vrstvy. T́ım vyhrad́ıme samotnému výpočtu vlastńı vlákno. Výstupem
těchto metod je objekt Nelin ret, který je předán GUI vrstvě. Na základě infor-
maćı, které nese, je vytvořena webová stránka, kde je postup výpočtu uspořádán
ve formě tabulky. Na konec tohoto HTML výpisu je připojen graf zadané funkce
źıskaný jej́ım vyhodnoceńım ve čtyř stech bodech.

7.4.4 Aproximace funkce

Čtvrtou oblast́ı, kterou budeme bĺıže popisovat je aproximace a interpolace
funkce. Tyto metody bĺıže poṕı̌seme z hlediska jejich programové implementace.
Metody této skupiny lze rozdělit do tř́ı podmnožin.

Prvńı podskupina je tvořena interpolačńımi polynomy, ve které jsou implemen-
továny dvě metody realizuj́ıćı Newton̊uv respektive Lagrange̊uv interpolačńı poly-
nom. Po vyplněńı uzlových bod̊u a jejich funkčńı hodnot proběhne kontrola vali-
dity vstupńıch dat. Kromě správnosti zadáńı z pohledu správného zápisu bod̊u a
funkčńıch hodnot je např́ıklad kontrolováno, zda nemá určitý uzlový bod přǐrazeny
dvě funkčńı hodnoty (a tud́ıž by se nejednalo o funkci). BackGroundWorker po kon-
trole předá ř́ızeńı požadované metodě implementačńı vrstvy.

Metoda LagrangePolynomial nejprve vytvoř́ı jmenovatele a čitatele všech funda-
mentálńıch polynomů. Tito čitatelé jsou v rámci konkrétńıho polynomu roznásobeni.
Současně je vypočtena hodnota jeho jmenovatele. Poté docháźı k vytvořeńı poly-
nomu vynásobeńım čitatele a převrácené hodnoty jmenovatele. Źıskaný polynom je
vynásoben funkčńı hodnotou uzlu xi. Naznačeným zp̊usobem vypočteme všechny po-
lynomy, které mezi sebou sečteme, č́ımž źıskáme výsledný Lagrange̊uv interpolačńı
polynom.

V př́ıpadě výpočtu Newtonova interpolačńıho polynomu docháźı nejdř́ıve k určeńı
poměrných diferenćı pomoćı dvou vnořených cykl̊u, které jsou následně vynásobeny
polynomy ve tvaru x−xi. Zde využ́ıváme myšlenky, kterou můžeme vyč́ıst z předpisu
Newtonova interpolačńıho polynomu (1.12), kdy v i-té iteraci cyklu stač́ı aktuálńı
součin polynomů vynásobit polynomem x−xi, č́ımž ušetř́ıme mnoho početńıch ope-
raćı. T́ımto zp̊usobem źıskáme soubor polynomů, ze kterých jejich sečteńım źıskáme
výsledný Newton̊uv interpolačńı polynom.

Druhá skupina je tvořena metodami, které jsou založeny na interpolaci funkce
pomoćı interpolačńıch splin̊u. Princip interpolačńıch spline funkćı spoč́ıvá ve vy-
tvořeńı polynomů na d́ılč́ıch intervalech, které jsou vytvořeny mezi všemi uzlovými
body. V př́ıpadě interpolace přirozeným kubickým splinem sestav́ıme nejprve v sou-
ladu se vztahem (1.44) soustavu rovnic. Na úrovni implementačńı vrstvy následně
dojde ke spolupráci se tř́ıdou Linear solutions alg, kdy na vzniklou soustavu
s tř́ıdiagonálńı matićı aplikujeme př́ımý a zpětný chod Gaussovy eliminace, č́ımž
vypočteme tzv. momenty spline (pro zachováńı univerzálnosti předpokládáme ne-
ekvidistantńı děleńı intervalu). V daľśı fázi výpočtu zjist́ıme podle vztah̊u (1.26) a
(1.30) hodnoty integračńıch konstant Ai a Bi. Poté využijeme operace s polynomy
a vypočteme kubické polynomy na intervalech podle vztahu (1.23).

K vypočteńı interpolačńıch polynomů bylo nutné v aplikaci implementovat me-
tody umožňuj́ıćı např́ıklad sč́ıtat, odeč́ıtat nebo násobit polynomy. Tyto algoritmy
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nalezneme ve tř́ıdě Polynoms, jej́ıž metody přij́ımaj́ı seznamy č́ıselných hodnot, ob-
sahuj́ıćı hodnoty koeficient̊u daného polynomu.

Do posledńı skupiny byl zařazen algoritmus metody nejmenš́ıch čtverc̊u, který
realizuje aproximaci funkce pro obecný stupeň polynomu. Tato metoda skládaj́ıćı se
z několika cykl̊u je implementována pomoćı funkce LeastSquarePolynom. Využit́ım
smyček jsou vypočteny součty uvedené ve vztahu (1.49) a které využijeme pro źıskáńı
řešeńı výsledné soustavy lineárńıch rovnic. Pro źıskáńı koeficient̊u hledaného poly-
nomu aplikujeme na vzniklou soustavu lineárńıch rovnic př́ımý a zpětný chod Gaus-
sovy eliminace.

Po skončeńı výpočtu úlohy jakoukoli z uvedených metod jsou veškeré mezivýpočty
společně s výsledkem odeslány prezentačńı vrstvě, kde jej́ı metody tuto datovou
strukturu použij́ı pro vygenerováńı a interpretaci výsledné webové stránky uživateli.
Ve výpisu je kladen d̊uraz na didaktičnost, a proto u každé z metod nalezneme do-
sazeńı do obecného vztahu a až poté postup výpočtu konkrétńı úlohy s výsledkem.
Všechny vygenerované webové stránky obsahuj́ı na svém konci graf vypočteného
polynomu se znázorněnými uzlovými body.

7.4.5 Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Předposledńı skupinu týkaj́ıćı se řešeńı soustav lineárńıch rovnic metod budeme
bĺıže charakterizovat zejména z pohledu interpretace výsledk̊u směrem k uživateli.

Po vytvořeńı formuláře, jeho následné př́ıpravě konkrétńı numerické metodě,
kontrole korektnosti vstupńıch dat a vypočteńı př́ıslušné úlohy metodou, kterou
nalezneme ve tř́ıdě Linear solutions alg, nastává fáze vygenerováńı výsledného
HTML dokumentu. Ke každé numerické metodě určené pro řešeńı soustav lineárńıch
rovnic byla naprogramována obslužná metoda, pomoćı ńıž vytvoř́ıme MathML kód
obsahuj́ıćı obecný postup výpočtu, za ńımž následuje konkrétńı výpočet a barevně
odlǐsený výsledek úlohy. K tomu využ́ıváme připravených struktur statické tř́ıdy
MathmlGen. Źıskaný MathML kód je opět odeslán BackGroundWorkeru (konkrétně
metodě DoWork), který poté zavolá metodu GenerateHtml. Tato metoda je již
společná pro všechny metody z dané numerické kategorie. Pro snazš́ı zápis HTML
tag̊u dokumentu využ́ıváme připravené konstrukce statické tř́ıdy HTMLGen. Každý
vygenerovaný soubor zač́ıná HTML hlavičkou. V této hlavičce je uvedena cesta
ke knihovně MathJax. Za touto cestou nalezneme konfiguraci této knihovny a ja-
vascriptové funkce využ́ıvané při prováděńı exportu do některého z obrázkových
formát̊u či PDF. Po hlavičce následuje shrnut́ı zadáńı úlohy a formule zvolené me-
tody. Pro možnost vykresleńı předpis̊u numerických algoritmů byla vytvořena sta-
tická tř́ıda Formulas, která obsahuje MathML kódy těchto předpis̊u. Za předpisem
metody následuje HTML tag div, do něhož umı́st́ıme vygenerovaný MathML kód
úlohy. Jakmile tento dočasný dokument vytvoř́ıme pošleme cestu k němu kompo-
nentě Awesomium, která ve spolupráci s knihovnou MathJax zajist́ı interpretaci
výsledk̊u uživateli včetně vykresleńı matematických výraz̊u.
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Obrázek 7.5: Ukázka postupu generováńı HTML pro Gaussovu eliminaci a jeho
zobrazeńı pomoćı Awesomia

7.4.6 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

V této podkapitole se budeme soustředit nikoli na interakci mezi vrstvami modelu
aplikace, ale na spolupráci mezi tř́ıdami nejvyšš́ı vrstvy při požadavku exportu úlohy.
Jako ilustračńı metodu zvolme QR algoritmus s QR rozkladem źıskaným pomoćı
Householderovy transformace a demonstrujme situaci, kdy uživatel chce provést
export postupu a výsledku konkrétńı cvičné úlohy zvolené metody.

Z hlavńıho okna aplikace zvoĺıme Cvičné úlohy a pomoćı formulář̊u SelectMethod

a SelectTask si vybereme jednu úlohu ze seznamu připravených zadáńı. Po extra-
hováńı XML dokumentu a kontrole v̊uči XSD dokumentu, který v tomto př́ıpadě
vyžaduje, aby XML soubor povinně obsahoval vstupńı vstupńı matici, vstupńı vek-
tor a počet iteraćı a nepovinně poznámku k úloze, je zadáńı př́ıkladu přeneseno
do formuláře EigenValues EigenVectors win připraveného pro metodu QR algo-
ritmu. Uživatel nyńı může provést nastaveńı týkaj́ıćı se zobrazeńı postupu výpočtu
či počtu zobrazovaných desetinných mı́st a stiskne tlač́ıtko Vypoč́ıtej.

Jakmile dojde k ověřeńı vstupńıch dat, je zahájen proces výpočtu úlohy (koope-
race BackGroundWorkeru s konkrétńı metodou implementačńı vrstvy). Po skončeńı
výpočtu dojde k přenosu źıskané množiny dat do funkce ShowHouseHolder určené
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k vygenerováńı MathML kódu pro QR algoritmus. Vykonáńım metody Genera-
teHTML vytvoř́ıme soubor, který je zobrazen uživateli.

Nyńı si uživatel ve výstupńı části formuláře zvoĺı z hlavńı nab́ıdky záložku Ex-
porty a vybere formát souboru, do kterého chce provést konverzi.

V ilustračńım př́ıkladě zvoĺıme konverzi do formátu PDF. Uživateli je zobrazen
SaveDialog, ve kterém zvoĺı požadované umı́stěńı PDF dokumentu. Metodou Execu-
teJavasctiptWithResult zavoláme funkce umı́stěné v HTML dokumentu vypočtené
úlohy a zjist́ıme rozměry HTML stránky. Tyto údaje společně s velikost́ı ṕısma a ces-
tou k dokumentu přepošleme metodě ToPDF tř́ıdy Export. V rámci této metody za-
voláme metodu WebViewLoad a vytvoř́ıme instanci tř́ıdy WebView, které předáme
rozměry stránky s vypočtenou úlohou QR algoritmu. Následně načteme webovou
stránku a zkontrolujeme jestli se výstup vejde na š́ı̌rku stránky o rozměrech A4.
Jestliže nikoli, zmenš́ıme ṕısmo a stránku opětovně načteme. Toto opakujeme do doby,
dokud je ṕısmo větš́ı než šestnáct. Avšak nejvýše třikrát. Pokud je i poté š́ı̌rka HTML
dokumentu větš́ı, než š́ı̌rka strany A4, je uložen daný PDF soubor na š́ı̌rku pomoćı
dodatečného nastaveńı v metodě PrintToFile.

Během těchto operaćı je uživateli zobrazeno dialogové okno informuj́ıćı o právě
prob́ıhaj́ıćım exportu. Po dokončeńı exportu je dialogové okno uzavřeno a pomoćı
stavové lǐsty umı́stěné v levé dolńı části formuláře je uživatel informován o do-
končeném exportu, přičemž kliknut́ım na ikonu složky může źıskaný PDF soubor
otevř́ıt k nahlédnut́ı.

Obrázek 7.6: Ukázka postupu při exportu do PDF

7.5 Distribuce a instalace aplikace

Pro distribuci aplikace byly vytvořeny webové stránky a zakoupena doména
www.numerickemetody.cz. Na těchto stránkách uživatel nalezne pokyny k insta-
laci aplikace, a zároveň si zde může stáhnout do svého poč́ıtače text diplomové
práce ve formátu PDF a archiv obsahuj́ıćı vytvořenou aplikaci. Archiv obsahuje
složku soubory, v ńıž jsou umı́stěny cvičné úlohy, PDF soubory popisuj́ıćı každou
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numerickou kategorii, složku mathjax2.3, která obsahuje potřebné skripty pro vy-
kreslováńı matematických výraz̊u, adresář font z něhož jsou instalovány potřebná
matematická ṕısma, cvičné úlohy a instalačńı soubory Adobe Readeru a Awesomia.
Samotnou aplikaci nainstalujeme poměrně jednoduchým zp̊usobem:

1. Stáhneme aplikaci ve formátu .zip.

2. Archiv extrahujeme do libovolné složky poč́ıtače.

3. Otevřeme složku s aplikaćı.

4. Spust́ıme soubor Diplomova prace.exe s oprávněńım správce.

Při prvńım spuštěńı, respektive vždy, když neńı detekována př́ıtomnost potřebných
součást́ı v poč́ıtači uživatele, aplikace nainstaluje do poč́ıtače (z d̊uvodu instalace
potřebných součást́ı je vyžadováno oprávněńı správce) Awesomium SDK, Adobe
Reader a matematická ṕısma. Po této instalaci je aplikace připravena k už́ıváńı.
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Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo vytvořeńı rešerše věnuj́ıćı se vybraným metodám
z šesti odvětv́ı numerické matematiky a na jej́ım základě vytvořit aplikaci, jež kromě
výsledku řešené úlohy prezentuje uživateli podrobný postup výpočtu úlohy.

V prvńı části této práce byla pozornost věnována vytvořeńı teoretické stati,
ve které byly charakterizovány principy a shrnuty vlastnosti metod z oblasti apro-
ximace funkce, numerické derivace a integrace, řešeńı nelineárńıch rovnic, řešeńı
soustav lineárńıch rovnic a oblasti pro numerický výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch
vektor̊u reálných symetrických matic.

Praktická část se zabývá programovou implementaćı aplikace v jazyce C#. Mo-
del aplikace je rozdělen do tř́ı vrstev. Nejnižš́ı vrstva obsahuje programovou reali-
zaci všech numerických metod charakterizovaných v prvńı části diplomové práce.
V současné době aplikace obsahuje čtyřicet šest numerických metod. Tyto metody
jsou vykonávány vždy pomoćı vyhrazeného vlákna. Dále tato vrstva obsahuje po-
mocné tř́ıdy, jež jsou využity např́ıklad při poč́ıtáńı s polynomy či maticemi. Daľśı
vrstvou je kontrolńı a výpočetńı vrstva, která implementuje Shunting-Yard algo-
ritmus pro převod matematických výraz̊u do postfixové notace a obsahuje metodu
pro výpočet hodnoty výraz̊u v této notaci. Daľśım d̊uležitým úkolem této vrstvy je
provedeńı kontroly uživatelem zadaných vstupńıch dat. Dı́ky tomu mohou všechny
vstupńı položky v aplikaci obsahovat matematické výrazy.

V rámci celé aplikace byl kladen d̊uraz na didaktickou stránku aplikace, kdy je
každá řešená úloha doplněna o výstup obsahuj́ıćı informace o postupu výpočtu. Pre-
zentačńı vrstva proto vytvář́ı na základě přijatých dat z nejnižš́ı vrstvy HTML sou-
bor s automaticky generovaným MathML kódem, který kromě samotného výsledku
obsahuje i postup výpočtu. V př́ıpadě aproximace funkćı, numerické integrace a me-
tod pro řešeńı nelineárńıch rovnic je k HTML souboru připojen obrázek s grafickým
řešeńım dané úlohy. Vzhledem ke skutečnosti, že uživatel může do vstupńıch poĺı
zadat libovolné výrazy, musel být napsán algoritmus pro automatický převod těchto
výraz̊u do MathML podoby. Výsledná webová stránka je v aplikaci zobrazena pomoćı
Awesomia. Pro vykresleńı všech matematických výraz̊u zapsaných pomoćı MathML
kódu je využita javascriptová knihovna MathJax. Aplikace dále umožňuje exporto-
vat webovou stránku do formátu XML, HTML, JPG, BMP, PNG, TIFF, GIF nebo
PDF. Při exportu do obrázkového formátu nebo formátu PDF je využito možnost́ı
Awesomia, které ovšem v posledńı verzi nepodporovalo multithreading. Nicméně
tento nedostatek by měl být vývojáři Awesomia v nejbližš́ı době odstraněn.

Součást́ı programu je dále sada cvičných úloh, k nimž může uživatel jednoduchým
zp̊usobem přidávat (respektive mazat) své úlohy včetně př́ıpadné poznámky k dané
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úloze. Jednotlivé úlohy každé metody jsou uloženy jako XML dokumenty.
Pro distribuci aplikace byla naprogramována webová stránka a zakoupena doména

www.numerickemetody.cz. Na této adrese je př́ıstupný text diplomové práce a sa-
motná aplikace.

Během testováńı aplikace a po vydáńı jej́ı prvotńı verze jsem se setkal ve většině
př́ıpad̊u s pozitivńımi reakcemi. Přičemž byl oceňován zp̊usob zadáńı vlastńıch
př́ıklad̊u a výstupy metod s vykreslováńım matematických výraz̊u včetně podpory
exportu. Největš́ıho ohlasu se ovšem dočkala možnost zobrazováńı mezivýsledk̊u.
Z těchto d̊uvod̊u je aplikace studenty využ́ıvána nejen pro kontrolu při ručńım
poč́ıtáńı matematických úloh, ale i při laděńı jejich programů.

Osobně jsem si výběrem této diplomové práce rozš́ı̌ril znalosti studiem nume-
rických algoritmů, a zároveň prohloubil své programátorské dovednosti z hlediska
návrhu aplikace, kooperace větš́ıho počtu použitých technologíı (v rámci aplikace
jsou využity jazyky C#, HTML, MathML, XML, Javascript) algoritmizace vyč́ıslováńı
výraz̊u pomoćı poč́ıtače či práce s regulárńımi výrazy. Nav́ıc jsem si psańım této di-
plomové práce osvojil základy LATEX.

V budoucnu bych chtěl tuto aplikaci nadále rozv́ıjet a přidat metody např́ıklad
z oblasti numerické optimalizace či obyčejných a parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
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sokoškolská skripta. Univerzita Karlova v Praze.
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nické v Praze.

[9] LEVY, Doron. Numerical Differentiation. [online]. 2011 [cit. 2015-04-
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mil Hrubina. Bratislava: Alfa, vydavatel’stvo technickej a ekonomickej literatúry,
1978, 383 s. Ed́ıcia teoretickej literatúry.
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445 s.
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Brno [cit. 2015-04-28]. Dostupné z: http://matika.umat.feec.vutbr.cz/

inovace/materialy/skripta/mmnm.pdf. Vysoké učeńı technické v Brně.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Shunting-yard_algorithm.

104

http://vydavatelstvi.vscht.cz/knihy/uid_isbn-80-7080-558-7/pages-img/167.html
http://vydavatelstvi.vscht.cz/knihy/uid_isbn-80-7080-558-7/pages-img/167.html
https://vscht.cz/mat/MCHI/1_prednaska.pdf
https://vscht.cz/mat/MCHI/1_prednaska.pdf
http://web.natur.cuni.cz/~bayertom/Prog2/prog2_3.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Shunting-yard_algorithm


A Ukázky aplikace

Obrázek A.1: Úvodńı obrazovka aplikace

Obrázek A.2: Cvičné úlohy metody Gaussovy eliminace
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Obrázek A.3: Ukázka návrhu formuláře pro výpočet úloh pomoćı interpolace
přirozeným kubickým splinem
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Obrázek A.4: Řešeńı interpolačńı úlohy pomoćı Lagrangeova interpolačńıho
polynomu
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Obrázek A.5: Řešeńı aproximačńı úlohy pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u (bez
postupu výpočtu)
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Obrázek A.6: Nalezeńı reálných kořen̊u polynomu (bez postupu výpočtu)
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Obrázek A.7: Výpočet určitého integrálu lichoběžńıkovým pravidlem
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Obrázek A.8: Výpočet určitého integrálu složeným lichoběžńıkovým pravidlem
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Obrázek A.9: Výpočet prvńı derivace funkce v bodě pomoćı Richardsonovy
extrapolace
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Obrázek A.10: Výpočet soustavy lineárńıch rovnic pomoćı LU rozkladu (bez
postupu výpočtu)
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Obrázek A.11: Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u symetrické matice
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Obrázek A.12: Webová stránka pro distribuci aplikace
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B Obsah DVD

Na přiloženém DVD nalezneme:

1. Text diplomové práce ve formátu PDF

2. Aplikaci pro numerické řešeńı matematických úloh

3. Aplikaci pro numerické řešeńı matematických úloh ve formátu .zip

4. Zdrojové kódy Aplikace pro numerické řešeńı matematických úloh
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