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Abstrakt

Diplomova préace si klade za cil vytvoreni reserse vybranych nu-
merickych metod a zhotoveni aplikace, jez slouzi zejména jako di-
dakticka pomucka studentum pii studiu problematiky numerické
matematiky. Teoretickd ¢ast je rozdélena do Sesti kapitol, pricemz
v kazdé kapitole jsou charakterizovany hlavni principy numerickych
metod jednoho odvétvi numerické matematiky. Prace postupné
seznamuje s algoritmy zabyvajicimi se aproximaci a interpolaci
funkce, numerickou integraci a derivaci, feSenim nelinearnich rov-
nic, metodami pro feseni soustav linedarnich rovnic a s algoritmy
slouzicimi pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru redlnych
symetrickych matic. V praktické ¢asti je nejprve predstavena apli-
kace implementovana v jazyce C'# z pohledu jejitho navrhu, kdy jsou
blize predstaveny vSechny vrstvy aplikace. Pozdéji je ilustrovana
interakce jednotlivych vrstev aplikace a déni v pozadi aplikace pti
jejim uzivani uzivatelem. Pro zajisténi dostatecné didaktické irovné
vyuziva aplikace nastroju, pomoci nichz dochazi k zobrazeni nejen
ziskaného tesenti, ale i postupu, ktery vedl k jeho dosazeni. V pripadé
aproximace a interpolace funkce, feSeni nelinearnich rovnic a nume-
rické integrace je didakticka droven umocnéna grafickou interpre-
taci dlohy a jejtho feseni. Aplikace déle obsahuje sadu cviénych
uloh a podporuje exporty do dalsich formatu. Pro distribuci apli-
kace byly zhotoveny webové stranky.

Klicova slova

Numerickd matematika, aproximace funkci, numericka integrace,
numericka derivace, nelinearni rovnice, soustavy linearnich rovnic,
vlastni ¢isla a vektory symetrickych matic, didakticka aplikace, po-
stup vypoctu, cvicné ulohy, export



Abstract

The aim of the thesis is a review of numerical methods and ma-
nufacturing applications, which are mainly used as a didactic aid
for students studying the problems of numerical mathematics. The
theoretical part is divided into six chapters, where each chapter
outlines the main principles of numerical methods, one branch
of numerical mathematics. Work gradually introduces algorithms
dealing with approximations and interpolation functions, numeri-
cal integration and differentiation, solution of nonlinear equations,
methods for solving systems of linear equations and algorithms ser-
ving for calculating eigenvalues and eigenvectors of real symmetric
matrices. The practical part is firstly introduced by application im-
plemented in language C'# in terms of its design, which introduces
each application layer in more details. Then the interaction of the
layers of the application during its use is illustrated. To ensure suffi-
cient levels of educational uses the application uses tools for viewing
not only the results, but also the process leading to their achie-
vement. In the case of approximation and interpolation functions,
solving nonlinear equations and numerical integration a didactic le-
vel is enhanced by graphical interpretation of the examples and its
solutions. The application also includes a set of training tasks and
supports exports to other formats. The websites were made for dis-
tribution of the application.

Keywords

Numerical methods, approximation of function, numerical in-
tegration, numerical differentiation, nonlinear equations, linear
equations, eigenvalues and eigenvectors of symmetric matrices, di-
dactic applications, calculation procedure, practice tasks, export
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Uvod

Skoro kazdy clovék moderniho svéta denné vyuziva technickych pomucek ¢i
vymozenosti, aniz by si uvédomoval, ze za jejich objevenim stoji velice ¢asto ruzna
odveétvi matematiky. Pfi vyvoji téchto modernich vydobytku ¢asto nardzime na ve-
lice slozité matematické modely a metody. V predpocitacové ére bylo naprosto
nepredstavitelné provadét velké mnozstvi pocetnich operaci, a proto se odbornici
aplikované matematiky snazili nalézt feSeni analytickym zptsobem, pomoci néhoz
doslo k redukeci poctu provadénych operaci. Ovsem ziskéani tohoto presného reseni
je mnohdy nemozné, ¢i velice slozité a pracné. Nastésti se ukazuje, ze pro redlné
vyuziti ndm ve vétsiné pripadu postaci pouze feseni priblizné. A v tuto chvili prichazi
na fadu numerickd matematika.

Numericka matematika zaznamenala prudkého rozmachu az s rozvojem pocitacu,
kdy doslo k vyraznému zlevnéni pocetni operace. Proto mohly piejit do poptedi
vypocty casto cyklického charakteru, v nichz muzeme uvazovat drive nemyslitelné
pocty operaci.

I ptres nesporné vyuziti numerické matematiky a matematiky obecné pii feSeni
realnych problému (jmenujme napiiklad odvétvi strojirenstvi, teorie obvodu ¢i sta-
vitelstvi) neni o studium této problematiku piilis velky zajem. Z tohoto duvodu si
predkladana diplomova prace klade nejprve za kol seznamit ¢tenare s vybranymi
numerickymi metodami z oblasti aproximace funkce, numerického vypoctu urcitého
integralu a derivace, s postupy pro feseni nelinearnich rovnic ¢i metodami pro feseni
soustav linearnich rovnic a v neposledni radé také s algoritmy pro vypocet vlastnich
¢isel a vlastnich vektoru redlnych symetrickych matic.

Na zéakladé této teoretické stati si diplomova prace klade za cil vytvoreni di-
daktické aplikace, ktera na rozdil od jiz existujicich matematickych programu, bude
kromeé samotného feseni uzivateli interpretovat i postup vypoctu, pomoci néhoz bylo
feSeni dosazeno. Implementovana aplikace by méla dale obsahovat soubor cviénych
uloh véetné podpory pro vykreslovani grafu a exportu dat. Pro snazsi distribuci
aplikace ptipadnému ¢tenaii bude v ramci feSeni diplomové prace zhotovena webova
stranka, ktera bude obsahovat zhotovenou aplikaci.

Predkladana diplomova prace by tedy méla slouzit zejména jako studijni opora
a soucasné jako vyukova pomucka pro zdjemce zabyvajici se problematikou nume-
rické matematiky.
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1 Aproximace funkce

V prvni kapitole se budeme zabyvat metodami pro interpolaci a aproximaci
funkce. Princip aproximace funkce spo¢iva v nahrazeni jisté funkce f jinou funkci
¢, ktera je v jistém smyslu puvodni funkci podobna.

Aproximujici funkce ¢ by meéla byt co mozna nejjednodussi, a zaroven by méla
byt zadanym bodum f(x;) proi =0,....,n co nejblize.

Vyuziti aproximaci funkce je pomérné ruznorodé. Pokud napiiklad chceme
na pocitaci vypocitat funkéni hodnotu jisté funkce, tak vypocet této hodnoty se ¢asto
déje praveé pomoci aproximaci funkci, kdy je vstupni funkce f nahrazena jistym po-
lynomem P, a to zejména z duvodu snadné a hlavné rychlé prace s mnohocleny.
Polynomy jsou totiz pomérné snadno vycislitelné, jejich derivace i integraly jsme
schopni snadno a rychle vypocitat.

Dalsi oblasti, které se budeme vénovat pozdéji a kde muzeme vidét vyuziti apro-
ximaci funkce, je vypocet integralu, kdy opét nahrazujeme vstupni funkci f jistym
polynomem P.

Nyni vyvstava otazka, jak nalézt funkci, kterd bude aproximovat puvodni funkci.
Existuje nékolik typu metod pro jeji urc¢eni. Prvnim typem, se kterym se budeme
blize seznamovat, je aproximace interpolacnim polynomem.

1.1 Aproximace interpola¢nim polynomem

O interpolaci mluvime tehdy, je-li ikolem stanovit hodnotu funkce f v bodech
lezicich mezi dvéma tabulkovymi body.

Snazime se nalézt funkci, kterd v bodech xg, x1, za, . . . , &, nabyva hodnoty f(zo),
f(z1), f(xa), ..., f(x,). Body g, x1, 22, ..., x, nazyvame uzlové body.

1.1.1 Lagrangeiv interpola¢ni polynom

Lagrangeova interpolace je aproximace polynomem L, , pro ktery plati, zZe spliuje
zakladni ilohu interpolace.

Definice 1.1.1. UvaZujme n + 1 bodi, které jsou navzdjem ruzné. Hleddme poly-
nom L, stupné nejugse n takovy, Ze plati f(x;) = L,(z;), i = 0,...,n. Tento
problém budeme oznacovat jako zdkladni wulohu interpolace. Polynom L, se nazyvd
Lagrangeuv interpolacni polynom.

14



Véta 1.1.1. Méjme ddany body [z, f(x;)], i = 0,...,n. Pak existuje prdavé jeden
interpolacni polynom L,, stupné nejvyse n takovy, Ze L,(x;) = f(x;), i =0,...,n.

Diikaz. Predpokladejme, ze existuji dva polynomy L,, a R,, stupné nejvyse n takové,
ze L,(z;) = Ru(x;) = f(x;) proi = 0,...,n. Ukdzeme, Ze jsou tyto dva polynomy
shodné.

Polozme @, = L, — R,,. Potom @, (x;) = L,(x;) — R,(x;) = 0. Polynom @Q,, je
polynom stupné n, ktery ma n + 1 nulovych bodu. Podle zdkladni véty algebry je
tento polynom identicky roven nule, a tedy L, = R,,. [

Hledame polynom stupné nejvyse n , ktery splinuje podminku interpolace. Mame
tedy n + 1 bodu, kterymi musi graf hledaného polynomu prochazet. Tuto tlohu
muzeme tesit jako soustavu linearnich rovnic, kdy bychom zjistili hodnoty koefi-
cientu hledaného polynomu (pomoci tzv. Vandermondovy matice). Nicméné tento
zpusob feseni se prilis nevyuziva a lze se mu vyhnout pomoci Lagrangeova inter-
polacniho polynomu.

Véta 1.1.2. Lagrangeuv interpolacni polynom lze vyjadrit ve tvaru

Ln(x) = Zf(xi)gi(w), (1.1)

kde g;(z) = [] =%

T~

J=0,j#i

Véta 1.1.3. Necht f € C"(1), kde I je nejmensi interval obsahugjici xg, vy, T, . . .,
Tp1,Tn,T* @ Tg, X1, Ta,...,T, JSOU navzdajem ruzné uzly.
Pak~ x* € I A& € 1, pro které plati:

") = Lala") = fre0( 222, (12)
kde wyy1(x) = (2 — xo)(x — 1) ... (2 — ).
Diukaz. Predpokladejme, ze z; = x*. Potom
) = Lnfas) = 1O, (1)
Z vlastnosti interpolace plyne
f(z;) = Lp(x;) = 0. (1.4)
Pokud x; # =*, potom definujme funkci
Fa) = f(x) = Lo(x) — twn i (2), (1.5)

kde x € I,t € R.
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Funkce F(x) ma n + 1 nulovych bodu (uzlové body z;). Hledame takové ¢, aby
byla splnéna rovnost
F(z*) =0. (1.6)
To splnuje
f(@®) = Ln(z")
Wop1(2*)
Funkce F' m4 tedy n+ 2 nulovych bodu. Z Rolleovy véty plyne, ze F’ ma alespon

n + 1 nulovych boda. F” mé alespoin n nulovych boda. F™*) m4 alesponi jeden
nulovy bod &,

t =

(1.7)

Fb(g) = 0. (1.8)

L%n-I—l) —

Protoze 0, dostaneme

FUrI(€) = fOHD(€) =0 — t(n+ 1)L (1.9)

Dosadime za proménnou t

0= F"(g) = fri(g) — —=— 1! (1.10)

a vyjadiime vyslednou chybu
") = Lo(e) = F0O D, (111
O

Vice informaci nalezneme napiiklad v [1] nebo [2]

1.1.2 Newtoniyv interpolaéni polynom

Tento polynom je pro n + 1 uzlovych bodu interpola¢nim polynomem stupné
nejvyse n. Bude se tedy jednat o novy zpusob zapisu Lagrangeova interpolacniho
polynomu. Tento polynom budeme hledat ve tvaru

N,(x) = ao+ ai(x —x9) + as(x — zo)(x — 1) + . .. (1.12)

+ an(z —a)(x —x1) .. (T — Tpoe).
Newtonuv interpola¢ni polynom tedy musi vyhovovat podmince interpolace
Np(x;) = f(),i=0,1,...,n. (1.13)
Koeficienty a;,7 = 0, ..., n, vyjadiime pomoci pomérnych diferenci.
Definice 1.1.2. Pomeérna diference nultého rddu je definovana:

flzi| = f(z:),i=0,...,n. (1.14)
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Pomeérna diference proniho rdadu je definovdna:

flzi, xipq] = fh;:j — i[x]z =0,...,n— L (1.15)

Pomérnd diference k-tého rdadu je definovdna rekurentné:

Pl Tiss - Tipk] = fliva, - wik] = fleg, @i, - 733i+k71]‘ (1.16)
Litk — i

Newtonuv interpola¢ni polynom muzeme zapsat pomoci pomérnych diferenci:

Nyn(z) = flwo] + flzo, z:1](x — 20) + flwo, 71, 2] (7 — 20) (T — 21) + . ..

+ooot flro, @n, . mp) (@ — mo) (@ — 1) L (T — @) (1.17)

Newtonova interpolace ma oproti Lagrangeové interpolaci podstatnou vyhodu,
ktera spociva v tom, ze je vypocetné méné narocné pridat dalsi bod s jeho funkéni
hodnotou, protoze nékteré vypocty zustanou beze zmény (naptiklad predchozi koe-

e/

1.2 Interpolace spline funkcemi

Pro intervaly vétsi délky je pouziti interpola¢niho polynomu nizkého stupné
mnohdy nepfesné a pouziti interpola¢niho polynomu vyssich stupnu nevhodné vzhle-
dem k vlastnosti, kdy interpola¢ni polynom na krajich intervali nepiijemné osciluje.
Princip spline interpolace spoc¢iva v rozdéleni intervalu na podintervaly. Na kazdém
z téchto podintervalu poté budeme konstruovat obecné jiny polynom.

Mezi nejcastéji vyuzivané spliny patif linedrni a kubicky [3].

1.2.1 Linearni interpolaéni spline

Definice 1.2.1. (Linedrni interpolacni spline) Linedrnim splinem nazgyvdame funkci
o(x), kterd je spojitd na intervalu (xg, x,) a na kazdém podintervalu (x;, x;i1),
1=20,...,n—1 je polynomem prvniho stupné.

Linedarni interpolacni spline, ktery prochézi uzlovymi body, tj. ¢(x;) = f(x;),
na podintervalu (z;, z;41),7 = 0, ..., n—1 muzeme zkonstruovat nasledujicim zptisobem

f(rig) — fl;)

¢i(w) = flz:) + 3

(x —zy) , (1.18)

kde hz = Tjy1 — X5
Grafem tohoto spline je lomend ¢dra. Vice informaci lze ziskat napiiklad v [4].
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1.2.2 Kvadraticky interpolaéni spline

Definice 1.2.2. (Kvadraticky interpolacni spline) Kvadratickym splinem nazijvame
funkei ¢(x), kterd je spojitd na intervalu (xox,), pricemz na kaZdém podintervalu
(i, Tiv1),1 = 0,...,n — 1, je polynomem druhého stupné. Tyto polynomy na sebe
v uzlovych bodech hladce navazuji — magji spojitou proni derivaci.

Kvadraticky interpolacni spline prochazejici uzlovymi body, tj. ¢(z;) = f(x;),

na podintervalu (x;,z;11), ¢ = 0,...,n — 1, muzeme zkonstruovat nésledujicim
zpusobem
6u(w) = 5o ()2 4 dfa— ) + f(2) (119
1 2<I‘Z+1 o xz) (] i 1 1) :

kde d;yq = 2%1 =0,1,....,n— 1.

Hodnoty d; vychazeji z podminky prvni spojité derivace ve vnitinich bodech
kvadratického splinu. Jednotlivé spline na intervalech tedy ve vysledku tvoii hladkou
krivku.

Jelikoz se budeme zabyvat ptirozenym kvadratickym splinem, klademe d; = 0.
Vice informaci tykajici se konstrukce kvadratického interpolaéniho splinu muzeme

nalézt v [5].

1.2.3 Kubicky interpolacni spline

Interpolace pomoci kubickych splint je nejcastéji vyuzivanou spline interpolaci,
protoze podle [3] se ukazuje, ze pravé tato po ¢astech polynomiélni interpolace do-
sahuje nejlepsich vysledku.

Definice 1.2.3. Kubickym splinem nazveme funkci ¢(z), kterd ma na intervalu
(o ) dvé spojité derivace a na kazdém podintervalu (x;,x;+1),1 =0,...,n —1, je
polynomem tretiho stupne.

Konstrukce pfirozeného kubického spline

Méjme v uzlovych bodech z; dany funkéni hodnoty f(z;),i =0,...,n, funkce f.
Nasim tkolem je sestrojit kubicky interpolacni polynom, ktery splnuje zakladni
ulohu interpolace.

7 definice kubického polynomu ¢(z) = ax® + ba® + cx + d plyne, ze kubicky
polynom je urcéen ctyimi koeficienty. Mame-li n 4+ 1 bodu, budeme mit n intervalu.
Z toho vyplyva, ze ¢(x) je na intervalu (xg,z,) uréena 4n parametry. Podminky
spojitosti ¢(z), ¢ (x) a ¢ (x) ve vnitinich bodech intervalu (zg,z,) davaji dalsich
3n — 3 podminek. Interpolacni podminky nam daji n + 1 podminek. Celkem tedy
mame 4n — 2 podminek pro 4n neznamych. Protoze konstruujeme ptirozeny kubicky
spline, zbylé dvé podminky doplnime tak, Ze polozime druhé derivace v krajnich
bodech intervalu (zg, z,) rovny nule.

Pokud budeme vychazet z piedpokladu, Ze ¢(z) je kubicky polynom, pak ¢ (z)
je kvadraticky polynom a ¢ () je linedrni polynom, ktery prochézi body [z;, M;]
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a[rip1, Mi], kde M; = f"(2;) a My = " (2441) jsou tzv. momenty splinu. Jelikoz
je primka jednozna¢né urcena dvéma body, muzeme polozit ¢"(x) = Ly(z) s nu-
lovou chybou, a zaroven muzeme odvodit vztahy pro vypocet kubické interpolacni
spline funkce:

xr — I xr — X

1" - I /o 1+1 "e . 7 1.2

G@) = Life) = ) T ) (1.20)
T — x; T — x; T — x; T — x;
= M; —h;l M4 » = _Mi—hi 1 + My o (1.21)
— M. M.
/ . 7 o 2 i+1 )2 )
¢i(x) = o, (z — i) + o0, (x —z)" + A, (1.22)
M, M,

¢1($) = 6T (.T — 17i+1)3 + 6h+1 ($ — xi)?’ + Az(:c — l’l) + Bi, (123)

kde h; = x;11 — x; a A; a B; jsou integracni konstanty:.
Nyni uréime integracni konstanty, pricemz vyuzijeme skutecnosti, ze funkce
¢;(x) musi na intervalu (z;, x;11) spliovat podminky interpolace:

Gi(wi) = f(2:) & di(Tiv1) = f(Tita).

Dostaneme
— M, M;
di(w;) = o (2 — 2i41)” + 6h+'1 (2 — 2:)* 4+ As(w; — ) + B (1.24)
M,
= o (—h)’ + B; (1.25)
a muzeme vyjadrit
M.
B; = f(zi) — flhiQ- (1.26)
Analogicky dostaneme
¢i(zi1) = - @(%H —zi41)” + Wﬂ(%% — ;)" + Ai(zi1 — x;) + B; (1.27)
M;
= 6hf1h§’+A,-hi+Bi (1.28)
- 6“h? + Ahi + f(2;) — Fhﬁ. (1.29)

7 téchto vztahu vyjadiime

(i) — fla) X M; — M1y

A=
h, 6

hi. (1.30)

Nyni uréime momenty splinu M;. Protoze konstruujeme piirozeny kubicky spline,
tak My = M, = 0. Momenty splinu uré¢ime pomoci dalsi podminky, kterou musi
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funkce ¢;(x) spliovat. Pozadujeme, aby derivace funkce ¢;(x) byla zleva i zprava
spojitd, tj. ¢;_,(z;) = ¢;(z;).
Jelikoz vime, ze

M; M;
O (z) = “on (x — 2i1)” + 2}: (z —2;)° + A (1.31)
Potom
M, M;
¢ (z;) = —th_ll (i — )% + o @i = vio1)? + A (1.32)
M; 2
2h¢_1( )"+ A (1.33)
M; o flwi) = fleiy) My — M,
QhH( )"+ I + G 1 (1.34)
Mi, 2MZ i) — 1—
6 hi—1
Analogicky dostaneme
M; M;
¢i(xi) = —th (zi — $i+1)2 + thl (i — %‘)2 + A; (1.36)
M; 2
= — —h; A; 1.
S (—h+ A (137
M; f($i+1) - f(Iz) M; — My
= N h; 1.38
o h T (1.38)
M. M. ) - .
_ i+1 + Zhi + f(xz—l-l) f(xz) ) (139>
6 h;
Nyni muzeme napsat nasledujici rovnost:
My +2Ms hi—1 + fzi) = J@i) = _ Mz + 2M, h; + fwi) ~ f(%)) (1.40)
6 hi—l 6 hz
My + 2M; h o+ M1 + 2M; hy = f(@ign) = flz)  flz) — f(xi—1>' (1.41)
6 6 D hi—y
Pti predpokladu ekvidistantniho déleni intervalu plati: h;_; = h;.
M; 1+ 2M; M; 2M; 1) — ; ) — i
i—-1 T zhi + i+1 + zhi _ f(xl'i‘].) f(xz) . f(xl) f(xl l) ,(142>
6 6 h; h;
M; 1+ 4](\3/@‘ + M1 h, = f(@ig1) — Qf}(fz) + f(xzél). (1.43)

P1i praktickém vypoctu interpolace pomoci kubické spline funkce postupujeme
v nize naznacenych krocich.

Nejdiive vypocéteme pomoci rovnic (1.41) momenty splinu M;,i = 1,...,n — 1.
V praxi se pfi vypoc¢tu momentu splinu pii predpokladu konstrukce ptirozeného
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kubického splinu vyuziva Gaussova eliminace aplikovand na tfidiagonalni matici
pro feseni n — 1 rovnic o n — 1 neznamych.
Soustava ma tvar

M, g1
hothi b1 . .
3 6 : :
| h ) h '—;—h h My i
16—1 z—g i Zgl Mz = g; 5 (144)
: .. My Fi+1
hn—2 hn—2+hn—1 : .
6 3 ‘ :
Mn—l 9n—1
_ f@i)—f(zs) _ fl@)—f(zio1)
kde g; = +1hi — = L.
Po vypoctu momentu splinu musime urcit integracni konstanty A;,i =1,...,n,

a B;,i=1,...,n, podle vztahu (1.26) a (1.30).
V tuto chvili jiz zname vSechny neznamé a muzeme vypoél’tat kubické spliny

cvN s

ve [2] a [6].

1.3 Metoda nejmensich ¢tverci

Metoda nejmensich ¢tvercu jiz neni interpolacni metoda. Jeji princip muzeme
popsat tak, ze zadanymi body [z;,v;] pro i = 1,...,n prokladame funkci ¢ tak, aby
soucet druhych mocnin rozdilu hodnot y; a funkénich hodnot ¢(x;) byl miniméalni.

Odvozeni metody nejmensich Etverca pro linearni regresi

Uvazujme mnozinu n bodu [z;, ;] pro i = 1,...,n. Vzdélenost bodu od piimky
y = ax + b muzeme vyjadiit jednoduchym zpusobem s; = |az; + b — y;|, kde ¢ =
1,....n.

Smyslem této metody je minimalizovat funkei S(a,b) = > (az; + b — y;)*.
Protoze je znamo, ze lokdlni extrém diferencovatelné funkce miuze nastat pouze
ve staciondrnim bodé, vyuzijeme pro minimalizaci funkce S parcialni derivace

% = QZ (az; + b —yi)w; (Zx +bez Z”) (1.45)
g_i = QZaIZ—l—b—yz —2< ZxﬁbZl—Zyz)- (1.46)

Proto nyni polozune tyto parcialni derivace rovny nule:

2 (azn:x?+b2n:xi—2n:xiyi) = 0, (1.47)
i=1 i=1 i=1
2 (azn:xi—i—bzn:l — zn:yz> = 0.
i=1 i=1 i=1
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Tyto rovnice upravime jednoduchymi tpravami na nasledujici tvar,
aZx?+mei = Z:Biyi, (1.48)
i=1 i=1 i=1
a Z r;+bn = Z ;.
i=1 i=1

¢imz ziskame soustavu rovnic s neznamymi a, b.

Pokud tedy chceme najit aproximaéni polynom prvniho tddu ¢(x) = azx + b,
musime zjistit hodnotu koeficientu a,b. Tyto koeficienty zjistime vyresenim sou-
stavy (1.48).

Protoze vsechny hlavni subdeterminanty matice jsou kladné, je kvadraticka forma
pozitivné definitni. Podle Sylvestrova kritéria je tedy nalezeny stacionarni bodem
minima.

Pro aproximaci obecnym polynomem ¢(z) = Y7 bz’ fesime ndsledujici sou-
stavu rovnic:

=1 =1 =1 =1

zn:xibo + zn:%?lh +...+ zn:xlmﬂbm = zn:%yi,
i=1 i=1 i=1 i=1

ix?‘bo + i o 4+ + ix?mbm = ix;“yl
i=1 i=1 i=1 i=1

Dalsi informace lze nalézt v [7].
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2 Numericka derivace

Ve druhé kapitole této prace se budeme zabyvat metodami pro urc¢eni numerické
derivace funkce f v bodé.

Definice 2.0.1. Funkce f md v bodé xqy derivaci, je-li definovina v okoli bodu x
a existuje limita

h—0 h
Tuto limitu nazgvdme deriwaci funkce f v bodé xo a znacime ji f'(xq).

Metody pro vypocet numerické derivace v bodé vychazeji primo z definice nebo
naptiklad z myslenky nahrazeni funkce f v okoli bodu xy interpolaé¢nim polynomem
(funkci lze nahradit napriklad i aproximaci ziskanou metodou nejmensich ¢tvercu,
nebo Cebysevovymi polynomy) [8].

2.1 Derivace pomoci interpolace

V nasledujicich odstavcich ukazeme, jak muzeme odvodit vztahy pro vypocet
derivace funkce v bodé pomoci interpolace.
Funkci f muzeme aproximovat Lagrangeovym interpolacnim polynomem

@) = Lofe) + gy O 1), (2:2)
1) = 3 FhE) + Gy @ () 23)

Pro chybu Lagrangeovy iznterpolace plat{
@) = Lu@) = o € 0) (2.4

kde wy11(x) = [[(z — zy).
i=0
Zderivujeme-li w,, 1 (z) podle proménné x, dostaneme

@) => ] @—=p). (2.5)
i=0 j=0,j#i
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Nyni provedeme derivaci funkce f

n

fﬁﬂz}j(ﬂ%%@ﬂ+gﬁ%ﬁﬂm”@)II(w—%O (26)

i=0 §=0,j7i

a pro derivaci funkce f v bodé x( tedy plati

meZEZOmmmm+( fW” If%—%>' (2.7)

i=0 j=1

Podle vztahu (2.7) muzeme tedy konstruovat vztahy pro vypocet derivace funkce
f(z) v bodé zy. Nyni odvodime vztah pro derivaci v bodé pomoci interpolaéniho
polynomu prvniho stupné.

Funkci f nahradime v okoli bodu xy interpolacnim polynomem prvniho stupné.
Tento polynom poté zderivujeme podle proménné x.

Sestrojime interpola¢ni polynom prvniho stupné pro body [z;, f(z;)] a

B x— (x;+h) r —x
Li(z) = f(%)m + flz; + h)m (2.8)
_ f(xi)%;fh) + flai+ By (2.9)
Polynom L;(x) zderivujeme podle proménné z. Dostaneme
Ihfa) = 1 (F(o+ h) — f() (2.10)
Flag) = PRI o ey, (211)

Pokud stejnym zpusobem vyuzijeme pro uréeni prvni derivace funkce f(x) v bodé
To interpolacni polynom druhého fadu dostavame

L) = 5 (F (it B) — Flri = ), (2.12)
f(ag) = H0 TG0 L gy (213)

Jestlize Ly zderivujeme jesté jednou dostavame predpis pro aproximaci druhé
derivace funkce f v bodé xg

" _ flwo+h) = 2f(x0) + f(xo — h)
f (l’o) - h2 .

P1i praktickém vypoctu numerické derivace funkce f(x) v bodé xy, musime dbét

na vliv zaokrouhlovacich chyb, které mohou mit podstatnou mérou vliv na vysledek.
Jmenovatelé uvedenych vzorctu obsahuji krok h, ktery musi byt jakymsi kompromi-
sem mezi dostateéné presnou aproximaci které VyZaduje dostateéné maly krok h,

.....

(2.14)

nebo [9].
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2.2 Richardsonova extrapolace

Richardsonova extrapolace je technika, ktera je v praxi hojné vyuzivand. Setkame
se s ni napriklad v numerické integraci v . Rombergové kvadrature nebo napriklad
v Bulirsch-Stoerovu algoritmu, jenz se zabyva fesenim obycejnych diferencialnich
rovnic. Jeji podstata vychazi z predpokladu, ze ze dvou pribliznych vysledkii muzeme
pomoci linearni kombinace vypocitat tieti, ktery bude presnéjsi, pricemz tato nova
hodnota se nachazi mimo interval, ohraniceny predchazejicimi dvéma hodnotami
(proto hovoiime o extrapolaci).

Odvozeni Richardsonovy extrapolace

Méjme funkci R a krok h. Predpokladejme, ze funkci R je mozné vyjadrit moc-
ninnou fadou
R (h) = ao + ath + ash? + agh® + ash* + .. .. (2.15)

Jestlize h < 1, pak je R(h) dobrou aproximaci ¢lenu ag. Lepsi aproximaci ovsem

ziskame, kdyz uré¢ime hodnotu funkce R s krokem %

h h % R\?
R(E) :CLO+G1§—|—CL2 (§> + as (§> + ... (216)

O(h?)

Pomoc{ vhodné linedarni kombinace muzeme vyjadiit ¢len ag s chybou O(h?). Ve
vyjadieni (2.15) a (2.16) zanedbdame dalsi ¢leny rozvoje

R (h) — Qg = alh + @] (h2) s (217)
R (g) —ap = alg +0 (h?). (2.18)
Rovnici (2.17) odec¢teme od dvojnasobku rovnice (2.18)
h
Ry (h) = 2R (§> —R(h) =ao+ a5’ (W) +af (h)*+..... (2.19)

O(h?)
Pomoci vhodné linearni kombinace vztahu, z nichz oba aproximuji hodnotu funkce
R s chybou O(h), jsme vyjadiili vztah pro ag s chybou O(h?).
Podle [13] plati, Ze [a\*| < |a;|. Ra(h) je lepsi aproximace nez R(h) a pro malé
h je i lepsi aproximaci nez R(%).
Obecny vztah pro Richardsonovu extrapolaci muzeme zapsat pomoci nasledujici
itera¢ni formule:

R\ R (%) —R;(h
Rj1(h) = R, <§)+ 1(22)]._13< ),kdej:1,2,.... (2.20)

Vypocet muzeme usporadat do néasledujici tabulky:
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T T T T T

O(h) O(R?) Oh?) OhY) Omd)

Tabulka 2.1: Richardsonova extrapolace

P1i vypoctu postupujeme po fadcich, pricemz prvek v prvnim sloupci vypocteme
pomoci zakladni metody. Ostatni prvky v rddku vypoéteme pomoci vztahu (2.20).
Vypocet ukoncéime ve chvili, kdy je rozdil dvou diagondlnich prvku tabulky mensi
nez pozadovana presnost. Vice napiiklad v [10], [11], [12] nebo [13].
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3 Numericka integrace funkci

Ve dalsi kapitole se budeme zabyvat numerickou integraci.

Je-li funkce f(z) na intervalu (a, b) spojitd a zname jeji primitivni funkei F'(z),
muzeme hodnotu uré¢itého integralu fab f(x)dx urcéit pomoci Newton - Leibnizova
vztahu

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a). (3.1)

V praxi ovSem ¢asto nemuzeme primitivni funkci F'(z) najit analyticky nebo je
analyticky vypocet integralu prilis slozity a pracny. V tuto chvili vyuzijeme metody
numerické kvadratury, kdy funkei f(x) obvykle nahrazujeme jednodussi aproximujici
funkci ¢(x)(nejcastéji polynomem), a hodnotu integrdlu f(z) polozime priblizné
hodnoté integralu ¢(x) [14].

Definice 3.0.1. Vyjadreme integral ve tvaru
b b n
10) = [ fade = 1(5) = [ ota)de =Y aif(w) (32
a a i=0

kde In(f) = > 5y aif(xi) se nazgvd kvadraturni formule, «; jsou koeficienty kva-
draturni formule, které nezdavisi na funkci f(x), x; jsou uzly kvadraturni formule,
pricemz x; € (a,b)y. Chybu kvadraturni formule R, (f) vyjadrime R,(f) = I(f) —
In(f).

U kvadraturnich formuli nas zajima, jakou presnost dana kvadraturni formule
pii aproximaci uréitého integralu md. Rekneme, ze kvadraturni formule je fadu
n, kdyz integruje polynomy stupné n s nulovou chybou a polynomy stupné n + 1
integruje s nenulovou chybou [2]. To nas vede k nasledujici definici.

Definice 3.0.2. Rdd kvadraturni formule I,(f) = Y 1, aif(x;) je mazimdini éislo
m € NU{0} takové, Ze fab p(z)de =" a;p(x;), kde p(x) je polynom stupné m.

3.1 Newton-Cotesovy vzorce

Velkou skupinou v oblasti numerické integrace funkci predstavuji Newton-Cotesovy
vzorce. Tyto kvadraturni vzorce predpokladaji ekvidistantni déleni intervalu inte-
grace.
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Newton-Cotesovy vzorce 1ze rozdélit do dvou podskupin. Prvni skupinu oznacujeme
jako oteviené a druhou jako uzaviené. Rozdil mezi témito skupinami spoc¢iva v pristupu
ke krajnim bodum intervalu integrace. Uzaviené vzorce tyto body povazuji za uzly
kvadratury, oteviené nikoli. Uzly kvadratury otevienych vzorcu jsou urceny symet-
ricky podle stfedu intervalu.

Newton-Cotesovy kvadraturni vzorce aproximuji hodnotu integralu pomoci na-
hrazeni funkce f(x) Lagrangeovym interpola¢nim polynomem L, (z). Vice napriklad
v [2], [15].

Odvozeni Newton-Cotesovych vzorcii

Nyni odvodime obecny tvar Newton - Cotesovych vzorcu. Hodnotu integralu
funkce f na intervalu (a,b) aproximujeme pomoci Lagrangeova interpola¢niho po-
lynomu L, (z).

kde a = zg < a1 <9 <...<x,=0>. Uréime koeficienty «;. Polozme h = b% a
xo=a+0h,xy=a+h,...,z, =a+ nh. (3.4)

Nyni provedeme substituci

xr=a+ th, dv = hdt. (3.5)
Pouzitim substituce doslo ke zméné integra¢nich mezi
Tr—a
t = 3.6
. (3.0

Pokud za proménnou x dosadime dolni mez intervalu integrace dostavame jako
novou dolni mez nulovou hodnotu. Dosadime-li do vztahu (3.6) za proménnou z
vyraz b = a + nh, dostavame pro novou horni mez integralu hodnotu n:

—h/]l(lé,(t_]) . (3.7)

Z Newton - Cotesovych vzorcu lze pomérné jednoduse odvodit pravidla a jejich
slozené varianty pro vypocet urcitého integrélu.

Princip aproximace urcitého integralu pomoci slozenych vzorcu spociva v rozdéleni
intervalu na jednotlivé podintervaly. Pricemz na kazdy z podintervalu pouzijeme
jednoduché Newton - Cotesovy vzorce. Hodnotu integralu poté aproximujeme hod-
notou, kterou vypocteme jako soucet obsahu ploch na jednotlivych intervalech, ¢imz
dostavame presnéjsi aproximaci daného integralu.
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Sifku intervalu h uréime jako h = bﬁ, kde m je pocet podintervalu. Dalsi infor-
mace muzeme nalézt v [2] nebo [16].

Véta 3.1.1. Kvadraturni formule ziskand integraci interpolacniho polynomu pro
uzlové body [x;, f(x;)] proi=0,...,n md stuper presnosti alespori n.

Diikaz. Uvazujme integréal I(f), ktery aproximujeme Lagrangeovym interpola¢nim
polynomem L,, stupné n s chybou E,(f)

b
I(f) = / Lo(z) + By (f)dz. (3.9)

Upravime pravou stranu rovnosti

b

10) = [ Y rediie) + Eul s (39)

" b
Eymm@m+/mmw.

a

I
a\ )
o

n b

= f(xi)/bli(:z:)da:—i—/En(f)dx, kde/bli(x)dx = o

1=

[e=]

a

Nyn{ vyjaddifme chybu E,(f)

1) =3 flaos = / E,(f)dz. (3.10)

Pticemz pro chybu Lagrangeovy interpolace plati

Bu(f) = (g 2, (3.11)

Nyni muzeme vidét, ze vyjadieni chyby FE,(f) obsahuje (n + 1)-ni derivaci
funkce f. Z toho primo plyne, zZe chyba interpola¢ni kvadraturni formule bude nulova
pro vSechny polynomy stupné nejvyse n a fad presnosti bude tedy alespon n. O]

Pozdéji ukédzeme, ze interpolacni kvadraturni formule ma fad presnosti pro n+ 1
bodu nejvyse 2n + 1. Dalsi informace v [17].

3.1.1 (SloZené) obdélnikové pravidlo

Je nejjednodussim vzorcem pro kvadraturu a fadime jej mezi oteviené Newton -
Cotesovy vzorce. Jeho tad pfesnosti je jedna, ovsem je vhodné jej vyuzit v piipadeé,

29



vvvvvv

funkéni hodnoty na krajich integralu.

Princip tohoto pravidla spoc¢iva v uréeni funkéni hodnoty sttedu intervalu. Hod-
nota urcitého integralu je tak aproximovéana jako obsah obdélniku, kdy jedna strana
je ur¢ena sitkou intervalu a druha funkéni hodnotou.Dostaneme

/abf(x)dx%hf (a;b). (3.12)

Pokud jsme ovsem schopni urc¢it funkéni hodnoty i na krajich integracnich mezi, je
vhodnéjsi pouzit dale popsané metody.

Ptedpis pro aproximaci urcitého integralu pomoci slozeného obdélnikového pra-
vidla:

/bf(x)dx ~ th:f (%) , (3.13)

kde m je pocet podintervalu. Dalsi informace lze nalézt v [3].

3.1.2 (Slozené) lichobéZnikové pravidlo

Jedna se o jednoduchou metodu s fadem piesnosti jedna, kterd je snadno im-
plementovatelna pomoci pocitace. Hodnota integralu je vypoctena jako obsah li-
chobézniku, kdy funkci f nahrazujeme Lagrangeovym interpola¢nim polynomem
prvniho fadu. Pokud vyuzijeme slozenou variantu tohoto pravidla je interval rozdélen
na casti a na kazdé této casti je zkonstruovan lichobéznik. Hodnota integralu je
urcena jako soucet obsahu jednotlivych lichobézniki.

Pouzitim vztahu (3.3) odvodime vztah pro lichobéznikové pravidlo. Urcime sitku
intervalu h = x; — xo, kde a = zo < x; = b. Integral funkce f na intervalu (a,b)
aproximujeme pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu prvniho stupné

b 1
/ flx)de =~ Zaif(xi). (3.14)

Pro koeficienty «a; dle vztahu (3.7) plati

%=/H

]Om( ]) , (3.15)

1 1 271
0 = h t—dt_h/ TRV PR R (3.16)
00—1 ] 2], 2
1

! 12 h
= — dt tdt =h |—| = —. 3.17
“ / /o M 2 (317)

Timto dostavame vztah pro lichobéznikové pravidlo

/ Fla)de ~ 2 [fa) + F(0)]. (3.18)
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Ptedpis pro aproximaci urcitého integralu pomoci slozeného lichobéznikového pra-
vidla:

b m—1
h
/ f(@)do ~ 3 [f(xo) +2 ) f(w) + flam) | (3.19)
@ i=1
kde m je zvoleny pocet podintervali. Vice napiiklad v [3], [18].

3.1.3 (SloZené) Simpsonovo pravidlo

Dalsi metodou vychézejici z Newton - Cotesovych vzorcu je Simpsonovo pravidlo.
Ze zadaného intervalu vybereme body na obou krajich intervalu a bod uprostied
tohoto intervalu. Tyto body prolozime kiivkou, ktera je grafem polynomu druhého
radu-parabolou. Hodnota integralu je ur¢ena jako obsah plochy pod parabolou.

[ r@ar = [@+ 47 (52) + 100 (3.20)

kde h = &4

U slozené varianty tohoto pravidla rozdélujeme dany interval na sudy pocet po-
dintervali a v kazdém intervalu (xo9;, xo;49), i = 0,..., % — 1, se provede nahrada
puvodni funkce polynomem druhého rfadu. Hodnota 1ntegralu se urci jako soucet
ploch pod témito parabolami.

Ptedpis pro aproximaci urcitého integralu pomoci slozeného Simpsonova pravidla
(hodnota h opét predstavuje sitku podintervalu a m pocet podintervalu):

m_

f(sz 1 + 2 Z f .1'21 + f(xm) ) (321>

1 =1

M=

/f g flxo) +4

%

kde h = b_ﬁ Blizsi informace jsou k nalezeni v [19].

3.1.4 (SloZené) tfiosminové pravidlo

K urceni hodnoty integralu vyuziva tato metoda plochy pod grafem kubického
polynomu, ktery je urc¢en ¢tyimi body, které se nachazeji na obou krajich intervalu
a soucasneé v jedné a druhé tretiné daného intervalu. Pokud zvolime slozenou variantu
tohoto pravidla, je nutné, aby pocet pozadovanych podintervalu byl délitelny tremi.

/abf(a:)d:c ~ % {f( )+3f (2a+b> 3f <a+2b> +f(b)1 : (3.22)

kde h = =2
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Ptedpis pro aproximaci ur¢itého integralu pomoci slozeného tiiosminového pra-
vidla:

3

3h

b
[t = T i) 3 ) + ) (323)

m
-1

+ QZf($3i)+f($m) )

kde h = *=2. Podrobnéjsi informace ziskdme v [20].

3.1.5 (SloZené) Boolevo pravidlo

Booleovo pravidlo je dalsim z uzavienych Newton - Cotesovych vzorcu a méa
z uvedenych vzorcu nejvyssi fad presnosti, protoze je presny az pro polynomy
patého stupné. K vypoctu hodnoty integralu vyuziva kromé bodu na krajich in-
tervalu a prostredniho bodu také dalsi dva, které jsou umistény v jedné a treti
¢tvrtiné intervalu. Pokud zvolime slozenou variantu tohoto pravidla, je nutné, aby
pocet pozadovanych podintervalu byl délitelny ¢tyimi. Vzorec ma tvar:

/abf(x)dx ~ % {7f(a) +32f (Baj b) +12f (a;rb> (3.24)
+ 32f <az3b) +7f(b)] ,

kde h = &4
1
Ptedpis pro aproximaci ur¢itého integralu pomoci slozeného Booleova pravidla:

e

Q

b
[t = G ) 23 () + feag)  (32)

=1

m_q

+12) f(raioo) 14 flaa) + Tf (wm) | |
=1 i=1

kde h = =2, vice napiiklad v [16].

3.1.6 Chyba Newton - Cotesovych vzorcii
7 véty 3.1.1 plyne, ze pro chybu Newton - Cotesovych vzorcu plati:

n+1)
Ru(f) = n+1 /wn+1 (3.26)
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V praxi muzeme hodnotu | f"1(£)] omezit max, e | f™FV ()],

Pokud interval integrace rozdélime na m podintervalu a na kazdém z nich apro-
ximujeme funkei f(z) Lagrangeovym interpolaénim polynomem stupné n, budeme
chybu R, (f) odhadovat jako soucet chyb na diléich intervalech. Tedy

/f(x)dx = Z / f(x)dxzz / L, ;(z)dx, (3.27)
Bulf) = > Builf), (3.28)

kde R, ;(f) oznacuje chybu na intervalu (z;_1, z;).
V nasledujicich odstavcich odvodime chybu pro lichobéznikové pravidlo. Oznacime

h=b—a,a = zp<z; =0, (3.29)
o = (I+0h,
xry = Cl+h,
a pouzijeme substituci
x = a+ th,dx = hdt. (3.30)
Pro chybu plati
b
Ri(f) = ! éf) /(x —a)(z —b)dx (3.31)
1
_ <€>h/(a+th— a)(a+th—(a+h))dt
2
0
1
_ JE) s B
= —h /t(t 1)dt
0
/"), s
= T
I (9] 5
= 15 (b—a)’.

Je-li funkce f” na intervalu [a, b] spojitd, existuje bod & € (a,b) takovy, ze plati

&) + (&) + ..+ (&) = mf(&). (3.32)
Pro odhad chyby slozeného lichobéznikového pravidla, kde h = bﬁ, pak dostavame
B = —md S (3.33)
(b — a>h2 ”
- g (3.34)
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Analogicky bychom mohli odvodit vztahy pro chyby dalsich pravidel. Chyba
Simpsonova pravidla je dana vztahem

Y
Ry(f) = f—(@fﬁ (3.35)
90
Pro chybu jeho slozené varianty plati
= (b—a)h* n
Falf) = =190 (3.36)

Vice napiiklad v [1] nebo [18].

3.2 Metoda polovi¢niho kroku

Chybu numerické kvadratury lze odhadnout pomoci vztahu (3.26). V téchto
vztazich se vyskytuje maximalni hodnota derivace na intervalu (a,b), kterou neni
jednoduché zjistit. Odhad chyby je také hodné pesimisticky, protoze ve skute¢nosti
je chyba mnohem mensi.

7 toho duvodu se pro odhad chyby vyuziva nejcastéji metoda poloviéniho kroku.

Metoda polovi¢niho kroku vychazi z myslenky, ze chybu lze vyjadrit v v zavislosti
na kroku h nasledujici fadou.

R(h) = axh® 4+ ap W™ 4+ kde k=0,1,..., (3.37)

pokud pro chybu metody plati, Ze je fadu O(h¥). Pro obdélnikovou a lichobéznikovou
metodu je k = 2, pro Simpsonovu metodu a tiiosminové pravidlo je k =4 a k =6
v pripadé Booleova pravidla.

Odvozeni metody polovi¢niho kroku

Spocteme integral I(f) s dvéma ruznymi kroky h; a hy a dostaneme

I(f) = I(h1) + aph® + ap AT (3.38)
I(f) = I(hy) + axhh + ap h5th (3.39)
Oznacme
E(h)=1(f)—I(h). (3.40)
Zanedbame vyssi ¢leny v rozvoji chyby
I(f) = I(hy) + agh, (3.41)
I(f) = I(hg) + aphb. (3.42)
Od rovnice (3.42) ode¢teme rovnici (3.41). Tim dostaneme
0 ~ [I(hy) —I(h)]+ axhh — aiht, (3.43)
0~ [I(hy) = I(h)] + ax(hy — hY),
v n Lh2) = 1(h)]
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a proto

I(hg) = I(h1)]
e

E(h) ~ apht =~ [ k. (3.44)

Pokud zvolime hy = h a hy = % (odtud nazev metoda polovicniho kroku)

dostavame po jednoduché tupravé pro chybu s krokem h

E(h) = kai : {1 (g) - I(h)}, (3.45)

kde k = 1,.... Metoda polovi¢niho kroku je tedy zalozena na stejné myslence jako
jeden krok Richardsonovy extrapolace. Vice v [21].

3.3 Rombergova kvadratura

Rombergova kvadratura vychézi z myslenky Euler - Maclaurinova vzorce, kdy
muzeme chybu slozeného lichobéznikového (CTh(f)) pravidla rozvinout do rady
sudych mocnin integracniho kroku h

CTy(f ) + Z a;h? (3.46)

Tim zajistime vyssi presnosti kvadraturnich vzorcu. Tuto myslenku vyjadiime
pomoci vztahu. K tomu Rombergova kvadratura vyuziva tzv. Richardsonovy extra-
polace (2.2), ktera je vyuzivana i pii vypoctech numerické derivace.

V praxi byva Rombergova kvadratura zndzornovana pomoci stejné tabulky jako
u Richardsonovy extrapolace (2.1), kde hodnoty na diagonale predstavuji aproximaci
integrdlu s chybami tédu O(h*), O(hS) ,.... Prvni sloupec (pii zndzornéni Romber-
govy kvadratury pomoci tabulky) odpovida slozenému lichobéznikovému pravidlu
s kroky h/2,h/4, ..., druhy slozenému Simpsonovu pravidlo a tieti slozenému Boo-
leovu pravidlu. Plati, ze n - ty sloupec je kvadraturni formule fadu 2n+1 s krokem h,,.

Tento zpusob vypoctu je vhodny pro pocitace, protoze pro vypocet lepsi apro-
ximace urc¢itého integralu vyuzivame hodnoty, které jsou jiz vypoctené. Dalsi infor-
mace jsou k nalezeni v [13] a [15].

Odvozeni Rombergovy kvadratury pro chybu O(h5)

Vyjédreme postupné chybu integralu O(h®) pro kroky h, 2, 2. Ze vztahu (3.46)

4
plyne

I(f) = CTW(f) = aih*+ ash* + O(R®) (3.47)

I(f) = CTw(f) = @ (—) —I—a2( > +O(h (3.48)
I(f) = CTw(f) = @ (—) +a2( )4+O (3.49)
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Nyn{ pomoci vhodné linedrni kombinace vyjadifme I(f) s chybou O(h®). Rov-
nici (3.47) vynasobime nezndmou z;. Rovnici (3.48) vynasobime nezndmou xs. Rov-
nici (3.49) vyndsobime nezndmou x3. Nasledné tyto rovnice secteme. Celkové tedy
dostavame

(01 + a2+ a)[(f) = @1CTu(f) + 220Tu(f) +2:CTa(H) + (350)
2 h2

h
h? o -
+ T1a1h° + xoaq 1 +x3a116—|—

2 h? h? 6
+ magh® 4+ xeay— + x300— + O(h°).
102 20276 3025 (h°)
Nyni sestavime soustavu rovnic tak, abychom u I(f) dostali hodnotu 1 a eliminovali

¢leny s koeficienty aq, as a as. Dostavame soustavu

Ty + 29 +x3 = 1, (351)
) T3 .
nty e =0
i) T3
—+— = 0
17 16 " 256
Vyfesenim této soustavy tif rovnic se tfemi neznamymi (napf. Gaussovou eliminaci)
ziskame x; = %, Ty = 74—250 a Ty = %. Integral I(f) s chybou O(h®) vypocteme tedy
64CT,(f) —20CT,(f) + CTL(f
I(f) =~ (/) T (/) ( ) (3.52)

Obecny vztah pro Rombergovu metodu muzeme zapsat pomoci nasledujici itera¢ni
formule:
k7(k) (k=1)
[(k) . 4 IQh—l B Ih
2h T 4k -1

 kdek=1,2,.... (3.53)

3.4 Gaussova kvadratura

V pripadé Newton-Cotesovych vzorcu jsme predpokladali ekvidistantni déleni
intervalu, na kterém jsme chtéli aproximovat hodnotu integréalu. Pokud upustime
od pozadavku ekvidistantniho déleni intervalu, jsme schopni dosdhnout vyssi alge-
braické presnosti.

Véta 3.4.1. Rdd kvadraturni formule pro n+ 1 bodii je nejvijse 2n + 1.

Diikaz. Necht polynom p(z) = [\ (x — 2;)* € Ilan42, kde 2; jsou uzly kvadraturni
formule. Polynom p(x) je nezdporné funkce na intervalu (a,b) , pro ktery plati

/abp(:c) > 0.

Kvadraturni formule (3.2) je ovSéem rovna nule, coz je spor. Pro tento polynom
tedy neni kvadraturni formule presna a tad presnosti je tedy nejvyse 2n + 1. m
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Kvadraturni formule, konstruovana tak, ze jeji fad je 2n+1, se nazyva Gaussova.
Predtim, nez budeme definovat Gaussovy kvadraturni vzorce, je nezbytné, abychom
si objasnili pojem ortogonalni polymony.

3.4.1 Ortogonalni polynomy

Zavedme mnozinu II,, pro mnoZinu vsech polynomt stupné nejvyse n. Symbo-
lem II, budeme zna¢it mnozinu viech normovanych polynomt stupné nejvyse n
(jejich koeficient u nejvyssi mocniny je roven jedné).

Definice 3.4.1. Necht w je funkce, o které predpokldddme, Ze je integrovatelnd
a nezdpornd na intervalu (a,b) a w(x) > 0 skoro vsude na [a,b]. Takovou funkci
budeme nazyvat vahovou funkci.

Pouzitim vahové funkce w(z) se muzeme podle [17] vyhnout fadé problému.
Jednim z nich je naptiklad singularita integrandu v bodech, které jsou uzly kvadra-
turni formule.

V dalsi ¢asti se proto budeme zabyvat vypoc¢tem integralu

/bw(x)f(:c)dx. (3.54)
Déle definujeme skalarni soucin funkei.
Definice 3.4.2. Skaldrnim soucinem na prostoru spojityjch redlnych funkci na uzavieném
intervalu {(a,b) budeme rozumét
b
(1) = [ @@ @iz

Definice 3.4.3. Jestlize (f,g) = 0, rikdme, Ze funkce f,qg jsou ortogondlni na in-
tervalu {(a, b).

Véta 3.4.2. Pro vdhovou funkci w(x) na intervalu (a, b) existuji polynomy p; € 11,
71=0,1,2,... takové, Ze
(pi,pk) = 0 pro i # k.

Tyto polynomy lze sestrojit pomoci Gram - Schmidtova ortogonaliza¢niho pro-
cesu.

Véta 3.4.3.

1. Kazdy polynom p € Iy, lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ortogondlnich po-
lynom p; € 11;, 1 < k.

2. Polynom p,, € II,, je ortogondini ke vsem polynomiim p € I1,,_; .

3. Koreny kazdého polynomu z posloupnosti ortogondlnich polynomi jsou redlné,
jednoduché a lezi v (a,b).

Nyni jiz muzeme pfistoupit k samotné charakterizaci Gaussova kvadraturniho

cvNv s
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3.4.2 Gaussuv Kvadraturni vzorec

Véta 3.4.4. Necht kvadraturni formule ve tvaru (3.2) md stuperi presnosti ale-
spori n. Predpoklddejme, e p, € II,, n = 0,1,..., jsou ortogondlni polynomy na
intervalu (a,b) vzhledem k vihové funkci w. Pak tato formule md stupen presnosti
2n + 1, pravé tehdy, kdyz uzly x; proi = 0,1,...,n této kvadraturni formule jsou
koreny polynomu ppyq € ,iq.

Diikaz. Uvazujme kvadraturni formuli (3.2), kterd ma stupen presnosti alespon n.
Tuto formuli muzeme podle véty 3.1.1 ziskat napiiklad integraci interpola¢niho po-
lynomu. Déle uvazujme polynom ¢(x) € Ilg, ;. Zfejme plati, ze

q(%) = pota(2)sn(2) + (), (3.55)

kde s, je podil po déleni polynomu ¢(z) polynomem p,(x) a r,(x) je zbytek po
tomto déleni. Nyni vypocteme chybu R(q).

R(q) = / x)dr — Z a;q(x (3.56)

b
w pn+1 ) n(aj) + rn dl’ - Z 67 pn+1 Sn(xz) + rn<xz)]

1=0
b

w( da:—E a;rn ()

Polynom p,, 41 (z) je ortogondlni s vahou w(x) k polynomu s, (x). Zaroven plati, ze
uzly x; jsou kofeny polynomu p,, 1 (z). Prvni s¢itanec je tedy roven nule. Z predpokladu
plyne, ze stupen presnosti kvadraturni formule je alespon n. Proto je i druhy s¢itanec
roven nule. Pro chybu R(q) plati, Ze je rovna nule pro libovolny polynom ¢(z) €
[Ty, 1. Stupen presnosti kvadraturni formule je tedy 2n + 1. O]

_|_

/
_ /bw ) ra(@)sa()] dz — 3 aspur(zsnl)
[t

Pripomenme, ze takova formule se nazyva Gaussova. Gaussovy interpolacni kva-
draturni vzorce voli tedy koeficienty a uzly kvadratury tak, aby jejich fad presnosti
byl maximalni. Vice napiiklad v [3] nebo [17].

Odvozeni Gaussova kvadraturniho vzorce

Podle [2] uréime koeficienty a; Gaussovy kvadratury, tak aby platilo

b n
/ wla)ae)de = 3 gl (3.57)

kde ¢q(z) € Iy,41. Uvazujme ortogondlni systém polynomu pg, p1, . . ., Pns1 a kofeny
x; polynomu p,,1.
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Polynom ¢(z) muzeme vyjadrit nasledujicim zpusobem

(%) = pya(x)s(z) +r(z), (3.58)

kde s € II,, je podil po déleni polynomu ¢(x) polynomem p,1(z) a r(z) € 11, je
zbytek po tomto déleni.

Podle (3.4.3) muzeme polynomy s(z) a r(z) vyjadiit jako linedrni kombinaci
ortogonalnich polynomu. Integral f:w(x)dx muzeme vyjadiit takto

b b b
/w(x)q($)dx:/ w(x)s(x)pn+1(x)dz+/ w(z)r(z)dz. (3.59)

Z vlastnosti ortogonalnich polynomu uvedenych ve vété 3.4.3 plyne, ze polynom
Pns1(x) je ortogondlni ke vSem polynomum nizstho stupné. Proto

b b b
/w(z)q(m)dx:/ w(w)s(x)pn+1(x)dx+/ w(z)r(x)dz, (3.60)

~
=0

a tedy , ,
/w(m)q(x)dx:/ w(z)r(z)dx. (3.61)

Polynom 7(x) muzeme opét podle véty 3.4.3 vyjadrit jako linedrni kombinaci orto-
gonalnich polynomiu. Polozme

r(z) =Y Bip;(x), kde py(z) = 1. (3.62)
=0
Nyni vyjadiime druhy scitanec

/w(w)q(x)dx = /w(x)Zijj(az)dx (3.63)

= / w(I)Zijj@)pO(x)dx

a

n b
- Z_;/Bj/ w(x)p;(x)po(x)de.

Pokud vyuzijeme vétu 3.4.2, je druhy séitanec, a tedy leva strana rovnosti (3.57)
rovna

ﬁo/ w(z)dz. (3.64)

Zbyva vyjadrit pravou stranu rovnosti (3.57), ktera je prozatim vyjadirena ve tvaru

Z a;q(x;). (3.65)
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Jestlize vyuzijeme vyjadreni (3.58), pak pro pravou stranu rovnosti plati

n

Z @ [prr1(zi)s(x;) + ()] (3.66)

1=0

Protoze body z; jsou koteny polynomu p,1(x), plati

> i | poa(mi)s(a) +r(z) | - (3.67)

i=0 ~

S vyuzitim (3.62) dostaneme rovnici
b
50/ w(x)de =Y o Yy Bipi(z,), (3.68)
a =0 j=0

kterou muzeme vyjadrit v maticovém tvaru:

po(zo) polz1) Po(2n) Qo f;w(a:)da:
p1(z0) Pl(fﬁl) p1(zn) o _ 0 . (3.69)
puleo) Pal@r) - pule)) \au 0

Uzlové body z; budeme proto nyni volit podle tvaru tzv. vdhové funkce w(x).
Jednd se o kofeny polynomu, které jsou ortogonalni s vahovou funkef w(x).

Vlastnosti, ktera je pro Gaussovu kvadraturu nejpodstatnéjsi je, ze pro stejny
pocet uzlovych bodu je presnéjsi nez vysledky ziskané metodami zalozenymi na New-
ton - Cotesovych vzorcich.

V ramci prace byl implementovan Gaussuv-Legendruv kvadraturni vzorec s vahovou
funkeif w(z) = 1 na intervalu (—1,1).

Odvodme Gauss-Legendrovu kvadraturu fadu 5 na intervalu (—1,1), pficemz
budeme uvazovat prvni ¢tyti Legendrovy ortogondlni polynomy py = 1,p; = ,ps =
x? — %,pg =3 — %x

Podle véty 3.4.4 je kvadraturni formule Gaussova pravé tehdy, kdyz jako uzly
kvadratury z; pro i = 0,1, ...,n volime kofeny polynomu p,,1(x) € 4. Zjistime

proto kofeny polynomu ps = 2% — %x Tyto koreny jsou zg = 0,21 = — %, Ty = %

ol
Integral [~ w(x)dz = 2.
Nyni jiz muzeme sestavit maticovou rovnici tif rovnic o tfech neznamych, jejimz
reSenim jsou koeficienty «; kvadraturni formule.

11 1\ /o 5
3 3 _
0 —v/sys] | =10
_1 2 4 (05} 0
3 1 15
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Resenim této soustavy jsou koeficienty ay = %, o) =
ttibodovou kvadraturni formuli

/_lf(x)dxz gf <_\/§) +§f(0)+gf (@) (3.70)

kterd je na intervalu (—1, 1) presnd pro vSechny polynomy stupné nejvyse pét.
Nicméné hodnoty uzlovych bodu a koeficientu kvadraturniho vzorce nemusime
pocitat, protoze jsou jiz zaznamenany v literatufte.
Hodnotu integralu na intervalu (a,b) muzeme aproximovat podle nasledujiciho
slozeného vztahu [6]

Nelld}}

, Qg = g. Dostavame tak

—1

/abf(a:)da: A gmz (iwif (%xih—l—a—i-h (j+ %))) : (3.71)

J=0

kde w; jsou koeficienty Gaussova-Legendrova kvadraturniho vzorce a z; jsou koteny
tzv. Legendrovych polynomai.

Pocet uzlu n Uzly x; Viahy w;
1 0 2
2 +y3 1
8
3 0 ’
5
+/3 5
326 18++/30
4 + 7 : 36
V6 _
£/ 22 L
128
5 | 2
+1 10 32341370
3 5—2 T 900
+1 10 323—13/70
3 5+2 \V 7 900

Tabulka 3.1: Uzly a vahy Gaussovy kvadratury
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4 Nelinearni rovnice

Ve ¢tvrté kapitole se budeme zabyvat fesenim nelinedrnich rovnic f(x) = 0, kde
r € R. Budeme tedy hledat body, které jsou kofeny rovnice.

Numerické metody zabyvajici se touto problematikou jsou zpravidla iteracni.
Tyto metody generuji posloupnost {z*}°,. Proto jsou pro nés diilezité informace
o samotné konvergenci metody.

Definice 4.0.4. Rekneme, Ze metoda konverguje k fesend rovnice f(x) =0, jestlize
plat?

klggO = a, (4.1)

kde f(a) = 0.

Jestlize metoda konverguje k danému teseni, bude nas zpravidla zajimat, jak
rychle tato metoda konverguje. V piipadé, ze metoda diverguje nebo konverguje ve-
lice pomalu, musime vypocet néjakym zpusobem zastavit a nenechat jej pokracovat.

Véta 4.0.5. (Bolzanova)

Necht funkce f € Cla,b] a necht f nabjvd v koncovyjch bodech intervalu hodnot
s opacnymi znaménky, tj. f(a)f(b) < 0. Potom wuwvniti tohoto intervalu eristuje
alesponi jeden bod a takovy, Ze f(a) = 0. V pripadé, Ze pruni derivace funkce f
neméni na tomto intervalu znaménko, pak se zde nachdzi prave jeden takovy bod.

4.1 Metoda pileni intervalu

Metoda puleni intervalii neboli bisekce je metoda, ktera je vzdy konvergentni
a do jisté miry i univerzalni algoritmus, ktery se dé pouzit ve znac¢né mite praktickych
pripadu. K uziti této metody je zapotiebi splnit dvé podminky. Prvni podminkou,
kterou musi tato metoda splnovat je ta, ze funkce f musi byt spojita na zvo-
leném pocdteénim intervalu (xg, 7). Druhym pozadavkem je, aby funkéni hodnoty
v krajnich bodech zvoleného intervalu mély opac¢nd znaménka, tj. musi splhovat
predpoklady Bolzanovy véty. Pokud jsou tyto podminky splnény, pak tato metoda
konverguje.

Pulenim intervalu (zg, x1) zjistime hodnotu xs. Nyni musime zjistit, ve kterém
z nové vzniklych intervalu koten lezi. Je-li f(z3) = 0, nasli jsme kofen. V piipadé,
ze f(xo)f(x2) < 0, pak uvazujeme v dalsim postupu vypoctu interval (z, xq). Je-li
f(zo)f(x2) > 0, pak nové uvazovanym intervalem je (xo, x1). Nésledné budeme cely
postup znovu opakovat. Z posledni iterace tohoto postupu, dostaneme bod (stted
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intervalu), ktery povazujeme za aproximaci korene zadané rovnice. Cim vice iteraci
tedy provedeme, tim je vysledek presnéjsi. Stfed intervalu urc¢ime jako:

P CHY (4.2)
2

kde a® a b* jsou krajni body intervalu uvazovaného v k-tém kroku. Je-li f(2*!) =0,
pak jsme nalezli kofen a vypocet ukonéime. Jinak uréime novy interval ve smyslu
Bolzanova kritéria, tj. je-li f(z*)f(z¥t1) < 0, budeme v dalsi iteraci pracovat s
intervalem (a**1 bF+1) = (2% 2%1). V pifpadé, ze f(a)f(z**1) > 0, budeme déle
uvazovat interval (a**1 bFH1) = (2F1 2*1). Ukonéit metodu muzeme napifklad ve
chvili, kdy sitka intervalu je mensi nez nami zadana presnost nebo kdyz dvé po sobé
jdoucf iterace jsou dostatecné shodné, tj. |z% — x*~1| < e. Vice napiiklad v [29].

4.2 Metoda regula falsi

Regula falsi zvana téz metoda tétiv, je velice podobna metodé puleni intervalu.
Stejné jako predchozi metoda vzdy konverguje. Nicméné jako délici bod intervalu
neuvazuje stied intervalu, ale prusecik primky spojujici oba krajni body aktualniho
intervalu s osou x (proto metoda tétiv). Tento prusecik vypoéteme podle vztahu:

o S be)ar — flar)be
fox) = flar)

Z nové vzniklych intervalt (a*, 2*), (z*,b*) vybereme ten, ktery ma v krajnich bo-
dech intervalu opaénd znaménka a oznacime ho (a**1, 0**1) a podle Bolzanovy véty
musi tedy obsahovat kofen rovnice. Vypocet zastavime ve chvili, kdy nalezneme
kofen rovnice, nebo opét v pripadé dostatecné shodnosti dvou po sobé nasledujicich
iteract, tj. kdy |z* — 2*7!| < e. Vice informaci lze nalézt napifklad v [19].

(4.3)

4.3 Metoda secen

Metoda secen je podobnd metodé regula falsi. Krajni body intervalu spojime
piimkou a nalezneme prusecik s osou x. Nyni ovSsem nepostupujeme ve smyslu Bol-
zanovy veéty, kdy bychom vybrali novy interval obsahujici koten, ale vedeme secnu
z bodu [zy_1, f(zx_1)] do bodu [z, f(x1)]. Nyni opét nalezneme prusecik s osou .
Timto zptsobem pokrac¢ujeme do doby, nez nalezneme koten nebo |2% — 2571 < e.
Tento algoritmus lze charakterizovat vztahem:

. |

"t =2t — e _f(ﬂ_l)f(x ). (4.4)

Vice informaci lze nalézt v [10].
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4.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda je metoda, kterd vyuziva k nalezeni kotfene rovnice tecny.
Pro vypocet musime zvolit pocatecni aproximaci 2°. Novou aproximaci koiene ¢+
nalezneme jako prusecik teény ke grafu funkce f v bodé [z', f(z')] s osou z a
opét sestrojime tecnu. Vyuzijeme faktu, ze hodnoty prvni derivace funkce urcuji
smérnici tecny. Metoda konverguje ve vétsiné pripadu rychleji nez metoda bisekce.
Pro vypocet pomoci Newtonovy metody tecen se uziva vzorec vychazejici z Taylo-
rova rozvoje: .

Wl _ ok ) (")
= b (4.5)
kde 2% je k-t4 aproximace kotene.

Newtonova metoda je za urcitych predpokladu kvadraticky konvergentni, a tudiz
s kazdou novou iteraci dojde ke zdvojnasobeni poctu platnych éislic.

Nevyhodou Newtonovy metody je ovSem skutecnost, ze ne vzdy konverguje.
Musime si uvédomit, ze volba pocatecéni aproximace je velmi dulezitym (ne vSak
postacujicim) faktorem pii hledéni kofene rovnice. Pokud mame za tikol hledat koren
konvexni funkce, musime pocatecni aproximaci z° volit tak, aby f(zy) > 0, pokud
vySetiujeme kofen rovnice pro konkdvni funkce, musime poc¢ateéni aproximaci a°
volit tak, aby f(xo) < 0. Dalsi informace lze ziskat v [23], [24].

4.5 Steffensenova metoda

Tato metoda je velmi podobnd Newtonové metodé tecen. Steffensenova metoda
dosahuje kvadratické konvergence, ale na rozdil od Newtonovy metody nevyuziva
pro svuj vypocet derivace v bodeé.

Metoda je definovana nasledujicim predpisem:

kde d* = £ (wk+f]£g(cjlzg_f($k) je specidlné spoctend aproximace f'(xy).

V kazdé iteraci se funkce f(x) vyhodnocuje hned dvakrit a to konkrétné f(z*)
a f(zF + f(2%)). Je tak vidét, ze vyhnuti se vypoctu derivaci pfinasi o jedno vyhod-
noceni navic. Blizs{ informace lze nalézt v [25].

4.6 Halleyova metoda

Tato metoda je zalozena na aproximaci funkce Taylorovym polynomem druhého
radu, je tedy presnéjsi nez Newtonova metoda, kterd je zalozena na aproximaci
Taylorovym polynomem prvniho tadu, a proto je jeji konvergence rychlejsi. Ovsem
za cenu nutnosti vypocteni i druhé derivace funkce v bodé.
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Stejné jako u Newtonovy ¢i Steffensenovy metody musime vhodné zvolit poc¢ateéni
aproximaci. Pro nalezeni kofene rovnice vyuziva Halleyova metoda néasledujiciho
vztahu:

k
l’k+1 = xk - , i f<i"3$k)f($k) . (47>
J@) = e

Dalsi informace jsou k nalezeni napiiklad v [26].

4.7 Sturmova posloupnost

Sturmova posloupnost slouzi pro stanoveni poc¢tu a lokalizaci realnych korenu
polynomu

P(z) = Z a;x' kde a; ER |, x € C. (4.8)

1=0

Definice 4.7.1. Sturmova posloupnost pro polynom P na intervalu (a,b) je posloup-
nost polynomu Py(x) = P(x), Pi(x) = —P'(x),..., Py(x) = konstanta, P41 (x) =
—rem(P;_1(x), Pi(x)), kde rem je zbytek po déleni polynomai.

Znakem W (x) budeme znacit pocet znaménkovych zmén ve Sturmové posloup-
nosti {P;(x)}*_, v bodé z.

Véta 4.7.1. (Sturmova)
Je-li P(a) a P(b) ruzné od nuly, je pocet ruznych redlnych korenu polynomu P(x)
v intervalu (a,b) roven ¢éislu I° = W (b) — W (a).

Konstruujeme posloupnost polynomu zmensujicich se stupnu, pricemz posledni
¢len posloupnosti Pg(z) neni roven nule a polynom P(z) ma pouze jednoduché
kofeny. V opa¢ném piipadé mé polynom P(z) vicendsobné kofeny. Pokud v tomto
pripadé vydélime polynom P(z) predposlednim ¢lenem posloupnosti Py,_1(x), ktery
je nejvétsim spoleénym délitelem polynomu Py(x) a Py(z), ziskdme polynom, jez ma
stejné koteny jako polynom FPy(z), ale vsechny jednoduché. Toto plyne z Euklidova
algoritmu. Nésledné znovu aplikujeme Sturmovu vétu. Vice napiiklad v [20] nebo
[27].
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5 Linearni rovnice

Soustavy linearnich rovnic jsou velice ¢astou tlohou numerické matematiky vy-
skytujici se napriklad v teorii obvodu ¢i statistice.

Ptfedtim nez charakterizujeme numerické metody pro vypocet tfeSeni soustav
linedrnich rovnic, je nutné definovat nékteré pojmy, které budeme ve zbytku ka-
pitoly vyuzivat.

5.1 Zakladni pojmy

Definice 5.1.1. Soustavu n linedarnich rovnic o n nezndmych budeme definovat

a11r1 + QAT + ... + QpnT, = bl,
211 + 9299 + ... + Aonly — bg,
' _ (5.1)
:7
A1+ ApaT2 + ...+ GppTp, = by,
kde a;j,b; € R proi=1,....n,7=1,...,n.
Vektorové muzeme tuto soustavu zapsat:
Ax =b, (5.2)
kde
ay; a2 ... Qip Ty by
91 A9 ... A2 T bQ
A= . . .n , X= . ) b=
Api Apa .. Qpp Tn by,

Matice A se nazyva matice soustavy, vektor x se nazyva vektor neznamych,
vektor b se nazyva vektor pravé strany.

Definice 5.1.2. Rozsirenou soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych budeme
definovat

ayp ar2 ... Qip bl

J— 21 A22 ... QA9p bg

A=| T , . (5.3)
Ap1 Gp2 ... Qnp bn
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Definice 5.1.3. Hodnost matice A je rovna mazimdalnimu poctu nezavislych radki.
Hodnost matice znacime h(A).

Definice 5.1.4. Necht A € R™". Matici A nazveme dolni trojihelnikovou matict,
pokud plati a;; = 0 pro vSechna i < j.

Definice 5.1.5. Necht A € R™". Matici A nazveme horni trojihelnikovou matict,
pokud plati a;; = 0 pro vSechna i > j.

Definice 5.1.6. Necht A € R™™. Pak A se nazjvd reguldrni, pokud h(A) = n.
V opacném pripadé se nazyva singuldrni.

Véta 5.1.1. (Frobeniova)

Je-li h(A) < h(A), pak soustava (5.1) nemd resent.

Je-li h(A) = h(K_) = n, pak soustava (5.1) md prdvé jedno resent.

Je-li h(A) = h(A) = r < n, pak soustava (5.1) md nekonecné mnoho teseni
zavislych na n — r parametrech.

Definice 5.1.7. Matice A se nazyvd radkové ostre diagondlné dominantni pravé

tehdy, kdyz

n

|aii|> Z |aij],z':1,...,n.

=L
Definice 5.1.8. Matice A se nazyvd sloupcové ostre diagonadlné dominantni pravé

tehdy, kdyz

n

’Cij’ > Z |CLZ'J", j: 1,...,77,.

i=Lii#j

Definice 5.1.9. Je-li matice A = (a;;) typu (n,m), pak transponovand matice k ma-
tici A je matice AT = (bj;) typu (m,n), kde bj; = a;;, i=1,...,n, j=1,...,m.

Definice 5.1.10. Necht A € R™™. Matice A se nazjvd symetrickd prdvé tehdy,
kdyz plati AT = A.

Definice 5.1.11. Matice A je pozitivné definitni, pokud pro libovolny nenulovy vek-
tor x plati
xTAx > 0.

Véta 5.1.2. Necht A € R™" je symetrickd pozitivné definitni matice. Potom ndsledugici
vlastnosti jsou ekvivalentni.

1. Matice A je pozitivne definitni.
2. Vsechna vlastni c¢isla vSech submatic matice A jsou kladna.
3. Vsechny hlavni minory (determinanty hlavnich submatic) matice A jsou kladné.

4. Vsechna vlastni cisla matice A jsou kladnad.
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5. Ezistuje requldrni dolni trojihelnikovd matice L tak, Ze A = LLT.

Definice 5.1.12. Spektrem o(A) étvercové matice A nazveme mnozinu vech vlastnich
cisel.

Definice 5.1.13. Spektrdlni polomeér matice A € R™" je ¢islo p(A) = max;_; o,
kde \;, 1 =1,2,... n jsou vlastni ¢isla matice A.

Definice 5.1.14. Necht A € R™". Pak A se nazjvd ortonormdlni, pokud AAT = 1T,
kde I je jednotkovd matice.

Jestlize je matice soustavy regularni, tj. determinant matice je ruzny od nuly,
mé tato soustava pouze jediné feseni x = A~'b. Nicméné vypocet inverzni matice
A~! k matici A je velice ¢asové a paméfové naroéna operace, zejména pro rozsahlé
systémy rovnic. Z tohoto duvodu vyuzivame pro feseni soustav linearnich rovnic
numerické metody, které lze rozdélit do dvou skupin. Vice napiiklad v [18], [2§]
nebo [29].

5.2 P¥imé metody

Princip pifimych metod spociva v prevedeni soustavy rovnic na ekvivalentni
soustavu s trojuhelnikovou matici. Pouzitim téchto metod ziskame po kone¢ném
poctu elementarnich algebraickych tprav teoreticky presné feseni. Toto feseni ovsem
podléha vlivu zaokrouhlovacich chyb, a proto nevypocteme obvykle presné, ale pouze
priblizné teseni. Chyba feSeni je zavisla na vlastnostech matice A. Tyto vlast-
nosti souvisi s tzv. podminénosti matic. Podle [2] muzeme fici, Ze matice je dobie
podminéna, jestlize relativné malé zmény prvku matice nebo vektoru pravé strany
zpusobi relativné malé zmény v feSeni. Naopak matice je oznacovana jako Spatné
podminénd, jestlize relativné malé zmény prvku matice nebo vektoru pravé strany
zpusobi velké zmény teseni.

5.2.1 Gaussova eliminace
Realizaci Gaussovy eliminace lze rozdélit do dvou na sebe navazujicich kroku.

P¥imy chod

Prvnim krokem je ptimy chod. Hlavni myslenka piimého chodu spoc¢iva v po-
stupném odecitani rovnic, které jsou nasobeny ruznymi koeficienty az do stavu, kdy
prevedeme puvodni soustavu na ekvivalentni soustavu s trojihelnikovou matici:

. Qi
Aij = Q5 — — Ak,
Akk
Qik
bi - bz - bk;
Ak

kde k=1,....n—1,i=k+1,...,n,7=k+1,...,n.
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Zpétny chod

Druhym krokem je zpétny chod, ktery slouzi k urcovani hodnot nezndmych za-
dané soustavy linearnich rovnic. Z trojihelnikového tvaru uréime hodnotu nezndmé
T, primo a zpétnym dosazovanim vypoctenych neznamych jsme schopni urc¢it hod-
noty vsech zbylych nezndmych [30]:

1 n
x aii( E :vjaj> i=n (5.4)

Realizovatelnost Gaussovy eliminace

Algoritmus Gaussovy eliminace je realizovatelny, jestlize matice A je sloupcové
ostte diagonalné dominantni, tj. je-li absolutni hodnota diagondlniho prvku veétsi
nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvku ve sloupci. Dale muzeme ftici, ze
Gaussova eliminace je realizovatelna tehdy, je-li matice A symetrickda a pozitivné
definitni, tj. vSechna vlastni ¢isla matice A jsou kladna. Pro urceni pozitivni defi-
nitnosti se v praxi ¢asto vyuziva Choleského rozklad, ktery popiseme déale. Pokud
matice A nesplnuje néktery predpoklad z predchoziho odstavce nelze obecné tici, ze
soustavu linearnich rovnic nelze fesit Gaussovou eliminaci. K vypoctu reseni sou-
stavy linearnich rovnic s libovolnou regularni matici pomoci Gaussovy eliminace
muzeme vyuzit tzv. pivotaci.

Pokud se v prubéhu ptimého chodu vyskytne nulovy diagonalni prvek, nelze
vypocet z duvodu déleni nulou provést. Druhy duvod pouziti pivotace plyne z nu-
merické nestability, kterd je zpusobena kumulaci zaokrouhlovaci chyby. Pouzitim
pivotace se snazime tuto chybu zmensit.

Pivotaci lze realizovat v zédsadé dvéma zpusoby. Prvnim zpusobem je ¢astecna
pivotace, jejiz podstatu priblizime v nasledujicim odstavci.

V i-tém kroku Gaussovy eliminace nalezneme mezi i-tou az n-tou rovnici rovnici,
kterda ma u nezndmé z; nejvétsi koeficient v absolutni hodnoté a nasledné provedeme
zaménu poradi této rovnice s i-tou rovnici. Analogicky lze provadét zaménu poradi
sloupci.

Druhou variantou pivotace je uplna pivotace, kterd spociva v tom, ze v k-tém
kroku volime za hlavni prvek ten, ktery je nejvétsi v absolutni hodnoté v submatici
vytvorené vynechanim prvnich k — [ tadku a sloupct v upravené matici. Provadime
zameénu poradi radku a sloupct k-té rovnice s rovnici, kterd ma u neznamé x, nejvetsi
koeficient v absolutni hodnoteé.

Je dulezité si uvédomit, ze nutnost sledovat nejvétsi prvek v celé submatici
a ndslednd zaména poradi fadki a sloupcil zpiisobuje ¢asovou a pamétovou naroc¢nost.
Z tohoto duvodu je v aplikaci vyuzita ¢astecné pivotace, vice viz [31].

Zavérem této podkapitoly upozornime na narocnost Gaussovy eliminacni me-
tody, a to jak z casového, tak i pamétového hlediska. Gaussova eliminace se hodi
nejlépe pro nepiilis rozsahlé soustavy s plnou matici nebo pro urcité typy velkych
idkych matic (napf. tiidiagonalni matice). Blizs{ informace muzeme nalézt napiiklad
v [18], [32].
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5.2.2 LU rozklad

Metoda LU dekompozice je vlastné variaci Gaussovy eliminaé¢ni metody. Matici
A vyjadiime pomoci souc¢inu dvou matic L a U, kde matice L je dolni trojuhelnikova
matice a matice U horni trojihelnikovd matice. Misto soustavy Ax = b budeme
resit tedy soustavy dveé:

Ly =b, (5.5)
Ux =y. (5.6)
OvsSem feSeni téchto dvou soustav je vzhledem ke tvaru matic L a U jednodussi
a rychlejsi. Tento rozklad je zvlasté vyhodny pro feSeni soustav se stejnou matici,

ale ruznymi vektory pravé strany [32]. Matice L a U konstruujeme napiiklad podle
nésledujicich vztahu [10]:

L, = 1, (5.7)

U = an, (5.8)
;1

li = ; 59

' U1t ( )

Uy, = Q. (5.10)

Zbyvajici prvky urcime podle téchto vztahu:

r—1
Wiy :air—Zlijujr, 1 :2,...,7”, (511)
j=1
1 r—1
Ly = — lisw, 1= =2,...,n. )
"= Z Ui, t=r+1,...n, r=2,....n (5.12)
J=1
Poté muzeme ftesit soustavy Ly = b a Ux =y timto zpusobem:
i—1
yzzbz—lekyk, 1= 1,...,7’L, (513)
k=1
Lu- 2 !
xr, == — . — . =
7 Ui Yi A Uik Ty |, 2 n, )
k=i+1

Uvedeny algoritmus lze podle [33] provést, jestlize se béhem vypoctu neobjevi nulovy
diagonalni prvek. Pokud se tento prvek objevi, je nutné stejné jako u Gaussovy
eliminace provést pivotaci. V opacném piipadé se souc¢in LU nerovna matici A, ale
matici A s permutovanymi radky, tj.

PA = LU. (5.14)

Informace o pivotaci (zdméné radkl) je zaznamendvand do permutaéni matice P,
jejiz zakladni tvar odpovida jednotkové matici. Nyni budeme fesit soustavy:

Ly = Pb, (5.15)
Ux =vy.
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5.2.3 Choleského rozklad

Jestlize je zadand matice A symetrickd a pozitivné definitni, muzeme matici A
rozlozit na souéin dolni trojihelnikové matice L a jeji transponované matice L7 t;.

A =LLT. (5.16)

Tim docilime usetteni poc¢tu aritmetickych operaci. Tento zpusob vypoctu se nazyva
metoda odmocnin, nebo také Choleského dekompozice. Matici L vypocteme podle
nésledujicich vztahu [10]:

(5.17)
(5.18)

Po vypocteni matice L budeme opét tesit dvé soustavy rovnic
L™x =y, (5.19)

Ly =b.

5.3 Iterac¢ni metody

V pifpadé iteraénich metod konstruujeme posloupnost vektorti {x*}2  takovou,
7e limy,_,oo X¥ = x*, kde x* je fesenim Ax = b a x° je pocateéni aproximace feseni.
Vektory x* konstruujeme pomoci piedpisu

x" =Tx* + g, (5.20)

kde T je iteracni matice a g vektor.

Pokud je x* = A~'b feSenim soustavy Ax = b, pak pozadujeme, aby platilo
x*=Tx" +g.

Jestlize tedy pro feseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b vyuzijeme iteracni
metody a splnime-li podminky véty 5.3.1 a véty 5.3.2, dostavame teoreticky presné
reSeni po nekonecné mnoha iteracich. Dulezité je tedy stanoveni zastavovaciho kritéria,
kterym mize byt pocet iteraci nebo napiiklad ||x*** —x*|| < €, kde € je pozadovana
presnost.

Pti pouziti téchto metod si klademe v zasadé dvé otazky. Zda iteracni proces
konverguje a jak rychla je jeho piipadnéd konvergence.

Véta 5.3.1. (Nutnd a postacujici podminka konvergence) Posloupnost {x*}2  gene-
rovand vztahem x*+1' = Tx* + g konverguje k presnému reseni x* soustavy Ax =b
pro kazdou volbu pocdtecni aprozimace x°, prdvé kdyz spektrdlni polomér iteracni
matice T je mensi nez 1, tj. p(T) < 1.
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Véta 5.3.2. (Postacujici podminka konvergence) Posloupnost {x*}% generovand
vztahem xFt1 = TxX® + g konverguje k presnému feseni x* soustavy Ax = b pro
kazdou volbu poédteéni aprovimace x°, pokud ||T|| < 1 pro nékterou z maticovijch
norem.

Vice informaci lze nalézt v [32].

5.3.1 Jacobiho metoda
Princip této metody spociva v rozlozeni matice A na soucet
A=E+D+F, (5.21)

kde E je ostie dolni trojuhelnikova, D diagondlni a F je ostie horni trojuhelnikova
matice. Jacobiho metodu muzeme vypocitat podle maticovych nebo slozkovych
vztahu:

Ax = b, (5.22)
(E+D+F)x = b,

Dx = —(E+F)x+b,

x = -DYE+F)x+D'b.

Z posledni rovnosti ziskame iteracni predpis Jacobiho metody:
X = D HE+F)x*+D'b, k=0,1,.... (5.23)
Jacobiho metodu muzeme rozepsat po slozkéch:
1 i—1 n
k+1 k k C _
i = o (bi — Zlaijxj — ,Z+1aijxj> ,i=1,...,n, k=0,1,.... (5.24)
j= j=i

Dalsi podrobnosti 1ze nalézt v [2] nebo [19].

5.3.2 Gauss-Seidelova metoda

Princip Gauss-Seidelovy metody spociva v transformaci soustavy linearnich rov-
nic Ax = b na soustavu (D + E)x + Fx = b. Jednoduchych odvozenim muzeme
ziskat predpis Gauss-Seidelovy metody

X" = (D+E)'Fx*+ D+E)"'b, k=0,1,.... (5.25)

V maticovém zapisu muzeme vidét nutnost potieby vypoctu inverzni matice.
Tomu se muzeme vyhnout timto zptsobem:

(D + E)x" = —Fx" + b,
Dx"t! = —Ex"™ — Fx" + b, (5.26)
xk! = _D'Ex"! — D7'Fx* + D7'b.
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Ptedpis po slozkach ma tvar:

71—

1 ’ -
ot = . (bi—Zaijxfﬂ— Z aijx;?) yi=1,...,n, k=0,1,.... (5.27)

j=1 j=i+1

Z rovnic uvedenych u Jacobiho a Gauss-Seidelovy metody muzeme vypozorovat,
ze v pripadé Jacobiho metody je nutné si pro vypocet dalsi iterace pamatovat cely
vektor x*, zatimco Gauss-Seidelova metoda vyuzivé pii vypoctu k-té aproximace
nezndmé z¥ jiz vypoctené nezndmé xf,j =1,...,7—1.

U Jacobiho a Gauss—Seidelovy metody dochazi ke konvergenci, pokud je matice
soustavy ostie tadkové nebo sloupcové diagonalné dominantni. V pripadé Gauss-
Seidelovy metody je konvergence zarucena i pro pripad symetrickych pozitivné de-
finitnich matic soustav.

Gauss — Seidelova metoda ve vétsiné piipadu konverguje rychleji nez Jacobiho
metoda. Nicméné podle [18] existuji pfipady, kdy Jacobiho metoda konverguje,

VVVVV

5.3.3 Superrelaxacni metoda

Superrelaxaéni metoda je variaci Gauss-Seidelovy metody, ktera konverguje pro
matice soustav, které jsou ostie radkové nebo sloupcové diagonalné dominantni nebo
pro symetrické pozitivné definitni matice. Obsahuje superrelaxacni faktor w, ktery
ovliviiuje rychlost konvergence. Superrelaxacni faktor klademe obvykle jako hod-
notu nalezici intervalu (1, 2). Ze vztaht uvedenych nize muzeme vidét, ze pro w = 1
je superrelaxaéni metoda shodna s Gauss-Seidelovou metodou. Dulezitym fakto-
rem konvergence této metody je spravnd volba w, kterda muze pii vhodné volbé
vést ke zrychleni konvergence (ke zrychleni nejcastéji volime w > 1). V nékterych
pripadech je ovSsem vhodna volba w < 1, jez sice zpomali konvergenci, ale zlepsi
stabilitu ulohy. Tato metoda je dana predpisem

xM1 = (D + wE) '[(1 — w)D — wF]x" + (D + wE) 'wb. (5.28)
Rozepiseme-li predpis po slozkach dostavame
z" T = 2 4 wo(@ T — 2h), (5.29)
kde
1 i—1 n
i = — (bi =) agaktt =) aijx§> ci=1,...,n, k=0,1,...
v j=1 j=i+1

Vice napiiklad v [29], [32], [34] .
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5.4 Soustavy s obdélnikovou matici

V nésledujici ¢asti budeme uvazovat soustavy s obdélnikovou matici.

Definice 5.4.1. Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych je definovina

a1 vy + apre + ... + apr, = by,
9121 + 99T 4+ ... 4+ Aoy, = bg,
(5.30)
: :,
Am1T1 + ApaTas + ...+ QunTn = by,

kde a;j,b; e Rproi=1,....m, j=1,...,n.

Z Frobeniovy véty 5.1.1 vyplyva, ze soustava rovnic (5.30) mé jediné feSeni,
jestlize hodnost matice A a hodnost rozsitené soustavy rovnic je rovna min(m,n).

Zjistime-li, ze hodnost matice A a hodnost rozsitené soustavy rovnic je rozdilna,
pak soustava (5.30) nemd feseni.

Soustava (5.30) méa nekone¢né mnoho fesent, jestlize hodnost matice A a hodnost
rozsirené soustavy rovnic je mensi nez min(m,n).

Definice 5.4.2. Matice A" se nazgvd pseudoinverzni (Mooreova - Penroseova),
jestlize splnuge:

1. ATAAT = AT,
2. AATA = A,

3. (ATA)" = ATA,
4. (AAT)T = AAT.

Jestlize je matice A regulérni, pak je pseudoinverzni matice rovna matici inverzni.

5.4.1 Singularni rozklad
Véta 5.4.1. Kazdou matici A € R™ ™ [ze rozloZit na soucin
A =UxVT (5.31)

kde U € R™™ V € R™™ jsou ortonormdalni matice a matice 3 € R™ "™ je dia-
gondalnt,
3 = diag(0y,09,...,0%), k=min(m,n), (5.32)

jegiz diagondlni prvky splnuji
01>00>...20,>0,41=...=04 =0, (5.33)

kde r = h(A).
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Diagonélni prvky oy, 09,...,0, matice X se nazyvaji singularni ¢isla matice A.
Sloupce matice U, resp. matice V jsou ortonormdlni vlastni vektory matice AA”
typu [m, m], resp. matice AT A typu [n,n].

Déle plati, ze AAT a AT A jsou redlné étvercové pozitivné semidefinitni matice,
kterda maji stejna nenulovéa vlastni ¢isla. Tato vlastni cisla jsou proto nezdporna.
Nenulova singularni ¢isla matice A jsou odmocniny z téchto vlastnich ¢isel.

Nalezneme-li singularni rozklad matice, muzeme snadno vypocitat matici pseu-
doinverzni, nebot plati

AT =VITUT, (5.34)
kde X1 € R™™™ je diagonalni matice
1 1 1
ZJF:diag(o__l,o_—Z,...,o_—,O,...,O). (535)

Resen{ maticové rovnice Ax = b poté nalezneme jako x = A*b, piicemz plati, Ze po-
kud soustava Ax = b m4 nekonecné mnoho reseni, pak x = A*b je feseni s nejmens{
Euklidovou normou. V pifpadé, ze dand soustava feSeni nemd, pak x = A'b je
nejlepsi feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercn, tj. ||b— Ax|| = ||b— Ay||, kde y € R™.
Ma-li rovnice Ax = b jediné feSeni, pak x = A*b je timto fesenim. Podrobnéjsi
informace lze nalézt v [19], [28], [32] nebo [35].

V réamci diplomové praci je singularni rozklad matice realizovan pomoci QR
rozkladu s Householderovou transformaci.
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6 Vlastni Cisla a vlastni vektory matic

Numerické metody pro vypocet vlastnich cisel a vlastnich vektoru matice A
muzeme rozdélit do dvou kategorii. Metody prvni kategorie se soustiedi na tzv.
castecny problém vlastnich ¢isel matice A, kdy se snazime nalézt pouze urcitou
podmnozinu vlastnich ¢isel vstupni matice (napiiklad vlastni ¢islo o nejvétsi resp.
nejmensi absolutni hodnoté). Druhou kategorii tvoii metody, které se zabyvaji tzv.
uplnym problémem vlastnich ¢isel. Pouzitim téchto metod se snazime nalézt vSsechna
vlastni c¢isla matice A.

Ptedtim nez se budeme zabyvat numerickymi metodami pro vypocet vlastnich
¢isel a vlastnich vektoru matice, shrneme nékteré zakladni pojmy, které budeme ve
zbytku kapitoly vyuzivat.

6.1 Zakladni pojmy

Definice 6.1.1. Necht A € R™™. Cislo \, pro které md homogenni soustava
(A-=X)x=0 (6.1)

nenulové resent, se nazyvd vlastni ¢islo matice A. Toto nenulové resent
x = (21,2, ...,T,) oznacujeme jako (pravy) vlastni vektor matice A.

Z véty 5.1.1 plyne, Ze homogenni soustava mé vzdy alespon jedno Feseni (trividlni).
Jestlize je dana matice navic singularni, ma soustava nenulové feseni. Toto reSeni
je urcéeno n — h(A) parametry, kde n je pocet rovnic dané soustavy. Pro singularni
matici soustavy plati, ze jeji determinant je roven nule, coz nas vede k nasledujici
definici.

Definice 6.1.2. Levym vlastnim vektorem y oznacujeme vektor, ktery je resenim
maticové rovnice
yIA =)y’ (6.2)

Véta 6.1.1. Levy vlastni vektor y je (pravym) vlastnim vektorem transponované
matice AT

Diikaz. Ze vztahu (6.2) plyne, ze

yTA =y, (6.3)
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Transponujeme-li maticovou rovnici, pak dostavame
y'A)" = ') :
Aly = )y (6.5)
a levy vlastni vektor je tedy zdroven pravym vlastnim vektorem matice AT, O]

Véta 6.1.2. Levé a pravé vlastni vektory, které odpovidaji riuznym vlastnim cislum,
jsou ortogondalns.

Diikaz. Uvazujme dvé vlastni ¢isla Ay a Ay a dva vlastni vektory x;, xo prislusné
k vlastnimu ¢islu A\q, resp. A\s. Predpokladejme, ze \; # \s.
Plati
AX1 = /\1X1 (66)

AX2 = )\1X2. (67)

Maticovou rovnici transponujeme

(Ax)" = (Axy)t .
X{A = (/\1X1)T. (69)

Rovnici vynasobime zprava vektorem xo

X,{AXQ - ()\1X1)TX2, (610)
X?)\QXQ = )\1X{X2, (611)
AoXTxy = AMXIXo. (6.12)

Kdyby xTx, # 0, tak mtizeme timto ¢fslem rovnici vydélit. Potom by oviem A\; = Ao,
coz je spor s piredpokladem. Proto x7xs = 0 a vlastni vektory pifslusné ruznym
vlastnim ¢islum jsou ortogonalni. O]

Definice 6.1.3. Viastnimi cisly matice A jsou prdvé ta c¢isla X\, kterd jsou korenem
charakteristického polynomu

p(A) = det(A — XI) = (=1)" A" + by A" " + ...+ by A+ by (6.13)

Kazdéd matice tadu n ma tedy n vlastnich ¢isel A, Ao, ..., \,, jestlize kazdé
vlastni ¢islo pocitame tolikrat, jaka je jeho nasobnost. Metody, které vsak pocitaji
vlastni ¢isla jako kotfeny charakteristického polynomu, se prilis nevyuzivaji. Hlavnim
divodem je podle [32] vypocetni narocnost (zejména pro velké matice) a numericka
nestabilita. Metody, které jsou v praxi vyuzivany castéji, jsou zalozeny na podob-
nostni transformaci (ptipomenme, ze podobnostni transformace nemeéni vlastni ¢isla,
viz véta 6.1.5), kdy se snazime transformovat puvodni matici na matici podobnou,
kterd je trojtihelnikova, nebot plati ndsledujici véta.

Véta 6.1.3. Viastnimi cisly trojuhelnikové matice jsou prvky na jeji diagondle.
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Véta 6.1.4. Viastni vektory libovolné matice odpovidagici riznym vlastnim cislum
jsou linedrné nezdvislé.

Definice 6.1.4. Ctvercové matice A a B nazjvdme podobné, jestlize existuje re-
guldarni matice P takova, Ze plati

P 'AP = B. (6.14)
Véta 6.1.5. Podobné matice maji stejnd vlastni cisla véetné jejich nasobnosti.

Diikaz. Jestlize A\ je vlastni ¢islo matice A a x prislusny vlastni vektor, pak plati
vztah (6.1). Uvazujme reguldrni matici P. Ze vztahu (6.1) plyne

P 'Ax = \P 'x. (6.15)

Necht y = P~'x. Z toho plyne, ze x = Py. Pokud dosadime do vztahu (6.15),
dostavame

P'APy = \y. (6.16)

Cislo X je tedy zéroven vlastnim ¢islem P~'AP a y je piislusny vlastn{ vektor.
O

Obracené tvrzeni ale neplati. Z rovnosti spekter matic tedy nevyplyva jejich
podobnost. Uvazujme nyni matici X, jejiz i-ty sloupec je vlastni vektor prislusny
k vlastnimu ¢islu );, a diagonalni matici A s diagondlnimi prvky A, Ag. .. \,.

Pak plati

AX = XA (6.17)
XAX = A. (6.18)

Budou-li vlastni vektory matice X linearné nezavislé, pak bude matice X re-
gularni a matice A bude tedy podobna diagonalni matici.

Tento piipad podle [3] nastdva, kdyz mé matice A vSechna vlastni ¢isla ruzna
nebo kdyz je symetricka.

V diplomové praci jsme se sousttedili na vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vek-
toru realné symetrické matice, uvedeme proto nékteré vlastnosti téchto matic.

Véta 6.1.6. Vsechna vlastni cisla a k nim prislusné vlastni vektory symetrické ma-
tice jsou redlné.

Véta 6.1.7. Symetrickd matice radu n ma pravé n linedrné nezavislych vlastnich
vektori.

Veéta 6.1.8. Levé a pravé vlastni vektory symetrické matice prislusné stejnym vlastnim
cislum si jsou rovny.

Dukaz. 7 definice 6.1.1 plyne, ze levy vlastni vektor je pravym vlastnim vektorem
matice AT. 7 definice symetrické matice AT = A plyne, 7e levy a pravy vlastni
vektor si jsou rovny. O
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Definice 6.1.5. Dva vektory nazveme ortogondlni, jestlize je jejich skaldrni soucin
roven nule.

Veéta 6.1.9. Viastni vektory symetrické matice odpovidagici ruznym vlastnim cislim
jsou ortogonalns.

Dikaz. Plyne z véty 6.1.2 a z véty 6.1.8. O

7, predchazejicich odstavcu plyne, ze pro symetrické matice muzeme nalézt po-
dobnostni transformaci v nasledujicim tvaru

A = XAXT, (6.19)

kde sloupce matice X jsou tvofeny ortonormalnimi vlastnimi vektory matice A a A
je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly matice A. Vice napiiklad v [15], [28], [36], [37],
[38] nebo [39].

6.2 Caste¢ny problém vlastnich &isel

6.2.1 Mocninna metoda

Mocninna metoda slouzi k urcéeni vlastniho ¢isla matice A o nejvétsi absolutni
hodnoté (dominantni vlastni ¢islo).

Konstrukce mocninné metody

Predpokladejme, ze matice A fadu n ma n linedrné nezavislych vlastnich vektoru
a jediné dominantni vlastni ¢islo A\;. Usporddejme vlastni ¢isla sestupné

(Al > o] Z [As] 2.0 2 A (6.20)

7 piedpokladu plyne, Ze libovolny vektor x° € R™ muizeme vyjadfit jako linedrn{
kombinaci n linedrné nezavislych vlastnich vektoru v;,i =1,...,n

x" = v, (6.21)
i=1

Nyni budeme konstruovat posloupnost
xT = Ax", i=0,1,.... (6.22)
Pro x**! dostévame
X =Ax' = A" T =A%"?=. . =A% i=01,.... (6.23)
V dalsim postupu vyuzijeme nasledujici vétu.

Veéta 6.2.1. Jestlize \ je vilastnim cislem matice A a x je prislusnym vlastnim
vektorem, pak N\? je vlastnim c¢islem matice A% a x prislusnym vlastnim vektorem.
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7 predchozich vztahu a z rovnosti Ax; = \;x; vyplyva, ze

n n n \ k
ko _ k,0 __ k _ k __ 1k 7

Vyjdeme-li z predpokladu (6.20), pak plati

A\
klggo ()\—1> =0,71=2,3,...,n (6.25)
a
kh_)rrolo xP = Ny vy (6.26)

Ze vztahu (6.26) plyne, ze vlastni vektor urceny jako klim x* se lisf od vlastniho
—00

vektoru vy pouze multiplikativni konstantou. Pripomenme, ze libovolny nenulovy
nasobek vlastniho vektoru je také vlastnim vektorem dané matice.
Nyni vyvstava otazka, jak uréime aproximaci vlastniho ¢isla \;. Pro j-tou slozku
vektoru x* plati
ok~ Ay, (6.27)

kde vy, je j-td slozka vektoru v;. Analogicky pro j-tou slozku vektoru xF*1 plati

ktl ~ A]f+171V1j. (628)

L

Ze vztahu (6.27) vyjadifme \}

xk

p P p—— 6.29
! Y1V, ( )

Vztah (6.28) rozepiseme do nésledujiciho tvaru

i A MA vy, (6.30)

a pro aproximaci vlastniho c¢isla plati
gkt

Al ~ ]k . (631)
J

x ¥
Toto odvozeni muzeme zobecnit.

Véta 6.2.2. Je-li y libovolny vektor, ktery neni ortogondlni k vlastnimu vektoru v,
pak pro aprorimaci vlastniho c¢isla Ay plati

yTxk+1
A=

W. (6.32)
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V praxi ¢asto volime vektor y tak, aby mél na pozici odpovidajici nejvétsi slozce
vektoru x**1 slozku rovnu jedné a ostatni slozky nulové. Aproximaci vlastniho ¢isla
A1 uréime tedy nasledujicim zpusobem

max JIkJrl

1<j<n J
A~ i 2 (6.33)
1<j<n

Pti implementaci algoritmu mocninné metody je kazda aproximace vlastniho
vektoru z duvodu omezené paméti (prekroceni datového rozsahu datového typu)
pocitace obvykle normalizovdna (napiiklad tak, aby byla nejvétsi slozka vektoru
rovna jedné). Jako aproximaci vlastniho ¢isla A\; poté volime nejvétsi slozku vlastniho
vektoru nebo normu vlastniho vektoru.

7, predchazejicich odstavcu plyne, ze mocninné metoda je itera¢ni metoda, jejiz
rychlost konvergence zavisi zejména na podilu |§—f] Jestlize je tento podil roven
priblizné jedné, je konvergence mocninné metody pomald. Je-li ovsem |A;| o hodné
vetsi nez [\q|, pak je konvergence rychld. Samotnou konvergenci muze vyrazné ovliv-
nit nevhodnd volba poéatecni aproximace x". Volime-li pocdtecni vektor napiiklad
tak, ze y; &= 0 a plati, ze |\a] > |A3], pak metoda konverguje k vlastnimu ¢islu As.

Metodu ukoncime ve chvili, je-li rozdil dvou po sobé jdoucich aproximaci vlastniho
¢isla mensi nez zadand presnost nebo po m krocich algoritmu. Vice v [15], [28] nebo
[37].

6.2.2 Inverzni mocninna metoda

Jestlize chceme nalézt v absolutni hodnoté nejmensi vlastni ¢islo vstupni ma-
tice A a k nému ptislusny vlastni vektor, muzeme pouzit inverzni mocninnou me-
todu. Opét vyjdeme z predpokladu, ze matice A je fadu n, ma n linearné nezavislych
vlastnich vektoru a jediné dominantni vlastni ¢islo ;.

Déle predpokladejme, ze pro vlastni ¢isla \;, ¢ = 0,1, ..., n, plati

= ol 2 ] 2> Al >0, (6.34)
tj. pro vlastni éfsla inverzni matice A~! plati

1

An

1
>\n71

> > |—|=0 (6.35)

> ‘

A

Véta 6.2.3. Je-li A nenulovym vlastnim cislem matice A a vektor x je vlastnim
vektorem prislusny k tomuto vlastnimu cislu, pak % je vlastnim cislem inverzni ma-
tice A=t a vektor x je vlastnim vektorem prislusnym k tomuto vlastnimu éislu.

Pomoci inverzni mocninné metody muzeme tedy urcit vlastni ¢islo o nejvétsi
absolutni hodnoté matice A~!, a tim zdroven v absolutni hodnoté nejmensi vlastni
¢islo matice A. Dalsi informace napiiklad v [32] nebo [40].
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6.2.3 Rayleightiv podil

Metoda Rayleighova podilu je modifikaci mocninné metody, ktera se vyuziva
pro vypocet dominantniho vlastniho ¢isla symetrické matice a prislusného vlastniho
vektoru. Z véty 6.1.6 plyne, ze vlastni ¢Cisla redlné symetrické matice jsou realna.
Pro normované vlastni vektory ptislusné k riznym vlastnim ¢islum plati

viv;=0,i%#7j, viv;=1 (6.36)

(2

Aproximaci vlastniho ¢isla uréime pomoci podilu
(xh 1) Txch+1

A= (xF) Tk

(6.37)
Konvergence této metody k feseni bude tedy zhruba dvakrat rychlejsi nez v piipadé
mocninné metody. Dalsf informace jsou uvedeny napiiklad v [32] nebo [40].

6.2.4 Hottelingova redukce

Casto potfebujeme urcit i dalsi vlastn{ éisla a pifslusné vektory. Tato vlastni
¢isla a vektory muzeme zjistit pomoci tzv. deflace.

Idea deflace spociva v tom, ze pro zjisténi dalsiho vlastniho ¢isla a prislusného
vlastniho vektoru nahradime puvodni matici redukovanou matici, ktera ma stejna
vlastni ¢isla jako puvodni matice, kromé jiz spocteného vlastniho ¢éisla. Na tuto
matici poté opét aplikujeme mocninnou metodu a zjistime dalsi dominantni vlastni
¢islo a prislusny vlastni vektor matice.

Véta 6.2.4. (Maticovd redukce) Necht je i vlastni ¢islo matice A, x; jemu od-
povidajici vlastni vektor a v libovolnyj vektor, pro ktery plati vix, = 1. Pak reduko-
vand matice

W=A-\x;v’ (6.38)

ma stejnd vlastni cisla jako matice A krome vlastniho ¢isla \y, které je nahrazeno
nulou.

Hotellingova redukce je vhodna pro realné symetrické matice. Polozme v = yq,
kde y; je levy vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A\;. Levy vlastni vektor nor-
malizujeme tak, aby platilo y?x; = 1. Z véty 6.1.8 vyplyva, Ze levé a pravé vlastni
vektory prislusné stejnym vlastnim ¢islum symetrické matice jsou si rovny, tj.

Yi = Xi. (6.39)
Ukazeme, ze tato volba zajisti, ze vlastni vektory W a A budou totozné
W=A - \x;x]. (6.40)

Vynasobme rovnici zprava vlastnim vektorem x;

WXZ‘ = AXZ‘ - >\1X1X{Xi. (641)
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Z véty 6.1.9 plyne, ze

1 e
xx =4 (6.42)
0 i#j.
Polozme 7 = 1. Potom
WX1 = AX1 — )\1X1 X’{Xl (643)
~—~—

=1
Aixp — Aixy

= 0.

Z toho plyne, ze \; = 0 a x; je vlastnim vektorem matice A a zaroven matice W.
Uvazujme i # 1, potom

Wx,; = Ax; — >\1X1X1TXz‘ = Ax; = \iX;. (6.44)

Z posledni rovnosti vyplyva, ze \; je vlastnim ¢éislem a x; vlastnim vektorem ma-

tice A i matice W.
Pro redlnou symetrickou matici pak konstruujeme redukované matice nasledovné
Wi :Wi_l—)\iXinT,Z': 1,...,n—1,W0:A. (645)

Dalsi informace lze nalézt v [15] nebo [22].

6.3 Uplny problém vlastnich &isel

Metody, které se zabyvaji iplnym problémem vlastnich ¢isel muzeme rozdélit do
dvou kategorii. Prvni kategorie je tvorena metodami, kterd urcuji vlastni ¢isla ma-
tice pomoci charakteristického polynomu. Nicméné je znamo, ze analyticky lze najit
koteny algebraické rovnice nejvyse c¢tvrtého stupné. Metody pattici do této skupiny
(napt. Krylovova nebo Le Verrierova metoda) urcuji koteny charakteristického po-
lynomu itera¢né. Velkou nevyhodou téchto metod je vypocetni naro¢nost, a proto
se v praxi piilis nevyuzivaji [3].

Metody druhé kategorie vyuzivaji podobnostni transformaci, ktera neméni vlastni
¢isla matice. Algoritmy této skupiny konstruuji posloupnost navzajem podobnych
matic, kterd konverguje k matici (napt. trojihelnikové), jejiz vlastni ¢isla lze jed-
noduchym zpusobem urcit. V této podkapitole se budeme soustiedit na problém
nalezeni vSech vlastni ¢isel a prislusnych vlastnich vektoru redlné symetrické ma-
tice.

6.3.1 QR algoritmus

QR algoritmus je typickym predstavitelem metody zalozené na podobnostni
transformaci. Tento algoritmus vyuziva QR rozkladu, pomoci kterého rozlozime ma-
tici na soucin ortonormadlni matice Q a matice R, kterd je horni trojihelnikova.
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Véta 6.3.1. (QR rozklad)
Libovolnou matici A typu (m,n), m > n. lze rozloZit na soucin A = QR, kde
matice Q je ortonormdlni matice typu (m,n) a R je horni trojuhelnikovd matice

typu (n,n).

Ukazeme konstrukci QR algoritmu. Na pocatku algoritmu polozime A = Ay
a provedeme QR rozklad

AO - QlRl' (646)
Vyuzijeme-li podobnostni transformaci, definujeme
A = QA (6.47)
= Q?QlRlQl-

Protoze matice Q; je ortonormdlni, plati QT Q; =T a
A =R,Q.. (6.48)

Matici A, rozlozime opét pomoci QR rozkladu

A =Q:R, (6.49)
a postup opakujeme
Ay = QA1Q; = QQ:R:Q; = RoQo. (6.50)
Pro matici Ay_; tedy definujeme
A1 = QiRy. (6.51)

Matici Ay muzeme rozepsat do nasledujicitho vztahu

A = R.Q, (6.52)
= Q;}FAk—le
= QIQi_ 1A 2Q11Qs

= Q.Q/_, - QAQ:....Qu1Qs
= (Qkafl - Ql)TAle o Qe Qu
= Q1. Qe1Qi)"AQy .. Q1 Qy,

kde matice souc¢inu ortonormalnich matic Q... Qr_1 Qs je opét ortonormalni ma-
tic.

Matice Ay konverguji k trojihelnikové matici (v piipadé symetrické dokonce
k diagondlni). Zaroven muzeme pozorovat, ze matice Ay je podobna matici A.

Ze vztahu (6.19) vyplyva, ze sloupce matice Qg ... Qr_1 Qs jsou ortonormalnimi
vlastnimi vektory matice Ay, vice viz [15] nebo [32]. Nyni ukazeme dva zpusoby, jak
Ize ziskat QR rozklad matice.
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6.3.2 QR rozklad pomoci Householderovy transformace

Householderova transformace je postup pro ziskani horni trojihelnikové matice,
skladajici se z n — 1 transformacnich kroku, kde n je pocet sloupcu matice. Princip
tohoto algoritmu spociva v postupném nulovani prvku pod diagonalou, pticemz
v k-tém transformacnim kroku eliminujeme poddiagonélni prvky v k-tém sloupci
matice. K tomu vyuzivame Householderovu matici a Householderuv vektor.

Odvozeni Householderovy matice zrcadleni

Cilem tohoto odvozeni je nalézt transformacni matici, pomoci které zobrazime
vektor v na vektor Hv, jenZ je nenulovym ndsobkem vektoru e; = (1,0,...,0)7.
Pricemz pozadavkem bude, aby délka vektoru Hv byla stejna jako délka vektoru v,
tj. [|[Hv|| = ||v||. Pro Hv tedy plati

Hv = £||v][er. (6.53)

w
a
Hv
Obrazek 6.1: Odvozeni Householderovy matice
Z obrazku 6.1 muzeme vypozorovat, ze pro vektor w plati
w=Hv —v=+%|v|e —v. (6.54)
Z: ilustrace zaroven vyplyva, ze
Hv = v — 2u, (6.55)
kde w = —2u.
Pomoci goniometrickych funkei vyjadiime u a dostaneme
u
cosa = U, (6.56)
vl
v|| cos a
Ivlfeosar=_ (6.57)
[[all
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Ziskany vztah vydélime nejprve Euklidovskou normou ||ul| a poté vyndsobime vek-
torem u.

uljuljflv] cosa

i

= u (6.58)

Definice 6.3.1. (Skaldrni soucin vektori)
Skaldrnim soucinem dvou vektoru délky n budeme rozumét vztah

n

u'v = Zuﬂ% = [Jul|||v]| cos a, (6.59)

i=1
kde thel o je uhel sevreny vektory u a v.
Vyuzijeme-li definice skalarniho sou¢inu, muzeme psat

T

e A (6.60)
[[ul]
Protoze plati |[u®* = u”u, dostévame
uu’v
=u. 6.61
e U (6.61)

Zpétnym dosazenim za u do vztahu (6.55) a jednoduchou tpravou dostaneme

vysledny tvar Householderovy matice zrcadleni H. Pfipomenme, Ze u = —3.
T
Hv = v—2u=v—2u—~ (6.62)
[[u
T T
R A LA A LA (6.63)
[[wll wiw
oW (6.64)
= — V. :
wlw

Aplikujeme-li Householderovu matici na vektor v, ziskdme vektor Hv, ktery ma
pouze prvni slozku nenulovou.

Podle [41] je vhodné volit w = —sign(v)||v|je; — v. Touto volbou predejdeme
zaokrouhlovacim chybam.

Definice 6.3.2. (Householderova matice) Householderovou matici budeme rozumét
matict ve tvaru

wk(wk)T
(wh)Twh’

kde (wF)Tw" = 1. Vektor w* budeme nazyvat Householderovym vektorem.

H,=1-2 k=1,....n—1, (6.65)
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Householderuv vektor uré¢ime nésledujicim zpusobem. Definujme nejprve vektor

X" = —sign(vy,)||v]er — Vi, (6.66)
kde vy je k-ty sloupec matice Aj s prvnimi k£ — 1 prvky nulovymi. Vektor e; je
jednotkovy vektor, pro ktery plati, Ze jeho k-ty prvek ey, = 1. Vektor w” uréime
jako

w" = . 6.67
[l P

Véta 6.3.2. Matice Hy, je ortonormalni a symetrickd.

Diikaz. Jestlize je matice Hy symetrickd, pak H, = H}. Upravou (6.65) dostaneme

H! = (I-2%w")7) =17 -2 [ (W")7]" (6.68)
T
= T2 ()] (@ = T- 205w = R,
Nynf ukdzeme, ze matice Hy, je ortonormdlni, tj. H H;, = 1. Plat{
HIH, = (I-205wh)" 1 - 2wk (wh)7) (6.69)
(I—2w" (")) (I - 2w*(wh)")
= I —2w"(wh)T — 20" (W")T + 4wF (W)W (WF)T
I — 4w"(W)T + 40" (W) Wk (W),
Piipomenme, 7e (w*)Tw” = 1, a proto
H/H, = I—4w"(w")" + 40" (")’ =1 (6.70)
[

Diky véte 6.3.2, resp. ortogonalnosti Householderovy matice, muzeme tuto orto-
gonalni transformaci vyuzit pro konstrukci QR rozkladu.
Budeme-li konstruovat posloupnost ve tvaru

Ak = HkAkfla (671>
pricemz k =1,....,.n—1a Ay = A, ziskdme po n — 1 krocich horni trojtihelnikovou
matici.

Plati tedy
A, = HiA,, (6.72)

A, = HyA, =H;H/A,,
A; = H3A;=H;HH A,

A, = H, A, »,=H, H,»,.. HHA,,
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kde A,,_1 je horni trojihelnikova matice.
Polozme R = A, ;1 a Q" =H,_H,_,...H;. Matice Q" je ortonormalni, nebot

je soucinem ortonormalnich matic H;,7 = 1,...,n—1. Muzeme tedy psat nasledujici
rovnost

R = QTA, (6.73)

QR = A, (6.74)

kde Q =H;H,...H, 2H,_;. Vice napiiklad v [19], [44], [41], [42], [43], nebo [45].

6.3.3 QR rozklad pomoci Givensovy transformace

Givensova transformace je dalsi moznou volbou pro ziskani horni trojihelnikové
matice. Na rozdil od Householderovy transformace ovsem eliminuje v kazdém trans-
formacnim kroku pouze jeden prvek pod diagondlou. To znamend, ze k prevodu
matice na horni trojuhelnikovou matici je zapotiebi nejvyse @ transformacnich
kroku (transformaci nebudeme aplikovat na jiz nulovy prvek), kde n je pocet sloupcu
matice. Givensovu transformaci pro prevod matice do horniho trojihelnikového
tvaru je tedy vhodné pouzit tehdy, méa-li matice mnoho prvku pod diagonédlou nu-
togondlni transformace.

Givensova transformace vyuziva pro prevod matice na horni trojuihelnikovou

matici rovinné rotace.
Odvozeni Givensovy matice rovinné rotace

Odvodime transformacni matici pro nové souradnice (2’,y") bodu P[z,y]|, ktery
budeme rotovat o ihel a. Tento problém muzeme interpretovat podle [46] tak, ze bu-
deme hledat soutadnice bodu P s otocenim soustavy soutradnic o stejny thel.

y'e YT
voxg |Q X P[x,y]
A e i
\\ '4"-* \\
‘\\ ’_,"' (X\\
a0 \ E
\\\ ,"" % b y
- "' \\
‘\’ ‘\L’_-""‘}(,
\“ T g M
\‘\ ""—_,” y]
\‘ —”,»’
-~ >
D X R X

Obréazek 6.2: Odvozeni matice rovinné rotace
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Z trojihelniku AC'P na obrazku 6.2 muzeme vyjadrit
' = (z1 4 x) cos a. (6.75)
Vyuzitim trojihelniku DQA pro x' dostavame
T =y tg a. (6.76)
Pripomerime vztah tg oo = 22 Dosazenim do (6.75) ziskdme
¥’ =rzcosa+ ysina. (6.77)
Obdobnym zpusobem vyjadiime y'. Z trojihelniku T'M P vyjadiime 3/
vy = (y —y1) cosa. (6.78)
Hodnotu y; ziskdme z trojihelniku DRT

sin «

y1 = xrtana =z : (6.79)
cos a
Dosazenim do vztahu (6.78) ziskdme novou soufadnici 3/’
y = (y—xsma>cosoz:—xsinoz—i—ycosa. (6.80)
cos «
Ziskali jsme tak soustavu
: /
( cosa  sin a) (x) _ (a:/) ’ (6.81)
—sina cosa) \y y
kde matici '
cosa  sina
G= (— sina  cos a) (6.82)

oznacujeme matici rovinné rotace v R2.

Vyuzitim Givensovy matice muzeme eliminovat prvky ve vektoru. Chceme-li
napiiklad eliminovat druhou slozku vektoru x = (zq,22) pro x; > 0 a x5 > 0,
budeme postupovat timto zpusobem.

Gx — ( CQSa sina) (xl) _ ( T cpsa—i—m sina) 7 (6.83)
—sina cosa ) \ o —x1sina + 22 cos o
pricemz pozadujeme, aby
—zysina + x9 cosa = 0. (6.84)

Vyuzijeme-li vztahu cos? a +sin® o = 1, dostdvame rovnost cosa = v/1 — sin? av.
Dosazenim do vztahu (6.84) a naslednym umocnénim dostaneme

—z1sina + 1V 1 —sin*a = 0 (6.85)

r3(1 —sina) = aisin’a
23 = (27 +23)sin*a
2
T2 .2
= sin‘«
(2% + 23)
. | 2]

sina =

/2 2°
T+ x5
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Protoze jsme predpokladali ze 1 > 0 a x5 > 0, tak plati

X2

sina = ——2 (6.86)

2 2
\V T] + x5

Hodnotu cos o uréime dosazenim do vztahu cos? v = 1 — sin® «v

|$1| T

cos o = = . 6.87
JArd VA (057

Dosadime-li do vztahu za cos « a sin «, ziskdme pro vektor Gx tuto rovnost

Cx — ( T1COSQ + To sina) _ \/$1+z2 - \/:v1+:c2 _ <||X||> _ (6.88)

—x1 sin @ 4 T9 COS & 0

Nyni uvazujme prostor R". Zavedeme-li matici rotace v roviné ij, muzeme posloup-
nosti vhodné zvolenych Givensovych transformaci eliminovat poddiagonalni prvky
vstupni matice a transformovat ji tak na horni trojihelnikovy tvar.

Definice 6.3.3. Matice G; ;o € R™", i < j, tvaru

1

COS & sin «

Gija= ) (6.89)

—sin « CoS (v

1

se nazyvd Grvensova matice rovinné rotace v roviné ij. Prvek g; = g;; = cosa,
prvek g;; = sina a prvek g;; = —sina.
Podobné jakou u (6.86) a (6.87) poloZime
cosa = L , sina = 2 : (6.90)
2 2 2 2
(a;5)" + (aij) (a;5)" + (ai;)

j=1,...,n—=1,% = 7 + 1,...,n, a;; i aj; jsou prvky matice A.

Pokud takto sestrojenou matici vynasobime zleva matici A, vynulujeme prvek
na pozici 1, j, pricemz se zméni pouze i-ty a j-ty radek matice A.

Véta 6.3.3. Givensova matice rovinné rotace je ortonormdini, tj. GJ; \G;jo = L
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Diikaz. Vynasobime-li matici G,L»Tja matici G, zjistime, Ze

gii = gj; = sin” a + cos? a = 1 (zbylé diagondlni prvky jsou také rovny 1)
a g = gij = —sinacosa + sinacosa = 0. Ostatni nediagondlni prvky jsou také
rovny nule. [

Této véty vyuzijeme pro konstrukei QR rozkladu.

Pti transformovani matice A na horni trojuhelnikovy tvar budeme postupovat
tak, ze nejprve eliminujeme prvky pod diagonalou prvniho sloupce. Poté poddia-
gondlni prvky druhého sloupce, az nakonec eliminujeme poddiagonélni prvek (n—1)-
ho sloupce. Touto volbou zajistime, ze se jiz eliminované prvky nestanou opét ne-
nulovymi. Budeme tedy konstruovat posloupnost v tomto tvaru

Ak = GkAk—h AO = A, k= 1, o, (691)

v - s~ —1 , , ’ .. ,
kde Gi—1 = G, j «, plicemz nejvyse po m = 2D krocich ziskdme matici v hornfm

trojihelnikovou tvaru. ’

Polozme R = G,,G,,_1...GA a QT = G,,G,,_1...G;. Matice Q' je orto-
normdlni, nebot je souc¢inem ortonormalnich matic G;,7 = 1,...,m. MuzZeme tedy
psat nasledujici rovnost

R = Q'A (6.92)
QR = A, (6.93)

kde Q = G1Gy...G,,_1G,,. Podrobnéjsi informace muzeme nalézt ve [41], [45],
[47], nebo [48].

71



7/ Implementace aplikace

V této ¢asti diplomové prace budeme popisovat samotnou naprogramovanou apli-
kaci, kde se nejprve seznamime s jednotlivymi vrstvami programu. Poté popiSeme
jejich vzajemnou kooperaci pii uzivani aplikace. Na obrazku 7.1 muzeme vidét zjed-
noduseny diagram znazornujici hierarchii jednotlivych vrstev aplikace a stézejni
tTidy obsazené v téchto vrstvach, na nichz je zalozena celkova funkcionalita aplikace.
Déle diagram znazornuje jednotlivé vztahy mezi tifidami na drovni vrstev a také po-
pisuje jejich vzajemnou komunikaci.

7.1 Implementacni vrstva aplikace

v

vSech numerickych metod popsanych v prvni ¢asti diplomové prace. Tyto algoritmy
jsou rozdéleny do ttid, ptricemz kazda tiida obsahuje metody z jedné numerické
oblasti.

Vzhledem k tomu, Ze hlavnim cilem této prace bylo vytvotreni didaktické aplikace,
nebylo casové vyhodné vyuzit néjakou jiz existujici numerickou knihovnu, protoze
tyto knihovny maji primarné za kol predat uzivateli pouze vysledek dané mate-
matické tlohy. Vyvijend aplikace bude nabizet uzivateli i samotny postup vypoctu
véetné mezivysledku tlohy. Vsechny implementované metody ptreddvaji na svém
vystupu struktury dat, které jsou ve vyssich vrstvach za timto ucelem dale zpra-
covavany.

V této podkapitole si nebudeme klast za cil popsat samotnou algoritmizaci
prislusnych numerickych metod, ale uvedeme zde seznam vsech implementovanych
numerickych metod obsazenych v aplikaci a zaméfime se na mnoziny dat, které
metody piijimaji a na datové struktury, které metody predavaji vyssim vrstvam,
kde jsou nakonec uzivateli interpretovany ve formé HTML stranky.

Nejnizsi vrstva aplikace je navrzena tak, aby doslo ke striktnimu oddéleni vlastniho
vypoctu od jeho prezentace. Tato vrstva nespolupracuje pouze s nejvyssi vrstvou
ale i s vypocetni mezivrstvou. Pokud je tifeba zjistit hodnotu jakéhokoli vyrazu
nebo funkce, dochézi k odeslani vyrazu do mezivrstvy, kde dojde k vy¢isleni daného
vyrazu. Vice v podkapitole 7.2.

Implementaci metod zabyvajici se numerickym vypoctem urcitého integralu na-
lezneme ve tiidé Integration_alg. Tato tiida obsahuje:

1. Newton - Cotesovy vzorce
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a) Jednoduché

i. Obdélnikové pravidlo
ii. Lichobéznikové pravidlo
iii. Simpsonovo pravidlo
iv. Ttiosminové pravidlo
v. Booleovo pravidlo
b) Slozené

i. Obdélnikové pravidlo
ii. Lichobéznikové pravidlo
iii. Simpsonovo pravidlo
iv. Ttiosminové pravidlo

v. Booleovo pravidlo
2. Rombegova kvadratura
3. Gauss-Legendrova kvadratura

Metody numerické integrace ptijimaji jako argument tetézec obsahujici funkci
a integracni meze. Slozené varianty Newton - Cotesovych vzorcu pfijimaji déle
celociselnou hodnotu, ktera urc¢uje pocet podintervalu, na ktery bude interval rozdélen
a pozadovanou presnost. Struktura reprezentujici vysledek ziskany pomoci Newton -
Cotesovych vzorcu a Gauss - Legendrovy kvadratury je jednotnd. Metody predavaji
do nejvyssi vrstvy objekt tiidy Integration ret, ktery obsahuje informace o Sitce
uvazovaného integralu, uzlovych bodech, funkénich hodnotach a vypoctenou hod-
notu integralu. Jestlize uzivatel zvoli v ivodni obrazovce aplikace slozenou variantu
Newton - Cotesovych vzorcu, pak je vypocet opakovan metodou poloviéniho kroku
do té doby, nez je splnéna pozadovana presnost.

Vysledkem tlohy spoctené pomoci Rombergovy kvadratury je dvourozmeérné pole
hodnot obsahujici hodnotu integralu vypocteného pomoci slozeného lichobéznikového
pravidla pro zjemnujici se krok integrace. Vysledna data jsou predavana prezentacni
vrstveé, a to konkrétné formulaii Integration win.

Druha skupina algoritmu se zabyva metodami numerické derivace a nalezneme
ji ve tiidé Derivation_alg. Tato skupina metod je v zasadé pouze podpurného
charakteru pro dalsi kolekci metod tykajicich se feseni nelinearnich rovnic. Nachazi
se zde proto zakladni metody, z nichz tii jsou urceny pro vypocet prvni derivace
a zbyla pro vypocet druhé derivace funkce v bodé.

1. Prvni derivace

a) Centralni diference
b) Piimé diference

¢) Richardsonova extrapolace

2. Druhé derivace
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Numerické algoritmy prijimaji z GUI vrstvy fetézec obsahujici uzivatelem zada-
nou funkci a dvé ¢iselné hodnoty.

Prvni hodnota predava metodé informaci o pozadovaném bodu a druha hod-
notu kroku. Metoda Richardsonovy extrapolace prebird navic idaj s pozadovanou
presnosti. Metody zalozené na diferencich odesilaji formuléfi Derivation win ob-
jekt Derivation ret, ktery s sebou nese ciselnou informaci o ptislusnych uzlovych
bodech, jejich funkénich hodnotéch, siti kroku a vysledku nesouci hodnotu prvni ¢i
druhé derivace funkce v bodé. Vyjimku predstavuje metoda Richardsonovy extrapo-
lace, ktera posila dvourozmérné pole obsahujici hodnoty aproximace derivace funkce
v bodé.

Dalsi skupinou jsou metody pro vypocet kofene nelinearnich rovnic, které nalez-
neme v Nelinear solutions_alg. Implementované algoritmy jsou uvedeny ve vyctu:

1. Metoda puleni intervalu
2. Metoda secen

3. Regula falsi

4. Newtonova metoda

5. Steffensenova metoda
6. Halleyova metoda

7. Sturmova posloupnost

Vsechny metody vyzaduji na vstupu informace o funkci, presnosti a poctu ite-
raci. Prvni tii metody z uvedeného seznamu dale pozaduji data tykajici se dolni
a horni meze uvazovaného intervalu. Zbylé tii na misto toho ocekavaji predani
informace s pocateéni aproximaci. Metody jsou schopny piijmout predpis funkce
prvni (v piipadé Halleyovy metody i druhé) derivace. Tato pole ale nejsou bez-
podminecéné vyzadovana. Pokud je ovSsem uzivatel vyplni, nedochazi k numerické
aproximaci derivace funkce v bodé pomoci metody centralni diference resp. druhé
derivace z predchozi numerické kategorie, ale je vycislena predana funkce v daném
bodé. V pripadé Sturmovy posloupnosti jsou nepovinnymi parametry informace
o uvazovaném intervalu. Pokud je uzivatel zadd, dochézi k hledani vsech realnych
kotent na tomto intervalu. V opa¢ném piipadé jsou redlné koreny hledany na inter-
valu (—101°,10'), ktery simuluje mnozinu redlnych &fsel.

I pii implementaci metod z této numerické oblasti byl ve vystupni ¢asti kladen
duraz na jednotnost, a proto metody posilaji formulari Nelinear_solutions_win
instanci tTidy Nelinear ret, kterd prenasi do vyssi vrstvy dva seznamy obsahujici
uzlové body a jejich funkéni hodnoty. V pripadé Newtonovy metody a Steffensenovy
metody je vyuzit dalsi ¢iselny seznam pro predani hodnot prvni derivace funkce
v bodé. Halleyova metoda vyuziva navic i seznam pro pienos hodnot druhé derivace
funkce v bodé.

Odlisna situace nastava v pripadé Sturmovy posloupnosti, kterd predava své
vysledky formulari ve formé instance tiidy SeparationOfRoots_ret. Tato tiida
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udrzuje informace o vygenerované posloupnosti polynomu, poctu znaménkovych
zmén na danych intervalech. Déale udrzuje informace o tvaru polynomu, ktery je
nejvetsim spole¢nym délitelem polynomu a jeho prvni derivace. Jestlize tento poly-
nom neni nulovy, pak je nejvyssi vrstvé pfedana dalsi Sturmova posloupnost nového
polynomu, ktery ma ale jiz jednoduché kotreny.

Ctvrta kolekce metod slouzi pro vypocet aproximace funkce. Jejich zdrojovy kéd
je v Aproximation_ alg.

Vsechny metody piebiraji na svém vstupu dva ¢iselné seznamy, které obsahuji
uzlové body a jejich funkéni hodnoty. Metoda nejmensich ¢tvercu dale prijima infor-
maci o pozadovaném stupni aproximacniho polynomu. Na svém vystupu jednotlivé
metody jiz formulafi Aproximation_win nepredavaji stejnou kolekei dat, coz je dano
zejména odlisnosti zpusobu nalezeni aproximujici funkce. Z toho duvodu predava
kazda metoda nejvyssi vrstvé ruznou datovou strukturu ve formé Tuple, ktery ob-
sahuje data nutnd pro popis postupu vypoctu. V aplikaci jsou implementovany tyto
metody:

1. Interpolace funkce

a) Lagrangeuv interpolaéni polynom

b) Newtonuv interpolaéni polynom

c¢) Lineéarni spline

d) Interpolace prirozenym kvadratickym spline

e) Interpolace prirozenym kubickym spline
2. Aproximace funkce
a) Metoda nejmensich ¢tvercu

Vsechny metody numerické aproximace funkce vyuzivaji pii feseni zadané tlohy
algoritmy pro praci s polynomy, které nalezneme ve tiidé Polynoms. Jestlize uzivatel
pozaduje vypocet tlohy metodou nejmensich ¢tvercu nebo vyuzitim metody imple-
mentujici interpolaci prirozenym kubickym splinem, dochazi pti vypoctu k zavolani
metody Gaussovy eliminace pro vypocet vzniklé soustavy linearnich rovnic.

Ptedposledni skupinu metod tvoii algoritmy tykajici se feSeni soustav linearnich
rovnic, které muzeme rozdélit do dvou hlavnich podkategorii.

1. Piimé

a) Gaussova eliminace s ¢astecnou pivotact
b) LU rozklad

c¢) Choleského dekompozice
2. Iteracni

a) Maticovy tvar

1. Jacobiho metoda
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1. Gauss-Seidelova metoda

iii. Superrelaxacni metoda
b) Slozkovy tvar

i. Jacobiho metoda
1. Gauss-Seidelova metoda

iii. Superrelaxacni metoda
3. Reseni soustav s obdélnikovymi maticemi
a) Singularni rozklad

Metody nalezneme ve tiidé Linear_solutions_alg. VSechny algoritmy pfijimaji
vstupni matici a vektor pravé strany. Iteracni algoritmy dale vyzaduji informace
tykajici se vektoru pocatecni aproximace, maximalniho poctu iteraci v pripadé po-
malé konvergence, resp. divergence metody a pozadované presnosti. Metoda urcéena
pro vypocet LU rozkladu a metoda Choleského dekompozice poskytuje formuléri ob-
jekt LinearEq._ret. Tato instance obsahuje nékolik dvourozmérnych poli - vstupni
matici, matici L a U, permuta¢ni matici P (v pfipadé Choleského rozkladu neni
tato matice uzita), vektor pravé strany b, vektor x a y. Metoda pro vypocet sou-
stavy linearnich rovnic pomoci Gaussovy eliminace vraci datovou strukturu Tuple,
pricemz pro zvySeni numerické stability této metody je v aplikaci implementovana
castecna pivotace.

V pripadech, kdy vstupni matice ma stejnou hodnost jako rozsitena matice sou-
stavy, ale mensi nez je fad matice, dochazi u Gaussovy eliminace k vypoctu para-
metrického Teseni.

Druha podkategorie pocita reseni soustavy linearnich rovnic iteracné. Tyto al-
goritmy byly implementovany dvéma zpusoby. Prvni zptisob pocita feseni soustavy
linedrnich rovnic pomoci maticového zapisu a druhy pomoci slozkového zépisu.

[teraéni metody implementované pomoci slozkového zapisu odesilaji formulari
Linear solutions win jednoduchy objekt LinearniEqFolder ret, ktery obsahuje
dvourozmeérna pole (vstupni matici, vektor b a vektor x), seznam vektoru, kde kazdy
vektor je vysledkem jedné iterace, a hodnot, které nesou informaci o konvergenci me-
tody pro danou tlohu (Euklidovskd norma rozdilu dvou po sobé jdoucich vektoru).

[teraéni metody hledajici feSeni soustavy linearnich rovnic maticovym zapisem
posilaji do nejvyssi vrstvy datovou strukturu Tuple, ktera obsahuje seznam matic
nutnych pro zobrazeni mezivysledki, seznam vektoru ziskanych kazdou iteraci a se-
znam hodnot, které budou uzivatele informovat o konvergenci, respektive divergenci
metody pro danou tulohu.

Pro vypocet soustav rovnic s obdélnikovou matici je v aplikaci implementovan
singularni rozklad. Metoda implementujici postup singularniho rozkladu pfijima
na svém vstupu vstupni matici a vektor pravé strany. Cilem singularniho rozkladu
je rozlozit matici na soucin tif matic U, 3, VT. Béhem samotného vypoéctu sin-
guldrniho rozkladu je vyuzivan QR algoritmus s tisici iteracemi, kde QR rozkladu
matice je dosazeno pomoci Housholderovy transformace s jehoz pomoci ziskdme
potfebné matice U a V. Diagonéalni matice 3 bude obsahovat odmocniny ze zjisténych
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nenulovych vlastnich ¢isel. Po nalezeni singularniho rozkladu dojde nejprve k vypoctu
pseudoinverzni matice a poté k nalezeni ptrislusného reseni. Tento algoritmus predava
prezentacni vrstvé objekt tiidy SVD_ret, ktery obsahuje vSechny matice a vektory
ziskané béhem vypoctu (matice A, AAT, ATA, U, V, X, I+ AT vektor x a vek-
tor pravé strany) a které jsou uzivateli interpretovany v prezentacni vrstvé ve formé
HTML stranky.

Posledni skupina metod se vénuje vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru
realné symetrické matice. Implementované algoritmy muzeme rozdélit nasledujicim
zpusobem:

1. Céstecny problém vlastnich cisel

a) Mocninnd metoda

b) Rayleighuv podil

¢) Inverzni metoda

d) Hottelingova redukce (Mocninnd metoda)

e) Hottelingova redukce (Rayleightuv podil)
2. Uplny problém vlastnich éfsel

a) QR algoritmus

1. Householderova transformace

ii. Givensova transformace

Metody vénujici se ¢astecnému problému vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru ma-
tice prebiraji na vstupu dvourozmeérné pole obsahujici vstupni matici, pocatecni
vektor, maximalni pocet iteraci a pozadovanou presnost. Prvni tfi metody predavaji
posloupnost vypoctenych vlastnich ¢isel, vlastnich vektortu a normovanych vlastnich
vektoru. Hottelingova redukce odesila k zobrazeni do prezenta¢ni vrstvy (formulafi
Eigen values_vectors_win) posloupnost redukovanych matic a kolekei dat z moc-
ninné metody, respektive Rayleighova podilu.

Ac¢ fadime Hottelingovu redukei mezi prvni skupinu metod, které naleznou nejvétsi
¢i nejmensi dominantni vlastni ¢islo matice, je tato metoda v aplikaci naprogra-
movana tak, ze opakovanim algoritmu redukce matice nalezneme vSechna vlastni
¢isla a vlastni vektory puvodni matice.

Metody druhé kategorie jsou zalozeny na podobnosti matic. K nalezeni podobné
matice je v aplikaci naprogramovan QR algoritmus. Ptislusny QR rozklad matice
je nalezen Householderovou nebo Givensovou transformaci, ktery je odeslan metodé
QRAlgorithmHouseHolder resp. QRAlgorithmGivens. Pokud budeme cely tento po-
stup opakovat v ramci QR algoritmu, bude cely proces konvergovat k matici podobné
puvodni matici s vlastnimi ¢isly na diagonéle.

Metody QRAlgorithmHouseHolder resp. QRAlgorithmGivens predavaji nejvyssi
vrstvé instanci tiidy QRRozklad RetHouseHolder respektive QRRozklad RetGiven,
které obsahuji seznamy matic Qy, Rx a Ay, dale posloupnost transformac¢nich matic
vyuzitych v kazdé iteraci a nakonec seznam vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru.

77



Béhem vypoctu muze dojit k ruznym chybam, naptiklad z duvodu déleni nu-
lou, k poruseni Bolzanova kritéria v ptipadé metod, které se zabyvaji feSenim ne-
linearnich rovnic,nebo naptiklad ke zjisténi, ze uzivatelem zadand vstupni matice je
singularni (pfi vypoctu inverzni matice). Z toho duvodu jsou v kazdé tiidé nejnizsi
vrstvy aplikace implementovany delegaty, které pti zjisténi tohoto stavu, okamzité
informuji prezentacni vrstvu. GUI vrstva prerusi vypocet bézici na samostatném
vlakné a pomoci dialogového okna informuje o tomto stavu uzivatele.

Zbylé tiidy implementacéni vrstvy (Polynoms a Operation of Matrices) obsa-
huji metody pro pocitédni s polynomy (ndsobeni, s¢itani, odéitani, derivace poly-
nomu, Hornerovo schéma pro vyéisleni hodnoty polynomu v bodé nebo napiiklad
Eukliduv algoritmus pro zjisténi nejvétsiho spolecného délitele polynomu) resp. me-
tody pro operace s maticemi (kupiikladu nasobeni, s¢itani, odéitani matic, hodnost
a defekt matice, algoritmus pro vypocet inverzni matice ¢i algoritmus pro zjisténi
Euklidovské normy vektoru a matic nebo hodnoty determinantu matice).
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7.2 Kontrolni a vypocetni vrstva

Kontrolni a vypocetni vrstva je zavedena do modelu aplikace z nékolika duvodu.
Prvnim duvodem je, ze kromé zdkladni kontroly uzivatelem zadanych dat na trovni
GUI vrstvy dochézi pomoci metod prostfedni vrstvy ke kontrole vstupnich dat
ze sémantického hlediska (je-li napiiklad vstupni funkce zaddna korektné nebo zda
uzivatel do vstupniho pole umistil spravné zavorky) a navic je zde také imple-
mentovan Shunting-Yard algoritmus pro prevedeni vyrazu z infixové notace (kla-
sicky zpusob matematického zépisu vyrazu, ve kterém jsou operatory napsany mezi
operandy) do reverzni polské notace (RPN). Reverzni polskd notace je zpusob
zapisu matematického vyrazu, ve kterém jsou operatory umistény za operandy
(postfixovy zapis). Vyhoda tohoto zapisu spo¢ivd v odstranéni nutnosti vyuziti
zavorek pri zapisu vyrazu. Déale je zde implementovana metoda pro vycisleni ta-
kového postfixového vyrazu. Tyto dvé metody jsou vyuzivany vzdy, pokud je pro
vypocet vyzadovana funkéni hodnota funkce v urcitém bodé nebo napiiklad hod-
nota urcitého algebraického vyrazu. Ke kooperaci s touto vrstvou dochazi i smérem
od prezentacni vrstvy, protoze tyto metody jsou vyuzity kuptikladu pro prevod
uzivatelského vstupu (zadani funkei, mezi intervalu, presnosti, pocatecnich hodnot,
analyticky zadanych prvnich nebo druhych derivaci, prvka matic a vektoru, uzlovych
bodu a dalsich vstupnich dat) do formatu, se kterym jsou metody implementa¢ni
vrstvy schopny pracovat. Provazanost vrstev se dédle vyuziva pro prevod vstupnich
dat zadanych ve formé neformatovaného textu do MathML kédu nebo pro vykres-
lovani grafi.

Metody RPN a ComputeRPN jsou nejcastéji vykondvanymi metodami v celé
aplikaci.

7.2.1 Parser

Kontrolni a vypocetni vrstva nachazejici se uprostted modelu aplikace obsahuje
metody slouzici mimo jiné i pro kontrolu spravnosti zadanych dat uzivatelem. Tyto
metoda jsou implementovany pomoci regularnich vyrazu ve tridé Reg.

Parser pro ovéreni spravnosti uzivatelského vstupu pracuje ve ¢étytech krocich.
Prvnim z nich je pfiprava pro ovérovani, kterd spo¢iva v naplnéni dvou seznamu
reguldrnimi vyrazy. Prvni seznam ovéruje spravnou posloupnost znaku (napiiklad,
ze za znaménkem pro ndsobeni nésleduje zavorka, ¢islo, funkce nebo nezndm4).
Do druhého seznamu se postupné pridavaji regularni vyrazy, které také ovéruji, zda
je vstup korektni ¢i nikoliv. Rozdil téchto seznamu spociva v tom, ze prvni seznam
pouze ovéruje, zdali néjaka cast vstupniho fetézce odpovida regularnimu vyrazu, na-
proti tomu druhy seznam ze vstupniho fetézce vyjima retézce odpovidajici danému
regularnimu vyrazu. Po naplnéni obou seznamu se vstupni fetézec nejprve porovna
s vyrazy prviniho seznamu. Jestlize je nalezena shoda, tak algoritmus ovérovani konéi,
protoze uzivatelsky vstup neni validni. Déale nasleduje ovéreni uzivatelského vstupu
pomoci regularnich vyrazu druhého seznamu. Jestlize je nalezena shoda, tak je na-
lezeny tetézec odstranén ze vstupniho tetézce. V dalSich krocich se tedy pracuje
s novym zkracenym fetézcem. Ve vSech regularnich vyrazech druhého seznamu se
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nevyskytuji zavorky, protoze jejich spravny pocet a umisténi se testuji az v zavérecné
fazi. Po odstranéni fetézcu pomoci regularnich vyrazu druhého seznamu vznikne
novy fetézec, ktery by mel obsahovat pouze zavorky, jestlize obsahuje i néjaké znaky
navic, pak je uzivatelsky vstup nespravny. V pripadé, ze obsahuje pouze zavorky,
tak se musi ovérit jejich spravnost ve smyslu poc¢tu a umisténi téchto zavorek.

P1i kontrole zavorek se nabizely dvé moznosti. Prvni z nich bylo ovéreni poctu
levych a pravych zavorek. Tato moznost ovSem neovérovala jejich spravné umisténi, a
proto bylo nutné vymyslet jiné feseni. Toto feseni spoc¢iva v pouziti cyklu, ktery konéi
pouze v pripadé, ze vstupni fetézec je po upraveé stejny jako v minulém cyklu nebo
ze vstupni fetézec ma nulovou délku. Jadrem tohoto cyklu je regularni vyraz, ktery
z daného vstupniho fetézce vymaze levou a pravou zavorku, které nasleduji v fetézci
za sebou, ¢imz se tyto zavorky postupné zevniti odstranuji. Jestlize byl uzivatelsky
vstup v poradku, zustane na konci algoritmu fetézec nulové délky. Pokud je zadany
fetézec prohlasen parserem za chybny, je uzivatel informovéan o tom, ze musi vstupni
data opravit.

Touto kontrolou predejdeme problémum, které by byly zptusobeny vysSetfovanim
neplatného vyrazu pomoci Reverzni polské notace, ¢i jejiho vycisleni, kdy by doslo
k selhédni programu. V opac¢ném piipadé by byl vyraz vyhodnocen spatné. Pouziti
reguldrnich vyrazu je pro tento zpusob ovérovani vstupu vyhodné, protoze je jed-
noduse modifikovatelny a nevyzaduje zasah do logiky programu.

7.2.2 Reverzni polska notace

Reverzni polskd notace je zpusob zépisu aritmetickych, algebraickych, ¢i analy-
tickych vyrazi. Tato postfixové notace snizuje naroky na pamét pocitace a zejména
v minulosti byla ¢asto vyuzivana v kalkulatorech. Déle je vyuzivana naptiklad
pii tvorbé prekladace nebo interpretu pro programovaci jazyky. Jeji princip spo¢iva
v umisténi operandu pied operdtor. Mluvime tedy o postfixové notaci, kdy pro jedno-
znacnost zapisu nepotiebujeme vyuzivat zavorky, jako v klasické notaci infixové [49].

Jednim ze zpusobu, jak prevést matematické zapisy z infixové do postfixové no-
tace je Shunting - Yard algoritmus vyvinuty Edgarem Dijsktrou. Tento algoritmus
je implementovan v metodé RPN. V aplikaci je zakladni postfixova notace rozsitena
o moznost zadavani goniometrickych funkci, dekadického a prirozeného logaritmu,
Eulerova ¢isla, Ludolfova ¢isla, nebo o parametr funkci. Pred vlastnim algoritmem
jsou volany metody slouzici k upraveé vstupniho vyrazu. Nejdiive je volana metoda
EditSigned, kde pomoci regularnich vyrazu dochazi k nahrazeni vedle sebe stojicich
znamének plus nebo minus (a jejich kombinace) jednim znaménkem. V metodé Con-
vertDecNumToFraction dochézi k prevedeni desetinného ¢isla na zlomek. Dale je
zde zlomek blize analyzovan a pripadné zkracen do zakladniho tvaru. Touto metodu
navic odstranime z vyrazu desetinnou tecku, kterou pro prevod do postfixové no-
tace nepottebujeme. Nasledné pomoci metody AddMultiplyOperator doplnime znaky
nasobeni mezi dvé vedle sebe stojici zavorky, ¢islo a zavorku nebo ¢islo a proménnou.
Tim umoznime uzivateli zadavat vyrazy bez toho, aniz by musel explicitné zadavat
znak nasobeni.

Pro zajisténi veétsi stability pfevodu vyrazu do postfixové notace bylo tieba
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osettit pripady, kdy vstupni vyraz obsahuje binarni operator s pouze jednim ope-
randem (napiiklad vyraz —2). V tomto piipadé by prevod selhal, protoze by ne-
byl nalezen druhy operand, respektive vstupni vyraz by obsahoval znaménko navic.
Z toho duvodu jsou v metodé DetectUnaryOperator ve vstupnim vyrazu vyhledany
vSechny tyto pripady, pricemz po jejich nalezeni dochézi k naslednému zabaleni
operatoru do vyrazu (0 + operdtor + 1).operand. Tim dojde ke zméné unérniho
operatoru na binarni.

Po vykonani metod, které slouzi k upravé vyrazu, je aplikovan vlastni RPN
algoritmus. V ramci tohoto algoritmu nejdiive vytvorime instanci tiidy Stack. Poté
pomoci cyklu prochazime vstupni vyraz. V tomto cyklu nejdiive zjistime, jestli je
-ty znak vstupniho fetézce ¢islem, proménnou, Eulerovym c¢islem nebo cislem 7.
Pokud ano, ptidame jej do proménné output. Jestlize je i-ty znak pismenem, priddme
jej do proménné function. Pokud tento znak nevyhovuje témto dvéma podminkam,
jedna se s nejveétsi pravdépodobnosti o znak mezery, zavorky nebo operatoru.

Detekujeme-li levou zavorku, je vlozena na vrchol zésobniku s nulovou prioritou.
Je-li naopak detekovana prava zavorka, pridame do proménné output znak z vrcholu
zasobniku, ktery z néj nasledné odstranime. Tento postup je tteba opakovat do té
doby, nez narazime na levou zavorku. V pripadé detekce operatoru dochazi k roz-
poznani konkrétniho operatoru, nacez je nastavena proménna priority. Tato priorita
je porovnavana s prioritou prvku na vrcholu zasobniku. V piipadé, ze je priorita
vétsi, je uzel na vrcholu predéan do proménné output a odstranén ze zasobniku. Pri-
orita operatoru je porovnavana s novym vrcholem. Toto je opakovano, dokud neni
priorita operatoru vétsi nez priorita vrcholu zasobniku. Nasledné je operator pridan
na vrchol. Stejny postup je aplikovan v piipadé detekce funkce. Na konci celého
procesu je infixovy zdpis preveden na postfixovy.

Operdtor Priorita
leva zavorka 0
sCitani, odcitani 1
nasobeni, déleni 2
umocnéni, funkce 3

Tabulka 7.1: Priorita operatoru v metodé RPN

Princip algoritmu osvétlime na piikladu. Méjme dan vyraz sin(2 + pi) — 6/10.
Ptred vlastnim vlastnim zahédjenim Shunting - Yard algoritmu dojde k ipravé vyrazu

na vyraz
sin(2 + pi) — 3/5. (7.1)

Do proménné function prochazenim vstupniho tetézce pridame vyraz sin. Nésledné
je ulozena funkce sinus na vrchol prazdného zasobniku s prioritou t¥i. Behem ptistiho
pruchodu vstupniho tetézce detekujeme levou zavorku, kterou ptridame na vrchol
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zasobniku s nulovou prioritou. Do proménné output pridame cislo dvé a detekujeme
operator plus. Nastavime prioritu jedna, kterou porovname s vrcholem zasobniku.
Na vrcholu zasobniku je leva zavorka s nulovou prioritou, a proto nic nebrani
ve vlozeni operatoru plus na vrchol zasobniku. Do output ulozime ¢islo pi a deteku-
jeme pravou zavorku. Nasledné pieradime vSechny prvky ze zasobniku do proménné
output, dokud nenarazime na levou zavorku v zasobniku. V nasem pripadé od-
stranime ze zasobniku pouze operator plus (pridan do output) a poté levou zavorku.
V dalsim kroku detekuje algoritmus operator minus. Tento operator pridame na vr-
chol zasobniku, ovsem pred timto vlastnim pridanim musime z vrcholu zasobniku
odstranit funkei sinus a predat ji do output (m4 prioritu tii). Do output déle priddme
¢islo t1i a opét detekujeme operator déleni. Jelikoz mu prifadime prioritu dvé, muze
byt okamzité vlozen do zasobniku pted operator minus. Nyni pridame do vystupu
¢islo pét. V zasobniku zbyly dva operatory. Jeden pro déleni a druhy pro odecitani.
Tyto operatory tedy pridame do output a vyprazdnime zasobnik. Vystup RPN me-
tody naseho prikladu vypada tedy takto:

2pi + sin35/) —. (7.2)

Poslednim krokem je vy¢cisleni vyrazu. Vycisleni daného vyrazu v aplikaci zajistuje
metoda ComputeRPN. V ComputeRPN nejdiive vytvorime instanci tiidy Stack.
Poté rozdélime podle mezer piichozi postfixovy vyraz do pole expressions. V cyklu
testujeme nejprve s jakym prvkem pole expressions v dané iteraci pracujeme. Jestlize
detekujeme ¢islo, pritadime tuto hodnotu do zasobniku. Déle muzeme detekovat
textovy fetézec. Pokud tento fetézec odpovida nékteré z povolenych funkei, je z vr-
cholu zasobniku vyjmut operand, ktery se predd k vypocteni dané matematické
funkce v tomto bodé. Pokud by nedoslo k zachyceni chybného uzivatelského vstupu
ve ttidé Reg a Tetézec by neodpovidal zadné funkci z uvazovaného seznamu funkei,
dojde k vyslani fidictho signédlu pres objekt delegatu, nacez GUI vrstva v obsluzné
metodé delegata kontaktuje uzivatele o chybném vstupu.

V pripadé detekovani operatoru je situace obdobné. Ze zasobniku ovsem vybirame
operandy dva, pficemz je na né nutné aplikovat matematickou operaci s obracenym
poradim operandu, coz je dano LIFO charakteristikou zasobniku.

Po dokonceni této operace testujeme pocet zbylych polozek v zasobniku. Jestlize
je pocet zbylych polozek vétsi nez jedna, muzeme predpokladat chybu v zadani
a opét dochazi k upozornéni uzivatele skrze GUI vrstvu. V opaéném pripadé vracime
polozku z vrcholu zasobniku, kde je ulozen vysledek. Pokusime se nyni vycislit vyraz
2pi + sin35/ —.

Nejprve dochazi k detekci ¢isla dveé, které se ulozi do prazdného zasobniku.
V dalsi iteraci je detekovana konstanta pi. kterou vlozime na vrchol zasobniku. Nyni
rozpozname operator plus. Z vrcholu zasobniku vezmeme dva po sobé jdouci ope-
randy a provedeme jejich soucet. Tento soucet opét vlozime do zasobniku. V dalsi
iteraci budeme pracovat s fetézcem sin. Vyjmeme hodnotu z vrcholu zasobniku
a zavolame matematickou operaci pro vypocet hodnoty funkce sinus v bodé 2 + pr.
Vysledek opét vlozime na vrchol zésobniku. Cislo tii priddme na vrchol zasobniku,
stejnou operaci provedeme i s cislem pét. V dalsim kroku rozpozname operator
déleni. Nyni, stejné jako v ptipadé operdtoru plus, vyjmeme ze zasobniku dva nejvyse
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umisténé operandy a provede jejich podil, ktery vlozime zpét do zasobniku. V in-
stanci zdsobniku se nyni nachézi dvé hodnoty, a to 3/5 a sin(2+pi), které v posledni
iteraci odecteme a tento vysledek ulozime do zasobniku. V zasobniku zbyl pouze je-
den prvek, pficemz tento prvek je vysledek vyrazu sin(2 + pi) — 3/5.

7.3 Prezentacni vrstva aplikace

V dalsi casti charakterizujeme nejvyssi vrstvu aplikace a popiSeme vlastnosti
spole¢né pro vsechny jeji ¢asti. Prezentacni vrstva aplikace je tvorena ivodnim for-
mulafem a dalsimi formuléri, které slouzi pro zadavani dat a zobrazovani vysledku
uzivateli. Kazdy formuldf je propojen jednak s kontrolni a vypocetni vrstvou, a jed-
nak s vrstvou implementacni.

7.3.1 Uvodni formula¥

Implementaci ivodniho formulédfe nalezneme ve tiidé MainMenu. Pomoci tohoto
formulare si uzivatel z top-level menu vybere piislusnou numerickou metodu. Jakmile
tuto metodu zvoli, dojde v této tiidé k vytvoreni prislusného objektu formulare dané
numerické kategorie a k jeho zobrazeni. Pokud si uzivatel vybere cvicnou tulohu,
vytvori se objekt tiidy SelectMethod obsahujici seznam implementovanych metod
dané numerické kategorie. Po vybrani piislusné metody, dojde k vytvotreni formulére
SelectTask, jez obsahuje seznam pripravenych cviénych tloh pro danou metodu.
Kazda cvicna iloha je ulozena ve formé XML souboru. Pii vytvéareni tohoto seznamu
dojde k vytvoreni instance tiidy XMLParser, ktera zkontroluje pomoci metody Chec-
kByXSD strukturu XML souboru pomoci predpripraveného XSD souboru. Cvi¢né
ulohy, které nejsou validni vzhledem k danému XSD, jsou v seznamu tloh podbar-
veny cervené a obsahuji chybovou zpravu z XMLParser. Takto oznacené tilohy neni
mozné zvolit, protoze nejsou vzhledem k aplikaci v poradku. Jakmile si uzivatel vy-
bere cvicnou ulohu, dojde k vyextrahovani zadani z XML dokumentu cviéné ulohy
a vytvori se formuldr prislusné numerické metody, kterému preddame vsechna data
nutnd pro vypocet dané tlohy vcéetné pripadné poznamky k tloze. Tyto tdaje jsou
automaticky predvyplnény ve vstupni ¢dsti formulaiu numerickych metod.

Sadu cviénych tloh lze editovat. Kazdy formulaf pro vypocet matematické tlohy
obsahuje tlacitko pro ptidani ulohy a tlacitko pro napsani pozndamky k dané tloze.
Smazani ulohy je mozné zvolenim Smazat ulohu v kontextovém menu kazdé tlohy.

Programového navrhu tvodni obrazovky aplikace je vyuzito i v tom pripadé,
kdy uzivatel chce stejnou ulohu vypocitat pomoci jiné metody bez toho, aniz by
musel stejné zadani prepisovat do nového formulare. V tomto piipadé si muze vybrat
zvolenou metodu ze seznamu umisténého ve formulaii dané numerické metody.

7.3.2 Formulafe numerickych metod

Formuldre numerickych metod jsou rozdéleny do dvou césti. Prvni ¢ast slouzi
pro zadavani vstupnich dat uzivatelem. Druhd ¢ést je urcena hlavné pro zobrazeni
informaci s feSenim dané ulohy ve formé HTML stranky. V aplikaci je implemen-
tovano sedm téchto formulaitu. Kazdy formular se prizpusobuje konkrétni numerické
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metodé pomoci funkei DisableComponents a AlignComponents. Jejich provedenim
dojde k vypnuti vSech v danou chvili nepotiebnych prvku formulaie a zarovnani
zbylych komponent. V kazdém formulaii je kromé povinnych vstupnich poli vy-
tvoten ListBor obsahujici seznam vSech metod implementovanych v dané katego-
rii. Vybranim jedné z nabizenych metod dojde interné k preneseni vstupnich dat
do tridy MainMenu, kde se vytvoii novy formular uplné stejnym zpusobem jako
v piipadé cviénych tloh, tj. do konstruktoru nového formulére vlozime ptenesend
vstupni data puvodni metody a vyplnime jimi vstupni pole tohoto nového formulare,
¢imz uzivateli vyznamné usnadnime a urychlime praci s programem, jelikoz je osvo-
bozen od zadavani stejnych vstupnich dat v situacich, kdy potiebuje stejny priklad
vyTesit pomoci vice metod.

Dalsim spole¢nym prvkem vsech formulaiu je Trackbar s jehoz pomoci muze
uzivatel ménit velikost pisma bez toho, aniz by muselo dojit k novému ptekresleni
vystupni ¢asti formulare. Absence nutnosti prekresleni je dana pouzitou knihovnou
pro zobrazovani matematickych vyrazu, kterd vyuziva technologii AJAX. Pomoci
této technologie muzeme ménit obsah webové stranky pravé bez nutnosti jejtho
plného znovunacteni.

V aplikaci je mysleno i na situaci, kdy by uzivatel mohl mit zajem pouze o vysledek
dané ulohy. K tomuto nastaveni staci odskrtnout Checkbox tykajici se zobrazeni
mezivysledku. Po této zméné dojde automaticky k vygenerovani a zobrazeni nové
HTML stranky, ktera jiz neobsahuje postup vypoctu, ale pouze feseni dané tlohy.

Kazdym formular je dale vybaven numeric UpDown komponentou, pomoci které
lze nastavit maximalni pocet desetinnych mist zobrazenych u vsech ¢isel obsazenych
ve vysledné webové strance.

Pro cvi¢éné tilohy jsou urceny dveé tlacitka Pridat wlohu a Pridat pozndmku. Stisk-
nutim tlacitka Pridat ilohu dochazi v pozadi aplikace k vytvoreni XML souboru dané
ulohy, ktery obsahuje zadani tloh a pripadnou poznamku k tomuto prikladu. Tento
soubor je déale porovnavan s jiz existujicimi XML soubory dané metody. Jestlize
jsou dané dokumenty shodné, je uzivatel informovéan o tom, ze dany priklad se mezi
cviénymi ilohami vyskytuje a neni pridan k ostatnim cvicnym uloham. Jinak je vy-
tvoreny XML soubor ulozen mezi ostatni. V pripadé, ze uzivatel nacte do aplikace
cvicnou ulohu s poznamkou, je jeji obsah automaticky vlozen do formulafe Note,
kde je pripravena k piipadné editaci.

Poslednim tlacitkem ve vstupni casti formulaie je tlacitko Vypocitej, které je
aktivni jen tehdy, kdyz jsou vyplnéna vSechna povinna vstupni pole. Po stisknuti
tohoto tlacitka dojde k zavolani metody CheckInput, pomoci které bude provedena
kontrola validnosti uzivatelem zadanych vstupnich dat (dochdzi k interakei s kon-
trolni a vypocetni mezivrstvou). Pokud uzivatelsky vstup neni validni, dojde k in-
formovani uzivatele pomoci dialogového okna s prislusnou chybou. V opacné situ-
aci dojde k predani pozadavku vypoctu BackGroundWorkeru, ktery ziskd teseni
dané ulohy na dalsim vlakné aplikace. Po skonceni vypoctu si v nejvyssi vrstve
prevezmeme predavanou strukturu dat z implementacni vrstvy a zavolame obsluznou
metodu, ktera zajisti vytvoreni webové stranky, jez obsahuje kromeé jiného i MathML
kod.

MathML je matematicky znackovaci jazyk zalozeny na bazi XML dokumentu
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urceny pro zapis matematickych vyrazu.
Pro usnadnéni tvorby MathML kodu byla vytvorena statickd tiida MathmlGen,
ktera obsahuje struktury pro tvorbu MathML tagu. Naptiklad vyraz

cos(z*)/(z — 2) (7.3)
zapsany ve formé MathML kédu vypada takto:

<math xmlns="http://www.w3.org/1998/Math/MathML’ >
<mfrac>
<mrow>
<mi>cos </mi>
<mo>(</mo>
<msup>
<mi>x</mi>
<mn>3< /mm>
< /msup>
<mo>)</mo>
< /mrow>
<mrow>
<mi>x</mi>
<mo>—</mo>
<mn>2< /mn>
< /mrow>
</mfrac>
</math>

Pomoci aplikace vytvoiime ruéné tento vyraz timto zpusobem:

Mathml. HeaderMath (Mathml. Display . inline)
+ Mathml. Frac (Mathml. Literal (" cos”)
+ Mathml.LZ 4+ Mathml. Sup (
Mathml. Literal ("x"),
Mathml. Constant (3))
+ Mathml.PZ,
Mathml.LZ
+ Mathml. Literal ("x”) + Mathml. Minus
+ Mathml. Constant (2)
+ Mathml.PZ)
+ Mathml. EndMath ;

Naznaceny zpusob generovani matematickych vyrazu je vyuzit jednak pro vsechny
predpisy a vzorce numerickych metod v aplikaci, a jednak pii kazdém generovani
postupu vypoctu a vysledku spoctené matematické ulohy. Pro vystupy metod bylo
tfeba navic vymyslet algoritmus, ktery by automaticky prevedl v podstaté libovolna
uzivatelskd a veskera proménna data ve vypisech do MathML podoby. Tento algo-
ritmus nalezneme ve ttidé TextToMathml v metodé GenTextToMathml.

Zéakladni myslenka algoritmu je zaloZzena na nasledujici ivaze. Nejprve prevedeme
prichozi matematicky vyraz do postfixové notace pomoci metody RPN a rozdélime
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podle mezer do seznamu. Nyni budeme pomoci smycky prochézet tento seznam
a vzdy, kdyz narazime na binarni operator, prevedeme dva predchozi prvky do kodu
MathML (v pfipadé, Ze narazime na funkci, je situace obdobna pouze s tim rozdilem,
ze nebereme v uvahu dva predchozi prvky, ale pouze jeden). Nalezené polozky
spojime v jeden vysledny prvek, pricemz mezi né vlozime MathML kéd piislusného
operatoru (plus, minus, nasobeni nebo mocnéni). V ostatnich piipadech (funkece,
odmocnina ¢ déleni) jsou operandy umistény do pripravenych MathML konstrukei.
Operandy véetné operatoru vymazeme ze seznamu a na jejich misto vlozime ziskanou
polozku v MathML podobé. Tento postup budeme opakovat do doby, nez ziskame
jeden vysledny prvek. Obrazek 7.2 ilustruje postup pievodu vyrazu cos(x?)/(z — 2)
do MathML.

math><mfrac><mrow=<mi mathvariant="italic' mathsize="normal>cos</mi><mrow=><mo>
</mo><msup><mrow><mi mathvariant='italic' mathsize="normal >x</mi></mrow><mrow>
<mn>3</mn></mrow></msup><mo=>)</mo></mrow></mrow><mrow=<mi
mathvariant='italic' mathsize="normal'sx</mi=<mo>-</mo><mn=>2</mn></mrow></mfrac>
</math>

<mi mathvariant='italic' mathsize="normal'>cos</mi><mi
mathvariant='italic' mathsize='normal’></mi><mrow><mo>
(</mo><msup><mrow=<mi mathvariant='italic'
mathsize="normal'>x</mi></mrow><mrow><mn>3</mn>
</mrow></msup><mi mathvariant=fitalic' mathsize='normal'>
</miz<mo=)</mo></mrow=

A r Y
<Msup><mrow><mi
mathvariant=ltalic'
) : . e
mathsize="normal’>x</mi></mrow= <mi mathvariant='italic
<mrow><mn>3</mn></mrow> mathsize="normal>x</mi>
</msup>" <mo>-</mo><mn>2</mn>
A A ~ Fy A A
L Jus i Jles ) L Jl2 JU- JU 7

Obréazek 7.2: Ukazka prevodu vyrazu do MathML

Nejprve detekujeme operator mocnéni, ktery spojime s operandy x a 3 v jednu
MathML konstrukei. Operdtor véetné operandu vymazeme ze seznamu a na je-
jich misto vlozime ziskanou polozku. V dalsim pruchodu nalezneme goniometric-
kou funkci cosinus, jejiz konstrukci predame jako parametr predchozi prvek. Opét
zmensime seznam. Dalsim detekovanym operatorem je operator minus a vytvorime
MathML prvek spojenim se dvéma predchozimi operandy. V tuto chvili se v se-
znamu nachazi dvé dilei MathML kody a operator déleni. Pro tento operator je
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pripravena prislusna struktura, které jako parametr predame posledni dva prvky.
Touto stromovou konstrukei ziskdme vysledny MathML kéd uvazovaného vyrazu.

Vzhledem k tomu, ze vyrazy zapsané pomoci RPN notace nevyzaduji zavorky,
bylo nutné implementovat metodu, pomoci které rozpozname jejich puvodni umistént,
abychom je byly schopni zpétné vykreslit ve vystupni ¢asti formulare.

Resenfm bylo porovnan{ poétu vnofenych vyrazi (které jsou obaleny zavorkami)
a operatoru v daném vyrazu. Pokud je operatoru vice nez vnorenych vyrazu, bude
vyraz umistén mezi zavorky.

Pro vyrenderovani MathML je v aplikaci vyuzita javascriptova knihovna MathJax,
ktera je urcena pro zobrazovani matematickych vyrazu ve webovych prohlizecich
sazenych za pomoci KTEX nebo MathML. Pro snazsi vygenerovani webové stranky
byla vytvorena statickd tfida HTMLGen. Tato tfida je svym navrhem velice podobna
tridé MathMLGen, protoze obsahuje metody, které usnadnuji zapis HTML tagu. Vy-
generovanda HTML stranka bude nasledné zobrazena uzivateli ve vystupni ¢asti for-
muléfte.

Vystupni ¢ast kazdého formulare obsahuje TabControl s dvéma strankami. Prvni
stranka obsahuje komponentu Awesomium, coz je webovy prohlize¢ uréeny pro .NET
aplikace nebo programy psané v jazyce C'++. Tato komponenta byla uptednostnéna
zpracovani MathML jazyka. Awesomium je naptiklad schopno si poradit mnohem
lépe s odradkovanim pouzitym v Mathml nez dalsi komponenta podobného zamétent,
kterou je Gecko. Tato komponenta nepodporuje odiadkovani vubec. Dalsi vyraznou
vyhodou této komponenty v porovnani s MSIE prohlize¢em ¢i jiz zminénym Geckem
je moznost vyuziti metod pro export do obrazkového formatu PNG ¢i PDF. Samotni
vyvojari Awesomia si navic polozili za jako jeden z hlavnich cilu pfidani podpory
tzv. thread-safe, ktera by prinesla moznost multithreadingu pri manipulaci s touto
komponentou.

Prvni stranka TabControl obsahuje také nabidku, jejiz prvni polozka je urcena
pro konverzi HTML vystupt metod do dalsich formatu. V aplikaci jsou podporovany
prevody do XML, HTML, PDF, JPG, GIF, PNG, BMP a TIFF. Druhéd polozka
nabidky slouzi k vybéru cviéné ulohy pro danou numerickou metodu.

Druhéa stranka TabControl obsahuje komponentu AcroPDF, ve které jsou zob-
razovany PDF soubory obsahujici charakteristiku implementovanych numerickych
metod.

Kromé samotného vypoctu jsou HTML stranky generované metodami z ob-
lasti aproximace funkce, Newton - Cotesovy vzorce a feSeni nelinearnich rovnic do-
plnény o obrazky graft. Jejich implementaci nalezneme ve tiidé Graph. Ptislusné
grafy vykreslime v prezentacni vrstve tak, ze vyuzijeme ziskané struktury piijaté
z nejnizsi vrstvy. Z téchto struktur zjistime predpisy funkci, které budeme v sou-
stavé soutadnic zobrazovat. Zjisténé predpisy odesleme do kontrolni a vypocetni
vrstvy aplikace, kde vypocteme funkéni hodnotu na pozadovaném intervalu v cel-
kem ¢tyT stech bodech. Body nésledné prolozime Beziérovou kiivkou. Ziskany graf
je vlozen do bitmapy a ulozen jako obrazek ve formatu PNG.

V pripadé metod pro feseni nelinedarnich rovnic a metod pro aproximaci a in-
terpolaci funkce (vyjma interpolacnich splini) je v soustavé souradnic zobrazen
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graf funkce. Metody interpolac¢nich spline funkci zobrazuji v soustavé soutradnic
na kazdém podintervalu graf interpola¢niho polynomu. U Newton - Cotesovych
vzorcu je kromé grafu funkce barevneé ilustrovana spoctena plocha integralu. Jestlize
uzivatel zvoli slozenou variantu Newton - Cotesovych vzorcu je zobrazen graf funkce
s barevné vyznacenou plochou, jejiz obsah vyhovuje pozadavku zadané presnosti.
Vybarvena plocha se skladd z dil¢ich ¢ésti odpovidajicich spoc¢tenému integrélu
funkce na kazdém z uvazovanych podintervalu.

V dalsi ¢asti popiseme postup prevodu HTML stranky do dalsich formatu. Tyto
algoritmy jsou k nalezeni ve tiidé Exports.

Princip exportu do XML spoé¢iva v odstranéni vsech HTML tagu a atributu
z vygenerované webové stranky pomoci ptripraveného regularniho vyrazu. Vyjimku
tvori HTML tag span obsahujici text, ktery je nahrazen MathML tagem mtext, ¢imz
neztratime pii této konverzi zadny text z dané webové stranky. Po tomto prevodu
je na zacatek vzniklého souboru umisténa XML hlavicka a soubor je ulozen.

Uzivatel muze z aplikace extrahovat piimo vygenerovanou webovou stranku.
Pti tomto exportu dochdzi k vytvoreni nového HTML souboru, ktery obsahuje zdro-
jovy kod vygenerované webové stranky. Je-li soucasti webové stranky i graf, pak je
obrazek grafu zkopirovan do stejné slozky jako ptislusny HTML dokument.

Pti tvorbé exportu do nékterého grafického formatu nebo do formatu PDF byla
cely obrazek v pripadé vypoctu tloh, pro které byla vygenerovana HTML stranka,
k jejimuz plnému zobrazeni v aplikaci bylo nutné vyuzit posuvniku. Pokud bychom
v tomto okamziku chtéli vytvorit prislusny export, tak by obrazek obsahoval pouze
viditelnou ¢ast vypoctu. Z tohoto duvodu bylo vyuzito potencidlu Awesomia, kdy bylo
nutné nejprve zjistit sitku a vysku vygenerované HTML stranky. Toho bylo dosazeno
pomoci Javascriptu, kdy kazda vygenerovand HTML stranka v aplikaci obsahuje ja-
vascriptové funkce pro ziskani téchto informaci. Dale jsme vytvorili instanci tiidy
WebView, které bylo zapotiebi predat zjisténé rozméry a cestu k HTML doku-
mentu. Vyhodou této tfidy je schopnost nacteni a vykresleni HTML stranky bez
toho, aniz by danad plocha musela byt zobrazena. Po vykresleni celé stranky do-
jde ke zjisténi rozmeéru webové stranky a podle nich k tpravé velikosti Web View.
Timto postupem dosdhneme stavu, kdy WebView pojme celou HTML stranku
bez nutnosti pouziti posuvniku, a tudiz pti ulozeni plochy WebView jako obrazku
bude viditelnd cela tloha. Béhem exportu se zaroven snazime o to, aby ani jeden
z rozméru nebyl o mnoho vétsi nez druhy. Pokud se tak stane, zmensime velikost
pisma v HTML strance (véetné velikosti pisma pouzitého v ramci MathML kodu)
a opétovné nacteme stranku, ¢imz dojde ke zmenseni rozdilu mezi sitkou a vyskou
stranky. Toto opakujeme vsak nejvyse trikrat, pricemz minimalni velikost pisma je
Sestnact. Je-li v pripadé konverze do formatu PDF sitka vétsi nez maximalni povo-
lend sitka, dochazi k vytvoreni PDF souboru orientovaného na sitku.

Béhem exportu je uzivateli zobrazeno dialogové okno nesouci informaci o prave
probihajici konverzi. Jakmile je export dokoncen, dialogové okno zmizi a ve stavové
listé v levém dolnim rohu formulédfe se objevi zprava s informaci o dokonéeném ex-
portu. Uzivatel muze vytvoreny soubor oteviit z aplikace kliknutim na ikonu slozky
vedle této stavové informace. Soubor je otevien ve stejném programu, s jakym ma
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uzivatel nastavenou asociaci v ramci jeho operacniho systému.

Slabinou tohoto feseni je, ze Awesomium v soucasné dobé nepodporuje moznost
provedeni vykresleni na separovaném vlakné, coz u iloh s rozsahlym postupem
prinasi nemoznost prace s formularem po dobu provadéni exportu.

Dalsi nevyhodou zejména v pripadé exportu do formatu PDF je doba konverze,
ktera je dédna predevsim rychlosti metody PrintToFile. Tato metoda je soucasti
Awesomia a slouzi pro samotné vytvotreni a nasledné ulozeni PDF souboru z ptilozené
HTML stranky.

7.4 llustrace interakce vrstev aplikace

V posledni ¢asti diplomové prace nastinime interakei vrstev pii vypoctech mate-
matickych tloh pomoci vybranych numerickych metod a z ruznych pohledu priblizime
déni v pozadi aplikace.

7.4.1 Numericka integrace

Prvni kategorii, kterou budeme blize charakterizovat, je numericka integrace.
V okamziku kdy uzivatel zvoli v hlavnim menu programu metodu numerické inte-
grace, je ve tiidé MainMenu vyvolana udélost SelectintegrationMethod_Click, kteréd
ziské celociselny identifikator (ID) metody a zavold metodu SelectIntegrationMe-
thod. Tato metoda na zakladé identifikatoru vytvorii instanci tf¥idy Integration win,
které preda ziskané ID metody. V prezentacni vrstvé dochazi k lokalizaci a vypnuti
aktualné nepotiebnych komponent formulédre a pripojeni obsluznych metod pro de-
legéty a inicializaci ttidy BackGroundWorker, kterd slouzi pro obsluhu aplikace na
urovni vldken. Uzivatel nyni vyplni vSechna vstupni pole v horni ¢ésti zobrazeného
formulédre, provede nastaveni tykajici se poctu pozadovanych desetinnych mist ¢i
pozadavku o zobrazeni mezivysledku a stiskne tlacitko Vypocite.

V tuto chvili dochazi v prezentacni a kontrolni vrstvé k validaci vstupnich udaju
a testu jejich smysluplnosti. Diky provazanosti vrstev mohou vSechny vstupni polozky
v celé aplikaci obsahovat funkce a algebraické vyrazy. V pripadé, ze vstupni data
nejsou validni, je uzivateli zobrazeno dialogové okno sdélujici konkrétni pricinu. Po-
kud zadny z validatoru vstupnich dat nezastavi proces vyvolanim chyby, je nad
daty zavolana anonymni metoda fungujici na separovaném vlakné, kterd na zaklade
¢iselného identifikatoru spusti konkrétni metodu implementaéni vrstvy, jez preda
pozadované parametry v souladu s kapitolou 7.1. V implementacni vrstvé nyni
dochazi k vypoctu zadané tulohy, k ¢emuz vyuziva kontrolni a vypocetni vrstvu
(konkrétné metodu RPN a ComputeRPN tiidy Expression) pro vycisleni funkéni
hodnoty funkce v daném bodé.

Po ukonceni vypoctu je zpét nejvyssi vrstvé odeslana prislusna datova struk-
tura nesouci informace o prubéhu vypoctu spolecné s vysledkem zadané tlohy.
V ramci metody DoWork dojde k predani ziskané datové mnoziny obsluzné rutine,
jejimz ikolem je na zakladé prijatych dat vygenerovat webovou stranku se zaddnim
a predpisem metody (tyto predpisy nalezneme ve tfidé Formulas). Pokud uzivatel
vyzaduje postup vypoctu, dojde nejprve k dosazeni do obecnych vztahu metod.
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A7 poté je zobrazen konkrétni postup pti reseni dané ulohy. Na konec webové stranky
umistime do rdmecku barevné odliseny vysledek zadané tlohy.

Patti-li zvolend metoda mezi Newton - Cotesovy vzorce, je soucasti HTML
stranky i obrazek s grafem funkce s barevné vyznacenou plochou vypocteného in-
tegralu. Vysledna HTML stranka je nakonec uzivateli zobrazena v komponenté
Awesomium.

V piipadé, ze béhem vypoctu dojde k chybé, vypocet se prerusi a uzivatel je
o tomto stavu a pri¢iné informovan pomoci obsluznych metod delegatu.

MainMenu Integration_win
‘ SelectinCategory | 1 » Compute Awesomium
"\,_ _,/" &
2 15
h 4
R ' 3 Checkl > 14 D
‘ eg < eckinput ﬁ, r—- one
4
- »  DoWork ‘ )
-
&
10 11
Integration_alg 13 12
6 y Graph 8 9 GenerateHTML
Midpoint )
] ? v
ShowMidpoint

Obrazek 7.3: Zjednoduseny postup vypoctu ilohy obdélnikovym pravidlem s
naslednym zobrazeni pomoci Awesomia

7.4.2 Numericka derivace

Postup vypoctu tloh tykajici se uréeni derivace funkce v bodé je velice podobny
jako v pripadé numerické integrace. Proto se nyni podivdme na interakci vrstev
a déni v pozadi aplikace z pohledu cvi¢nych tloh.

V hlavnim okné programu vyberme cvicné tlohy. V ramci ttidy MainMenu se skrze
metodu numerickdDerivace Cvicne Ulohy_Click vytvoii formular SelectMethod obsa-
hujici prislusné numerické metody z vybrané numerické oblasti. Po vybéru nékteré
z metod se vytvori novy formuldf SelectTask, ktery obsahuje seznam cviénych
uloh. P1i plnéni tohoto seznamu je v ramci metody SelectedDerCategory provedena
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kontrola XML souboru s cviénou tlohou vuéi XSD dokumentu (pomoci metody
CheckByXSD tiidy XMLParser). Vybereme-li konkrétni tlohu dojde déle v metodé
SelectedDerCategory tidy MainMenu nejprve k extrahovani obsahu elementu XML
dokumentu a poté k vytvoreni piislusného formulafe, kterému ovSsem nepredame
pouze ciselny identifikator metody, ale i vSechna extrahovana data. Témito daty
jsou ve formuldari Derivation win predvyplnéna vSechna vstupni pole. Dalsi postup
je jiz analogicky numerické integraci. Po nastaveni pozadovaného poctu desetinnych
mist a zobrazeni mezivysledku stiskneme tlacitko Vypocitej. Ve spolupraci s kon-
trolni a vypocetni vrstvou probéhne kontrola vstupnich dat a v pripadé, Zze neni
zjistén zadny problém, je spustén BackGroundWorker, v jehoz rezii probéhne ko-
operace s implementacni vrstvou. V ramci implementacni vrstvy je ziskano tesSeni,
které je odeslano GUI vrstve. Zde dojde k vygenerovani webové stranky a jejimu
zobrazeni pomoci Awesomia.

MainMenu_win

6
SelectDerCategory |~ *  Derivation_win
* ~
’\ L
1 L
4 5
3
SelectMethod
21 CheckByXSD
~—— SelectTask XMLParser

Obrazek 7.4: Diagram znazornujici nacteni cviéné ulohy

7.4.3 Re3eni nelinearnich rovnic

Jakmile vybereme konkrétni metodu z této numerické kategorie je vytvorena in-
stance tfidy Nelinear solutions win (respektive SeparationOfRoots win v piipadé
Sturmovy posloupnosti). Po inicializaci podpurnych metod a nastaveni nezbytnych
proménych je uzivateli zobrazen formulaf, ve kterém nejprve vyplni pozadované
udaje. V pripadé Newtonovy ¢i Halleyovy metody muze uzivatel vyplnit navic
vstupni pole tykajici se analytického tvaru prvni a druhé derivace. Pokud jsou tato
pole vyplnéna, jsou pouzita prednostné. V opacném piipadé je prvni i druhd deri-
vace pocitdna numericky (prvni derivace funkce v bodé je urcéena pomoci centralni
diference). Na tirovni implementaéni vrstvy tedy dochazi ke spolupréci mezi tiidou
Nelinear Solutions_alg a Derivation_alg . V okamziku vyplnéni pozadovanych
informaci, dochéazi k jejich ovéreni kontrolni a prezentacni vrstvou. V pripadé va-
lidniho vstupu spustime BackGroundWorker, ktery preda tizeni ptislusné metodé
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implementacni vrstvy. Tim vyhradime samotnému vypoctu vlastni vldkno. Vystupem
téchto metod je objekt Nelin_ret, ktery je predan GUI vrstvé. Na zakladé infor-
maci, které nese, je vytvorena webova stranka, kde je postup vypoctu usporadan
ve formé tabulky. Na konec tohoto HTML vypisu je pfipojen graf zadané funkce
ziskany jejim vyhodnocenim ve ¢tyt stech bodech.

7.4.4 Aproximace funkce

Ctvrtou oblasti, kterou budeme blize popisovat je aproximace a interpolace
funkce. Tyto metody blize popiSeme z hlediska jejich programové implementace.
Metody této skupiny lze rozdélit do tii podmnozin.

Prvni podskupina je tvorena interpolacnimi polynomy, ve které jsou implemen-
tovany dvé metody realizujici Newtonuv respektive Lagrangeuv interpolaé¢ni poly-
nom. Po vyplnéni uzlovych bodu a jejich funkéni hodnot probéhne kontrola vali-
dity vstupnich dat. Kromé spravnosti zadani z pohledu spravného zapisu bodu a
funkcénich hodnot je naptiklad kontrolovano, zda nema urcity uzlovy bod pritazeny
dvé funkéni hodnoty (a tudiz by se nejednalo o funkei). BackGround Worker po kon-
trole preda tizeni pozadované metodé implementacni vrstvy.

Metoda LagrangePolynomial nejprve vytvoii jmenovatele a citatele vSech funda-
mentalnich polynomu. Tito ¢itatelé jsou v ramci konkrétniho polynomu roznésobeni.
Soucasné je vypoctena hodnota jeho jmenovatele. Poté dochazi k vytvoreni poly-
nomu vynasobenim ¢itatele a prevracené hodnoty jmenovatele. Ziskany polynom je
vynasoben funkéni hodnotou uzlu z;. Nazna¢enym zptusobem vypocteme vsechny po-
lynomy, které mezi sebou se¢teme, ¢imz ziskame vysledny Lagrangeuv interpola¢ni
polynom.

V piipadé vypoctu Newtonova interpolacniho polynomu dochéazi nejdiive k urceni
pomérnych diferenci pomoci dvou vnorenych cyklu, které jsou nasledné vynasobeny
polynomy ve tvaru x—x;. Zde vyuzivame myslenky, kterou muzeme vy¢ist z predpisu
Newtonova interpola¢niho polynomu (1.12), kdy v i-té iteraci cyklu staéi aktudlni
souc¢in polynomu vynasobit polynomem x — x;, ¢imz usetiime mnoho pocetnich ope-
raci. Timto zpusobem ziskdme soubor polynomu, ze kterych jejich se¢tenim ziskame
vysledny Newtonuv interpola¢ni polynom.

Druhé skupina je tvorena metodami, které jsou zalozeny na interpolaci funkce
pomoci interpolacnich splinu. Princip interpola¢nich spline funkei spociva ve vy-
tvoreni polynomu na diléich intervalech, které jsou vytvoreny mezi vsemi uzlovymi
body. V ptipadé interpolace ptirozenym kubickym splinem sestavime nejprve v sou-
ladu se vztahem (1.44) soustavu rovnic. Na trovni implementa¢ni vrstvy nésledné
dojde ke spolupréci se tiidou Linear_solutions_alg, kdy na vzniklou soustavu
s tridiagonalni matici aplikujeme piimy a zpétny chod Gaussovy eliminace, ¢imz
vypocteme tzv. momenty spline (pro zachovani univerzalnosti predpoklddame ne-
ekvidistantni déleni intervalu). V dalsi fazi vypoctu zjistime podle vztahu (1.26) a
(1.30) hodnoty integra¢nich konstant A; a B;. Poté vyuzijeme operace s polynomy
a vypocteme kubické polynomy na intervalech podle vztahu (1.23).

K vypocteni interpolacnich polynomu bylo nutné v aplikaci implementovat me-
tody umoznujici naptiklad scitat, odecitat nebo nasobit polynomy. Tyto algoritmy

93



nalezneme ve tiidé Polynoms, jejiz metody prijimaji seznamy ¢iselnych hodnot, ob-
sahujici hodnoty koeficienti daného polynomu.

Do posledni skupiny byl zatazen algoritmus metody nejmensich ¢tvercu, ktery
realizuje aproximaci funkce pro obecny stupen polynomu. Tato metoda skladajici se
z nékolika cyklu je implementovana pomoci funkce LeastSquarePolynom. Vyuzitim
smycek jsou vypocteny soucty uvedené ve vztahu (1.49) a které vyuzijeme pro ziskani
feSeni vysledné soustavy linearnich rovnic. Pro ziskani koeficientu hledaného poly-
nomu aplikujeme na vzniklou soustavu linedrnich rovnic ptimy a zpétny chod Gaus-
sovy eliminace.

Po skonceni vypoctu tlohy jakoukoli z uvedenych metod jsou veskeré mezivypocty
spolecné s vysledkem odeslany prezentacni vrstve, kde jeji metody tuto datovou
strukturu pouziji pro vygenerovani a interpretaci vysledné webové stranky uzivateli.
Ve vypisu je kladen duraz na didakti¢nost, a proto u kazdé z metod nalezneme do-
sazeni do obecného vztahu a az poté postup vypoctu konkrétni tlohy s vysledkem.
Vsechny vygenerované webové stranky obsahuji na svém konci graf vypocteného
polynomu se znazornénymi uzlovymi body.

7.4.5 ReSeni soustav linearnich rovnic

Ptedposledni skupinu tykajici se feSeni soustav linearnich rovnic metod budeme
blize charakterizovat zejména z pohledu interpretace vysledku smérem k uzivateli.

Po vytvoreni formulare, jeho nésledné pripravé konkrétni numerické metodeé,
kontrole korektnosti vstupnich dat a vypocteni piislusné ilohy metodou, kterou
nalezneme ve tiidé Linear_solutions_alg, nastava faze vygenerovani vysledného
HTML dokumentu. Ke kazdé numerické metodé urcené pro reseni soustav linearnich
rovnic byla naprogramovana obsluzna metoda, pomoci niz vytvorime MathML kod
obsahujici obecny postup vypoctu, za nimz nasleduje konkrétni vypocet a barevné
odliseny vysledek tlohy. K tomu vyuzivame pfipravenych struktur statické tridy
MathmlGen. Ziskany MathML kéd je opét odeslan BackGroundWorkeru (konkrétné
metodé DoWork), ktery poté zavold metodu GenerateHtml. Tato metoda je jiz
spolecnd pro vsechny metody z dané numerické kategorie. Pro snazsi zapis HTML
tagu dokumentu vyuzivame pripravené konstrukce statické tiidy HTMLGen. Kazdy
vygenerovany soubor za¢ind HTML hlavickou. V této hlaviéce je uvedena cesta
ke knihovné MathJax. Za touto cestou nalezneme konfiguraci této knihovny a ja-
vascriptové funkce vyuzivané pii provadéni exportu do nékterého z obrazkovych
formatu ¢i PDF. Po hlavi¢ce néasleduje shrnuti zadani tlohy a formule zvolené me-
tody. Pro moznost vykresleni predpisu numerickych algoritmu byla vytvorena sta-
tickd tiida Formulas, kterda obsahuje MathML kédy téchto predpisu. Za predpisem
metody nasleduje HTML tag div, do néhoz umistime vygenerovany MathML kod
ulohy. Jakmile tento docasny dokument vytvorime posleme cestu k nému kompo-
nenté Awesomium, kterd ve spolupraci s knihovnou MathJax zajisti interpretaci
vysledku uzivateli véetné vykresleni matematickych vyrazu.
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Obrazek 7.5: Ukéazka postupu generovani HTML pro Gaussovu eliminaci a jeho
zobrazeni pomoci Awesomia

7.4.6 Vlastni &isla a vlastni vektory

V této podkapitole se budeme soustiedit nikoli na interakci mezi vrstvami modelu
aplikace, ale na spolupraci mezi tfidami nejvyssi vrstvy pti pozadavku exportu tlohy.
Jako ilustracni metodu zvolme QR algoritmus s QR rozkladem ziskanym pomoci
Householderovy transformace a demonstrujme situaci, kdy uzivatel chce provést
export postupu a vysledku konkrétni cviéné tlohy zvolené metody.

Z hlavniho okna aplikace zvolime Cvic¢né ulohy a pomoci formulait SelectMethod
a SelectTask si vybereme jednu tlohu ze seznamu pripravenych zadani. Po extra-
hovani XML dokumentu a kontrole vuéi XSD dokumentu, ktery v tomto pripadé
vyzaduje, aby XML soubor povinné obsahoval vstupni vstupni matici, vstupni vek-
tor a pocet iteraci a nepovinné poznamku k tloze, je zadani piikladu preneseno
do formuléfe EigenValues EigenVectors_ win pfipraveného pro metodu QR algo-
ritmu. Uzivatel nyni muze provést nastaveni tykajici se zobrazeni postupu vypoctu
¢i poctu zobrazovanych desetinnych mist a stiskne tlacitko Vypocites.

Jakmile dojde k ovéreni vstupnich dat, je zahdjen proces vypoctu tlohy (koope-
race BackGroundWorkeru s konkrétni metodou implementacni vrstvy). Po skonceni
vypoctu dojde k prenosu ziskané mnoziny dat do funkce ShowHouseHolder urcené

95



k vygenerovani MathML kédu pro QR algoritmus. Vykondnim metody Genera-
teHTML vytvorime soubor, ktery je zobrazen uzivateli.

Nyni si uzivatel ve vystupni ¢asti formuléte zvoli z hlavni nabidky zalozku FEz-
porty a vybere format souboru, do kterého chce provést konverzi.

V ilustracnim piikladé zvolime konverzi do formatu PDF. Uzivateli je zobrazen
SaveDialog, ve kterém zvoli pozadované umisténi PDF dokumentu. Metodou Ezecu-
teJavasctipt WithResult zavolame funkce umisténé v HTML dokumentu vypoctené
ulohy a zjistime rozméry HTML stranky. Tyto idaje spolecné s velikosti pisma a ces-
tou k dokumentu preposleme metodé ToPDF tiidy Export. V ramci této metody za-
volame metodu WebViewLoad a vytvorime instanci tiidy WebView, které predame
rozméry stranky s vypoctenou tlohou QR algoritmu. Nésledné nac¢teme webovou
stranku a zkontrolujeme jestli se vystup vejde na sitku stranky o rozmérech A4.
Jestlize nikoli, zmensime pismo a stranku opétovné nacteme. Toto opakujeme do doby,
dokud je pismo vétsi nez Sestnact. Avsak nejvyse trikrat. Pokud je i poté sitka HTML
dokumentu veétsi, nez sitka strany A4, je ulozen dany PDF soubor na sitku pomoci
dodatecného nastaveni v metodé PrintToF'le.

Béhem téchto operaci je uzivateli zobrazeno dialogové okno informujici o prave
probihajicim exportu. Po dokonceni exportu je dialogové okno uzavieno a pomoci
stavové listy umisténé v levé dolni ¢asti formulare je uzivatel informovan o do-
konceném exportu, ptricemz kliknutim na ikonu slozky muze ziskany PDF soubor
oteviit k nahlédnuti.

Eigenvalues__
eigenvectors_win

- ~

I
’ ToPDF_Click

3 ,

SaveDialog Exports
L > ToPDF
2
sl T4 5] |e
WebViewlLoad PrintToFile

Obrazek 7.6: Ukazka postupu pii exportu do PDF

7.5 Distribuce a instalace aplikace

Pro distribuci aplikace byly vytvoreny webové stranky a zakoupena doména
www .numerickemetody.cz. Na téchto strankach uzivatel nalezne pokyny k insta-
laci aplikace, a zaroven si zde miuze stahnout do svého pocitace text diplomové
prace ve formatu PDF a archiv obsahujici vytvorenou aplikaci. Archiv obsahuje
slozku soubory, v niz jsou umistény cviéné ulohy, PDF soubory popisujici kazdou

96


www.numerickemetody.cz

numerickou kategorii, slozku mathjax2.3, kterd obsahuje potiebné skripty pro vy-
kreslovani matematickych vyrazu, adresar font z néhoz jsou instalovany potiebna
matematickd pisma, cviéné tlohy a instalacni soubory Adobe Readeru a Awesomia.
Samotnou aplikaci nainstalujeme pomérné jednoduchym zpusobem:

1. Stahneme aplikaci ve formatu .zp.

2. Archiv extrahujeme do libovolné slozky pocitace.

3. Otevreme slozku s aplikaci.

4. Spustime soubor Diplomova_prace.exe s opravnénim spravce.

Pti prvnim spusténi, respektive vzdy, kdyz neni detekovana piitomnost potifebnych
soucasti v pocitaci uzivatele, aplikace nainstaluje do pocitace (z duvodu instalace
potiebnych soucasti je vyzadovano opravnéni spravce) Awesomium SDK, Adobe
Reader a matematicka pisma. Po této instalaci je aplikace pripravena k uzivéani.
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Zavér

Cilem této diplomové prace bylo vytvoreni reserse vénujici se vybranym metodam
z Sesti odvétvi numerické matematiky a na jejim zakladé vytvorit aplikaci, jez kromé
vysledku fesené ulohy prezentuje uzivateli podrobny postup vypoctu ulohy.

V prvni ¢asti této prace byla pozornost vénovana vytvoreni teoretické stati,
ve které byly charakterizovany principy a shrnuty vlastnosti metod z oblasti apro-
ximace funkce, numerické derivace a integrace, reSeni nelinearnich rovnic, feseni
soustav linearnich rovnic a oblasti pro numericky vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich
vektortu realnych symetrickych matic.

Prakticka ¢ast se zabyva programovou implementaci aplikace v jazyce C'#. Mo-
zaci vSech numerickych metod charakterizovanych v prvni ¢ésti diplomové prace.
V soucasné dobé aplikace obsahuje ¢tyficet Sest numerickych metod. Tyto metody
jsou vykonavany vzdy pomoci vyhrazené¢ho vlakna. Dale tato vrstva obsahuje po-
mocné tiidy, jez jsou vyuzity napiiklad pii poc¢itani s polynomy ¢i maticemi. Dalsi
vrstvou je kontrolni a vypocetni vrstva, kterd implementuje Shunting-Yard algo-
ritmus pro prevod matematickych vyrazu do postfixové notace a obsahuje metodu
pro vypocet hodnoty vyrazu v této notaci. Dalsim dulezitym ikolem této vrstvy je
provedeni kontroly uzivatelem zadanych vstupnich dat. Diky tomu mohou vSechny
vstupni polozky v aplikaci obsahovat matematické vyrazy.

V ramci celé aplikace byl kladen duraz na didaktickou stranku aplikace, kdy je
kazda tesend uloha doplnéna o vystup obsahujici informace o postupu vypoctu. Pre-
zentacni vrstva proto vytvari na zékladé prijatych dat z nejnizsi vrstvy HTML sou-
bor s automaticky generovanym MathML kédem, ktery kromé samotného vysledku
obsahuje i postup vypoctu. V piipadé aproximace funkci, numerické integrace a me-
tod pro feseni nelinearnich rovnic je k HTML souboru pripojen obrazek s grafickym
resenim dané ulohy. Vzhledem ke skutec¢nosti, ze uzivatel muze do vstupnich poli
zadat libovolné vyrazy, musel byt napsan algoritmus pro automaticky prevod téchto
vyrazu do MathML podoby. Vysledna webova stranka je v aplikaci zobrazena pomoci
Awesomia. Pro vykresleni vsech matematickych vyrazu zapsanych pomoci MathML
kédu je vyuzita javascriptova knihovna MathJax. Aplikace ddle umoznuje exporto-
vat webovou stranku do formatu XML, HTML, JPG, BMP, PNG, TIFF, GIF nebo
PDF. Pii exportu do obrazkového formatu nebo formatu PDF je vyuzito moznosti
Awesomia, které ovsem v posledni verzi nepodporovalo multithreading. Nicméné
tento nedostatek by mél byt vyvojari Awesomia v nejblizsi dobé odstranén.

Soucasti programu je dale sada cviénych loh, k nimz muze uzivatel jednoduchym
zpusobem priddvat (respektive mazat) své tlohy véetné pripadné poznamky k dané
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uloze. Jednotlivé tlohy kazdé metody jsou ulozeny jako XML dokumenty.

Pro distribuci aplikace byla naprogramovana webova stranka a zakoupena doména
www .numerickemetody.cz. Na této adrese je pristupny text diplomové préace a sa-
motna aplikace.

Béhem testovéani aplikace a po vydani jeji prvotni verze jsem se setkal ve vétsiné
pripadu s pozitivnimi reakcemi. Pricemz byl ocenovan zpusob zadani vlastnich
prikladu a vystupy metod s vykreslovanim matematickych vyrazu véetné podpory
exportu. Nejvétsitho ohlasu se ovSsem dockala moznost zobrazovani mezivysledku.
Z téchto duvodu je aplikace studenty vyuzivana nejen pro kontrolu pii ruc¢nim
pocitani matematickych tloh, ale i pri ladéni jejich programu.

Osobné jsem si vybérem této diplomové prace rozsitil znalosti studiem nume-
rickych algoritmu, a zaroven prohloubil své programatorské dovednosti z hlediska
navrhu aplikace, kooperace vétsiho poctu pouzitych technologii (v ramci aplikace
jsou vyuzity jazyky C#, HTML, MathML, XML, Javascript) algoritmizace vy¢islovani
vyrazu pomoci pocitace ¢i prace s regularnimi vyrazy. Navic jsem si psanim této di-
plomové prace osvojil zaklady IXTEX.

V budoucnu bych chtél tuto aplikaci nadale rozvijet a pridat metody napriklad
z oblasti numerické optimalizace ¢i obycejnych a parcidlnich diferencidlnich rovnic.
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Aplikace pro numerickeé reseni matematickych uloh
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Obrazek A.1: Uvodni obrazovka aplikace

F B
i@ Vyber dlohu o — [ESEE

-

Cislo Uloha

Soustava: {[-3,2 -2, 1];[1,1,-1,1];[1,-2,2,2];[1,2,2 4]} Vektor: {{1];[0];[2];[3]}
Soustava: {[1,1,1];[2,2,2],[4.4,4]} Vektor: {[0],[0];[0T} —
Soustava: {[16,2,3];[4,20,6];[7,8,80]} Vektor: {10];[11]:[12]}

Soustava: {[1,1];[1,1]} Vektor: {[1];[1]}

Soustava: {[cos(0)-5,2,3];[4,5,6];[4.5,6]} Vektor: {[0];[0];[0]}

Soustava: {[1,1,1];[1,1/4,1/16];[1,1/16,1/256]} Vektor: {[1];[0];[0]}

Soustava: {[1,1,1];[0,5qrt(3)/2,-5qrt(3)/2];[-1,0.5,0.5]} Vektor: {[pi];[0];[07}
Soustava: {[1,1,1];[0,-sqrt(3/5),sqrt(3/5)];[-1/3,4/15,4/15]} Vektor: {[2].[0].[0]}
poznamka:Vypodet koeficientl Gaussovy-CebySevovovy kvadratury

11 Soustava: {[1,1,1];[0,-sqrt(3/5),sqrt(3/5)];[-1/3,4/15,4/15]} Vektor: {[2];[0];[0T}

12 Soustava: {[-1,-2,-1];[-1,-1,1];[1,0,-3]} Vektor: {{0];[0];[01}

i Soustava:
{[-0.7064591037527,0,70779697764873];[0,707796977645873,0.7064591037527]}

Vektor: {{1];[1]} poznamka:Matice, kiera dokazuje, Ze cviéna Uloha inverzni
mocninné metody s matici [1,3;3,1] a pocatecnim vekiorem [1;1] nenalezne

nejmensi viastni ¢islo matice. Prvky matice jsou vlastni vektory matice[1,3;3,1].
Vektor pravych stran je roven poéateénimu vektoru. Z vysledku miZeme vidét,
Ze prvni sloZka vektoru je "rovna 0". Proto metoda nalezne dalsi vlastni Cislo.

Vlastni vektory byly vypocteny pomoci HouseHolderovy transformace. -

— A

000 |||

m

13

Obrazek A.2: Cviéné ulohy metody Gaussovy eliminace
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Pridani dlohy do sady a
poznamky k Uloze

Zména metody

ZaloZky (vysledek
a popis metod)

Menu pro export
a cvicné ulohy

Vypotet (lohy

Zah&jeni vypoétu _ o .....\ _—
= [ T ———
Fote bt 3 Tira watedy Eiparty  Crelné dhany
Legeir sl e - - - - i
- Linee| sine ..3...3 Ay = b .u«_...._u.mh: M _ﬁ."_‘_d“M ! +Q ..—.m.p—H_u_.ﬂ._.u
[ wootte | Feagiacs plvasecim kvdmickio i J; 6 1 6
e s "
P - M - M 4-2 15-0
ot ’ A= h-h + =L : hy = + 1=225
P hy G 1 6
ezt o iseras }
My
— e el — By=fy— b =1- (1) =
M, _.m
N . ) _ 2 By=f, - = Ew =2-—= (1Y =1,75
Ry 1 1 2 N . . X
MNastaveni Zbiva uréit iu_nn_sm kubické spline na intervalech.
pro interval [wgr) =
: M, M T
pula) = = g =)+ e (=)’ + Ao = a0) + By
Vstupni pole pro zadani 0
tlohy pro interval [0;1]
0 1.5 3
wola) == _“e 1) .+.|H {z =07 +0,75(x-0)+1
1 3
= M (k d + M e+l
Stavové informace
pro interval [zy:rs]
pro interval [1:2] -
P%E%{%EL O

Vstupni &ast formulafe

Vystupni Cast formulare

cet uloh pomoci interpolace
linem

’

afe pro vypo

A

Obrazek A.3: Ukdzka ndvrhu formul

’

kubick

prirozenym
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Piedpis zvolené metody:
Lyp(x) = Py(x) + Py(x) + ... + Fu(z) = f(mo)lo() + flzhla) + ... + flzn)ln(z) = M.,Uha%;i,. kde F(z) j

i=0
1 proi - j

li(z;) = ﬁﬂ

NA L 0 proi # j

podminky spliiuje polynom:

ou pomocné polynomy.

107

¢niho

L(z) = E T Ty T T Ty T— Ty T — @y
; = = . .
Z Ti — g S B
Vysledek
Nejprve uréime polynomy /; T.L .
lo(2) r—x1 T—T3 T—I3 z—3 z—5 z—T 2 —15.22+71-2—105
) = . . = . . = = —
0 Tgp — L1 XTop — T2 Top— T3 —4-3 —4-5 —4-7 -693
L(z) T—xy) T—x3 T—T3 z+4 =z—5 x-—T 3 8.2 - 132 +140
Lz . . - -.Z .
! T1—®xy T1— Lz T — T3 3+4 -5 3-7 56
() T—®m)y T—T] T—T3 z+4 z—3 =—-7 2’ — 622192+ 84
la(x) = . . = . . = =
b Ty —xp L — X Lo — T3 54+4 5—-3 5-7 -36
() T—®my T—Ty T — Ty z+4 z—3 z-—5 2} —4-22—17-2+60
(x) = . . L= . . = _ =
3 Tz —Tp XLz — L T3 — T2 T+4 T- 7T—5 88

Nyni uré¢ime vysledny interpola¢ni polynom.

Ls(z) = flzo)lo(z) + flz)li(z) + flaz)la(x)

Grafické znazornéni aproximace funkce pro uzlové body

70,53

-30.23

403

-5038

60,45

-70,53

lohy pomoci Lagrangeova interpola

polynomu

éni 1

terpola

Reseni in

Obrézek A4



Zvoleni metoda: Metoda nejmensich &tverct

Piedpis zvolené metody:

n
P(z) = N bt
=0
n 7 n
nb g+ Zl"bl -+ Z;L‘g?bg F e -+ ZL! b, = EZ
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
Z:J)gbo + Z;L'E_Q bi+4 e + Z;L'g’71;131 m = Z;r;y_f
i=1 i=1 =1 i=1
T 7! i 7 7
ZLZ‘EID + ZLZSM F o + ZLEV‘”)EJN = ZLZ Y;
=1 i=1 i=1 i=1
[ n 7 n
Z:LL'.{” bo + Z}t{”“bl F o + 231:.59'“ b Z:lliml ”
i=1 i=1 i=1 i=1
Vysledek

Byly zadany body a jejich funkéni hodnoty:

x (013
flz)|5]3]|3

6
1

o

V]

P(z) = | (—0,08333) - 2* +0,77041 - 2% — 2,28012 - 2 + 4,87755

877

7,51

6,27

=376

-5,01

-6,27

Obrézek A.5: Redeni aproximacni tilohy pomoci metody nejmensich ¢tverci (bez

postupu vypoétu) 108



Bylzadan polynom  p(z) — o544.2° +4.2% — 2 —4.2—4

Ukolem je uréit pocet a lokalizovat realné kofeny polynomu na intervalu:(—oo; 4 oc)

. L1
S piesnosti: 157

Kofeny leZi v intervalech:

1. Koten lezi v intervalu | [-2,00088834300044,-1,00520400201436) |

2. Kofen le?i v intervalu \ [-1,00044417195022,-0,09475983006414) \ )

3. Koten le#i v intervalu \ [0,09475983006414,1,00044417195022) \ .

Grafické znazornéni funkce f(z)=2%+4-2°+4 2" — 2> 4.2 -4

¥

5,54
463
3,69
77

185

1,31 133 175 1.97

6,46

Obrézek A.6: Nalezeni redlnych kofent polynomu (bez postupu vypoctu)

2,19 241
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Byla zadana funkee: f(z) =* — 22

Ukolem je uréit hodnotu integralu funkce f na intervalu: [—5;6].
Zvolena metoda: Lichobé&znikové pravidlo

Piedpis zvolené metody:

b
Jf(@)dx = 252 [f(a) + £(b)]

Vysledek

2

11
=5 (150 +180) =

G

fms—wzdm ]

-5

(°37) -5+ 109 -

Grafické znazornéni vypoétu integralu funkee f(z)=2* —2*

¥
196,88

168,73

140,62

1235

84,38

36,25

28,12

-BEE 6,45 -562

Obrazek A.7: Vypocet urcitého integrélu lichobéznikovym pravidlem
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Byla zadana funkce: f(z) =¢° — 2%

Ukolem je uréit hodnotu integralu funkce f na intervalu: [—5;6].
Zvolena metoda: Slozené lichob&znikové pravidlo

Predpis zvolené¢ metody:

b m—1

Sf(z)dz ~ & | f(zo) +2 X flz) + flaw) |, kdeh = 22 azy = a+ih
a i=1

Pocet dili, na ktery bude interval rozdélen: 160

Krok i metody : % = %

Vysledek

6
Vysledna hodnota integralu [ 2% —2¥dx ~ |54,08442 + 0,00434 ‘
)

2

Grafické znazornéni vypodtu integralu funkce flz)=2° — «

¥
19402

166,3
138,58
110,87
23,15
5543

27,72

27,72

5543

83,15

110,87

-138,58

-166,3

194,02

Obrazek A.8: Vypocet urcitého integralu slozenym lichobéznikovym pravidlem
pomoci 160 podintervali (bez postupu vypoctu)
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Byla zadéna funkce: f(z) = sin{ —-.

Ukolem je uréit hodnotu prvni derivace v bodé: 5 s krokem:

a+<m
mw

Zvolena metoda: Richardsonova extrapolace

Priedpis zvolené metody:

m:lmi H+

Vysledek

RijrRi1j1

41

1

ST a piesnosti: §.

0,001 0,086928885673299 0 0
0,0005 0,086928885842941 0,086928885899488 0
0,00025 0,086928885885573 0,086928885899784 0,086928885899804
f'(5) = | 0,086028885809804

{ Richardsonovy

€ pomoci

t prvni derivace funkce v bod

7

ypoce

Obrazek A.9: V
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Zvolend metoda: LU rozklad

Predpis zvolené metody:

Az =b kde A=LU

LUz =b
Ly==5
Uz -y

Vztahy pro vypocet matice L a U

L, =1
Ugp =0y
i1
Ei‘f -
Uy
Ugp = Agp

i—1
Ujp = Ay — Z’? e kde 2 =2, r
=1

1 r—1 l
lip = — f;?-j-uﬁ,) Jkde i=r+1,... n.
=1

U
o\ =

Poté miZzeme fedit soustavy Ly— Pb
a Ur=y
timto zpiisobem:

i-1

y =b; — Z_'.?-;Cyk Jkde i=1,...n
k=1
1 L |
= — [y — Z.-u?;::r;: Jkde 2=mn,... 1.
Wi k=i+1
4 -1 2 -7
Byla zad4na soustava: 1 cos(2-m) 2 | sin(0)
2+3 -1 -3 9

Vysledek

Obrazek A.10: Vypocet soustavy linedrnich rovnic pomoci LU rozkladu (bez

postupu vypoctu) 113



Zvolend metoda: QR rozklad - Householderova transformace

Byla zaddina matice:

S

R -]
W T e
L=

Podet iteraci : 20
Ukolem je nalézt vlastni &isla a k nim pfisluiné vlastni vektory vstupni matice.

Piedpis zvolené metody:

QR rozklad matice A= QR,kde Q jeortogonalni matice a R je horni trojuhelnikové matice
A= BQy.
Pro redlné symetrické matice konverguje matice Ay k diagonalni matici, ktera je podobnd pivodni matici A.
Diagonalni matice ma stejna vlastni &isla jako pivodni matice.
Piislusné vlastni vektory nalezneme ve sloupcich matice Q.
Matice @ = Q;Q5....Q%

QR rozklad pfisluiné matice uréime pomoci Householderovy transformace.

HooT 2%
Wk
x = —sign(v;)|vie; —v
X
x|
A" g H., H -R
Q - H,H,..H,

Vysledek

K vlastnimu éislu Ay = piislusi vlastni vektor

[ I N e R S Ny

K vlastnimu éislu Ay = piislusi vlastni vektor

"

5| piislusi vlastni vektor

Il
N ] ke = l L R TN . N = N )

K vlastnimu éislu Ay

K vlastnimu éislu Ay pislusi vlastni vektor

Obrazek A.11: Vypocet vlastnich cisel a vlastnich vektortu symetrické matice
pomoci QR algoritmu (Householderovy transformace) s 20 iteracemi (bez

postupu vypoctu) 14
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2 M g, Aplikace pro numerické reseni

matematickych uloh

Diplomovi price

Vitejte na webu vénovanému numenckym metodam.

NiZe si miZete stahnout text diplomové prace a aplikaci pro numerické feSeni matematickych
tiloh.

Pokyny pro instalaci aplikace:

1. Po stazeni aplikace ve formatu zip, rozbalte archiv do Vaseho poéitace.
. Oteviete slozku s aplikaci.
. Spust'te soubor Diplomova_prace exe s opravnénim spravce.

&
=
-
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&
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-
¥
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2
2
3

Pied prvnim spuiténim aplikace namstaluje do Vaseho poéitate, viechny potiebné soucasty:

Adobe Reader, Awesomium a matematické fonty.

Minimilni pozadavky - .
 Aplikace

o CPU 1 GHe

o RAM 1 GB m

o HDD 300 MB ++ Text DP (PDF)

© Microsoft NET Framework 4.5

TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI
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Obrazek A.12: Webova stranka pro distribuci aplikace



B Obsah DVD

Na prilozeném DVD nalezneme:

1. Text diplomové prace ve formatu PDF

2. Aplikaci pro numerické feseni matematickych tloh

3. Aplikaci pro numerické feSeni matematickych tloh ve formatu .zip

4. Zdrojové kody Aplikace pro numerické feseni matematickych uloh
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