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Abstrakt

Cilem této diplomové prace je zdokonaleni algoritmu pro rekon-
strukci rozdéleni pravdépodobnosti. Aproximace hustoty pravde-
podobnosti je provedena pomoci metody maximalni entropie. Na
zékladé odhadnutych zobecnénych momentt je z mnoziny vSech
pripustnych feseni vybrano to, které ma maximalni Shannonovu en-
tropii. Pro vypocet momentt jsou pouzity Legendreovy polynomy.
P1i teseni tlohy muze dochézet k preuceni, které se projevuje zvl-
nénim hustoty pravdépodobnosti. Tento efekt se zvySuje s rostouci
chybou v odhadu momentii.

K potlaceni zvinéni je do puvodniho funkcionédlu pridana regula-
rizace, ktera spo¢iva v penalizaci druhé derivace logaritmu funkce
hustoty pravdépodobnosti. Novy piistup je porovnan s tim pted-
chozim na Sesti vytipovanych rozdélenich. Pro srovnani je pouzita
Kullback-Leibler divergence. Pti aplikaci regularizace dochézi ke
zlepsSeni aproximace hustoty pravdépodobnosti.

Vysledky ptvodni i regularizované metody maximalni entropie jsou
porovnany s primou interpolaci distribu¢ni funkce pomoci spline
funkei. V tomto pripadé jsou vSechny pristupy provedeny nad daty
ziskanymi klasickou metodou Monte Carlo a viceuroviiovou meto-
dou Monte Carlo. Také z tohoto srovnani vychézi nejlépe metoda
s regularizaci.

Puvodni algoritmus metody maximalni entropie je rozsiten na re-
konstrukce bivarietnich rozdéleni pravdépodobnosti.

Klicova slova: rekonstrukce rozdéleni pravdépodobnosti, metoda
maximalni entropie, regularizace, predpodminéni, spline interpo-
lace distribuc¢ni funkce, bivarietni rozdéleni pravdépodobnosti



Abstract

The aim of this diploma thesis is to improve the algorithm for the
reconstruction of the probability distribution. The approximation
of the probability density function is performed using the maximum
entropy method. Based on the estimated generalized moments, the
one with the maximum Shannon entropy is selected from the set of
all admissible solutions. Legendre polynomials are used to calculate
moments. During the solution, an overfitting may occur, which is
manifested by a ripple in the probability density function. This
effect increases with increasing error in moments estimates.

To suppress the ripple, regularization is added to the original functi-
onal, which is based on penalizing the second derivative of the lo-
garithm of the probability density function. The new approach is
compared with the previous one on six selected probability distri-
butions. The Kullback-Leibler divergence is used for comparison.
The approximation is improved when applying regularization. The
results of the original and regularized method of maximum ent-
ropy are compared with the direct interpolation of the distribution
function using spline functions. In this case, all approaches are per-
formed using data obtained by the Monte Carlo method and the
multilevel Monte Carlo method. Also in this comparison, the me-
thod with regularization works best.

The original algorithm of the maximum entropy method is extended
to reconstructions of bivariate probability distributions.

Keywords: reconstruction of probability distribution, maximum en-
tropy method, regularization, preconditioning, distribution function
spline interpolation, bivariate probability distributions
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1 Uvod

Jednim ze zékladnich problému statistické analyzy dat je rekonstrukce rozdé-
leni pravdépodobnosti. Jedné se o inverzni problém, jehoz feSeni spociva v nalezeni
funkce hustoty pravdépodobnosti (PDF) z dostupnych dat. Inverzni problémy se ne-
omezuji pouze na urceni rozdéleni pravdépodobnosti. Jejich hlavnim cilem je obecné
nalezeni parametri zkoumaného modelu na zékladé jeho odpovédi. Tento pristup se
uplatiuje v mnoha oblastech, mezi né se radi predpovidani pocasi, dalkovy priazkum
zemé, zobrazovaci metody v lékafstvi a mnoho dalsich, viz [59].

V praktickych inZenyrskych tlohach se lze setkat s tim, ze zkoumanou veli¢inu
nelze primo zmérit. Divodem muze byt nedostupnost oblasti, pokud se jedna na-
priklad o déje probihajici pod zemskym povrchem nebo ve vesmiru. Rovnéz nelze
piimo zkoumat procesy, které mohou v piirodé trvat stovky a vice let. V téchto
pripadech se vytvaii pocitacova simulace experimentu, ktera nahrazuje skuteény déj
matematickym modelem. Prikladem jsou stochastické poc¢itacové simulace (viz [28]),
jejichz vysledky zéavisi na ndhodnych parametrech. Pro stanoveni dobrych odhadi
sledovanych parametri je nutné pocitacovou simulaci opakovat.

Pro tyto ucely lze pouzit metodu Monte Carlo (MC) (viz [19]). Postup muze byt
takovy, Ze jsou nejprve vygenerovana vzajemné nezavisla ndhodna data s nimiz jsou
realizovany stejné pocitacové simulace. Nasledné jsou vypocteny pruméry vysledku
jednotlivych realizaci. Timto zptsobem lze urcit nestranny odhad stfednich hod-
not momentii pozorované nahodné veli¢iny X. Nevyhodou MC je vysoka vypocetni
cena nutna ke snizeni rozptylu odhadovanych parametri, je nezbytné provést mnoho
realizaci simulace (viz [19, s. 2]). Z tohoto dtivodu se v poslednich letech zacala uplat-
novat také vicetroviiova metoda Monte Carlo (MLMC). Ta na rozdil od MC provadi
simulace na nékolika tirovnich, kde kazd& troven aproximuje X s rtiznou piresnosti.
Algoritmus MLMC provadi nejvice simulaci na nejhrubsi trovni, ktera poskytuje
nejhorsi aproximaci X, ovSem mé nejmensi vypocetni cenu. Simulaci na nejjemnéjsi
urovni, které odpovidaji aproximaci X pomoci MC a jsou vypocetné nejnaro¢né;jsi,
je provedeno nejméné. Timto zptisobem lze dosahnout stejné presnosti vysledku jako
v piipadé MC, ale s nizsi celkovou vypocetni cenou. Kompletni matematicky popis
poskytuje M. B. Giles [19]. Metodou Monte Carlo se také zabyvala predchazejici
bakalarska prace [50].

Pomoci MLMC nelze piimo urc¢it rozdéleni pravdépodobnosti. Na to je tfeba po-
uzit jiné metody. Rozdélit se daji do dvou skupin, a to na parametrické a neparame-
trické metody (viz [18]). V pfipadé parametrickych aproximaci PDF se predpoklada
predchozi znalost tvaru a nékterych charakteristik rozdéleni, ze kterého by méla
pochazet dostupna data. Nasledné jsou na zékladé dat urceny chybéjici parametry,
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casto se jedné o stfedni hodnotu nebo rozptyl. Tento zptusob muze byt efektivni
pouze pokud je vychozi znalost o rozdéleni stanovena spravné. Oproti tomu ne-
parametrické metody rekonstrukce hustoty pravdépodobnosti nepracuji s predchozi
znalosti parametra rozdéleni, ale pfimo hledaji aproximaci PDF. Mezi tyto metody
se fadi dobfe znamy histogram, jadrové odhady hustot (KDE), metoda maximalni
entropie, pfimé aproximace polynomem a dalsi [52].

V ramci této prace je pozornost zamérena na neparametrické metody. Konkrétné
se jedna o aplikaci metody maximalni entropie a interpolaci distribu¢ni funkce po-
moci spline funkei.

Regent uvedeného inverzntho problému rekonstrukce hustoty pravdépodobnosti
neni jednoznacné. Metoda maximalni entropie (MEM)|32] je varia¢ni princip, ktery
z mnoziny rozdéleni pravdépodobnosti vybira to, které ma nejvétsi Shannonovu
entropii a vyhovuje stanovenym omezujicim podminkam. Témi jsou v TeSené tloze
tzv. zobecnéné momenty. At uz jsou tyto momenty urceny pomoci MLMC nebo
jinak, vzdy se jedn& o odhady, které nebudou zcela presné odpovidat momentim
cilového rozdéleni. Z toho divodu muze dochazet k tzv. preuceni (viz [3, s. 67]). To
znamenad, ze vysledné rozdéleni piilis odpovidé testovacim dattim a ztraci se jeho
obecnost.

Potlaceni preuceni lze dosahnout priddnim vhodné regularizace do funkcionalu
MEM. Regularizace je sirokd skala metod, jeji puvodni smysl spoc¢ival v zajisténi
toho, aby byl feSeny inverzni problém tzv. dobfe postulovany. S rozvojem strojo-
vého uceni a zpracovani dat se regularizace stala jakymsi synonymem pro zabréanéni
preuceni trénovaného modelu.

Druhou v této praci pouzitou metodou rekonstrukce rozdéleni je interpolace dis-
tribu¢ni funkce pomoci spline funkei. Konkrétné se jedna o algoritmus, ktery predsta-
vil M. B. Giles [20]. Distribu¢ni funkce je stanovena metodami Monte Carlo s pomoci
indikatorové funkce a B-spline bazovych funkeci. Tento zptisob piimé interpolace je
mozné pouzit s MC. V piipadé MLMC se narazi na problémy spojené s nespojitosti
indikatorové funkce. Presto i zde existuje moznost feSeni v podobé pouziti hladké
aproximace indikatorové funkce.

V mnoha tlohéch je zkoumano vice veli¢in, to vede na myslenku rekonstrukce
multivarietnich rozdéleni pravdépodobnosti. V ramci této préace je zkouméana moz-
nost rozsifeni metody maximélni entropie na bivarietni rozdéleni pravdépodobnosti.

Vybrané postupy jsou implementovany za pouziti programovaciho jazyka Python.

Nésleduje popis obsahu jednotlivych kapitol této prace. V kapitole 2 jsou shrnuty
predchozi poznatky o feSseném problému. Je zde podrobné popsana metoda maxi-
malni entropie. A také je vysvétlen pojem KL divergence. Pomoci ni jsou v dalsim
prubéhu prace porovnavany hustoty pravdépodobnosti. Nachéazi se zde rovnéz vyja-
dreni hledané PDF ve tvaru rozdéleni exponencialniho typu. V ¢asti 2.2 je popsan
postup pouzitého numerického feSeni a volba momentovych funkei pro vypocet zo-
becnénych momenti.

V dalsi kapitole 3 je struc¢né popsan vyznam predpodminéni a zavedeny jsou dvé
alternativni predpodminéni MEM. V ¢ésti 3.2 je to posun vlastnich ¢isel kovarianéni
matice a v ¢asti 3.3 je to vyuziti analyzy hlavnich komponent.
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Kapitola 4 predstavuje srovnavaci rozdéleni pravdépodobnosti véetné stru¢ného
popisu nékterych jejich dilezitych vlastnosti. Na téchto rozdélenich jsou v dalsich
castech této prace testovany uvedené pristupy.

Nésleduje kapitola 5 obsahujici analyzu chyby vyslednych rozdéleni rekonstru-
ovanych pomoci metody maximalni entropie. Zkoumany jsou zde slozky KL diver-
gence, kterymi jsou chyba aproximace (¢ast 5.2) a chyba odhadu (¢ast 5.3), obé& jsou
porovnany s teoretickymi predpoklady.

Kapitola 6 se zabyva regularizaci. Jeji princip je vysvétlen na dvou casto se
vyskytujicich prikladech. A to je Tikhonovska regularizace a TSVD metoda. V ¢asti
6.3 je popsan vyvoj regularizaci v ulohach rekonstrukce PDF. Nasledujici ¢ast 6.4
ukazuje modifikované feseni MEM s regularizaci. Cast 6.5 popisuje metodu, ktera
je pouzita pro urceni optimalniho regularizacniho parametru. Posledni sekce této
kapitoly ukazuje vysledky regularizované MEM na srovnavacich rozdélenich.

Dalsi zptsob rekonstrukce rozdéleni je uveden v kapitole 7. Jedna se o interpo-
laci pomoci spline funkci. Nachézi se zde definice spline funkci a jejich vyjadieni
v podobé B-spline bazovych funkei (éast 7.1). V ¢asti 7.2 je popsan algoritmus pro
vypocet distribu¢ni funkce pomoci MC a MLMC. Nésleduje porovnani tohoto pri-
stupu s MEM (¢ast 7.3).

V posledni kapitole 8 je rozsifena aproximace PDF pomoci metody maximalni
entropie na bivarietni rozdéleni. Uvedeny jsou rozdily oproti ptivodni MEM. Zave-
deny jsou dvé bivarietni rozdéleni, na kterych je upravena MEM otestovana.
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2 Metoda maximalni entropie (MEM)

Pro urceni distribu¢ni funkce a funkce hustoty pravdépodobnosti lze vyuzit celou
fadu pristupti. Jednim z Siroce pouzivanych je v soucasné dobé metoda maximalni
entropie. Ta pro dané omezujici podminky, které reprezentuji veskerou znalost o re-
konstruované nahodné veli¢ing, stanovi ze vSech pripustnych rozdéleni pravdépodob-
nosti to, které méa nejvétsi entropii a tedy obsahuje minimum pfidané informace.

V této kapitole je predstavena metoda maximalni entropie. Osvétleny jsou pojmy
Shannonova entropie a Kullback-Leibler divergence. Pouzito je vyjadieni PDF ve
tvaru rozdéleni exponencialniho typu, aproximace PDF v tomto tvaru analyzoval jiz
A. Barron [4], ovSem bez vazby na numerickou realizaci. Déle je zde uveden obecny
algoritmus feseni MEM a konkrétni postup implementovaného numerického teseni.
V posledni ¢asti této kapitoly jsou popsany momentové funkce, které se s MEM
pouzivaji. Postup feSeni 2.1.4 byl ¢aste¢né implementovan v predchézejici bakalérské
praci [50] a nésledné byl zefektivnén a rozsiten J. Bfezinou az do podoby, ktera je
zde prezentovana.

2.1 Reseny problém

Cilem je ze znamych hodnot tzv. zobecnénych statistickych momenti a funkei
na jejich vypocet urcit funkci hustoty pravdépodobnosti.

Necht X je realné spojita nahodna velic¢ina, p(X) je jeji funkce hustoty pravdeé-
podobnosti, kterd je nezaporna na konec¢ném intervalu 2. Pak plati nasledujici

/Q pla)dz =1,

(2.1)
/Q¢r($)p($)dx =, T7=1,...R

kde {1, } 2, jsou hodnoty zobecnénych momenti a {¢, } 2| jsou linearné nezavislé
funkce (viz [4, s. 1350]) pouzité pro vypocet téchto zobecnénych momenti, p(X) je
v tomto pripadé neznama hustota pravdépodobnosti.
¢ =1, ¢, € CE(Q), r =2,..., R tvori bazi linearniho prostoru Sg

Vg = span{¢,,r =1,..., R}.

Jestlize existuje feseni rovnic 2.1 (tj. hodnoty momentt odpovidaji néjaké funkei
hustoty pravdépodobnosti), pak mé soustava rovnic 2.1 nekoneéné mnoho feseni.
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Nejlepsim nestrannym odhadem je podle E. Jaynese 32, s. 623] takové feSeni, které
ma maximalni entropii.

2.1.1 Shannonova entropie

V kontextu této prace se entropii resp. Shannonovou entropii [47] oznacuje mira
nejistoty obsazené v realné spojité nahodné veli¢iné X, a to na zakladé pravdépo-
dobnostniho rozdéleni této veliciny. Jedné se o ukazatel toho, jak nejasna je ndhodna
veli¢ina, ktera ma danou distribuci. Cim vice informaci o X je k dispozici, tim nizsi
je jeji entropie.

Definice 1. Necht X je spojita ndhodné veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti p(z),
ktera ma nosi¢ supp(p) C 2, pro konec¢ny interval 2 C R. Pak Shannonova entropie
je funkcional

H(p) = By~ n(p(X))] = = [ plo)mip(a))d (2.2)

2.1.2 Kullback-Leibler (KL) divergence

Se Shannonovou entropii tizce souvisi KL divergence, nékdy také oznacovana
jako relativni entropie. Jedna se o ukazatel odlisnosti dvou funkci hustoty pravdé-
podobnosti.

Definice 2. Kullback-Leibler divergence dvou funkei hustoty pravdépodobnosti p(x)

a ¢(x) spojité ndhodné veli¢iny X se definuje jako:

Dol = [ o) . (23

Poznamka. KL divergence neni vzdalenost, protoze nejsou splnény podminky syme-
trie a trojuhelnikové nerovnosti. Pfesto mé celou fadu uzite¢nych vlastnosti:

e D(pllq) je nezaporna
e D(pllg) = 0 tehdy a jen tehdy, jestlize p = ¢

e D(pllq) se chova jako druha mocnina Ly normy logaritmi hustot p a ¢, viz [4,
sekce 3|

Kullback-Leibler divergence byla zavedena jako zobecnéni Shanonnovy entropie
(viz [38]). V disledku lze napiiklad namisto maximalizace entropie, minimalizovat
KL divergenci vué¢i znamé referen¢ni hustoté. Plati zde, ze hustota s maximalni
entropii je zvlastni pripad hustoty s minimalni relativni entropii, kde referen¢ni
hustota je konstanta (viz [58, s. 356]).

14



2.1.3 Vyjadreni v podobe rozdeleni exponencialniho typu

V této ¢asti je pomoci varia¢niho poc¢tu vypoctena optimélni funkce hustoty prav-
dépodobnosti p, ktera je nasledné vyjadiena ve formeé rozdéleni exponencidlniho typu
(exponential family). Déle je uvedena tzv. Pythagorova identita Kullback-Leibler di-
vergence a popsany jsou rovnéz zpusoby jak lze snizit celkovou KL divergenci.

Nalezeni PDF s maximalni entropif mé podobu hledani globalnitho maxima funk-
cionalu

H(p)=— / p(x)In(p(x))dzr za podminek 2.1. (2.4)
Q
K jeho urceni jsou pouzity Lagrangeovy multiplikatory

Lo ) = [ plo)nlpta))ds — A [ [ ot - 1} - fjx [ [ oc@prts - .

Pomoci variace podle p je nalezena rovnice pro stacionarni bod

In(p(x)) +1—Xo— Y _ Mér(x) =0,

odtud je pak vyjadrena funkce hustoty pravdépodobnosti

p(x) = exp [)\0 -1+ Z /\T¢T(a:)] :

r=1

Totéz lze zapsat ve formé tiidy hustot exponencialniho typu, viz [4, 39]

pl) = exp [Z Aoy () - w)] ,

kde

r=1

R
W) =X — 1= ln/exp [Z AT@(@»)] d,
P(A) je tzv. log-partitni funkce (logaritmus normaliza¢niho faktoru), jejiz vyzna-

mem je, aby integral p(x) byl roven 1.
Jestlize A\g = 1, pak TeSenim 2.4 je

p(x) = exp [Z Arqbr(x)] ,

piicem# Lagrangeovy multiplikatory {\,}f, jsou ziskany vyfeSeni soustavy ne-
linearnich rovnic

R
/Q@(:U) exp [Z )\,,qbr(x)] de =p., r=1,..,R. (2.5)
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Vzhledem k tomu, Ze je p(x) ve tvaru rozdéleni exponencialniho typu, tak jsou
zarucené nékteré uzitecné vlastnosti. Naptiklad log-partitni funkce je nekonecné di-
ferencovatelna a navic je konvexni. 7 toho plyne, Ze i mnozina vSech A\ je konvexni
mnozina (viz [55, s. 40]). Hodnoty A lze jednozna¢né urcit, protoze nelze uvaznout
v lokdlnim minimu.

KL divergenci 2.1.2 je mozné rozdélit na dvé ¢ésti, které odpovidaji chybé apro-
ximace (bias) a chybé odhadu (variance).

Véta 2.1.1. Pro vSechny hustoty pr z rozdéleni exponencidlniho typu plati tzv. Py-
thagorova identita KL divergence

D(pllpr) = D(pllpr) + D(prllpr), (2.6)

kde D(p||pr) je chyba aproximace (nékdy oznacovdno jako chyba ofiznuti (truncation
error)), D(pr||pr) je chyba odhadu. pr se oznacuje rovnéz jako informacni projekce.

Dikaz véty 2.1.1 viz [4, dikaz lemma 3|. V kontextu MEM lze 2.6 interpretovat
tak, ze p je presna PDF, pg je feSeni MEM s pfesnymi momenty fi1, ..., fig, Pr j€
hustota uréena pomoci MEM pro odhadnuté momenty fiy, ..., fig.

Obeé casti KL divergence lze teoreticky eliminovat. Chyba aproximace klesé se
stoupajicim po¢tem momenti K. Chyba odhadu klesa se zmensujici se chybou mo-
menta fi.

D(pllpr) = 0 kdys R - o,

D(prllpr) — 0 kdyZ fu, — pu.

V praxi samoziejmé neni mozné tyto chyby zcela potlacit.

(2.7)

2.1.4 Algoritmus MEM

vvvvvv

rovnic 2.5. V této ¢éasti je uveden obecny algoritmus feSeni minimalizacniho pro-
blému MEM 2.4. Pro dalsi pouziti je zaveden vektorovy zapis: A = (A1,..., Ag),

('b - <¢17 "'7¢R>7 M= (:ula "'7/vLR>7 kde (bl = 1 = 1.
K tomu, aby bylo mozné uréit hustotu p(x) = e*?, je tieba nejprve nalézt hod-

noty A. Vyjadreni rovnice 2.5 ve vektorové podobé predstavuje soustavu nelinearnich
rovnic, jejiz feSeni je A:

G(\) = / per?dr —p=0. (2.8)
Q
Odpovidajici Hessova matice pro A:
H(\) = / ¢ ¢e?dz,
Q

H je symetricka a pozitivné definitni. Pfedstaveny problém lze vyjadiit jako mini-
malizaci funkcionélu

F(A) = /Qe>"¢ —Ap (2.9)

s podminkou optimality 2.8.
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2.2 Numerické reseni

Obsahem této casti je predstaveni postupu numerického vypoctu véetné zvole-
ného predpodminéni a numerické metody optimalizace. Obecné neexistuje pro uve-
denou tlohu analytické feseni, a proto je nutné pouzit nékterou z numerickych me-
tod. V ramci tohoto numerického feSeni se za p povazuji momenty urcené s nejveétsi
dosazitelnou presnosti. Statistické odhady momenti jsou oznaceny f.

Pro realizaci algoritmu 2.1.4 1ze pouzit Newtonovu metodu. V takovém ptipadé
je limitujici Spatné podminénost H (5\), ktera je pro zkoumané pripady dominantné
zpusobena chybami v odhadu f. Na obrazku 2.1 jsou pro ilustraci uvedeny hodnoty
vlastnich &sel Hessovy matice H(A) v poslednim kroku Newtonovy metody. Zob-
razeny jsou t¥i pripady pro rtzné urovné chyby momentt o (dale bude podrobnéji
vysvétleno), pfidano je ¢islo podminénosti ko matice H (5\) Je zfejmeé, Ze ve vSech
pripadech je H(A) velmi §patné podminéna.

s, o 0=0.100, K, =4.75e+17
100 e®,0%%e s 0=0.010, k; =1.35e+16
°°-=u.=.."". e 0=0.001, k»=2.11le+11
L] J
-3 ®ee ......
o 10 ° 8,
] ° ]
e} °, 3:0..
5 ot
= 1076 °
> 9 o oo
2 10
5] .
S
S °
T 1012 . °°
10715 .'oo.. °
.
0 5 10 15 20 25 30 35

Poradi vlastnich cisel

Obrazek 2.1: Vlastni ¢isla Hessovy matice H (5\) bez pouziti predpodminéni, o - Groven

~

chyby momenti, kg - ¢islo podminénosti H ()

2.2.1 Vychozi predpodmineni

S cilem zlepsit podminénost Hessovy matice a zajistit stabilitu a dostate¢nou ro-
bustnost feseni J. Bfezina zavedl pfedpodminéni. Pro feSeni je pouzita takova béaze
Vr momentovych funkef, pro které je H(X) blizké k jednotkové matici. V jinych pii-
padech je feseny problém Spatné podminény. Dilezitym poznatkem je, ze by v tomto
pripadé méla byt H () blizké tzv. necentrované kovarianéni matici momentt ¢(X).
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Centrovani H () se provadi pomoci involutorni matice M (plati, ze M ~' = M)

-1 0 0

I _./.TLQ 1 0
: 0

—fig 0 1

1 0 0

N 0 0
Cove(X) = 0

0 0 0

Tuto metodu centrovani lze pouzit diky tomu, ze vzdy plati uo = 1. Stejné jako
¢(X) tak i kovarianéni matice muze byt odhadnuta pomoci metod Monte Carlo.
V takovém ptipadé mize byt ovSsem vysledek zatizen chybou, ktera zptisobuje, ze

vysledna matice mé nenulové i jiné prvky nez jen ten prvni.

Implementace predpodmineéni

Zde je uveden podrobny postup implementace uvedeného predpodminéni. Nej-
prve je proveden odhad necentralni kovarianéni matice (H ). Nasledné je vypocitana
aproximace centrované kovarianéni matice: C = M(H)MT. Poté je C rozlozena
na vlastni ¢isla a vlastni vektory C = PAPT.

Odhad (H) je zatizen chybou ¢. V dusledku, v zavislosti na velikosti o a po¢tu
momentt R, dochazi k tomu, ze (H) nemusi byt pozitivné definitni. Tedy v A se
vyskytuji nulova nebo zapornéa vlastni ¢isla. S cilem zajistit pozitivni definitnost
(H) jsou odstranéna nekladné vlastni ¢isla z A spolu s odpovidajicimi vlastnimi
vektory v P. Odstranéna jsou rovnéz vSechna vlastni ¢isla jejichz hodnota je mensi
nez o.

Matice A’ obsahuje ponechana vlastnich ¢isla a matice @ obsahuje ve sloupcich
zbyvajici vlastni vektory. @ je stale ortogonalni matice, plati QT Q = I. Pak

(H) ~ MQAN' Q™M™

Nezbytné je také zredukovat mnozinu momentovych funkci ¢, stejné jako byly
ofiznuty A a P. Pro pozitivné definitni A’ je proveden RQ rozklad

¢=L¢, L=RAN>Q"M,

kde q5 jsou zbyvajici momentové funkce, R je libovolné ortogonalni matice. Nakonec
se ukazuje, ze matice H by méla skuteéné odpovidat jednotkové matici:

H=E[¢®¢| = LE;[¢p ® ¢| LT ~ L(H)L" = LMPAPTMTL"Y
~ LMQA A :Q"MTLT = 1.
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2.2.2 Metoda numerické optimalizace

Pro numerickou minimalizaci je pouzita metoda trust-region. Jedna se o ite-
rativni optimalizacni metodu, variantu Newtonovy metody, ktera aproximuje né-
kladovou funkci modelem, ktery je minimalizovany v okoli (trust-region) aktuélni
iterace. Obecny popis tohoto pristupu lze nalézt napiiklad v [44, kapitola 4]. Sa-
motny algoritmus metody trust-region nebyl pro ucely této prace piimo programo-
van, ale byla pouzita jiz hotova implementace v jazyce Python. Konkrétné se jedna
0 trust-exact metodu z knihovny SciPy, autofi navrhli algoritmus podle postupu
v [12, s. 169-200]. V této implementaci se vyuziva pfimy linearni ¥esi¢ pro jednotlivé
iterace. Pro vypocet hodnot funkcionalu F'(A), gradientu G(A) a Hessovy matice
H () byly naprogramovény samostatné funkce s nimiz nasledné pracuje metoda
trust-exact.

7 algoritmu 2.1.4 je patrné, Ze se bylo nutné vyporadat s numerickou integraci.
Pouziti adaptivni kvadratury je vypocetné naroc¢né a vyrazné to zpomalovalo FeSeni
tlohy. Z toho divodu bylo zvoleno pouziti pevnych kvadraturnich bodt. Pro zis-
kéni bodu a vah je pouzita metoda numpy.polynomial.legendre.leggauss, kterd
poskytuje Gauss-Legendreovy kvadraturni body a vahy s nimiz lze spolehlivé inte-
grovat polynomy az do stupné 100. Pii vykonavani minimalizace jsou kvadraturni
body a vahy aktualizované v kazdé iteraci, vzdy pred urc¢enim hodnoty funkcionélu.

Vychozi parametry metody trust-region byly nastaveny takto: tolerance: 1075,
pocatecni hodnoty: A = [1,0,...,0]. Pocet iteraci je implicitné nastaven na 30.

S predpodminénim a za pouziti popsané minimaliza¢ni metody lze vyrazné zlep-
Sit ¢islo podminénosti koneéné Hessovy matice (obrazek 2.2). Ukazuje se, Ze pro
velkou chybu momentt o je stéle ¢islo podminénosti ko prilis velké. Dalsim moznos-
tem predpodminéni se vénuje kapitola 3.

L]
'l.:0..33::::::............
10-1 ®e *° ..
[ ) [ )
[ )
o
2]
01073
<
o
=
[%]
s °e
> 10~
Z S
o
j
e [ )
o
T107’7
e 0=0.100, k; =4.04e+09
10-9 0=0.010, k; =3.37e+01
e 0=0.001, kK, =5.99e+00 ,
0 5 10 15 20 25

Poradi vlastnich cisel

Obrazek 2.2: Vlastni ¢isla Hessovy matice H (5\) s pouzitym predpodminéni, o - troven

~

chyby momenti, kg - ¢islo podminénosti H ().
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2.2.3 Volba momentovych funkci

Vhodné zvoleni funkei ¢ hraje dilezitou roli ve smyslu stability a konvergence
numerického feseni. To plati o to vice v piipadech, kdy nejsou g uréeny dostatecné
presné.

V literatute |4, 6, 25| se objevuji ve spojitosti s MEM a volbou vhodnych
funkei pro vypocet momenti zejména monomialy, Fourierovy funkce (trigonome-
trické funkce), Legendreovy polynomy nebo spline funkce. Srovnani vysledkic MEM
s monomialy, Fourierovymi funkcemi a Legendreovymi polynomy popsal W. Gou [25].

Monomialy
Pouzité jsou v podobé centralnich momentii:

¢1(z) = (2.10)
Ori1(x) = (x —p2)", pror=1,.., R — 1. (2.11)

Tyto funkce nejsou vhodnou volbou. Pfi pouziti Newtonovy metody roste ¢islo pod-
minénosti Hessovy matice exponencialné s R (viz [6, s. 23]). RovnéZz piipadna chyba
momentil se miZe s mocninou zvyraziiovat (to plati pro pripady, ve kterych nejsou
data standardizovana).

Fourierovy funkce

Dalsi variantou je pouziti Fourierovych funkei:

p1(z) =1 (2.12)
¢ar () = sin(ty) (2.13)
Gari1(x) = cos(ty), (2.14)

kde ¢ se voli jako |(r+1)/2],r > 1, y =2 — uo.

Tyto funkce patii mezi dobfe vyuzitelné s MEM. Podle Gou [25] poskytuji Fou-
rierovy funkce lepsi vysledky pro sikma rozdéleni. Tento autor uvadi, ze Fourierovy
funkce jsou stabilnéjsi nez monomialy a Legendreovy polynomy.

Legendreovy polynomy

Pro tuto préaci byly vybrany Legendreovy polynomy

rot =3 () (0 (554

Tyto polynomy maji nékteré uziteéné vlastnosti:

e jsou vzajemneé ortogonalni

o P(x)=1, f_ll P (x)dx =0,r > 1
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Pr(x)

e Hessova matice v bazi Legendreovych polynomt je dobfe podminéné, jeji ¢islo
podminénosti roste linearné (viz |6, s. 23]).

Legendreovy polynomy jsou typem Fourierovych fad zapsanych pomoci ortogo-
nalnich polynomu (viz [1, s. 162]). Pii pouziti pfedpodminéni 2.2.1 jsou uvedené
momentové funkce priblizné ekvivalentni a prakticky nezéalezi na tom, jaka z téchto
vychozich bazi se pouzije.
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Obrazek 2.3: Legendreovy polynomy
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3 Predpodminéni

Predpodminénim se obecné rozumi technika slouzici ke zlepSeni konvergence a
stability numerického feseni. Jednim z prvnich, kdo se touto technikou zabyval byl
D. J. Evans [15], ktery popsal vztah ¢isla podminénosti matice koeficientii a fesent
soustavy linearnich rovnic. Také ukazal, jak 1ze pomoci predpodminéni zmensit ¢islo
podminénosti Hessovy matice a zlepsit tak rychlost konvergence.

V priibéhu metody maximélni entropie se provadi feseni soustavy nelinearnich
rovnic, viz ¢ast 2.1.4. Zvlasté pro takovéto nelinearni systémy je nalezeni vhodného
predpodminéni obtizné. Je tfeba najit rovnovihu mezi tim, aby na jedné strané reseni
predpodminéného systému nemélo priliSnou vypocetni cenu, a bylo tak dostatecné
jednoduché. A na druhou stranu, aby pfedpodminéni prineslo lepsi konvergenci fe-
Seni. Neexistuje obecné pravidlo na to, jak ur¢it spravné predpodminéni (viz [44,
s. 120]).

Snahou je docilit malého ¢isla podminénosti Hessovy matice, ktera odpovida
necentrované kovarianéni matici (viz ¢ast 2.1.4). Jako predpodminéni byla provedena
transformace funkci pro vypocet momentu ¢ do takové baze, aby vychozi kovarianéni
matice a vyslednéd Hessova matice byly blizko jednotkové matici. To je pristup, se
kterym se lze setkat i u jinych autort, jako je napf. Yasunori Aoki [2]|. Zaroven
pro zajisténi pozitivni definitnosti odhadu kovarianeni matice C bylo pfistoupeno
k odstranéni vlastnich ¢isel mensich nez zvolena tolerance o. Toto predpodminéni
funguje ve vétsiné pripadu dobie, ale pro odhady kovarian¢éni matice, které maji
velkou chybu dochézi k selhani numerického fesice (viz ¢ast 2.2.2). Z toho divodu
jsou otestovany i jiné zptusoby toho, jak vyfesit problém kovariancni matice, ktera
neni pozitivné definitni.

V této kapitole jsou nejdiive uvedeny dvé casté priciny, které mohou vést k nepo-
zitivné definitni kovarian¢ni matici. Pfedstavena jsou také feSeni tohoto problému,
a to na prikladu predpodminéni MEM.

3.1 Priciny nepozitivne definitni kovariancni
matice
Ve statistické analyze muze vlivem chyb odhadt dochazet k vypoctu nepozi-
tivné definitni kovarian¢ni matice. A. G. Holton |29, ¢ast 7.3.8] popisuje dva nej-

castéjsi duvody pro¢ k tomu dochazi. Pro jejich popis je pouzit ndhodny vektor
X = (X1, Xy, ..., X,), n € N, X je kovarian¢ni matice X.
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Prvnim divodem je, Zze alesponn jedna z nahodnych veli¢in je linearni kombi-
naci ostatnich. Tento problém se oznacuje také jako multikolinearita neboli ,témér
singularita. Dochézi k ni kdyz jsou ndhodné veli¢iny linedrné zavislé. Determinant
3 neni pfimo nula, ale je velmi maly. Diivodem mohou byt zaokrouhlovaci chyby
nebo chyby v datech zptisobené mélo presnymi odhady. V dusledku jsou néktera
vlastni ¢isla matice ¥ mensi nez nula. Tento problém se da detekovat pomoci roz-
kladu na vlastni ¢isla a vektory. Druhou pii¢inou miuze byt nedostatek dat, a to za
situace kdy je pocet pozorovani mensi nez poc¢et nahodnych veli¢in n. Pak mtze vli-
vem zaokrouhlovacich chyb dochazet k tomu, Ze jsou néktera vlastni ¢isla zaporna.
V pripadé tlohy feSené v této préaci je nepozitivni definitnost kovariancéni matice
zpusobena pouzitim MLMC odhadt, pti aplikace MC k tomuto nedochazi.

K zajisténi pozitivni definitnosti 3 jsou navrzeny dva ptistupy. Prvnim je pri¢teni
konstanty k vlastnim ¢islim 3. Tim je zajisténo, Ze jsou vSechna vlastni ¢isla vétsi
nez 0 resp. o. Druhou moznosti je redukce dimenze ¥ pomoci analyzy hlavnich
komponent.

Nésleduje podrobnéjsi popis obou pristupt k vylepseni predpodminéni na fesené
tuloze MEM. Ke kazdé z variant jsou zobrazeny vlastni ¢isla a ¢islo podminénosti
vysledné Hessovy matice. Zachovano je znaceni z ¢asti 2.2.1.

3.2 Posun vlastnich c¢isel kovariancni matice

Zajisténi pozitivni definitnosti kovarianéni matice C lze provést pri¢tenim vhodné
konstanty ¢ k vlastnim &slim A matice C (viz |29, ¢ast 7.3.8]). Tento postup lze
nahradit prictenim hodnoty ¢ k prvkim na diagonéle matice C, to s sebou prinasi
vypocetni tsporu.

Plati, ze jestlize je A vlastnim ¢islem Cs odpovidajicim vlastnim vektorem v,
pak

Cv=)\v
(C + qI)v = (A +q)v.

Hodnota q je zvolena tak, aby nejmensi vlastni ¢islo bylo rovno hodnoté tolerance
resp. hodnoté smérodatné odchylky Gaussovského sumu o (viz déle sekce 5.1)

q = 0 — min([min(A), 0]).

Vyhodou tohoto pfistupu je, ze nemusi dochéazet k rozkladu na vlastni ¢isla a
vektory. Na druhou stranu se v predpodminéni MEM provadi stale RQ rozklad,
ktery ma priblizné stejnou vypocetni cenu.

Na obrézku 3.1 jsou zobrazeny vlastni &isla vysledné Hessovy matice H (X) pro tii
ruzné hodnoty o. Oproti varianté bez predpodminéni (obrazek 2.1) doglo ke snizeni
¢isla podminénosti ko matice H(S\), a to pro 0 = 0.01 a o = 0.001. Pfesto jsou tyto
hodnoty stale prili§ velké a nedaii se dosahovat konvergence numerického tesice pro
MEM. V pripadé snizovani o tesi¢ zac¢ina konvergovat. Nicméné tento pristup neni
dostatecné robustni.
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Obrazek 3.1: Vlastni ¢isla Hessovy matice H(A) s pfedpodminénim vyuZivajicim posun
vlastnich ¢isel kovarianéni matice, ¢ - droven chyby momentt, ko - ¢islo podminénosti

H(\).

3.3 Redukce dimenze kovariancni matice pomoci
PCA

Druhou zminénou moznosti je redukovani dimenze kovarianéni matice pomoci
analyzy hlavnich komponent (PCA), podrobné o PCA pojednava I. T. Jolliffe [33].
Jedna se o techniku linearni transformace, jejimz cilem je eliminovat linearni za-
vislosti mezi jednotlivymi ndhodnymi veli¢inami a soucasné zachovat co nejvice in-
formace, ktera byla obsazena v puvodnich datech. Vysledkem jsou nové veli¢iny,
které se nazyvaji hlavni komponenty. Mezi nimi jiz neexistuje zadny linearni vztah.
Kazda hlavni komponenta reprezentuje linearni kombinaci puvodnich veli¢in. A je
charakterizovana svym rozptylem. Hlavni komponenty jsou v PCA sefazeny sestupné
podle jejich dilezitosti, od nejvétsiho rozptylu po nejmensi. Tato metoda se pouziva
také s cilem vizualizovat vicerozmérna data nebo najit skryté veliciny, které prinasi
dodate¢nou informaci o zkoumaném problému.

Dale je v této ¢asti popsan obecny princip analyzy hlavnich komponent. Na-
sleduje predstaveni implementace PCA jako predpodminéni pro metodu maximalni
entropie. Je také uvedeno, z jakych duvodt miize byt tato metoda vhodna pro reseny
problém.

3.3.1 Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent se provadi nad nadhodnym vektorem, ktery v tomto
pripadé tvori R momentovych funkci cﬁ(f() = (¢1 (X), e (bR(X)), kde X je centro-

vana aproximace nadhodné veli¢iny X.
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Vzhledem k tomu, ze tato metoda pracuje predevsim s rozptyly, tak k jejimu
pouziti je tfeba predpokladat, ze pro vSechny {QST(X )}E | existuji kone¢né druhé
momenty.

Prvni hlavni komponenta 3 je vektor obsahujici R konstant:

R
Blo=> B

j=1

Zde nahodna veli¢ina 37 ¢ je linearni funkce sloZek vektoru ¢, které maji maximalni

rozptyl, a také plati . 1
3
1B1ll2 = (Zﬁfz) =1
i=1

Kazda dalsi hlavni komponenta

R
Blo=> Brds,

j=1

je nekorelovana se vSemi predchozimi hlavnimi komponentami, ma velikost 1 a za-
rovenl mé maximalni rozptyl.

V praxi se pro ziskdni hlavnich komponent kovarian¢éni matice pouziva zhusta sin-
gularni rozklad (SVD), a to z divodu vypocetni efektivity. Avsak casto aplikovanou
variantou je rozklad na vlastni ¢isla a vektory, ktery je pouzit i v této préaci. Vlastni
vektory reprezentuji hlavni komponenty a vlastni ¢isla udéavaji jejich velikost.

3.3.2 PCA v predpodmineni MEM

Nasleduje zavedeni PCA jako ¢asti pfedpodminéni MEM. Navazuje se zde na
vychozi algoritmus predpodminéni uvedeny v sekci 2.2.1. Pro pripomenuti, feSeni
je hledano pro bazi momentovych funkci Vg, ve které je H (5\) blizka k jednotkové
matici a k tzv. necentrované kovarianéni matici momenti ¢(X). Matice H(X) je
rozloZzena na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Nasledné jsou odstranéna vlastni ¢isla,
ktera se nachazi pod trovni tolerance o. Odstranény jsou také odpovidajici vlastni
vektory. A zredukovana je rovnéz mnozina momentovych funkei.

Cilem je zde pokusit se zlepsit pocet odstranénych momentovych funkei. V né-
kterych piipadech dochézelo u vychoziho predpodminéni k tomu, Ze bylo odstranéno
prilis momentovych funkei, ackoliv by to nebylo nutné pro zajisténi pozitivni definit-
nosti kovarianéni matice ani pro stabilitu numerického tesice. V ptipadé velké chyby
momentu dochézelo naopak k pomérné malému ofiznuti, které nevedlo ke zlepSeni
konvergence numerického fesenti.

P1i respektovani znaceni z ¢asti 2.2.1 je navrzeny algoritmus nésledujici. Po pro-
vedeni odhadu necentralni kovarianéni matice C (kterad nemusi byt pozitivné defi-
nitnf) je tato matice rozloZena na vlastni isla a vlastni vektory C = PAPT, kde
vlastni vektory P jsou v tuto chvili chadpany jako hlavni komponenty a vlastni ¢isla
A; na diagonale matice A reprezentuji velikosti odpovidajicich komponent.
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Hodnoty A; spolu s hlavnimi komponentami v P jsou sestupné sefazeny podle
velikosti. Vyhodnocen je piispévek jednotlivych hlavnich komponent k celkové in-
formaci o rozptylu ptuvodnich momentovych funkei

kde 1 je vektor kumulativnich souc¢ti prispévkii velikosti hlavnich komponent na
celkovém rozptylu.

Poté jsou navrzeny dveé kritéria na jejichz zakladé jsou vytvoreny ofiznuté matice
vlastnich vektoru Q a vlastnich ¢isel A’

1. I > 14+ 0%k # R. V tomto piipadé Q vznikne z P ponechanim prvnich k
komponent. Stejnym zpusobem je ofiznuté také A na A’. Zde prvnich k kom-
ponent obsahuje pfiblizné 100% informace o rozptylu ptivodnich momentovych
funkedi.

2. I <1+0%Vke{l,.., R} V této situaci jsou viechny komponenty v P a A
sefazeny podle absolutnich hodnot A;. @ a A’ vznikne odstranénim komponent
jejichz podil na celkové informaci je mensi nez 7. Parametr 7 je volitelny,
implicitni hodnota 7 = 1077,

Se vzniklymi @Q a A’ se déle pracuje shodné jako v ¢asti 2.2.1.

Jedna se o vlastni navrh tpravy vychoziho predpodminéni. Vyhodou tohoto pii-
stupu je, ze v bodé 2 nemusi byt odstranéno takové mnozstvi momentovych funkci
jako pri pouziti vychozi verze predpodminéni. To je dano tim, Ze se pracuje s ab-
solutnimi hodnotami vlastnich ¢isel, takze vétsi zaporna vlastni ¢isla se dostanou
do kladného spektra a mohou byt nad hodnotou 7. Na druhou stranu v piipadé
velmi neptesnych odhadu je pfistoupeno k radikalnéjsimu ofiznuti momentti (bod
1). Diky tomu je zajiSténa stabilni konvergence numerického reseni. Mezi nevyhody
patii nékdy obtizné hledani vhodného parametru 7.

Na obrazku 3.2 jsou znazornény vlastni ¢isla vysledné Hessovy matice H (5\) nu-
merického TeSeni. Porovnany jsou jejich hodnoty v pripadé pouziti vychoziho pred-
podminéni a toho s pomoci PCA. Ukazuje se, ze pii pouziti PCA dochazi k vétsimu
ofiznuti vlastnich ¢isel a snizuje se ¢islo podminénosti matice H (5\) Vliv tohoto
pristupu na rekonstruované hustoty pravdépodobnosti je zkoumén v ¢asti 6.6.
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Obréazek 3.2: Porovnani vlastnich ¢isel Hessovy matice H () s vychozim pfedpodminénim
a predpodminénim vyuzivajicim PCA, ¢ - tiroven chyby momentu. Pro kazdé o a metodu
predpodminéni jsou uvedeny ¢isla podminénosti ko matice H (X).
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4 Srovnavaci rozdéleni pravdepodobnosti

Predstavené algoritmy jsou testovany na sadé vybranych rozdéleni pravdépo-
dobnosti, ktera byla zvolena podle J. Farmer [16]. Kromé spojitych rozdéleni je
provedeno testovani také na jednom rozdéleni, které obsahuje nékolik bodu nespoji-
tosti. K prikladim z [16] je pfidano lognormalni rozdéleni, které se ¢asto vyskytuje
v praktickych tulohéch. Nésleduje struény popis jednotlivych rozdéleni véetné zob-
razeni jejich tvaru hustoty pravdépodobnosti. Pro vSechna provedené testovani jsou
rozdéleni pravdépodobnosti omezena na interval [xg.001, Z0.999]-

4.1 Normalni rozdéleni

Prvni prikladem je normélni rozdéleni
f(z) = N(z|p=0,0 =10), x € (—o0,00).

Toto rozdéleni (obrazek 4.1) ma velmi jednoduchy tvar, symetricky kolem stfedni
hodnoty. Vyhodou je, Ze vétsina hodnot lezi na pomérné malém intervalu. Lze jej
z hlediska MEM aproximovat pomoci jedné exponencily a pro urc¢eni PDF postaci
maly pocet momentu R. Jedné se tak o nejjednodussi pripad z pouzitych rozdéleni.

0.040 1 0-251

0.035 4
0.20 A
0.030 1

0.025 4 0.15 1

X 0.020
=

f(x)

0.10 A
0.015 4

0.010 4
0.05

0.005 -

0.000 1 0.00 A

T T T T T T T T T T T T T T
—40 -20 0 20 40 0 25 50 75 100 125 150 175 200
x X

Obrazek 4.1: Normélni rozdéleni Obrazek 4.2: Lognormalni rozdéleni
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4.2 Lognormalni rozdeéleni

Lognormalni rozdéleni (obrazek 4.2) je ¢asto pouzivané spojité rozdéleni, které
je vhodné pro nahodné veli¢iny, jez mohou nabyvat pouze kladnych hodnot. Lze ho
chapat jako logaritmus, ktery je normalné rozdéleny. Plati, Ze pokud X ma lognor-
malni rozdéleni, pak Y = In(X) ma normalni rozdéleni. Hustota pravdépodobnosti
je zde stanovena takto

f(x) = LN (x|p = 45,0 =5.9), z € (0,00).

V praxi se lognormalni rozdéleni pouziva naptiklad pro fyzikalni veli¢iny, které
nemohou byt zaporné, vyskytuje se také casto v analyze spolehlivosti systému.

4.3 Rozdéleni two-gaussians

Toto rozdéleni obsahuje soucet dvou normalnich rozdéleni s odlisSnymi stfednimi
hodnotami a smérodatnymi odchylkami

7 3
flz) = EN($|M1 =5,00=3)+ 1—0N(m|u2 =0,00 =0.5), x € (—00,00).

Prubéh funkce hustoty pravdépodobnosti (obrazek 4.3) nemiize byt z hlediska MEM
vyjadrien jednodus$e pomoci jedné exponencialy. Pro nalezeni pfesného tvaru je zapo-
tfebi vétsi mnozstvi momenti. Pro malé po¢ty momenti je velmi tézké rozlisit mezi
zvlnénim zpusobenym nedostatkem momentti (chybou aproximace) a pfitomnosti
dalstho normélniho rozdéleni, jehoz vrchol vybocuje z jedné strany dominantniho
rozdélenti.

0121
0.101
0.08 { 5]
& 0.06
0.04 1
5
0.02 {
] \
0.00 0

T T T T T T T T T T T T T
-10 =5 0 5 10 15 20 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Obrazek 4.3: Rozdéleni two-gaussians Obrazek 4.4: Rozdéleni five-fingers

4.4 Rozdeleni five-fingers

Jedna se o soucet péti normélnich rozdéleni a rovnomérného rozdéleni

f(x):wkZ:./\/'(x PR it >—|—(1—w).

10 ~ 100
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Zde je snahou otestovat aproximaci pro velmi Spic¢até rozdéleni, kterd jsou blizko
sebe na kratkém intervalu [0, 1] (obrazek 4.4). Vzhledem k tomu, Ze jsou rozdélent
velmi uzka, tak lze tento interval povazovat za tplny a neofiznuty. Podobné jako
v predchozim pripadé i zde by mélo byt potieba k presnému odhadu pouziti mnoha
momenti. Obtizné bude také, pro pouzity algoritmus, presné zachyceni velmi tzkych
a Spicatych vrcholu a rovnéz strmych prechodi mezi jednotlivymi vrcholy.

4.5 Cauchyho rozdeleni

Cauchyho rozdéleni (obrazek 4.5) je podilem dvou normalné rozdélenych nahod-
nych veli¢in. Kde rozdéleni ve jmenovateli mé stfedni hodnotu rovnu 0.
F(#) =~ o, 7 € (~00,00)
r)=————, 1 € (—00,00).
m(z2+1)

Zvlastnosti tohoto rozdéleni je, ze nema definovanou stfedni hodnotu ani sméro-
datnou odchylku resp. rozptyl. Neexistuji zde kone¢né momenty zadného stupné a
neexistuje ani jeho momentova vytvorujici funkce.

7 duvodu existence Teseni a stability MEM je ofiznuty interval, na kterém se
hleda vysledna hustota (viz [16, s. 20]):

[900.25 - 7(%.75 - $0.25), ZTo.75 + 7(%.75 - 130.25)] .

1.24

1.14

f(x)

1.04

0.94

0.00 - 0.8

T T T T T T T T T T T T T T T
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Obréazek 4.5: Cauchyho rozdéleni Obréazek 4.6: Nespojité rozdéleni

4.6 Nespojité rozdeleni

Poslednim testovacim piipadem (obrazek 4.6) je rozdéleni, které ma celkem 8
bodt nespojitosti a je definované pro = € [0, 1]

4/5, x < 0.3 nebo x > 0.8
flx) =<1, 04<xz<0.5 (4.1)
5/4, jinde.

30



Toto rozdéleni neni mozné zachytit presné pomoci MEM. Polynomy, které jsou
pouzité pro vypocet moment maji nosi¢ pres cely interval, takze nedokézi zohlednit
body nespojitosti. K alespon pribliznému zachyceni tvaru bude potieba velky pocet
momentl, pravdépodobné nejvétsi ze vsech uvedenych rozdéleni pravdépodobnosti.
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5 Analyza KL divergence MEM

Spravnost vysledkt vychoziho algoritmu je ovéfena na zavedenych srovnavacich
rozdélenich pravdépodobnosti (viz kapitola 4). Pouzito je zde vychozi predpodminéni
a numericka metoda optimalizace popsana v ¢asti 2.2.2. Cilem je kromé vizualni
kontroly urc¢enych hustot pravdépodobnosti, také analyza KL divergence (viz ¢ast
2.1.2).

Jak bylo uvedeno ve vété 2.1.1, tak KL divergenci je mozné rozdélit na chybu
aproximace a chybu odhadu. Obé tyto chyby jsou zde rozebréany a numerické vy-
sledky jsou porovnény s teoretickymi odhady.

Prvnim pripadem je popséni chyby aproximace. Provedena je MEM s presnymi
hodnotami momenti p. Zkouman je vliv jejich po¢tu R na presnost feseni. Nasleduje
popis chyby odhadu. Zde je pozornost zamérena na posouzeni vlivu chyby momentu
na KL divergenci. Metoda maximélni entropie je provedena pro riizné chyby odhadu
momenti £ pii konstantnim R.

5.1 Zpuasob vypoctu odhadi

Momenty mohou byt odhadnuty pomoci metod Monte Carlo. Pro testovani neni
ovsem tento zptisob idealni. Vypocty mohou trvat pomérné dlouho a navic miize byt
obtizné obdrzet vysledky s malymi chybami. MC a MLMC odhady jsou s praktic-
kymi tlohami pouzitelné pii celkové smérodatné odchylce zhruba do 0.01 az 0.001.
Nizsi chyby 1ze dosahnout jen v pripadé MLMC s velmi dobrym poklesem rozptylu
napii¢ trovnémi (viz [41, s. 9646]) nebo pii modelovani triviadlnich aloh. OvSem pro
celkovou analyzu metody maximalni entropie je vhodné zkoumat i vliv mensi chyby
odhadi.

7 toho duvodu nejsou v této préaci, az na uvedené vyjimky, pouzity pro od-
hady momentt nebo kovarian¢ni matice metody Monte Carlo. Chyby jsou uméle
modelovany pfidanim Gaussovského sumu k numericky co nejpfesnéji spoc¢itanym
hodnotdm. Intenzita Sumu je fizena smérodatnou odchylkou o. Odhady momenti
maji pak tuto podobu:

= “+N(0>02)>

kde p jsou numericky spocitané presné momenty, N'(0,0?) je norméalni rozdéleni
se stiedni hodnotou 0 a rozptylem 2. Implementace Gaussovského sumu pouziva
generator pseudondhodnych cisel, ktery mé nastaveny pevny pocatecni stav 1234.
Tim je zajisténa reprodukovatelnost dosazenych vysledkii.
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Cilem je, aby rekonstrukce rozdéleni pravdépodobnosti poskytovala dobré vy-
sledky pro o > 0.001, tak aby bylo mozné v realnych tlohach pouzivat MLMC.
Metoda optimalizace i zptisob prace s odhady momenti je stejny napfic timto tex-
tem, pokud to neni popsano jinak.

5.2 Chyba aproximace

V této ¢asti je popsana chyba aproximace provedenych rekonstrukei funkce hus-
toty pravdépodobnosti. Pouzity jsou rtizné pocty R presnych momentt p. Vypoctena
chyba aproximace KL divergence D(pl||pr) je porovnana s teoretickym odhadem.

Na obrézku 5.1 jsou pro jednotliva srovnévaci rozdéleni a vybrané hodnoty R
vykresleny hustoty pravdépodobnosti p, které jsou vysledkem MEM (viz popis v ¢asti
2.2). Jiz z vizualniho posouzeni plyne, Ze s po¢tem momenti se zlepSuje piiblizeni
vysledného tvaru PDF ke tvaru referenéni PDF. V pripadé normalniho rozdéleni
(obrazek 5.1a) se tak stane uz pro maly pocet momenti (R = 8). Pro rozdéleni
two-gaussians (obréazek 5.1¢) dochézi k pomérné dobrému piiblizeni az zhruba od 30
momenti vySe. Podobn4 situace je u lognormélniho rozdéleni (obrazek 5.1b), kde
je pro malé pocty momentu (R < 15) obtizné zachytit vrchol resp. strmé klesani
z vrcholu k pocéatku sledovaného intervalu.

V piipadé Cauchyho rozdéleni (obrazek 5.1e) lze hovorit o dobré aproximace az
od vice jak 50 momentt. U nespojitého rozdéleni dochazi k velmi pozvolnému zlep-
Sovani aproximace. Ani pro 100 momentu neni v tomto p¥ipadé vysledek pfilis dobry.
Zvlastnim piipadem je rozdéleni five-fingers (obrazek 5.1d), zde dochazi k obstojné
aproximace okolo 30 momentii. Jedna se ovSem o jediné z pozorovanych rozdéleni,
u kterého doslo k offznuti po¢tu momentti (podrobnéji sekce 2.2.1), konkrétné se to
stalo pro pripad R = 100.

—— R=2,D=4.15e-01 —— R=2,D=4.85e-02
—— R=8,D=1.68e-13 —— R=8,D=1.66e-02
—— R=15,D=1.47e-11 —— R=15,D=3.02e-03
—— R=30,D=1.50e-11 —— R=30,D=9.33e-05
R=45,D=1.50e-11 0.20 R =45, D=3.68e-06

0.04

—— R=76,D=1.50e-11 —— R=76,D=435e-09
0.03 —— R=87,D=1.50e-11 —— R=87,D=2.25e-10
0.15

=
50.02

p(x)

0.10
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Obrazek 5.1: Rekonstrukce rozdéleni pravdépodobnosti s presnymi momenty, R - pocet
momentti, D - chyba aproximace D(pl|/pr).

Dale bylo pristoupeno k analyze chyby aproximace KL divergence. Pro ni existuji
teoretické odhady, plati (viz [4, s 1363-1364]):

I1np—In plls = O(L/R),

kde Inp € WF. V pifpadé, Ze je In p analytické, tak podle [31, s. 22| je D(p|pr) <
exp(—bR), b je konstanta. Z teoretickych predpokladi vyplyva, ze chyba aproximace
D(p|lpr) zavisi na po¢tu momenti R.

Obrazek 5.2 znazornuje, pro jednotliva rozdéleni, vyvoj chyby aproximace v za-

vislosti na R.
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Obrazek 5.2: Prabéh KL divergence s rostoucim poc¢tem momenti R

Nejprve jsou popsany kiivky pro rozdéleni, ktera lze povazovat za analyticka,
pro né je pridana kiivka ilustrujici teoreticky odhad D(p||pr) = exp(—0.25R).

V pripadé normalniho rozdéleni klesne D(p||pg) velmi rychle na troven strojové
presnosti, na které se drzi i s nartustajicim R. U ostatnich rozdéleni dochazi k po-
klesu pozdéji. Kiivky pro lognormalni rozdéleni, Cauchyho rozdéleni a rozdéleni
two-gaussians maji velmi podobny priibéh, coz koresponduje s vizualnim posouze-
nim spravnosti aproximace MEM.

Zpocéatku konstantni je chyba aproximace u rozdéleni five-fingers, kde dochazi
k poklesu az pti pouziti vice nez deseti momenti. Jina je situace pro nespojité rozdé-
leni, které nemé spojité ani prvni derivace. A tak by podle teoretickych predpokladi
nemélo dochézet k poklesu D(p||pr). PTi numerickém feSeni nicméné dochéazi k mir-
nému linearnimu poklesu.

Pro R = 100 vychazi D(p||pr) fadové podobné pro normalni a lognorméalni rozdé-
leni i pro rozdéleni five-fingers a two-gaussians. Pro Cauchyho rozdéleni je o zhruba
4 1ady horsi, ovsem podle tvaru kiivky a provedenych experimentii lze predpokladat
pomérné strmy pokles se zvySujicim se R. A tedy pro obdobné vysledky nebude po-
tfeba vyrazné navyseni R. Oproti tomu u nespojitého rozdéleni, by nemélo dochézet
k vyraznéjsimu poklesu ani pro podstatné vétsi hodnoty R, z experimentu vyplyva,
ze prinejmensim pro R < 250 to plati.

Pro vsechny sledované hustoty pravdépodobnosti pg plati trend, Ze se zvétsujicim
se R klesa D(p||pr). ZvySovani R s sebou pfinasi navyseni vypocetni ceny.

5.3 Chyba odhadu

V této c¢asti je popsana slozka KL divergence, kterd vyjadiuje chybu odhadu
D(prllpr), pro jeji vypocet byly pouzity zaSuméné momenty g (viz ¢ast 5.1). Kromé
zobrazenych rekonstruovanych hustot se zde nachéazi také porovnani numerickych
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vysledkii chyby odhadu s teoretickymi predpoklady. Po¢et momenttu byl stanoven na
R = 35. Tento pocet byl zvolen vzhledem k vysledktim chyby aproximace v predchozi
casti 5.2. Jedna se o kompromis mezi presnosti feseni a vypocetni cenou reseni.

Obrazek 5.3 obsahuje pro kazdé testovaci rozdéleni porovnani tvaru referen¢ni
hustoty a hustoty ziskané pomoci MEM. Uvedeny jsou piipady s Grovni Sumu o =
| pp—f1||* v rozpéti priblizné od 10~ do 107?. Pro kazdy z téchto Sumi je zaznamenana
vysledna chyba odhadu D = D(pss||p35) a po¢et momentu, které byly odstranény
(popis odstranéni momentt viz ¢ast 2.2.1).

Pro vsechna rozdéleni vychazi velmi Spatna aproximace pro ¢ = 0.1, dochazi
zde k nejvétsimu poctu odstranénych momentovych funkei z mnoziny ¢. V pripadé
lognorméalniho nebo Cauchyho rozdéleni toto platii pro o = 0.0212. To jsou hodnoty;,
pro které je Hessova matice Spatné podminéna.

V pripadé normalniho rozdéleni nedochazi k odstranovani momentt az pii malé
trovni Sumu (o ~ 107°), podobné to je i u ostatnich rozdéleni. S vyjimkou rozdéleni
five-fingers, zde nastéva odstranénf momenti i pri malém zaSuméni dat (o ~ 107?).
V piipadé, ze dojde k odstranéni nékterych momentii, tak se zvétsuje chyba aproxi-
mace.

Ukazuje se, ze chyba odhadu se projevuje zejména ve zvinéni tvaru PDF. To se
zacinéd objevovat, se zvySujicim se o, a to pfedevsim na ¢astech PDF, kde je nejméné
informace o rozdéleni.
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Obrazek 5.3: Rozdéleni pravdépodobnosti pro zasuméné momenty, o - velikost chyby mo-
menti, n - pocet ofiznutych momentt, D - chyba odhadu pro 35 momentt D(ps5||pss)-

Komplexnéji je prubéh D(pss||pss5) pro rizné hodnoty o zobrazen na obrazku
5.4. Pridana je chyba aproximace D(p||ps5) a linearni kiivka znazoriujici teoreticky
odhad (viz [31, s. 23])

D(prllpr) < Crllu— all*,

kde Cf je konstanta, zde Cr = 102,

Z obréazku je zfejmy velmi podobny priitbéh pro normélni, lognormalni i Cauchyho
rozdéleni, stejné jako pro rozdéleni two-gaussians. Jiné je to u nespojitého rozdélent,
kde se zastavuje pokles piiblizné na tirovni D(pss|ps5) &~ 107!, Lze tak konstatovat,
7e v tomto pifpadé nem4 smysl stanovovat o < 1077, V pifpadé rozdéleni five-fingers
je trend takeé klesajici ovSem s vyraznéjsimi vykyvy D(pss5]|pss), které jsou zptsobeny
orezavanim momentu.
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Obrazek 5.4: Pribéh chyby odhadu KL divergence s rostoucim o, horizontalni ¢arou je
zobrazena chyba aproximace D(p||ps3s).

Jak ukazuje obrazek 5.4, tak pro vSechna pozorovana rozdéleni zde dochazi
k tomu, Ze na ur¢itém intervalu hodnot o je chyba odhadu D(pg|pr) vétsi nez
chyba aproximace D(p||pr). Ta je v obrazku znazornéna vodorovnou carou. Pro
tyto hodnoty o by mélo byt mozné stanovit vhodnou regularizaci a pokusit se co
nejvice potlacit chybu odhadu.

Nésleduje popis schopnosti konvergence numerického feseni. Uvedeny jsou pocty
iteraci algoritmu MEM pro rizna R a rovnéz pro odlisna o. Tolerance numerického
feSice zlistava nastavena na 107° (viz ¢ast 2.2.2). V pripadé vypoctu s pouzitim pres-
nych momenti (obrézek 5.5) byl zvolen maximalni pocet iteraci 70. Na obréazku 5.5
si lze v8imnout toho, Ze pro rozdéleni five-fingers dochazi k néarustu poctu iteraci
s rostoucim R. Pro ostatni rozdéleni je pocet iteraci priblizné konstantni pro R > 10.

Pro piipad vypoctu s nepfesnymi momenty (obrazek 5.6) byl stanoven maxi-
malni pocet iteraci na 30. A to z toho diuvodu, Ze na zakladé predchoziho ptipadu
by mél byt tento pocet pro vétsinu rozdéleni dostacujici. Ukazuje se, ze zde dochézi
casto k selhani minimalizacniho algoritmu pro nejvétsi hodnoty o, kde je velikost
rezidua fadové 0.1 a neklesne tak pod zvolenou toleranci 107°. Nelze se tomu vy-
hnout ani navysSeni maximalniho poctu iteraci. Pi experimentalnim navyseni na 70
iteraci tento problém stale pretrvava, projevuje se zde $patna podminénost vysledné
Hessovy matice, viz ¢ast 2.2.1. Pro o < 0.001 jiz numericky resi¢ konverguje s vyjim-
kou rozdéleni five-fingers, kde algoritmus vycerpa vsech 30 iteraci i pro malé hodnoty
0. Velikost reziduf je zde fadové 107, se zvySenim poctu iteraci (az na 70) lze snizit
velikost rezidui pod stanovenou toleranci.
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Obrazek 5.5: Vyvoj iteraci algoritmu pro rizny pocet momentovych funkci R
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Obrazek 5.6: Vyvoj iteraci algoritmu pro rtzné chyby momenti o, hnédou barvou jsou
zobrazeny piiklady, ve kterych bylo dosazeno maximélniho poctu iteraci algoritmu, ¢ernou
barvou je uveden netspéch fesice z jiného duvodu.
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6 Regularizace

Pojem regularizace zahrnuje celou fadu metod. Lze ho chapat jako techniku ve-
douci ke zobecnéni piivodni tlohy. V této kapitole je objasnén vyznam regularizace
a predstaveny jsou jeji zékladni typy. Dale je uveden ptehled konkrétnich regulari-
zaci pro problém rekonstrukce funkce hustoty pravdépodobnosti. Nasleduje zavedeni
vybrané regularizace do jiz predstavené metody maximalni entropie, viz 2.1.4. Efekt
regularizace je posouzen na srovnavaci sadé rozdéleni pravdépodobnosti (viz kapi-
tola 4).

Regularizace je pomérné stara myslenka, ktera se objevila jiz ve 40. letech 20. sto-
leti (viz A. Tikhonov [53]). Prvotnim tucelem bylo umoznit feSeni tzv. Spatné po-
stulovanych (ill-posed) inverznich problému. Aby byl problém dobfe postulovany
(well-posed) tak musi spliovat tii podminky (Hadamardovu definici):

e existuje TeSeni problému
e TeSeni je jednoznacné
e Teseni spojité zavisi na vstupnich datech a parametrech

Myslenku feseni inverznich problému lze vyjadrit obecné jako urceni parametria
funkce z provedenych pozorovani. Piikladem miize byt pravé uréeni PDF z vy-
poctenych momenti. S ohledem na to, ze tyto inverzni problémy ¢asto trpi chy-
bou v datech nebo numerickou nestabilitou kviili diskretizaci, tak mohou byt Spatné
postulované (Spatné postulovany problém miuze byt dobfe podminény, viz |46, kapi-
tola 2|).

Postupnym vyvojem se zacala uplatiiovat regularizace také v oblasti statistického
zpracovani dat a strojového uceni. Zde slouzi pfevazné k zhlazovani funkci a zabra-
flovani takzvanému pieuceni (overfitting) modelu. Ukolem je zde najit rovnovahu
mezi komplexnosti modelu a priblizenim k testovacim dattim.

Lze se setkat se dvéma zakladnimi typy regularizaci. Jsou jimi Lo a L; regulari-
zace. V pripadé Lo regularizace, tedy pouziti Lo normy pro regulariza¢ni ¢len, neni
mozné zcela potlacit nékteré parametry modelu. To znamena, Ze po regularizaci bu-
dou bud zachoviny vSechny puvodni atributy, Zadny nebude tzv. vynulovan, nebo
budou potlaceny vSechny koeficienty.

L regularizace, ktera odpovidé pouziti L; normy pro regulariza¢ni ¢len, mé takeé
za cil zmensSit koeficienty, ale navic poskytuje tzv. fidké tfeseni. Nékteré koeficienty
mohou byt tplné potlaceny. Tato norma méa nevyhodu v tom, Ze neni diferenco-
vatelna na celém intervalu. To lze vyteSit napiiklad pouzitim Huber normy nebo
implementaci vhodného algoritmu optimalizace (viz [48]).
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Dale jsou podrobné popsény dvé velmi ¢asté metody regularizace, a to Tikho-
novska regularizace a TSVD. V literatufe se lze setkat i s dalsimi, které zde nejsou
dale zminény. Patii mezi né iterativni regulariza¢ni metody, podrobné se jim vénuji
H. Engl [14] nebo B. Kaltenbacher [34]|. Hybridni regularizace, jez typicky kombi-
nuji vice regularizacnich ¢lent, nékteré aplikace jsou uvedeny v |7, 56, 60]. V oblasti
statistiky predstavili hojné pouzivané metody regularizace P. Bickel a M. Li [5].

6.1 Tikhonovska regularizace

Princip regularizace poprvé ucelené popsal A. Tikhonov [53]. Prvotni motivaci
bylo zajistit, aby byl feSeny problém tzv. dobie postulovany (well-posed). Jedné se
o zékladni regularizaci, ktera spoc¢iva v pridani nezaporného konvexniho omezeni
k puavodnimu funkcionalu. Pouziva se dnes Siroce v pripadech FeSeni linedrnich i
nelinearnich inverznich problémi (viz [30]).

Postup je vysvétlen na Spatné postulovaném linedrnim diskrétnim problému:

y=AXx+e, (6.1)

kde y je vektor pozorovani, A je regresni matice (nékdy oznacovana jako matice
planu) o hodnosti ¢, x je vektor neznamych a e vyjadiuje chybu y.
Regularizovany minimaliza¢ni problém (v tomto piipadé linearni regrese) vypadéa
nasledovné:
min = {|Ax — y[* + afx|*} , o € R,

Zde prvni ¢len ||[Ax — y||? je tzv. cenova funkce, ktera ¥ika jak dobie feSeni x
aproximuje zasumeéna pozorovana data y. Mohou tu nastat dvé nepfiznivé situace.
Pokud je tento ¢len piilis velky, tak to znamena, Ze x neni dobré feseni. Naopak
pokud je prilis maly a tedy pro x je problém vyfeSen velmi presné, pak dochézi
k preuceni. To znamené, ze se podarilo aproximovat y véetné sumu. To je vysledek,
ktery také neni dobry, a to predevsim s ohledem na univerzalnost feSeni vici jiné
drovni Sumu.

Clen |x||? definuje regularitu feseni. Nejvétsi vaha je prikladéna nejvétsim hod-
notam v x. Koeficient o je tzv. regulariza¢ni parametr, ktery #idi velikost regulari-
zace. Cim vétsi je v, tim vetsf vliv ma regularizace na vysledek a naopak. Stanoveni
vhodného « je klicové pro ziskdni optimélniho feseni. V ¢asti 6.5 jsou predstaveny
moznosti urceni a.

Varianty Tikhonovské regularizace a navazujici [vanovovu regularizaci popisuje

Ch. Classon [11].

6.2 TSVD

Dalsi siroce pouzivanou regularizaci je tzv. truncated SVD metoda (viz [27][43,
kapitola 4]). Jedna se o ,offznuti singularniho rozkladu. Nékdy dochazi k tomu,
ze ty nejvétsi chyby jsou zptisobeny komponentami, které odpovidaji nejmensim
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singularnim hodnotam z SVD rozkladu. Cilem metody TSVD je odstranéni téchto
komponent.

Postup této metody je vysvétlen, stejné jako v predchozim pripadé, na linearnim
problému uvedeném v rovnici 6.1. Nejprve je proveden singularni rozklad matice A

A =UxU7,

kde U a V jsou ortonormélni matice. Pro i-ty sloupcovy vektor u; matice U a i-ty
sloupcovy vektor v; matice V plati, ze ulu; = 8;; a v/ v; = d;;. ¥ je diagonalni
matice singularnich hodnot matice A. Predpoklada se, ze prvky ¢ z matice ¥ jsou
kladné a serfazené od nejvétsiho po nejmensi: o > 09 > gy > 0.

Reseni rovnice 6.1 pomoci metody nejmensich ¢tverci lze zapsat takto:

t

T
_ u;y
Xis — V.

o
i=1 g

P1i pouziti TSVD dochézi k ponechéni prvnich k£ komponent. Zbylé, které odpovidaji
nejmensim hodnotam o, jsou odstranény

ko1
_ uy
Xk = Vi,
0'.

i=1 v

kde k urcuje tzv. prah, tedy index mezni hodnoty pro odstranovani komponent.

Vyhodou TSVD je jednoduchost a také fakt, ze jakmile je jednou vypocitan
singularni rozklad, tak je mozné velmi jednoduse volit riznou intenzitu regularizace
pomoci nastavovani parametru k. Mezi nevyhody tohoto pristupu patii vypocetni
naro¢nost SVD, ktera miize byt zejména pro rozséhlé tlohy velmi limitujici.

Jedna se o analogicky postup k pfedpodminéni MEM, kde se vyuziva odhadu
vysledné Hessovy matice, podrobnéji je to popséno v sekci 2.2.1. Misto rozkladu na
singularni hodnoty je tam pouzit rozklad na vlastni ¢isla a vektory.

6.3 Regularizace aproximace PDF

Nedlouho po prvnich publikacich, které popisovaly princip regularizace, se ob-
jevila tato idea v FeSenich rekonstrukce hustoty pravdépodobnosti. Jiz v roce 1971
zavedl Good [23], pro neparametricky maximalné vérohodny odhad (MLE) hustoty
pravdépodobnosti p, regularizaci

1) = [ (ol e (6.2)

snahou bylo minimalizovat Fisherovu informaci funkce p v bodé z, podrobnosti
o Fisherové informaci viz [42]. Pfidany ¢len v podobé Lo regularizace je konvexni, a
proto v principu neztézuje efektivni vyfeseni MLE. Jednalo se o pomérné jednoduchy
odhad rozdéleni pravdépodobnosti v diskrétnich bodech na zékladé N pozorovani.
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Cilem regularizace zde bylo zarucit stabilitu TeSeni a zabranit tzv. Diracové kata-
strofé, tzn. vysledny odhad hustoty je prumér Diracovych pulsi v jednotlivych N
bodech.

Jesté v témze roce prisli Good a Gaskins [24]| s vylepSenim této regularizace,
které spocivalo v pouziti druhé derivace /p. To jiz nabizi pfimocarejsi interpretaci
v podobé penalizace hrubosti rozdéleni. Pouziti odmocniny zde zarucuje, ze PDF
nemuze nabyvat zapornych hodnot.

Pozdéji prezentoval B. Silverman [49] myslenku penalizace logaritmu funkce hus-
toty pravdépodobnosti

J(p) = / (I p(z)")d. (6.3)

Silverman také poznamenéva, ze logaritmus PDF je pfirozeny pro maximalné véro-
hodné odhady nebo neparametrickou diskriminac¢ni analyzu.

Zatimco v regularizaci 6.2 je pouzita prvni derivace, ktera slouzi ke zméfeni
sklonu funkce v bodé. Druha derivace, ktera se objevuje v regularizaci 6.3, odpovida
tomu, o kolik se zméni sklon v tomto bodé. Tedy druhou derivaci lze v tomto kon-
textu chépat jako ukazatel hrubosti dané funkce. Tam kde se hustota vyrazné vini
bude druhé derivace velka v absolutni hodnoté. Naopak v mistech kde je funkce
hladkd bude blizko nule. Regularizace 6.3 tak popisuje mnozstvi celkové zmeény
funkce Inp(x)" na oblasti Q. V piipadé, Ze je Inp(z) hladka funkce, pak Inp(x)’
bude témér konstanta a J(p) bude malé. Na druhou stranu pokud In p(z) osciluje,
pak bude také In p(x)’ kolisat a hodnota J(p) bude velka. Toto chovani regularizace
6.3 je duvodem, pro¢ je vhodné jeji pouziti pro zhlazovani funkci hustoty pravdépo-
dobnosti.

Dalsi variantou je penalizace tieti derivace logaritmu hustoty:

J(p) = / (I plz)")dx (6.4)

Tato regularizace je zejména vyhodna pro normalni rozdéleni. Je to proto, ze ¢im
vetsi je 6.4, tim lépe In p aproximuje kvadratickou funkci a v dusledku se tak bude
p blizit k normalnimu rozdéleni (podrobnéji Ramsay a Silverman [45, s. 120]).

Dalsi vyvoj sméfoval k aplikaci Ly regularizaci. R. Koenker a I. Mizera [36]
upravili regularizaci 6.3 do podoby penalizace totalni variace

Io) = [ 1 pla)lde (65)
Q
Vyhodou by mélo byt snadnéjsi zachyceni strmych zahybtu a tizkych vrcholi hustot

(viz [37]). Nevyhodou je, ze L; norma nemé definovanou derivaci na celém intervalu

Q.

6.4 Metoda maximalni entropie s regularizaci

Prvotni snahou bylo do metody maximalni entropie implementovat regularizaci
spocivajici v penalizaci totalni variace tak, jak ji predstavili Koenker a Mizera.
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7, duvodu zachovani struktury vychoziho prfedpodminéni, které vyuziva odhad ko-
varian¢ni matice, bylo od tohoto pfistupu upusténo. Dale byly otestovany nékteré
varianty penalizace logaritmu hustoty pravdépodobnosti. Nakonec byla nezavisle na
Silvermanovy jako vhodné regularizace ur¢ena penalizace druhé derivace logaritmu
hustoty pravdépodobnosti.

Do cenového funkcionalu (uvedeného v ¢asti 2.1.4) pro vypocet hustoty pravdeé-
podobnosti pomoci metody maximélni entropie je pridan regularizacni ¢len J(p).

Inp=AX-¢

T(p) = (In(p)")* = (A - ¢")".

Hledana hustota p nyni zavisi také na pridané regularizaci
p=er?+al(p).

Funkcional s regulariza¢nim ¢lenem:
F(\a)= / e 4 %(A @) dr — A p.
Q
Podminka optimality 2.8 ma nyni tuto podobu

G\ )= /Q Per? 4 aA(X - ¢")dx — p.

Nakonec Hessova matice je néasledujici:

H()\;a):/Q¢®¢e)"¢+a/9¢"®¢”.

Stejné jako v casti 2.2.1 i zde je aplikovano predpodminéni. Postup vypoctu je
totozny. Predpoklada se, ze vysledna Hessova matice H (A; a) je blizk4 necentralni
kovarian¢ni matici s pfictenou regularizaci. Jeji odhad je oznacen (H) a je zatizen
chybou ¢. S védomim toho, Ze matice regularizace Ry (o) = a [, " @ ¢ mé prvni
dva sloupce a fadky nulové, je pomoci M provedeno centrovani (H') nasledovné:

M(HYM" = C + MRy(a)M" = C + aRy,

kde C odpovida centrované kovarian¢ni matici. Pti pouziti vychoziho prfedpodmi-
néni je proveden rozklad na vlastni ¢isla a jsou odstranéna ta vlastni cisla, ktera
jsou mensi nez o, rovnéz jsou ofiznuty odpovidajici vlastni vektory, pak (H) =
MQAQTMT. Po uskutecnéni RQ rozkladu je zredukovana mnozina momentovych
funkci ¢:

é=L¢, L=RA:Q"M.
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6.5 Volba regularizacniho parametru

Pokud ma byt regularizace pouzita efektivné, tak je nutné vhodné urcit regu-
lariza¢ni parametr «. Jeho vlastnosti by mélo byt, Ze roste s chybou dat a naopak
pokud jsou data presna, pak by mél byt az nulovy.

Neexistuje obecny postup, ktery by vzdy pfinasel idedlni volbu a. V literature
[3, 17, 43] se objevuji rizné piistupy, které jsou casto pouzitelné pro odlisné typy
regularizaci. Pro nasledujici popis téch nejbéznéjsich z nich je pouzit opét linearni
model popsany v c¢asti 6.1.

Mezi nejrozsitenéjsi pristupy patii tzv. diskrepanéni princip (viz [43, ¢ast 5.4.1]),
zde se predpoklada predchozi znalost odhadu velikosti chyby modelu e. Optimalni «
je takové, pro které rozdil aproximace a presného feSeni je roven chybé dat o, nebo
v diskrétnim piipadé je mensi nez o

A% = yll2 = 0,

kde € < 0.

Jestlize neni zndma chyba dat dopredu, tak je mozné pouzit zobecnénou kiizo-
vou validaci, jeji podrobny popis nasleduje v ¢asti 6.5.1. Dalsi pouzivanou metodou
je kritérium L-kiivky (L-curve criterion) (viz [26]). L-kiivka popisuje vztah mezi
normou regularizovaného feSeni ||x,||2 a normou chyby FeSeni [|[Ax, — y/|l2. Opti-
méalni parametr « je takovy, ktery odpovida ,rohu” L-kfivky. V té chvili je docileno
maximalni mozné rovnovahy mezi preucenim a nedoucenim modelu.

Z pohledu statistického uceni se regularizace provadi pomoci rozdéleni dat na
trénovaci, testovaci a pripadné i valida¢ni sadu. To je proveditelné v situacich, ve
kterych je k dispozici dostateéné velké mnozstvi dat. Model je poté proveden (na-
ucen) s trénovacimi daty a na testovacich datech jsou ovéreny vysledky. Takto lze
postupné vyzkouset rizné hodnoty « a naptiklad pomoci minimalizace stfedni kva-
dratické chyby (MSE) vybrat tu nejvhodnéjsi z nich.

V praxi ¢asto neni dostupny dostatek dat tak, aby bylo mozné pouzit dostate¢né
rozsahlou testovaci sadu. Z toho diivodu byly zavedeny techniky, které vyjmou né-
ktera data z procesu trénovani a vysledny model je na nich pak otestovan. Tyto
metody se obecné oznacuji jako kiizova validace.

6.5.1 Krizova validace

K¥izova validace (cross-validation) (viz [22] nebo [3, ¢ast 4.7]) a jeji varianty jsou
jednou z vibec nejpouzivanéjsich metod nejen pro odhad regulariza¢nich parame-
tri. Princip spoc¢ivd v ndhodném rozdéleni dostupnych dat na trénovaci ¢ast a na
valida¢ni ¢éast, se kterou je otestovan natrénovany model.

Na trénovacich datech lze teoreticky vytvorit model s libovolné malou chybou.
Ovsem to zpravidla znamena velkou chybu pfi pouziti testovacich dat a tedy vznik
jiz. zminéného efektu preuceni. Chyba modelu s valida¢nimi daty poskytuje odhad
testovaci chyby. Obvykle se jako ukazatel velikosti chyby pouziva stredni kvadraticki
chyba (MSE).
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6.5.2 LOOCV

Jednou z variant kifzové validace je LOOCV (leave-one-out cross validation),
viz [3, ¢ast 4.7]. Na rozdil od klasické kiizové validace zde nejsou data rozdélena na
dveé velkeé ¢asti, ale ze vSech dat je vybréan jeden vzorek (x1,y;) pro validaci modelu a
ostatni vzorky [(z2,y2), ..., (s, yn)] jSOu pouzity pro trénovani. MSE; = (y; —91)? je
rovno priblizné nestrannému odhadu testovaci chyby, ktery mé ovsem velky rozptyl,
proto se postup opakuje i pro vSechny dalsi dvojice trénovacich a valida¢nich dat

1 n

Urceni C'V,, se provede pro vSechny regulariza¢ni parametry « ze stanovené mnoziny.
Jako optimalni parametr o,y je vybran ten, pro ktery je C'V,, nejmensi.

6.5.3 LOOCV s metodou maximalni entropie

Z principu LOOCYV vychazi algoritmus 1, ktery slouzi k nalezeni o, pro regu-
larizovanou metodou maximalni entropie (viz sekce 6.4).

Nejprve jsou pro momentové funkce ¢ urceny zasuméné momenty fi, zde je kli-
¢ova volba pfridaného Sumu, ktery by mél byt podobné velky jako rozptyl momentii.
Jako analogie k validacnim vzorkim z LOOCYV je provedeno N perturbaci pres-
nych momenti mirné vétsi trovni Sumu, nez tomu je u g, vzniklé momenty jsou
oznaceny fi’, kde i = 1,..., N. Dale je stanoven vektor K regulariza¢nich parame-
tri @ = [aq, ..., ak]. Pro kazdé oy, o a regularizaci J je pomoci MEM stanovena
hustota pravdépodobnosti p. S ni jsou nasledné vypocteny momenty iy, které jsou
porovnany na zéklads MSE s {4’} . MSE; = ||f1; — f]|3.

1 N
= — 3 MSE;
cv N;:l SE;

Qopt = argmin(C'V)

(35
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Algoritmus 1: Urceni regulariza¢niho parametru
1 Function FindOptimalAlpha(a, &, fi., ¢, J):

2 N =100

3 CV = MAX

4 Qopt =0

5 for o, in a do

6 p = MEM(o, fi, o, J)

7 oy = Jop

8 MSE,, =0

9 for ¢ in N do

10 | MSE,, = MSEq, + [li; — il
11 end

12 if MSE,, /N < CV then
13 ‘ Qopt = Qi

14 end

15 end

16 return o,

Vzhledem k tomu, Ze je zndm vztah mezi KL divergenci a L, normou chyby
momentu (viz ¢ast 5.3), tak s poklesem této chyby dochéazi také k poklesu piislusné
KL divergence. V popsaném algoritmu se pracuje s Gaussovskym Sumem namisto
piimého pouziti metody Monte Carlo. Nicméné tento algoritmus 1 je snadno upra-
vitelny pro aplikaci s MC nebo MLMC. Pro odhad f! je v takovém piipadé pouZita
metoda bootstrap. Paklize je znam rozptyl momenti doptedu, pak uvedeny postup
odpovida diskrepan¢nimu principu.

Na obrazku 6.1 jsou znézornény kiivky pribéhu C'V na jejichz zékladé je zvoleno
apt- Uveden je piiklad pro normalni rozdéleni a vychozi pfedpodminéni. Zobrazeny
jsou pripady pro tii riizné trovné chyby momentti o. Pro kazdou z hodnot « je vyne-
sena nejen hodnota C'V, ale také KL divergence D(p||p%;) mezi referencni hustotou
pravdépodobnosti a aproximaci MEM s pouzitou regularizaci.

Ukazuje se, ze je mozné touto metodou ur¢it optimélni regulariza¢ni parametr,
ktery je blizko tomu, pro néjz vychazi nejlepsi KL divergence. V pripadé, ze je cilem
pouZit velmi malou regularizaci (fadové a < 1071%) p¥i malém o, tak miize dochézet
k chybnému nalezeni . ProtoZe jak se ukazuje z obrazku 6.1, pro tyto hodnoty
je prubéh C'V témér konstantni a je tak, i vzhledem k velikosti K, obtizné najit
minimum.

Uvedeny algoritmus byl vytvoren nad ramec zadani diplomové prace, jedna se
o prvotni verzi. Pro spolehlivé nalezeni «,, bude vhodné tento algoritmus do bu-
doucna zdokonalit.
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Obrazek 6.1: Pritbéh CV a KL divergence pfi hledani a¢. Znazornén je ervené pribéh C'V
a modfe pribéh KL divergence D(p||p$5), kiizky oznacuji nalezend minima jednotlivych
kiivek. Typem car jsou odliSeny rtizné tirovné chyby momentt o.

6.6 Testy na srovnavacich rozdélenich

Uvedena regularizovana metoda maximélni entropie, véetné postupu pro ur-
¢eni regularizacniho parametru, je otestovana na srovnavacich rozdélenich (viz ka-
pitola 4). Pro uréeni a,,; bylo zvoleno a = [y = 10711, ... 50 = 107°]. 'V analyze
vysledki je proto t¥eba brat v potaz, Ze nemuselo dojit k nalezeni nejlepsiho .
Testy jsou provedeny nejprve pro vychozi pfedpodminéni, a pak také s predpodmi-
nénim vyuzivajicim PCA. V obou pfipadech je pouZito 35 momentu (R = 35).

6.6.1 Pouziti vychoziho predpodmineni

Nejdiive je provedena rekonstrukce hustot pravdépodobnosti s pouzitim vycho-
ziho pfedpodminéni, ve kterém je redukce momentu fizena chybou odhadu o (viz
cast 2.2.1).

Na obrazku 6.2 jsou zobrazeny rekonstruovana rozdéleni pro MEM bez regu-
larizace a MEM s regularizaci. Testovany jsou tfi trovné chyby odhadu momentu
o =10.01,0.001,0.0001]. Hodnota ¢ = 0.01 je pfiblizné nejvétsi chyba, pro kterou
bylo mozné rekonstruovat rozdéleni bez selhéani Fesice (viz ¢ast 5.3). Pro o = 0.0001
jiz. pro vétsinu rozdéleni nedochazelo k prilis velkym chybam aproximace PDF, a
proto nejsou mensi o uvazovana. Pro kazdy z téchto pripadu je uvedena KL diver-
gence D = D(pss||p35) a pocet ofiznutych momentii n. Neregularizované piipady
MEM jsou zde zobrazeny pouze pro srovnani a jejich detailnéjsi analyza, byt pro
odlisna o, byla provedena v ¢asti 5.3.
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Obrazek 6.2: Porovnani rekonstrukce rozdéleni pravdépodobnosti s pouZitim regularizace a
bez ni. Pro kazdou z chyb o je uveden teckovanou ¢arou vysledek pro MEM bez regularizace
a plnou ¢arou vysledek MEM s regularizaci, n je pocet offznutych momenti a D je KL
divergence D(pss|[ps5)-
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V piipadé normalniho rozdéleni (obréazek 6.2a) dochézi ve viech pripadech k po-
klesu KL divergence D pii pouziti MEM s regularizaci. Vizualné se tento efekt
nejvice projevuje pii o = 0.01, kde je zcela potlaceno zvinéni. Podobného vysledku
je dosazeno i pro o = 0.001, zde se pro puvodni MEM objevovalo zvlnéni jen na
koncich intervalu, to je nyni zhlazeno. Pro nejmensi ¢ = 0.0001 jiz nejsou okem pa-
trné defekty ve vypoctené PDF pomoci MEM. Presto také zde dochézi k pomérné
velkému zlepseni KL divergence témér o jeden fad.

Z obrazku 6.2b lze vycist, ze pro lognorméalni rozdéleni nedochazi k tak velkému
snizeni D jako pro normalni rozdéleni. Také se zde nedari zcela potlacit zvinéni.
Je to dano predevsim kritérii pro volbu regulariza¢niho parametru a,y. Pii vétsim
vlivu regularizace lze dosahnout potlaceni zvinéni, ale dojde také k mirnému snizeni
vrcholu rozdéleni a tim je ovlivnéna vysledna D. V tlohéch, kde by to bylo vhodné,
lze vyhladit tzv. dlouhy chvost a tim snizit KL divergenci v této oblasti, ovSem
zbytek tvaru hustoty pravdépodobnosti bude vyrazné porusen.

V piipadé rozdéleni two-gaussians (obrazek 6.2c) nastéava pro o = 0.01 situace,
ve které sice dochéazi k dobré eliminaci nezddouctho zvinéni, ale zaroven je velmi
potlacen i mensi z vrcholta rozdéleni. Tomuto efektu se nelze zcela vyhnout, avsak
i zde je znatelné snizeno D. Pro zbyla o se vzhledem k mensimu zvIinéni daii lépe
zachytéavat postranni vrchol tohoto rozdéleni a vliv regularizace na KL divergenci se
zmensuje.

Obrazek 6.2d ukazuje vysledky pro rozdéleni five-fingers. Zde pro ¢ = 0.01 na-
stava s regularizaci jen mirné zlepseni D. Pfesto v regularizovaném pripadé pfi-
nejmensim odpovidaji vrcholy poctem a umisténim vrcholiim referenéniho rozdéleni.
I zde se KL divergence zlepsuje s klesajicim o.

U Cauchyho rozdéleni (obrazek 6.2e) je také s aplikovanou regularizaci zmenseno
D. Pii 0 = 0.01 je potlacena velkd ¢ast zvlnéni veetné naristu PDF na koncich
pozorovaného intervalu. Presto se i v regularizovaném piipadé malé zvinéni objevuje.
Pro o = 0.0001 dochazi v pripadé regularizace k mirnému navyseni KL divergence.
Zde je to zptsobeno hodnotou oy, kterd by meéla byt jesté mensi nez je mezni
hodnota a; = 107,

Na obrazku 6.2f jsou zobrazeny vysledky pro nespojité rozdéleni. KL divergence
pro prvni dvé hodnoty o klesa. Zvlasté pro o = 0.01 dochézi k uplnému potlaceni
oscilaci. Stejné jako v pripadé Cauchyho rozdéleni i zde je mirné zvyseni D pro
o = 0.0001, davod je stejny.

7 prezentovanych vysledkii lze konstatovat, Zze se pomoci regularizace daii ve
valné vétsiné pripadi snizovat KL divergenci. Za pozornost rovnéz stoji vliv re-
gularizace na pocet ofiznutych momentovych funkci. Ve vétsiné pripadi dochézi
k poklesu poc¢tu odstranénych momenti. Tim je zlepSeno zachyceni tvaru rozdéleni.

6.6.2 Pouziti predpodmineni pomoci PCA

Zde je realizovana rekonstrukce srovnavacich rozdéleni s pouzitim predpodmi-
néni, které pro redukei momentu vyuziva analyzu hlavnich komponent (viz ¢ast 3.3).
Také na tomto misté jsou porovnany varianty MEM bez regularizace a s regularizaci.
Zmacenti je stejné jako v predchozi ¢asti. Oproti ni je zde kromé pouziti jiného pted-

50



podminéni také navic pridana dalsi chyba momentii ¢ = [0.1,0.01,0.001,0.0001].
Déle je pozornost vénovana predevsim prikladim se o = 0.1. Pro vét§inu rozdéleni
a ostatni o jsou vysledky srovnatelné s vychozim predpodminénim. A tak by bylo
jen zopakovano to co bylo jiz popsano v c¢asti 6.6.1.

V piipadé normélniho rozdéleni (obrazek 6.3a) dochéazi pro o = 0.1 k ofiznuti 32
moment, stanovend PDF je vizualné velmi nepfesné. K vyraznému zlepSeni dochézi
s pouzitim regularizace, kde jiz nedochazi k odstranéni zadného momentu a vysledny
tvar je ovlivnény predevsim chybou odhadu momenti a nikoliv chybou aproximace.
Velice podobné se chovaji PDF pro rozdéleni two-gaussians (obrazek 6.3c).

Pro lognormalni rozdéleni (obrézek 6.3b) je pii o = 0.1 alespoii ramcové zachycen
tvar i bez regularizace. S jejim pouzitim se aproximace zlepsuje, presto obsahuje
vyrazné zvlnéni.

U rozdéleni five-fingers (obrazek 6.3d) dochazi k pomérné Spatnym aproximacim
i pro o nizsi nez 0.1. Projevuje se tu jiz zminény vliv odstranéni velkého mnoz-
stvi momentii. Pro variantu s regularizaci jsou jiz vysledky srovnatelné s vychozim
predpodminénim.

V pripadé Cauchyho rozdéleni (obrazek 6.3e) je pro o = 0.1 a pouzitou regula-
rizaci raimcové zachycen referen¢ni tvar. Pro nespojité rozdéleni (obrazek 6.3f) jsou
vysledky pro ¢ = 0.1 srovnatelné jak s regularizaci, tak bez ni.

Zvolené predpodminéni nemé vliv na efekt pouzité regularizace (v porovnéani
s vychozim pfedpodminénim). Pro ¢ = 0.1 a MEM bez regularizace se ve vétsiné
pripadi nedaii zachytit tvar hustoty pravdépodobnosti, vyjimkou je zde lognormalni
rozdéleni, které ma dlouhy chvost. Pro MEM s regularizaci dochazi k vyrazné lepsimu
zachyceni tvaru rozdéleni.

Smysl tohoto pfedpodminéni je v tom, Ze umoznuje pro velkd o stanoveni malé
vahy regularizace, aniz by doslo k selhani numerického tesice. Pro o < 0.01 jsou
vysledky bez regularizace srovnatelné s pouzitim vychoziho predpodminéni, vyjimku
zde tvori rozdéleni five-fingers.

o=1e-01,n=31, D=4.29e-01
o=1e-01,n=17,D=1.77e-01
o=1e-02,n=25,D=7.01e-02
o=1e-02,n=14,D=2.71e-02
o=1e-03,n=17, D=2.50e-03

0.25
0.04

i 0.20
2, D =3.85e-01

0.03 o=1e-01,n=3 o=1e-03,n=16, D =2.68e-03
—— 0=1e-01,n=0, D=7.86e-02 0=1e-04,n=6, D=4.33e-05
o=1e-02,n=24,D=6.18e-02 o=1e-04,n=6, D=4.32e-05
—— 0=1e-02,n=0, D=1.85e-03 0.15 referenéni hustota
o=1e-03,n=9,D=1.13e-03

bez regularizace

—— 0=1e-03,n=0,D=1.21e-04 s regularizace

o=1e-04, n=0, D=2.58e-05
. —— 0=1e-04,n=0, D=2.00e-06
. M referencni hustota

bez regularizace
—— sregularizace 0.05

$0.02

plx)

0.10

0.01

0.00 0.00 e —" — |
-30 -20 -10 0 10 0 10 20 30 40 50 60
X X
(a) Normalni rozdéleni (b) Lognormaélni rozdéleni
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o=1e-01, n=32, D=6.50e-01 o=1e-01, n=31, D=1.56e+00
0.12 —— 0=1e-01,n=0, D=1.19e-01 8 —— o0=1e-01, n=24, D=2.09e-01
' o=1e-02,n=26, D=3.16e-01 o=1e-02,n=27,D=1.43e+00
—— o0=1e-02,n=0, D=1.02e-02 —— o0=1e-02,n=0, D=1.36e-01
0.10 0=1e-03,n=18, D=2.60e-02 0=1e-03,n=22, D=1.18e+00
—— 0=1e-03,n=0, D=9.24e-04 6 —— 0=1e-03,n=0, D =3.34e-02
o0=1e-04, n=10, D=5.59e-04 o=1e-04,n=18, D=1.00e-01
0.08 —— 0=1e-04,n=2,D=7.64e-05 —— 0=1e-04,n=0,D=7.16e-03
Hmm referencni hustota Emm referencni hustota
_ bez regularizace _ bez regularizace
if.'_ 0.06 —— sregularizace %([4 —— sregularizace
0.04
0.02
0.00
5
X X
(¢) Rozdéleni two-gaussians (d) Rozdéleni five-fingers
0.35 0=1e-01, n=32, D=1.27e+00
—— o0=1e-01,n=20, D=1.16e+00
o=1e-02,n=28, D=1.99e-02
0.30
—— o0=1e-02, n=0, D=1.40e-02 1.2 : i
0=1e-03,n=15, D =9.67e-04 Ll i
0.25 —— 0=1e-03,n=9,D=6.73e-04 o=1e-01, n=31, D=2.36e-02
o=1e-04, n=0, D = 3.10e-05 —— o0=1e-01,n=19, D=15.08e-02
—— g=1e-04,n=0, D =3.12e-05 1.1 o=1e-02,n=16, D =1.34e-02
0.20 EEE referen¢ni hustota 0=1e-02,n=0, D=4.67e-03
_ bez regularizace _ 0=1e-03,n=0, D=2.08¢-04
E s regularizace % —— 0=1e-03,n=0, D=1.76e-04
0.15 1.0 o=1e-04,n=0, D=2.16e-06
—— o0=1e-04,n=0,D=2.17e-06
EEm referencni hustota
0.10 bez regularizace
0.9 —— sregularizace
0.05 V \ \
B > L
0.00 0.8 V/ N
-20 =15 -10 -5 0.0 0.6 0.8 1.0
X
(e) Cauchyho rozdéleni (f) Nespojité rozdéleni

Obrazek 6.3: Rekonstrukce rozdéleni pravdépodobnosti s regularizaci a bez ni, pouzito je
piedpodminéni pomoci PCA. Pro kazdou z chyb o = [1071, ..., 107%] je uveden teckovanou
carou vysledek pro MEM bez regularizace a plnou ¢arou vysledek MEM s regularizaci, n
je pocet ofiznutych momentt a D je KL divergence D(ps3s5||p3s5)-

Déle je pro toto predpodminéni ukézan na obrazku 6.4 vyvoj KL divergence pro
rizné hodnoty chyby momenti o, a také vyvoj iteraci numerického fesice MEM.
V piipadé KL divergence dochézi k poklesu D(pss||p35), podobné jako na obrazku 5.4
v kapitole 5. Pro rozdéleni five-fingers se zde pokles zastavuje. Pro malé hodnoty
o <1078 je jiz D(pss||pss) v podstaté konstantni. To je zptisobeno ofiznutim 7 mo-
mentovych funkei, coz je vice nez v pripadé vychoziho predpodminéni, tam dochazelo
k postupnému poklesu ofiznutych momentt. Toto ofiznuti bylo zapfi¢inéno prilis
malymi hlavnimi komponentami, v tomto ptripadé by bylo vhodné zvolit 7 mensi
nez je vychozi hodnota 107° (viz ¢ast 3.3).

Obrazek 6.5 ukazuje pocty potiebnych iteraci ke konvergenci numerického resice.
S nariistajicim o dochazi ve vétsiné pripadu ke snizeni poctu iteraci. Je to dano vel-
kym poctem ofiznutych momentovych funkci. Pro tato velkd o prevlada v predsta-
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veném algoritmu prvni moznost tzn. ponechani prvnich & komponent, které popisuji
priblizné 100% rozptylu ptuvodnich momentovych funkei. Ve vSech piipadech dochéazi
ke konvergenci numerického reseni.

102
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107 ‘\[\Vr\/ R ad/
1077
“n
om
<Q
Tg 10710
g: v’
10-13 —e— normalni rozdéleni
—— lognormalni rozdéleni
—=— rozdéleni two_gaussians
10-16 —=— rozdéleni five_fingers
i —e— Cauchy rozdéleni
° nespojité rozdéleni
1071 o 5 512
D(p3sl035) = 100|u — p]
—- D(p|lp35)
10711 107° 1077 1073 1073 107t

Obrazek 6.4: KL divergence pro ruzné chyby momenti o a predpodminéni po-
moci PCA. Vodorovnou ¢arou je zobrazena chyba aproximace D(p||pss), piimka
D(ps3s||pss) = 100|u — fi|?> znazoriuje teoreticky predpoklad chyby odhadu.
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Obrazek 6.5: Iterace algoritmu pro rizné chyby momentu o a pfedpodminéni pomoci PCA
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7 Rekonstrukce rozdéleni pomoci spline
funkci

V této casti je uvedena dalsi moznost rekonstrukce rozdéleni pravdépodobnosti.
Jedna se o interpolaci distribu¢ni funkce pomoci spline kiivek. Zatimco piimym
vysledkem metody maximalni entropie je funkce hustoty pravdépodobnosti. Tak tato
metoda stoji na odhadu stfedni hodnoty indikatorové funkce, pomoci niz je urcena
primo distribu¢ni funkce. Nésledné je vypocitana funkce hustoty pravdépodobnosti.

Néhodnéa velicina X je v tomto pripadé jiz modelovana pomoci metod Monte
Carlo. Z duvodu zachovani pfiméreného rozsahu této prace zde neni obecny popis
principi metody Monte Carlo a je pristoupeno piimo k jeji konkrétni implementaci
pro stanoveni distribuce. Podrobny matematicky popis této metody lze nalézt v [19],

Stanoveni distribu¢ni funkce pomoci spline kifivek predstavil ve svém ¢lanku M.
B. Giles |20], ktery nahodnou veli¢inu X modeluje pomoci vicetroviiové metody
Monte Carlo. M. B. Giles aplikuje tento piistup na problém feSeni stochastickych
diferencialnich rovnic. Na jeho praci navazuji D. Lu a kolektiv [41], ktefi pfisli s upra-
vou MLMC algoritmu a aplikovali jej na simulace fyzikalnich déja v ropnych lo-
ziscich. Pro vypocet distribu¢ni funkce pouzivaji misto spline kiivek Lagrangeovy
polynomy. Podobnym problémem se zabyvali také S. Taverniers a D. Tartakovsky
[51], ktefi rovnéz vychéazi z prace M. B. Gilese a porovnavaji jeho pfistup s jadro-
vymi odhady hustot (KDE). Tito autofi se zabyvali aplikaci v tlohach podzemniho
proudénti.

D. Wilson a R. Baker [57] pfisli s vlastnim algoritmem vypoctu distribu¢ni
funkce. I zde se jedna o kombinaci MLMC a odhadii hodnot indikatorové funkce.
Autofi se zaroven zabyvali vyresenim stejného problému pomoci metody maximalni
entropie. Aplikaci je zde simulace chemického procesu. V zavéru autofi konstatuji,
ze pro jejich konkrétni tlohu jsou schopni dosahovat lepsich vysledki pouzitim in-
dikatorové funkce.

Kromé jiz zminénych Lagrangeovych polynomii, lze misto interpolace pomoci
spline kiivek pouzit také jiné piistupy. Jako jsou napiiklad Newtonova interpolace
nebo interpolace pomoci Taylorova polynomu a dalsi [8]. Velmi pouzivané jsou ku-
bické spline kiivky, které pro velkou ¢ast praktickych tloh dokézi splnit pozadované
naroky:.

Obsahem této kapitoly jsou definice spline funkce a jeji reprezentace pomoci tzv.
B-spline bazovych funkci. Néasleduje samotny popis algoritmu pro urceni distribu¢ni
funkce. Nejdfive je zminéna varianta pro klasickou metodu Monte Carlo a nasledné
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je tento pristup rozsiten na piipad MLMC. V posledni ¢asti je popsana realizace
vypocétu a pouzité externi knihovny programovaciho jazyka Python. Nakonec jsou
porovnany vysledné PDF stanovené metodou maximalni entropie a spline interpo-
laci.

7.1 Spline interpolace

Interpolace je proces, jehoz cilem je nalézt funkci, ktera ve stanovenych tzv. uz-
lovych bodech nabyva predepsanych hodnot. V nékterych tlohach neni vhodné, aby
hledané funkce prochazela piimo predepsanymi hodnotami v uzlovych bodech. Mtze
se jednat o situace, kdy predepsané hodnoty nejsou stanoveny prili§ presné (jsou na-
priklad vysledkem méteni), pak je vhodnéjsi misto interpolace pouZit aproximaci.
V této kapitole jsou pfedmétem zajmu predevsim interpolace.

K interpolaci se velmi casto pouzivaji polynomy. Ty maji celou fadu vyhodnych
vlastnosti. Patii mezi né snadné vyhodnocovani, diferencovatelnost, integrovatelnost
a dalsi [8].

V okamziku kdy je k dispozici rozsdhla mnozina dat, tak za¢ne byt polynomi-
alni interpolace problematicka. Polynom je vysokého stupné a objevuji se oscilace.
Vychodiskem muze byt pouziti funkce, ktera bude po ¢astech polynomem nizkého
stupné a jednotlivé ¢asti na sebe budou dostatecné hladce navazovat. Jedné se o tzv.
spline funkce. Kromé tuloh interpolace se vyuzivaji také napiiklad v pocitacové gra-
fice, numerické integraci apod.

Pro dalsi popis se predpoklada, Ze uzlovy vektor T = (tg, 1, ..., t,;,) ma své prvky
sefazeny neklesajicim zpusobem.

Definice 3. B-spline bazové funkce N;j(t), stupné k jsou na uzlovém vektoru T
definovany rekurzivnim predpisem:

Nia(t) = { L o
0 jinde,
prok=1,a
t— ti ti k — t
livk—1 — t; litk — lit1
pro k > 1.

Definice 4. Spline funkce stupné k s uzlovym vektorem T je libovolné linearni
kombinace B-spline bazovych funkei stupné k£ s uzlovym vektorem T.

Definice 5. Kubickou spline funkci se nazyva funkce s, kterd ma na daném intervalu
la,b] dvé spojité derivace a na kazdém jeho podintervalu [¢;_1,¢;],i = 1,...,m, je
polynomem stupné 3. Funkce s se oznacuje jako kubicky interpola¢ni spline, jestlize
s(t;) = y;, pro dané y;.
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7.2 Interpolace distribucni funkce

V této ¢asti je uveden algoritmus pro interpolaci distribuéni funkce F(X) na
intervalu [a, b] C R. Popsany jsou varianty s klasickou metodou Monte Carlo a také
s viceturoviovou metodou Monte Carlo.

Nejprve jsou pripomenuty nékteré vztahy, které maji dilezity vyznam pro dale
uvadény postup. Pro libovolny bod ¢ € R plati, Ze:

kde p(X) je odpovidajici funkce hustoty pravdépodobnosti. VyuZiva se toho, Ze
indikatorova funkce urcuje rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny. Hodnotu
distribué¢ni funkce F' v bodé ¢ je mozné urcit jako odhad stfedni hodnoty indikatorové
funkce:

o0

H@:Emﬂﬁaﬂ:/

Li—ooq(s)p(s)ds = /q p(s)ds (7.1)

oo —0o0

a plati

L (s) = 1 prosé€ (—o0,q] (72)
(ool 0 pro s € (q,00). .

Pro vypocet samotné distribuéni funkce F' jsou nejprve ze spojitého intervalu
la, b] vybrany ekvidistantni interpolaéni body S, = {a = ¢ < @2 < ... < g5 = b}.
Vysledné interpolace F}, distribu¢ni funkce F' je dana takto:

S S

Fi(s) =D F(42)en(s) = ) ElL—ooqu(X)ea(s)];

n=1 n=1

pricemz ¢, (s) jsou v tomto piipadé B-spline bazové funkce (viz predchozi sekce 7.1).

7.2.1 Aplikace metody Monte Carlo

Pro aplikaci spline interpolace s metodami Monte Carlo je uvazovana nova na-
hodna veli¢ina Y = P(X), zde P je funkce puvodni ndhodné veli¢iny X. V piipadé
klasické metody Monte Carlo je Y aproximovana Yi. Nestranny odhad indikatorové
funkce v bodé ¢, je nasledujici:

kde N je pocet nezavislych vzorku z Y.
Interpolace distribu¢ni funkce mé nasledujici podobu:

S
Ea(s) = 3 Acooq (Y1)eu(s): (7.3)
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7 analyzy chyby Fj(s) (viz [41, rovnice 10]) vyplyva, Ze lze uréeni distribu¢ni
funkce zpfresnit zvétSsenim N nebo zlepsenim aproximace Y pomoci Y. At uz se zvoli
jeden nebo druhy zptsob zpresnéni, tak dojde ke zvétseni vypocetni ceny. Proto je
vhodnym fesenim pouziti MLMC.

7.2.2 Aplikace MLMC

Vicetaroviova metoda Monte Carlo je v principu zaloZena na aproximaci Y po-
moci L riuzné presnych aproximaci {Y;,l = 1, ..., L}. V tomto ptipade Y] predstavuje
nejhrubsi aproximaci a naopak Y7, je nejjemnéjsi aproximace Y.

Odhad indikatorové funkce v bodé ¢, pomoci MLMC:

Ny L N;
L0, (Y1) = A > Lo (V) + ) {ﬁz > Lol (V) = Lcoog (V)] }
=1 =2 i=1

kde L je pocet tirovni, N, je poc¢et vzorkt na trovni [. Vztah pro vyslednou distribu¢ni
funkci 7.3 se neméni, pouze misto Y7 vstupuje do indikatorové funkce Y7,.

Pro efektivni pouziti MLMC je tfeba dostatecné rychly pokles rozptylu
V [L(—o0,gn) (Y))) = L0, (Y)21)] napri¢ drovnémi. Od té nejnizsi [ = 1, kde je roz-
ptyl nejvétsi az po nejvyssi [ = L, kde je naopak rozptyl nejmensi. Cim rychlejsi je
tento pokles rozptylu tim MLMC pfindsi vétsi asporu vypocetni ceny v porovnani
s MC (viz |41, s. 9648]). V tomto sméru se zde projevuje vyrazny nedostatek spo-
jeny s pouzitim indikatorové funkce 1 (s 4,1(Y). Z divodu jeji nespojitosti dochazi
k pomalému poklesu rozptylu.

Proto M. B. Giles [21, s. 1] zavadi funkci g((Y — ¢,)/9), ktera je spojitou apro-
ximaci puvodni indikatorové funkce. Zde se § nazyva zjemnovaci parametr. Pokud
§ — 0, pak zde neni zadné zjemnéni a g((Y —¢,)/0) = L(—co,q,(Y), viz [41, Cast 4.2|.
Cfm v&tsf tento parametr je, tim jemnéji se méni g v okoli bodu ¢,,. Funkce g je zvo-
lena tak, aby spliiovala nasledujici vlastnosti (viz |20, s. 269]):

1. Vypocetni cena g(s) < C, Vs € R,

2. g je Lipschitzovsky spojita

5 g(s):{l s < —1

0 s>1

4. f_ll Sj(ll(,ooyo](s) —g(s))ds =0,pro j=0,...,r—1

Pro r = 3 je g nésledujici (viz |21, remark 1])

1 s < —1
g(s) =40 s>1

1, 5s5-9s

3+ 23 jinde.
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Analyzou chyby aproximace 1 q,] pomoci g((. —g,)/0) se zabyva M. B. Giles |20,
lemma 2.2|, ktery rovnéz podrobuje zkoumani celkovou chybu MLMC odhadu, viz
[20, sekce 2.2].

Odhad stfedni hodnoty g((Y — ¢,)/9) pomoci MLMC:

o(5%) = () (RS b () - ()]

i=1 1=

Vypocet distribu¢ni funkce je analogicky s pfipadem pouziti indikdtorové funkce 7.3

o) = 305 2 Yot

n=1

Jak jiz bylo zminéno, tak volba parametru ¢ je klicova pro presnost aproximace.
V rémci této préce bylo zvoleno § = er1 (viz |20, rovnice 2.17]), kde € je zvolena
chyba interpolace.

Nekteri dalsi autori, ktefi se zabyvaji touto metodou, casto ptichézeji s vlastnim
postupem pro ur¢eni hodnoty 4. V ¢lanku [41, s. 9650] je vysledné ¢ uréeno na za-
kladé provedeni prvnich N;,;; vzorki v tvodnich krocich realizace MLMC algoritmu.
Obdobny postup voli i v publikaci [57, s. 9]. Nevyhodou téchto piistupt je tzké pro-
vazani provedeni MLMC se samotnym vypoctem distribu¢ni funkce. To znamené,
ze tyto metody jsou pfimo navrzeny s tucelem stanoveni distribu¢ni funkce, a tak
mnohdy postradaji univerzalnost. OvSem ukazuje se (viz [41, s. 9568, obréazek 9]),
ze tyto novéjsi pristupy urceni o 1épe odpovidaji teoretickému odhadu chyby a pri-
nasi mensi vypocetni cenu MLMC. Obdobna je situace pro urceni vhodného poctu
interpola¢nich bodu.

7.3 Porovnani spline interpolace s MEM

V této casti je popsan postup vypocti metody maximalni entropie a spline inter-
polace s pouzitim metod Monte Carlo. Nejprve je uvedena testovaci tloha, ktera zde
byla simulovana. Nasleduje predstaveni pouzitych externich prostredki a porovnani
vyslednych PDF ziskanych pomoci MEM a spline interpolaci.

7.3.1 Postup vypoctu

Pro urceni odhadt hodnot Y; pomoci metod Monte Carlo byla pouzita knihovna
mlmc [10], ktera je naprogramovéna v jazyce Python. Funkce P je modelovana umé-

lou simulaci:
Y =PX)=X+hy/107* + | X]|,

kde h je simula¢ni krok, ktery urcuje presnost vysledného odhadu na dané drovni.
V této knihovné lze pro realizaci MLMC nastavit celkovy cilovy rozptyl V odhadu
Y (vice o redukci rozptylu viz [19, s. 4]). V tomto piipadé je V. = 107%. Jedna
se o pomérné maly rozptyl. OvSem pro nékteré vypocetné narocné typy simulaci
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je tento rozptyl maximalni realné spocitatelny. Pro nizsi rozptyly je tfeba provést
mnoho vzorki N; a mize dochazet k extrémnimu nartastu vypocetni ceny.

V pripadé MEM jsou pomoci knihovny mlmc odhadnuty momenty fi. A nésledné
je proveden vypocet podle algoritmu popsaného v sekci 2.2. Vypocet je se shod-
nym f realizovan také pro MEM s regularizaci (viz ¢ast 6.4). Pouzito je vychozi
predpodminéni.

Co se tyce spline interpolace, tak odhad stfedni hodnoty indikatorové funkce
resp. funkce g je uskuteénén pomoci implementovaného algoritmu, ktery je uveden
v ¢asti 7.2. Kod je napsan v programovacim jazyce Python a umoznuje plné zac¢lenéni
do knihovny mlmc.

Parametry B-spline bazovych funkei jsou vypocitany pomoci metody splrep
z modulu scipy.interpolate. Vstupem do splrep jsou body definujici kfivku.
V tomto pripadé se jedna o interpolacni body S;, a hodnoty indikatorové funkce
resp. funkce g v téchto bodech. Vystupem, ktery je déle pouzity, jsou uzlové body
a stupen spline funkce, preferovan je zde kubicky spline. Pomoci ziskanych hodnot
a metody scipy.interpolate.splev je nakonec vyhodnocena distribu¢ni funkce
nebo funkce hustoty pravdépodobnosti.

7.3.2 Porovnani vysledki

Porovnéavany jsou tii pristupy: metoda maximélni entropie, metoda maximéalni
entropie s regularizaci a spline interpolace. V ptfipadé MEM s regularizaci je eli-
minovana chyba zptsobena Spatnym urc¢enim regulariza¢niho parametru. A to tim
zpusobem, Ze je optimalni regulariza¢ni parametr pfimo vybran na zékladé KL di-
vergence viuci referenénimu rozdéleni. Stejné je postupovano i v pripadé spline in-
terpolace a volby poc¢tu interpolacnich bodu. Zjemnovaci parametr  je zde urcen
pro e = 1 x 1075, Vysledky jsou interpretovany podle KL divergence mezi referen¢ni
PDF a provedenou rekonstrukei PDF.

Obréazek 7.1 obsahuje pro kazdé srovnavaci rozdéleni porovnani vSech tii pii-
stupt pri pouziti klasické MC a vicetroviové metody Monte Carlo s péti arovnémi.
Vsechny pristupy jsou v ramci jednotlivé Monte Carlo metody provadény nad stej-
nymi daty.

V pfipadé normalniho rozdéleni vychazi spline interpolace pro MC (obrazek 7.1a)
i MLMC (obrazek 7.1b) lépe nez MEM bez regularizace. MEM s regularizaci po-
skytuje v obou pripadech nejlepsi vysledky. Nepatrné horsi vysledky pro MLMC
v porovnani s MC jsou zapfi¢inény tim, ze pro MC zde byl pomoci mlmc dosazen
nizsi cilovy rozptyl, avsak fadové odpovidajici pozadovanému V = 1074,

Pro lognormalni rozdéleni (MC - obrazek 7.1c a MLMC - obrazek 7.1d) vychazi
rovnéz nejlepsi vysledky pro MEM s regularizaci. Pomoci spline interpolace se nepo-
darilo zachytit vrchol hustoty pravdépodobnosti, toho by bylo mozné docilit ovsem
za cenu narustu KL divergence.

U rozdéleni two-gaussians doslo pro MC (obrazek 7.1e) k nejlepsimu pfiblizeni
pomoci spline interpolace. Jedna se pouze o mirny rozdil v KL divergenci, avsak
spline interpolaci se podarilo lépe zachytit mensi z vrchola. Toto plati i pro pripad
MLMC (obrazek 7.1f), kde i pfesto vysla jako nejlepsi z hlediska KL divergence

59



MEM s regularizaci.

Rekonstrukce Cauchyho rozdéleni vychazi pro MC (obrazek 7.1i) i MLMC (obra-
zek 7.1j) srovnatelné. S tim, Ze opét jsou nejlepsi vysledky z hlediska KL divergence
pro MEM s regularizaci. Nedochazi zde k prilis velkému zlepseni mezi MEM a MEM
s regularizaci.

Rozdéleni five-fingers se daii pomérné dobfe ur¢it pomoci MC (obrazek 7.1g).
Pro spline interpolace je obtizné zachytit strmé prechody mezi jednotlivymi vrcholy,
to vede k tomu, Ze je v téchto oblastech zaporné PDF. Pti pouziti MLMC je vysledek
spline interpolace velmi §patny, projevuje se zde vliv zjemnovaciho parametru d. Jeho
navyseni zde vede ke zlepSeni rekonstrukce PDF, ovSem pro néktera jina rozdéleni méa
tato zména ¢ negativni vliv. MEM s regularizaci i zde poskytuje nejlepsi vysledky.
Velmi podobné problémy nastévaji u nespojitého rozdéleni (MC - obrazek 7.1k,
MLMC - obrazek 7.11). Avsak objevuje se zde pomérné dobra aproximace pro MEM
s regularizaci.

V pripadé jednoduchych tvart rozdéleni muze spline interpolace predcit metodu
maximalni entropie bez regularizace. V piipadé slozitéjsich tvari PDF a pouziti
spline interpolace s MLMC je vhodné lépe urcit zjemnovaci parametr 6. Pfi pou-
ziti MEM s regularizaci dochézi ve valné vétsiné piipadu k nejlepsimu priblizeni
k referen¢ni hustoté. V nékterych pripadech mohou byt nepatrné horsi vysledky pro
MLMC zptisobeny méné presnymi odhady z knihovny mlmc.

X X
3002 3002
0.01 0.01
MEM, D(p]|635)=1.19e-02 MEM, D(p||$35)=5.42e-02
fffff B-spline, D(p]|$)=3.66e-03 ----- B-spline, D(p||p)=7.93e-03
0.00 —— RMEM, D(p||f35)=1.14e-03 0.00 —— RMEM, D(p||p35)=2.63e-03
Em referen¢ni hustota Em referen¢ni hustota
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30
X X
(a) MC, normalni rozdéleni (b) MLMC, normaélni rozdélent

60
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(f) MLMC, rozdéleni two-gaussians
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(h) MLMC, rozdéleni five-fingers
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Obrazek 7.1: Porovnani vysledki rekonstrukce rozdéleni pravdépodobnosti pomoci metody
maximélni entropie a spline interpolaci. V levém sloupci jsou uvedeny vysledky pti pouziti
MC. V pravém sloupci je pouzita MLMC, jedna se o pétitroviiovou variantu. Pro kazdé
z rozdélent je teckovanou ¢arou zobrazen vysledek MEM, ¢arkované je vykreslen vysledek B-
spline interpolace, plnou ¢arou je vyobrazen vysledek pomoci MEM s regularizaci (ozna¢eno
jako RMEM).
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8 Rozsireni MEM na bivarietni rozdéeleni
pravdépodobnosti

V nékterych pripadech nestac¢i modelovat pouze jednu nahodnou velic¢inu, ale je
zapotfebi zachytit vlastnosti vice ndhodnych velic¢iny, které na sobé mohou zaviset.
Pak se hovoii o tzv. multivarietnich rozdélenich pravdépodobnosti. Z hlediska re-
konstrukce PDF a pouziti metody maximalni entropie se jedna o obdobny problém
jako v pripadé jednorozmérné nahodné veli¢iny. OvSem stavé se vypocetné narocné
az nemozné rekonstruovat mnohorozmeérna rozdéleni.

Reéalné 1ze za rozumnou vypocetni cenu aproximovat bivarietni rozdéleni pravdé-
podobnosti. Jedna se o dvourozmérné rozdéleni pravdépodobnosti (viz [40]). V tomto
piipadé jsou uvazovany dvé spojité nahodné veli¢iny, jejichz rozdéleni lze popsat
funkef sdruzené pravdépodobnosti.

Cilem je najit nezapornou funkeci hustoty pravdépodobnosti p(X,Y") pro ndhodny
vektor (X,Y), kde X a V" jsou ndhodné veli¢iny definované na stejném pravdépodob-
nostnim prostoru. Toto rozdéleni lze vyjadiit pomoci spojité sdruzené distribu¢ni
funkce: F(x,y) = P(X <2) A P(Y <y).

Nasleduje popis metody maximalni entropie rozsifené na bivarietni rozdéleni.
Déle jsou uvedeny dvé testovaci PDF, na kterych je ovéfena spravnost navrzeného
algoritmu.

8.1 Metoda maximalni entropie pro bivarietni
rozdeleni

Metodu maximalni entropie lze pfirozené rozsitit do vice dimenzi. Pfedstaven je
popis odhadu PDF pro bivarietni rozdéleni. Jedna se o analogicky zapis s tim, ktery
byl uveden pro univarietni rozdéleni v kapitole 2.

Ukolem je najit sdruzenou funkei hustoty pravdépodobnosti, ktera bude mit
maximalni entropii

H(p) =— //Q plx,y) In(p(z,y))dxdy za podminek

//Q p(z,y)drdy = 1,

// Ors(@,y)p(x,y)doedy = p,s, r=1,..,Ras =1,..,5,
Q

63



kde ¢, s(z,y) = ¢.(2)¢s(y) jsou funkce pro vypocet sdruzenych momentt a j, s jsou
odhady stfednich hodnot téchto sdruzenych momenti. I v tomto piipadeé lze vyjadrit
p ve formé rozdéleni exponencidlniho typu

R S
p(z,y) = exp [Z > Astrs(a, y)] :

r=1 s=1

Bivarietni PDF lze rovnéz porovnavat pomoci KL divergence (viz [54, s. 266]). A tak
je mozné vyuzit i vSech vlastnosti KL divergence, které jsou popsané v ¢asti 2.1.2.
Algoritmus feseni MEM se témér nelisi od verze pro univarietni rozdéleni (viz ¢ast
2.1.4). Hlavnim rozdilem je feSeni dvojného integralu misto jednoduchého.

Je zlejmé, Ze po teoretické strance je rozsifeni metody maximalni entropie na
variantu pro rekonstrukci bivarietnich rozdéleni analogické s ptuvodni verzi. Z pro-
gramatorského hlediska bylo tifeba upravit stavajici kod pro vypocet momenti p.
Také bylo nutné upravit funkce pro vypocet hodnot funkcionalu F'(A), gradientu
G () a Hessovy matice H (), které se pouzivaji v ramci numerického reseni MEM.

8.2 Otestovani MEM na bivarietnich rozdélenich

V této ¢asti jsou popsany dvé bivarietni rozdéleni. Jedna se o variantu normalniho
rozdéleni a rozdéleni two-gaussians z kapitoly 4. S témito rozdélenimi je nésledné
provedeno otestovani spravnosti vysledku rozsitené MEM. K porovnani referen¢nich
rozdéleni s rekonstruovanymi PDF je opét pouzita KL divergence.

Bivarietni normalni rozdéleni

Prvnim testovacim rozdéleni je bivarietni norméalni rozdéleni, které je pro stizeni
tlohy rotované.
plz,y) = N(z,ylu, X), 2,y € (-0, 00),

kde p = [1,0] jsou st¥edni hodnoty marginalnich rozdéleni, kovarian¢ni matice
3 = RSRT vznikla pomoci matice rotace R s pieskdlovanim S

ol ] 8= o 5]

V tomto pripadé by mélo dochazet k dobré aproximaci jiz pro maly pocet mo-
mentovych funkei.
Bivarietni rozdeleni two-gaussians

Tézsim pripadem pro algoritmus MEM je obména ptivodniho rozdéleni two-
gaussians (viz kapitola 4). To se v tomto piipadé sklada ze dvou bivarietnich nor-
malnich rozdéleni.

8 2
p(l',y) = TON(xay“'l‘lvz) =+ TON(xay‘“2>E)7 z,y € (—O0,00),
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Zde se predpoklada, ze bude tfeba pro dobré priblizeni k referenéni PDF velky
pocet momentovych funkei.

kde py = [5, 3], p2 = [0,0.5] a kovarianénim matice ¥ = [

8.2.1 Vysledky testi

Nésleduje popis vysledki MEM pro uvedena bivarietni rozdéleni. Pouzito bylo
predpodminéni pomoci PCA (viz ¢ast 3.3). Popsany jsou dvé varianty. Prvni je
pouziti daného poc¢tu presnych momentia p. V druhém pripadé jsou uplatnény mo-
menty gt s pri¢tenou chybou odpovidajici Gaussovskému Sumu. Podrobné byla tato
technika uvedena v c¢asti 5.1.

Obrazek 8.1 obsahuje zrekonstruovanou PDF pro pocet momenti R =11 a
S = 11, které jsou urceny presné. Pro bivarietni normélni rozdéleni (obrazek 8.1a) je
jiz s timto poctem momentd dosazeno pomérné nizké KL divergence
D(pllpr.s) = 2.1 x 1075. U bivarietniho rozdéleni two-gaussians (obréazek 8.1b) je KL
divergence pro stejné zvolena R a S zhruba o dva fady vétsi D(p||pr.s) ~ 8.6 x 1074
Podobné urovné D(pl||pr.s) jako pro bivarietni normélni rozdéleni lze dosahnout az
pro napiiklad R = 27,5 = 27.

n=0, D(p|p11,11) = 2.05e-06 n=0, D(p|lp11,11) = 8.58e-04

(a) Bivarietni normalni rozdéleni (b) Bivarietni rozdéleni two-gaussians

Obrazek 8.1: Rekonstruovana bivarietni rozdéleni s presnymi momenty, R = 11, S = 11, n
- pocet ofiznutych momenti, D(p||p11,11) - KL divergence vuéi referenéni PDF.

V piipadé pouziti zaSuménych momentta (obrazek 8.2) se ukazuje, Ze rovnéz
u bivarietnich rozdéleni dochazi ke zvInéni tvaru hustoty. Toto zvInéni se zacina
s pribyvajici chybou momenti nejdrive projevovat v oblastech rozdéleni, kde se
vyskytuji data s malou pravdépodobnosti.
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0=1e-03, n =51, D(p11,11]011,11):2.17e-02 0=1e-03, n =50, D(p11,11]1611,11):2.47€-02

(a) Bivarietni normalni rozdéleni (b) Bivarietni rozdéleni two-gaussians

Obrazek 8.2: Rekonstruovand bivarietni rozdéleni se zaSuménymi momenty, R = 11,
S =11, n - pocet offznutych momenti, D(p11,11||p11,11) - KL divergence vyjadiujici chybu
odhadu.

Pro lepsi predstavu o vyvoji chyby odhadu KL divergence a numerické stabilité
feSeni jsou pridany dalsi dva obrézky. Obrazek 8.3a ukazuje, ze i v tomto pripadé
dochazi k poklesu D(p11.11]/p11,11) se snizenim chyby fi. Sklon tohoto poklesu pifi-
blizné odpovida teoretickému predpokladu, ktery je v obrazku vyznacen piimkou
D(p1111llpiian) < 100)|p — al* Carkovanou horizontalni ¢arou je uvedena chyba
aproximace D(p||p11.11)-

Vyvoj iteraci numerického fesice ilustruje obrazek 8.2b. Maximalni pocet iteraci
byl stanoven na 40. Ve vSech pripadech nastala konvergence numerického reseni.

40
L] e bivarietni normalni rozdéleni
10-2 e v bivarietni rozdéleni two-gaussians
EEm selhani Fesice
35
.
1075 v v v
v
30
~ 10-8 .
S 10 S v
5 8 .
2o L2
0 8
= K
g g .
= 10-14 Q v
Q 20
®
107V °
—e— bivarietni normaini rozdéleni 15 M °
10-20 —v— bivarietni rozdéleni two-gaussians v
—— D(p11,11[1611,11) = 100|u — fi|? .
=== D(plp11,11) 10 v
10-10 1078 107 104 1072 10710 1078 107° 104 1072
[ [
. . . o A . o 2
(a) Vyvoj KL divergence pro rizna o (b) Iterace algoritmu pro rizna o

Obrazek 8.3: Bivarietni rozdéleni - KL divergence a pocty iteraci numerického fesice v za-
vislosti na chybé momentu

Vzhledem k pritomnosti zvinéni v rekonstruovanych rozdélenich by i zde bylo
vhodné zavést obdobnou regularizaci jako v pfipadé univarietnich rozdéleni. Z c¢a-
sovych duavodi k tomu jiz v rdmci této diplomové prace nedoslo. Nicméné byla
provedena reSerSe pouzivanych pfistupt a vytipovano mozné feSeni, které predsta-
vili R. Koenker a I. Mizera [37, sekce 2.2]. Jeho princip tkvi v potla¢ovani ,hrubosti
povrchu rozdéleni.

66



Tato diplomova prace se zabyvala vybranymi neparametrickymi metodami re-
konstrukce rozdéleni pravdépodobnosti. Nejvétsi pozornost byla vénovana metodé
maximalni entropie, kterd vyuziva tzv. zobecnéné momenty. Jejich hodnoty mohou
byt efektivné odhadovany pomoci vicetroviové metody Monte Carlo. Pomoci ni lze
v praktickych tulohédch dosahovat odhadu s nejnizsi chybou na trovni ¢ ~ 0.001.
Z toho duvodu byl hlavni diraz kladen na spravnost rekonstrukce rozdéleni pii
téchto trovnich chyby odhadu.

Na vybranych srovnavacich rozdélenich pravdépodobnosti byla pomoci KL di-
vergence zanalyzovana presnost vysledkti metody maximalni entropie. Bylo ovéreno,
ze KL divergence klesa se zvySujicim se poc¢tem momentovych funkci. Pti jejich kon-
stantnim poc¢tu dochazi ke snizeni KL divergence se zpresiujicim se odhadem mo-
menti. Z provedenych pozorovani vyplynulo, Ze chyba v odhadu momenti vede ke
zvlnéni tvaru hustoty pravdépodobnosti, které se zvyraziuje s rostoucim o.

S cilem potlacit toto zvlnéni byla do funkcionalu metody maximélni entropie
pridana regularizace. Konkrétné se jednalo o penalizaci druhé derivace logaritmu
funkce hustoty pravdépodobnosti. Navrzen byl rovnéz algoritmus pro urceni opti-
maéalniho regularizacniho parametru. Na provedenych testech se ukazalo, ze 1ze apli-
kaci zvolené regularizace zmirnit az iplné potlacit pritomnost zvlnéni. Nejvyrazné;ji
se tento efekt projevil pro nejvétsi zkoumanou chybu momentti o = 0.01. Na pfipadu
lognormélniho rozdéleni se ukazalo, ze mtuze byt do budoucna vhodné pouzit adap-
tivni regularizaci, ktera by byla schopné zhladit pouze ¢ast tvaru rozdéleni. Rovnéz
bude ucelné dale zdokonalovat algoritmus pro vypocet regularizacniho parametru.

Vzhledem k tomu, Ze numerické feSeni selhavalo pro ¢ > 0.01. Tak bylo pfi-
stoupeno k modifikaci vychoziho predpodminéni. Snahou zustalo zajistit pozitivni
definitnost kovarian¢ni matice, ktera je klicova pro cely vypocet. Pivodné toho bylo
dosazeno prostirednictvim odstranéni vlastnich ¢isel této matice, které byly mensi nez
0. Navrh nového pfedpodminéni vyuziva analyzu hlavnich komponent. Podstatou
je zde ponechani pouze tolika hlavnich komponent, které popisuji priblizné celkovy
rozptyl obsazeny v momentech. Diky tomuto pristupu lze rekonstruovat rozdéleni,
pro néz byly momenty odhadnuty se ¢ > 0.01. Kvalita vysledné hustoty pravdé-
podobnosti zavisi predevsim na chybé momentt a velikosti regularizace. Navrzené
predpodminéni, které predevsim zarucuje konvergenci numerického tesice, ovliviiuje
chybu aproximace.

Kromé metody maximéalni entropie byla pozornost sméfovana také na interpo-
laci distribu¢ni funkce pomoci B-spline bazovych funkci. Realizovan byl algoritmus
zalozeny na Monte Carlo odhadu stfedni hodnoty indikatorové funkce véetné jeho
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rozsifeni na viceuroviovou metodu Monte Carlo pouzivajici hladkou aproximaci in-
dikatorové funkce. Doglo na porovnani MEM bez regularizace, MEM s regularizaci
a spline interpolace. Z pohledu KL divergence se jevi, na zékladé provedeny expe-
rimenti, jako nejlepsi pouziti MEM s regularizaci. Spline interpolace poskytuje pro
jednoduché tvary rozdéleni lepsi nebo srovnatelné vysledky, nez je tomu pii pou-
ziti MEM bez regularizace. Av8ak pro komplexnéjsi tvary hustot pravdépodobnosti
s aplikaci MLMC dochazi vlivem pouzité volby zjemiovaciho parametru ke Spat-
nému urceni hustoty pravdépodobnosti. Implementovanou metodu spline interpo-
lace by bylo vhodné do budoucna rozsitit o nejnovéjsi pristupy, které sofistikovanéji
urcuji klicové parametry algoritmu.

Metoda maximalni entropie byla rozsifena o moznost rekonstrukce bivarietnich
rozdéleni pravdépodobnosti. V tomto piipadé jiz nedoslo na implementaci regula-
rizace. Presto byl predstaven smér, kterym by bylo mozné tento kol do budoucna
resit.
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