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nazvanoii:

Roz8ifené metody koneénych prvk{ pro aproximaci singularit

Predlozend diserta¢ni prace je vénovana numerickému feseni tloh proudéni v poréznim
prostiedi, v nichz se vyskytuji singularity souvisejici s transmisnimi podminkami mezi dife-
rencidlnimi rovnicemi popisujicimi proudéni v oblastech rfizné dimenze. Ulohy tohoto typu
maji velky vyznam pro efektivni modelovani proudéni podzemni vody v hornindch s respek-
tovanim vlivu vrtll a studni nebo prasklin, které mohou v takovém poréznim materidlu tvorit
sift mezopdri. Pro feseni takoviych tiloh jsou v disertaci rozpracovany metody a algoritmy,
které byly implementovany a testovdny ve vypoctovém systému Flow123d. Hlavni pozornost
je vénovana tzv. metodé rozsifenych konecnych prvka v kontextu numerické integrace pro
obohaceni aproximace tlaku a pfedevéim rychlostniho pole modelu Darcyho proudéni s re-
spektovanim singularit v okoli nadploch nebo bodovych mnozZin. Dalsi cile prace se tykaji
datovych struktur, které souviseji s nekompatibilnimi sitémi kone¢nych prvka vznikajicimi
pfi diskretizaci rovnic na oblastech rizné dimenze, jez se vzajemné protinaji.

Obsah prace Prace sestava z péti hlavnich ¢asti a ¢ita vice nez 140 stran véetnd seznamu
76 polozek pouzité literatury. Kapitola 2. pfedstavuje problém proudéni na oblastech riiznjych
dimenzi a jsou zde zavedeny transmisni podminky propojujici tlakova a rychlostni pole. Ve
3. kapitole jsou stru¢né pfedstaveny varianty rozsifené metody konecénych prvki (XFEM) a
zplsob obohaceni aproximaénich bézi s ohledem na rtzné formy nespojitosti veli¢in na roz-
hranich mezi oblastmi riznych dimenzi, které se vztahuji. V kontextu resené problematiky se
takové nespojitosti tykaji tlakového pole. Proto je celd kapitola 4 vyhrazena XFEM aproxi-
maci tlaku slabé formulace tlohy, pro niz je dokazana existence a jednoznac¢nost Feseni. Jsou
zavedeny aproximace v okoli singularit ¢tyfmi riiznymi zptsoby, autor se vénuje konvergenci
Fe§eni s ohledem na numerickou integraci a volbu nékterych parametrii, napfiklad vlivu po-
loméru nosice obohacujici funkce nebo polohy singularity viéi uzltim sité. Na numerickjch
testech porovnava efektivitu zminéngch aproximaci. Jako nejlepsi vychdzi metoda SGFEM,
ktera diky ortogonalizaci také nejméné zhorsuje ¢islo podminénosti matice vysledné soustavy
algebraickych rovnic, coz je zfejmou vyhodou oproti jingym XFEM metodam. V kapitole 5. se
autor zabyva smiSenymi a hybridnimi formulacemi loh se singularitami. Pro diskretizované
ulohy je vyuzito nekonformni aproximace, konkrétné Raviart-Thomasovych prvki RT0. Ne-
znamymi jsou kromé rychlostnich a tlakovych poli v uzlech diskretizace i multiplikatory, které
vyjadiuji stopy tlakovych poli na hranich sousednich elementti, a na rozhrani mezi tzv. vrtem
(studnou) a vodonosnou vrstvou. Jsou navrzena roziifeni aproximaci rychlostnich poli, pro
né7 je ovéleno splnéni inf-sup podminky. Kromé teoretickych otdzek hybridni smiSené formu-
lace jako tlohy sedlového bodu kapitola obsahuje rozsahlou éast numerickych testt pro riizné



kombinace dimenzi podéasti, zdrojovych funkei a po¢tu podoblasti, ¢i vzadjemné se ovliviuji-
cich singularit. Posledni, 6. kapitola je zaméfena na problematiku vypoctu na nesdruzenych,
nekompatibilnich sitich. Jsou navrzeny algoritmy vypoctu priiniku simplexovych elementii
riznych dimenzi pomoci Pliickerovych soufadnic. Dobré zvladnuti takovych geometrickych
operaci podminuje efektivitu simulaci a omezuje naroky na pfipravu dat uzivatelem.

Hodnoceni prace a jeji prinos Problematika proudéni podzemnich vod je aktuéalni a v
souvislosti ekologickymi a energetickymi problémy bude matematického modelovani rozli¢-
nych souvisejicich procesi nabyvat na vyznamu. Prace Ing. Exunera predstavuje velmi hod-
notny, uceleny piispévek k metodice pocitacového modelovani ur¢ité specidlni tfidy tloh,
jednotlivé vysledky lze ovSem ve znaéné mife pfenést i na jiné podobné problémy, jako je
napiiklad problematika proudéni v zivych tkédnich. Samotny vypoétovy model proudéni tvori
bazi pro modelovani dalsich procesii, které jsou advekei tekutiny v roli transportniho média
ovlivnény. Kombinace vypoc¢tu na oblastech s rliznou dimenzi a vyuziti piistupu rozsifenych
konecnych prvkidl jsou nespornym piinosem této prace. Podafilo se navrhnou funkéni roz-
situjici bazi pro tlakové a rychlostni pole, autor se zabyval aspekty numerické integrace a
konvergence numerickych feseni ve vztahu k volbé nékterych parametr aproximaci. Stranou
neztistaly ani prevazné technické, avsak velmi dilezité zdlezitosti implementace vipocetnich
schemat, ktera kladou nemalé naroky na programovani. Prace ma logické ¢lenéni, kazda ka-
pitola je na svém konci opatfena souhrnem dosazenych vysledk a upozornuje na nékteré
oteviené otazky, které jsou inspiraci pro navazujici vyzkum a usnadiiuji tak dalsi vyuziti
této diserta¢ni prace. Kromé odbornych kvalit. jeZz autor v textu prokazuje, také po formalni
strance, jazykové i grafické, je prace zcela nadprimérna, drobné nedostatky se vyskytuji zcela
omezené. V nékterych pasazich by text zaslouzil doplnit obsirnéjsim komentafem, popf. gra-
fickym schematem a dislednéji vyuzivat odkazy na zavedené pojmy a oznaceni.

Pfipominky a dotazy.

1. Autor by ve své obhajobé mél jasnéji vymezit sviij osobni podil na ptvednich teoretic-
kich vysledcich, které jsou predmeétem disertacni prace.

2. Praci by prospélo vice odkazti pro pfipomenuti diive zavedenych oznaceni, ¢i definic,
napf. ve vztahu (3.10) na (3.6)-(3.8), na definici Q¢ pfi pouziti na konci textu, na str.
81,82.

3. Str. 24, tuéné v, (t), str. 28: nemd byt gy, = (g)w + {g}w? V (4.30) Ng, nebo Ng,?

4. Vztah (3.2) je nejasny po strance “partition of unity” a role L(z). Je spravny vztah
p
Pa(z) = Ny(z)s(z) (Z,& NB(VL)) s exponentem p = 1, nebo p = —17 Pro¢ v rozkladu
jednicky nejsou zohlednény obé ¢asti aproximace, tedy ¢ast regularni a rozsitujici?

5. Na str. 44: tvrzeni V,,;? ¢ V je s ohledem na aproximaci hranice? Argument tzv.
nulovych prameéri se tyka Vg, nikoliv V. (7)

6. V tloze 4.3.1 na str. 51 neni definovana oblast £». Co se rozumi pojmem analytické
feseni? Nejednd se spi§ o Fefeni konstruované? (Pro dostateéné regularni funkce se do-
sazenim do rovnic vypoétou funkce vystupujici v roli vnéjsich zdroji nebo tlakl na
hranici.)



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

Str. 60, 62. Pro¢ se jako méfitko chyby nepouziva spis chyba relativni?

Str. 63. V sekei 4.4.3 neni dostateéné vysvétleno odvozeni neocislovaného vztahu pied
rovnici (4.64), ktery ziejmeé vychazi z pojmt kapitoly 4.2.1. (absence odkazl, komentéfe
k umisténi elementu, schema, komentaf k vypoctu projekee ...). Neni definovana dloha
pro py, (pro nezménénou bilinearni formu a, nebo jinou aj = a?) V dusledku také neni
ziejmé, z ceho vychazi vztah (4.67).

. Na str. 78: Ac¢koliv zfejmé ||v||w > |v||v pro v € W, neni zcela jasné, jak nerovnost

(5.41) pfimo vyplyvé z (5.25), jestlize W C V. Proto také neni zfejmé posledni nerovnost
v (5.42). Neni také konsistentni pouzivini oznaceni vy, a v v (5.42).

Str. 79: jaké jsou ve skutecénosti implementovany funkce z A" dle definice (5.46)7 Neni
také jasné, jak plyne (5.47a) pfimo z (5.1a)-(5.1¢). V (5.47) nejsou explicitné deklarovany
mnoziny pro (u. A, Ay), pak az v definici Problému 5.2.4.

Str. 81: v (5.52) chybi odkaz na definici vy, a ry (je 7w = |7w|?). Patrné chyba v (5.52)4,
jestlize plati (5.54).

Str. 90: Patrn2 chyba v (5.94). Chybi odkaz na zavedeni oblasti Q. V sekei 5.4.1 by
bylo vhodné uvést ilustra¢ni obrazek, ¢i schema.

Str. 92: V prvni rovnosti v (5.101) se zfejmé pfedpokldda linedrni parametrizace na celé
oblasti QF véetné ekvidistantni diskretizace intervalu na elementy TF, obr. 5.4. (?)

Kapitola 5.6.1: Jak je definovdno referenéni fedeni w pro vypocet chyb v Tab. 5.4 a
vSech dalsich, které se tykaji konvergence SGFEM?

Str. 116-117: v kroku 8 neni zfejma okolnost w; < €, Vi, jestlize w; jsou barycentrické
soufadnice obecné splijici 3, w; = 1 > €.

V posledni dobé se objevuji snahy umoznit vypodty na prekryvajicich se sitich, takze se
casteéné redukuje pracnost pfipravy dat, t.j. sité pro feseni tloh. Souvisi néjak takové
nové piistupy s algoritmy priniku elementt, které jsou popsiny v kapitole 6 této prace?
(viz nap¥. L. Zhang, K.J. Bathe, Ouverlapping finite elements for a new paradigm of
solution, Computers & Structures, Volume 187, 2017, Pages 64-76.)

Celkové hodnoceni a doporudéeni. Disertacni prace Ing. Pavla Exnera je velmi kva-
litni nejen po strance obsahové, prinasi zcela nové vysledky, které doktorand spolu se svym
gkolitelem jiz publikoval v ¢asopisech s impakt faktorem. Text psany dobrou Angli¢tinou je
stylisticky zdafily a také grafické zpracovani prace odpovida pozadavktim kladenym na diser-
taci. Jejl celkové zpracovani ukazuje, Ze se doktorand tématu vénoval s vysokym nasazenim.
Dobre vyuzil odborné zazemi gkoliciho pracovisté i prilezitosti stdze na renomovaném za-
hrani¢nim pracovisti specializovaném na rozsifené metody koneénych prvka. Autor prokizal
nejen matematickou erudici, jiz téma nepochybné vyzaduje, ale také patficné programatorské
dovednosti pii implementaci nového numerického modelu a pfisluénjch algoritmi v otevie-
ném vypoctovém systému Flow123d. Tento pocin je takika hmatatelnym visledkem prace,



ktery piispé&je v daldimu vyzkumu i mimo domaci pracovisté a wmozni také fe§eni praktickych
problémi s celospolecenskym dopadem. Cile vytéené v disertacni praci byly splnény a jeji vé-
decky pfinos a piinos pro rozvoj védniho ohoru jsou zcela nepochyhné. Autorova publikacéni
¢innost jasné prokazuje, ze se zapojil do odborné komunity a nabyté védomosti dokaze dale
rozvijet a aktivné samostatné pouzivat k ziskani novych vysledki. Proto virele doporucuji,
aby Ing. Pavlu Exnerovi byl na zdkladé obhajoby udélen titul doktor.

V Plzni 17.5.2019 Prof. Dr. Ing. Eduard Rohan, DSc.
Katedra mechaniky
Zapadoceska univerzita v Plzni



Extended finite element methods for
approximation of singularities

Pavel Exner

Review of the thesis - Alessio Fumagalli

The main contribution of this thesis can be divided in two parts: 1) the presentation and well
posedness analysis of mathematical models that represent the interaction between wells (repre-
sented as one dimensional domains) and aquifers (represented as higher dimensional domains, 2d
or 3d). 2) The numerical discretization of the proposed models with advanced techniques, in the
general class of enriched methods.

The mixed-dimensional nature of the proposed approach avoids to represent with bidimen-
sional (or tridimensional) elements the wells, strategy too computational demanding even for sinall
problems. In the case of a bidimensional aquifer the intersection between a well is a point (2d-0d
coupling), while in the three dimensional case the intersection is the full well (3d-1d coupling).
However, the actual mathematical formulation of the problem in this setting is itself highly chal-
lenges since a two-codimensional trace operator should be required. This is a very tricky problem
and requires weighted Sobolev spaces which complicates the analysis.

The smart solution adopted in the thesis is to consider an extended well lateral surface T’}
which represent the interaction between the aquifer and the well. This surface is thus only one-
codimensional and the trace operators are more natural to define. The coupling condition between
the aquifer and the well is based on a Robin-type conditions, where quantities of the aquifer are
averaged on each well lateral surface I'];. This conceptual model has been used also in other
contexts, like fractured porous media. giving reliable and accurate results.

The mathematical model is written in two different forms: primal formulation (where only the
pressure is involved) and mixed or dual formulation (where both the Darcy velocity and pressure
are the unknowns). I found the presentation very clear and detailed, in my opinion in the mixed
formulation the space V' of (5.3) should be modified as follow

V'neu‘ = {’U - H(d]\f', Q) tro-mn € Lz(r\m)}

with tr the trace operator. The reason is that the trace of H(div,2) on T, is only H~'/3(T,)
and thus the definition of the average operator (), is not valid. Moreover, for example (5.7) and
the following requires that the test function v has a higher regularity at I', to make these integral
valid. It has to belong to

V* = {ve H(div,Q) : trv - n € HY*(T')}

which is even smaller than the proposed V€%, The spaces becomes also different for the trial and
test functions. a situation that generally we would avoid. This definition of V™" requires also to
consider a new norm to make it complete, namely

[[0]3-ne = HU"?ﬂdiv.n) + [|tro - anLz(r.,,.)

The discussion on well posedness should be modified accordingly, but I don’t see major problems.
You can see further discussions in [3, 1, 2]. Note that when the hybridization is applied, if the
problent is already state in its weak lormulation, V"¢ is not needed since A(F) in (5.44) already
consider the “trace” in L2



The second main contribution is related to the numerical discretization of these models. To
increase the accuracy of the proposed approach, the author considers the class of the enriched
methods where additional functions are added to represent the singular behaviour of the solution
at the wells. Moreover, the approach allows the grids of the wells to be independent with respect
to the underlying grid of the aquifer, thus substantially increasing the flexibility of the overall
frammework. Tmportant applications, not touched by the thesis but suggested as possible future
works, are inultiple scenario analysis and parameter sensitivity. Finally, the approach is not tided
up to a specific numerical scheme (e.g. linear Lagrangean finite elements) but it is general enough
to be applicable to several schemes already available in the literature. I found this choice highly
appropriate.

A general introduction of these enriched schemes is given with a detailed description on the
choices and drawbacks of cach method. Differences between the methods are related to the en-
richment zone and the actual contribution added to the system. Irom the more classic extended
finite element method to the more advanced stable generalized finite element method. In the first
case the extended function is added to the finite element expansion, while in the latter only the
part that is not already represented by the underline finite element approximation is considered as
enrichment. An adaptive quadrature rule is presented to enhance the accuracy of the computed
integrals involving the enriched elements. Related to this the author introduces an estimation
with several test cases on how big the interaction region of the enriched function should be taken.
Again here the discussion is of high quality, I will certainly give it to read to my collaborators.

The thesis concludes with an innovative algorithm to compute intersection between elements
on different dimensions, by means of the Pliiker coordinates. A rather technical and exhaustive
presentation is given for all the relevant cases connected with the well-aquifer problem previously
discussed. Figures and code snippets are very useful to understand all the procedure. In the
benchmarks performed this method proved to be competitive with the ones already available, in
particular when the “edge reuse” option is considered. I found this part extremely useful and
detailed which will help future readers to implement and use the proposed approach.

Further developments are fairly straightforward. This thesis is certainly a report on a work in
progress. The results already obtained are very encouraging. Further developments towards real
problens are, for example, extensions to multiphase flow and coupling with one-codimensional
models (fractures).

This dissertation makes very significant contributions in mathematical modeling as well as in
numerical methods in an area with growing importance as increasing computing capabilities allow
for more sophisticated modeling. It is excellent full spectrum innovative work which will have a
continuation with the inclusion of more complicated models arising. Further the PhD preparation
inclndes heavy implementation work and results in significant numerical experimentations proving
the validity of the approach. The bibliography is very thorough. The technical quality of the
dissertation is high. It is well written and easy to read. and shows Exner’s mastery of his field of
research.

Therefore, T find that this dissertation meets very high standards and should be defended for
a PhD degree.

Torino, Ttaly, April 29, 2019



