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Uvod

Kvartikou rozumime v této prdel prostorovou kvartiku
prvnfho druhu bez singuldrnfho bodu. Uvedme nejd¥ive nZkte-
ré znédmé vlastnosti této kfivky, JjichZ v daliim upoti‘ebima.4

Kvartika Je basi svazku kvadrik, ktery obsahuje &ty-
i kvadratické kuZele. Vrehly t¥chto kuZeld jsou zéroven
vrecholy &tyfsténu, ktery je spole¥nfim poldrnim &tyPFsténem
v3ech kvadrik svazku a nazyvd se poldrnim Zty¥Fstéfnem kvar-
tiky. St&ny poldrnfho EtyFst¥nu kvartiky nazjvdme Jejimi
hlavnimi rovinami.

Body, v nichZ oskula®nf rovina md s kvartikou &tyf-
ndsobny priselik, se nazyvaji body superoskulalni. Je Jjich
na kvartice 16 a leZf po #tyfech v hlavnfch rovindch kvar-
tiky. Body, v nichZ reguldrnf kvadrika mlZe mft s kvartikou
osmindsobny prisefk, se nazyvaji body osmitefné. Tichto bo-
dd Jje na kvartice 48.

Zvolfme-1i poldrnf &ty¥st¥n kvartiky za StyFstén
soufadnicovy, lze kvartiku vyjdd¥it parametrickymi rovni-
cemi
(1) x) = oy(u), x;, = 6,(u), Xq = obfu), x, = 6u),
kde @, dk(k = 1,2,3) Jsou funkce znémé z teorie eliptic-
kych funkef a parametr u probihd v rovin¥ komplexnich &i{-
sel jisty rovnobZ¥nfk s vrcholy O, 4v , 4w + 4w’ |, 4uw’,

Uvedené do-funkece souviseji s Welerstrassevou funkeif

gu(u) vatahy

’ Podrobn# Jsou tyto vlastnosti vvloZeny v knize akedexi-
kaB.BydZovského /1l/, kap., XIX a v prdci /2/ té-
hoZ autora.



6, (u) ° : -
(2) = (u) = (k=1 ‘—!3} ]
“TaW -3 aelionn '
kde e, = d@(w) y & = JJ((-‘J+¢.JI) s e:,=_d';l(:.df).)' Vyloudi-

me=1i z t&chto vztahd [0 (u) a u¥ijeme-1i rovnie (1), dostnoneme

(3) xg - xg * (e2 - ej) xi =0
La] 2
xg -x + (eq = el) xi K - e
x;—x§+(el—az)x§=0 :

s 2 - L
(e; = @) x; + (€9 = 0) x5 + (0] ~0y) x5 =0 ,

coZ Jsou rovnice kuZelll obsahujfefch kvartikw. Oznacime tyto kufele
v uvedeném poffadi Ky Koy k?’ t4, tek¥e vrchol kuZelu ky Je
soufadnicovy bod 0y (1= 1,233.4) %

Bty¥i body kvartiky (1) leZf v jednd rovin¥ prdvZ teh-
dy, kdyZ argumenty t¥chto bodd vyhovujf poduince

Uy + Uy *u, +tu, FO (mod. 4w, o'y o

Argumenty superockula&niech bodd Jjsou priv? viechna Fefenf kon

gruence
4u 30 (mwod 4w, 4w') ,

kterd m4 v zdkladnfm rovnobZZnfku 16 Pe¥enf tvaru mw + nw' 4
(zy n = 0,1,2,2) . Superoskula¥ni bod s argumentem mw + nw'
ozna¥fme W .. Argumenty osmiteZnych bodd jsou ta FeXenf kon-

gruence

8u=0 (mod 4« , 4a') ,
oro kterd oviem 4u # 0 (mod 4w , 4w’ ) . Je to 48 hodnot tva-
ra % (hww + kw') , (hyk = 0,1,..0, 7, aviak nenf souXasn¥ h
i k sudé). Osmitedny bod odpovidajfel argumentu % the + ked® )
oznalu jeme th.
Jednoduchyu zplsobem lze charakterisovat 1 kvadriky

obsshujfef vyEetfovanou kvartiku. KaZdd z t'chto kvadrik Je

Viz /3/ , str.265.
JTo vyplyvd z vlastnost{ eliptick$sh funkef. Viz /4/, str.366.
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totif ur¥ena libovolnou evou pffmkou a vFechny tyto pi{mky
jeou bisekantami kvgrtik‘;f Pro argumenty u,v Jejich prise-
E{kf s kvartikou plati

£C (mod 4w 4 4w')

u+v
kde =21 a C Je konstanta, Hodnotami C a =C Je
pifslufnd kvadrika charakterisovina, pFifem? kaZdd z t&chto
hodnot odpovidd p¥{akdm jedné soustavy
Jde=-11i o niktery ku¥el ve svazku obsa¥-n¥, plat{ oviem
CE=C B1lL 2080 (mod 4w 5 4’}
nebot na kuZelu existuje jen jedna soustava pifuek. DtyFi
hodnoty, JeE této kongruenci vyvhovuji a jimiZ jsou tedy kufe -
le vyZetPovansho avazku charakterisovdny, jsou 0, 2w,
A UL T
ProtoZe kongruence
2u ¥ C (mod 400 ,44') :
md &tyPi Pelfenif, obsahuje libovolnd kvadrika vyZetfovaného
svazku v ka?dé coustav® po ¥tyfech pf{mkdch, které se kvar=-
tiky dotfkajf. Na kuZelfch Jsou t’mito pi{mkami telny v su-
peroskula&nfch bodech. I‘oﬁnvvos-.-_ita&rwch bodech Joou pFimka-
mi Xwstk tzv. Vossovfch kvadrik. Tichto kvadrik Je Best a
Jeou na zdklad?® jistfeh vlastnostf rozdileny na t¥i dvojice¥
8 odpovidajfefmi hodnotami
w a Jw s Jwer2w'a we 2w,

/!
WO W a v+ |, Y +w' a w3’

w' = $w' , QWA gaw e S

“Za bisekanty kvartiky pokldidme i Jejf tolny.
f?onlé.‘;:,:.e-u vyBetiovany ovazek kvodrik za prostor 51
(viz ddle), Joou kvedriky kaZdé toto dvoJjice samodruZné vidy

v Jedné involuci, urdonéd dvima dvojicemi kuZeld.
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Kvartika (1) se reprodukuje 32 kolineacemi, kterd lze
vy Jadfit ve tvaru
(4) u'F su+tnw +nw’ (mod 4w ,4w')
kde £=%1 amn=0,1,2,2 . TyLo kolineace nazjvéme koli-
neacemi zdkladnizi, a to pro &£ =1 Kkladnfmi a pro & = =1
zdpornymi. V dal’im budeme znaZit kladné zdkladni kolineace
« (myn), zdporné o« /m,n/.

Kladné kolineace pro m i n sudé jsou osové involuce,
jejich¥ osy Jjsou vEdy dv& protilehlé hrany poldrniho EtyPsté-
nu kvartiky. Zbyvajfci kladné kolineace Jsou cvklické 4.stup-
n a pFfi{sluBejf po &tyfech vidy k jedné kladné involueci, kte-
rou dostaneme jejich opakovénim. Zdporné kolineace pro m 4
n Jeou stfedové involuce, jejichZ stfedy jsou vrcholy poldr-
nfho Ztyfst¥nu kvartiky a jejichZ roviny samodruZnjch bodd
jsou hlawnf roviny kvartiky. Zbjvajfef zdporné kolineace Jsou
osové involuce, JejichZ osy protinajf vZdy dv® navzdjem proti-
lehlé hrany poldrnfho &tyistZnu kvartiky a jsou pifmkami Vos-

&
sovich kvadrik.
Zdkladnf kolineace tvof{ grupu G,zi kterou lze rozii-

Fit o dal¥{ automorfni kolineace jen ve dvou epecidlnich p#{-
padech. Je to jednuk kvartika harmonickd, JI¥ je vinovédna pré-
ce /5/ a jeJ1%¥ automorfni kolineace tvo¥{ grupu &64' a Jjednak
kvartika ekvianharmonickd, Jjejif¥ automorfn{ kolineace tvoii

grupu 096 a k jejfmuZ studiu nyni piistupujeme.

Osy, které jsou primkaui téie dvojice Vossovjeh kvadrik,
protinajf tytéZ dv¥ protilehlé hrany poldrntho ¥tylfstinu kvartiky.
?Podrobné studium této grupy & bodovich skupin na kvartice
odpovidajfcfech jejim podgrupdm provedl akademik B.B y d £ o v 8 k¥

v eitované prdei /2/.

e



Ekvianharnonické kolinsnecs

Kvartilu vyJjddfenou parametrickymi rovnlcemi (1) nazf=-
vdme ekvianharmoniciou, Jje<li spln¥na podmfnka
(5) gty won’
Tuto podmfnku lze vyj4dPit té% ve tvaru J (w'/w ) =0,
kde J (T ) Je modulovd funkce zndmé z teorie elipticiych
funkef. Rovnice J(T) =0 mé viak Felenf 7 = p , kde
0 = 827 /2

né.? Platf-li tedy

a toto Felenf je v jlstéd zdkladn{ oblastl Jedi-

(6) w' = pw
je kvartika (1) ekvianharmonickd a obrécenZ lze kaZdou ekvi-
anharmonickou kvartiku vyJj@dfit rovnicemi (1) tak, Ze platf (6).

VyBetPfime na ekvianharmonické kvartice piffbuznost bodll,
pro JejichZ argumenty plat{
(n u'= pu (mod 4w , 4w')
Tato pFfbuznost je vzdjeun¥ jJednozna¥nd, cof snadno poznédme
z toho, %Ze uvedeny vztah mezi argumenty odpovidajfcich si bo-
dd vyjadfuje v rovinZ komplexnich ¥isel otofeni o uhel
=217/ + Z obeen¥ platného vztahu i

6lku § 2kw , 2kw') = k 6(u; 2w, 20°)
plyne pro ekvianharmonickou kvartilu
6(pu) = ¢ 6(u) ,

nebo¥ mno¥ina hodnot wl; = 2m Qw + 2n puu’ Je z¥e jm¥ totoZnd

s mnoZinou hodnot w, = 2mw + 2nw’, (m,n celd ¥fsla). Odtud

f Pak se totiZ v tomto pi{pad® nazyvajl pffslu’né eliptické
funkee. Viz /5/, str. 219.

"Viz /4/, str. 390-396.

“viz /3/, str. 354.

T e R T T——



a z definice funkei o’i doatévéme

oylpu) = 6(u) , Gy(pu)= Galu) , Gylpu) = 6y(u) .
Pro soufadnice bodd odpovidajfefch si ve vyfetfované p*{buznosti
plat{ tedy rovnice
(8) K]:-'-lz. Xé=x?,x-;=xl,xd:=px4
Je# vyjad¥ujl kolineaei, Tato kolineace nenf obsaZena v grup® zd-
klsdnich kolineacf 0:.2 a Je tedy dal¥{ automorfnf kolineaci
ekvianharmonické kvartiky.

K vyjédienf automorfnich kolineacf vyXetfovand kvartiky

uffvéme v dal¥fm (stejn® jako v dvodu) vztahd mezi argumenty od-
povidajfcich si bodl na kvartice.

Skldddme~li kolineaci (7) s Jjednotlivymi kolineacemi zd-

kladnfimi, d cetaneme 32 automorfnfch kolineaef

(9) u' S fou+nw +nw  (med 4w , 4') !
kde £€=%1 a myn = D,i,2,3 ; nazyvédme je ekvianharmonickymi
kolineacemi typu )~.

Inversnf{ ke kolineaci (Iﬁ) Je kolineace
(10) u'igzu (mod 4w , 4o) .
JeZ Jje op¥t automorfnf a slofena se zdkladnimi kolineacemi ddvéd
32 kolineacf

1) u'5£p2u+u.u+uu' (mod 4w , 4') ,
kde £€=2*1 a mn=0,1,2,3 j tvto automorfn{ kolineace nazy-
véme ekvianharmonicikymi kolineacemi typu 4, »

Ekvianharmonické kolineace obou typd d¥l{me ddle na klad-
né (je=li & = 1) a zdporné (je-li £ = -1). Ekvisnharmonické ko-

“Podle definice Je 6;(u) = e T8, slusw,) / 6lw,) , ke

Wysw, w, =& +m,a",__1,!=u’, My ® S (W) M= § () +
: i
>4 (w'y, Ne = [ («') a funkce f (uj 2y ,2w’) Jje homogenni
stupn® -1 vzhledem k u,&, -'v‘;. Viz /3, tr. 354, 358
il



lineace kladné oznafujeme »-(m,n) nebo J (m,n), zéporné
7-/w,n/ nebo J /u,n/, kde ovlem 7, J souhlasf s ty-
pen pFislu®né ekvianharmonické kolineace.

Ekvianharmonickd kolineace (9) a (11) spolu se zd-
kladn{ni kolineacemi (4) two¥{ grupu 096 a - jak ukdZeme
v druhé &4sti této prdce - Jinymi kolineacemi se dand ekvi-
apharmonickéd kvartiks nereprodukuje. Tento vysledek vyjddf{i-
me vitou:

¥ita 1. Automorfnf kolineace ekvianharmonické kvarti-

ky tvol{ grupu G96'

VySeti{me podgrupy grupy 096 omezice se oviem na
ty, které obsahuji aapoa Jednu kolineaci ekvianharmonickou.
Zbgvajici podzrupy Jsou toti¥ zéroven podgrupami grupy zé=-
kladnfch kolineac! G,, o ty Jsou znémy.” ZaZneme s ayk-
lickymi podgrupami, které jsou vvtvdfeny Jednotlivymi ekvi-
anharmonickymi kolineacemi. O Fddu t¥chto podgrup nds pou=-
¥ ndsledujfef dvE vity.

Vita 2, Kladné ekvianharmonické kolinecace Jjsou cy=-
klické tifetfho stupni.

Dikaz: Opakovdnim kladné ekvianharmonické kolineace

#

u

)

pu + K (mod 4w ,40')

doatédvdme postupn®
a’ s p%u + Klp + 1) (mod 4w f),

]

u’ = ??u + K(?z +o+ 1) (mod 44 1“""‘:
cof je identita, nebot Q? =1, a 92 *+e*1=0. Koli-
neace typu 7~ jsou tedy cyklické tFetfho stupn¥ a ayklic-
ké podgrupy jimi vytvotené obsahujf po jedné kladné ekvian-
harmonické kolineaci obou typd. To znauend, Ze kaZdd ekvi-

“Viz 2/, str. 10-11 .
--T-



anharmonickd kladné kolineace typu J Jje inversni k nikte-
ré kladné ekvianharmonické kolineaci typu ;- a Je tedy
rovni% cyklickd tfetfho stupn¥, Tfm je vZta dokézdna.

VEta 3. Z4porné ekvianharmonické kolineace jsou cy-
klické Eestého stupni.

Dikaz: Vzhledem k tomu, %e i zdporné ekvianharmo-
nick? kolineace tvolf dvojice navzdjeu inversnfch koline-

aci s

u's -pu + K a g = -pzu * pZK (mod 4w ,44-’!),J
z nichZ jedna je typu 7~ a druhd typu J , sta®f op¥t
vyBetfit jen kolineace Jjednoho typu. Opakujeme-li zdpornou
gkvianharmonicikou kolineaci

{12) u’ = -pu + mw + nw'  (mod 4w, 4y
dostaneme
(13) uw’= qu ¢+ (n+nw + (2n =mw (mod 4w ’ 4" '

co? je ekvianharmonickd kolineace kladnd a tedy cvklickd
tFfetfho stupn®. ProtoZe kolineace (12) neni inversn{ ke ko-
lineaci (13), Je cyklickd Xestého stupn¥. Tim Je vita dokéd-
zéna.

Kladné ekvianharmonické kolineace vytvd¥ejf tedy
cyklické podgrupy g. a zédporné ekvianharmonick# kolinea-
ce vytvdr¥ejf evklické podgrupy gg. Odtud vyplyvd:

Vita 4. V grup® Oy existuje préav¥ 16 cyklickych
podgrup gy @ prévd 16 cyklickjeh podgrup gg , pFifem?
ka%d4 podgrupa 8 obsahuje Jjednu z podgrup ga.

Ko¥dd podgrupa &4 obsshuje krom¥ identity dv&
kladné ekvianharmonické kolineace rdzndho typu. KaZdd pod-
grupa gc obsohuje krom? kolineaci p¥fslu¥né podgrupy 84
dv® zdporné ekvianharmonické kolineace rizného typu a Jed-

nu zdpornou involuei.

-8 -
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Podgrupy &y obsaZené v podgrupdch gg Jsou ve-
sm¥s navzdjem rizné. Kdyby tomu toti? tak nebylo, existo-
valy by dv¥ rlzné kolineace 7 /m,n/ a j7u,n’/, které opa-
kovdny by ddvaly tuté% kolineaci (12), coZ nenf mo¥né, ne-
bol ze soustavy kongruened

m+n=a"+n° (mod 4)
2n ~-m T 2n'-n” (mod 4)
plyne mn=m’ a n 3 n’,

Naproti tomu je ka%dd stfedovd involuce obsaZena
vidy ve Etyfech podgmupdch 8ge SloZenfm kolineaef (12)

a (17) dostévéme totif involuci
u= «u+2n + 2(n - m) (mod 4w 44,
kterd je totoZnd s danou involuef «/2h, 2k/ prévE teh-

dy, kdy¥
2n ¥ 2h (mod 4)

2(n -m) =2k (mod 4) ;
poklédéme~1li v této soustavé kongruenei{ m,n 2za neznédmé,

dostaneme
mEh-k (md2) a n=h (med 2)

odkud vyplyvajl &tyFi Peleni modulo 4.

Zbdvé vySetrit podgrupy, které obsahujf aspon dvE
ekvianharmonické kolineace nepatifcf do t#Ze pod.rupy cy=-
klické, Z4kladnf{ kolineace obsaZené v takové podgrup® tvo-
¥{ v nf normdlnf podgrupu, podle niZ jsou prvky této pod-
grupy rozddleny do tf{ ti{d. Jednu tr{du tvof{ zdkladni ko-
lineace, druhou ekvianharmonické kolineace typu 7~ a tife-
t1 ekvianharmonické kolineace typu J .

Obsahu je~1li vyEet ovand podgrupa téZ kolineace zd-
porné lze kolineace kaZdé z uvedenych tifd rozd®lit jeXtd
na kladné a zdporné. Dostaneme potom fest tFf{d, do nichZ je

g
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vyBetFovand podgrupa rozd”lena podle normilni podgrupy
tvofené zdkladninmi kolineacemi kladnymi.

Informaci o me?nych podgrupdch grupy 096 ndm tedy
poskytne uvaha o tom, které z podgrup obsahujfcfch jen klad-
né zdkladn{ kolineace mohdu byt normilnf v n¥které podgru-
pt obsahujfef té% ekvianharmonické kolineace. DokédZewve, Ze
kron® trividlnf{ podgrupy, Jejim? jedin'm prvkem Je identi-
ta, mi¥e to byt jen podgzrupa 84 tvofend kladnymi involu-
cemi a podgrupa 8,6 tvofend viemi kladnjul zdkladnf{mi ko-
lineacemi,

Vzhledem k tomu, Ze kladné zdkladnf kolineace Jjsou
bud involutorn{ nebo avklické ¥tvrtého stupn®, Je v kaZdé
podgrup®, kterd nenf{ cyxlickd, obsaZena aapo;\ Jedna kladnd
involuce. Zkoumejme tedy podgrupu, kterd obsahuje ekvian-
harmonickou kolineaci
(14) u” ¥ pu + mw + nw' (mod 4w, 4u')

a iavoluci ! '
Ta u’ = u+ 2he + 2kw (mod 4w, 4w ), -

kdé bud h #0 (mod 2) nebo k # 0 (wod 2); inversnf ke

kolinecaci (14) Je kolineace

Qae6) u’ = qu + (m=n)w +nw' (mod 4w ,4@'} =

Slol{me-1i tyto t¥i kolineace v napsaném pofad{ dostaneme

involuei

(17 u’ = u+2(k=-hlw =2ho’ (mod 4o 40 ,

kterd nenf toto’nd s involuef (15). Kdyby totiZ oba vzta-

hy (15) a (17) vyjad¥ovaly tutéZ involuci, platilo by
k=h=h (mod 2) a =h & k (mod 2),

odkud by plyowlo h =0, k=0 (mod 2); to vEak Jo ve

sporu s predpokladem, Ye kolineace (15) nenf identickd. Ob-

sahuje~1li tedy vy¥etfovand podgruna Jednu kladnou involuei,

=10 -
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obsahuje 1 zbfvajict dvi, tj. celou podzrupu g4
Snadno se zjistf, ¥e podgrupa g, Je noruilnf v grup?

096 » Joou=li totiZ

(18) u’s Au+ K (mod 4w, 40
(19) u’ 5 A"y - 473K (mod 4w , 44)
dv® mavzdjem inveinf kolineace grupy 096 , dostaneme slo-
Zenim (18), (15) a (19) kolineaci

u'Fu+2nA"t 26420’ (mod 40 , 49) ,
cof Je ziejm® opit kladnd involuce.”

Podle podgrupy 8 Jsou kolineace grupy 096 rozd=-
leny do 24 tiid, z nich? 12 obsahu e Jjen kolineace kladné
a 12 jen kolineace zdporné. Sjednoceni t¥f{d r:presentova=-
n/ch kolineacemi n¥kteréd podgrupy 87 Je podgrupa g, a
sjednocenf ti#{d representovanych kolineacemi n’které pod-
Srupy &g Je podgrupa 8p4° KaZdd podgrupa &2 takto od-
povidd ¥tyiem podgrupdm 8 8 kn2d4 podgrupa 84 odpo=-
vid4 ¥ty¥fem podgrupédm &g+ To znamend:

Y&tg 5. V grup® 0’96 existujf{ prdvi ¥tyFi podgrupy
&, @ prdve Etyfi podgrupy 840 prilemi kaZdd podgrupa
824 obsahuje jednu z podgrup g,

Podgrupy &, Jeou vytvdleny vidy dvima ekvianhar-
monickymi kolineacemi r(ml,nl) a g‘(mz,nzﬁ, kde
m ¥ omy, 0  ny (wod 2). Podgrupy 824 Jsou vyvtvdfeny
vidy dvima zdpornyui ekvianharwonickymi kolineacemi (nebo
Jjednou kladnou a Jednou zdpornou akvianharmonickou kolinea-
ef), ktors patl{ do dvou podgrup gg Obsahujlefch tutél

zdpornou involuci.

6

© UvaZme, %e Zfslo A Je kolenem rownice x «1=0 .



Budif nyn{ g podgrupa, kterd obsahuje ekvianhar-
monickou kolineaei j~(m,n) a zdkladnf kolineaei o« (h,k),
kde bud h ¥ 0 (mod 2) nebo k # O (mod 2). JelikoX
84 < &, obsahuje podgrupa g té¥ kolineace o (h + 2,k),
*(h + 2,k +2) a x(h,k+ 2). SloZenfm kolineaef j-(m,n),
x(h,k) a J (men, m) (jeZ je inversnf ke kolineaci
y-(myn) ), dostaneme kolineaci o (k<h, ~h), co’ je dal¥{f
kladnd zdkladnf kolineace obsa¥end v podgrup® g. Tato
podgrupa obsahuje tedy vice neZ osm kladnfch zdkladnich
kulineacf a tedy celou podgrupu 816 Je¥ Je zFejmE nor-
nwdlnf v grupé Ggg @ tim spi¥ v podgrup® g . Odtud snad-
ne vyplyvé:

Vita 6. V grupé 096 existuje Jjedind podgrupa 848+

Tato podgrupa 848 obsahuje v¥echny kladné kolinea-
ce (zdkladnf i ekvianharmonické) a Je vytviPena dvima klnd-
nfmi ekviangharmonickymi kolineacemi, které nepat¥f do té-
fe podgrupy 812° DvE zéporné ekvianharwonické kolineace
(nebo jedna kladnd a jedna zdpormd), které nepatf{ do té-
Ze podgrupy Bo4» vytvdlre j{ celou grupu 096 §

Pristupme nvn{ ke studiu geometrickych vlastnost{
ekvianharmonidgch kolineacf{. PFedevi{im nalezneme s-mo-
druZné body, které leZ{ na kvartice. Pro argumenty bodd
samodru¥nfech v kolineaei jJ(m,n) platl

uEou+aw + nw' (mod 4w 4w’ )
Ei14 (1 «plu=nu + nw'+4hw +4kw’,
kde h,k Jsou celd &fsla. Ndsobfme=11 ob? strany této
rovnice Zinitelem (1 = 92), méme po Jednoduchd dpravd
% = fon =n+ 4(2h = k)/w+ M +n+4 (h+k)_7;u’!

- 12 -
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odkud vyplyvd "”

u = %[fzm—n)a:+ (m+n)w’7 + %(h+k)u + %(h+k)aﬁ (mod 4a),4af).
Dostdvdme t¥i hodnoty

u, ¥ % N2m - n)w + (o + o' 7,
Lb5u1+%0+%u’, u?5u1+%u+%w!.
JinZ% odpovidajf t¥i samodruZné bedv leZfcf na kvartice.
Pro argumenty téchto sarodruZnych bodl platf
4u5%itn+n+.ﬂ6‘) +%(m+ n + _j)ﬂu; (mod 4w , 4" ’
kde J =0,1,2 (wod 2).Je~1i m+n+ j=0 (wod 3),
platd
4u =0 (mod 4w , 4o) ,
takZe Jeden ze sanodruZnych bod® je bod superoskula®ni.
Superoskula®ni bod W,.g Je samodruinj v kolineaci
(myn) prévé tehdy, kdy¥

!
rw + sw £ p(rw + sw) + aw + nw’ (mod 4w JA4w')

111
f
rw + 8w = rw + 8w + 8w Faw +nw (mod 4w ,44).

Z této kongruence vyplivd

(20) mEpr+8 (mod4) , nT28s=-r (mod 4) ,
tak¥e kaZdy superoskula¥n{ bod je samodrufny v jediné klad-
né ekvianharmonické kolineaci tvpu 7~ (a v Jediné kladné
ekvianharmondcké kolineaei typu U ).

Zéroven odtud plyne, Ze ekvianharmonické kolineace,
jejich? samodru¥né superoskul.&nf body leZf v té¥e hlavni
roving, pat¥f do téZe podgrupy 812° Je=1l1i toti¥ bod wrs
samodru¥nf v kolineaei )~ (myn) a bod W_ . - samodruZny
v koligeacdi »~(m’,n”) a le¥f-li tyto dva superoskula¥nf
body v téZe hlayn{ rovin¥, pak r = r’, 8 £ 8 (mod 2) a
i 02’ (nod 2)

"
g

z kongruencf (20) dostdvéme m =

*U¥tvdme vztahu 4(2h - K)w 8$h + '\ (mod 4o , 40")

T
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KuZel obsahujfef kvartiku a tefnu v samodru¥ném
superoskulafnim bod¥ je ovlem rovni¥ samodru¥ny. Je=-l1i
u, argument samodruZného superoskuladnfho bodu, jsou ar-
gumenty obyZejnych samodru¥ndch bodd

u1=u°+§{2w iy - uzzuoiv%(ﬁu' +24)
zifejm® platd
Wt F2u  (mod 4w A

To znamend, Ze spojnice obyfejnfch a-wmodruZnfch bodd Je
piimkou samodrufného kuZele, jeho’ vrchol je tedy daliim
samodruZnym bodem na této prfmce. To znamend, %e viechny
body této pPfimky jsou ve vySetfovanéd kolineaci samodruZné.

Pro agumenty samodruZnych bodd platf ddle

Ju; *u F0 & Ju, +u S0 (med 4w , 44),
coZ znamend, Ze oskulaZni roviny v obyZejnfech samodruZnych
bodech prochédzejf samodruZnym oskula¥nim bodem. JelikoZ o-
skula¥ni roviny v ssmodruinych bodech jsou rovniZ sawodruZ-
né, Je Jejich prise¥fnice samodru’nd pF{mka. Tato samodruZng
p*{anka je mimob¥¥nd a pF{mkou samodru¥fnych bodd a Je tedy
osou svazku samodruZnyech rovin. SsmodruZné body, které jsou
obyZejnymi body kvartiky, ei odpovidajf v involuei, JejifmZ
stfedem je vrchol samodruZného kuTelu. TotéZ oviem platf i
o oskulaZnfich rovindch v tXchto bodech, tak¥e jejich pri-
sefnice leZ{ v hlavnf rovin® obsuhujfef{ samodruiny supero=~
skula®n{ bod.

Pro body, které si odpovidajf v jednotlivych klnd-
nych ekvianharmonickyech kolincacich, vvplyvd z nalich Jvah

yrta 7. Bodové evkly, kterd Joou vytvdleny ekvian-
harmon | ckymi kolineaceui, jsou obsaZeny v rovindch svazku,

jehoX osa prochdz{ samodru¥nym superoskulaZniz bodem a le-

-14 =
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né involuci, kterd s vyEtPovanou ekvianharmonickou koline-
aci patP{ do téZe podgrupy 8¢ + (Z bodld na kvartice jsou
to superoskula¥ni body leZfef v jedné hlavnf rovinZ.) Je-
1i cyklus tvofen dvi&ma body, jsou to samodru¥né body klad-
nych ekvianharmonickyeh kolineaef pat¥fefch do uvedené pod=-
grupy gg- Ostatn{ cykly obsahujf vZdy 6 bodd a sklddaji
se ze dvou ti#fbodovych cykld kladné ekvianharmonické ko-
lineace, kterd s vy¥etfovanou zdpornou akvianharmonieciou
kolineac! pat¥{ do téZe podgrupy gg. Ob¥ tvto trojice sl
pak odpovidajf ve stfedové involuci, Je¥ je obsaZena v té-
Ze podgrup® gg-

V dal?*f{m se budeme zabyvat hlavn® ekvianharmonicky-

mi kolineacemi kladnjmi.




Ekvianharmonickd kvartika

Ekvianharmonickou kvartiku miZeme Jednodufe cha=-
rakterisovat kdy% zavedeme pojem dvojpom¥ru Zty¥ kvadrik
svazku. MEjme svazek kvadrik o rovnici
@1) AQ(x) + 4Qy(x) =0
kde Q;(x) =0 a Qy(x) =0 Jsou rovnice kvadrik zdklad-
nfch. Zvolfme-1i za zékledn{ kvadriky svazku (21) jiné
dvE kvadriky o rovniefeh Q)(x) =0 a j(x) =0, md
tento svazek rovniei
(22) A'Qx) + £ =0
Libovolné kvadrice daného svazku odpovidd pak nZjaké dvo-
Jice (A ,4) v rovniei (21) a nZJjakd dvojice (A’./~5
v rovalel (22), p¥ifem® tyto dvojice = aZ na dvojice ve
znémém smyslu ekvivalentni ff—.jsar.u.l urfeny Jednoznalni. Jest-
liZe Q)(x) = aQ)(x) + byy(x) a Qp(x) = Qy(x) + a3 (x) ,
platf mezi dvojicemi (A, ) a (A’”LS rovnice

kA = ad + ep

}\:/uf= bA + de
kde k#0 a také ad = be # 0 (nevof kvadriky Q,(x) =0
a 42(x} = 0 Jsou navzdjem rlzné). To znamend, Ze pare-
metry (A ,4) v rovnicl (21) se chovajf stejn® jako pro-
jektivn{ souPadnice v jednorozmfrném prostoru Sl' JjehoZ
body Jjsou kvadriky svazku.

Dvojpomirem Etyl kvadrik svazku rozumfme &fslo

Dl eiy Ay D AFfatacy
g ———— —— 3} "

Agpny =2 Aa A2 foq = 2l

“Dvojice (A,r) Je ekvivalentn{ se viemi dvojicemi
(kA, ko), kde k # 0 .

T
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kde (Agypq) (1= 1,2,3,4) jsou parametry odpovidajiel
dan/m kvadrikém v rovnici (21). Dvojpom®r takto definova=
ny nezdvis{ na volb# zdklndnfch kvadrik svazku a nem®ni se
pi'l kolineaci v zdkladnfn prostoru Sq.
YEta 9. Kvadrika Je ekvianharmonickd préve tehdy, Lv=nh’ s
kdyZ EtyTi ku¥ele svazku, jeho? bas{ Je tato kvartika,
tvof'{ ekvianharmonickou &tverinu (tJj. majf dvojpomdr rov-
ny =0 nebo —92).
Dikaz: Pro dvojpom¥r kuZeld kl, ks, k?' Ky ply-

ne z rovnic (?) hodnota

(23) S e
ey - e, :

Je=1i kvartika (1) ekvianhsrmonické, md¥eme volit cw'= P
a uZitim znémého vztahu

A=2 play 20w, 2w') = P CAu, 24w, 240"
dostaneme

X w')spplw) HU ey=pey ;
odtud a ze vztahu e, + e, *+ e =0 vyplyvé e, = qzal .
Dosazenim ndezenych hodnot za e, e, do vzorce (23) vy-

2 , takZe poduinka ve v¥tZ uvedend jo nutnd.

poteme D = =0
Nechf obrdcen® ey = 31/92 e = nebo _?2 :

Potom plati

) 2
s Dulls YR s °1)=0'
33-82 03"32

y
coZ po vyndsobeni nemulovym ¥initelem (e? - 92)2 ddvd
4
(a3 - 92)2 - (a3 - ell(cj - 32) + (a? - el) =0 .
Po dpravié médme
(24) ai + ag + e% = (o0, + 009 + 040y) = 0,

6viz /3/, str. 356 .
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odkud u¥itim vetshu

(.1+°2+0,)2 =0

dostdvime
ks 2% * %% * oy L

a tedy 32(“15"!) = 0 . T{m je v¥ta dokdzédna.

Nyni Je patrno, %e grupu Ggy nelze roz¥fFit o dal¥f
automorfni kolineace ekvianharmonické kvartiky. Vyplfvéd to z to-
ho, Ze existuje jen 8 kolineacf, jimi% se reprodukuje kaZdy z ku-
Yeld obsahujfefech kvartiku a Jen 12 permutacf t¥chto ¥ty kuZeld
zachovédvd v ekvianharmonickém pFipad® jejich dvojpomZr.

Z vlastnost{ ekvianharmonickyech kolineaef vyplyvajf pro
ekvianharuonickou kvartiku n¥které zajfmavé vlastnosti, jeZ se
tykaj{ hlavn® vzdjeuné polohy jejich vyzna¥ngch bodd. Zkoume jme
nejdf{ve skupinu Sestndcti superoskula&pich bodd a poklddejme
jimi roviny, kterd obsahujf po jednom superoskula®nim bod® z kaZ-
dé hlavni roviny.

Predevi’inm se pFesviZd¥fme, Z%e rovina urfend t¥emi superos-
kulatnfmi body leffcfmi v rdznfch hlavnich rovindeh protne kvar-
tiku po &tvrté v superoskulainfm bod¥, ktery leZf ve zbgvajfef
hlavn{ rovin®., Pro argumenty &ty¥ superoskulaZnich bodd leZfeich
v té%e hlavnf rovin¥ plat{ totl# jedna z kongruenci (mod 24 ,2«)

R0 0 wER G R @y ichg B
a kaZdd tato kongruence odpovidd jeiné hlevnl rovin&., LeZ{f-li
tedy StyFi supercskula¥ni body vesmis Vv riiznyeh hlavnich rovi-
néeh, plat{ pro jejich arggumenty

!
(26) G, tUgeugtu s 0 (ed2o, 20,
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Rovina prochdze jfcf tremi takovjui body protfnd kvartiku
po ¥tvrté v bod¥ s argumentem u , pro ktery
Uyt U tuy tuE0 (mod 4w , 40)
a tedy tfm spile
27) W * W +ug+u=0 (mod 2w , 2w')
Ze vatahld (26) a (27) dostévéme u = u, (mod 2 , 20y ,
odkud vyplyvé vySe uvedené tvrzent.

Nyni Je zPejmé, %e ka%dym superoskula®nf{m bodem
kvartiky lze vést prdv¥ 16 rovin obsshujfefch po Jjednom
superoskulafnim bod¥ z ka¥dé hlavnf roviny a %e vlech
téchto rovin je 64. Tuto soustavu 64 rovin oznafme M.

Pro ekvianharmonickou kvartiku platf:

VEta 10. Je=1i kvartika ekvianharmonickd, skl4dd
se soustava M gz 16 ¥tveflc takovyeh, Ze roviny kaZdé
této Stvefice majf spolefnou pifmku le¥fecf v nikterd
hlavn{ rovinZ; ka¥dym superoskuladnim bodem prochdzi Jed-
na tato pfimka.

Dikez: UZijeme vlastnostf kladnych ekvianharmonie~
kjeh kolineacf typu }“. KaZdy superosiulani bod Je sa-
modru’ny v jedné z tdchto kolineaci. Osa svazku samodruf-
nieh rovin této kolineace prochdzi samodruifnym superosku-
la¥n{m bodem a le%f v pfislufné hlavn{ rovin¥. Superosku~
laZni body leZfci ve zbyvajfcich t¥ech hlavnich rovindch
tvolf{ w tZchto kolineacfeh ¥tyFi cykly, pPilem’ ka¥dy eyi-
lus se sklddd ze t¥{ bodd leffcfch v hlavnich rovindch na-
vzd jem ruznych.ﬁ Soamodrufné roviny obsahujfel tvte avkly

?To plyne z toho, Ze Vv ekvianharmonické kolineaci Je
Jeden ku¥el samodru’ny a gbyvajict t¥i tvoF{ cvklus, coZ
z¥ejm* plat{ i o hlavnich rovindch.

ﬂm-
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w(da—zlio |@|1) \\'31( fe_gll 0 '_32;"1,

‘*'33{“'\4'321 ] 0 y - 92?. 1) Nlac"\[a_zi '] Q » |||°"13 '] 1)
Yorl Vo310 (832 0 1 Wu( ey =l o, 1)
(Hodnoty druhfeh odmoenin Jeou prfslubnymi G=funikeemi Jedno-
znaln® urdeny.)
Roviny odpovidajicf{ trojicim “10'“01‘**3 a 8,2 214331.
kteréd jsou uvedeny v prwmim Pddlku tabulky I, majf rovnice

. Mos ¥ gy Eytad cays)
° [ey, ‘Uala B
\{;;1 /e, 1
1 1 0
B4

(£\orq 0y, =le1p) X = (logy */eyy) x; +
+(U‘012 * Jan ¥ \Jeqz] x:’ + (\!011\/;;? 12B(9q1 T 91«1\/9—-11) x =0 .

Jejich prisefnice leif v rovin® «, prdvi tehdy, proténajf{-
11 tyto roviny osu oy, v témZ bod¥, nebot jednfm spoleZnfm
bodem Je bod Woye Tato podufnka Je vyjddlena vzt em

B T i - Al
[oyg t 8 95 =8p Vo153 * I8y |

o | =0
| !.; - {;32- - ljelz "\.|°13 Jle 1 I

“2de 1 v dalttn piFeme o, mnfsto e; = o
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fo znamend, %e argumenty v’ech bodd, v nichZ kvarti=-
ku protinajf spole¥né te¥né roviny danych tff kvadrik, jeou
prdvi vBecna Ye¥ent osmi kongruencf tvaru (75). KaZdé z téch-
to kongruencf md Xty®i PeXent tvara

$ey0 ¢ £,0, 0 £40,) + 20 + 2k0’

ke h,k = 0,1 a lze enadno dokdzat, ¥Ye v¥echny tyto hodno-
ty Jsou navzdjem rdzné. Txmto hodnotdn odpovidd 32 bodd, JeZ
Joeou rozdileny do osmi ¥tvefic tak, %e pro argumenty kaZdé
této ¥tve¥ice je splnina soustava (24). Odtud vyplyvé uve-
dené tvrzenf o poltu spoleZngch tefnfch rovin t¥{ kvadrik
evazku. Tyto kvadriky Jjsou totiZ charakterisovdny hodnotami
hw + ko', kde h,k Jsou celd ¥fsla nikoli sou¥asnd sudd
a prdvi takové jsou soulty argumentd p¥fslufnych dvejicim
bodd, v nichf uvedené roviny kvartiiu protinajf.

VySetfujme napf. rovinu, kterd kvartiku protind
v bodech wOO - Vlm - "'01. - \l”, tJs kterd odpovidd troji-
ei uvedané v tabulee I na prvnim mist¥. ProtoZe sou¥ty ar-
gumentd dvojic '00 =Wio Yo = \l” Jsou w, 3w , Jsou
spojnice tichto dvojic bodld pifmkami rdznych soustav Vosso-
vy kvadriky, charakterisované timito hodnotami; oznalme tuto
kvadriku p . Podobnl odpovidajf dvojicim Wy, = '.\'”, V0 = Vo1
pifuky rdznjch soustav kvadriky ¢ charakterisované hodno-
tami Jw + %' a w+o' advojiclm Woy = Wy 4 Wyo = Vo
piMuoky riznych soustav kvadriky »r , charakterisované hodnota-
i ©' a %' . 04tud vyplyvd, Ze vySt¥ovand rovina obsahuje
po dvou pf{mkdch knBdé 2 uvedenych kvadrik a jJe tedy Jejich

spolelinou tefnou rovinou.
Podobngm zplsoben bychom zjistili, Ze rovina odpovi-

dajfef trojici W,y = wn - "31 Je spoleZnd telnd rovina
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Tim Je vita dokdzdna,

Superoskulaéni Toviny ekvianharmonickd kvartiky patl‘i l
po jedné do avazkd rovin, JejichZ osy jsou spoledné p¥{mky t
Etvefic rovin soustavy M . Jestli¥e kvartika nen{ ekvianhar- I
monickd, Jsou prisefnice jejfch superoskulainfch rovin s ro- I

vinami soustavy M vesm¥s pFfmky, které nele%{ v %4dné hlav- |
ni rovin® této kvartiky. Plyne to z ndsledujfef vity. B

Yéta 14. LeZf-11 nZkterd prisednice superoskula¥nich
rovin 8 rovinami soustavy M v n¥které hlavn{ rovin¥ kvarti-
ky, Je tato kvartika ekvianharmonick4.

Dikaz: ZFejm® pFichdzejf v uvahu jen roviny, které ma-
Jf spole¥ny superoskula¥ni bod. Lze op#t pPedpokléddat, Ze tim-
to spole¥nym bodem je bod L

Superoskula®nf rovina v bod® W,4 Je tefnd rovina ku-

fele k, v tomto bod® a mé tedy rovniel

4
(’8} 02311 4 ’31!2 * 8121’ = o .
Rovina soustavy M , kterd proechdz{ bodem Woor odpovidd Jed-

ﬁ

né z trojie superoskulaZnich bodd uvedenych v tabulce I. JeJi
rovnice md tvar

(39)  (Vogy + Vagy = Voy) Xy = (Voyg + Vogy) Xp + 200 =0,
v n¥m? je t¥eba pPipadn¥ nikteré z hodnot J513 nahradit hod-

notami -v@;; . Maj{-1i roviny (38) a (39) spelelnou p¥imku
v rovin® @y, protinajf ob¥ napf. osu 05 V témZ bod¥, cok
ddvéd podminku

| (6yy +lagy =Voyp) 8y * (Byy *iey) €p9 =
Uppavou tohoto vztshu dostaneme

Veys €9y +legy 09y = Jeyp €9y *Veqy © 92

0
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ny Jimi urfené pat¥f do ténos svazku. Toto rozd®lenf lze pro-

vést Sestndeti riznymi zplsoby, pri¥em? ka%dym superoskulainim

bodem prochdzf osa jednoho z tichto svazkd.

Zkoume jme podrobni ji trojice, které tvof{ cykly v kolie
neaci 7(0,0) a sestavme Je do tnbullcv.ZJ

Tabulka II:
Vin=Vaq=V o = B L
10701777 Vso Vo5 Vas VgV Voy VsV
\'/
Y0 Tor Vi1 Va0 Vo3 Vs Vau Vi Vis Vg Vas Vs
V2075 T VesVar  VagVaVm VasVasVas
56727 VieVas Y57 Vo VerYir VsaYerTs)
Trojice jsou v této tabulee uspo¥dddny tak, %e osmi-
tefné body ¥tyf trojiec uvedenych v tém¥ Pddku tvoR{f vidy tii
Etvelice bodd, pro jejichZ argumenty plit{ t4% kongruence
tvaru
(41) 2u® mw +awx’  (mod 4w, 40') ,
kde m,n Jsou celd &fsla nikoli ob¥ sudd. KaZdé tyto ®tyFfi
body si vzdjemn¥ odpovidajf v kladnfch involucfech a vvznadujf

se tim, %e pe¥ny ke kvartice v nich patl{ do téZe soustavy pP{-
mek jedné Vossovy kvadriky. O takovych ¥tyPech bodech budeme

RN -

ffkat, e joou vzdjemn® sdruZeny. |
P¥ifadme nynf ka¥dé Stvefici osmite¥nych bodd vzdjemns |

sdruZenyech jJeden superoskulanf bod, JjehoX spojnice s bodem |

'00 pat¥{ spolu s tefnami kvartiky v osmitenych bodech Ztve-

Fice do té¥e soustavy piimek p¥{slufné kvadriky. JelikoZ tel-

na v bodd V,, (JehoZ argumnt Jje #hw + ko) ) a spojni-

&%a spoustavy plifmek n¥kterd kv.driky pré-
ce woowmn patf{ do t

2 poviny obsahujfef tyto trojice prochdze JI superoskulaZnim

bodem WOO -
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vE tehdy, kdy¥

he + k'S nw + nw’ (nod 4w, 4) ,
Jeou takto kaZdym tfem Etveriefm osmitefnfch bodd obsaZenym
v témZ Tédiku tabulky II piifazeny vidy t#i body superoskulal-
nf, kterd tvolf jednu 2 trojic uvedenjch v prwnfm Fédiu tabul-
ky I. Roviny obsahujfef trojice osmite¥nfch bodl a majfef spo-
lefnou pffmku v hlavnf rovin¥ 1ze tedy po ZtyFech pFifadit
tim rovindm soustavy M, kterd obsahujf tuté? pFfmicu.

Nynf dokéZeme v&tu:

YSta 16, Maji-1i ¥tyFi roviny, kterd obsahuj{ 12 osmi-
tefnfch bodd kvartiky po ¥tyFech navzdjem sdrulenych, spolel-
nou pFf{mku prochézejfcd superoskula¥nim bodem a le#fef v hlav-
nf{ rovin¥, Jje tato kvartika ekeianharmonickd.

Dikaz: Vime JiZ, Ze z existence &ty® rovin se spolel-
nou pi*fmkou prochdzejief Jednim superoskula¥nim bodem plyne
existence dal’fch patndeti Ztvefic rovin, jejich¥ spolelné
pFf{mky prochdzejf po Jedné kaZdym ze zbfvajicfch superoskulal-
nich bodfi, PPiton je zPejmé, Ze zdkladn{ kolineace, v nich¥ si
tyto &tvefice rovin odpovidajf, plevdd:jf Ety¥i osaitelné body
vzdjemn® sdruZené opit ve ItyFl takové body.

VySet¥fujme tely &Ety¥l roviny, kterd obsahujf tii Stveli-
ce vzdjeun? sdrulen’ch oszite¥nych bodd a prochdzejf bodem UOO'
PPedevi{m snadno zjistfme, Ze telny ke kvartice v danych osmi-
tednfch bodech Jsou pFfmkami tf{ kvadrik, které tvolf{ jJednu
2 trojie vy¥e uvedenfch. Protfné-li totiZ rovina kvartiku v bo-
dech Vypyy Vi’ Vpmew @ Yoo Pla¥
(42) h+h*h” 50 (mod 8)

K+ k*k” 50 (mod8)

2% y4iz pozndmku ¥ na str. 27 &
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kde h nebo k , h’ nebo k* » h*’ nebo k** jsou ¥fsla 1lichd.

To znamend, Ze kaZdd z obou trojic h,h/h’’ a k,k/k” obsa~

huje dvE ¥fsla lichd a jedno ¥fslo sudé, odkud vyplyvéd uvedené
tvrzeni.

Z kongruenc{ (42) je ddle patrno, Ze tiemosuitenym bo-
ddm leZfcim v Jedné rovind vySetFované EtveFice odpovidajf
v kafdé kladné involuci t¥i osmite¥né body leZfef po Jednom
ve zbjvajicich t¥ech rovindch této Etvefice. Oznalfme-li tedy

ve vhodném pofadf soufadnice tif osmiteZnych bodd obsaZenfech
v jeiné rovin&

( Yir ¥2» y,.l), ( 2y, 25, zj,l) y  (wyy wyy wayl)
jsou soutadnice trojic bodl obsaZenjch ve zbjvajfeich tiech
rovindch

(-71"‘3'2"33!1) ' (-sl, 22,-z3,1} ' (—wl,-wz. w,,l)

(=¥ys Yp0¥q01) 4 (=2y,=25, 241) , ( wy,=wp,=wq,1) o

(=¥1r=¥2» y,.l) y (20y=25,-2qy1) (owyy wpy=wayl)

Roviny urfené bodem W,, a vidy dvimabody kaXdé tro-
jice maj{ rovnice
(43)  (=y,*¥4*2,24) X + ( ¥ =¥y=21%24) X5 + 400 = 0

( ¥p=yqtigtsg) Xy + ( ¥y*¥q*2y=2g) X5 + a0e = 0

(.yz.y,-ga.g:) X + (-y1+y3+sl+zs) Xy ¥ eee = 0

( §p*Yy=8y434) X) + (9 Fy=81~8y) X5 + o0 = 0
Maji-1i tyto roviny spolefnou piimku leZfef v rovin® «,, md

Stade .y2+y3+ Zy=24 y1-33-=1+5, 3
Yy =Yq*2p *24 71173 %"y
Yo=Y q= Bp=Ey “Y1*Vq"21%2,4
Yot¥q= Spt8y  VV9™E™%







Tento bod leXf v poving @, a jeho soufadnice jsou
(0' f.ll.‘a]'z. 62\/.1"1). kde l éil = 1 {1 - 1!2)'
Telna ke kvartice v bodx Y Je prisefnice telnych ro-

vin kuZeld k,, Ky v tomto bod¥ a jejf rovnice jsou
o Sl o e U I
Y% = YoX, + @10%, = 0
Jeliko¥ ve svazku rovin s osou v této pFfmce je obsaZena ro-
vina, kterd prochdz{ body WOO a \\‘m s Platl
Aly, - ¥q) + fAyy = ¥p) = 0
Al=gpleyq ¥q + 0)9) + pletyfo), ¥, + 0)5) =0
odkud vyloufenim A, L dostaneme
= £yVeyp¥ ¥, + £pleygry¥y + (eq/ey, = 50035V =
1t Ny Yy * 0.

Pro souf'adnice zbjvajfcfch tF{ bodl &twiice (Jje jichZ argumenty
vyhovujf té%e kongruenci) dostali bychom podobn@

eylor¥¥, = Eploynyys + (e1fey, = Ep/ey5)vpYy -
=Sy ~ S92 * %3 B
1V ayYs * EgVeyaYyYy = (€/ey, = £V 4)vpYy +
0t gt oYy =0
<y (orahy¥y = Epleyany¥y = (£1/e1; = cg/ey3)ypvy +
* 8y =0 y2 =Yy * 0.
Prifteme~li prvn{ rovnici ke zbyvajieim t¥em rovnief{m, dosta-
neme (po vydéleni dvima)
(£q/0yp = €2/01305¥3 = %257 = O »
Lzlj;].-—,'vl'vj + eV = 9% 4 - c.]_v(qz.}'lyz ~ @,V =0
¥i14

w3~







Zévirem této prdce nalezneme kvartiky, které jsou s da~-
nou kvartikou ekvianharmeniekou kovariantn{. Tuk ne jvéme kaZ=-

dou kvartiku, kterd se reprodukuje tjmi¥ 96 kolineacemi Jjako
kvartika dand.

Predpoklddejue tedy, %e aspon Jjedna takovd kvartika exi-
stuje. Tato kvartika je pak rovni? ekvianharmonickd a mé vzhle-
dem k samodrulnym prvkim automorfnfch kolineacf tuté? polohu
Jako kvartika dand. To znanend, ¥e prfmky samodru?nfch bodd
kolineaef }f‘ (myn) Jsou jejfmi bisekantami a leZf na nf vidy )
Jeden ze zbyvajfcfch samodru¥nych bodld kaZdé této kolfhace.
JelikoX se *4dné dv¥ kovariantnf kvartiky neprotfnajf?, exi-
stuje k dané ekvianhammonické kvartice nejvyde Jjedna kvartika
s nf kovariantnif.

KuZel k4 obsahujfel danou ekvisnharmonickou kvartiku
méd rovnici
(46) e eoi=0 ,

Jok plyne z posiedn{ rovnice (3) ufitim vztehd e, = pzel ’
€3 = Q@ . Existuje~li kvartika kovariantni, reprodukuje se
stfedovyui involucemi x/2h, 2k/ (h, k = 0,1) a kuZel k;_ &
ktery ji obsahuje, md rovnici tvaru

g rvd s ede0,
KuZel k4' m4 obsshovat dva ze t¥{ samodruZnych bodd kolineace
7-(0,0) le#fefch v roving & Pro soufadnice t&chto bedl

platf podle (8) rovnice

xzthl, :,'hz. xl=]cx3, x480'

2
kde k # O . Kromd bodu Wy Jde o body Upp(Ls9:9740) a

300{1,92,9,0) , 2 nichZ posledn{ dva le¥{ tedy na kuZelu k4 :

lbv1z ﬁ/; 20fé5t| ut.!'-’ .
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Dostévdme podminky
a+ ?ab + ? c=0
a+ e b+ Qze =0 ,
 nich? vyplyvd a = b= c, tak¥e kuZel ki mé rovniei
2
Tento kuZel je zPejnd samodru¥nj ve v¥ech kolineacfeh
podgrupy gy , tvofené kladnymi a stFedovymi zdpornymi invo-
luceni. Podle této podgrupy jsou zdkladni kolineace grupy G,
rozd¥leny do ¥tyf t¥#fd. Povy¥fme-li rovnice kolineacf « (1,0),
~(1,1) a «(0,1), tJ.
X = =(eppleraXy 0 X = Veppxy Xy = g%, , X
X = (ep1Xe v X = =Vep) fepgx, 4 X = Vopxy 4 Xy =
) = (em¥p s X5 = ogpxy 5 X3 = =l lenex, 4 xp =Xy
na druhou, dostaneme v ekvianharmonickén p¥{pad® vztahy *7
» ’ 2 2 2
g=x?, Beowf B, g o
2 2 2 5. 4 o
SRR L E A U e £
Pl .02 . J2 - 2
‘§ ke B =§ % e VM ’% T Y ‘i o
které platf{ i pro ostatnf kolineace pIfslu¥njch tFffd. V tZchto
kolineacfch se ku’el k, vymdiuje s kulely ky , kj, kg,
JejichZ rovnice Jjsou
2
(48) 0oxs = Qx5 + x4 = 0,
2 -
..q Ki + lg + ‘5 0 ’
2 -
of -4 =0,

a vynifujf se vidy také dva zbjvajiel kuZele této Etverice.

27 p¥4 vhodné volb® jednotkového bodu plati e, = @
8yq = 1, ey = 92 , cof pedpokldddme .
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