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- EEaee| Bombelliho zAvorky pro viazené vypodty a poznamky

{ 213} mnoZinové zavorky (prvky vodorovn& nebo svisle)

{ alternativni svorky

1= "... Jje definovano jako i

<> := £ [znak reznosti]

N. 2, Q. R pFirozena, cela, racionalni, realna &isla

none i

e N, N\ znaky mnoZin. operaci: sjednoceni, pr@nik, rozdil,
35T disjunktni sjednoceni

CuM dopln&k mnoZiny M vzhledem k mnoZin& U

R = RL){~o,+0n}

@ = {=w0,+®, %) = {-}LI{+x) LI{*wx}

McR (&iselna) podmnoZina redalnych &isel

M+ 1= {x€EM; x>0} kladna ast mnoZiny M

g 1= {x€EM; %<0} zaporna

M* = MrUM- = MN{0O} nenulova

Mo = Mu{0}

AxB kartézgky soulfiin mnoZin A, B

Ak 1=  PAXAX...XA kartézska mocnina mnoZiny A

n(M) pofet prvkQt mnoZiny M

+ celofiselné d&leni

mod(k,n) = iR itRinnigr-k€ Mo, NE N

&€+, -, ., 7} Jjedna ze &ty¥ aritmetickvych operaci

BOB := (xBy., x€A; v€B)Y , kde A, Bc R

A-k := A.A ... A algebraickad mocnina mnoZiny A

IAl 2= {lx]; x€A} absolutni hodnota komplexu A ¢ R

2Z = 2No LU (-2N) mnoZina videch sudych ¥isel

e + 1 lichvych

e, dl bod v roving o sou¥adnicich ¢, 4

e, d) otev¥eny interval s krajnimi bodvy ¢, d

sc, d> uzavieny

Bl .- - .. Un? usporadand mnoZina bodf

e o, h realné funkce jedné realné prom&nné, f, g, h: R->R

) , H(f) defini&ni, resp. hodnotovy obor funkce f

f(x) funk&ni hodnota funkce f v bod& x

£ im flug )

AL e R R 4 diference 1. #adu




mult (S)
adit(S8S)

(mikro)poital

. (ne)rovnice

A% Ly = A(CAf1) = £f142 - 2f14+1 + £ diference 2. ¥adu

(M) = {f(x); x€M) obraz mnoZiny M

Ila zGZeni funkce f na mnoZinu B

=1 inverzni (mnoZinova) funkce k funkci £

feg funkce slo2end z vn&jgi sloZky f a vnit¥ni g

Bib+) := 1lim f(x) Ith—)y = "1im 1(xX) f(bx) := 1lim f(x)
n—2b x=h- X=r b

Bitw) = 1lim f(x) El=00) om. 1im £L ) £(e) = 1lim f(x)
H=Dton Mo X—2om

B = f(u+) , fo-sem Bl =0, Lix 3= flug %)

IXI absolutni hodnota &isla x

E(x) = I.XJ = max {c € 2; ¢ < x} “"dolni cela Xist &isla x"

nejvétsi celé &islo, které neni vEtEL1 neZ x
dvojkovy logaritmus (tj. p#¥i zadkladu 2) &isla x
funkce signum: sgn B = 1, sogn B ===1,-ngrn-fli=
Heavisideova funkce: ©(Bto) = 1, ©(B) = 0
lomenicova funkce (spojita po &astech linedarni)
multiplikativni sloZitost vypofietniho schématu S
aditivni sloZitost vypofetniho schématu S
realna &isla (z R)
veli¥ina ¥addu nS pro n -> +w
zapis fisla v desitkové soustavé

dvojikové
(oscobni) nebo salovy pofital
rovnice &i nerovnice
maximum, mipimum
supreémum, infimum

transformace (ne)rovnice, vvyrazu

zafatek bloku textu (p¥ikladu, dokazu, uvvahy ap.)

konec

Q



B, ..., 2 matice s realnymi prvky
ay x prvek matice A v i-tém ¥*Aadku a k-tém sloupci
Ax x dvouindexovad matice A s prvky aix
ai x i-ty radek matice A
Axx k-ty sloupec matice A
as xbax (skalarni) sgouZin i-tého Fadku matice A
a k-tého sloupce matice B
Axi bx x sou¥in i-tého sloupce z A a k-tého ¥adku z B

(rxs)-matice matice o » Padcich a s sloupcich

r—matice Btvercova matice r-tého stupn& (= (rxr)-matice)
r—-vektor vektor o »r souradnicich
r—sloupec sloupec o »r souradnicich (= (rxl1l)-matice)
r—-¥radek Fraddek © r soufFadnicich (= (lxr)-matice)
"ol i —2loupec [golunn]
5 8 r; —PFadek [line]
My (ry %y +1 )-matice
n
1 Mi = MoMi... M ...Mn sowin pogloupnosti matic Mo a%2 Mn
i=0
5, o, O nulovy vektor, nulovy r-vektor, nulova matice
ey jednotkovy vektor (jednifka pouze na i-tém mist&)
h(M) hodnost matice M
MT, M-1 matice transponovana, resp. inverzni, k matici M
B, Ir jednotkova matice, jednotkova r-matice

E:=I+A, h(A)<1 elementarni matice

A obvykle matice hodnosti 1

H.“ norma (vektoru, matice)
: 9<M) 1= max{'u]; Mx = ux, x<>0} , spektralni polomé&r
R, (M) = - 1ln ?(M) asymptoticka rychlost konvergence

D -t optimalni parametr superrelaxace




Pfedmluva

Pod nazvem "Datové struktury v matematice a ve vyuce " jsou
shrnuty a rozvinuty n&které price autora tykajici se role vypo-
¥etni techniky v metodach a obsahu vyuky matematickych disciplin
vyugovanych v dvodnich neuniversitnich kursech matematiky.

JAadrem textu je p&t pom&rn& nezavislych &asti, které jsou
¥islovany ¥imsky. Casti jsou dale &len&ny do kapitol, &lank@, pa-
ragraff a odstavcl. Nadpisy t&chto oddilfl jsou rozliovany pismem
8 atributy danymi Gvodni Ztve¥rici prvk@ (trojic) vzestupn& uspo-

Fadandho kartézského soudinu skalarnich dvouprvkovych typf
{tu¥ny, obv&einy} x {velky, maly} x {podtrZeny, nepodtrZeny)}

tj. trojicemi +tvp, tvn, tmp, tmn. V cobeclovském p¥episu tomu od-
povidi hierarchické zaznamoveé schéma (p¥Fripojime k n&mu hned alfa-

numerickeé kdédovani) :

1. KAPITOLA
A. CLANEK
l. Paragraf
a. Odstavec

V zadhlavi stranek je za alfanumerickymi kdédy Easti a kapito-
ly uvad&n nazev kapitoly.

Prvni &ast oz¥ejmuje souvislosti mezi datovymi a matematic-
kymi strukturami a uvadi n&které moZnosti aplikace struktur. Dru-
ha &ast ukazuje na vztahy struktur pouZivanvch p¥i praci s velmi
vyznamnymi tzv. po Castech linearnimi funkcemi. T¥eti ¥ast demon-
struje vvyznam agregace a dekompozice p¥i realizaci a vvykladu me-
tod linearni algebry. Cturta ¥&st pFedvAadi vyznamné moZnosti pou-
- Zit1 politalft wve vvyuce matematiky. Pata ¥ast porovnavia ndkteré
P Uyuované numerické metody z hlediska praktického Keleni Gloh.
. Jednotlivé Xasti vznikaly v r@znych &asovych ddobich a obfasné
navraty k nim m&ly za cil jejich aktualizaci a sjednocovani.

Sest4 Zast je dokumenta¥ni a za¥inA seznamem odkaz@. Publi-
- kované prace autora jsou vyd&leny samostatnd. Je zde té¥ seznam
- dokon&enych praci studentfl, kte¥i a% dosud p@eobili na katedie
" matematiky VSST v Liberci. Za patnact let této Einnosti (spolu)-
" wedl autor zhruba 2/3 t&chto praci, které Zasto ZPracovavaly

dil1&1 problémy probirané tématiky.

Na prameny se odkazuje nejvyd t¥ipiemennymi zkratkami s ro-
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kem vydani a p¥ipadnou strankovou &i Fadkovou lokalizaci. Vyhodou
proti &iselnému kédovani je snadné dopliiovani novych poloZek.
Seznamy pramenf byly vytvareny pro jednotlivé kapitoly a poté se-
t¥idsny (podle zkratek) pro &isti a pro celou praci. K tomu byly
uZ2ity specialni t¥idici procedury. Prace autora se cituji digra-
fem Vi, prace studentfi S¥, pokaZdé s pFripojenym po¥adovym Cislem
pPodle seznamu.

Vyznamné i citované objekty (vztahy, tabulky, schémata)
jsou ozna¥ovany zpravidla p¥Firozenymi ¥1isly samostatn& v kaZde
kapitole. N&kdy jisou pou¥2ity mnemotechnické kdédy. Odkaz v jiném
oddilu steiné (sou¥adnid kapitola) nebo vyEEi (¥asti) drovn& Je
uveden predponou cesty ze spolefné nejbliZe nadFazené uUrovné.

P¥i psani a redigovani prace bylo uZito nejrozBi¥en&jEiho
Eeského textoveého editoru Text602, ktery je zatim jedinvm legal-
nim editorem na katedi¥e. Neldplna kompatibilita jeho r@znvych verzi
. zp@isobovala urdité nesnaze.
| Specifika editoru Text602 ovliviujili ovEem provedeni. Editor
" neni specializovan na matematické texty, co% znamena pFrizpisocbo-
- vat se nap¥. omezenim mno2iny disponibilnich znak@ (chyvbi napi.
- znak roznosti, n&které ¥ecké symboly apod.). Text je =siln& linea-
$rizovan, dvojrozm&rné vvrazy jsou gasto uspoPadany do ¥adku
. - nap¥. a/bc = (a/b)c. Indexy nejsou dostateXn& vyrazné,

nelze
fsouéasné uZit hornich i dolnich indexfi, komplikace jsou s vice-
Epatrcv?mi indexy. (Automatické) d&leni slov vede fasto k t&Zko
prijatelnym slovnim uGsekfm. Zarovnavani na pravy okraj neni bohu-
¥el1 propor¥ni. Algoritmus prostrkavani mezerami je malo propraco-
ﬁ'an?, zpfisobuje nap¥. vzdalovani p¥edloZek a nechté&né prokladani
;-AEti souslovi. Zato je moZné kreslit obdélnikovid schémata
| pFripravit podklad pro jednoduché grafy funkci.

Potence textového editoru nesou sebou wvvyhody (a asto zaro-

veli) nevvhody. Text lze vylepBovat do posledni chvile za cenu vz-
}1ku mnoha r@znych variant, z nichZ je pak t&Zké zvolit nejlepii.
V ka¥dém pripad® nale%1 editorfm nejibliZiEi budoucnost.

P#iloZeny jsou
Ea [(visz-911],

dv& Casti posledni verze anglického uXebniho
kde jsou uplatn&ny n&které vysledky p¥edkladane
ace. Druha p¥iloha je druhym (aktualizovanym) vydanim pPrehledu

[Vid46-90], v n&m% lze sledovat souvislosti ge studentakonil Prace=
fi vedenymi na katedve,
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P¥i teoretickém zkoumdni a pedagogické prezentaci kaZdé
problematiky je vychodiskem volba koncepce a ji odpovidajici poj-
movy a terminoclogicky aparat. V dostateZn& formalizovanych vé&d-
nich disciplinidch Xk tomu p¥istupuje nadleZity systém oznaZeni
a struktura prezentace. 0OdliBnost jednotlivych p¥istupl poskytuje
rfizné mo¥nosti a jejich porovnani ukazuje nové souvislosti. Popi-
sovanid situace je tvpickad v matematice. Konstituovanim a rozvije-
nim teorie se rozumi vyvmezeni zadkladnich pojm@ a jejich vztaht
a sledovani vzajemnvch souvislosti pojm@ (vlastnosti), p¥FedevEIm
8 p¥edchozimi pojmy, =zachovavani, zm&ny a vyno¥ovani vliastnosti
pri manipulaci s objekty. Strukturace teorie pat¥i ovEem k udvoed-
nim rozvaham kaZdé teorie a p¥ednaBkv. P¥i jejich vystavb& se ov-
Sem prob&Zn& upravuje.

Cil studia matematické discipliny mt@Zeme vyvmezit jako osvo-
jeni systému pFrisludnvych pejm@ a jejich vztah s praktickym vvis-
t&nim p¥i ¥Fefeni problémfl. K tomu se vyviji terminclogicky svs-
?-tém, zavadsjii se definice, formuluji se v&ty a rozviji se speci-
; ficka intuice umoZiujici formulaci hypotézy. Terminv p¥itom rozu-
. mime kratkeé slovni obraty oznafujici v¥znamné pojimy, kterg jsou
produktem UGsili matematikfl. Vyznamnou roli hraje syvmbolicky apa-
- rat a manipulace s nim. Pro praktické aplikace je zapot¥ebi cha-
pat souvislosti mezi realitou a jejim matematickym modelem.

Podal.alnyg pocdfl piri ufeni =se matematice mA& prace s textem:
}_uﬂeni z textu a jeho transformace, jejich¥ vvysledkem jsou pam&to-
:vé a poznavaci struktury, €1 textovy vystup - nap¥*. v podob® zZa-
. piskfl. (Didaktickym) textem p¥itom rozumime [Pr@-87:813-187] in-
 forma®ni celek, jen? je svymi specifickymi vlastnostmi uren pro
- didaktickou komunikaci. Tento celek ma sloZku verbilni, obrazo-
wvou, grafickou, ale té% strukturni.

? Prav& wvyznam strukturni sloZky byva p¥ehli¥en a nedocendn
ta pFritom (spolu)rozhoduje ve zna%né mire o efektivnosti textu
;; © jeho psvchologické p¥ijatelnosti ze strany studentfl i vy uEu-
'jjicich, a vBech, kte¥i jej maji posuzovat a vyu2ivat. A tim ko-
;n.ckoncﬂ urfuje 1 jeho Usp&Snost.

. V¥znamnou roli p¥i uweni, tj. p¥i vnimani, chapani, zpraco-
fvivani a zapamatovani didaktické informace hraje strukturace tex-

tu. Jde viastn® op&t o uplatn&ni obecného principu agregace a de-
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kompozice. Tato strukturace a vhodnia symbolika jsou prostredky
proti informa¥ni ¥edi. Ta zt&¥uje extrakci podstatné informace
a jeji struktury. Na druhé stran® je redundance textu jist& Za-
douci z psvchologickych dfivodf, a té%¥ p¥i Zeleni necht&nym (tech-
nickym) chybam. Je v#ak ji t¥eba vynakladat obez¥etn&. P¥ikladem
nevhodné redukce textovych duplicit jsou paralelni formulace uZi-
vajici zavorkované alternativy, které jist& neposkyvtuji lepsi1
orientaci v textu a nevytvareji pratelské prost¥edi pro tenare.

V&&ny souboj linearizace a strukturace textu je specifickym
. projevem sout¥¥e agregafniho a dekompozi&niho p¥istupu k pojimani
reality.

Na vyznam (matematické) symboliky jsou r€@zné nazory. Pro
"po¥ita¥ové" matematiky je p¥izna®¥né prisuzovani zcela zasadniho
vyznamu vhodné symbolice. Zda se, Ze se tento nazor rozBiruje.

Nap¥. v [NFR-77:1135] se p¥ipominad historicky prokazany vliwv
- vhodné symboliky na skoky ve vyvoji poznani. BEZn® se uznava vvz-—
- nam arabskych €islic a pozifniho zapisu &isel.
| Z2a zminku stoji jist& Leibnizove snaha o p¥Fevedeni vEdeckého
- zkoumani na manipulace (vypofty) se symboly [Eng—-87:13]. Vznikla
- v obdobi ustalovani matematické symboliky, ktera mcohla byt zbave-
5gna obsahu a pak pouZita k pokustm o &ist& formalni manipulace.
;;chému rozkvE&tu se t&Bila axiomaticka geometrie, JjejimZ vlivem
walo up¥Fednostovadno rozvijeni teorie wve sledu axidmy - [:vEta-
dékaz-definice:]. Leibniz snil o nahrazeni p¥irozenych popisnych
1(pojmov?ch) dbkazf formdlnimi vwpolfty v systému, kde jisou vhodn®
}pvmbolicky reprezentovany axidémy, vty a definice. Tato snaha se
gice ukazala jako marna, nicméhd vyznam vhodnych symbolickych
: gtémf tim nepoklesl. Leibniz sam pFispdl vyznamn® k tvorbd ma-
ftamatické symboliky (integrial, derivace).
| KaZdé konkrétni oznaZeni je Gsp&iné do té miry, jak odraz{

tnou &ast informace [Par-82:1618-227, Nap¥. v maticovém oznaXe-

ni jsou skryty prvky matice. Datovym agregit@im tak odpovida ozna-

i}.ni. P#ijmeme-1i vymezeni matematiky jako jazvka, ktery pouX2iva-

1 té2 jiné v&dni discipliny, pak tato problematika nabyva zcela

Zzdasadniho vyznamu. Pozoruhodné je, Ze pti dvahach o v¥znamu ozna-

Eeni se zpravidla explicitn¥ nezdfraziuje role struktury zapisu

(textu) a p¥Fi jejich realizaci se ji nev&nuje dostate¥na pPozor-
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C4st I. Matematické a datové struktury

Data (udaje) lze chapat jako souhrn informa&nich jednotek,

l;ezi nimi%2 existuji n&jaké vztahy. Tvto vztahy urfuji datovou
strukturu. P#¥i ¥eBeni realnych problém@l na po¥itaZfich lze rozli-
Bovat trojf strukturu dat:

konkrétni - odpovidajici jejich pouZiti v dané udloze
abstraktni - zachyvcujici souvislosti mezi jejich sloZkami
strojovou - dané jejich reprezentaci v pam&ti pofitade.
KaZda z t&chto Grovni ma jest® staticky a dynamicky aspekt. Nas
ude zajimat zpravidla abstraktni staticka struktura informaci,
n&kdy prihlédneme k dynamickym hledisk@m zté&lesné&nym algoritmic-—
kymi strukturami. Uvedeme jen vyb&r datovych struktur, které se
vyskytuj{ zpravidla v n&jaké podob& v dalgim textu. Souvislosti
strojovymi datovymi strukturami =zpravidla nechavame stranou.

Lze je najit nap¥. v [Hal-78; Wir-87].

BANE DA IOV RUK 1

.

Matematika od pofatku pracovala s objekty, které bvly agre-
&ﬁty objektf Jjednodusi&ich. Vypofetni technika p¥Fevzala tyto
Btruktury a vedla ke wvzniku novvch. Navic se objevila pot¥eba za-
vést a studovat operace se strukturami, které se v klasické mate-
jitice povaX¥uji asto za trivialni.

Matematika je budovana na mnoZinach, n(M) zna&i polfet prv-
k@i mnoZiny M . Jsou-li A, B mno¥iny, pak vyznamnym agregitem
kartézsky soulin AxB := {(a,b).; a€hA, beB}. Specidlnim p¥ipa-
B Pri B

3drni) relace mezi A, B je nazev pro podmnoZinu mnoZiny AxB

L[}

A je tzv. kartézska mocnina A2 mpeEiny A2 . (Bi-

3indrni relace na mnoZind A je podmno¥ina mno¥iny Az ., Nap¥.
= {(a,a); a € A} c Az je tzv. diagondla mno%iny A . Funkci
itZeme chapat jako specialni relaci.

Indexace mnoZiny M je funkce I

M. > {0,1.8,....,.n(M)-1) . rkndexujeme od nung

.im je umoZné&no odvolavat se na jednotlivé prvky z M p¥irozeny-
€isly. Neznamena to vBak, Ze musime vZdy M chapat jako pos-
pnost (jako pole v pam&ti pofitafe),

Vyznamnou matematickou gtrukturou je tzv. pProsty graf G

INeB~79:34-5], CimZ rozumime dvojici (V,E), kde V je mno%ina
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vrchol® grafu G a E je mnoXina hran, Big N2 Vo i Zde
V2 := {{vi,vi}; vi<dvz, vi,w€ V} , tj. jde o systém viech dvou-

~ Prvkovych podmnoZin mnoZiny V

- Prvky z V2 se nazyvaji orientovane hrany (=8ipky)
3 V2 neorientované (=%ebra)
Vv smy &ky
D c vz orientovaneé smy&ky

%Rﬂzné druhy graf@ [PY-82; NFR-77; NeX-79]1 m@Zeme chapat jako spe-
- ©idlni druhy relaci{ na mnoZin& uzlfi. Prosty orientovany graf ob-
faahuje pouze Hipky. Jde tedy o dvojici (V,E), kde E c Vz, takZe
3jej lze ztotoZnit s binarni relact E na V . Acvklicky graf je
jérientovan? graf bez smy&ek, ktery neobsahuje cvkly (uzav¥ené
iorientcvané cesty) [Ne&-79:67]. Souvigly acvklicky graf, v n&mZ
je jeden uzel ozna¥en jako tzv. ko¥en) a vBechny hrany jsou ori-
;antovany "od ko¥ene'", nazyvame ko¥enovym grafem. Kreslime jej od
;kofene a uzly uspoiFradavame do Grovni podle délky cest, které do
nich sm&¥ujil od ko¥ene. Neorientovanym stromem rozumime souvisly
‘graf bez kruZnic [Ne&-79:49,56].

i Datovy typ je dan mnoZinou hodnot. Prvotni datové typy jisou
'ﬁaato dany uspo¥radanou mnoZinou (vy&tem) hodnot, ijde o tzv. ska-
" 1arni tvpy. Vedle Ziselnych typf sem naleZi téZ nap¥. alfanume-
‘ricky tvp, barevny tvp (barvy uspciradané podle spektra) aped.

1 Zakladnimi datovvymi strukturami jsou [Wir-87]1: pole, z&znam,
fmnOZina a soubor. Tém odpovidajili postupng elementdarni matematické
ipojmy: matice (vektor), kartézsky soulfin, mnoZina, posloupnost.
fProménné zdkladnich struktur méni jen svoji hodnotu, ale ne svoji
";trukturu a rozsah.

Nové datové typy se definuji zpravidla pomoci d¥ive defino-
jvan?ch typlh a jejich hodnoty jsou agregaty hodnot jiZ definova-
nych typfl. Maji-1li vSechnv prvky stejny tvp, nazyvame jej zaklad-
him typem. Pole je homogenni struktura sestavajici z prvk jedi-
ného typu.

i Vyznamnymi procegy gtrukturace jsou agregace a dekompozice,
chjichz gpecidlnimi formami jsou nap¥. diferenciace, komprimace,
1rozklad, doplné&k. Strukturace fasto souvisi g implantaci datovych
fltruktur na pofitafich, kdy je nutno p¥ihliZet k, ¥i se podrobit,
fyzickym strukturam pofitafe (vstupni a vystupni zarizeni, pamd-

“ti, kanaly). Metody strukturace mohou byt v matematickém esmyelu



=103~ C1K1. Vybrané datové struktury -103-

‘ekvivalentni, ale lik{i se operatorvy pro tvorbu hodnot a pro vybér

prvk@ struktury. P¥edeviim je t¥eba rozlisovat rovnost (relaci)

fh privrazeni (spec. definovani).
: Zazném je sloZeny tvp, ktery odpovida matematickému pojmu
kartézsky soufin (sloZkovych tvpfl).

Soubor je posloupnost objektfl. Zde ji% vystupuje potencialnt
:.:koneénc, nebot! p¥redpokladame, Ze je dovoleno opakovand piidavat
‘dali&i objekty.

: Ret&zec je posloupnost symbolfl, které naleZ{i konefné mnoZiné&

zvané abeceda. Pro ¥Fet&zce je tyvpicke, ¥e maji prom&nnou délku

;Wéji omezeni na pripustné kombinace symbolf. U potiitaltl je ¥Fete-
jeho prvky p¥isluii skalar-

zec soubor alfanumerickych znakfl, tj.
Text lze v prvnim p¥FibliZeni chapat jako alfanumericky reté&é-
: Velké soubory je viak t¥eba 2z praktickych dévodé strukturo-
wvat. Proto jsou texty (dokumenty) rozdé&leny z logického hlediska
na kapiteoly, &lanky, odstavce, paragrafy, véty a slova. Tvpogra-
incké (technické) poZadavky =i vynucuji stranky a ¥adky. Té&mito
» trukturacemi se ulehfuje orientace v dlouhé posloupnosti infor-
;-:ci. Vyvtvareii se tzv. viceuroviiové soubory (strukturv), v nichZ
i ky na ité drovni se nazyvajl segmenty ité udrovn&. Padstruk-
?;ury jsou cznaldovany (vvmezovany) specidlnimi oddé&lowvadi, &1 od-
?dﬁlovacimi znaky. Pat¥i1 k nim vyvnechavani radk, zaraZky, zafatek
i»sstavce, interpunk&ni znaménka, a ovEem mezera. Vvyznam mezery
%a obecnd gepardtor pro €itelnost a srozumitelnost textu je zZa-
dni. Nap¥. v programovani m@Ze vvnechavani mezer vést ke zcela
ppii jatelnému vypisu programu (p¥. FORI=1T010). V tabulce ASCII
?”raji roli odd&lovad&fh tzv. ¥idici znaky. V textu se ovEem objevu-
151 téZ struktury odlisné od ret&zcf. Mohou to b¥t vvyEe uvedend
?-trukturv ¥i jejich kombinace, ale t&% napi. stromy, &i obecn&ji

afy, tabulky, schémata, obrazky apod.
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Beletrigticke texty byvaji zpravidla dé&leny nejvyl do kapi-
Itol. Pro odborné texty je viak tvpicka vicestupliova stromov& hie-
rarchicka vndji®i struktura a navic obsahuji prvky specifickych

struktur. Jejich realizace pak zavisi na nosi&i informace.

'A. BI-TABULKY

B&%2nou formou zapisu informace jsou tabulky. Nap¥. p¥i m&re-
ni &i p¥i tabelaci vznikajil dvouradkové tabulky, v nichZ je sou-
st¥ed&na bodova informace o m&¥ené funk&ni zavislosti. Tyto ta-
bulky jsou prvky kartézského soufinu typu hlavifky tabulky a typu
m&¥envch hodnot. P#¥i ¥eBeni nerovnic o jedné neznamé a p¥i zkou-
mant probshu  funkce se uzivaji zpravidla intervalové tabulky

kartézskvym tyvpem

{intervalovy tvp} x {0;x1} , resp.

{intervalovy tvp} x {charakteristiky pr@b&hu funkce}

V druhém p¥ipad& (a jindy) Jjsou uZite&né tabulky obsahujici
zaroved bodovou i intervalovou informaci, tj. bodov&-intervaloveé
tabulky (=bi-tabulky). Tyto tabulky lze chapat jako kartézsky
goufin kone&nych bodov&-intervalovych rozklad@ skalarniho typu
a p¥rislusdnych bodovych a intervalovych informa&nich typ@ (pFipad-
jejich kartézskych soudinf).

Prikladem mbZe byt bi-tabulka pro spojitost a limity funkce

definovanég v R , kteriad ma kone&fny pofet zajimavvch bodd:

— b1 bz 5 +
B sSpoj. skok spoj. as. x=b ~kx+q
L™ ) | £(~w) f(bi—-)=1l1 |p1—11 | f(b1+)=p1 f(bz-)=w @
gde ~ v f(bYv) ecznatuje, Z2e se jednad o informaci v bods

nebo v jeho okoli. Uvnit#¥ interval@ by m&lo byt vidy zachvceno,
v nich je funkce f spojita.

Specialng funkci o Po &astech polyvnomickou 1lze zadat
di-tabulkou, v jejichZ? d¥licich bodech w; jsou uvedeny funk&ni
Bednoty f; := f(u,) a v dil¥ich intervalech J; jsou evidovany
parametry ac.,....,an PpPoOlynomu ax" + ... + an 2zZuZovaného na in-
erval J, . Udaje f mohou byt nepodstatné. Jindy se vvZaduje

BplnEni urditych "p¥echodovych" vliastnosti v uzlech wu,
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V Zasti C2 se hojn& u¥ivaji bi-tabulky pro zachyceni infior-
mace o funkcich po Z¥&stech linedrnich a o jejich specidlnich p¥i-
padech. V této &asti pak pfjde té2 o vzajemnou transformaci rbz-

nych zpfscobfl zapisu informace.

B. REDUKCE ZAPISU POSLOUPNOSTI A MNOZIN

Vysledkem ¥ady algoritm@l je celo¥iselna posloupnost. Tak je
tomu kup¥. p¥ri rozhodovani, zda generované objekty ur&itého druhu
(nap¥. kombinatorické) maji zkoumanou vlastnost &i nikoliv. Jde
; vliastn® o charakteristickou (indik&torovou) funkci (posloupnost)
: sledovang vlastnosti. P#i zhodnocovani vysledkfl Jje pak zna&né&
;}hepfijemné, musime—1i nap#¥. prozkoumat sto &isel, abyvchom zjisti-
! li, ¥e jsou p¥ritomna viechna &isla 1 a%2 100, nebo Ze chybi pouze
jedno &islo. Vznika proto p¥irozenda snaha redukovat zapisy pos-—
 loupnosti s cilem zlep¥it jejich p¥ehlednost a zvyraznit struktu-
1 ru. Odhaleni struktury ma ovSem obecn& i vyznam teoreticky.
Podobnda situace nastava, je-l1li vvsledkem vy&et prvkf kone&né
:'Pédmncziny mnoZiny celych &isel. P¥ritom se mohou prvky i1 opako-
?vat, jak je tomu v p¥ipad& tzv. multimnoZin.

1 V nasledujici miniteorii se omezime pouze na kone&né rostou-
- c1 celotiselné posloupnosti a na redukci Jjejich linearnich udsek@
| 8 jednotkovym sm&rem. VBimneme si vztah@ mezi redukci a délkou
giz&pisu a vlivu p¥echodu k doplriku.

| M&ime celofiselny interwval U = <k, ch a ozna&me Pi(b,c)
1mno£inu vBech rostoucich celofiselnych posloupnosti S = {(a1.,...,
{;aﬂ}a Pro né&Z <ai1,an> c U, Do P tedy pat¥r{i viechny rostouci
f{poaloupnosti, jejichZ &leny leZi v rozsahu U (cbecn& mohou mit
;rﬂznﬁ pofet Elen®t n )., Po&et Elend n nazveme délkou zapisu
- posloupnosti, n = n(S) . Posloupnost a mnoZinu jejich &lenfl bu-
- deme znalit stejnym znakem.

Na P definujme dva operatory. Operdtor R pFirazuje ka¥-
;dd posloupnosti S =z P redukovanou posloupnost RS wvzniklou
:vvnechanim vnit¥k@ jejich linedrnich Geekfl. Operator dopliiku D
 prirazuje ke kaZdé posloupnosti & z P rostouci posloupnost
inB , JeZ ma za Cleny viBechny prvky z U pepat¥ici de S
Posloupnost S se gkladd =z jzolovanych &lenfl a gpaximalnich
;linearnich usekf jednotkového sm&ru. Jejich pofty oznadime i(8)

a m(S) . Dale oznafme h(S) pofet hrani&nich bod@& b, ¢ rozga-
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:.hu U obsa¥envch v S ; z¥ejm& 0 < h(S) = 2. Pak plati

1(8) + 2m(S) = n(BS) £ n(S) .,
i(S) + m(S) - h(S) + 1 £ n(RDS) < 2(i(S) + m(S) - h(S) + 1).

Odtud je vid&t, Z2e obecng
p(DS) <€ n(S) non=> nR(RDS) < n(BS) ,

~ takZe p¥echod k dopliiku zmenXujici pofet prvka nemusi byt automa-
ticky vvhodn®jsi, co do délky zapisu. Nerovnost

|n(RS) - n(RDS)| < m(S) + hR(S) - 1 < [n(U)/3] + 2

- ukazuje maximaln®¥ mo%né zkraceni zapisu p¥i p¥echodu k dopliiku.
Z2de [] ozna¥uje "celou &ast".

Je-1i m(S) > 0, ¥ekneme, Z2e p¥i redukci dochazi ke spojeni;
plati-1i n(RS) < n(S), mluvime o zkraceni. Posloupnosti, u nichZ
nedochiazi ke spojeni ani v S , ani v DS , jsou pravé dvé doplii-
kove:

(m(S) = 0) & (m(DS) = 0) <=> S8 =T nebo S = DT ,

B {b +"21;" 1= 0,1,...,(c"hB)/2}

Zkrdceni v S ani v DS nenastava v posloupnostech, u nichZ
n(U) = i(8) + i(DS) + 2(m(S) + m(DS)).

Ve [Vil7-79] je popsan algeoritmus, ktery ukazuje ve special-
nim p¥ripad& cestu, jak ¥esSit kardinalni otazku kaZdého pouZiti
?oﬁita&e: co 8 vysledky ziskanymi pofitafiem. Usnadiiuje zpracovani
j interpretaci dat, a tim jejich vyuZiti. Snadno si lze pFedsta-
vit gituace, v nichZ beznad&jn& nep¥ehledna data p¥rimo zachraiuje
Fed jinak nevvhnutelncou likvidaci. Algoritmus predpoklAada pred-
b&%né standardni vzestupné uspo¥adani prostiednictvim nékterého
znamych algoritm@. Pro p¥ipad multimnoZiny, v ni%¥ se prvky
opakuijil, lze postup modifikovat a wvad&t nasobnost N prvku
E - nejspid ve tvaru NxE . R6zné varianty algoritmu ve form&
fortranskych program@ byvly pouZity nap¥. ve (VilL-77; ViZ-77] p¥i
redukci vysledk pofitafového zpracovani tzv. prom&nnych zadani
(srov. C4Kl1l).

Obecn&ji se mlZe jednat o redukovani posloupnosti celodigel-
yeh n-tic (prvkQ ze 2n), &i mnoZiny takovych n-tic (prvka re-
Zn). Zde jde o vyhledavani a redukci (nad)kvadrovych pod-

které jsou zapisovany pomoci diagondln® protilehlych vr-
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a chol@, &i pomoci sloZkovych jednorozm&rnych intervalf@. Tento pro-
. ces m@%e najit uplatn®ni nap¥. pFi redukci vy&tf desetinnych od-
kaz v matematickych textech. M@Zeme se tak vvhnout kuridézni si-
j.tuaci, kdy odkazy jsou del&i ne% oznafovany objekt (viz nap¥.

L OP-86]) .

- C. GRAFOVE STRUKTURY

Grafy lze vyhodn® aplikovat nap¥. k p¥ehlednému znazortiovani
;aouvislosti v pojmovych systémech. PouZivame p¥itom grafu, jehoZ
guzlv jsou oznafend terminy p¥risluinymi k pojmbm. Uzly jsou uspo-
. ¥adany do hladin (urovni) offslovanych pFirozenymi &isly. Z uzlu
v ité drovni vede ®ipka (&i Zebreo) do uzlu (i+l)té Grovné,
: jeou-1i odpovidajici poimy ve wvztahu podiizenosti. Nap¥.
. [Ne-79:37,46]1 u2iva t&chto schémat pro zachyceni klasifikace
 druhé graf@, resp. tvypd morfizm@. Podobnou roli hraji hasseovské
;diagramv [Ne&-79:821.

Casto se vyskytuifici stromovou strukturu pojim@ a jim odpovi-
;dajicich termind prepisujeme cobolovekym odstavcovanim datovych
;Btruktur [PY-82:91]. Ret&zce podiazenych poim@l znizorXujeme odsa-—
- zovanim (obvvkle o dva znaky), soufadné pojmy nechavame na stejné
}Grovni.

: Svntakticka pravidla popisujici Cobol (souhrnny vvEet mnoZin
 tvp&) lze dobte aplikovat na vvZet gramatickvch tvpfl (mnoZin slov
Patajného glovniho druhu) a na alternativni formulace. Ty se zatim
- obvykle rozepisuji sériov& za sebou pomoci zkratky resp., jindy
fse uwadeif do kulatvch zavorek linedrn& v textu. Oboji nep¥ispiva
. srozumitelnosti. Cobolovsky zpfisob vede sice Xk jistému rozbiti
Ctaxtu a ke ztrat& jeho linearity (ta je v#ak pro svoii dnavnou
.monotonii n&kdy spiBe Bkodliva - otupuje pozornost), ma viak jiné
;vfhody: Uspora zapisu, eliminace informafni Bedi opakovanvych for-
‘mulaci, a tim zp¥ehledn&ni, zdfrazn&ni souvislosti a analogii aj.
Obdobné& se uplatfiuji patrové alternativy, které jsou uZivany
;’ rfiznou dfslednosti nap¥*. v [5up—46; Hru-59; KT-59; Vi37-88;
Vib52-91 aj.] a najdeme je téZ na rubu sporo¥Xirového vvpisu. Po-
?znamenejme, Z2e né&kdy byva Gfelny jejich tabulkovy pirepis.
Prikladem stromové struktury je pFehled wvztahd n&ktervch
- vyznamnych Ciselnych mnoZin odpovidajici opakovanému dichotomic-

kému rozkladu:



imaginarni R = CR
realna R
iracionalni Q = CrQ
racionalni Q L
necela (= lomena& racionalni) Z =
cela 2
ZAporna celia ﬁ; =
nezdpornd celid No
p¥rirozena (= cela kladna) N
nula O

CzNo

jich desitkového
?Fipojime

Zapisu
gouvislost s rozkladem

(zkracenvch) zlomk@ o7 ., ceZ, JEN,

jsou cela nezAporni,

Brotisly 2, 5

T, =

Eiselna mno%¥ina |tvar desitkového zapisu

ClK2. Datové struktury v textech

(vvloufime periodickou
jmenovatele J
na scoufin jJ =

p¥rirozené &islo

-108~

K —
Q
R
CaZ R Q _
No
=
2 No
N !0

Pon&kud sloZit&jiBg1 je struktura klasifikace &isel pomoci je-—

devitku a nulu).
redukovanvch
g2t 55 kde

g neni d&litelno pr-

c/ 3, 3j=q2r bs

realna R libovolny
iracionalni Q neperiodicky (nekone&.)
racionalni Q periodicky (nekone&ny)

smifen& periodicky

Eisté& periodicky
kone&ny

se zlomkovou &asti

bez zlomkové fasti

cela 2

Podobn& by se mohl uvadst

“tvaru

D. PODPURNY APARAT PRO VYUKU (MATEMATIKY)

pofrizovat pisemné zaznamy Ustniho projevu.

zapisovani vykladu

explicitng na formu zapisu
raty ap.)
kvality prednaiky

a neBet¥it zde zbvte®nd Easem.
zovani by pak

zaznam@. Vzorem jsou oviem zapisy

nebo prednagky ufiitele.

tento aspekt svého p@sobeni trvale na z¥eteli.

(rozméry tabulek,

nelze vy jadrit zlomkem
qg>l
r+s>0
r+g=0
q=1
r+s>0
r+s=0,

tji. j3=1

prehled o ¥eBeni linedrni rovnice

ax + b =0
iJe-1i a <>0, ma rovnice jediné ve¥eni x = -b/a ;
a = 0A b <>0, pemd rovnice b = 0 {Fefeni;
b = 0, ma rovnice nekoneZn® mnoho Feleni (celou R).

Jednim z c11@ vychovn&-vzd&lavaciho procesu je u&it studenty

Nejb&Zn& i1 situaci je
VvusEujict
M&1 by

by m&l mit
upozorfiovat

vvnechavky pro nav-

Jednim z kritéri{ posu-
mohla byt

aroven studentskvch

na tabuli s d@slednym vyuZiva-
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] nim prosti¥edkfl grafické uUpravy. Ty jsou samoz¥ejim& vyznamné 1 pPro
aplikaci didaktické techniky a p¥i tvorb& ufebnich textf.

Pomineme globilni "pravnické" rozvrZeni textu na kapitoly,
Elanky, paragrafy a odstavce a poviimneme si lokdlnich prost¥edk€
i grafickych Uprav. Inspiraci nalezneme nap¥. v historickém vyvoji
':matematické symboliky a v politafové matematice.

B¥%n& se uZivaji vstupni a vvystupni makrotefky rfznych tvarh
- (pochazeji uddajn& od Halmose), které vyznafuji =zafdtek a konec
?dﬁkazu, prikladu #i v&tEiheo my&lenkového celku. Tim se uvolfuje
E obvyklé vnit¥ni odstavcovani pro &len&ni makrotefkami uzavorkova-
i nych pasazZi.
L: Margindliemi rozumime hesla &i grafické znafky umistiované po
Tistranach textu. Mohou to byt zd@raziovaci &arv, hesla vystihujicit
- ©bsah odstavce ap. UZit lze teéZ "dopravnich" zna&ek inspirovanych
fvyhlaﬁkou . 100. Tyto znafky maji vést matematického poutnika

iﬁakalimi a pozoruhodnostmi nauZné stezkv. Vhodnd m@Ze byt napi.

trojice
Z| znamend [ nebezpeZi chyby i omylu Fﬁn&mé z ped. praer
R F radu rao matematického Zivotqj
M - mnemecotechniku &i slogan; vyzna&na pam&tihodnost

Podobkné prost¥edky se vvskvtuji pom&rng b&Zn&. Zde lze pFri-
. pomenout nap¥. znamou bourbakistickou zataZku. V sympatické bro-
;Zufa [Zve—85:32-3] nalezneme piFrehled sedmi symbolfl mezinarodng
ustilenvych depravnich znafek, ktervch se dale hojn®& uZiva pro
Lorientaci a aktivizaci &tenare. Jiny seznam okrajovvch zna&fek je
3uved9n v netradifni knize [BO-86:9-10].

Marginalie se musi oviEem uplatnovat st¥ridm&, zejména je za-
- hodno ponechat misto na okrajové poznamky samotného Ztenare, kte-
" ré pro n&j byvaji nejcenn&jii.

Pro wusnadn&ni sledovani vvkladu je velmi 2A&douci wvkladat
;'truéné dodatky, poznamky &i piFipominky p¥Fimo do textu bezprost-
ifﬂdné na misto, kde je t¥eba komentare, zdlvodn&ni &i zdfraznsni.
" Jde © snahu zmenBit vvkladové skoky nebo bezprostiednd upozornit
;na uskali a mista chyb &i nedorozum&ni, jeX2 jsou znama z pedago-
Jiqické Praxe. Viazované poznamky je ovBem nutno vyd&lit ze zaklad-

5'niho textu nap¥. pomoci "prazaivorek" L...1 . V [Ale-78:129] se
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" uvadi, ¥e pismena L a pFevracené L zavedl R. Bombelli ve
B2. pol. 16. stoleti v roli zavorek. Vyvinuly se z nich hranaté
" Za&vorky [, ] a jejich piedchfidci upadli v zapomenuti. Vvyhodna je
: vodorovn& p¥evraceni verze Bombelliho zavorek r..uJ , kterou lze
S (vlievo) v p#ipad® pot¥eby dodate®nd prodluZovat. NepouZivani po-
- dobnych prosti¥edkfl vede k nutnosti JGvodnich p¥edb&Znych &i doda-
te&nych poznamek, vysv&tlivek, &i odkazfi na privéskové poddarniky
“ap. V kaXdém p¥ipadd jde o narueni logické kontinuity textu.

. Obzv]aktd 2Adouci je uZivani Bombelliho zavorek pro zarazo-

L

:v3ni pPrab&¥nych komentd¥@ a p¥ipominanych vzorc@ p¥i ¥et&zci Gp-
rav &i transformaci. Lze je pak umistiovat bezprost¥edn& (linear-
- n&€) mezi rovnitka nebo v soub&Zne (postranni) doprovodné &asti
;textu. Tento postup uplatnime nap¥. pPFi dpravach matematickych
vyrazfl, pFri vypo¥tu limit JUpravami &i IYHospitalovym pravidlem,
- pFi vypo&tu integrdlu substituci &i metodou per partes atd. Poz-
?namenejme, Z2e zejména p¥ri vypoltu integralf se Zasto uZivaji "ho-
16" svislé zavorky l...!, které vwviak koliduji s absclutni hodno-
:tou a rovn&Z se symbolikou Newtonovy-Leibnizovy formule u uréi-
t¥vch integralt, kde

b
Eix) i3 = Ftb) - F(a)
Manipulované a komentované Zasti (podvvyrazy) je t¥reba z ne-
zajimavého kontextu (v dané fazi uUprav) vyvd&lovat napi. pomoci
zatrhavani zdola &i shora skobou nebo ohranifujicim (omezujicim)
fﬂ”élam. Nap¥. v [BO-86] jeou chvby oznadovany margindlnimi oBip-
;kovanﬁmi hv&zdi&kami. Nicmén& nalezeni mista chvby v rozsahleiXim
;pchématu matematickych znafek neni ani pak snadné a co je horii
%f je to unavujici a odrazujici. VBichni jsme se setkali se situa-
€1, kdy se dva sousedni rozsahlé vyrazy liSily na jediném, dosti
énanapadném miste&.
f P¥i Zivém, uGstnim projevu je ovEem navic k dispozici Zasova
‘dimenze, jejiZ ztrata v tiBt&nych textech dasto vede k podstatnd
}ztIZQnému sledovani vykladu. Cenna je té2 dosti podceMovana ba-
frovna dimenze, jejiZ graficka realizace neni zatim nikterak b&¥na

(i kdvZz je technicky moZna).
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Linearizaci rozumime obecn& transformaci slo2it&jgi datové

yﬁtruktury na soubor, tj. na posloupnost objektfl. Specidln& texto-
vé struktury se prevaddii na retdzec. (Idedlnim cilem linearizace
;je p¥evod na ret¥zec slo¥eny pouze ze dvou znakfl,) Tato silna vy-
}ﬁojova tendence souvisi s pFreva¥ng sériovym p¥istupem k chapani
a Fedeni problém@. Proti ni sm&¥Fuje strukturace.
] Znamy Lagrangefv vyrok [Gin-86:3041-5] =z jeho Analyticke
ﬁﬁechaniky, Ye nepot¥ebuje obrazky ani geometrické konstrukce, ale
%, sta¥i pouze s algebraickymi operacemi, lze pak interpretovat
iﬂako vvznavani linearizace a algoritm@.

'A. LINEARIZACE OZNACENI

_ Nejvyrazn&jZi strukturni charakteristikou textu je linearita
" jeho ¥AadkA. Lineariza®ni tlak pofitafové techniky a typografic-
%ﬂ*ch poZ2adavk@ nap¥. vede k pokustm snaSet sloZené rela&ni znaky
(nap#*. neostré nerovnosti) do ¥Fadku: = se m&ni na <= , =2 na
>= . Podobn& soutisk # se linearizuje na <> . Vodorovni zlom-
kova &ara se nahrazuje Hikmou za cenu pFidavani zavorek, &i umluv
éﬂ priorit& operaci a o prednosti poiadi zleva doprava. To ovEem
vede k nejasnostem. Zajimavé je nap¥., Ze JjiZ &tvirznakovy PFetézec

e je rlzng chardn (jako (arfb)ec, resp. jako ar(bec)) v zavis-—

i;osti na geografickeé a generadni pFrislusSnosti. B&Zné je uZivani
;-iceznakov?ch jmen (identifikatorf) prom&nnych., coZ je vyvelano
éw-zadavky mnemotechniky, latinizaci ¥eckych pismen a zavad&nim
g;igraiﬂ a trigraffl pro nazvy novych uZitefnych funkci. Zde ovZem
. chazi ke kolizi B ekonomizujici dmluvou o vvnechavani te¥ky pro
soufin. Indexy se zarisujil za prom&nnou do (hranatych) zavorek.
nearizuiji se operatory napi. Pro derivaci a integral, coZ je
b&Zné u tzv. symbolickych manipulatorfl. Projevem linearizace je
3 g2 nap¥. vkladani dodatk@, poznamek a piFripominek "linearnds"
3}prﬁb§2né) do textu (nap¥. mezi Bombelliho prapQuvodni zavorky
}L...T ). Obzvlast uZite¥né je to p¥i Fet¥zci Uprav ve vypodtu.

‘Dodatefné komentovani naruBuje Zasovou posloupnost a je nevhodné.

'B. LINEARNI ZAPIS LIMITY FUNKCE 1 REALNE PROMENNE

Linearizafni tendence gse samoz¥ejm& projevovala i v predpo-

I ¥italové éFe. Nap¥. (erov. [Ale-78:104; S829-85:5,]) P. L. Di-
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richlet zavedl r. 1873 oznadeni f(b+0), f(b-0) pro jednostran-—
né limity funkce f v bodd b . Dnes se symbol (0 vynechava. Do-
Plnime nyni tuto symboliku do ucelené¢ho systému [Vib52-91]. P¥i
jeho prezentaci uplatnime Usporny zapis variantnich formulaci po-
7 moci zavorkovanych mnoZinovych vvEt@ a patrovych zapis@ v kombi-
naci s predsazovanim nad¥azenvch pojmfi. (NSkdy jsou vhodné jejich
- tabulkové pi¥episy.) UZijeme tak vlastn® cobolovsky zdpis zakladni
- datové struktury, ji¥ je zaznam se stromovym ugpofadanim poloZek.
- Textoveé poloZXky maji charakter linearnich ¥et&zcf.
Pro na@ G¥el zavedeme piFrirozenou symboliku pro bliZeni real-

né promé&nné p k islu c€ R:

“u§->c bez nabyvani ¢ ; PB=>c g nabyvanim c

oboustranné c* . c*0
shora (zprava) c+ 5 c+0
zdola (zleva) c- ) c—-0

 Pro "bliZeni" konstantni "promé&€nné'" p=c¢ lze uZit oznafeni c=
Dale p¥ipojime symbol @ Pro nekonedn& velkou velidinu

(vzdalovani od po&atku). Ta m@Ze byt realizovana jednim ze t¥i1

‘disjunktnich zp@sobf: kladn&, zapornd., "rozskakovanim". TakZe

© = {+@, —©, *®©} = |vgrazn&ii]| = {+o} U {-o} LI {*o)

Pro rozliBovani zpfscbu bliZeni &i vzdalovani pouXivame tedy
‘trojici pFidatnych znakf { +; —=; *} , které se uplatiiuji jake
;?fedpony &i p¥ipony. P¥i bli¥%eni k ceE B jestd rozliiujeme
-Enap?. pro limitu sloZené funkce) nabyvani a nenabyvani cilové
hodnoty ¢ p¥idavanim dalsi p¥ipony O

Pomoci této symboliky 1lze nap¥r. zapsat p¥ehled o limita&ch

funkci jedné prom&nné. Je-li f: R->R, b, Le R, pak z&pis

LR o= by =) (1 P 2, e U P B R o, 6 P B e s
2 b= |
{"00, +, "'G'J-} {:*ml +a, _m}

adstavuje 6x10 = 60 gituaci pro limitu. O n&ktervch z nich se

pojednava na desitkach stranek ufebnic. Zarovel mame klasifikaci
{ (vliastni) } limita ve { (vliastnim) } bod&
nevlastni nevlastnim

Souvislosti p¥idatnych znak@ { +; —; *} (pFedpon a piipon)

JBou dany prevracenou funkci vy = 1/v , kterd je premistuje:
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obecné& kladné& Zaporné dvoustr. Pigeme napi.
=2 0 @ 0+ 4w 0- - ax X 1 |
= = g mmes
Bl v-> w© 0 +w O+ - 0- X0 OX 0 =

Zavedeni hv&zdifkového nekonefna je dostate&n& zdfvodnéno
bwvztahy 0x = 1/*%w , *w = 1/0%x , takZe jde o pFevrdaceni oboustran-—
.~ ného bliZ¥en{ k nule. Vidime, ¥2e p¥evracend funkce p¥emistuje p¥i-
1 pony jako piedpony a naopak.

Uvedend linearizace nale?i k nejusporné&jisim p¥redponové-p¥i-
7ipcnov?m sloZenym symbolikam pro limitu. Doveoluje znaln& zestruf-
"nit a snad i =zprf@hlednit mnohé souvislosti. Nap¥. vztah mezi
igboustrannou a jedneostrannymi limitami funkce £ v bods s ha S leg

?zapsat

f(bx) = L <=> Ilh—r= 1(b+) = L

intah mezi aritmetickou operaci & a limitou pak vypada

‘ (£6g) (b*) = f(b*) 6 g(b*) , maji-l1li v&echnv vyrazy smvsl.
"Spojitost funkce f v bod& b je definovana pomoci limity ¥Aadkem

Eib*) = L(b)

?fachod limity za spojitou funkci f je zestru¥n&n svmbolicky na

ffeg) (b*) = f(g(bXx)) , kde ¢ oznafuje skladani funkci.

C. GENEROVANI VARIACI S OPAKOVANIM

Soubor kombinatorickych objekt@ daného tvypu (nap¥. podmnoZin
€ mnoZiny nebo Ziselnych k-tic) lze uvaZovat obecn® bez speci-
fikace jejich uspo¥adani. AvEak p¥i manipulaci s nimi vznika po-
?feba je n&jakym zp@sobem materializovat, nap¥. zapsat pomoci
ihodn?ch symbolf, a uspo¥ddat. Prakticky se sna¥ime kombinatoric-
.- objekty reprezentované ¥Fet&zci v urditém systému svmbolf (by-
:ﬁaji to cela €isla, i pismena) uspo¥radat do posloupnosti. 2 hle-
-;1Bka algoritmického pak jde o generovani kombinatorickych objek-
30 ve vhodném potradi. PredeviEim je zAhodno - pro sniZeni pracnos-
;1 generovani, aby se sousedni Fet&zce co nejménd likily. Dale je
ijoba brat v uvahu, Ze kombinatorické objekty jsou zpravidla ur-
ny k daldimu zpracovani, nap¥. k "ocefiovani" kritérii formulo-
vanymi ve sloZkach jejich zapisu. Pak byvAd vwhodné hodnoceni no-

}v‘ho objektu stanovit 2z hodnoceni pFedchoziho objektu korekeci od-
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:povidajici zm&nam slo%ek. T&mto poZadavkém vvhovuiji rekurentni
algoritmy, které produkuji tzv. po¥adi minimdlnich zmé&n, v nichZ
Ejsou neimens%{ mo¥né zm&ny mezi sousednimi objekty. Vystupem pak
;jaou nejen kombinatorické objekty, ale i lokalizace a tyvp zménv.

nyto diferen®ni informace slou%i pro dali&i vypolet,

B e

P¥i posuzovani zm&n v sousednich k-ticich Jjsou moZna rfzna
" hlediska. Jsou-li sglo¥ky (celo)diselné, mfZeme pouZit nap¥. okta-
[BHrickou metriku pro celofiigelnd k-tice €© = (€1,...,C6c) € ZF ,

Z je mnoZina viech celych Z#isel. Jsocu-li ¢, d € Zkx , pak

ey =an | .. £1)
1

V((:od) =
i

M

?ﬁato metrika m@Ze byt rfzn& vahovana. Krajnim p¥ipadem je tzwv.

'Hammingova vzdalenost

sgnlCa—d1| ’ (2)
1

blc.,d) :=
i

T

kde se zjiBtuje pouze polfiet rozdilnych sou¥adnic.
U nefiselnych (nebo nefiseln& chapanvch) slo2ek mfZeme sle-

'at pop?¥. polfet zmé&n. V uspofadanvch ocbjiektech se eviduji tran-—

gelndpermutaZ®ni kritéria.
Vedle zmé&n lokalnich p#¥i jednotlivych p¥echodech v posloup-—
je t¥eba rozliBovat zm&ny glebialni, tji. akumulované podél

zvoleného po¥adi generovanych objektfl. V p¥ehledu pak mame

Ziseln&permutadni lokalni kritérium
Eiselné
permuta&ni globalni

P¥i vystupu generovaneého poradi byva jeitd zahodno komprimo-
wvat jeho zapis podle tzv. diferen¥niho principu. Podle n&j po-
% echame pouze misto zmény a jeji charakteristiku vzhledem k pired-
%xhozimu objektu. Tim se dale redukuje informa¥ni ¥ed a zvvraznig
j struktura vystupni posloupnosti objekt@. Tento problém pro ce-
ilodiaelné posloupnosti a mnoZiny je diskutovan v #lanku B.

Fortransky program pro generovani charakterigtickych funkci
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- podmnoZin v pofadi minimd&lnich zmé&n (tzv. Graybv kéd)  je uveden

v [NW-75:11-7]. V ¥lanku [Vil3-78:43-8] je tento algoritmus pou-
. 2it na generovani variaci s opakovanim. Generovani Grayova kddu
e toZ v [KS-86:134-5].

2. Ukladaci funkce

Redln& k-indexova matice M stupn& n (stru¥n®& nx-matice)
:je dana zobrazenim (indexujeme od nuly)

K X nk
M: Nn e Enla R S T -> R ., L
.pfiﬁemz nk-matici gi obvvkle p¥redstavujeme jako (nad)krvchlové
- 8chéma (krabice) nk realnvych Zisel.

BaZde migto v pk-matici je diane k—ticd Eiscl, ti. multizns

gexem i € {(0,1,...,n-1}x = Npk , Geometricky Nk predstavuje
(nad)krvchlovou sit! nk bod v k-rozmé&rném prostoru. Tuto mnoZi-
;hu lze rovndZ interpretovat jako mneZinu Win,k) vEech wvariaci

k-té t¥idy z n-prvk@ s opakovanim.

Linedarni uspoiaddani rnk* prvk@ lze provéest (nk)! =zpasoby,
?coz je velmi rvchle rostouci funkce s proménnymi n,k . Podstatné
}tozdiln?ch (redukce na svmetrii) je ovEem ménég, ale p¥resto jde
fpro veEtsS1l n,k o zna&ny polet. Prakticky se omezujeme na "rozum-—
}né" (ti. p¥ehlednd a dob¥e genercvatelna) poi¥radi.

' Zobrazeni pi¥Fevad&jici npk-matici na nk-prvkovou posloupnost
(vektor o n*x wsouradnicich) se v programovanf nazyva ukladact
f}unkce. Nejb&Zn&jEi z nich je ukladani "po ¥Fadcich" (ve Fortranu
' sloupcich), kdy se PFadky ve "¥tvercovych'" Fezech matice [ax]
Padi postupn€& linearn& za sebe. Tedy multiindex ™ 1 = 11, . i ic)

pFrevadi na ocbv&einy index zobrazenim

k k
A Nr, = {Oxla---:n_l} =3 N = {0214---1‘7—9""1} ’ (4)
nk
e 2 je realizovanoc vztahem
e G RS - B 7 B Iihs=1 « iz2nk=2 +,, .+ i‘k.—in + ik =
k
M e I G réestupnéj (5)
i=1
= (...((ian + i2)n +ian) ...+ ix-1)n + ix [hornerovsky]

Pro 2-indexovou matici (tj. oby&ejnou &tvercovou) stupn® n

je zobrazeni dano jednoduchym vztahem
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£11 .3z e R G e RS I (6)

Po¥adi, v n&mZ jsou ofislovany indexové dveojice p¥i rackovém
(téZ lexikografickém) usporadani, je pro (3x3)-matici zakresleno
Zarkovand na p¥ripcojeném obr. 1. V n&m jsou trojice zapsany zjed-

. nodu¥en¥: bez zavorek a bez odd&lovacich &Arek mezi souiadnicemi.

00 01 02 (x,y) 00 01 02
M"‘%‘_‘_'—-ﬂ
. r
// v
r//
-~
-
-
B - 194 12 X 10 11 112
#ﬁ——n——aﬂhu—-unaqﬁr )
3 e
//
_/
-~
-
-
B 21 52 20 21 22
o . - ——) )
Obr. 1. Radkové usporadani Obr. 2. Meandrové usporadani

3. lexikografické generovani k-tic

P¥i generovani k—-tic v lexikografickém poradi je ve skutel-
nosti t¥eba realizovat inverzni funkci k FadkovéE ukladaci funkci
-{5): zajima nas toti% prirazeni k-tic k p¥rirozenym &Sisltm, tj.
 zobrazeni

=: N -> Nn* , Prvkové: L(p) =1 . 7

nx

Zobrazeni L pFirozenych &isel p 2z Uvoedniho UGseku {0,1,..,nk-1}
oZinv N na pozice 1 € Nnk k—-indexové matice stupn& n je

‘déno algoritmem, ktery zapifieme & la algol:

= 1
i e SR R e e B
g 1y = mediq.n): g = g+n;

2Zde funkce mod(c,n) udava zbyvtek p¥ri d&leni &isla c€ No &Eislem

€ N , znak + oznafuje celofiselny podil. P¥ipomefime, e
medic,n) = ¢ = {e+n)n Pre e&"No i ; ‘nE'N . (8)

P¥i tomto zplsobu vy&tu vEech nk prvk@ mno2iny W(n.k) se
acuje B8 knk souFadnicemi.

Uvedeny explicitni algoritmus pFirazuje ke kaXdému P € Npnk
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p?imo p¥igslulnou pozici i. Ekonomi¥t&jsi p¥i generovani posloup-—
‘nosti je rekurentni algoritmus. Vyjdeme z k-tice (00...0 a pak
v2dy z dané pozice ziskame nasledujici p¥iZtenim jedni&ky. Tedy,

B b—-11 Zte-1) = 11 .. ifueitane ty . B2 L. (LR)
SOy e s S AR R P
0= mape sl Slsaak D Ra i Spnat
10 =gec e nestd pra oL Do

Nvni se p¥i vv&tu celé W(n,k) m&ni jen (nk-1)n/(n-1) - k

Bou¥adnic. Z popisu algoritmu (LR) je vid&t, Ze p¥i p¥enosu do

j-té souiradnice, 1 £ j £ k-1 , se dveé posledn& spoftené k-tice
1i%1 na k-j+1 nejprav&jsich mistech (srov. obr. 1, obr. 3).

eI OV Al B P21 " ACh 1§ (1.1 371 A [} 1) A) L=

: Obr. 1 (bez Zarkované lomenice) mbZeme chapat téZ jako geo-—
metrické znazorn&ni grafu: k-tice jsou znazorn&ny uzly (jak je
oznafeno na obrazku), které jsou spojeny hranou (Usefkou), Prave
kdyZ se prisluiné k-tice 1i%{ v jediné sou¥adnici. Obecn& inter-
etujeme k-tice jako body v k-rozm&rném prostoru. MnoZina
;f—tic W(n,k) pak vvtvori prostorovou m¥iZ v k-rozm&rné krvchli
: hranou o velikosti n - 1 . Najit poradi minimalnich zm&n (zde
Lgednotkcv?ch) znamena sestrojit v grafu hamiltonovskou cestu, tij.
cestu, kterd prochdazi kaZdym uzlem prav& jednou. To lze provést
':’oha zplsoby. Na obr. 2 je ¢arkovan& zakreslena hamiltonovska
cesta, kterda meandrové& sleduje Fadky.

_ P¥risluBneé generovani k-tic (v po¥radi minimdalnich zm&n) rea-
fizuje rekurentni algoritmus (pro obecné kK € N). PoloZime

H(0) = 00...0 apro 1 < p < n<-1 pokrafujeme nasledovns:

BEne—10 Hip=l) = 34000 Tua ke (M)
palk Mg iy a e
kde Y = Kkl=-wv weo=max{s; lSgtk, medin, rnm=1) = G
il = iu+(-1)e, e = p+nv
ip‘_: Algoritmus (M) realizuje prosté hamiltonovské zobrazeni
EEmleupneeti 0,1,...,n8-1 na W(n,k)
lze provést "protaZenim" hran v d@kazu [(NW-76:134:s]. L)

Uvedeny postup zpracovava p¥i generovani celé mnoZiny Win. k)

pouze ke -~ 1 poufFadnic. Vysledna meandrova hamiltonovaka cesta
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je pro vEtEi nazornost nakreslena je¥td pro W(3,3) na obr. 3.
Popsaného zobrazeni bylo pou¥ito v podprogramu DALVAR ve
[Vil3-78:45]. Algoritmus byl vi&ak upraven 8 vyuZitim prost¥edka,

které poskvtuje jazvk Fortran.

022 122 222

|
01 | f | 213 (X,v,2)
f i [
| |
002 (—1 202
I021»1‘- = of —)’-l = = d23]
*‘/ | = } z
01} - H —,f—-i-h- 211 v
Y ; |,101|111!
001 } { 501 x
lozﬂ-- - -I- =+ F— - Joog
Lﬁ | 120 \
0104 — + = ¥ — —+ - Y210
/ P
V. y, - 110 /
000 =200

Cbr. 3. Meandrové po¥adi pro W(3,3)

5. Aplil ji£i)

Variace druhé t¥idy z n prvk@ m@Z%eme interpretovat jako
charakteristické funkce podmnoZin n-prvkové mnoXiny. V tomto
smyslu generuje navrZeny algoritmus p¥ri k = 2 vEechny podmno2i-
ny dané n-prvkové mnoZiny - srov. [NW-75:11-20]. Toho lze nap¥.
pouZit p¥i generovani viech hranovych podgraf@ jednoduchého grafu
(bez nasobnvch hran) 8 n hranami.

Tématika souviegl g poditafovymi algoritmy pro multiindexové
matice [Vi39-88]. Vysledky mohou najit uplatn®ni p¥i linearizaci
t8&chto matic s vyuZitim jejich specifické struktury. Vzhledem
k velkym narok@m vicerozm&rnych matic na pamdt pofitafe je toti®
nutné vyuZit vBech prost¥edkf k jejich redukci.

Uvedeny algoritmus je moZno také bezprostiedn® aplikovat
v teorii vazeb tkanin p¥i vyhodnocovani viesech gt¥id n x n
ré tvoi¥i mnoZinu W(n,n)

, kte-

Algoritmus 1lze zobecnit 1 pro p¥ipad, kde na i-tém mists
E=tice je m mo¥nosti, i=1,...,k. Tento cbecny p¥ipad m@Zeme vy -
uZit nap¥. p¥i generovani hranovvych podgraff multigrafu, kterv ma

na misté i-té hrany pFipustno'nejv?ée ng~=1 rovnobd%2nvych hran.
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C1K4., KOMPLEXY A FUNKCE

Ve ghod¥ g [Ber-74:62] nazyvame komplexem neprdzdnou podmno-—
¥inu nosi¥e algebraické struktury vybavené n&jakymi operacemi
a relacemi. Tyvto "prvkové'" operace a relace indukuji "komplexo-—
vé". Komplexy pak vstupuji jako celky do t&chto novych globalnich

.~ operaci a relaci, které jsou odvozeny z vvchozi "prvkové" struk-
i tury. Provede se to vztaZenim obecného kvantoru na viechny ufast-

né podmnoZiny.

" A. KOMPLEXOVE OPERACE A RELACE

Dale nas budou zajimat pouze redlné (¥iselné) komplexy, tj.
ziodmnGZiny redlné osv R. Je-1li & aritmetickAa operace (s&itani,
od{itani, nascbeni, d&leni) a “hA; B cER jsou n&jaké neprazdné

mnoZ2invy realnvch &isel, pak
AN B i= {x D v xE A, vE B},

" tj. pro kaZdou dvojici prvké (x,v)E AxB ¢ RxR provedeme p¥is-
luBnou operaci &8 a vytvorime tak vvyslednou mnoZinu. Predpokla-
‘dame ovEem, Ze viechny vyvskytnuvii se prvkové operace maji smysl.
Spravn® by se sice m&la rozliZit oznalfenim plvodni prvkova a z ni
noveé definovana komplexova operace — b&Znd se to vBak ned&la
v p¥esvEdfeni, Ze nemfZe deojit k vEtEim nesnazim.

Je—-1li aspoii Jedna =z mnoZin B, B jednoprvkova, napi.

A = {c}, m@Zeme ji ztoto¥nit s konstantou ¢ a psat
e 8B := {c &8 v ; vE B}

?pecialné ¢ + A znamena translaci mnoZiny A o konstantu ¢ ,
@A predstavuje homotetii g konstantou ¢

: Jako specialni p¥ripad pravé uvedeného nebo jako komplexove
gifeni jednomistnych aritmetickych operaci mOZ2eme chapat opa¥-

a inverznl komplex

=B := {-x; x€ A)
1/ := {(1/x; x€ A}, 0 none A

T
|
[
il

UZiteCna je téZ absolutni hodnota komplexu dana vztahem
lal := ¢lx|; xe a3.

P¥i standardnim oznafeni vyzna¥nych &iselnych mno¥in mAZeme

ptrufné zapsat nékterd jejich historické vztahy a vlastnogti :
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No.No = No + No = No, N.N = N, N+ N= NMNM{1} =1 + N,
N-N-=2, [odE1tanim vznikla cela &islal
R E AR e e R R A S
NN = @, -NN=@Q, 2Z/N=0Q, |délenim vznikla rac. éislaJ
RQ=Q+QR=Q-Q=-Q=0.Z=Q.N=Q, gt =0,
B~. R = R .B =Bt R D e RecRt w s

[komplexova podoba znaménkového pravidlaJ
Izl = Z*¢ = No , ol 0wy IRl = Broc, tatd. atd.

. Vo stFedoSkolskych textech se sporadicky (ve Francii dosti dés-
- lednd) vyskytuji (n&kdy bez vysv&tleni jako samoz¥ejmé) komplexy
sudych resp. lichych &fsel - nap¥. rozklad mnoZiny 2 celych su-
lg?Ch €isel na suda a licha &isla:

£ = (22) L1 (2Z2+1) rLJ oznafuje disjunktni BjadnoceniJ

Operace se zbvtkovymi t¥idami jsou ovEem komplexové a cbecn&
ftfidy ekvivalence (souhlasné s n&jakou operaci) jsou specidlnim
%Pfipadem komplex®@.

Termin komplex je uveden v [Ber-74:62] v souvisleosti s pod-
oZinami nosi&e G grupy. Nap¥. fakt, Ze podmnoZina M c G adi-
f%ivné zapsaneé grupy <G; +> Jje uzav¥ena vi¥i operaci + se vy-

%jédfi komplexov& kratce vztahem

e M c M.

;sOZina M Jje podgrupou grupy <G; +> , pravé kdvz
ME—M =M,

algeb¥e se komplexy vvskyvtujil celkem b&Zn&. Dslednd se uZivaji
nap¥. v sympatické knize [Pon-77]. UZite&ns jaou v teorii vekto-
rovych prostor@, vietn& topologickvch.

: Z2cela p¥irozend vystupujil komplexy v roli #ezfl v Dedekindovd
feorii realnych &isel [Jd1-63].

UZitefna& je téZ komplexova nerovnost pro A, B ¢ R
B < B :=Y(x.v) € axB plati x < y

P¥i znazorné&ni mnoZin A < B na vodorovné ose le%i cela
mnoZina A vlevo od mnoZiny B . Jde-li o svislou osu, le¥i cela
pod B . Podobn& zavedeme neosgtrou a obracend nerovnosti. Opé&t.

misto {c)} < B pigeme jednodue ¢ < B:

c £ B := V YEE plati o £ v,
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Pak m@%eme nap¥. hned psat pro mnoZinu M ¢ R ohranidenou &1isly

e, h

d

1A

ME < thr, specidlné inf M = M = gup M.

e platd 0 < 1/°N < 1.

B. ROZSIRENIT R NA R

Pro ugporndijisi a jednotnZjidi vvjadifovani je vhodné k R p¥i-
pojit dva symbolvy: -, +w =zvané minus nekoneZno a plus nekonel-

" no. VzniklA mno¥ina se znadi R (&teme: "R s pruhem"):

R := RU{-w; +x}; ® SRR I-eY; R := R L {+w}
-ﬂa nazyva se roz¥i¥enou mneoXinou redlnych &isel €1 &iselnou osou.
:§Pfedstavujeme—li si pod nekone&nem proces "jiti do nekonefna”
- (PFisluBnym =m&rem), pak se nové tzv. nevlastni (= nekoneZné)
. prvky (body) -, +w kombinujil s vlastnimi (= konefnymi) &isly
E = R a navzdajem zcela p¥irozend. UZiti komplex@ doveoluje vse

. zestru¥nit a snad i usnadnit. (Dvojznaménka * v nasledujicim
- prfrehledu #teme vvyjimeZn& patrove !) [J

- (NN) s B tak2e R = R- L1 €0 LU Rt
_ — [

Y

 (NA) (B\N{-0}) = (*®) := +»
(BN {+w}) * {Fo} := -

Nekone&no tudiZ pohlcuje vEBechnvy s&itance (predevEim konel-
né) 8 vyjimkou nekonefna s opalfnym znaménkem. Pro nekone&na tedy

Eklademe:

goulfet stejnoznaménkovvych nekone&en o)+ Cm) = *w

rozdil r@zno (+0) - (Fo) := +oo
(NP) B*.(+0) = (*x).RBR* := *w [Ebvykla znaménkova pravidla
‘ R .(t0) = (2x).R := Fo z@stivaji v platnosti

Specialn&: soufin nekonefen je op&t nekonefno,

jehoZ znaménko je dano znaménkovvym pravidlem.
(ND) R () := {0}

(NH) lim| = 4w

Zbyvajici pripady nazyvame Casto té2 neurdité vvrazy, nebot

"‘neni predem jasné, ktery z konkurenZnich procesfi je rychlejii.
Vyeledek pep¥irazujeme pro
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soufet rfiznoznaménkovych nekonefen (o) + (¥
rozdil gteino (He0) - = L)
sou&in 0. (xw) rzde 0 piredstavuie obecn& "jiti k nule"l
podil nekoneden  (#w)/ (*w) [cteme kaZdé s kazdym]

Pro porovnani jeit& rozepiBme nap¥. (ND) pomoci kvantoru

vigeobecnosti

(ﬁﬁ} c/(*xn) = {0} pro libovelng ¢ € R

C. VYZNAMNE KOMPLEXY V R

Nejfast&Eii se pracuiﬁe s komplexy, JjeZ maji specidlni vlast-
;Enosti. Na n& se snaZime sloZit&jisi p¥ripady p¥Feveést.

‘ Dvojznaménkovy zapis *c , c€ R , je &asto vhodné chapat ja-

ko dvouprvkovy komplex: *c := {-c; +c} . Ten je symetricky va&i

pofdatku. Snadno ovE¥rime, Ze napi.
=fFe) = (X)) o i 7 el U B U T CEe)e =es

Bele pro c, d € B

) t (id) = {t(c+d), x(c-d)) ; napr. (3} % (22 = £25,%1}
= (xcd) = (x6)
i = (xcs/7d) ; d<>0 o = (x3/2)

Dvouznaménkovy =zapis dvouprvkového komplexu se vvskvituje

nap¥. téZ v nerovnosti platné pro absclutni hodnotu &isel <c€ R
+o < lcl Znamena: {=g,+ct . = |Cl

Nejib&Zn&js{ Eiselné komplexy jsou intervaly, které Zasto
] vetupujl jake celek do zobrazeni a relaci., Nap¥. v [Mgz2-78:
31150—4] se pofita s intervaly v souviglosti s aproximacemi isel.
V [Hru-49] se pracuje s otevienvymi intervaly pod nazvem nedplna
f Eisgla a vedle aritmetickych operaci se na n& aplikuji funkce jed-
i né i vice prom&nnvych. Zna&né Usili bvlo vvnaloXeno na pofitaiovou
1 implementaci tzwv. intervalové aritmetiky s r@znymi praktickymi
 vysledky [Mik-79:167; Nic-77].

D. VLASTNOSTI FUNKCI

Operace 8 komplexy pFirozen& souhlasi s mnoZinovym roziiire-—
nim funkce, kdy namisto prvkovych vzorf a obrazf p¥ripoultime mno-

2inové p¥irazovani. Nap#. funkci f: X => Y uplatifiujeme na pod-
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mno2iny A c X , k nim%Z p¥irazujeme mnoZinové obrazy L(R) = ¥

Z(A) = {f(x); x€ A}

P¥rechod od bodového pojeti funkce (jako souboru relativné
izolovanych bodf@ [x,f(x)]) Xk mnoZinovému odpovida globalnimu
chapani funkce (jako grafu).

: Podobn®, chapeme-1li nap#. binarni prvkovou aritmetickou ope-

:raci & jako funkci dvou prom&nnych, tj. 8 : BxR -> R, 1lze ji

rozXi¥rit na svstém vEech uspo¥adanych dveojic (A,B) podmnoZin

A.B c R. Vysledek A 8 B komplexové operace & lze pak inter-

Pretovat jako zobrazeni dvojice (A,B) mnoZinovou aritmetickou

©operaci 6: (A,B) !-> A & B.

& M@Zeme tedy zp&tn& chapat napi. komplex 1/A jako obraz

mno¥iny A c R* funkci 1/x ; komplex |A|l wvznikne z A =zobra-
fzenim funkci lxl , Tvto dva p#ipady jsou ilustrovany na obrazcich

1, 2. Analogicky si lze po¥inat pro dvoucperandové operace.

vh y=|x|

|al |
| |
| | x
E | -
A
S Gby. 2.
Nov® mfZeme napi. zavésgt AP , ne N , jako aplikaci funkce

Davame-1i dtEgledn& pPrednost funk&fnimu roz8i¥reni funkcit,

xn
wvznikaji urfité nesnaze s oznalfenim. Nap¥. obecnd A.A>DAZ , kde
?vlevo se nasobi kaZdy s kaZdym a vpravo se pouze umochuje ka¥Xdy
jednotlivy prvek. Podobn& A + AD2Z2A . Je tedy t¥eba rozliSovat
tvto situace v oznafeni (vetn& kartézského soudinu!).

UZite¥na je interpretace mnoZinovych aritmetickych operaci
jako "série" operaci mnoZiny g jednoprvkovou mnoZinou. Specialnd

jsou vyznamné linedrni transformace komplexf, zapisované vyrazy
typu

e+ bBK = (¢ + bx; x€ K}, kde b, cEe R, KecR
fxomplex c + bK vznikne z daného komplexu KaeR jehe dilatact

(homotetie) B8 koeficientem &b a naslednou translaci o konstantu

¢ . Tim je zdfraznéna struktura vzniklé mnoZiny a jeji vztah
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k mnoZin& vychozi.
Ziskali jeme tak moZnost interpretovat aritmeticke operace

8 komplexy jako systém homotetii a translaci. Je-1i A,B c R, pak

A.B=U aB = U Ab [ejednocent homotetii]
€A beB

A+B = U (a+B) = U (A+h) [sjednocent translact]
a€A beEB

A celkem p¥i B, C, K c R

L + BK =U (c + U bK)
ceC LEB

PFredvedme aplikaci linedrnich komplexovvych operaci p¥i ¥FedSe-

'ni nerovnice s vnit¥ni linedrni sloZkou:

sin(3x+1) > 0 [uiijeme vlastnostiJ
funkce =in

Sx+l € (0:7w) + 2¥2° [prevedeme 1 napranJ

3x € (-1;m=1) + 272 [A+B-c = A-c+B]

x € (~1/3;(w=1)/3) + 272/3 [dzlent Zislem 3]

| Reme je®t& v R rovnici {3.tg x = 2 sin x [Con-71:596].
- Ve Bvém defini&nim ocboru R \ {(w/2+7Z} je dana rovnice ekviva-
ailentni rovnici J3.sin x = 2 gin x cos % . Po cbvvklém pFevedeni
"na soufinovy tvar a vyiresSeni dil&ich rovnic dostavame vvyslednou

_ ¥9§1¢1 mnoZinu ve tvaru
e /6 + . 2yaY U {=n£06.F BuE}l = L1 (Eni6 + 2dgiy -

kde jisme na zavér zjednoduBili zapis uZitim dvouprvkového komple-
e o T Pro porovnani je vhodné pouZit v obou uvedenvch p¥ri-
;1k1adech obvykly zapis.
Defini&ni obory funkce byvAaA vvhodné zapsat komplexovd:
Betag) =-l0 (~n/2 + By, m/ /2 + kv] = B 'S {(2k+1)10/2; k& Z3 '=

kez

= R \(2Z+1)w/2,
D(cotg) = B \N(72)

Ohranifena funkce f definovand na M je charakterizovana
B istenct konstant d, he€ R, %e d s f(M) <h . To je skviva-
. lentni existenci konstanty ¢ € Ro* , Z%e |f(M| < ¢

Vlastnosti symetrie (parita: lichost, sudost) piredpokladaj{
_ symetrii definifniho oboru D: D = -D ., Pak pro liché, resp. gudé
funkce platt



£
-125- Cl1K4. Komplexy a funkce g

2iM) = =1(-M), &=s(M) = s5(=M), kde Muy(=M) ¢ D{1).
Pro periodickou funkci f s pericdou p plati
RGeS R R ) TR e N

Napi. sin({x+27Z) = sin X, x € D(f). 2de nalevo je mnoZinova
funkce, napravo bodova.

Pripomefime nyni, Ze okolim U(b) bodu b € R rozunime li-
bovolny symetricky otev¥eny interval (b-&,b+5), &>0 , centrova-
ny do bodu b . Proklaté (= prstencové = redukované = ryzi) okoli
U(b) bodu b vyluduje stred b

Ub) := Ub) \ {b}

a lze je rozlo¥it na levé a pravé okoli:
Utb) := O_p)ul.e(b) . kde U_(b) < b < Ueb) .

takze U_(b) = (b-8,b), U.(b) = (b,b+&) . Uvedené poimy a symbo-
lika se uZivajil p¥i formulaci spojitosti a limity funkeci (s vvu-—
Zitim jejich mnoZinovéhe roz#ifeni). My Jje pouZijeme i v mén& ob-
vwyklvch situacich.

Funkce f (ost¥e) reostouci v bodd & [Jd1-63:239] je cha—

rakterizovadna existenci proklatého okolil G(b] body b, ZFe
£(U_(b)) < £f(b) < £(0.(b)).

Funkce f ma v bode b ostré lokalni maximum [Jd1-63:253;
Mg7-80:53], existuje-1i okoli G(b) c B(f) , Zo

£(U(b)) < f(b).

Funkce f m& na mnoZin& M c D(f) globalni maximum v bod&
M ., plati-1i

gLM) = .L(D).

VBe ma velmi nazorny geometricky vvyznam, jak p¥ipomina p¥ripojena

miniatura lokalniho maxima na ocbr. 3.
v
BB r————

£¢0(b))

or: 3.



-126- ClK4. Komplexy a funkce ~126=

Nap¥*. pro mno2inu M = /2 + 272 plati
gin M > sin R ,

a tedvy funkce sin mad v mno%in& M globalni extrémy. MnoZina M
vznikne z mnoZiny 2 roztaZenim s koeficientem 27 a naslednym
posunem o w/2 .

Z¥ejmou vvhodou komplexovych zapisfl je uUspora kvantorf@l viEeo-
becnosti, &im%¥ se pFrinejmeniim zp¥ehledni a zjednodusi zapis.
Rovn&Z se podpo¥i globalizace pojm@, asto se 2zvyrazni jadro
a sBtruktura vvsledku, coZ usnadiuje jeho interpretaci (nap¥. geo-—
metrickou).

Ve sti¥edoikolskych u&ebnicich a v ufebnicich analvzy se kom-—
Plexy objevujli obfas p¥i rAznvch p¥rileX2itostech. Cilem byla n&k-—
teré zminky a naznaky soust¥edit, uspo¥radat, a ukazat tak vyhod-
nost systematidte&jsi aplikace komplexf.

Byly naznafeny n&které moZnosti pouZiti komplex ve sti¥edo-
Bkolské matematice a v zakladech analyzy. I kdvZ vznikaji urdité
nové problémy, stoji jejich disledn&jsi uplatné&ni za dvahu, nama-

hu a pokus.



a0l o

C4st II. Funkce po &4stech linedrni

V souvislosti s vyvojem ufebnich program@ wvyvstava &Casto
pot¥eba rozpracovat teorii a algoritmy pro pFrislusné téma.
V ufebnich a konzulta¥nich programech uZivajicich sjednoceni jed-
noduchych elementarnich funkci se dob¥e uplattiuji zeiména funkce
po &astech polyvnomické. "Geometricka" linie wvytvareni jednodu-
chych funkci ma ov¥em samostatny vyznam a ma své misto nap¥.
v didaktice matematiky a informatiky na p¥echodu mezi st¥edni
a vysokou ¥kolou. Svébytnad jsou i d1l&1 témata. V dalsim se ome-
zujeme na redalné funkce jedné redlné promé&nne.

Zabyvame se funkcemi po ZAastech linedrnimi, které jsou pro-

dukovany nap#¥#. vvrazv typu
Wix) + c.sagn.hix): ,

kde W je spojitid po Sastech linedrni funkce, ¢ € B* , h 3e
funkce, ktera ma kone&nv znaménkovy bodovéEé-intervalovy rozklad.
Takovou funkci je nap¥. polvnomicka, raciocnalni &i po Zastech po-

lvnomickad funkce. V dvahu p¥richdzeji téZ vvrazv tvaru
W(x) & g(sgn h(x)) ,

: kde & je jedna ze ty¥ aritmetickych operaci, g, h jsou poly-
- nomické nebo racionalni funkce nizkych stuprifi, zadané zpravidla
standardnimi vyrazy se soufinovymi ko¥enovymi &initeli. Pozname-
'hejme, Ze v sowfasnosti se misto pFrivlastku linearni stile Hasts-
ji uZ2iva "afinni" a linedrni se rezervuje pro speciidlni p¥*ipad
- (Pro skute&n& linearni zobrazeni) vy = kx
Pro vyznamné specidlni p¥ripady funkci po &astech linearnich
. jsou ukazana jejich standardni vyjadieni tabulkami a formulemi.
Jsou odvozeny pYevodni vztahy mezi jednotlivymi typy zadani. P#i
prevad&ni informace je dbano na redukci informa&ni Hedi. Pozor-
noet Jje v&novana vztahfim mezi speciilnimi vlastnostmi funkei
'a specializaci parametr@ zadani. P¥itom se mohou cbjevit nové
sgouvislosti.

Bylo nashromaZd&no velké mnoZstvi materidlu, z n&ho¥ je vyu-
‘%2ita jen mala Cast. D11&1 témata vEak byla zpracovdna do formy
Easopiseckych €lankQ piedloZenvch k publikaci.

Vyznamné pripady funkci po &astech linearnich jsou pProbirany
5.amoatatn§. To je dano historii vzniku, ale hlavn® se tim usnad-

fiuje pristup ke specifickym vyvsledkfim.
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C2K1. FUNKCE PO CASTECH POLYNOMICKE

Vyznamnou slo¥itostni stupnici je "algebraicka" linie poly-
nomickych funkci, kdy za sebou podle sloZitosti tvaru zadavajici-
ho algebraického vyrazu (podle stupn&) nasleduji funkce konstant-
ni, linearni a afinni, kvadratické, kubické atd. Ve jmenovanych
p¥ipadech lze funkce zapsat standardn& ve tvaru polvnomu (sestup—
ng): vy = a (konstanta), y = ax (linearni), y = ax + b (afinni),
Y = ax2 + bx + ¢, y = ax3 + bx2z + cx + d atd. Jejich grafy jsou
BParacoly" n-tého ptupné, n = 0,1.,2,3,...

SloZit&jgi funkce viak mtAZeme vvtvaret té2 "geometricky" (i
mno%inov®) sjednocovanim zu2eni raznych jednoduchych funkci. 2Zua-
Eenim funkce f , D(f) = A, na podmnoXinu B mneZiny A, B c A ,
p¥ritom rozumime funkci oznafovanou zpravidla fla a definovanou
vztahem flacx) s fix). pHg ka%dé x €.B c A . Jddo tedy o "oEes
zeni" funkce £ na podmnoZinu B jejiho plvodniho defini&niho
cboru A. Grafem zGZeni (ka2dé funkce) na jediny bod b € D(f) je
_ izolovany bod [b, £(b)]

S uvedenou technoleogii konstrukce funkci souvisi p¥ivlastek

"po fastech". ﬁikame, Ze funkce f ma ne€jakou vlastnost po Cas-

tech na mnoZin&d M ¢ D(f) ¢ R, ma-li tuto vlastnost na vBech
otevi¥enych (intervalovych) komponentach né€jakého kone¥ného bodo-

ve—-intervalového rozkladu mnoZiny M . NEkdy se jegt& kladou dal-
821 poZadavky v bodovych komponentach.

Funkce, jejichZ grafy vznikaji sjednocovanim konefného poftu
"parabol'" a izolovanvych bodfl, lze vvtva¥et a zadivat pomoci ko-
ne&ného bodovE&-~intervalového rozkladu mnoZiny R redlnvych &Eisel.
Na p¥imce reprezentujici R zvolime rozd&leni, tj. kone&ny polet
' n dslicich bodfi (zvanych té¥ uzly &i spoje) ze vzestupn® uspors-
eane mnoZiny U = <uj,....un> . Tim pe B irozloZd ma n»n * 1
otevienych intervalt Je = (Wt .Use1) 1= Bolainelon Sda

Up = —®, Un+1 = +w, a na n 1izolovanych bodd wi,...,un . Tedy

R =
i

n
RS Pl i L 1A 0

0

- kde symbol "hranatého" sjednoceni zdfraziuje, %e jde o po dvou

digjunktni komponentv.



TR -203-

- - -

C2K2. SJEDNOCENI AFINNICH FUNKCI

Funkci po ¥astech linearni (lépe: po &astech afinni) 1lze
chapat jako sjednoceni 2zuZeni afinnich funkci v = ax +. 6 3
s, t€ R, na komponenty kone&ného bodov&-intervalového rozkladu
mnoZiny R redlnych ¥isel. Takova funkce f mAZe byt zadana

nap¥. bodovE-intervalovou tabulkou:

[;](—W,U1) sy (ui,U2)[... ST NS PSS G T ) [ 5 TS e (un,+m)1
(Lt)
lil So,to [f1] =1.%1 l. £ =, fi+1 fr S’nath
Zde vzestupn® usporidand body ui,....un ., NEN, urfuji rozklad:
- < i Lo Wa & Ao 4 Un-1 oy N < T L1

T: = f(uy) Jsou funkdni hednoty v té&chto bodech, ¥ = si1x + g
je rovnice afinniho Useku v intervalu g e O O T PR et
e l,....0 5 klademe g == —, Un+s: 2= 0

Jinou moZnosti zadani je bi-tabulka

! ' (—co,u1 ) | g (W i er ) s Un (uﬁa"'w)-‘

1

So; €1 |f1|g1...e1 |fi|T1 ; € +1{fi+1|FLt+1...€n|Lfn|Fn; Sn J
N e = f(wy =) = Sy + diog

(2)
& o= flus £) =Bty ki b AR

Toto zadanil funkce po astech linedarni je na obrazku:

o £1 V1 &L +1
N IV .
=1 gz fn
/ \_f —
So Sn
g1 ez / \ - P

. 0_f1.+1 In
f2

1 1 | | .
g Uz Lla . Uy L +d .« Un

:
3/
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A. SOUCTOVY TVAR PRO FUNKCI PO CASTECH AFINNI

Nagleduijici wv¥ta ukazuje mo¥2nost algebralckého vy jad¥eni
funkce zadané tabulkou (Lt).

¥&ta: Funkci f po Eastech linearni, kterid je dana bi-tabulkou
(Lt) s uzly (1), lze vvijadirit jednozna¥n® (a¥ na poiadi s&itanch)

v soulftovém tvaru

If(x) = ox+d + X [kilx—u;f + 1;sgni(x—u; ) + msgn? (x~-ug )] .,
& i=1
kde (La)

R donena, Slobe i, ani e

éﬁnﬂkaz se provede sestavenim soustavy 3n+2 rovnic pro 3n+2
neznamvch ¢, d, ki, 1i, m a jejim vv¥edenim. Tim zArovell ziskdame
p¥Fevodové vztahy mezi zadanim (Lt) a (La).

Intervalové po¥adavky davajil n+1 vztaht:

o, U ) Box ot to = ex 4+ od = F K x—uy ) — 3 i % 3
B o) B T o = s a4 5k Parcdn WL Sl (SR
By o4y +1 ) Srx, Eotin= ex dig b B ity e SR e a1
=0, ....n i53 0 |
e R e R T R T
=7 T

"
- Porovnanim koeficient® p¥ri stejnych mocnindch x dostavame dva

% gystémy rovnic, ka%dy © n+l1 rovnicich (3=0,....,n)

BN s, =c+ Tk - = ki (S1)
; g5 ixy

‘ x0 = ol — = kiug + = Kiw + = 1y - SRR I S T (S2)
: i<j i>j i<j i>j

Bodové poZadavky dodavaji zbvvajici svstém n rovnic

 X=uy =2 Ly =oeu i 2GR (wn o db2 ) o= 5 Gk Clla=tis 1Rl )k
: % f i>j
(S3)
+ d +Z m - my

fﬁkuzina_rgxnis_iﬁll poskytuje vztahy pro neznamé c,ki,...,kn
. Se&teni prvni (j=0) a posledni (j=n) rovnice dava

8o + Bn = 2¢ =2 ¢ = (o + 8n)/2 . (3)
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'hdeﬁteme—li od j-té rovnice (j-1)-ni rovnici, dostaneme

[T e = e 2k; =% k, = (s, —84_1)/2, j=.1,2,...,n (<4)

Skupina rovnic (S2) obdobn& po seftenti prvni (j=0) a posledni

(j=n) rovnice dava vztah:
to + tn = 2(d + Zm ) = d+Zm = (to + tn)/2 (25)
OdeXteme-1i od j-té& rovnice (j-1)-ni rovnici, obdrZime

ty — L, = - 2K;uwy + 21, =>
B = (i, k) 5 02+ Kiuy = Lyt o1 ) A2 ok iy (8 =Sy S ) ld =
(6)
[(2)] = ta0 - &4)/2 = (flus+)—f(u~-))/2
poskvtuje po pFreskupeni Zlent vztahy

e R T e Y

T 515
+ d + E(ll.“kj_Uj_)—E(}G;UL—lL)*mL:
Fud. 7 3547
= [(s1),82)] = - £ +wsi-k) + t; + kyuw -~ 1, =
= r(4);(5)J o T i s e R R TR & et e R e
B = 13 (BT Bpoa)d2et (Tigt Rien )L 20as Taiess (2

co¥ lze vzhledem ke (2) vyjad¥it zkracen& ve formé&
Jy = <gJ +: 5 )/2 = .f.j (74)

Zbyva p¥ipomenout, Ze podle (5) je

[¢7y] =

Y = (to + tn)/2 — Z2m =
n n—1 Ty
- 2 L= 2y M Ny UERET S ) S )
i=1 i=1 i=1 Lid

Vztahy (3-8) wvyjad¥uji viechny hledané neznamé c,d,ki.,li.m po-
Bt wi, =1, 1. I z tabulky (Lt). P¥edstavuji tak vias-
pFrechod od zadani (Lt) ke tvaru (La).

Dale budeme vyBetiovat samostatné& vvznamné specidlni p¥ripady
funkci po Zastech linea&rnich. Zde se téZ ukaZe, pro& byl standar-
dni aditivni tvar hledan ve tvaru (La).



~206- -206-

-

C2K3., LOMENIC(OVE FUNKC)E

Lomenicovymi funkcemi (lomenicemi) rozumime spojité po tas—
tech linearni funkce. Jejich grafy jsou "funk&ni" lomené Zary.
Ve vyuce matematiky slou¥{ k ilustraci operaci s funkcemi a je-
jich skladAni. Procvi&ujf se na nich elementarni transformace
grafft. Jsou modelem funkci, u kterych se vyskyvtuji nep¥ijemnée Yo
mové bodv, v nich¥ vznikaji derivovanim skokové nespojitosti.

Lomové Zary jsou v klasickych u&ebnicich zpravidla zadavany
pomoci absolutnich hodnot. Reeni Xkolskych udloh s (line&rnimi)
funkcemi v absolutnich hodnotich se obvvkle provadi rozborem jed-
. notlivych moZ¥nosti, co? slou%i k procvifovani logicko-symbolické
.'metody. Algoritmi&t&j%i naddech ma tzv. metoda intervalfl, &i nulo-
vych bodfl, ktera je dosti oblibenia pro svoji mechani&nost a p¥i
znalosti elementa&rnich graffi i pro svoji nazornost. Navic ma tato
metoda u2iti1 i v jinych situacich.

Dale uvedeme n&které pristupy, které jsou ekonomi&t&jBi neZ
- metody tradifn& uZivane v u&ebnicich. Dob¥e se p¥i nich uplatni
p mala vypofetni technika.

" A. TRI STANDARDNI ZADANI LOMENICE

Funkci f definovanou v R , jejiZ®2 graf je lomena &ara

s kone&nvm po¥tem n Udhlovvych (lomovych) bod@ v uzlech
BN S a % Uz S e % k=1 9 Un & W0 k3]

lze zadat rAznymi zpfsocby. Uvedeme +t¥i nejvyznamné&ji®i vy jadireni
pFrisluEné funkce y = f(x)

Geometricky je z¥rejimé, Ze graf lomené ZAary (nap¥. tvaru pis-
; mene VW ) je dan jednoznafng tabulkou dhlovvych bod@ a dvou kraj-
" nich sm&rnic. Tuto informaci obsahuje tabulkové zadani

x (—w,u1) Uy uz ers| Un-1 Un (Un , +®)
(Wt)
L S0 i1 f2 T fr-1 In Sn
ﬁ.zdg = flu ), i=1l,...,0 5 Ba, Bn jsou gm&rnice krajnich po-
lop¥rimek.
Tomuto bodovému zadani Jje blizké intervalové vEtvend (té

vidlicové) zadani

L ix) = @ % L Pro X€ <ui Utes?, $90,3..:4:D
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kde (W)

Biow W E By o "E-fml; . Uner L5 .+

Lomenicovou funkci f 1lze =zadat jedinou formuli zvanou goultove

(= aditivni) zadani

TR "= e+ g + kilx - u1| F S Ry T
kde (Wa)

&, g, it ko =ENR

Ve viEech t¥ech zadanich je spole&na usporddand n-tice uzld
1. Soutitovy tvar (Wa) je dan n+2 parametrvy c.d,ki....,kn. Ta-
bulkové zadani (Wt) =zahrnuje rovn&¥ n+2 Udajf so, Sn, f1., ...
fn . V&tveny tvar (Wv) obsahuje na prvni pohled wvice parametrf,
g to 2(n+l) konstant S0, to, 51 ; 1. cwwy Bay tnoe o PoEsdaveic
spojitosti lomené Zary v uzlech wuy vSak vvZaduje platnost rov-

nosti{
AR SR S ST e O T R e DRSS
coZ dava rekurentni vztah nap¥. pro uUseky ¢,
2 a= L8 va ey B Y Fitiige v =t 000 (2)

Z2 usekfl t, je proto nezavisly pouze jeden — nejlépe to - a os-
tatni lze jiZ pomoci n&j vyjadirit. Tak¥e (Wv) ma té*? jen n+2 ne-
zavislych parametra.

Ekvivalenci viech t¥1 zadani lomené &Ary prokiaXeme odvozenim

formuli pro vzajemné prevody vEech dveojic zadani.

Pirevod (Wv) => (Wt)., PouZi jeme nap¥. vzorce

) = saiu *+ Ly F=1 2 e

3
So., Sn se pouze pPrevezmou.

. Prevod (Wt) -> (Wv), Parametry =s;,,t, ziskame =z P¥imky spoju-

Bici lomove body [us,fi1], [U+1.,fi+1]. Ta ma rovnici

¥ = L4 (Lieva=L1 )/ (Wger—w ) (X=U1) = 812 + &, , tak¥e

W = (Lisa=2L )/ (U1 -w) , (4a)
(twv)
s = L -y , i=1,,..,n-=1 , (4b)

- Krajni sm&rnice so,sn Jjsou ve (Wt) dany a pro to.,tn mame
to = f1 - sour , tn = fn - Sniun

Tyto dva p¥ipady 1lze zahrnout do (4b), polo¥ime-1i fo = £,
Uo := w3 . Pak mQZeme psAt
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o I T T e e e e L e 1 (4b)

Pievod (Wa) —-> (Wv), Jde o rozpad kompaktni formule (Wa) na

svetém na sebe navazujicich linearnich ®asti (Wv). Provedeme jej

tim, Z%e postupujeme po &iselné ose zleva doprava a (podle defini-
ce absoclutni hodnoty) m&nime znaménko pravé u &lenu, ktery p¥ri-
sluf{ p¥ekrofendmu ko¥enu uwi . Odtud odvodime vyrazy pro linear-

Bl Sasti 2 (%) lomené ZArvy a pro jejich wvztahy. PoloZime

n i
S = ¢ — bt < Lo =0 et 2 K (5a)
i=1 Sk
':,a pokraZfujeme rekurentnd
= = Si-1, + 2k ., ty = i 91— 2Kiih . EE i S RIS T (5b)

Prevod (Wv) -> (Wa). Jde o scelovaci proces:

o= ey~ miea )L, =125 o0 am b (6a)
n
c = (80 + 8n)l2 , o =t =B ki = {dn +H indvZ (6b)
i=1
Zbvvajici p¥revody mezi souftovvym a tabulkovvym zadanim Jje vhodné

provést prost¥ednictvim (Wv).

Brevod (Wa) —> (We),
n
Eor =0 — K, 8= ¢ +.KE, kda 2K = & {72
i=1
-f!. =Sy 1 L1 + tl—i ’ i=1;2;---;n * (7b)
kde 81, 1: jsou dany wvztahy (5).
1 P¥evod (Wt) -> (Wa). Kombinujeme wvztahy (4a) —TRE 5 ST prifem®
S0, Sn jsou dany v tabulce (Wt), to = f1 - sows

Hodnotime-1i vyznam jednotlivych standardnich zadani spojité
funkce po fastech linearni, mZeme ¥ici, Ze souwltovy twvar je asi
matematicky nejestetict&jsi a vhodny pro algebraické manipulace,
vétveny je vyhodny p¥i vypoftech a tabulkovy je nejkoncentrova-
nEjsi. KaZdy z nich ma urfité p¥ednosti, ale i nevvyhody, a hodi
se p¥i rAznych prileZitostech. Proto je zahodno umdt piFrevadst je-
den tvar ve druhy.

JiZ p¥i ¥eBeni Bkolskych Uloh mf@iZeme vhodnou volbou tvaru

standardizace 2zadani lomenice ovlivnit pracnost, pFehlednost
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a nazornost procesu Feleni a jeho vysledku.

P¥iklad 1. V pitehledové p¥irutce [HN-82:117-8] Jje ¥edena rovnice
8 absclutnimi hodnotami

B e P et e
Rozklad na 4 p¥ripady, kterd jsou dany rozd&lenim mnoZinv R na
4 dil¥1 intervaly pomoci ko¥enfl vnit¥kfl absolutnich hodnot, zabi-
ra ve zmin&né knize 1,5 stranky.

Re%eni lze podstatn® zkratit u2itim tabulky (Wt) dhlovych
bodf a krajnich sm&rnic. Anulovani reené rovnice dava

1ot = -5l « a1 = 0
.ﬁhlové bodv levé stranvy rovnice jsou v ko¥enech -1/2, 5, 0 vnit-

¥kt absclutnich hodnot. Levou smé&rnici =1 = Sso dostaneme soul-

; Pomoci linearni interpoclace vvpo¥teme ko¥env:

tem koeficientf p¥i x po vvnechani vvSech absclutnich hodnot
ey x < —-1/2). Prava sm&rnice s = S4 = —5So Celkem mame ta-
EEbulku (Wt)
x e, 25 —al i 0 5 (5,+m)
i so = =5 -9/2 =5 30 Sa = 5

. Beenim je tedy dvouprvkova mno%ina {(-7/5; 5/7)

rovnic
[Vi37-88:67-8].

interval vypofet
o =1r2) A s P B S e T Bl
vy =0 => Xi= =g rs
(=1/2;0) @ , nebot hodnoty na krajich jsou zaporng ;
(0:5) y + B = (30-(=9) )/ 3. [ xs0)
y = 0 => xX = BAd
£5;+0) @ , nebot prava polop¥imka le% i nad osou x

Lid

Zajimavé je, Ze tento tabulkovy postup nenajdeme v b&¥nvych

- p¥irufkach, ani v [LM-84], kde je uveden p¥ehled metod pro Fefeni

g8 absclutnimi hodnotami. Tabulkovy postup je pouX¥it ve
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C2K4. FUNKCE PO CASTECH KONSTANTNI

Nazyvajl se té%¥ stuplovité &1 schodovité a mbZeme je pojimat
jako sjednoceni zu¥eni konstantnich funkci v = s, s€ R, na kompo-
nenty kone¥ného bodov&-intervalového rozkladu mnoZiny R . Takova
funkce f se &asto zadava bodov&-intervalovou tabulkou, ktera
zahrnuje informaci jak o funk&nich hodnotach v d&licich bodech,

tak o chovani v dil&ich intervalech:

[;](—mJU1) U1 KU1,uz)(-.. B | fts s wq ) P w1 b ol (Un:*@)]

(St)
{fj So £ S1 [ £, = Fi 1 In Sn j
Zde body uUi1.,....un , NnE N, jsou vzestupn& uspoiridané d&lici bo-

dy, které urfuji bodov&-intervalovy rozklad:
= € R BR T et LOER BT G T e € Wi s E e iy

= () jsou funk#ni hodnoty v t&chto bodech, = jsou hod-
ety otuphtih v intervalovyech Sagtech: fl(u ;i +1))=s1, I=0,1,..,8,
pFritom klademe o :=—w, Un+1 =+ . P¥iklad grafu takové funkce je

na obrazku

v
e 3 . )
Sn-2
3 By e
BT ‘fh—l .fn
o £y S2 =5 Sn-1
So = e i o—0
e ° o fa X
? ? ¢ i o v ¢ -
Uy uz U3 Uq T Hred Uun =
S1 o
o *f,

Hodnotova mnoZina stupliovité funkce ma nejvvydE 2n+l1 prvka:

R = (80,8081 0.0 2dR)Y . Pokud se sousedni hodnoty stupit
1isL, tj. si1-1 <> s , ¥ikame, 2e v bod¥ wu; je skok (jump)
Ji := 81 = s1-1 <> 0. Prakticky se vyvskytuji stupiiovité funkce
zGZené na interval <a,b> ¢ R, ktery p¥ekryva mno¥inu U = <uy,

.- :Un> d&llcich bodfl,

N&kdy Jjeou uddaje fi nepodstatné. Casto viak hodnoty £y
v bodech wy souviseji se sousednimi stupni (a)nebo maji n¥jakou
spolefnou viastnost. M@Ze tomu byt i obracend: hodnoty s, jsou

nepodetatné (a)nebo maji n&jakou spole¥nou vlastnost. Poznamenej-
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me, Z2e p¥i sy=51-1=1f jefunkce: I spojita v bodd uy , a tedy
Pro nds v tomto bod& nezajimava - takové body neevidujeme. Pro

Bpecidlni p¥ripady se oviem bi-tabulka zjednodusi.

A. PRUMEROVE STUPNOVITE FUNKCE

Stupiovitad funkce p je '"pr&om&rovia", spliuje—-l1li navic p¥Fi-

rozeneé podminky
pj. = (S_‘L—i B sj_ )/2 r j.:l;---;n r (2)

tji., jsou-1i vEechny funk&ni hodnoty =1 aritmetickym pr@m&rem

svvych sousednich stuptif. V tabulce (St) pak neni nutno udavat

3 hodnoty v izolovanvch bodech wy

Prototvpem prom&rové stupoviteé funkce je znaménkova funkce,

kterad je dana p¥edpisem

bY v = sgn x
sgn x = 1 B S e ) 1
O s
a x =0, e
-1 x < 0O -1

a pat¥di mezi zakladni funkce (mikro)pofiitaZf.

Linedrni kombkinace posunutvch funkeci sgn , tji. vyraz
lisgn(x—uy) +...+ lIlnsgn(x—un)

zadava oviem prim&rovou stuplovitou funkci. Jsou-l1i uzly u; raz-

neé, pak p¥i A e ey S méd funkce n+tl stuptl a n skokB

v bodech ui,...,un , pi¥rifemZ je spln&no (2). Ukazuje se, ¥e pla-
t1
: y&ta: KaZdou prom&rovou stupNovitou funkci P danou tabulkou
(St), ktera spliiuje (2), lze jednozna¥n& vyjadrit v algebraickém
tvaru
r
pP(x) =d + I li.8gn(x—u) , {pa)
i=1
kde
d = (80 + 8n)/2 , (3a)
(pk)
1 SRR o - T P e V= B B £ [ e (3b)

DOkaz 1ze provést ¥elenim soustavy rovnic pro neznamé d,
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21,...,1n, Xkterou odvodime z (pa), kdvZ postupn& dosazujeme za
X =z jednotlivych dil&{ich intervalf (zleva doprava). Pro i-ty in-
terval (uy ,Uui+1), i=0,1,....n , dostivame bezprost¥edn& z defini-

ce funkce sgn (uzly jsou usporadané podle (1)) rovnici tvaru
B o= d + 14 o+, .00 L~ Jietes, 00 Bnt, EEULLFEaGT (4)
Specidln& prvni rovnice ma tvar
Bpv=gh— Y —TilaveL = in
a posledni
By = d + 14 + 1z +...% In

Seteni prvni a posledni rovnice dava hned wvztah (3a) pro 4

Ode&teme-1i od i-té rovnice (i-l1)-tou, dostavame =s;-s1-1=21:,
z &ehoX plvne (3b). Soustava vznikla po Gpravach ma tedy jediné
¥elSeni. Je ekvivalentni vychozi soustav& (4), ktera ma proto rov-

B totc jeding Fesent. e

Ob& zadani (St), (pa) prom&rové stupriovité funkce obsahuji
vedle spoleZné usporddané mnoZinvy uzlf (1) jext& n+l parametra
S ,.:-.,5n, veesp. d,l1,....,1ln . PFevod ze tvaru (St) na (pa) je
dan vztahy (pk). Vidime, Ze konstanta 4 v (pa) je prim&rem hod-
not krajnich stuphift a keoeficient 1; m& v¥yznam pelovi¥nihe skoku

funkce f v bod& wu
Qbraceny prechod od algebraického twvaru (pa) k tabulce (St)

je dan z¥rejim&€ wvztahy

So gl = By =L = dn

{5
8 = 51-1 + 211 . =1, .. cuBd

V pFripadé& pot¥eby doplnime hodnoty f; pomoci (2).

B. ODSKOKOVE STUPNOVITE FUNKCE

Jinou specidlni stupliovitou funkci je "odskokova" funkce

h , uniZ so =...= 5, = 0 . Tato funkce mfZ2e mit nenulové hodno-
ty (odskoky) h := h(uy) pouze v bodech u a jinde je nulova.
Grafem "odskokoveé" stupfiovité funkce je osa x , z ni%2 odskakuji

hodnoty v bodech w; . P¥riklad je op&t na obrdazku:
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® y“

. v = hix)
x
r ;3 ? ? == , ? =
Uy Q2 U3 Q4 Un-1 Un
®
.

Prototyp odskokové funkce s jedinvym jednotkovym odskokem

v pofatku souPFadnic lze wyjadd¥rit pomoci funkce sgn nap¥. vvyrazy

= 1 - Isgn xl = 1 - sgnz2x . Je totiZ
1 y=1-’sgn xl
g 'sgn xl = [ d. -prn = G x
B pro & <> Bl O

Obecnou odskokovou funkci h pak lze op&t vy jad¥rit jake 1li-

. nearni kombinaci posunutych jednotkovvych odskokf. Tedy:
hix) = pr(l-sgn?(x-u1l)) + ... + un(l-sgn? (x-un)) .,
_kds TG SR o Y R R 1 PIGR PUR T

- Po shromaZd&ni konstant ji lze zapsat ve form&

hix) = d + megn2(x—uL) + ... + mpnsgn2 (x—un) ., (5a)
kde
= by i+ ... Hihn L, my = —hy, i e T i o

Pripometime, Ze sgnZ2x = abs(sgn x), tak¥e zde nejde o niasobeni.

~ C. OBECNE STUPNOVITE FUNKCE

Obecnou (peprfm&rovou) stuplovitou funkci f danou tabulkou

- (St), kterad nemusi spliiovat (2), lze jednozna®n® vyjad¥it jakeo

- BouCet prlm&rové a odskokové stupiiovité funkce: f(x) = p(x)+h(x).
Proto plati1:

- ¥¥ta: KaZdou stupfiovitou funkci £  danou tabulkou (St) lze jed-
- noznalné vyjadrit v algebraickém sou¥tovém tvaru

a1 13
f(x) = ¢c + ¥ ly.8gn(x-u) + T p (1-sgn2 (x-w )) , (Sao)
i=1 i=1
kde
g .= (Po -+ Br) 2 .
AR R SRR TR O T TR T T e Ll



-214- C2K4. Funkce po ¥astech konstantni -214-

Druhy soufet v (Sao) zachvcuje sumarni algebraickou odchylku
stupiovité funkce f od jeji podstatné prom&rové sloZky.

Pro soufet d konstant dostavame

d C + T = (Bp+8n)/2 + Bf; - Z(sy+51-1) 2 =

= 5 +..8% fn = B =, v SRSy (6)

a mAZ¥eme psAt pofetn® vvhodn&iji®i (nap¥. pFi tabelaci) tvar se

seftenvmi konstantami (oznafime m = -y ):
f(x) = d + liggn(x-u1) +...+ Ilnsgn(x—un) +
+ miegn? (x—-u1) +...+ mnBegn (x—un) . (Sa)
kde
d =a Ty o ok e e e B
(Sk)
2y =Sy —Sr- ) AR = sy e 2BV —RT0T A= RIS LT

Jeho &lenv viEak maji obecn® komplikovan&j&i interpretaci. Nap¥.
d = g5 & (8= 51 +, ..+t (fr — Sn)

a poznavame soulflet '"pravvch odskokt" fs — Si
Vypo&ty lze dob¥e uspo¥riddat do bi-tabulky

x (-0, 1) |us | (w1 ,uz) |uz ...T(Un—1,Un) Un | (Wn, +®)
%) So £ s1 f2 Sn-1 fn Sn
koef. 1, 14 1z in
keoef. m my mz Mn
= 1 t...F T - 51 —.. 7 Snei

Priklad 1. Pro stuptiovitou funkci danou prvnimi t¥emi Pradky nas-
ledujici tabulky a ilustrovanou grafem je prost¥ednictvim vzorct

(Sk) sestavena soulftova formule.

% |(~0,-4)|-4|(-4,0) 0 [(0,1)| 11(C1,3)| 3{(3,6)]| 6|(6,+w)

f 1 3 3 5 2 gle 4 -5 S Bl o
3 1 -1/2 1 -2 2
my -1 -5/2 1 0 w9

g = f1 +,..* g - 591 =...m— 84 =17 - 9 = 8
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f(x) = 8 +sgn(x+4) - 1/2sgn x +8gn(x-1) —~-2sgn(x-3) +2sg9n(x-6) +

-ggn? (x+4) -5/2sgn2x +sgn (x—-1) + a ~-3sgn? (x—6)

s1 O
I ®
So
0 S4q X
T 1 I 1 T I 9 I g
R A i g hed Souidnitis Lt

D. APLIKACE HEAVISIDEOVY FUNKCE

Namisto funkce ggn lze u¥it jako vychozi i jiné gkokové
funkce. Nap#. v matematickéeé fvzice a Laplaceov® transformaci se
uplatriuje Heavisideova funkce © (nebvyva vdak mezi zakladnimi

funkcemi po¥ita&f), kterid je dana p¥Fedpisem a grafem

1

S o= [ 1 era X2, v Yy = ©(x)
0 X< =

Obecnou stupfiovitou funkci danou tabulkou (St) lze op&t vy-—
Jadrit jaka 11059 ryni kombinaci posunutych funkci a konstanty.
P¥ritom m@Zeme postupovat jako vyEe. Lze vZak rovn&Z vyuZ*it ji¥
odvozeného vvjad¥eni (Sa), do n&jZ dosadime za funkce sgn ,
BEne pomoci funkce © . Plati totiZ

BIR XL = O X ) = D =),

5 l - sgnz2x = ©(x) + ©(-x) - 1 , sgnZx = 2 - 8(x) - 9(—-x)

Bidime, ¥e funkce sgn , sgn? lze chapat jako produkty symetri-

zace Heavigideovy funkce © , Tak¥e =z (Sa) dostavame

f(x) = d +Z1; (O(x—uy )-O(—x+uy )) +Imy (2-O(x—uy )-O(-x+u; )) =
= d4d + 2Zm; + 201y —my )etx—ul) — S50 ms IO(uL —x) =
= @ + Zp O(x-u ) + Zqi6(u —x) ., (S8)

kde podle (Sk) plati

® :=d +2&m = fi+...*fn =B1~..."8Bn-1 + B(Si.1+8 ) ~28Bf, =
= 8o *'B *i.oh By =Ly = i (= B0 + 8 - d),

2= 1l o~ m = 11 = g1

G = ~(l1+m) = Ly - 8

Z2jistujeme, 2e plati vztah

d + e = g0 + =n
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Koeficienty pmi, g mA%eme chapat jako levou, resp. pravou 'ne-
gpojitost” v bod® wy , &i jako levy, resp. pravy odskok funk&ni
hodnoty f; od jejiho levého stupn& si-1, &i od pravého stupné&

S

E. "SPOJITE" STUPNOVITE FUNKCE

Vyznamné 'spojité" stuptiovité funkce jsou charakterizovany
gspecidalnimi vztahy mezi hodnotami £ a sousednimi stupni si-1.
Ss; . Odtud plvne moZnost vvjadireni kceficientt my pomoct. 1s

- uvadime je v p¥Fehledu:

spojitost zleva = f; = s1-1 => m = 1
Zzprava := f; = s e

Bpojitost =zdeola := f;y = min{si-1.8i} abs (1)
shora := f;, = max{si-1,S1)} —abs(1y)

PFripojeneé schéma grafft dava poti¥ebnou geometrickou orientaci:

spojitost zleva = f; = s1-1 zprava := f; = 53
|y =l m = -1
shora := Totod oGk ) T ]
fi =max{si ,S1-11} . -
m = - abs(1;) =t =1 4= S S5 -1 + =71
Ly © °u,,
| ol | -
zdola := P S B 15 Sl
fi=min{s: ,51-17} o .
my = abs(ly) S -1 - Sy S; -1 x Sy
® 2y uy ®
| *<8 ! -

Ve "spojitych" p¥ipadech se tedy v (Sa) 1i¥1i koeficient my od
koeficientu £y nejvvld znaménkem (a)nebo absolutni hodnotou.
TEV aditivnim tvaru (Sa) je vyvhodné &leny pFisluBné bodu u; "spo-
jitosti" seskupit do dvojic a vytknout konstantu 1, . Je-1i f
"spojiti" vBude, dostaneme vvyraz tvaru

n

f(x) =d + Z 1l [ggn(x-u ) + & 89n2 (x~uy )] , (7)
i=1
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kde multiplikator o« zarizu-

je p¥Fevod 2T nae . m e = spojitost =4 =2 jk
=cf; 13 ) podle tabulky (je oviem

x1 = Xx.89n X). P¥i zvolendm zleva 1 0 00
pofadovém o¥islovani tvpu spo- zZprava =1 1 01
jitosti Eislem =3 dava jeho zdola ggn I 2 10
dvojkovy p¥epis [Plio =-> [Jklz shora -sgn 1; 3 14
moZnost zapsat oly jedinou

formuli

oy = (1)) sgnk i;

V (7) je tedy o€ {(*1) a konstatujeme, Ze "spojite" stupiovité
funkce m@Zeme jednozna®n& vy jadrit pomoci linedarni kombinace '"po-
lonulovych" spojitych stupinkf, jejichZ zakladni prototyvpy jsou

na obrazcich:

sEgn x + sgn2x sgn X — ggni x
2 -
Q X Q
e -2
gpojitost zleva a zdela spojitost zprava a shora
Je—-1i f wve vBech bodech Ly shodn& spojitd, pak jsou oviem

v (7) na mistech o stein& znaménka.

P¥i jednotné spojitosti v bodech wy lze téZ gpecifikovat
- vyjad¥eni pro p¥i&itaci konstantu d dpravou vvrazu (Sk).
We-1i f ve viech bodech u; sBpojitai zleva , Ppak d = so, AL
=P1rava., d = Sn. (dp)

Je-1li f wve vBech bodech u; spojita zdola, pPak ze (6) dostiva-

e (nyni = -my = - abe(l;) = - sgnl, . (81 -51-1)/2)
I
d = %(so + sn) - ¥ T (51—-851-1)89n 1; =
i=1
Iy =l
= S0 (1+89nl1)/2 + sn(l-sgnin)/2 + % S s A s9n g Ly (dd)
i=1
'P¥i upravach jsme pouZili diferen®ni analogii per partes - srov.

"[Fic2-59:3075-814]. Je oviem
(l+sgnly ) /2 = [ 1 pro 1:30; (l1-sgnln)/2 = [ 1 pro 1In<0,

0 1, <0 0 In>0

Asgnl, /2 = (8gnli+1-89gnl, )/2 = 0O PpPro ly1;+1>0 ,
{ 1 1140, Qies 20 ,
-1 1,20, 134140
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Uhrnem konstatujeme, ¥e konstanta d Jje specialni linearni kom-

binaci hodnot s stupnt:

d = RBosSe + 3181 +...* Bl +...+ Brn-18Sa-1 *+...+ BnsSn .

kde (8)
Bo,Brn€ {0;1}, B1,....,Rn-1€ (0,;£1}.

UvSdomime-1i si, ¥Ye sgn I; = sgn(s;-si-1) udava vlastn& monotd-
" nii (Bpejité) stupiovite funkce f v bod& ww , pak je vEe geo-
metricky pr@hledné:

Bo = 1 <=>» f neklesa v bod& ui1 .

Bn = 1 neroste Un
e Bi1.....08n-1 jsou t¥i mo¥nosti, odpovidajici skuteZnosti, Ze
Asgn 1; hraje reli "druhé deriwvace", ktera urZfuijie "prchnuti”

stupiiovité funkce:

B = Do€=3  f o gionotonnt 3 (o5t ce 0
1 ma "propad" v <ug ;Ui +1 > (s koneci) .,
—1 ma CEdvihl v (s sthopa ) TThez T kKonctl)

Pro funkci f spojitou ghora wve vEech bodech wy mbZeme
l;postupovat analogicky jako vvEe nebo vvuZit faktu, Ze f je spo-—
éjita shora, pravé kdvZ je -f sepojitd zdola. Konstanta d ma
;apﬁt tvar (8). V geometrickeé charakterizaci se vEak prohodi mono-
iténia a rovngZ propad a zdvih se zam&ni vietn& p¥itomnosti konco-
 vgch bod@ dfl&iho intervalu. Celkem

=

d = so(l-sgnli)/2 + sn(l+sgnin)/2 - % ¥ s: Asgn 1, . (dh)
i=1

'F. VYPOCETNT ASPEKTY

Porovneime vwvy&islovani funk&nich hodnot f(x) proams&roveé
stupfiovité funkce f p¥i zadani tabulkou (St) (je splnEna vlast-—
st (2)) a ptri vyjadreni formuli (Sa).

Vychazime-1i z tabulky (St), pak vy&islovani f(x) se redu-
Ikuje na zjiBtovani, kde se bod x nachizi v (St). V primodard
l ogramové realizaci tomu odpovida série IF-p¥ikazfl. Napi. v Ba-
gicu mBZeme nap¥. zvolit toto schéma postupu:
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= 500)
IF (X=U(1)) THEN Y=(S(0)+S(1))/2: GOTO 100
IF (U(1) < X AND X < U(2)) THEN Y=S(1): GOTO 100

IF (X=U(N)) THEN Y=(S(N)+S(N-1))/2: GOTO 100
y IF (U(N) < X) THEN Y=S(N)
- 100 PRINT X;Y

4 To predstavuje 2n Fadk8 s lecgickym IF
U%ijeme—-1i algebraicky tvar (Sa), pak vie mQZe zastat jediny

}pfikaz tvaru
PRINT X; C + K(1)XSGN(X-U(1)) + ... #+ K{N)XSGN(X-U(N))

- Tento pi¥ristup je jistE kompaktnZjZ%i. Ve srovnani s rozepsanou
; (tabulkovou) wvariantou je oviem méné& prthledny, avZak pohledny.
TUkazuje se, Ze jednop¥ikazova verze je CasovEé vvhodn&Ejsi.

Casové naroky IF-verze vypo&tu f(x) lze zmen¥it, zname-1li
;frekvence vvyskvtu argunentu x v dil&ich intervalech. P¥edpokla-—
- dame-1i rovnom&rné rozd&leni, tj., Z2Z2e frekvence je uUm&rna délce
zintarvalu, pak je zahodno prikazy IF sefradit sestupné podle dé-
lek interval@. Na konec umistime ProvErovani, zda x neni n&kte-

rgm z delicich boda U(I)
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Znaménko(va funkce) dané funkce g Jje slo¥ena funkce f(x):=
:= sgn g(x) , x€ D(g)c R, kterad zachycuje pouze informaci o zna-
méncich (a nulovosti) funk&nich hodnot dang funkce g . Tvto uda-
je sta¥i nap¥. pro Fefeni anulovanych (ne)rovnic tvaru g(x) »r 0O,
kde »r pFedstavuje jednu ze Bestice relaci {=, <>, <, >, =, 2}.
Budeme se zabyvat znaménkovou funkci v uZsim smyslu, kterou vyme-—

zime jako sjednoceni zu¥eni konstantnich funkci v=0, y=1, y=-1

na komponenty kone&ného bi-rozkladu mnoZiny R . Rozklad je dan
rozdé&lenim o= Qg o e P Takova funkce je ovZem specidlni
B Uptiovitou funkcli f , u ni¥ s: = f((u , UL ¢1)), L1 = f(u) na—

byvaji hodnot z mno¥iny {0,*1}. Obecné vzorce (Sk) pro koeficien-—
ty Iy oo il davaji po specializaci pro znaménkevé funkce
8gn g a pPro specialni funkce g urditid omezeni a vztahy mezi té-
mito koeficienty. P#¥i odvozovani vysledkf je vhodné uZivat teéZ
kembinatorickych dvah opirajicich se © znaleost grafu funkce g
a o geometricky vyznam koeficient@ 13, m, resp. konstanty d

Vv dalsim se soustiedime prFedevisim na p¥ripad funkce
sgn P(x), kde P je polvnomickd funkce. Dale =i vEimneme znamén-—
ka racionalni funkce. Obdobné& lze vvBet¥it znaménko lomenicoveé
funkce (podilu dvou lomenic) a stupltiovitée funkce. KaZdy =z t&chto
pFripadf ma sva specifika plynouci z odli&nych vlastnosti jmenova-
nych funkci,.

A. ZNAMENKO POLYNOMICKE FUNKCE

Pfeapoklédejme, 2e polynomicka funkce P ma pravd n reil-

nych kotenft ui1,....,Un , nE N:

e e RET LSl PR S e T T SR T 1)
Koreny Jje ufelné zapisovat s jejich nascbneostmi ri,....rn ve
B cvaiic [w . ), I=1l.....00. Za tato gitiuace l=e . fankel B

vy jad¥it v soufinovém ko¥enovém tvaru
PER) =, 80 (X=ui Tl ne , (x=sUa)ITRLBIRY: & tas

kde ap€EBR* , ri znafd ry, A je kladny polvnom, tj. A(R) > 0

ktery jiZ nema redlné koreny.
Koreny (1) produkuji bi-rozklad mnoZiny B & 2n+l kompo-
nentami. 2 vlastnosti polynomické funkce (spojitost v R , nenu-

lovy polynom ma konefny pofet izolovanych ko¥enfl) plyne, ¥e funk-
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ce P dana wv¥razem (2) je nulovad praveé v ko¥enové mnoZiné
U=<u,...,un> a mezi sousednimi ko#¥eny zachovava znaménko.

V tabulce je souhrn®d zachycena cbecn& znama informace:

= i
nas. 1 Frek i rn

I il
x (~o,ug ) |ur | Cur,uz)|. .. |us [ (Ui ,us e ) |Uier |...lun| (un,+w)
sgnP =1 0 41 0 =1 0 0 o 4

P¥iklad 1. Pro polvnomickou funkci P danou (nagt&sti!) soufino-
vym vyrazem

]

P(x) (x+4) (2+3)9 (x+1)Bx7 (x—4)B (x-DB)2 (6~x)3(x2+1) =

= — w32 +

je na pripojeném obrazku nakreslena skica grafu spolu s grafem

jeii znaménkové funkce sgn FP(x),.

nascbnost:1 4 B A? 8 2 =
v 2ix)
S1 A\ Sq Ss S
= o 1¢ sgn P(x)
o :
I ] T I T ] =
=5 =4 =3 -2 =10 1 2 2 - 5 & 7
{43 Q—T_l o \
So S3 =
L1

Z multiplikativnosti funkce sgn plvne zjednodulenit

ggn xk = [ sgn x pro k licheé,
3]

sgnZ x gudé, k& N .
Ob& moZnosti lze spojit nap¥. zapisem

Bgn Xk = (Bgn x)Z2-mod(k,2) , ke N , e

kde mod(k,m) Jje funkce wudavajici zbytek po d&leni &isla ke N
Eislem m , 2 < m € N .

Cinitele v (2) je tedy t¥eba rozd&lit podle parity (lichosti
&i sudosti) exponentfl. K tomu G&elu rozloZime vzestupnd usporada-
nou korenovou mnoZinu U = <ui,....,un> na dv® disjunktni vzeg-

tupn& uspoiradané mnoZiny 2Z, V . Ozna¥ime-li pofet prvké mno¥iny
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Z2 pismenem p , tji. n(2) = p , pak oviem n(V) = n-p . MnoZina

2 =<21,...,2p> je tvoFena prisedikovymi ko¥eny ui (maji lichou
nasobnost ), V = <vi,....,vn-p> zahrnuje viSechny dotvkové koi¥eny
(maji sudou nascbnost i ). Poznamenejime, Z2e oznafeni pro mnoZiny

je motivovano tvarem grafu funkce P v okoli kotent. Set¥ridé&nim
mnoZin 2, V vznika zp&tn® mno¥*ina U. P¥i zavedenvch czna&enich

mame goulfinové vy jadireni znaménka funkce P

sgn P(x) = Bgn &0 .8g9n({x—-21) PR~ 1= 1 o b i [

LBgn2 (X—v1) ... BGNE (X—Vn-p) . (Z28)

Beont Sinitel je #1 (udava znaménko vedouciho koeficientu ao),
Eleny s ko¥eny 2z zachycujl vlastni st¥idani znamének, zbylé

jsou nezidporné a rovny nule pouze pro x€ V

P¥riklad 2. Znaménko sgn P polvnomické funkce P =z p¥F.l ma sou—
&inovy tvar

Bgn P(x) = - sgn(x+4)sgn(x+l)sgn(x)sgn(x-6).
. |son(x+3)sgn(x-4)sgn(x-5) | L
2. Souttovy tvar pro sgn P
Funkce f(x) := sgn P(x) je z¥rejm& stuptiovitid s n body nespo-
jitosti v ko¥enech ui,...,un . Funkce f je nejvv® trojhodnotova:
By = f(wi) = 0, f((u ,u1+2))€ (21}, 1i=0,1,....n. Jde tedy o velmi
speciialni stupfiovitou funkci. 2 jeji tabulky umime specializova-
nymi vzorci (8k) sestavit soultovy tvar (Sa). Tedv
Bgn P(x) = d + lisgn(x-ui1) +...+ lInsgn(x-un) +
+ m8gn? (x—u1) +...+ mrnsgn? (x-un), (Za)
kde
= - & ...~ Sn-1
(Z2k)
1y = (84-81-1)/2, m = (Bi-1+81)/2, i=1,....,n

Konstanta d je tedy minus soufet vnit¥nich stuptift; 1, je polo-
vi&ni skok v ko¥enu wui; m Jje prim&r stupifl sousedicich s koe-

nem. Vypolty lze dob¥e usporiddat do bi-tabulky
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nasobnosti vl e n
X (=, w1 ) |us | (us,uz) |uz]... | (tn-1,un) jun| (un,+w)
—~—
sgn P(x) So 0 51 0 Sn-1 0 En=89n o
koef. 1; i1 12 I
koef. m mi mz My
d="S:|, il i S
-

Kladme si vEak za cil odveodit cobecnou scouftovou formuli pro
sgn F z& soufinového tvaru (2) pelvnomické funkce P

Predeviim je ze (2) patrné, Ze

]

sgn P(x) = [ So sgn ap (—-1)F = o L SR T g

Sn = 8Sgn ao PO 3 2 otin

2de p=n(2) je op&t polet lichvch meocnitels g wve (2). Je oviEem
)P = (1) , kde 8 = 1 +...+ Pn

Funk&ni heodnoty funkce (2) m&ni znaménko pravé& pi¥ri prfAchodu

kotenem liché nasobnosti. PF¥i1 postupu podél osv x tomu odpovida-—

ji nasledujici rekurentni formule:

zleva doprava zprava doleva
S0 = sSgn &R (—1)F Sn = S9n &o

(4)
Sl=(-l)rlsi—'1l i=ll-"1n 81—1=(—1)r'1'51.o izn,...;l

gednoty 59,51 ,...,8n € {1} ge tedy lifdi navzajem neivv® zna-

ménkem. JelikoZ {1} = {*1} = {0;%+2} (kombinujeme vEechnv moZ*-

nosti), mame

r

3i = (Bi=81-1)/2 = [ 8] PYo i sudé
. (22

+1 (=s1=-51-1) y liché.

Obdobn& ziskame (prohozenou!) alternatiwvu

! m = (sL+s1-1)/2 = 0 Pro i liché,
t (6)
tl (=s1=51-1) s sudé
Ze (4+5) plyne, Ze nenulové Zleny posloupnosti (1,} pravi-

deln& st¥idajl znaménka. Ze (4+6) pak zji¥tujeme, ¥e souvisle sé-

rie koeficientfh m (nep¥eruBené nulovymi) maji shodni znaménka.

Dile z¥eim& plati
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Jo g e eds Ty Vg d e ibmeliisiig;

ti. vidy praveé Jeden z dvojice keceficient® SRR je nulovy
a druhy je v absolutni hodnot® roven 1. Op¥t se proto uplatnig
rozklad usporadané mnoZXinvy U ko¥enf®l podle sudosti i lichosti

jejich nascbnosti.
Dosud ziskané poznatky o souftovém tvaru znaménkové funkce

pPolvnomu m@Zeme shrnout zapisem

Bgn P(x) = d + T tégn(x—u;) % S Egcmes (st it
Z Vv
kde dveojznaky =+ ukazuji na dv& moZnosti znamének. V prvnim

souftu se znaménka st¥idajl v zavislosti na po¥adovém indexu pra-
sefikového ko¥ene =z v mnoZing Z , v druhém scuftu jscou zna-
ménka ur¥ena pozici dotvkového ko¥ene v, € V vzhledem k uspoira-
dané mnoZin& 2Z . Soulftovy tvar pro sgn P zapifeme dvejim zpl-
sobem podle toho, odkud zafneme s priseflikovymi ko¥eny =z; -

vpraveo i vlevo:

ggn P(x) = d + sgn ap[sgn(x—=2p)—...+(-1)P-1ggn(x—-=z.) +

+ (=1)P(({=1)mMC 1) agne (x—v1 ) +...+

+ (=11 neeY ggnZ (x—vn-p ) )1, (Zap)
ggn P(x) = d - (-l1)Psgn ap[sgn(x-z1 )—...+(~1)P-tsgn(x—=p )+

- (=1)m 1) ggn2 (x—vy ) —...—

=S{=1)us =8 gone [ Xt oii]e (Z2al)
Z2de m(j) := ind(predz(v;))., coZ znadi, Z2e m(J7) je index prvku
v mnoZing Z , ktery bezprost¥edné& piredchazi prvek v, . P¥itom
Zo := —-w . Jinak ¥efeno: m(J) udava polfiet prasefikovvych koi¥enf

Zi (liché nasobnosti), které jsou meniSi neZ dotvkovy ko¥ren vy
(sudé nascbnosti), ti. m(J) = n({zx€2Z; zx < v, }).

Ozna&me M(73) pofet pr@sefikovych ko¥ent =zx , které jsou
. ustE1 ne* dotykovy ko¥en v, , ti. M(J) = n({zx€Z; =z« > v, }).

Pak M(7) lze vyjad¥rit pomoci jindexu prvku v mnoZ2in& 2 , kterv
fhozprostfedné nagleduje prvek vy ., ve twvaru M(I) = p + .1 +

= ind(naslz(v,)) . P¥ritom klademe =Zp.1 := +0 . Proto¥e m(j) =
= p - M(j), zjednoduBi se zapisy pro (Z2a) na tvar
sgn P(x) = d + Bgn aw[sgn(x-2ze) —-...+ (~l)P-tggn(x-2y) +
+ (=1)MC1) ggn2 (x—vy ) +...+

+ (=1)Mn=P) ggn2 (X=Vr-p )] (Z2aM)
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Shrnujeme, Ze postup zprava doleva je pon&kud vyhodn&jisi.
Porovnanim tvarfl (2s),(2a) pro sgn P(x) shledavame, Ze sou-
¥inovy tvar (Zs) vznikd jednoduchou redukci mocnitelf ko¥enovych
dvoj&lentt na 1, resp. 2, podle jejich lichosti &i sudosti, kdeZto
souwftovy tvar (Za) p¥redstavuje kvalitativni zm&nu - vysledny tvar

Pro konkrétni udaje necbsahuje ji¥ vebec operaci nascbeni.

P¥riklad 3. V tlust®¥ zaramované &Sasti tabulky jsou vychozi udaje
B tunkci Pz pit. L. otd ifwi,ril, i=1,.0..,0. Sgmn a9 . Dosazentm

do vzorce (Zal) obdr¥ime souftovy tvar pro

8gn P(x) = -4 + sgn(x+4) - sgn(x+l) + sgn x - sgn(x-6) +

+ Isgn(x+3)| + |sgn(x~4)| B [sgn(x—B)!

ry 1 al | 5 7 8 2 3 |7 e et
x (-w,-4) |-a| |-3| [-1 o| | 4 5 6| (6,+wo)
——

sgn P| -1 oft| o|1] o|-1] o|1]| of1] o]|1| 0|-1=89n ao

1, 1 ol [-1 1 0 o -1

my 0 1 0 0 1 4 0

8= - s; -...— 501 = -4 o
L

Stejny vvsledek ovBem dostaneme uZitim vzorct (Sk) pro koceficien-
e 1, , m, i=1,....n , a konstantu d obecné stupiovitée funkce.
K tomu vvplnime nejprve 3.#¥adek tabulky pro funk&ni hodnoty funk-
ce sgn P v dil&ich intervalech: za¥neme vprave se Sgn ao a p¥i
postupu doleva m&nime znaménkoe pouze po prAchodu ko¥enem uy

liché nascbnosti

a. Kenstanta d
Zatim jsme se spokojili s vvjad¥enim
d = -8 =...— Bn-1 . (Zk)

—

které vzniklo specializaci obecného vzorce (Sk) znamého pro stup-—
fiovitou funkci. K jeho Gprav& na uUsporn&ji{ a "stylov&isi" tvar
pouZi jeme nejprve vztahy (4-6) a pak funkce m, M

P¥edeviidim z (5,6) plvne, ¥e

gL = [ 1l PYre M licheé,

my sudé ,
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a ostatni koeficienty 1;.m jsou nulové. Plati tedy

n n =] n—p
Bl Yoot Ban =2 B L ¥ BEm o= 2 lzyo v B i L
i=1 i=1 i=1 i=1
nebot’
S8 o n-sBn? & Rlzt ,..0:2Zp2 U VL sV, nowr
kde vpravo jsou vEechny koeficienty 1, , my nenulové a indexem

Z , resp. V , je zdfrazn®&na jejich p¥isluBnost k rozkladové t¥ri-
i dé mnoXiny U . Podle (4,5) sti¥idajil Elenv (rovné 1) posloupnos-—
f T3 nenulovvch koeficient®t {1z} pravideln& znaménko

:;ﬂ lzp = sgn ao ., tak¥e

n P
1y = Z 1lzi = sgn(ag(1l-(-1)r)) = mod(p,2).89n ao .,
=1 i=1

}_kde mod(p,, 2) udava zbvtek p¥i d&leni &isla pE N dv&ma. Nyni
. u% mfBZeme psat
g = — 81 —...—~ Epn-1 = rsn = Bgn aoJ =

= ggn 89 — B1 —...— Sn = 89N a0 — 2l — Zmg =

= ggn ap — sgn(ac (1-(-1)*r)) - &m =

= ggn(ap (1+(-1)P)) - Zmy;y = mod(p,p+l,2).89n as - Zmv;

;?osledni tvar ve vé&tveném piFepisu
d = [ =T e Thr e Ere e diche,
8gn & -~ Mv,1 ...~ IV, n-» sudé

*

1gkazuje, jak ziskat kenstantu «d =z posledniho Fadku tabulky.
Nenuloveé koeficienty my lze ovBem wvvjad¥it pomoci funkce

e TresSpP. M
m = sgn ao (—1)p~-mM 1) = ggn ap (—1)M L)
prvnim p¥ripadé (uZiti funkce m ) tak dostavame

d = (-1)Psgn aolsgn{(l+(-1)r) +

- (=1)m 1) — — (=1)m(n-p)] , : (dm)
f?i uplatn&ni funkce M se vvjad¥eni d trochu zjednoduii

d = sgn ao [sgn(l+(-1)rP) +

LI eSS e U= e ) (dM)

fuonatatujeme, Ze postup zprava doleva je op&t vwhodndjX{.
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Podle (Zk) se konstanta d pohvbuje z¥ejim& v rozsahu zapsa—
ném nerovnosti

| mpring €1 | (7)

P¥resn&jEi zavislost rozsahu na sgn ao a na paritE E1sla &
Plyne z (dM) a je dana vztahem

ld - sonlao (1+(-1))21] < n - &, (8)
=a¥  je podrobn&ji wvvpsano potet p priself. ko¥end
vPrave v tabulce. Extrémni ao
hodnoty jsou skute®n& nabyva- sudy lichy
ny, a to v p¥ipadech, kdy
vSechny d-ko¥env maji vpravo + |d—1! = n—p
pofiet p-ko¥enfi shodné parity. Idl = n—-p

~ | Jawi]l = ap

V&tveny rozpis

d = [ ggn agll — (=1)M(1) —, . .= (=1)M{n-»3 ] Pro p sudé,
=Sep He il (= U MO LISl b L= M TS SR pro p lichd,

ukazuje, Ze konkrétni hodnota konstanty zavisi na parits o, 2
a na sgn ao . Specidln& pro d=0 musi mit pofet p prisefiko-

. vych ko¥entl a pofet n-p dotvkovvych ko¥en@ (tj. té2Z n, p) opa&-
Bhou paritu — podrobn&ji:

. d=0 <=> p sudé a zarovel n—-p liché, p¥FrifemZ

(n—-p)/2 d-ko¥enl ma vpraveo lichy polet p-ko¥ent,
(n-p)/2+1 (zbvtek) sudy -
p liché a zarovell n—-p sudé, p¥ifem®
(n-p)/2 d-kofenfl ma vpravo sudy pofet p-koient,
lichy ;
Podobn& lze formulovat podminky nap¥. pro d = s8gn as , d = +1
‘a obecn®& pro d liché.

b. sgn P p¥i pouze prisefikovych ko¥enech

Nejjednodusisi je znaménkova funkce polvnomu P ., ktervy ma

ealné ko¥eny wu pouze liché nasobnosti »,, tj. m& pouze pra-

: Eikové koi"‘eny. Pak U = z; gl n=p , a VYChéZI

sgn P(x) = (-1)"sgn ao [8gn(l+(-1)n) +
- Bgn(x-ui1) +...+ (=-1)nsgn(x-un)] =

= ggnlao (1+(=1)n)1 +
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+ 8gn & [Bgn(x—un) +...+ (=1)r-1sgn(x-ui)]
Je tedy
d = sgnlag (1+(~-1)n)] = [ 0 Ppro .o Clicher;
sgn ao sudé

Ety#i kombinace paritvy n (lichost, sudost) a znaménka ao

{+; -} jeou spelu se skicami graffi gsgn P2 v tabulce

20 sudé liche

) ) e >—=e e
e * & ® > - L g & < S
— o e o0——o
- e, L e o—0
-_ * *— & L g — @ B
0 g g g [ SE—

c. Algoritmus pro sgn P

Dosud odvozené formule majl spiSe teoreticky wvyznam. P¥i
praktickém sestavovani soultového tvaru zpravidla vvchazime z ta-
bulky zakladni informace. Systematicky postup (& la metoda inter-
val@ &i nulovych bodf) pro vypolfet koeficient@ 1; ,m ,d soultové-
ho tvaru (Z2a) znaménkové funkce polvnomu P zapi¥eme nvni algo-—
ritmicky. VyuZijeme p¥Fitom ovEem odvozenych vztahfi. Vyhodné je

zafit vpravo a postupovat sm&rem doleva.

EAro: 3o, S o piin2y [y , T, 3=l a0
Bn = Bgn 8o, d = Bn
[l e BT 7 U |
je—=1li s lichd, pak 8Si-1:=-8 , 1: =51, m :=0
jinak S =1 2= By, di =0, m =5
d = d-si
Nepoti¥ebujeme-1li n-tici so0.S51,....,8n , lze vypo¥et zjednoduXit
PaNot R8s 3 ® CUP Lt L Un 2 Sl W Gy iuS i =10 n
P := B89N &, d = p.mod(p+1,2)
] o L A (R &
je-11 ri liché, pak 1y 1=py mi ==0 , pPi==p
{1inak 1, :=0, m :=p

g = d—m;
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B. ZNAMENKO RACIONALNI FUNKCE

Racionalni funkci R(x) lze vyjadrit jako podil dvou poly-—
Bemickych funkci: Rix) = Pi{x)/7Q(x) . Pfeapoklédejme, Ye uspoia-
dand mno¥ina U = <ui,....,un> Jje sjednocenim ko¥enovych mnoZin
funkci P, Q . Pak lze funkci P vyjad¥rit v souXinovém ko¥enovém

tvaru (2) a funkci @ obdobn® ve tvaru
@ER) = bo (x—ug Yl " 00 U x—un)tn B, c1t)

kde op&t boeR*X , ti zna&i t;, B je kladny polvnom, tj. B(R)>O0.
N&které exponenty ve (2), (11) mohou byt nvni nulové, tj. p¥is-
luné kotenové Zinitele nejecu vlastng v soufinu p¥ritomny.

Po vvkraceni ko¥enovych &initel@ pro P,Q dostavame reduko-

vany tvar raciondlni funkce R
Rlx) = {aplhe) (x=llg )01l 0 (x=lin ) @n-tn A(x)/Bix)"™. t12)

Z2 néj odvodime soulinové a soultoveé wvyjadireni pro sgn E . Situa-
ce je obdobna jake u peolynomickvych funkci s n&kterymi odchylkami
v désledku vEtEiho poftu &initelfl. P¥edevBim racionalni funkce
R je nulovad jen v t&ch bodech ko¥enové mne¥inv U, které jsou
pouze koFeny &itatele P . Zbvlé body mnoZinv U jsou ko¥renv
Smenovatele § a funkce K v nich neni definovana. Podrobn&ji
mZeme situaci v okolil ko¥en@ Jmenovatele klasifikovat pomoci

rozdilu e =1 -1, Cle ii28):

e > 8 => fius*) = 0 aodstranitelnad nespojitost,
- = Rx " " ;
g = @ svisla asvmptota.

V poslednim p¥ipad® lze jeit& popsat viEechnv ¥tvi¥i mo¥*né kombina-—

ce znaménkovych nekonefen v "sousedgtvi" bodu w;

T (R +)
Tl —)

sgn(aobo ) (—1)M L) (+w) -

sgn(aobo ) (-1)M L) (+@m) (—1)es ,

kde M(i) Jje nyni polet ko¥enfi wux liché nasobnosti ex vEt-
Bich ne¥? dany kof¥en uy (nascbnosti e; ). Pro na¥e pot¥eby evi-
dujeme v tabulce obecné informace pouze dv& vEci: pod body w je
bud nula (p¥i t,=0) nebo symbol "/" (p¥i ¢,>0) pro nedefinovani
Biinkce R (srov. 3. a 4. Padek tabulkv).



=230 C2K5. Znaménko(vAa funkce) funkce —-230~

1. Soufinovy tvar pro sgn R
Nejdrive rozigifrime zjednodusieni (3) i na nekladné& celé moc—

BNy, Plats

sgn x-k = sgn-1x = l/sgn x pro k ldehea, vee N
[ ' aw
sgn-2x = l1/sgnZx sudé, k€ No
DFrivEjisd reoli exponentf nvni pFevezmou rozdily e = ry-—i;.

Op&t pouZijeme rozklad korenové mne¥invy U na mnoZinu 2Z ko¥enh
=2 liché nasobnosti e a na mno2inu V ko¥enfi wv; sudé nasob-

nosti e . Tedv
ST S ARSI e - IR - e B U (e v CaRRE R b 0= ke

VN kaZdé =z dil&ich mno¥in je t¥eba rozlisEovat koiFenv, ktere se
vyskvtuijl pouze v Hitateli, a ko¥Feny, které jsou ve jmenovateli.

K tomu lze nap¥. zavést dvouhodnotovou prom&Ennou

=l Lot

Pak lze p=sat gnaménko funkce £ v goufiinovém tvaru nap¥. takto:

sgn B(x) = sgn(aocobo).sgnczl (x—z1)...SgNCZP (X—Zp )
(ZRs)
.8gn2ceVvl (x—vi1)...89n2cVva (x—vq )
PouZi jeme-1i dvouhodnotovou "logickou'" prom&nnou Ji nabv-—

vajici hodnoty 1., resp. 0, pFi pritomnosti, resp. nep¥ritomnosti
ko¥ene uy wve imencovateli, pak pot¥ebné hodnoty prom&nné dava

s 1-27; . Lze pap¥. poloZit J: = ggn 4

2. Souftovy tvar pro sgn R

¥ tabulee zdkladnich informacf [w w .81, d=1,....0n, dopl—
nime Fadekx funkZnich "hodnot" so0,51,....,5n, 8gn R(Ui1),...,
ggn R(un). Vvideme vpravo z hodnoty sn=sgn(agke) a po prfichodu
ko¥enem w ménime znaménko v posloupnosti {s:} , Pravé& kdv
@ =r; -ty Jje liché. K bodf@im @y napiseme 0, je-li ¢;=0; jinak
progkrtneme (R neni definovana). Odtud dostaneme pro znaménko

.~ pacionalni funkce souftovy (aditivni) tvar

Bgn R(x) = d + 118gncul (x—-uy) +...+ lpCunggn(x—-un) +

(ZRa)
+ mBgnZ eyl (X=uy )+, ..+ mABgR2CUN (X-un),
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Zde d,l; ,m jsou dany vzorci (Zk). Z nich op&t plvne, Ze vidy

Praveé jeden z dvojice koeficient@ 1;, m je  *1 ‘a druhy Jjo nu=

lovy. P¥i vypedftu mAZeme vvu¥it tabulky

i 508 rz n

iy tq t2 i

X (=, 1 ) tap iy , iz ) tus | . o Cltnas wiin) [ Un (n, +w)

——

sgn R So Xy 51 X2 Sn-1 Xn | sn=sgn(aobo )

1 11 iz In

my my mz MNr,

&= — 54 =...— Sn-1
Zde svmbol * ozna&fuje dv& moZnosti:

Xy = [ 0 pro =0,
7 Ty 2R, T B(ix) neni v wy definovana.

Obecna souftova formule pro sgn R ze zadanvch trejic
B Ll b cpvesaraciondlng funkel. B B acodvodt analogi ki gako
pro pelynomickouw funkci. UZijeme—-1i nap¥*. funkce M(3F), jeX udava
pofet koten wy liché nascbnosti e, které jsou vELEL neZ ko-

Fen vy sudé nasobnosti e;. pak

ggn R(x) = d + sgn(acko ) [s8gnczP (x-2p) —...+
+ (=1)P-1lggnczl (x—2;) +
+ (=1)MC1) ggn2ceVvl (x—wvy ) +, ..+

+ (=1)MC) ggnzeva (x-vq)] . (ZRaM)

2de d Jje op&t dano formulil (dM), kde pouze miste sgn as bude

ggn(aobo ) .

P¥iklad 4, Raciondalni funkce R je dana jako podil dvou polvnomf
| v pouffinovych tvarech
X9 Tx=l]o L N=a T TR="83 ] A X~ )™ (R=6)39 (2x2 +1) kra-

R(x) = |ceni
X2 (x-1)5 (x—3)7 (x—4)8 (x=5) L1 ) =

L}

X4 (X=1)=2 (x-2) (%x—=3)9 (x-4)~3 (x~86)-1 (x-6)3 .
L(2x2+1)/ (x4 +1)

Na obrazku jsou nakresleny eskici grafu R a grafu sgn R . Je

zde pPrihlédnuto k asymptotickému chowvani funkce R v okoli bodf
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Uy a2 Bro % => = . Platf

R(x) & o (x—uy )ri-ts o o o L S At 1 PO

kde konstanta o je funk®ni hodnotou '"zbytku" raciondlni funkce

e bods a2y . Dale

R(X) 2 sgn(aobo)xst.?—-st.m PYTO » => +wm@

nasobnosti e; : 4 2
v
—— e sgn R(x)
>
0 6
-1

Udaje o funkci R pFevezmeme ze zadavajiciho vyrazu do prv-—

nich t¥1 PAdk@ tabulky. Sm&rem zprava doleva wvvplnime 4. Padek

funkZnich hodnot, vvpoXteme koeficienty 1;, m a pFriitaci kon-

stantu d podle vzorct (ZXk) (tj. poloviny skok@ (pFrirtGstka),

pram&rv sousednich a minus scouet vnit¥nich stuplfl =zZnaménkové

funkce sgn R).

7y 6 3 il 7 5 0 3 n=7,
1y 2 5 0 7 8 1 0 p=4, g=3
x (=o,0) o] it & = ! B 6 (6,+w)
——
sgn R 1 /11711 ol-1} 7|-1|{/{1| 7/|-1|0|1=sgn(a0bo)
1 0 0 =1 0 1 -1 1
my 1 ik 0 -1 0 0 0
g = - g1 - - Bhey = ={@8y *...T Be) = O
Z poslednich &ty¥ ¥Fadk@ tabulky hned piteme
sgn R(x) = - sgn(x-2) + 1/8gn(x-4) - 1/sgn(x~5) + pgn(x-6)
+ 1/|san x| + 1/ |sgn(x-1)| - 1/|sgn(x-3)|

Dosazenim do vzorce (ZRaM) dostaneme oviem stejiny vysledek.

L
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P¥iklad 5, Nejjednodusii zajimavou raciondlni funkci je linearni
lomena funkce danai p¥edpisem R(x) = (ax+b)/(cx+d)., kde ad <> bc,

c <> 0. V pFipojené tabulce p¥risludné znaménkové Ifunkce sgn R
pPredpokladame pro urfiitost, %e ac <> 0, -b/a < -d/c

ry 1 0 n=2,

ty 0 i p=2, q=0

X {~w,-b/a) -b/a L = = i B R {=clf £, *o0) g
sgn B sgn(ac) 0 =1 sgntaa) 4 ggn(ac)

11 - sgn(ac) sgn{ac)

ms Q 0
d = - (-sgn(ac)) = sgn(ac)

Sou&inovy tvar vyplyva z vlastnosti funkce sgn
sgn((ax+b)/ (cx+d)) = sgn(ax+b)/sgn(cx+d) = rac L2 QJ =

sgn(ac)sgn(x+b/a)/sgn(x+d/c)
Souttovy tvar (z tabulky nebo z ckecné formule (ZBa)) je

sgn((ax+b)/ (cx+d)) = sgn(ac)(l -sgn(x+b/a) +1/san(x+d/c))
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C2K6. MULTIPLIKATIVITA FUNKCE SGN

Redlnou funkei £ definovanou na mno#2ing D ¢ R , nazyvame
multiplikativni (té2 m-funkci), zachovava-li tam operaci nasobe-

., Li. plati-13
f(xy) = £f(x)1f(y) Pro wE, 5., e D 1)

V literatu¥e (BS—-83:18,92,93; Dav-83:51z2-38; Jd1-56:221;
Neu—-86:49; Smi1-84:44,59] je tato rovnice obwvvkle uvadé&na v sou-—
vislesti g vyznamnou Cauchvho funkcionalni rovnici aditivity
f(x+ty) = f(x)+f(y). Rovnice (1) je pak ¥eBena za rf@znych predpok-
lad kladenych na f : defini&ni obor, monotdénnost, spojitost
apod. Nap#¥. ¥Fefieni, ktera jsou definovana na R a jsou monotdnni

Pro x > 0 , maji pravé jeden ze ¥tv¥ tvarf:

i () e=uleaprs oxcuRS; f2tx)r=21 Ppral XeESR
fa(x) = {'xlﬁ Pro xcR*, falx] = [lxlc.sgn X Pro XxXeRX,
0 se=]1 "= 0 x=0

sgn X, kde sgn je "znaménko x":

-1. Dale funkce 13 dava pro c=0

Specildlng pro c=0 mame fq (x)

]

sgn B* = 1, sgn 0 = 0, sgn B
I3 (x) = Isgn xl = ggn2x , pro c¢=1 je f3(x) = !x[ 2 Ffalx) = 3.
Nvni budeme #¥eZit rovnici (1) za piredpckladu, Ze f Je de-—

finovdana na celé mnoZ2ing€ R a m& koneZnou hodnotovou mnoXinu.

A. KONECNEHODNOTOVE MULTIPLIKATIVNI FUNKCE
Rovnice (1) dava pro x = v = ¢ce€ R vvysledek
L(c2) = f2(g) & 0, (2)

co¥2 znamend, Ze multiplikativni funkce f je nma BRo+t Nnezapornsi.
Specidln® pra ¢=0 mame £(0) = f2(0) =2 0, pro c=1 del Fe1y =
= f2(1) =2 0. Dalsim d@ésledkem vztahu (1) je

£fic2) = f2(c) = £((-c)2) => |f(-er

i}

I 623

Pro v=0 dostavame z (1)

f(0) = f(x)£(0)

il

Je—-1i f(0) nenulové, dava vvkraceni f£(x) 1, tji. vychazi kong-
tantni (jednohodnotova) funkce (pak téZ f(0) = 1), V zajimavdj-
81ich pripadech je tedy vZdy f(0) = 0. Pro jednohoadnotovou m-fun-

kei f Jje pak f(x) = 0, a tato funkce zFeim& spliuje (1).
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Pro aspoit dvouhodnotovou funkci f existuje ¥islo c¢€ R, Ze

ELc)E B* , a =z rovnlce
LR SR e e B i R e £ o

Po vykraceni &initelem f(c) mame f(1)=1. ProtoZe pro x€ R* plati
do= L41) = Tx.xt) = fLejfix i)

je pro aspoi dvouhodnotovou m-funkci f(R*X) c R*, a Ppro pravé
dvouhodnotovou m—funkci je f(BX)=1. Tedy u aspor dvouhodnotaové
multiplikativni funkce je wvi3dy f(0)=0, =« £(1)=1. Obecn& je podle
{(2) f(BR*)20 a pro aspol dvouhodnotovou f je dokonce f(Rv) > O
Pro pravé& dvouhodnotovou m-funkci f je f(R ) = f(B*X) = f(1) =
£ 1l > 0. Tuto m-funkci lze zapsat pomoci funkce sgn ve tvaru
- Bgnx, XxXE R

Dale pro aspoil dvouhodnotovou m—funkci plati pro x, ¥ < O
B ch oy —nF I T ()

tak¥e funk&ni hodnoty pro vBechny zdaporné argumenty maji shodna
znaménka: f(R-) > 0 nebo f(R ) < 0O

Pro aspoi trojhodnotovou m—funkci f existuje c¢c€ B\N{0;1} .
8 teXx If(c)e B\{0;1} . Pro pravé trojhodnotovou m—funkci je pak
e ) = f2(c) € {(0;1;f(c)}. DvE moZnosti: f2(ec) = 0, 12(c) =, fi(ec)
ddvaji nevvhovujici ¥eBeni f(c)e (0,1} . T¥eti rovnice fz(c) = 1
poskytuje nové& ¥eBeni f(c) = -1 . P¥ritom vime, Z2e pro aspol dvou-—

hodnotovou m—funkci musi takové o byl ¥e  R=lo= peeotal ol

n(f(B)) = 3 je f(R) = -1 < 0. Specidln& téZ f(-1) = -1 . Celkem
pro pravé€ trojhodnotovou m-funkci mame: f(R+) = 1 , f(Q) = 0 ,
f(RB) = -1. Zndme ji pod oznafenim sgn

Pro vice neZ trojhodnotovou m—-funkci f , tj. n(f(R)) > 3,

je (0;1;a;b} c f(BR) a mQGZeme piredpokladat, 2e b € B\ {0;*1) ,
a tedy Ible BR*\{1} . Je-1li f(c) = b , pak posloupnost funk&nich
hodnot f(ck) = bk , k€ N , ma vBechny &leny navzidjem rfzné, ne-
bot: rovnost |blx = |ble plats pri |ble B*\{1)} pouze pro k=p .
Aspoli &tyrhodnotova m—-funkce je tedy uZ aspon spofetndhodnotova.
V terminologiil algebraickych struktur jsou ¥efeni f rovni-
ce (1) endomorfizmy multiplikativniho (komutativniho) monoidu
<R;.> vBech realnych &isel (tj. v&etn& nuly) na jeho kone¥né pod-
monoidy. KoneZnych multiplikativnich podmonoid@ je pouze p&t.
Cty#i z nich s nosi¥i {0}, {1}, (0;1}, {0;1;-1) odpovidaji pos-

tupn& Jjedno, dvou a trojhodnotovym ¥FeBenim rovnice (1). Dvouprv-
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kovaA grupa <{1;-1};.> nep¥ichazi v uvahu, proto¥e aspoli dvouhod-
notova m-funkce musi, jak vime, nabyvat nuly. Trochu jiné (samos-—
tatné) zd@vodn®ni: protoZe f(0)e f(R) = {(*1}, je £(0) nenulové
a z rovnosti f(0)= f(0c)= f(0)f(c) plvne po vvkraceni &initelem
£(0) , %e f(c)=1 pro vs. c€ R; proto nemf2e f nabyvat jeBté&
hodnoty -1,

Ziskandé vvsledky shrneme ve stromovém tabulkovém p¥ehledu:

mohutnost f(R) => wvlastnost m—-funkce i
n(f(R)) > 1 f(Bo+)20, |lf-a)l=lfcerl, spec. f(-1)=tf(1)
flxx)s0 v fix)sl

i

Zoa £C0X=0, DE¢L =L i £CRY) 20, iegn LB Buhke 8 205
= 2 f(x) = sgn?x
=032 f(R)={0;*+1} nebce f(R) je nekoneZna
= 3 f{x) = sgn x
2 f(R) Jje aspoll spofetna

V p¥ehledu uvadime grafy viEech ¥tv¥ kone&n&hodnotovvych mul-
tiplikativnich funkci:

b n=1 % y = 1
=1
y =0 1 x
Q x O
b b3
= v = Egan = Y = ggn x
1
1 x X
O O
— 1

Zajimavé koneln&hodnotové m-funkce jesou tedy dv&: dvouhodno-

tova y = sgnix a trojhodnotova y = sgn x
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C2K7. POZNAMKY

VEtBina této Sasti vznikla v letech 1989-90 p¥i ¥e¥ent EU
X-01-05-20: Tvorba u&ebnich a konzultaZnich program@ v matematice
EeErov. [Vid3-—907.

Tématika po &astech linedrnich funkci (zejména spojitych)
leX21{ na p¥rechodu mezi st¥edoBkolskou a vysokoBkolskou latkou.
Elementy p¥isluné teorie lze nalézt ve stiedoEkolskych ufebni-
cich a v r@znych pFrirudkach: [B0-86; Bui-82; HN-82; LM-84;
Ves—-82]. Vyskvtuji se té¥% v p¥ijimacich zkoudkich na VS a v tvod-
nich partiich vvsckoikolské matematiky - nap¥. [Cec—-54; Hoj—-82;
Vi42-90; Tom—-69; Vi37-88]. Dv& speciialni stupifiovité funkce nacha-
zime v [EG-90:59]: "Bkvtavkeova'" funkce (hiccup function) je defi-
novana vztahy h(B*) = 1, h(0) = 2; Heavisideova funkce je zvana
sportovnég "skokanské prkno" (diving beoard function).

Vyznamn&jigd je ovEem uZiti lomenvch ar v aplikacich a v nu-
merickych metodach. Slou2i dob¥e jako nejjednodussEi spojité apro-—
ximace komplikovan&jiBich funkci, nap¥. jako t&tivové (vepsaneé) i
jako tefnové (opsané) nahrady sloZit&jBich k¥ivek. JIsou jedno-—
duchym p¥ipadem tzv. splajnfi, tj. funkci po astech polvnomickych
(zde linedrnich). Ty se uplatiujil 3JiZ p¥i numerické integraci
Lo, lichob&Znikovou metodou, dale nap?. pri FeBeni ocbv&ejinvch
a parcidlnich diferencidlnich rovnic tzv. metodou kone&nvch prvkf
[Vil0-76]. Program pro linearni interpolaci je nap¥. v [McD-69:
271-5]. [Ruz-81:1828g] u2iva lomenice pro zapis grafikonu Zelez-
ni&ni dopravy.

Stuprtioviteé funkce maji zna&ny teoreticky a prakticky vvznam
jako aproximace funkci sloZit&jBich. V [Ruz—-81:185s-621] jgou
pouZity v souvislosti se zaokrouhlovanim a s placenim poXtovného.
BE¥n& se jimi ilustruje nespojiitost tvpu skok. Zakladem pro roz-—
voj teorie Jjsou nap¥. v [BH-86; GLF-67; Kle-86; MSh-83; PZ-66;
§is-6017. Nami uvedena vvjad¥reni redukujil informa&ni Hed, jsou
vhodna pro algebraické manipulace a poskytuji té% mo2nost kompak-
tnich programovych realizaci funk&nich bi-tabulek.

Probiranad tématika se objevuje dale v pracich autora
[Vi37-88; Vi40-88; Vi42-90; Vid44-90; VibS0-91; Vi53-90]. Zminka je
té¥ ve studentskych pracich [S&31-86; S&43-89].



=301 =305~

C4st III. Matice meznich hodnosti

V dal®&im se budeme zabyvat obecn& obdélnikovymi (rxs)-mati-
cemi =8 redlnvymi prvky, tj. maticemi o » PFadcich a s gloup—
cich. Specialn& (rxl1)-matice nazyvame sloupc(ovym)i r—-vektory
(o r gouradnicich) a (lxs)-matice Jjsou ¥adk(ové s-vektor)y
(o =5 souFadnicich); (rxs)-matici pak mAZeme chapat jakeo systém
(Fadek) s sloupcovvych r-vektorfl, #i jako sloupec r ¥Padkovych
s-vektorf. P¥i B = p hovo¥ime o &tvercovych maticich ¥adu
(= stupn&) »r , struXn® o r-maticich.

V¥znamnou wvnit#ni charakteristikou matice A je jeji hod-

nost h(A) . Ta je ddna maximalnim po&tem linearn& nezavislych
Fadk@ matice A , ktervy je = jak znamo - roven maximalnimu poftu
linearn& nezavislych sloupct matice A . Rozmé&ry (rxs)-matice

spolu s jeji hodnosti udavaii rozsah podstatné informace v mati-

= Plati1:
hi{A) = min (.57 pre  (Fxs)=-matles ™ S 1)

P¥i maticovych operacich (sfitani a nascbeni matic) =se p¥Fed-

poklada, Ze jsou splnénv pFrisluiEné rozmé&rové poZadavky. Uplatiuiji

ge znamé vztahv mezi hodneosti a operacemi s maticemi - zejména:
h(AB) < min {h(RA)., h(B)} . 23
je-=1i B regularni, pak h(AB) = h(A) ;
|h(p) - h(B)| = R(A+B) = min {h(A)+h(B), r, =) (2)
V textu se vvskvtuje v indexech znak *x , p¥evzaty z progra-
movacihe jazvka PL/1. Je—-1li A = [aix] , Pak aix oznaduje i-ty

Pedok, axx je k-ty sloupec a axx Jje celd matice A . Misty ge

u2iva symbelika a terminologie podle [Mor—-84].

SouZin AB (rxs)-matice A a (sxt)—-matice B se obvvkle
zavadi (v souhlase se gkladanim linearnich operatorf reprezento-
vanych maticemi A, B) a formuluje pomoci skalarnich sou¥in@
s-¥adkt matice A 8 s-sloupci matice B . Tedy pro prvky oix

gouXinoveé matice C platd

I

B =l e Latwir . or uii s & x . bxx = __l [ekalarni soudin]

A R
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Tedy, chapeme-1i matici A jako msloupec jejich Padk@ agx
a matici B jako Padek jejich sloupcfl bixx ., pPak
= z
Ee= AR ='ia5% [bki e ybxk, -5 bl (4)

Obvvkla ¥adkovE - sloupcova formulace souZinu matic (¥adky
leveé krat sloupce pravé matice) je tedy twvaru

C="fal & - Bex i, T
i R e

Chapeme-11i naopak matici A jako Padek Jejich sloupct
Ax g a matici B jake sloupec jejich $Padkfl bxx , dostavame jiné

(mén& frekventované) vyjad¥eni soufinu AB

[ 3 =
AB = [axi,:....3%iy-z83%s ] b1 x = I axibix L=E |_.I £5)
H i=1
bs x
bs x

Tuto formulaci scufinu matic méZeme nazvat sloupcovE-Fadkovou,
nebot! tentokrat se sloupce levé matice nasobi (shodn®d umist&nymi)
¥adky praveé matice (a tvto maticoveé mezivvsledky se pak seftou).
Sou&in matic je takto vvjadi¥en jako soulet soufinf sloupcfl s Fad-
ky. KaZdy z dil&ich sou&infi (sloupec krat ¥adek) je matice (nej-
vvE) hodnogti 1 . Tim jsme p¥Fepsall soudin matic jakeo soufet ma-

tic hodnosti 1

Priklad: Pro (2x2)-matice mame konkreétn&

-

a blle £ alle £f]1 + |bllg h]l] = lae, af| + |bg, bh| =
c dllg h e d ce, cf dg, dh

Il

-

= |ae + bg , af + bh

ce + dg , cf + dh
-

P¥i programovani se pouZiva b&Znd postup se skalarnimi sou-

#iny. Druhy postup je totiZ p#¥il piimofarém prepisu naroXndisi na

vypotiet indext.
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C3K2. MATICE HODNOSTI 1

Nejjednodulif matici je &ielo, je=1i nenulové, ma matice
hodnost 1. Ke dvéma sloupcovym r-vektorfim a, b pFritradime jedi-

né ¢islo, podrobime-li je skal&rnimu (neboli vnit¥nimu) sou¥inu:

aTb =
51

ai by = bTa . (1)
1

e

Vn&jiB1i (n&kdy té2 vektorovy, dvadicky, Kroneckerfv, tenzoro-
) soulin dvou vektort a = [ai,...,ax 17, b= [Bi.....balT . de

definovan souhlasn& s maticovym nascbenim:

abT = |aybs aibz ... ai1b= : (2)
azbi1 azbz ... azbs
arb: arbz ... arbs

V prvnim p¥ripad& se dvouradkova informace redukuje na Jediné &is-
lo, ve druhém se rozprostie do dvouroczmé&rné tabulky. V obou pPi-—

padech ma& vvsledek nejvy® hodnost 1

A. SOUCINOVE CHARAKTERIZACE MATIC HODNOSTI 1

Podle definice hodneosti matice musi matice hodnosti i
obsahovat agpol jeden nenulovy prvek. Strukturu matic hodnesti 1

lze popeat v rfznych terminech a oznafeni.

y&ta: (rxs)-matice A = [axx] m& hodnost 1 , pravé kdvZ platd
ndkterd z nasledujicich (ekvivalentnich) podminek:

i Exisgtuje ai1x €2 0 a plati

ajx = o) A1 % ’ oy e By o Jor S o TR L3
axs = Byaxx ., B, € R , =t 0 ias
2, Exigtuji nenulovd r-tice (oc1.,...,0r) a nenulovad s-tice
(74 ,...,7Ts) takové, Z2e platil
al k = O Tr 2 .1'.:1;---;?" ’ k=l,...,S A (4)

3, Existuji nenulovy r-sloupec ¢ a nenulovy s-¥adek 1 , ¥e
A = cl [golumn. line = gloupec.radek] (8)

4. Exigtuiji dv& nenulové diagonalni &tvercové matice:
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r-matice V gz s-matice W takové, e

A=VIW , kde J iJe (rxs)-matice slo¥end ze samych 1,8

Prvni vlastnost je Fadkova, resp. sloupcova, um&rnost. Odtud
Plyne ihned, Ze nulové prvky se v matici hodnosti 1 vyskytujf
v celych blocich. Je-1i prvek ajx = 0 , pak bud jeho Fadek
(a)nebo sloupec je cely nulovy - nulovy prvek v matici hodnosti 1

tedy "probiji" cely svf@lj Fadek (a)nebo sloupec - formaln&ji:
A= owx . BIR) = 1, oy = 0 =5 aix = oul W an = o . 22

Permutacemi #adk@ a permutacemi sloupct lze shromaZdit vBechny

nenulové prvky do levého hornihe bloku matice ji¥ bez nulovvch

prvka.

Y&ta: Ke kazdé (rxg)-matici A , hiA)Y = 1 , existuj1l Etvercové

permuta®ni (rxr)-matice P a (sxs)-matice Q takové, Ze

PROQ = |B, Q| = 1 . Zde (mxn)-blcok B ma v8echny prvky
0. 0 nenulové, 0 jsou nulové matice.

Sloupec ¢ ma Pravé m vedoucich soufadnic nenulovych (prvni

lze poloZXit rovnu 1), ¥a&dek 1 ma prav&€ n nenulovych Gvodnich

souiadnic. L
[ ——] T
Priklad: A = {0 x x 0 x O 7 Pak (PAO = s oo g Bl
[ i els o e e | 2o e ne CEING e
[N Eas B e R 0] B 6 R 0 S o i
e 8l 5 (e 1adia i BB B Bug 8
Tede -G =1 vt R 0 = IR OESEEE ] S 5
s 18R (g T R T S e 5
[ =51 e ojaeie o i a ety
il et 0 [l 0 2 g s (s B
3o (6| 8 Boia s (o)
gag 00 Bt
% oznafuje penulovy prvek. L1t

B. STANDARDNI cl1-TVAR

V dal®im pouZijeme piedeviBim vlastnost 3, tj. vyjadrent

matic hodnosti 1 v tzv. cl-tvaru (sloupcovE-radkovy twvar) (5):
s
[r—sloupec].[s—%édek] : schematicky Fl_“"

Podle vlastnosti 1 stafi v roli ¢ vzit jeden =z nenulovvych
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Bloupcl axx matice A a Fadek 1
cientd @,

sestavit z nasobicich koefi-

Pro vypofet jednotlivych sloupct vychozi matice A

Podobn& m@Zeme poloZit 1 = a;x <> ofT a do < dat koeficienty

oy Pro vypolfet viech FAdk@i z A . Samoz¥eim& plati

£l = Itl/2)c] . [21] 9, kKde ® € B* je penulova konstanta.

Pomoci 2 1lze normalizovat vektor c . Volime-1li nap¥. jeho

Prvni nenulovou souradnici rovnu 1 , je ecl-tvar dan Jjednoznal-

ne&.,
V&ta: (rxs)-matici A , Rh(A) = 1 , lze jednozna’®n& vyjad¥rit ve
tvaru soufinu A = cl , kde r-sloupec ¢ ma& prvni nenulovou

gouradnici rovnu 1 a 1 je s—-radek.

DOkaz pPFi a1 <> 0 plvne napir. z jednoznaneosti tzv. Ell—ro=—
Bladu matice A - wviz dile. L

Prakticky ge cl-tvar matice po¥izuje pomoci dob¥e zname
Gaussovy eliminace, kdy se vhodné nasobky prvniho nenulového ¥Fad-
ku od&itaji od nasledujiicich $Aadkfi. Je-1li (rxs)-matice A = axx
hodnosti 1 , pak dostavame hned (p¥edpokladame aii<>0)

. E _
Bi1 [tz .- mam| = 13 T11, Bigs «ane =Stw] F (8)
azi1 azz ... azs azi/a11
ari1 Arz ... ars ari1/a11

= |1 (::) S15 Ate wae Sew] e
mz 1 b §

S mi: = aui1/a1a , 1= 2,...,r

Posledni maticovy soufin je tzv. LU-rozklad matice A,
A = LU , ktery je dan jednozna&n&. P¥itom L je agregovana Gaus-
gova elimina&ni matice, U Jje vysledkem eliminace.

2 (8) je vidét, 2e elimina¥ni po¥izeni cl-rozkladu (rxs)-
matice A, h(A) =1, wvyZaduje e d&leni pro vypolet

ai1/a11 , i=2,3,...,r . Nevime-li p¥edem, Ze jde o matici hodnos-
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<0 je t¥eba prove¥it, zda po eliminaci jgou vEechny radky
(aZ na prvni) nulové. Je-1li ai1 = 0 , pak d&lime prvni nenulovy

sloupec prvnim nenulovym prvkem v prvnim nenulovém Fadku.

C. SPECIALNI MATICE HODNOSTI 1

Nejvyznamn&jsi jsou matice se speci&lnim cl-tvarem, kde je-—
den =z vektorft ¢, 1 je jednotkovy vektor ex a druhy se volil
pPodle pot¥eby - Zasto ma sérii nulovych sou¥adnic.

Matice s jedinym nenulovvym prvkem o< na miets& [1.,7]1 Jsou

nejjednodusggi. Lze je wvjadrit wve tvaru
Uy (L) = ey 8y T . (9)

Specidln& piri =1 se zjednoduliend pie Uy, :=U;, (1)=e;e,; T. Plati

U Uy = es (e Tex)en T = @) Bro. girKiv,
a3 ]
Ui pro J=k
Specialng
Ugy2 = O 7 g et 1 e T (nilpotentnost),
U s i=7 b (idempotentnost),
Podminka komutativnosti matic U zni
W Uy b eyl ot i@ simwaidilr-Rlcdaeal "wia (11)
a oviem nezajimava moZnost i=j=k=1 , kdv 12 =1L, "V ostat—

nich p¥ipadech jsou matice U nekomutativni.
Matice 28 jedinym nenulovvym i-tvym r—-sloupcem (resp. 7PFadkem)

lze psat ve tvaru

o r
St = [dr1,....,1Ten T = I dxexer T = I dxUky
k=1 k=1 (12)
e 75
By = ©1 [t gusescdep] = D deegexT = 2 U x
k=1 k=1
Z nich jsou frekventovaneé matice, které maji nenulové souradnice

jen ve sloupci pod hlavni diagondlou nebo mimo diagonalu:

r
P}. = [O:---loadl+1a---ﬂdr]T91T = EC‘CKUKL ’ t13)
k=i+1
r
Qi =iilely v oo adtiad ULl w1 e me TR T = BN ety Tl S (14)

k<>1
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D. NASOBENT Sroupc A BADKU

Sloupcovy r—vektor (té% r—-sloupec) c chapeme jako
(rxl)-matici, podobn& #adkovy s-vektor (téz s-Fadek) i ot~
(1xs)-matice. Pojimame-1i sou¥in matic AB v b&¥ném smyslu (za-
loZeném na skalarnich soufinech Fadkf matice A se sloupci mati-

ce B), pak pro 4 moZné kombinace sloupcfi a Fadkf plati:

zapis schéma slovn& (ne)definovan

€1 Cz |.| sloupec. sloupec neni definowvan

112 g radek. radek neni definovan

2 12 |. T = E:] sloupec. Fadek je definovan vZdy
licy ST .| = Fradek.sloupec je definovan pouze,

maji-li oba vektorvy
shodny pofet sou¥radnic

Ve vEech pripadech ztotoZhujeme jednogsouradnicovy vektor s fislem
(rovnym souiadnici), ktervym pak lze nasobit libovolnou matici.
P¥ripomefime, Ze z praktickych (i teoretickvch) dévedd odkladame
Pronasobovani matice skalarem co nejdéle (nejfaste€ji je zahodno
mit konstantu vvtknutou). Rovn&€Z je t¥eba si uvédomit, Ze mlZe
byt rozdil mezi nasckenim konstantou a nascobenim sou¥adnicemi
vektoru (zde se musi jestd urdit umisténi, tj. index sou¥adnic).

P¥i nédscbeni sloupc a Fradkd mohou vznikat rfizné (mezi)vvs-—
ledky. Nasleduje p¥Frehled moZnvch (tji., kdv je definovAan sou&in)

gituaci ve twvaru
oznalfeni schématu | zapis H schematickée ocznafeni

symbeolicko-slovnil popis [komentai]
mult (schématu) ... nascbici sloZitost schématu

adit(schématu) ... sfitaci sloZitogt schématu

Poznamene jme, ¥e shodné& indexované vektory maji shodny pofet

sgoufadnic.
si| ex12 |— =[]
1 —sloupec. rz —Fadek = (ri1xrz)-matice
mult(Sl) = rirz

il

adit(51) 0
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sS2 .11_{'_‘.1_ = | =

1 -Fadek.r; —sloupec = &islo [skalarni soudin vektort]

|

mult(S2) =
adit(s2) = »r», - 1
83| (c1lzdez |/ | = :]I = |

(r1 —Bloupec.rz —¥adek) .rz —sloupec =

= (rixrz)-matice.rz -sloupec = ri-—-sloupec
mult(S3) = rirz2 + 11z = 2rirsz
aditisS3) = 0 + rifrz—1) = ¥ (ir=—-1)
4l ci(laeay Jo—Vi=ufl =
1 —sloupec. (rz ~Padek.rz —sloupec) = ri;—sloupec.fislo =

= 1 —sBloupec

mult(S4) = 72 + ™y = ¥r1 + 1z
= (=l tiel g O Eest iR S R SR 6 (e |
=5 (l15c3)1c (e (Y = =

(1 —PFadek.ri1 —sloupec) .rz ~Fadek=&islo. rz —¥adek=rz —¥adel
mMOlEiSH) = ¥4 o

aditSE) = =1 '+ U=y =71

S6 dlyites 1a) —_— (l—"‘—'—') - —-—-E: e

"y —PFadek. (1 —sloupec.rz —Fadek) =
= py ~Fadek. (ri1xrz )-matice = rz; —¥adek
mult(S6) = 1rmarz + 21 = 2rirz

adit(s86) = 0 * rz2(r1i—-1) = (ri—-1)rz

s7| (c1lz)(ezla) | )(I e [ A e

(1 -sloupec.rz —radek) . (rz —sloupec. r; —Fadek) =

= (rixrz)-matice. (rzxrz)-matice = (ri1xr3)-matice
mult(sS7) = (Fir2 + Pz2r3) + rivrzys
adit(S7) = (U+0) = 1 (Fa=-113 = 1 (=1 ws

I

ge| (1ic1)Clzca)  (—ht—]) =
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(r; —¥radek.r; —sloupec) (2 —Fadek.rz —sloupec) =
= Hisla. figlo = Sislo
mult (58)

Cioi ddiisa g ol = iags e ol

adit(S8) =y - 1 + ¥z — 1 + 0 =1y + 13 — 2

Pro dal®i pouZ2iti sepi¥eme vysledky do p¥ehledu, v n&m%Z p¥ipojime

Pofetni narolfnost p¥i shod& rozmé&rnosti (= ) vEech vektora.

oznal¥. mult adit
zapis

schém. obecné& ry = obecné& ry =P
S1 c1lz ¥z re 0 a
s2 licy 1 r F o U i
S3 (c1l12)cz 2ri 12 2rz gri (o di) e—r
sS4 ci flzcz) 1+ 2 g =1 =1
S5 (I121 )12 1 +re 2r ry; -1 =3
S6 13 (cilz) 2171 2 212 fier=—1 11 re —pr
sS7 {e1lz)(ez13) (ra+ratri3 )re |3 +21r2 1 (r2—1)1r3 |13 -2
s8 fl1c1 dflaca) | Potra®l 2r+1 R 2r-—-2

Shoda vyraz@ pro S3, S6, resp. S4, 55, je dfisledkem skutelnos-—
ol Ye p¥risluBné sloupcové-Fradkeové strukturvy v sebe p¥rechizeji

transponovanim.

E. SOUCIN POSLOUPNOSTI SLOUPCU A RADKU

Sou&in posloupnosti matic, které jsou pouze sloupci nebo
vadky, Jje definovan v b&%2ném smyslu, prav¥é kdy¥ se pravidelns
st¥idaji sloupce a Padky a v kaZdé bezprosti¥edn® socusedici dveji-

ci ¥PAadek.sloupec je polfet jejich souradnic shodny. Tedv v sou&inu
c611c1lzCz i is Imenlnda (D)

ge pravideln® st¥idaji ry —sloupce Ci a m-¥adky 1: . (Sloupec
a Padek se stejinym indexem maji stejny pofet souradnic.)

Z mncha moZnosti vypolfietniho schématu pro realizaci (D) se
bezprost¥edn® nabizeji 3 p¥ipady (p¥imy postup bez rozmvslu, nej-

vyvhodn&isi a nejpnevvhodn&jgl postup):

1. (p¥imoZary) postup zleva doprava
("pFrinadsobovani" jako obdeba "nafitani");
2. vwwhodny postup se skalarnimi sou&iny;

3. nevyhodny postup s obdélnikovymi mezivvsledky.

VypoZetni schéma, tj. pFepis (D) na posloupnost soufind dvou

matic lze zvolit mnoha zplsoby, z nichZ ka%2dy je dan volbou uza-



=310~ C3K2. Matice hodnosti 1 -310-

vorkovani (jejich pofet udavaji tzv. Catalanova &isla srov. nap¥.
[AHU-79:91/2.31]). Pritom je t¥eba stanovit, co povaZujeme za
vysledek. Obvyvkle poZadujeme vysledek ve tvaru jediné matice,
i kdyZ to nemusi byt nejrozumn&jizi (nap¥. vytknuti skaldru z ma-

tice davame asi p¥ednost pi¥ed jejim pronascobeni skaldarem).

1. P¥imo&ary postup, 2 i pronasobovani postupng zleva doprava
odpovida tzv. v 1Z A Y
s s el Ces TR e Yleaes 1 L n s Uil ey ley e (L)

V pr@b&hu vypoXtu maji mezivveledky st¥idavé& tvar
obdélnikové (roxry )-matice
PO nasobeni ro-sloupce r; —¥adkem 1l;, i=1,2,....,n+tl1;
sloupcoveého ro-vektoru

po nascbeni (roxyy )—-matice ry -sloupcem ci, i=1,2,....,n.

Odtud plvne

n+1 n n
mult(L) = B orprs B Yo = Yol B R e
i=1 i=1 i=1
n n
= W o i o i I T i L O e SOOI T o Vi il ) MR STp el G S R 2 )
i=1 i=1
Erecislnd pro o S rL.Ni=00 e ol mame
mult(lL) = 2 (2n+1)
add L) = nrita=49)

2. Nejvvhodn&jigi je uzavorkovani wvvuZivajici co nejvice gkaladrni
souginy:

n n

Si=lggttralue 1) lneas = (181 )Colrex (S)
i=1 i=1

kde #isla si :=1;c¢Ci vznikaji skaldarnimi sou¥inv.

Skalidrem Sie...sSn pProndscbime ten z vektort co, ln+r , ktery
ma men&i polfet souradnic. Ozna&ime-1li rk = min{ro.rn+1}., Pak
n
multi(sS) = 2 1 + ol + FoFfrnel t P,
i=1

poZadujeme—-1i jako vvesledek jedinou matici A

= dtte * otrnsi

pripoustime-1i vvsledek tvaru k.A
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7|
Gy =1 ) = 5=
i i=1

adit(s) =
1

Mo

3. Nevvhodna je organizace vvypoZtu dand uzdveorkovanim, které pro-—

dukuje jako mezivysledky obdélnikové matice (rectangular)

n n
BV Enfond ol 3 88 2l Dicas (R)
i=0 i=0
Kde By =il en je (rixri+1)-matice.

SkutednZ nyni

mult(R) = g multlecvlies) + mult(rfjhi), kde A, = Ci1li+1.
i=0 i=0
Z2de ovZem ndascbici slo¥Xitost soudinu
AoBA:1 ... An
ntl  matic A zdvisi na zvoleném uzavorkovani [AHU-79:83-4;

Se38-871]. Zvolime—1i napi¥. primodare (i kdvZ ne vZdy nejlepsi)

nasobeni zleva doprava, dostavame

I Il
Ml ti R = R e oa Ak g oF 0 T g
i=0 i=1
n
adubliR) =amnt B (mirth ) ey
i=1

Vyeledky viBech t¥i uvaZovanvch piripad@ opét soustiedime do tabul-

ky vEetn® specializace pre 1 = r, i=0,...,n0+l.
mult adit
sch.
obecné& L= r obecné ¥y = 1
n n
T ro(2 Z s + ¥ns+t) (2n+1)r2 Poil AL — onl et e=1]
i=1 i=1
n n
S 5y + n-l + 2¥otrnel lOortrE trtn-] = . — n nlr—1i
i=1 =1
n n n
R Sririel Y Yo T+ (N3 +(nH1Ire (ro Z(ri-1)rie1 | nre (r-1)
i=0 i=1 i=1

Algoritmy pro zmin&né t¥i organizace vypoltu sou¥inu posloupnosti

gloupcfi a PAdk@ bvly realizovany v praci [S&44-89],
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FUVIPOSET Can PRI meB) = 1

Mocnina An Ytvercové »-matice A je definovana Jjak:«
soudin n exempla¥@ matice A , co% dava hned vypofetni postul
zaloZeny na (n-1)-krat opakovaném nasobeni matici A . K tomu je¢

t¥eba (n-1)r® ndsobeni a (n-1)r2(r-1) s&itani.

V¥hodny je zdvojmociovaci postup b&%2n& popisovany v ulebnict
textech [Abr-82:171-84; BGH578:334"4G?; Ben-90: 64> —-510] a reali-
zovany nap¥. v praci SvVoOC [S%38-87]. Ten vvchazi z p¥evodu desit-
kového exponentu n  do dvojkové soustavy. Plati totiZ

k

2 dy 2t

i=0 clpp 26 dy— g Z2RSE de. 22 chh 21  do 209
An = A = (A ) (A ) oien. LB =l [ e, (2 ) .

kde
inlio = [dide-yv..0chdola , a2 10 13 5 8 2 05

a vpravo jesou fakticky pFritomny pouze mocniny s jednidkovymi
dvojkovymi ciframi d;. P¥islusny vypoletni postup spoliva v opa-
kovaném zdvojimoctiovani matice A (aZ do ziskani jeji 2k-1é moc-
niny) s prb&Znym prondsobovanim skutefn& p¥itomnvych meocnin mati-
ce A . Pofet operaci zavisi na tvaru exponentu n

Poitame-1i n—-tou mocninu xR Prvku X a oznaime-—-1i
Z(xn) zdvojimochovaci vvpofetni schéma pro jeji vvpolfet zaloZXenv
na vypoftu nejvvss1l pot¥ebné 2k-mocniny, kde Kk = le qJ , pPak
plati

V&ta: Ma-1i exponent n dvojkové vyjad¥reni [didk-1...dol. pak
k-1
mul (== mult(EExXR ) )} = kK +° F g o
Aplikujeme—-1i tedy =zdvojmociicovaci postup na matici, tj.
= B , pak pro vvpoZet AN se pot¥ebny pofet Eiselnvych nasobe-
ni pochvybuje v rozmezi od k3 (pro n o= 2x¥) do 2 k3 (Prc

n = 2x+1-1) a pofet &iselnych sfitani v rozsahu od kr2(r-1) dc
2kr2 (r—1)

Je-1i navic #r—-matice A hodnosti 4 s PouZi jeme opst jeji
cl-tvar, A = cl . Postup (5) nvni dava specidln® pro mocninu
vztahy

Btie el Y S il ll = tgriiedia =l gyl Ko (SM)

el g Jo 2islc, 8 = le
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PrisluEny vypoetni postup pro &tvercovou r-matici A vyZaduje
nejvy® 12+2r+n-3 nascbeni, kde je zapo¥teno r-1 d&leni na po-
Fizeni cl-tvaru, r nasobeni pro skalarni sou&in lc , n-2 na-
sobeni pro (ne¥ikovny) vvpoXet mocniny sh-1 a 2 nasobeni Pr¢
Pronascbeni dané r-matice timto skaldrem (poZadujeme-1li jednoma-
ticovy tvar vysledku). S&1itani je pouze »-1 . V kaZdém p¥ipade
dava vyuZ2iti struktury matice A Fadové mendi pofetni narofnost
vypolfitu mocninv ne¥ napi. postupné pronascbovani, &i (lépe)
zdvojmociiovaci postup.

V tabulce jsou shrnuty hrubé pofetni naroky pro t#¥i uvedené
postupy umoctiovdni matice hodnosti 1 . Vidime, Ze pofetni schéma

(SM) vvZaduje 7Fadov& mén& operaci ne¥ p¥redchozi dva postupy.

Multipl. a aditivni gslo¥itost 3 pestupll vwepoitu An , h(A) = 1

Postup pro An mult adit

Bl ... B frr= 113 (R=17 217

zdvo jmociiovant pkr3 PkrZ (r—1) pE<1; 2>, k=le nJ
flcin=—131 e S =1

Vztah (SM) poskytuje navic hned nutnou a postaujici podmin-
ku pro nilpotentnost matice hodnosti 1. t3. pro platnost rovnice

An = Q0 (nulovi matice). V maticové rovnici
sh—-1p = O je 1 S e

fiebot P¥i h(A) = 1 je A <> 0 . Musi proto  b¥t == leps D
(Z1islo nula). Plati tedy

yita: Jeo—-1i Etvercova matice A hodnosti 1 , A = cl, pak

AN RLO <=3 A =0 K=> lc =04, kd6 B € o BN L

Je-1i tedy p¥i h(A) 1 neéjaka mocnina An nulova, je hned

druha mocnina nulova a nastava to, pravé kdvZ v ka¥dém jejim

cl-rozkladu jsou r-vektory 1, cT ortogonalni.

G. VYJADHENT MATIC JAKO SOUCET MATIC HODNOSTI 1
Hlede jme vyjadi¥eni (rxs)-matice M wve tvaru souftu

¥om P &, kde h(S5:) = 1. (15)
i
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Pak S, = wyvy; , kde uy je r—-sloupec, v je s-radek. KaZdy

soufinovy rozklad matice M dava podle (US) soudtovy rozklac

(9). Nap¥. lze uvést tzv. odd&leni ¥Fadkf, &i sloupct, matice M

r s
M= IrM = & O M % M = MIs = = mxie1 T ,
i=1 i=1
kde In = [e1.,€z2.,....,en] je jednotkova matice n—-tého stupnd.

V¥znamn& jig1i je souwdtovy pFepis tzv. LU-rozkladu matice M,
ktery vznika aplikaci Gaussovy eliminace na matici M hodnesti h.

Jsou—-1li p¥i eliminaci v¥echnv pivoty nenulové, pak
M= LU,

de L= 1] je delni trejvhelnikovd r-matice a U = [ux] Jje

horni trojdhelnikova (rxs)-matice. Podrobné&ji

l*i = £OL—1Tllal}.+1i:-*-:lr}.:[TJ Kl e == {01—1T1ulii---f‘~1£511

i=1,2,...,h; lyu_ = €1 ., Ui = €1 uiwx = OQT, PYO N S

Ode&itame-1i p¥i G-eliminaci dAsledn& postupné& v kaZdé podmatici
vhodné nascobky hlavniho Fadku od Padk@ nasledujicich, trale’ Kty
jsou shromaZdé&ny nascbitelé hlavnich ¥Fadkf a matice U je vys-
ledkem eliminace - srov. napi. [Vil0=76: 1301 S SMun—-8d =208 —a &
Mik-82: 63-4]. Podle (US) dostavame

M=1U = ; les s x = ; S kde S; = lwx:iuix (16)
i=1 i=1

Vzhledem k Jjednoznafnosti LU~rozkladu ([Str—-76:234-411;
Str-80:3710-8s5; BH=85b: 298 =F S M —cd - c9—4l; Mik—82:65] je teéZ
tento sou¥tovy rozklad dan jednozna&nég. LU-rozklad je tedv ekvi-
valentni specialnimu soudtovému tvaru: v i-tém Zlenu za¥inaji
vektorvy (i-1) nulovymi sou¥adnicemi a sloupec mé navic prvni
nenulovou souradnici 1 Maticové slitance S; majl pouze dole
VPYAvo riErnal owvy ((r-i+l)x{s—-i+1))-blck. Tento blok se pro
g 1.2 ,..,5h zmen¥ujie. Jinak Pelienc: s¥itanec S hodnosti 1
odebira levé a horni jedneoradkoveé nenulové vroubeni nenulového
bloku mezivvyeledkové matice Mo SOEF AT, S A i £h . Spe-
cidln& ©5Si1 odebiria levy horni okraj vvchozi matice M

H. SPEKTRALNI ROZKLAD SYMETRICKE MATICE

Ka2da realna symetricka r-matice M ma » vlastnich real-

nych &isel di,...,de , Xk nimZ lze vvbrat systém »r (realnvch)
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ortogonalnich wvlastnich
And-78:641-51],

vektora e ey A [Fie—-81:539-4156 ;

Tento fakt ma maticovy zapis
MU = UB . - kde U = [ st doae Desadiaged{dis i}
Po Upravs ﬁkl = UTJ dostavame
M = UDUT ,
ti., ¥2e symetricka matice M je ortogoniln® podobna redlné dia-

gonalni matici D [Par—-83:22:-3%; BH-85:1423;-512], Souwfin vpravo

lze rozepsat jako soufet pomoci (US):

5

MR = CFelnds s, oL rdde U TR, o e RS s SRy, Ay T

i=1
- KaZdou symetrickou r-matici M lze tedv vyjad¥rit jako linearnt
I Eombinaci matic wywT hodnosti 1 (vn&jiZSich soufinf wvektor ug)

8 koeficienty rovnvymi p¥risluEnym viastnim &isl@m d;

Fal
M = Zdj,ULU;T . (SR)

i=1
Specidlng pro jednotkovou matici I (reli vlastnich vektort zde

mAZe hrat kaZdy ortogonalni svstém vektorf) plati

Ui e T
1

=
]
|

i

Souftovy rozklad (SR) Jje znam pod nazvem spektralni rozklad

matice M [Par—-83:22z; BH-85:1733-43]. Lze jej odvodit rézn

MCA-78:67/71]. Casto se uZiva v souvislosti se syvmetrizact

{rxs)-matice M piFechodem k MMT , resp. MTM . UmoZiuje nazorné

formulace a dovoluje nové formy dbkaz@. Nachazi uplatn®ni nap¥.

i vypoftu vlastnich &1imel symetrickych matic tzv.

]

metodou vy-
Ferpavani, &i redukce. Zde se po nalezeni maximalniho wvlastniho

#isla di hledia maximalni ¥islo zGZené matice M =M - dguyu T ,

atd. (Par-83:97-9; Ral-73:5215-45]. V [And-78:297-303,316;
"M-69:31] se pojednava o vvuZiti (SR) p¥i faktorové analvze,
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A

Pluodn¥ (v tradi¥nim smyslu) se jimi rozumi matice odpovida-
jici tzv. elementarnim linearnim transformacim skupin vektor@,
které zachovavaiji dimenzi jejich linedrnich obalfl. Specidln& jde
© transformaci skupin uspofadanvych n-tic &isel zpravidla zapsa-
nych ve form& matic.

Obecn& jsou elementarni matice definovany jako ¥tvercové ma-
tice stupn& »r , kterdé lze vy jadrit jakeo soufet jednotkové matice

I a matice A hodnosti 1 - tedy:
E=I-A=1-cl. i

- Elementarni matice jsou vlastn& jednohodnostn& pozm&n&né jednot-

- kové matice. Jednotkovou matici I povaXujeme téZ? za elementarni.

~ A. ZAKLADNT A AGREGOVANE ELIMINACNI MATICE

Cilem Gaussovy elimina®ni metodvy je piFrevod dané matice na

" tzv. lichob&%nikovy tvar. K tomu se uZivaji elementidrni operace:

a) nasobeni (&i dé&leni) i-tého PFadku nenuleovym &Eislem o ,

b) ode&teni d-nasobku (hlavniheo) i-tého ¥Fadku od (nasleduji-
ciho) Jj-tého PFadku,

c) prohozeni dveou ¥adkd (i-tého a j-téhe).

}P?i ¥eBeni scustavy linedrnich algebraickych rovnic s matici A
ftEmto vpravam odpovida nasobeni matice A zleva maticemi (srov.
nap¥. [(Ikr-83:127; Str-80:30-4,39-43; BM-79:237-8; DN-82:29-30;
;37*64:2410—272; Gan—-66:49]) :

N () = diagll,....l,d,1:....,1} o <2 8 Jje na i—tém mistsE,
- J 1 )
Gyji () = |1 l | p Pig = |1 ‘ . (2)
i il 3 a d
bj el = 1 5 1 0
1 1

| rvky nevypsané na hlavni diagonale jsou 1, vBude jinde jsou 0.
Zajimava informace v té&chto maticich je dana (p¥i daném tvpu

tice) pozici a hodnotou jediného prvku:
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pozice hodnota
Ni () (1,31 o«
Gy i () fds 11 o
Py B e g bl B 1

V¥znam pojmu elementarni matice zdfraziiuje znamy fakt, Ze
kaZdou regularni matici lze vy jad¥it (dokonce nekone&nd& mnoha
zplsoby) jako sou¥in elementarnich matic uvedenvych t¥1 zakladnich
typ@ - srov. nap¥. [BM—-79:239; DN-82:33]. Z praktického hlediska
volime ovEem urfita standardni vyjadient.

Elementarni matice (v Bir&im smyslu) postihuji téZ nap¥. ag-
regované operace [Vil0-76:130-1; Ikr-83:128; Mur—-84:154-6,228 -4;
Sto-76:135; Tew-77:3015-415,109-13,116-7,12210~-312;VK-84:161] pro

a) Gaussovu eliminaci sloupce pod diagonalou,

b) Jordanovu eliminaci sloupce mimo diagonalu.

- Maticov® jde op&t o nasobeni zleva maticemi

i T
G = |1 y Ji = |1 —cly . 2)
i i i il
e S T | G- dir
=cli +2 \ =ely 2 \
"C{r .lJ _C{r l

. Nasobeni matici G, zleva zarizuje od¥ftani o -nasobk@ (hlavni-
i ho) i-tého radku od vBech nasledujicich k-tych radka,
- k=i+1,...,r. P¥i nascbeni matici J; ge nascbky i-tého Fadku od-
}Eitaji navic té% ode viech p¥edchozich ¥adk@, k=1,...,1i-1.

?s. VZTAHY ELIMINACNICH MATIC

VvEimn&me si wvzajemnvch souvislosti uvedenvch elimina¥nich

ﬂmatic a nEktervch jejich vlastnosti.

Snadno nahlédneme, Ze permuta&ni matici Py lze jiZ wvwyjad-

Q§1t pomoci matic p¥edchozich dvou typ@ N, G,y nap¥. nasledovns:
B = Ny (=1)Guy (=106 g L)Gui ()

To je patrné z vyznamu vvpsanvych matic nebo lze pronasobit
fsgjich vy jad¥eni pomoci jedniZkovych matic (srov. K2C(9)), i ve

;tvargch (1), wu¥ivajicich jednotkovych vektord ey (vvrazyv jsou
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uvedeny v nasledujicim pi¥ehledu (12)). Plati totiZ z¥ejimé

N.t ('—l) I - 2U1__|_ A 29191T ’

gl da e ] % = RN RSt S e e, T e e Sy

2 wvyznamu matic Giy, Gt plvne, 2e "od&itaci" gaussovska

matice G, Jje soufinovym Sgregateom matiec Gy . J=itl, 0.0 v
B Ty i ipges ) = Gians Coliat) sus Gre 600G (4)

CoZ2 lze té% snadno oveE¥rit vypottem.

Z¥eim& pre k <> i plati

Bri OB (B) = (1 = sl i(T = Bls ) = Whslhi-0lvn
= I - C{U.Jl = BUk; 5]
& obdobn® p#i prohozeni Sinitel@ pro j <> i . Matice Gji., Gki

jsou tedy v (4) komutativni, a proto na potradi Z¥initelfl nezale¥i1.

Matice G; jiZ obecn& nekomutuji. Pro i < j mame

Gy Clier s oo ediGyeliern siraiel | oridine
T F oo
=l T — & THpbles e o= B e gy ) =
p=i+l g=3%1

I - ZupUps — ZoqUay + ZZ HpTaUpi Uqy =

P a Pa
=Sl —trnploy e raallly = & + G; = 1, (e}
I3 g
BRebot! Up:iUay = 0 pro 1 < j<aq, ti. 1 <> q . Upravou je jel-

- t8 zvvyraznén prakticky vyvsledek: soufin G G, Pro. i< 7 dopta-
. neme p¥epsanim poddiagonalnich prvkf t&chto matic do matice I

P#i p¥rehozeném poradi matic vvide

51 LS w1 pwen ST )Gy (]-11-1-1. PR JU-I‘) = I"E]J.pUpj_ -20qUay - oy Eb'qu,_ 2

J= g a
kde je oproti (6) navic vyraz s jedni&kovvymi maticemi Uq; ,
'q = i+1,....,r, které zbvdou z dvojité sumy. Odpovidia to e

z SehoZ vychazi Uaq,U;ys = Uay <> O . Plati tedy

mﬂi Matice R e T e M o i (CTJ-P].;o--;Ur) tvaru i )
jsou komutativni, pravé kdyz w = 0 . Ll

Pro pofietni praxi plvne z (6) op&t dlleXity poznatek, ¥e us-

poiadanou goulfinovou agregaci matic G vznika dolni trejdhelni-

fuova matice:
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et = Giited , vy Yoz (B ol LB ) s CRl P 1 0 0 - T (7)

312 sestavime jednoduite p¥evzetim poddiagonidlnich prukf matic G
(na diagonale ma& T samé jednidky). P¥i k < r ma matice ’F

VPrave dole pod diagonalou trojuhelnikové schéma nul. Formalné&:

Tk=G1+...+Gk"{}S—l)I=
= I + {g1 ;gz;--o;gk_;ofa--ao) ’ (8)
kde = F 3 = [O:---;01“1+11--.1“r ]T
Obdobn& jordanovsk& matice J; je sou¥inovvym agregatem ma-
ic G, s
J-I.(dla---Jdlwlic{}.-t-la-‘.;dr) =
eGPl (i) . oo Bl (i -1 )8 sta (efi+1) .. Bpilar) =
S 8. G Ay (o g DT Gt e e s €9

kde jsme pro zkriaceni zapisu pou¥ili matici G . Op&t nezaleZi na

potradi #¥initelq.

Matice 4 rovné&¥® obecn® nekomutuji a situace je o© né&co
Borsl neX u gaussovskych matic G . Pre I <€ 7 Je
S L e e S L B )T T s s T TR T T e e ]
= Jj_ o JJ T I + o']_ELlpLJpJ a (10)
P

Prohozeni &initel@ dava

oy Ee e i S e S Y T s P A P B |
g
Lema: Jordanoveké matice i C e e sy e R e s [ )
R T T T D e s ) tvaru (2) jsou komutatiwvni,
praveé kdvz u, = o = 0 . EE

VZechny matice wuvedené v (2,3) lze ovBem vy jad¥it ve twvaru

(1), jak shrnujeme v p¥ehledu:

Ny, =1I- (1-)esesT , (12)
G;jy =1 —~LyenT ,

Py = I - (e — 05)(ey - )7 ,

B =I - [0,..:.,0,0,ki6800r0clelTaiT ,

Ji = I = [A1sererclims 0,efiatpene,cle]TorT

C. ORTOGONALNI ELEMENTARNI MATICE

Nasobeni ortogonalnimi maticemi =zachovava euklidovskou nor-
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MU, coZ vede k numericky stabilnim algoritmfm. Prakticky uZivané
matice maji tvar

Q=1 - 2uuT , kde lul = uru =1 . (13)
Tato matice je oviem elementdrni, svmetrickad a ortogonalni:

(I-2uuT) (I-2uuT)T = (I-2uuT)2 = I - 4(uuT) + 4(uuT)2z = I

Obvykle m& vektor u op&t série nulovych souFadnic. UZite&né

jsou napi¥. r-vektory u twvaru:
i
s = [0;---¢0;C(1,...,dr ]T ’ szz = b (14)

JestE speciidln&i®i jsou vektorvy pouze se dvEma nenulovymi sourad-

Bicemi na mistech 31, 7
Uy == EO;-.-40;?{;0;---;04}’101---40]’1‘ ’ kde e ot yz =l

P¥isluBnad elementarni matice R, se l1isi od jednotkové matice 1

pouze ve Ctyivrech priselficich i-tvch a j-tvch PFAdkG a sloupct:

By 0= T =020 08T = I — 2(x21 2 lluetbarell gt ol e (15)

Ctverice zajimavyeh prviki tvo¥l (2x2)-—-matici (je x2+tyd = 1)
1-2x2 =-2xvy = [; = gin | = |1 coSedidn: nEdies £16)
—-2xy 1-2y2 Vv =—COoSs -1|{—-8in2ad cos2d

Posledni matice v (16) p¥Fedstavuie otofeni v rovin& o UGhel 2«

? D. NASOBENI ELEMENTABRNICH MATIC

Niagobeni cbecné r-matice M elementarni r-matici E = I-cl

provadime Usporné:
ME = M(I — ¢l) = M- (Mc)l =M - dl

Zde vpravo se provadi 1 skalarnich soufin@ r-vektorf (¥adkf ma-
: tice M a sloupce <¢). Vznikly sloupec d := Mc se nasobi ¥»ad-
~ kem i, Celkem tedy soulin ME spotiebuje 2re nasobeni
a 2rz-r s&itani, coZ je radove mén& neZ p¥i obecném maticovém
nasobeni bez vyuziti informace o struktu¥e matice M . Podobn& je

} tomu oviem p¥i prohozeni finitelf:
£T -~ cl)M = ¥ - ec(1lM)

Nasobime-1i mezi sebou dvé& elementarni »-matice E; =I-c;l:,
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= T-co1;, pak

el = e ds (T — czlz)

I - 11y - 21z + c1(licz)lz =

= Bi = [eg = (licziesilz
€OZ obecn® vyZaduje ji% pouze rz+2r nasobeni a r2+2r-1 s¥ita-
ni. Vznikla matice nemusi byt oviem elementarni. Plati toti¥%

0 < h(c1l:s + c21z - (licz)cilz) = 2,

nebot se zde kombinuji{ pouze dva sloupcové vektory i, cz . Pod-
robn&iji:

V¥&8ta: Sou¥in elementarnich matic I-c3l;, I-cz2lz je elementdrnit
matice, pravé kdvZ aspol jedna z dvojiec ({c1.cz}, {11,121} Jes =
nedarné& zavislAa.

Bokaz. Ozna¥me P := cyls + czlz — pcilz , kde u = lycz, €1, Cz
g8cu r—-sloupce, 1l:i,1:z r-¥*adky. V¥raz pro P 1lze p¥Fepmat mati-

cove jako soulfin (rx2)-matice. (2x2)-matice. (2x»)-matice:

1
P = [m ch =l Ty
s il 12

Progtifedni (2x2)-matice je ovEBem reguldarni. Odtud a z nerovnosti

h(AB) < min (h(R), h(B)} pak plyne platnost v&ty. =
Vyznamné jeou t¥idy elementarnich matic tvaru
Be.a (o) == 1 - ocl , i17)
tj. matice se spolefnymi vektory c, 1 a 8 rQznym (normalizad-

'nim) skalarem o € R . KaZda takova t¥rida je uzavifena wvzhledem

k nasobeni:
| =gl i = yel)teE I = o v ~iariglel (18)
takZe

.1 (&9)Be,1 (T) = Eg,1 (O + 7 = orle) . (19)
Jednoparametricka t¥ida vEech matic Ec,. tvo¥i tedy wvzhledem

;k nasobeni monoid (pologrupu s jednotkou I ).
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E. INVERZE ELEMENTABRNICH MATIC

D¥ive uvedenéd "elimina®ni" elementédrni matice jsou reguldr
(Ni pPFi o«<>0). Obecn& viak mfi%e pFi&tenim r-matice A hodnosti
1 X regularni r-matici M (a specialn& k jednotkové matici I)

klesnout hodnost o 1, tj.
r-1<h(M+A) <+, M reg., h(A) = 1 . (2099

Pokud je vEak elementarni matice E regularni, lze snadno urd&it
jejii inverzni matici (ve t#1d& (17)). Vlastn& poZadujeme v (18)

anulovani koeficientu p¥i ¢l

Al e b e e

o)
I*
e
q
Il

14(¢1e) nemd tato rovnice ¥efeni. Jinak

3
1l

edtcl e ol A (21)
Vidime =zaroveili, ¥e platt

1 sl =gl . (22)
Celkem mame uZitelny vvsledek

f{l ~ ogl)i=t = 1 = ol Bros . o, crs e Ol Yine
ey & = o lcle — 10 (233

Inverzni matice (pokud existuie) E-1 Xk elementarni matici E Jje
tedy op&t elementidrni matice a k jejimu urfeni sta¥i jediny &i-
selny parametr = . K uchovani r-matice E tvaru (17) a jeiji in-
verzni matice stafi tudiZ celkem pouze 2r+l1 parametrt (p¥i nor-
malizaci vektor@t c, 1 ).

Je—-1i navic jednohodnostni souftova slo¥ka ¢l elementarni

matice E = I+cl nilpotentni, 1% 8 Jod =2 0 7, pak jednoduie
v = -c , takZe
P gt = T = dl pri le = 0 . (24)

F. SHERMANOVA-MORRISONOVA IDENTITA

Z poznatku (23) o inverzi elementdrni matice plyne velmi
u%itedné vyjadireni vlivu jednohodnostni modifikace invertovang
matice M na Jjeji inverzi. Je-1li M := M - ¢l modifikaovana

matice, pak PO uprave

M - cl = M(I - (M-tc)l) = MEa,: (1) , kde d = M-1g
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vidime, ¥e mOZeme u¥it (23), z &eho? dostavame (ve jmenovateli je
ovEem skalar)

=1

]

Mo — gl )=l t= F T M=t A O] Mt e Y M e
M-i — M-igciM-1/(1M1c - 1) pro 1Mic <> 1 (SMi)

Jednohodnostni zm&n& invertované matice M odpovida tedy op&t
jednohodnostni zm&na vesledku M-1 ., Vysledek mad spi¥e teoreticky
vyznam. Rika se mu Shermanova-Morrisonova identita.

V¥sledek budeme specializovat pro jednoprvkovou a konstantni

jednosloupcovou a celomaticovou poruchu matice. UZijeme oznaleni

B Mxx. M = mxx, M1 = pxx, M1 = pPxx_ Pro prvky matic.
Pro jednoprvkovou poruchu o< pouze v mists i, g1 matico
M, t3. mu, =my; - &, M=M- ge;e;T , obdrZ2ime vztah
M1 = (M -~ ese;T)-2 = M1 - gM-1g, e, TM-1/(cde; TM-1e; — 1) =
= M=1  —s ol Dy s Sl P o (=25)

Jdsou—-1i shodné poruchy « pouze v j—tém sloupci matice M ,

B M = Mx; —adu , M =M - ctueyT , kde u = [1,....,1]1T , pak

M1 = (M - que; T)-1 = M1 - M-lug; TM-1/(dey; TM-1u - 1) =
= M=l = LA {oEpie — 1) (ZPx: JBrx . (26)
k T

Podobn® pro stejné poruchv pouze v i-tém Padku vvchazi

M=l = (Me— ey uT =l = M1 — o/ (cdippii—1 )by (P %) L2743
k i

Jeou—-1li poruchy po c¢celé matici M vBude stejiné, e,

By = m, - o pro 1i,7=1,...r, Pak
e s M S T 171 = MY = MU T L/ (Tt~ 1) =
= Medt = dfszi.)(EPJx)/(c( >3 Fiyg =— l) = (28)
i 7 o

Konstantu « 1lze interpretovat nap¥. jako zaokrouhlovaci chybu.
Jednohodneostni souftovou zm&nu obecné regularni matice M

1ze ovisem chapat jako jeji soufinovou elementdrni modifikaci:
M ~-A = M(I -M1R) , nebot p¥i h(R) = 1, je té% h(M-1AdA) = 1.

U%2ite&nym zobecné&nim (SMi) je tzv. EShermanova-Morrisonova-

; Woodburyova identita (jeji d@kaz lze nalézt v [NZ2-84:36-71):

ysta: Je-1i M regularni r-matice a U, V jeou (rxs)-matice,

kde »r 2 s , pPak matice M - UVT je reguldrni, pravE kdv¥ matice

k.
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Is = VTM-1U je regularni a platt
(M — UVT)-2 = M~1 — M-1U(VTM-1U - Ig)-1VTM-1 . (SMW)

= ; z 2 S
e = = 1 dostaneme ovSem Shermanovu-Morrisconovu identitu.

G. MOCNINY ELEMENTARNI MATICE

Bezprost¥ednim vypoXtem zjistime, Ze

GIaet ol )2 I = el wloci g o

(I + cl)°

GG R e ek s
a indukci odvoedime obecny vztah (Crnx ozna&uje "n nad k")
L+ IR =0l = I eEniCRy s o O, B sk i
+ Cn, n-18N"2 + gn=13icl , kde sg:=lc
Tento vyraz lze kompaktn& p¥epsat v&tvenim
I eiiglane = [ I = (lielieane = ) Atie)el BrEo Alie) 12 el
E o+ ncl =

- p¥i&em* prvni vyraz p¥echazi ve druhy p¥ri 1lc -> 0
Z odvozenvch vvrazfi pro En plvnou hned tvrzeni o vlastnos-

tech elementarni matice E

Iita: Necht E = I + cl <> I . Pak plati:

I

£ je idempotentni indexu n, tj. En = E, <=> 1lc =1L

e involutivni indexu n, tj. Er = 1, <=2 le -2 a n je suds.

l Elementarni matice neni nilpotentni, tj. En <> O pro viechna

Bh e N .
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Matice meznich hodnosti je esouhrnny nazev pro matice malych
hednosti (1, p¥{ip. 2) a pro matice ligfici se (aditivn&) hodnostné&
malo od regularnich matic, specialn® od matice jednotkové. Zeimé-
na jsou vyznamné matice hodnosti 1 a elementarni matice, jimiZ
8 rozumi jednochodnostni perturbace jednotkové matice.

Obecn& matice meznich hodnosti p¥edstavuil jeden z moZnych
Pristup@ k ¥efieni problém@ linedrni algebrv. Metoda agregace
t&chto matic a dekompozice jinych matic na tyto matice poskytuje
uZite&ny pohled na znamé v&ci, a tim otevirid nové cesty. P¥itom
se snadno formuluji odpov&di na n&které teoretické otazky.

S wvyuZitim informace o struktu¥e maticovych Zinitelf 1lze
nap¥. zlepZit algoritmy maticoveé algebry. Scoufinové agregity ele-—
mentarnich matic slouXi ke kompaktnimu popisu elimina&nich metod,
coZ wusnadfiuje a zprehlediiuje jejich analyzu. SouXtové agregaty
matic hodnosti 1 jsou p¥irozenvmi aproximacemi sloX2it&jBich ma-
ticovych objektf.

PouZiti zkoumanvych +tyvpf matic je b&Zné v numerickvych meto-—
dach. Vyznamné jsou p¥redevEim eliminafni matice, jejich svmetric-
ké verze se uplatitiuji nap¥. p¥ril vvpoltu vlastnich &€1isel matic.
P¥i sledovani vlivu poruch matice na vvysledek je vvhodné a p¥iro-—
zen&jsi uvaZovat jednohodnostni poruchy celé matice neZ zmény Jje-—
jich jednotlivvch prvka. Sem lze ¥Fadit téz Pfoblémy intervalové
Batematiky na pofSita¥ich [Nie-77:193-225} ap.

Je proto s podiwvem, Ze matice meznich hodnosti nezaujimaji
nalezité miste ve wvvuce linearni algebrvy. Metodologicke aspektv
problematiky a jejich metodické d@sledky zasluhuji i naddle po-
zornost.

Z praci autora se dotvkaji dané problematiky pFedeviim
[Vil0-76; Vi41-89; Vi42-90; Vid45-90]. N&které souvisejici algo-
ritmy bvly programové& realizovany na r@znych typech (mikro)po¥i-
taxf v pracich SVOC [S&38-87; SX44-89] vedenych rovn®¥% autorem.
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A. TERMINOLOGICKE A HISTORICKE POZNAMKY

Pojem hodnosti matice zavedl J. Sylvester kolem r. 1850. Ne-
dal mu vSak nazev, co% je p¥Fi jeho vAaBni zavadst nové terminy
t&Zko vysvEtlitelné. Termin pochazi od G. Frobenia (asi r. 1879)
Z némeckého Rang = ptupeii, $ad). Definici adu determinantu
a nazev Rang zavedl L. Kronecker r. 1880. Podminku ¥egitelnosti
soustavy, jeji%2 hodnost je rovna po&tu rovnic, formuloval J. He-
ger r. 1858.

Pojem hodnosti matice a Frobeniova (¥i Kroneckerova-Capelli-
ho vata) o ¥Ye¥itelnosti obecnd soustavy se objevily nezavisle
v Pracich n&kolika v&dcfl. Formulace pomoci hodnosti je od A. Ca-
Pelliho [Sed-84]. Pruni vytikt&ny dekaz této v&ty nale®:i Ch. L.
Dogsonovi (1832-1898), ktery je znam (pseudonym Lewis Carecll) ja-
ko autor "Alenky v kraji divfi a za zrcadlem" [Gus—-83:213%111].

Maticova identita (SMi) popisujici vliv jednohodnostni per-—
turbace matice na jeji inverzi se p¥isuzuje Shermanovi a Morriso-
novi (1949, 1950) [(Wil-77:53-8; Mur—-84:171-13], Bvyla mnochokrat
znovuobjevena. Aplikace ortogondalnich matic tvaru A - 2uuT pro-
pagoval Householder (1959), po némZ se nazvyvaji scouvisejici algo-
ritmy. Pro komplexni u jsou matice I - 2uul unitarni a hermi-
tovské. Householder (1964) je nazval elementdrnimi hermitovskymi
[Wil-77:73-84]. Redalné otafeni roviny pou¥2il poprvé v numerickeé
analyze Jacobi (1846) pro redukci realné symetrické matice na di-
agonalni twvar. Givens je uZil (1954) poprvé na redukci t&chto ma-
tic na t¥idiagondalni tvar a nasledng& v cbegn&jEich socuvislostech

(1958). Odtud nazev algoritmy Givensova typu [Wil-77:915--1].



—-327- C3K4. Poznamky e

B. POZNAMKY K LITERATURE

Matice hodnosti 1 ge p¥rilif asto v literatui¥e nevyskytu-
ji. V nam dosa¥Xitelnych Zeskych matematickych ufebnicich a skrip-
tech jsou explicitn® uvedeny pouze ve sbirce [Pyt-85:26]1, kde se
hovori o jejich sloupcov&-¥adkovém vy jad¥ent.

V soufasnych sov&tskych ufebnicich nejsou matice hodnosti 1
rovn&Z priliE frekventované. Ve cvideni v [KM-86:3716-17] se ma
ukazat, Ze &tvercové matice hodnosti 1 lze wvyjadiit jako sou&in

sloupce a Fadku. Ve sbirce tGloh [Ikr-83:83>-4] se ma dokazat, Ze

(rxs)-matici A hodnosti 1 lze vvijad¥rit jako sou¥in souiadnic
P vektoru (by,....br) a s-vektoru (Ci1.....cs) tak,  Ze plati
aiJ = biey. Je kladen dotaz, =zda je toto vviad¥eni jednoznal&né.

V pofitalovE® zam&E¥eném pFrehledu vysledktl [VK-84:315_-4] nachazime
matice hodnosti 1 v paragrafu v&novanédm determinantfim, minorfun
a dopliik@im. Zde je konstatovana moZnost jejich rozkladu na soufin
sloupce a Fadku a rovn&¥2 moZnost rozkladu matice hodnosti h na
soufet h matic hodnogsti 1 , pFiemZ polfet s&fitanc nelze zmen-
Bit.

V&tg1 prostor je v&novan maticim hodnosti 1 v anglicke
knize [Str-76:70] a v jejim ruském p¥Fekladu [Str-80:93:15-4s]. Zde
s hovoii rovné&X o soufinovém rozkladu a o jeho vwuZiti p¥ri naso-—
beni dvou matic hodnesti 1 . V rozsahlém sborniku z konference
[Jac-77:55-83] Jje wvé&novano 29 stran wvlivu jednohodnostnich zmdn
matice na jeji soufinovy rozklad.

Shermanova-Morrisonova identita i s pojmenovanim je uvedena
‘v [Wil-77:49-5%; Mur-84:171-13], 2Zde [Wil-77:49_s] tvrdi, Ze jde
o nej¥asgt&ji uvZivany vvsledek v linedrni algebe a v linearnim
programovani. Bez nazvu se vvskviuje nap¥r. v [Ikr—-83:1415-1;
Gas-72:128nvII.2,1245-5]. V [OR-70:50; NZ-84:36-7] je tzwv. SM-
wWoodburvova identita, ktera je zobecn&nim SM-identity pro vice-
hodnogstni poruchy. V [Ikr-83:142%-16] jgou uvedeny specialni p¥i-
pady jednoduchych poruch matice. Nejsou vEak pouZity hv&zdiZkové
gymboly (a la PL/1), coZ vede k nutnosti zavedeni pomocné symbo-
1iky, ktera znepiehledriuje vysledky.

Permuta®ni matice (Bpecidlné transpozil®ni) jsou p¥ipomenuty
v [Mur-84:17145], kde se uvadi jejich vyjad¥eni pomoci jednotko-
vych vektor@t ex . O jejich vztazich k permutacim se pojedniavia
nap¥. v [KST-71:304-14; Kal-73:186,408; Kos-83:149-50].



-401- -401-

Cast IV. (Mikro)po¥itafe ve vjuce matematiky

Pritomnost vypo¥etni techniky se projevuje stale vvrazn&ji
VvV obsahu a formach vyuky. Mnozi pedagogové se snaZ2i vyuZivat ve
BVEé Praci modernich prost¥edkf = cilem usnadnit a zefektivnit pe-
dagogickou praci. I kdy*? je nutno konstatovat, ¥e plany a piede-—
vB8im realizace se zpoZduji oproti pfvodnim progndzam, pFesto lze

Bledovat zesilujici zijem o tentoc smé&r.

C4K1. PROMENNA ZADANI V METODICE MATEMATIKY

Velké Gsil1 se vvnaklAada zejména na po¥itafovou p¥ipravu in-
dividualizovanych zadani. P¥itom je p¥Firozenad tendence uZivat
pP¥i¥azovani uloh prost¥ednictvim nahodného generatoru (viz teéZ
[Kad-74]). Tento postup p¥redpoklada p¥imy p¥istup student@ k dos-
tatefnému po&tu vhodnyech terminalf. Pokud neni takovy predpoklad
SPln&n, vznikajf{ zna&né administrativni potiZe p¥i zadavani, sbé&-
ru a kontrole vysledkf.

Na KMA VSST byl zvolen jiny p¥istup, ktery znadn® zmenZuje
zmin&né potiZe. JiZ vice neZ 20 let se pouZivaji ve cviZenich
tzv. prom&nnd zaddni (=p—zadidni). Prom&nné zadani (=p-zadani) lze
v prvnim pPribliZeni chapat jakeo ¥Fet&zec sestavajici z konstant
(pevna kostra = skelet) a 2z prom&nnych (prom&nna Cast ret&zce).
Obecn&ji jde o datovou strukturu s pevnymi a prom&nnvmi podstruk-
turami, které lze po konkretizaci interpretovat jako matematicky
problém. (Po¥adové) &islo studenta se predepsanym zpsobem promi-
ta do prom&nnvch mist, &im2 vznikaji individualni zadani.

Rozvoj této metody sméruje k minimalizovani administrativy
a mechanické prace souvigejici = distribuci zadani Udloh a se sb&-
rem a kontrolou vysledkf. Urovni disponibilnich poZita®f je dana
mira redukce papirového prostiednika v trojlhelniku pedagog-stu-
dent-gtroj s prehlednou komprimaci vvysledkf.

Prom&nna zadani bvla uplatn&na nejd¥rive v numerickém prakti-
®u [Vi6-73; Vi8-75; Vilza-77; ViU-71; Vib-73; Vill-77]} a po dob-
rych zkuBenostech byla peostupné p¥endfena i do jinych matematic-
kych disciplin - viz nap¥. [Vil2-77; Vil4-78; ViT-77; Sru-77;
Vi7-75; Vil-77; ViN-79; ViZ2-79; ViD-79; Vi24-80; P¥1-85; KS-91;
Nek-91]1 a téZ2 [S&7-10-79;14-80,23-83;30-85;33-86].

V dalgim se budeme v&novat n&kterym problém@m spojenvym s u-

platnénim prom&nnych zadani v metodice matematiky.
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A. PRIKLAD PROMENNEHO ZADANT

P¥i procvi¥ovani aplikaci derivace v zakladnim kursu analyzy
Pot¥ebujeme série uloh k tématu hledani extrémf funkce jedné pro-
m&Enné na zadaném intervalu. Konkrétni udloha na dané téma m@Ze mit

nap¥*. zn&ni:
Najd&te nejimen&i hodnotu funkce
it & (1)

Yy = na intervalia <2; 3>
8in2 (x3 + 4x2 + x + 1) + 1

Série p¥ibuznych Gloh je pak charakterizovana urditou spole&nou
asti - nazv&me ji skeletem - a prom&nnou Zasti, kterd je uspora-
danym schématem prom&nnych mist. Jednotlivé ulohy se dostanou
konkretizaci prom&nné &asti. Skelet spolu s prom&nnou asti bude-
me nazyvat prom&nnym nebo parametrizovanym zadanim (strulné
p—zadanim) .

Z uvedeného zn&ni Ulohy (1) miZ2eme vytvorit nap¥. nasleduji-

ci1 p-zadani vhodné pro vvietiovani extrémf:

Najd&te up hodnotu funkce

al
y = B (2)
gaZ[x8 + (=1)rdx2 + x o (L+1)] + 1

na intervalu  <2; uE3>.

Zde symboly e, Fa, ', ds, t, u oznafujli proménna mista a zby-
tek tvo¥ri skelet. V tomto zadani je tedy HBest prom&nnych mist.
Jednotlivé prom&nné mohou v ramci souboru uleh nabyvat hodnot
z ur&itych, &asto kone&nych mnoZin.

Porovnanim p—zadani (2) s vychozim tvarem (1) shledavame, Ze
prom&nné jsou r@znych typh, tj. prebihaji rzné mnoZiny. V dalsim
pudeme (uspo¥adanym) typem rozum&t usporadanou mnoZinu pripust-
nych hodnot prom&nné (analogicky jake v teorii programovacich ja-
zykf). Prom&nné r, t, u mohou byt nap¥. celofiselné: r, t,
u € 2, prtitemZ pro r gtadl dvouprvkova mnoXina {0;1)} a pro ¢
je z vypottovych dbvodt zadhodno volit pouze mnoZinu {0; 1; 2; 3).
Prom&nna we ma& vyznam p¥ivliastku, nap¥. up € P = (nejmenii,

nejvEtsl} ; ga Je funk&ni znak, nap¥. gq€ F = (8in, com, exp);
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koneXng oAs je opera¥ni znak, nap¥. ds € A = {+,-,.,:,%} .
V jinych p-zadanich se mohou oviem vyskyvtovat je#td dalsi typy
Prom&nnych - nap¥. rela®ni znaky, k¥ivky ap. Soubor typ@ promé&n-—
nych a jejich vzaAjemné vztahy jsou charakteristické pro danou

disciplinu.

Tyrp T mohutnosti n(T) je wvhodné zadavat ve tvaru tabul-

ky, v ni% jsou cislovany jednotlivé hodnoty 70, ..., Tn-1 Pro-—
ménné 7T typu T , 7 € T:
| i ‘ a l 1 l 2 | ...l n-1 ‘
L ER R E e -
gtr )l el Ty T2 e Tn-1

Tabulky pro nefiselné tvpy z ilustrujiciho p—-zadani (2) Jjsou:

Rl o de 08 o e

(4)

iy

Poznamenejime hned, 2e prom&nnd a pevna &ast p-zadani Jjsou
relativni: v rozsahu dané podsérie uUloh (nap¥. pro krouZek v ram-—
ci paralelky) mohou n&ktera promé&nnad mista byt konstantni, a na-
le?1 pak do skeletu podsérie.

B. KONKBRETIZACE P-ZADANI

Zadani s prom&nnymi misty Jje vlastn& dlohotvornou formou.
Predstavuje totiZ cely soubor uloh, které dostaneme, dosazujeme-—
1i za prom&nné z jejich typa. VaZeme—-1i konkretizaci na celo&i-
gelnou prom&nnou, pPak rPr—zadani je vlastn& zobrazenim poliateXniho
Useku p¥irozenych &isel na mnoZinu udloh. Pro praktické pouZiti je
t¥eba stanovit Jjednoduchy zpfisob pFi¥azovani konkrétnich dloh
jednotlivym &lenfm gtruktury studentské skupiny. V nejjednodussi
podob® jde o zobrazeni poradového &isla do schématu parametrizace
éroatfednictvim uspoiradaného souboru typd.

Necht schéma parametrizace p-zadani ma d nezavisle pro-
m&nnych mist 8 prom&nnymi typld Ty, I = 1, 8, «.vpds G mOBULS
nostech b1 = n(Ty) a studentska skupina S m& mohutnost n(S)

a je ugpofadana poradovym Eislem =2 € K = {0, 1, o (NC8I=133.
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Pak p-zadant je sloZ2ené zobrazeni:
K -> TixTex ... xTa =-> d-parametricki mno¥ina dloh.

355 51 € n(S) £ n(Ti)d...n(Ta) Jje jednoduché prosté prirazeni
Uloh &lenfim skupiny realizovano nap¥. algoritmem p¥evodu porado-—
vého &isla = 2z desitkové do obecné pozi¥ni (vahové) soustavy se
zaklady &  (viz [Vil8-79]). Polo%f se h == a pro i=1,2,...,d
Be vypo&te c¢; = mod(h,by); h := h + by, kde funkce mod udava

zbytek pFi d&leni ¥isla h &islem b;, znak + oznalfuje celofi-
selny podil. Pak

[li0 = £Cd---C2C13 =
Ba o b by
=gy Foocekhy +oesbibs € ... + cabi...baz3 =
d i1
= (=] bJ,
i=1 i=1
il 0O < oy < 5 Pro i=1,2,....d a vvyrazy vpravo chapeme de-—

sitkovE. Za i-tou prom&nnou v p-zadani pak dosadime 7(ci) z ta-
bulky T:.

Prakticky vvstafime s nejvvyd osmi p¥Fevodovymi ciframi, preo
n&% se pouZiva bezindexové oznaleni:

[poifadoveé &islolio = [wvutsrap] :
Bas s b by

[121401])2,3,2.85, 4, 2
[000000]z,3.2.5., 4. 2

]

Nap¥. [473]10

a ovBem [0Olio
Konkretizaci p—zadani (2) pro poradové &islo 0, regp. 473, prost-—
¥ednictvim tvpt (4) tedy dostavame Glchu (1), resp. zné&ni:

Najd&te nejvEtsi hodnotu funkce

1
y = na intervalu <2; 4>
2(x3 —-4x2 +x)
e -

V nejuZitefn&jfim pripadé, kdy vBech d tvyp@ ma stejné mo-
hutnosti & , ti. by =b pro i =1,...,d, jde o obvyklou po-
zi¥ni soustavu se zakladem b . (Znamy algoritmus pFevodu je uve-
den nap¥. v [Vil6-78]1.)

Nelze-1i zajistit stejnost rozsah@ viech typfl, pak je zahod-
no je wveolit jako mocniny spolefného zakladu =z . Tedy b; € (zm,

1 ,2,...) » kde =z € {2; 3} . Prakticky p¥ichizeji v dvahu pos-
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loupnosti 2, 4, 8, 16, resp. 3, 9, 27, prifem#? vidy posledni roz-
sahy zpravidla odpovidaji &iselnému tvpu. Tento p¥ristup se uplat-
ni v ramci jednoho p-zadani = r@znymi typy, a té% pro posloupnos-—
ti p-zadani na rfzna témata. Pak posta&i provést prevod do sou-
stavy o zakladu z . VEechny prevodové cifry ziskame jednoduse
seskupenim cifer do p¥isludnych m-tic (srov. (Vil6-781).

Vyskytuje-li se v p-zadani jediny &iselny typ T - kterv se
m@Ze uplatnit na vice mistech zadani - pro n&ji%2 n(T) > n(S) ,
Pak se jedna o p¥imé uplatn®ni po¥adového &isla v zadani. Tento
PFistup je uZiteZny v ulohach spife pofetniho charakteru.

V praxi se pouZiva t¥1i zpfisobf uplatn&ni &isla studenta:
PFimé, prevodové (¥asto do pozi&ni soustavy s malym zdkladem)
a kddové. P¥evodova a kédova interpretace maji dvé pFednosti:

a) umoZiuje vyu2it vBech mo2nosti, kterdé dané zadani poskvtuje;
b) znesnadiiuje p¥ipadné nasazeni pofita¥e ze strany posluchadf.
Jistou nevvhodou je v&tEi chyvbovost p¥i konkretizaci.

P¥ipojme JjeBtE, 2e specidlnim p¥ipadem p—-zadani je nap¥.
tvoreni viech d-prvkovych kombinaci z danych d tématickych ok-
TRl otdzelk %i p¥ikladd o rozsazich &, i=1,...,d. Zde typem  I;
je série by analogickych Gloh. Cifrv ¢ p¥evedendho studento-
va &isla pak maji vyznam poFradového €isla otazky =z p¥Fisluiného
tématického okruhu.

C. METODIKA TVORBY P-ZADANT

Jak byvlo uvedeno v ¥l. B, vyvchazil se zpravidla z tyvpickeé
konkrétni Glohvy pro dané téma. Volbou p¥im&¥eného poftu prom&n-—
nych migt a stanovenim jejich typ@ se dosp&€je k poZadovanému
p-zadani. P¥itom je t¥eba v&novat znalfnou péfi jazvkové formula-
ci, ktera by m&la byt co nejpfesn&isi, ale zarovel co nejiméns
nep¥irozena. Toto vvZaduje dostl znafné usili, jehoZ vvsledek je
nutno nechat opakovan& oponovat zasvé&cenymi a zkufenymi kolegy.

Zvlaktni roli ma konkrétini Gloha odpovidajici poFadovému
%i{glu = = 0. Byva to zpravidla Gloha vychozi, kterou lze nazvat
vukitelskou". Ta je urfena k piipadné demonstraci procviZovaného
postupu, a predevBim by m&la poslouZit ke kontraole spravné p¥rip-
ravy p-zadani pro zpracovani na pofita&i, pFipadn® ke kontrole
zm&n provedenych v programu. Proto pro = = 0 by m&lo jit o ulo-

hu typickou, avBak se gnadno kontrolovatelnymi vveledky.
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Poznamenejme, %e z uUspornych d@vodfi (uleh¥eni p¥Fipravnych
Praci, Bet¥eni strojovym &asem) je zahodno navrhovat celé série
(5 aZ 10) p-zadani, z nich® PO zpracovani vybirame vhodné.

NavrZenim p-zadani oviem prace autora =zdaleka nekon&i. Je
t¥eba predeviim jelt& stanovit tzv. kritéria nevhodnosti (ta se
zpravidla formulujf snaze ne¥ kritéria vhodnosti). Konkrétni Glo-
hy povaZujeme zpravidla za nevhodné, nastane-li p¥i jejich Fesent

n&ktery =z t&chto pripadft:

a) Selhani metody. K tomu dochizi, jsou-li poruBeny pFredpok-
lady Usp&¥nosti metody. Nap¥. funkce neni definovana, v pr@b&hu
vypoftu dojde k d¥leni nulou, matice soustavy je singuldrni.
U infinitnich metod m@¥e nap¥. dojit k divergenci procesu.

b) Neinstruktivnost. O té hovo¥ime, je—-1li préb&h vypoXtu ne-
typicky. Nap¥. v konkrétnim p¥ikladu vyijde, Ze se ma hledat ex-—
trém konstanty, nebo p¥i pouZiti p¥ribliZ2né metody vvide chyba nu-
lova.

c) Nep¥im&trend narolfnost. Narofnost zpravidla posuzujieme ze
dvou hledisek: z logického a po&etniho. Nap#¥. u funk&nich &i re-
la¥nich typl mbZ¥e bvt logickd narofnost wvelmi nespojitou funkeci
proménné. RovnéZ u pofetni narofnosti poZadujeme, aby p¥Filis ne—
kolisala v rozmezil intervalu po¥Fadovvych &isel. Neprim&¥enosti pak
rozumime p¥riliz® malou, nebo naopak velkou namahu (vzhledem k proi—
m&Eru), kterou je nutno wvvnaloZit na vy¥eBeni pi¥rikladu. Nap¥.
u infinitnich metod Jjde o nep¥rim&reny polfet krokfl pot¥ebnvch
k dosaZXeni poZadované p¥resnosti. Nebo naopak n&kdy mfZe existovat
moZnost uhodnuti Frefeni. Stanoveni hranic narofnosti je do zna&né
miry subjektivni.

d) PotiZ%e p¥i vvpolftu. Ty do jisté miry souviseji s p¥redcho-
zim pFripadem. Mohou byt viak téZ vyvolany typem vypofetniho pro-
st¥edku, jehoZ pouZiti se piredpokl ada. Nap¥. mbZe wvadit nevhodny
rozgah vvsledkf a mezivysledktl. U kalkulafek bez pohvblivé Sarky
dslaji potiZe velké ¥Fadové rozdily mezivysledka.

Kritéria nevhodnosti slouZi tedy k pro¥iftdni p-zadani od
nevhodnych tGloh, a prispivaji tak k zajiEté&ni regulirnosti a ne-
trividlnosti a 8 tim souvisejici srovnatelnéd pracnosti v rozsahu
posloupnosti tiloh generované p—zadanim. N8kdy dokaZXeme Gplnd® ana-
lyzovat p-zadani, jindy je moZno vyuZit urditych specidlnich teo-

retickych poznatk@ (srov. napt. [Vi8-78]), a ¥asto se musime smi-
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Bt 8 tim, %e mérii dvloh = t&mito vlastnostmi budeme pP¥i
Skeletu vyhledavat experimentaln® - nejrad&ji na pofitadi. P¥if
ocenime komenta¥ generovany v prab&hu vypodtu p¥rislusnymi Pr°gra“;
movymi konstrukcemi.

P¥ipadnych negativnich vysledk® mfZeme vyu¥it Xk upravé
P-zadani. To je mo%né v dfisledku zna¥ného nadbytku dloh generova-—
nych p-zadanim. N&kdy staXi se omezit jen na ur&ity Usek zpraco-
vané posloupnosti uloh, jindy mf@%eme usp&t zm&nou mohutnosti ty-
Pl. V pFipad& &iselnvych typfl Zasto postaXi zm&nit krok.

Metodické poznamky pro tvorbu p-zadani, véetn& formulovanych
kritérii nevhodnosti, by m&ly byt oviem samoz¥ejmou souXasti pra-

ci p¥i aplikaci p-zadani na novy tématicky okruh.

D. PRIKLADY POUZITI P-ZADANT VE VYUCE

Sledujeme-1li tématické okruhy osnov zakladniho kursu matema-
tiky, JjakoZ i kurs@ nadstavbouych, zjistime, Z2e tém&¥ v ka%dém
Zz nich mohou p-zadani najit dobré uplatn®ni. VEBimneme si n&kte-—
rvych moZnosti, které ji¥ bylv realizovany, a nazna¥ime p¥ripadnia
rozgireni aplikaZni oblasti.

Formy uplatn&ni p-zaddni ve vvuce jsou rozmanité. V b&Zném
cviZeni je pouZijeme ke kombinovani individu&lni a kolektivni
prace, nap¥. k podpotre sout&Zivosti p¥i porovnavani rvchlosti
v ¥eBeni individualizovanych Uloh stejného tvpu. Idedlni misto
nachizeji ve cvidenich tvpu praktika, v UdlohAdch pro dalkoveé stu-
dium a p#¥i ukladani nahradnich zadani. Komplikovan&j®i p—zadanit
lze u¥it pi¥i semestralnich pracich.

Neccenitelnou sluZbu poskvtuji p-zadani p¥i testovani zna-
losti studentfl. V tzv. minitestech, JjimiZ2 se na zafatku cvi¥eni
provadi rychla kontrola p¥ipravenosti, se dob¥e uplatni celoXi-
selnia p-zadani, ktera se snadno zadavaji i kontreluji. V ¥adnvch
tegtech je Jjimi zcela zamezenc pPrimitivnimu opisovani, tak3e
nap¥. uplné odpadAi znamé horefné doopisovani v prb&hu odevzdAiva-—
ni testd.

Prom&nna zadani byla dosud nejdf@isledn&ji pou¥Xivana v nume-
rickém praktiku, VvV némZ studenti ¥Fe&ili zakladni numerické Ulohy
p&%n& znamymi algoritmy. Cvifeni tohoto tvpu je p¥imo piredurdeno
pro zpracovani metodikou p-zadani. Historicky vyvoj lze sledovat

Rt Vi21-79; vi24-80]. Jak je patrno z [ViS-73; Vill-77), kde jsou
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uvedeny priklady osv&dEenych p-zadani, podarilo se pokryt viechna
cviZeni. Metodika p-zadani byla prenesena do teoretické kyberne-
tiky, v ni% preva¥uji diskrétni matematické obory. Vzory p-zada-
ni z tohoto oboru lze nalézt ve [Vil2-77; Vi24-80]. R

Konkrétni pou2itf je dokumentovano v ka%dé praci k.
P-zadani [Vi21-79; ViR-81; P#1-85; DJO-90; SbP-90]. Uva

Proto jen n&kterd novEjsi p¥ripady z rfznych oblasti matematiky.

Pro procvi¥ovani racionalnich (ne)rovnic mfZ2eme vytvo¥it

nap¥. nasledujici p-zadani [Vi37-88:307]:

(PZ)  Ur¥ete, pro kterd x € Mpa i | 6o} Of |- 1000 =
plati
M, N z R | B
x + 3(-1)r X dvw 2
bl G T Ot 4 — e < >
2x - 5 - 1 » + 5
L] odj oy g = 2

Ve skriptech [Vi35-85] je uvedena agregovanad Uloha pro dife-
rencialni a integralni pofet funkce jedné prom&nné. Obecné pro-
m&Enneé zadani ma tvar

(=1 e (a =+ ion s+ e

(PZ) f(x) =
g L el e B O S R e B e L A s e e [
do n&¥ho¥ se dosazuje osm nejniZ&ich bit@ rodného &Eisla. KaZda

Zz Uloh ma tvar lin/kvadr. Po¥aduje se

1. VyEeti#it probEh funkce a nakreslit jeji graf.
Nawvead - Piri hledani ko¥ent druhé derivace pouZijte Newtonovu

metodu, zahrnujici Hornerfv algoritmus.

2. Tabelovai funkeci pPre x= 3,0(0,2)5,0 tj. od x= 3,0 do x= 5,0
a krckem h = 0,2 ; na 6 desetinnvych mist za ¥arkou.

5

3, Vy&islit urgity integral J f(x)dx dv&ma zplsobv:
3

3a. Analyticky pomoci Newtonovv-Leibnizovy formule.
Navod: UZijte postupy Pro integraci racionidlni funkce nebo
(lépe) tabulky integrald.

3L, Numerigky Simpsconovym pravidlem.
Volte krok h = 0,2 resp. h = 0,1; u2ijte tabulku z bodu 2.

Porovnat postupy 3a,3b co do pracnosti (&asu pot¥ebného pro vypo-

tet).
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Ve zmin&nych skriptech [Vi35-85] je té% 50 ulohovych dvo-
Jjic (rozliBovanych pismeny a, b), =z nich¥ si studenti vvbiraji
Podle 25 nejniZiich bit@ svého rodného &isla (pFebvteZné &islice
zleva se vynechavaji). Postupuje se od nejvyifiho ¥adu podle p¥Fi-

gfazent 0 <-> 3 , 1 ¢> 5 . Po vv&erpani viEech bit@ se tento pos-

tup opakuje. L

Jake semestrova priace v prvnim semestru vESech fakult se
V soufasnosti pouZ2iva jednoduchi dopravni tloha [Nek-911, ktera

ma Ety¥i parametrv (f,p,s.n}, je¥ jsou dany tabulkami:

!fak.'PF|SF[TFIMB| |Par.fA|B|CID s€l..156 ... &islo skupiny,
nel. .30 ... peo¥. &islo studenta
’ : 4 '1 I2 l3 l4 l | f= ll|2|3}4l ve stud. skupiné.

Zadani dlohy. Dva vvyrobci vvrab&jl danvy vvrobek v mnoZstvi
860 - 5f + 6n , 1040 + 5f - 6n . T#i spot¥ebitelé odebiraji tento
vyrobek od vyrobcf v mnoZstvi 600 + 5s, 700 - 3p, 600 + 3p — 5s.

Doprava jednotkového mnoZstvi vy- S 1 s2 S3
robku od i-tého vyrobce k j—tému spot-—
¥ebiteli stojli a;. jednotek (nap#. Vi 1105 48+2n 70+20f
K&sg), p¥ifem¥ &isla ag 4 jsou zadana V2 96 60 92+2n

matici vpravo.
Stanovte takovou distribuci vvyrobku (tj. mnoZstvi, které ma-
j1 dodavat jednotlivi v¥robci spot¥ebiteltm), aby celkové naéklady

na dopravu bvly minimalni. L

V pFredm&tu funkce komplexni prom&nné byl pro individualizo-
vany test pouZit soubor p&ti p-zadani [Sru-77; Vilg8-79:50-1].
V tomto p¥ripad& je [po¥.lislolio = [rqrpla, tj. studenti pFrevadsli
jim prirazena &isla do &ty¥kové soustavy. Uvadime zn&ni zadani:

L )
1. Vypolft&te viechny hodnoty (g + 1(r+l))

2. Vypol&té&te J erz/(z-iv)dz , kde C je kladn® orientovana
C
kruZnice se st¥edem v pofatku o polom&ru (r + 2).

3., Sestavte r@zné rozvoje funkce 1/[(z-p-1)(2-q9-2)]

do Laurentovy ¥Fady se st¥edem v bod& r
4. Vypottdte reziduum funkce sin{(z-p)/[(z-q)(z-1r)]1).

6§, Zobrazte k¥ivky z obr. 1 linedarni lomenou funkci

o E (grs -~ 19)/(z ¥ 1r),

U poslednim p¥ikladu Jje radno pouZit graficky politaovy
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V¥stup. Na obr. 2 je nakreslen vysledek pro [11]i10 = [023]4

YJ 1 ; Vﬂ
(2) i el (w)
o= 4 I
T,
g 1
-
Obr. 1. Obr. 2. -

V [P¥r1-85] jsou aplikovana p-zadani pro pot¥eby konstruk-
tivni geometrie v&etn& zadavani rysf. V [KS-91]1 je vice neX 400
kédovanych p—-zadani, ktera pokryvaji vetii ¥ast zakladniho kursu

matematiky. N&ktera z nich byvla zpracovdna na po&itaXich.

E. ZKUSENOSTI S APLIKACI METODIKY P-ZADANT

Dlouholety provoz p-zadani v numerickém praktiku a jejich
nasledujici aplikace v nenumerickvch disciplindch poskvtuie celou

adu zkuSenosti B jejich tvorbou a uZitim.

1. VS8eobecng pozndamky

Vhodné =zapojeni p—zadani do vyukového procesu maA nesporny
vychovné&-vzd&lavaci vyznam. Vvyhody p-zadani z organiza¥nich, pe-
dagogickych a psyvchologickych hledisek 1lze shrnout do n&kolika
bodf:

a) Jednoduché spolefné zadavani. KaZdy student si ze spole¥-
ného p-zadani zapsaného na tabuli nebo uvedeného ve skriptech
vytvori svoji konkrétni Glohu uplatné&nim p¥ridEleného poradového
Sisla. Soufasnost a stejnost zadani vytvareji predpoklady pro
vznik atmosféry sout&Zovosti ve studijni skupin&. Stejnorodost
dloh generovanych p-zadanim pak navozuje objektivn® podloXeny po-
cit spravedlivého zati2eni v rozsahu skupiny. Casové naroky na
zadavani uloh lze dale sniZit navrhovanim sdruZenych p-zadani,
je2 lze pou¥it pro pribuzna témata.

b) samostatnost prace studentf. Je zcela zamezeno opisovani.

Studenti #i mohou sd&lovat pouze algoritmy ¥i postupy, co% je
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2 pedagogického hlediska p¥ijatelnd, &i dokonce Zadouci. KaZdy
Zz1ska predstavu o naronosti rFefeni =zadané dlohy a sam zodpovida
za dosa¥ené vyeledky.

€) Stejnad naro&nost konkrétnich dloh. Dosahne se ji vhodnym
navrhem p-zadani, pop¥. jeho modifikaci po pouZitf.

d) Usporné a prehledné uspoFadani vysledkf., U&iteli jsou do-
dany tabulky s poradov® o¥islovanymi vysledky. P¥itom by m&l mit
k dispozici co nejupln&jisi vysledky - v&etn& informaci o naro&-—
nosti jednotlivych dGloh a o prAbZhu vypoXtu - a to ve tvaru,
vV némZ vychazeji (nebo mohou vyjit) studentfim. Tim se vvhne opa-
kujicim se unavujicim odhadfm a rovn&? snize odhali p¥ipadné chy-
by. 2Z podobného d@vodu je t¥reba davat tabulkam pi¥ednost, 1 kdvZ
existuji explicitni vzorce pro vvsledky (co¥ je ostatn& nedobré).

Studentfm na druhé stran® by m&la bvt dosaX2itelnad jen &ast
vysledkfl, aby m&li sice moZnost kontrolovat spravnost svého pos-—
tupu, aviSak aby pritom m&li stiZeny obfas se vyskvtujici pokusy

© Upravu mezivvsledkf podle znamych vvsledkf.

2. N i cke Ktid

BezpeZXné zvladnuti algoritm@ numerickych metod vvkladanych
v p¥rednalce vvZaduje procvifeni na tvpickvch numerickvch p¥ikla-
dech. To p¥rispiva k pochopeni charakteristickvych rvys@ numerickvch
vypottfh a problém@ s tim spojenych. Jako velmi dobra se ukazuje
forma praktika, v n&mZ jsou studentfm individudln& prid&€leny udlo-
hy a pracuji samostatn& na vlastnich nebo p¥rid&lenvch vypoletnich
prosti¥edcich. Ziskavaii tak predstavu o© naro&nosti numerickvch
vypodtt. P¥ripravu a organizaci numerického praktika se podarilo
dovést na velmi dobrou uUrovell - s plnym vyuZitim p-zadani - takZe
méZe slou2it jako vzor pro ostatni tradi&ni cvideni.

Tvorba p—zadini zde nefini v&tBich poti¥2i. PFeva¥ns bvlo vo-
leno p¥imé uplatn&ni poFadoveého &isla - ve form& &iselného typu
- prost¥ednictvim analvtickych parametrizujicich vztahfl. VEtXEinou
p¥ritom vysta¥ime & linearnimi vztahy, které zpravidla poskvtuiji
dostatefnou rozliBitelnost vysledkl v rozsahu generované posloup-
nosti uloh. Zatim snad jedinou vaZn&jisi vyjimkou je interpoladni
Gloha, Vv ni% by bylo zdhodno volit parametrizaci obecn®jii. Nic-
ménd Vv praxi se jet& nestalo, 2Ze by studenti odhalili moZnost

uyuzit l1inearity pom&rnych diferenci k uspo¥e individualni a pire—
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devdim kolektivni prace. V roli parametrizovanych mist se vyskyt-—
ly koeficienty, meze, krok, pofate®ni a okrajové podminky. P¥i
Labelaci (funkei jedné prom&nné byl pouZXit téZ2 funkZni typ ve for-
m& skladani elementarnich funkci pFred¥azenvch p¥ed polynom (v zZa-—
Pisu, funk&n& nasledujl za).

Jisté nesnaze se projevuii pFri zajistovani regularnosti
a4 stejné narofnosti v rozsahu celého p—zada&ni. P¥i zmenSovani
Poftu cifer a vliivem lidského &initele se zvy&uje pravd&podobnost
sestrojeni p-zadani nevhodného pro n&které konkretizace. Nap¥.

v [Cer-67] se v prikladu I.43 ukladai najit ko¥eny rovnice
X = ae =[] PYo & = 0,5(0,1)1.4

Pritom pfitklad pro a =1 , tj. rovnice x - 1 = 0 je jists& nes-
rovnateln& jednoduB®i neX pro ostatni a

V tomto ohledu se mf@Ze pozitivn& uplatnit p¥revodova €1 kddo-
va interpretace pofadového Zisla. Vvu¥ije se tak lépe moZnosti
zadani a dosahne se vétEil nespojitosti vysledkf. To rovng¥®2 zne-—

sgnadiiuje pokusy o interpolaci mezivvysledkf sousednich dloh.

Intenzivni a pravidelné pouZivani p-zadani v prib&hu semes-
tru p¥redpoklada oviem p¥isluBnou organiza&ni p¥ripravu. P¥ed prv-
nim vyskvtem je nutno pFedevBim p¥iradit vEem studenttm po¥Fadova
Zigla platna pro cely semestr. Zpravidla vvjdeme z u¥edniho sez-
pamu (bez vynechavek pro odpadnuviEi studentvy!). Pak je t¥eba pro-
vést ukazkovE piFrevod do pozi&fni soustavy a predvést konkretizaci
zadini - predevEim uplatnéni tabulek tvpf. Spravné pochopeni kon-
trolujeme dotazem nadhodn& zvolenému studentovi.

Kontrolu vvysledkf usnadfiuje stanoveni a dodrZovani jednotné
formy vypracovani. K tomu Gfelu uvedeme vzorovy formuld¥ s pred-
kreslenou hlaviZkou, v niZ je vyrazn& vyznalfeno piFrid¥lend &islo
a jeho p¥revod (pPro pripadnou kontrolu spravnosti konkretizace za-
dani). Osv&d&ilo se nap¥. usporadani z niZe pripojeného schématu:

DAle je t¥eba stanovit terminy odevzdavani Gloh - nejlépe
formou zavazného pisemné& formulovaného harmonogramu. Zde je mo¥no
rozd&lit dlohy do tématicky ucelenych blokfl. To ov¥em p¥edpoklada
%agovou koordinaci s osnovami prednasek, pFedeviim disciplinova-
nou realizaci osnov podle pevného fasového planu.

PFrid&lené ulohy zpracovavajl studenti zpravidla individual-
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n&. V p¥ipad¥ vyrazn& algoritmickych uloh (nap¥. numerického cha-
" rakteru) lze pripustit v b&¥ném cvifeni i praci ve dvojici s tim,
Ze kaZdy jeji &len musi odevzdat svoji Glohu.

Odevzdané ulohy je tieba pe¥livé evidovat s uvedenim data.
Kontrolu a hodnoceni odevzdanych Gloh lze provad&t prib&Zn& podle
termin® harmonogramu nebo po blocich. P¥itom se mohou dobi¥e up—

latnit studentské pedagogické sily.

po¥. ¥, p¥revod jméno a p¥ijimeni datum:

T R e o T ] B kr. | roft. | 1alk

Nazev Glchy:

V¥¢sledek:

Zadani a reiseni:

4. Poptoj studentf k p—zaddnim

Vzhledem k novosti hromadného zadavani individualnich Glch
ve form& p-zadani je zajimavé a pot¥ebné znat nazor spot¥ebitelf
- studentf a konfrontovat jej s pFedstavami autoré a zadavatelf
- pedagogf.

Postoj student@t k p—zadanim byl zjistovan zatim v ramci do-
tazniku k numerickému praktiku, ktery bvl realizovan ve &tvi¥ech
semestrech, pofinajic letnim semestrem 1976/77 a kon&ic zimnim
semestrem 1978/79, a to st¥idav& na textilni a na stroini fakultg
vSST v Liberci. Akcim byly v&novany uvodni &asti zavére¥nych cvi-
*eni v semestrech. Formula¥ dotazniku je p¥iloZen.

V pociclogické terminologii bvla zvolena forma p¥Frimého pou-
%it{1 anonymniho dotazniku v hromadném BSBet¥eni, tzn., Ze skupinv
student@ vypliiovaly dotaznik za p¥Fitomnosti pedagoga. U&itel wvy-
austlil p¥edem vyznam akce pro zlepfovani metod vyuky a rovnd:
vedl nasledujici besedu o problematice p-zadani a praktika.

Pro naBe ufely je zajimava poloZka &. 6, kterad je dotazem n:
celkovy vztah k pP-zadanim. Studenti odpovidali bodovd podle p¥-
tigtupiiové symetrické polarni Bkaly s maximem 2. Pr&m&rna odpovdc

byla 0,8, co¥ znamena kladny vztah k p-zadanim.
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n&. V p¥ripad& vyrazn® algoritmickych Gloh (nap¥. numerického cha-
" rakteru) lze pripustit v b&%ném cvideni i praci ve dvejici s tim,
Z2e kaZdy jeji &len musi odevzdat svoji Glohu.

Odevzdané Ulohy je ti¥eba pefliv& evidovat s uvedenim data.
Kontrolu a hodnoceni odevzdanych dloh lze provad&t prob&2n& podle
termin@ harmonogramu nebo po blocich. P¥#itom se mchou dobi¥e up—

latnit studentské pedagogické sily.

Po. &, pFrevod jméno a p¥1jmeni datwum:

8 I |lg lp kr. lrot. [ fak.

Nazev dlohy:

Vyesledek:

{Z2adani a ¥eseni:

4. Poptoj student@ k p-zaddanim

Vzhledem k novosti hromadného zadavani individualnich dloch
ve form& p-zadani je zajimavé a pot¥ebné znit nazor spot¥ebitelf
- student@ a konfrontovat jej s p¥edstavami autorfi a zadavatelf
— pedagogt.

Postoj student@ k p-zaddnim byl zjistovdn zatim v ramci do-
tazniku k numerickému praktiku, ktery bvl realizovan ve &tvi¥ech
semestrech, pofinajic letnim semestrem 1976/77 a konfic zimnim
gemestrem 1978/79, a to st¥idav& na textilni a na strojni fakultd
! VYSST v Liberci. Akcim byly v&novany uvodni ¥asti zavdrednych cvi-
. Zeni v semestrech. Formula¥ dotazniku je p¥ilo¥en.

V sociologické terminologii byla zvelena forma primého pou-
- 2it1 anonymniho dotazniku v hromadném Set¥eni, tzn., Ze skupiny
} gtudentf vypliiovaly dotaznik za p¥ritomnosti pedagoga. Uitel vy-
gustlil pFredem wvyznam akce pro zlepdovani metod vyuky a rovns¥
;vedl nasledujici besedu o problematice p—-zadani a praktika.
Pro naBie Gfely je zajimava poloZka &. 6, kterad je dotazem na
-;¢91k0v9 vztah k p—zadanim, Studenti odpovidali bodov¥ podle p&-
.ftigtupﬁové gymetrické polarni Bkalvy s maximem 2. Prom&rni odpovad
S byla 0,8, coZ znamena kladny vztah k p-zadanim.
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DOTAZNIK ke cviZfeni z numerickych metod datum:
st Bk, Tas

Body oznafens g velmi ¥patny|&patny|neurd. |dobry |velmi dobry
vvhodnot'te &1gelns

Podle stupnice -2 -1 0 1 2

A KALKULACKY Nisa Tesla Soemtron viagtni—tve:
1l Po¥et pou%iti
§2 VA5 vztah k

B SKRIPTA Navody pro kalkula&ky

§3 Hodnoceni ¥4sti|Nisa Tesla Soemtron Vvsledky

Navody k udlcoham| 1|2|3|4(5|6|7]8]9|1011[12{13{14|15

4 ObtiZ2nost |logicka co do pracnosti
Vv jmenuj-
te po 2 |[npeivatsd
Ulchach nejmensi

5 Parametrizované|vvhodv:
Ulchy maji tvto|nevvhody:

§6 Vas celkovy vztah k parametrizovanym Gloham

C ORGANIZACE prace p¥i FeBeni Gloh

=

7 Jaky je podle Vas optimdalni pofet Elenfi u jedné kalkuladky

§8 VAaE vztah k form& prace |gsamestatneé
ve dvojici

9 Vafke zkuBSenosti|samostatné
8 organizaci
pPrace ve dvajici

D CVICENT: obsah, forma, technické zarizeni

§10 Va¥e hodnoceni |obgahu vvuky

11 Navrhy metod vvyuky
na zmé&ny techn. zarizeni
§12 Vas odhad v dalBim studiu
pouZ2itelnosti
zigkanych poznatkf|v praxi

13 Co jBte otfekaval (a)
od cvideni

§14 Mira spln&ni Vasich ofekavani

15 DalBi1i
poznamky
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2 vyhodnoceni slovnich odpovddi na poloZXku 5 vyplyva, Ze vy-
: hody p-zadani jsou spat¥ovany v samostatnosti a v zabran®ni opi-
E SOvani. 15% posluchaf nevidi Z&dné vvhody a 50% Zadné nevyhody,
~ 12% si st&%uje na nemoZnost porovnani vysledkfi se spoluZaky.
Pripomeneme-1i si, e prav® dosaZeni samostatnosti prace kaXdého
1 Studenta, vyp&stovani pot¥ebné sebedfvdry a pocitu osobni zodpo-—
?vﬁdncsti za vypolftené vysledky je zakladnim cilem p-zadani, pak
?hQZeme byt z pozice pedagogf spokojeni.

; VBimn&me si jestd poloZ¥ek 7 a 8, v nich? respondenti formu-
1lovali vztah Xk praci individudlni a ve dveijici, co¥ jsou formy
ace uZivané v b&Znych cvifenich zabezpefenych p-zadanimi. Uka-
‘Zuje se, Ze pFiznivecl préce ve dveojici (zejména v uvodni seznamo-
f*aci fazi 8 Glohou) piFrevliadaii pondkud nad individualisty, coZ
‘souhlasi s primé&rnou odpov&di na 8. poloZku dotazniku.

Podrobn& g1 vvsledky celé dotaznikové akce (volné odpovédi)
‘1Zze nalézt v [Vi24-80] a &astedn& v [Vil2-77]. V dvahu p¥ichazi

realizace cobdobné akce zam&Fené pouze na problematiku p—zadani.

F. PSYCHOLOGIE CHYB

Dosavadni zkuSenosti s pouZitim p-zadani ukazuji, Ze se stu-
;:nti dopouBt&iji znafného (n&kdy aZ neuvé&¥ritelného) poftu chvb
pri opisovani p-zadani a p¥i odvozovani svych konkrétnich uGloh.
lé&dneme—-1i od hrubych p¥Fehlédnuti zplsobenvych nedostate&nou
pozornosti nap¥. v dfsledku Unavy nebo indispozice a rovn&Z od
b vzniklych neznalogti{ nebo Bpatnym pochopenim p¥Frevedového al-
 ;fitmu, stale jich jeit& zOstava znafné mnoZstvi. VvsvEtleni je
t¥eba hledat v psvchologickych zdkonitostech vnimani.

V peychologii se uvadi cela ¥rada faktor@ ovliviiujicich vni-
{ [(DS-731. P¥redevEim ma podstatny vliv p¥edchozi zkuXenost.
f'tomto smvslu pfisobil nepriznivé nematematické disciplinv. Tam ma
‘““kytovana informace zpravidla vy&EE1 redundanci, neZ je tomu
f;matematick?ch oborech.
: Z obecnych zakonitosti je to nap¥. tzv. poradajici tendence,
ff.ra formuje lidské vnimani, a téZ zprosti¥redkovan® zpracovani
fﬁ.mﬁ a my&leni. Ve vnimani lidi se uplatniuje té% tendence k tva-
;- é vyhran&nosti, ktera se projevuje hledanim a upiednostovanim
iﬂqotrie, pravidelnosti a uspo¥radani. To se mOZe projevit pired-

nym zobecn&nim, extrapolaci &i p¥Fenesenim vlastnosti a¥? dosud
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animaného na nasledné. P¥i vysvdtlovani bychom mohli rovn&Z vyjit
Z tzv. zam&¥enosti vnimani, ktera se podili v kladném i zAporném
.fnvalu na chybovosti vnimani.

Jako p¥iklad uvadime matici, v ni% [ |
d€@ n&kolik nebezpe&nych mist: V prvku |1,234 8,765 4,657
a13 je narufena monoténie pFesmy¥kou 8,764 3,466 2,468
Cifer; =zakonitosti jsou narufeny v prv- [4,567 -2,469 O

€ich az2, asz , kde je té% nepravdspo- = 3
dobné znaménko minus. V t&chto mistech lze ofekavat zvyseny vys-—
i& t chyb. Pritom bude patrn& zAviset na po¥adi &teni prvké. V da-
1 Pripad® ma v&tBina lidi pocit n&¥eho Bpatného.

Ke sniX%eni po¥tu chyb je t¥reba wvolit piFehledny skelet
i schéma Parametrizace. Prosp&je rovn&¥ zmeneni poftu cifer. P¥i
avrhovani p-zaddni je zdhodno bud se podvolit symetrii, nebo na-
ak dbat na d@slednou asymetrii: wvyhnout se pFresmyZ®kam cifer,
epravdé&podobnym znaménk@m minus a cobecn&ji symetrickym podsché-—
natfm, kterd navozuji celkovou symetrii. Jinak je nutno explicit-

a dfirazn& upozornit studentvy na odchvlku od svmetrie.

fg POZNAMKY K PROGRAMOVEMU VYBAVENI

RozsahlejE1 aplikace p—zadani v pedagogickeé praxi wvyZaduje,
L] pro vBechny uZivatele byly k dispozici v dostate&ném potu
s#*ehledné tabulky vysledk@. Prim&¥enou zasobu p-zadani s tabelo-

omi wvveledky nelze prakticky =ziskat bez pouZiti po¥itaXe.
. tomu je t¥eba zajistit rozsahlé programové vybaveni, které mtZe
wt vybudovano v p¥ijatelném Case a v dostatefném rozsahu pouze
UEasti v&Etdiho poftu spolupracovniki. V dalgim si vZimneme
elmi strudnd principf a vyvoje PpProgramového zabezpeleni, které
-;10 pou¥2ivano na KMA. Vice se lze dozv&d&t o obecnych zasadach
lo konkrétnich programech v [Vi6é-73; Vi7-75; ViL-77; ViN-79;
42-79; Viz4-80].
| Jde o rozsahlé otevi¥ené soubory programfi, které pouXivaji
1é #¥ady spoleZnych sluZebnich podprogramf. Integritu souboru
. udrzet jen p¥i plném dodrZovani zasad moduldrniho a struktu-
ﬁ aného programovant, které jsou formulovany nap¥. v [Jou-79].
Predpokladem je jednotna vystavba programfi, ktera je podmi-
unifikact struktury vstupnich dat, a téZ jednotnou formou

setupu. Pak je moZno pouZivat gspelefnych pomocnych podprogramf
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Pro &teni, kontrolu a pripadnou standardizaci zakladnich vstup-—
‘Dich dat, p¥i jednotné indikaci chyb v datech. Zpracovani navrho-
Vvantho p-zadani je doprovazeno komentaFem.

Velkou pé&i je t¥eba vEnovat grafické upravé vystupu na tis-
PEarnu., PiedevEim je nutno zajistit programovy tisk p-zadani na
28klad® vstupnich dat a parametrizujiciho podprogramu. Bez p¥is-
luSného souboru podprogramfl, ktery se neustale buduje s rozsiro-

fvanim aplikace p-zadani, nelze praktickvy zajistit bezpeZné pouZi-

Dbame na zaprogramovani kritérii nevhodnosti, kterymi se
chodnoti celé p—-zadani. Odtud pak ziskame zav&re&ny
redukovany vyXet vhodnych &#i nevhodnych dloh podle zasad formulo-
vanych v C1K2B, je%Z jsou realizovany v [ViN-79; ViZ-791].
V¥stavba souboru program@ bvla zahdjena v souvigslosti se za-
vedenim vvuky numerickych metod na VSST v r». 1966, v nich¥* byla
nejnaléhav&iji pocitiovadna poti¥eba dostate¥ného polftu sterecotvpnich
numerickych dlch na procviZovani zakladnich algoritmf.
Nidsledovaly prace na souboru tzv, PU-programf, jejichZ vyvoj
byl ukon&en zpravou [Vi7-75]. Slo o tabelaci funkce jedné realné

omé&nné, o PreBeni rovnic a jejich soustav a o inverzi matic. Me-
tody obecné byly té2 specializovAany na algebraicka (p¥ip. na ra-
'}1onalni) zadani vloh. Byly tak pokryty 2/3 ulech =z [ViE-731].
Ve zpravé [Vi8-75] bvly formulovana zlepESeni a popsana je-
jich dil¥1 realizace. Na zaklad® proponovanych zm&n byl vyvijen
. Bor tzv. NP-programf, prifemZ bvl sledovadn cil uleh&it praci
uZivateli, predevEim odstran&gnim doprogramovavanvch jednotek. Byl
realizovan tisk vvskvtujicich se matematickych objektfi (polynom,
cionalni funkce, algebraicka rovnice, matice) v kniZnim tvaru.
“}, [ViB-73; Vill-77] byl roz¥i¥en okruh problémt.
Nasledovaly prace na tzv. NL-souboru, které sledovaly wvyiX{
1riiikaci souboru programfl za cenu omezeni sSe na pouze linearni
sarametrizaci, ktera vEak prakticky vEZdy postaduje. Byla v&novana
dalii péXe grafickeé Upravé s prihlédnutim k pot¥ebam archivace
wosledkl. Velké usili bvlo vvnaloZeno na sdruZovani zadani do té&-
atickych blok@ (Brov. [ViL=-771).

Poté byl rozpracovan tzv, PZ-souboru - viz [ViZ-79]). Zasad-
zmény byly vyveolany zamé&renim na aplikace p-zaddni v nenume-
ckych disciplinach, v nichZ2 je nutné prFevodové uplatn®ni po¥ra-
;dovﬁhO Eisla. Pro zachovani kontinuity je u numerickych =zZadani
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EajiBtovano té% primé uplatndni poradového &isla.

Oblast nenumerickych p—-zadani vyZaduje p¥reklada® pro zlom-
Ou aritmetiku (v&etnd vstupf a vystupfl), na jehoZ konstrukci
Pracovalo v [S&15-80]. 2Zmin&ny p¥eklada® umoZiuje prevad&t
Programy sestavend v reidlném oboru na "Ekolské" aplikace pro rud-
V¥pofty v oboru raciondlnich &isel ve tvaru zlomk@, tj. uspo-
*adanych dvojic.

Pozornost je nutno vdnovat podsouboru program@ pro tisk za-
i 8 uwad&nim zadanvych tabulek podtvpf@ uZite&nych zabudovanvych
¥YPO. Tim se redukuje na minimum u¥ivatelské programovani.

V algoritmech interniho zpracovani p-zadani je t¥eba srovna-
E%t Prirozené poradi posloupnosti konkrétnich dloh s tzv. hamil-
onovskym po¥adim. Druhy postup je vyhodn&jBi, jsou-li znamy
tttahy Pro korekci vysledku p¥rislusSnou jednotkové zmé&né& p¥evodove
I-tice (srov. odstavec C1K3C4).

VyB81 pam&tiova kapacita a rozsahlé moZnosti opera&niho sys-
eému novych pofita&ft umoXiuji =zavedeni m&nitelnych globalnich
ritérii{ nevhodnosti, jak bylo navrZeno v [Vil2-77]. Je totiZ
© uchovavat v pam&ti celé tabulky mezivvsledk@, a to bud pFi-
nebo 8 vyuZitim potenci operafniho syvstému.

Prab&Zn& je tireba sledovat moZnosti sdruZovani zadani, je-
fchz programoveé zabezpelfeni umoZiuje komprimovat pot¥ebnou in-
ormaci na jediny arch protokeolu z tiskarny pro cely blok dloh.
Vyznamné postaveni ma programovy systém obsluhujici pofita-
svou archivaci p—zadéni. Jeho uvkolem je uchovavat jiZ pFipravena
gledovanim a vvhodnocovanim jejich pouZiti. Informafni struk-
wra by m&la zahrnovat Udaje o odvozenych variantach, a tim o vy-
B84 souboru p-zadani.

Vrcholem algoritmiza&nich snah by jist& byl p¥ekladal®, ktery
k zadanému zvolenému p-zadani sestrojil p¥isluBny program.
tomuto uZelu glouZi razné vyvojové svstémy, které ulehduji
ipravu p-zadani pPro neprogramatory. Z2 tochoto hlediska lze cha-
deosud vyvkonanou praci jako nutnou p¥ipravu pot¥ebnvych inter-
retatnich jednotek.

Zna&ny wvyznam budou mit vbrzku tzv. symbolické manipulatorv
K3) simulujici ¥inneet zkuBenvych odbornikf a pedagogfl. P#i

.

SZUMnNeém komentovani prb&hu vypoftu mohou zna¥n& napomoci ve vy-

matematiky.
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1. STUDENTSKA CINNOST A p-ZADANI

P¥riprava dostate®ného poftu vhodnych p-zadani na dané téma
L tabelace prislulnych vysledkf je oviem zna&n& EasovE nAro&na
PFi pouZiti poXfta¥e). Tato tématika se viak ukdzala jako vel-
3 vhodna pro praci studentskych v&deckych krouZkfi a studentskych
;;Padagogick?ch 8il pracujicich na KMA. Jedna se totiZ o typicky
ymovou Praci, kdy se vychazi ze spole&nych princip@ a spole&nych
5 P¥itom obtiXnost jednotlivych témat je dobi¥e srovnatel-
Podporuje sout&Zivost U¥astnikfi v rdmci spoluprace.

Bk. r. 1978/79 bvly vvpracovany &ty#i prace [S&7-10-79],
se auto¥i zi¥astnili celotkelniho kola sout&Ze student-
vch v&deckych praci. VBechny prace vzbudily pozornost komisi,
f-ré ochodnotily jejich Grovel a vzorny pr@b&h obhajocby. Soubor
to praci pod nazvem "Prom&nnid zadani ve vyuce matematiky" ob-
;-11 v celostatnim kole SVOC v oboru matematika (sekce aplikova-
4 matematika) 6. misto, co¥ je v sout&?i = pracemi "profesiona-
z MFF a PrF UK jist& p&kny uspé&ch.

Price [S&8-79] se zabyva politafovym vvhodnocovanim vlast-
ifti parametrizovanych algebraickych struktur s konefnvym nosi-
m, jejich* jedinA operace je zadana tzv. Caylevho tabulkou.
~Adce [S¥9-79] se vé&nuje kone&nym bindrnim relacim, které jsou
adany inciden®nimi p-maticemi. V [S&7-79] je formulovano p-za
E 1 pro Uvodni dlohu z normovanych prostort: ov&¥eni souhlasnos-
;_normy soufinu dvou celofiselnych p-matic, a to pro t#¥i ziaklad-
f normy. Poprvé se pfipousti p¥imé i p¥revodové uplatn&ni po¥rado-
;.o ¥igla studenta. V pom&rn& narofné praci [S&10-79] se autor
al minimalizaci bocleovské funkce zadané prom&nnymi vrcholy.
zvolen pon&kud odliEny (aviBak perspektivni) p¥Fistup, spoliva-
e na zpracovani alfanumerické informace.

- Dali{ prace se v&nujl p-zadanim kddovanym prost¥Fednictvim
ticiferného kédu. V [S8E23-83] je diskutovana problematika kdédo-
| a na TI-59 je zpracovan defini&ni obor odmocniny z racional-
?‘iunkce (rozii¥eni je v [S&33-86]) a d&leni polynomu polynomem.
130-85] ge zabyva mj. administrativou spojenou 8 metodou celo-
: 1n& kdédovanych p—-zadani. Byly p¥ipraveny pegramv pro tisk
?_1kY kéd@ a pro vysledky bloku jednoduchych, resp. izolovanych

;:1.dkové komplikovanych p-zadani.
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I. ZAVER

Prom&nna zadanit jako jeden z konkrétnich projevf@ pronikani

1ta&t do pripravy a kontroly vysledkf vyufovaciho procesu zau-—
Jaly vyznamné misto v pedagogické praxi. Metodika p-zadani se
Uplatiuje zejména p¥i hromadnych minitestech prov&Fujicich pFi-
Pravenost. student@, pFri zadavani domacich a semestralnich praci
& ve cvi¥enich, ktera maji charakter praktika. Vyznamné uplatn&ni
%mchazi v dalkovém studiu. Pedagog musi mit oviem na pam&ti, Ze
: Zzadani nejsou univerzalni a sam volit jejich vhodné st¥ridant
}gtradiénimi Glohami. Tak stanovi vhodny pom&r mezi praci indiwvi-
dudlni a kolektivnit. Zadnou z t&chto forem nelze potladovat na
dkor druhé.
' Uplatitiovdani p—-zadani je nesporn& perspektivni ve vSech dis-
{plinach, které jsou dostate&n& formalizovany. Jedna z aplikaci
=zadani spoliva v podstatném sni¥eni mechanické prace spojené se
2adavanim a opravovanim praci studentfi. Pedagog ma pak moZnost
stFedit =me na dali®i zavaZné stranky vychovn&-vzdé&lavaciho pro-
Bu nap¥. na zlepBovani verbalniho preojevu studentd.

Promé&nna zadani si ponechavaji svflj wvvznam i p¥Fri vvsoké vyv-—
enosti vypodetni technikou (v p¥ipad® pot¥eby se jednodule
iadfadi nahodny generator). Rigidni ufebni programy bez prom&n-—
i;ti pFredkladanych dloh jsou pedagogicky neptijatelné — mohou
k bezduchému memorovani p¥edkladaneé latky studenty. P¥esto
e b&E%¥n& produkuiji. Nap¥. ambiciézni projekt TopClass 1989 pokry-
’fve 100 jednotkdch vyukovy program na st¥ednich skolach ve Vel-
; Britinii. Pritom p¥i chybné odpov&di studenta se program stale
;:ci k tému¥? (navic ne vZdy vhodn& metodicky volenému) p¥ikladu,
T?ehoz gpecifické obtiZnosti m@Ze byt pFifina nepochopent.



-421— -421-

KROPOCITACOVA PODPORA VYUK?

Vieobecng i konkrétnt eti2nosti na neznalosti studentt@ v ma-
fiematice jBou znamé. Neustdle proto trvaji snahy studenty aktivi-
Zovat a vést k tvardl praci. Snahou je zapojit do vyuky matemati-
%* PFedevEim mikropotita¥e. P¥i Feleni této problematiky je nutno
Vyrovnat se se specifickymi problémy. N&které poznatky formuluje-

me v nasledujicich poznamkach.

A. K PROBLEMATICE STYKU CLOVEK — STROJ

_ Styk Zlovika s pofita¥em by m&l vvchizet piFredeviim ze psy-—
é;-technick?ch a psvchologickych charakteristik &lov&ka a spliio-
vat zejména tato kritéria:

L. P¥ihlédnuti k psychotechnickym charakteristikam vnimani &lov&-
ka. Stale nejsou vyreleny zakladni nedostatky spojené s volbou
,Erevné kombinace pozadi a pop¥edi, s nevhodnym jasem a pozadim
‘ azovky, jejim chvénim. Vnimani je zt&Zovano nep#ijemnvm blika-
3im, nevhodnym st¥idanim pozitivniho a negativniho zapisu na ob-
zovce. Rovn&Z obt&Zuje déletrvajici nadm&rné mnoZstvi podn&th

etekaného druhu a z neXekanvch mist.

Antropomorfnost (té% pFratelskost) #innosti pofitafe zahrnuje
:hapf.:

PrizptGscbeni (individualnimu) tempu Zlovéka. Nap¥. textovy
loprovod nesmi byt natolik rozsahly a rychle se st¥idajici, aby
;ipéﬁné u¥iti programu nemuselo pFedpokladat predb&Zné absolvova-
% kursu rvchloXteni (a rychlochapani).

;i Srozumitelnost jiZ p¥i prvnim p¥istupu. Komunikace musi byt na
i_vatelem ofekavané a akceptovatelné urovni. Vzhledem k rfznosti
ubjekt® je vhodné =zajistit moZnost Vvodni volby a prab&2ného
.3 zpfisobovani (zm&ny) Urovn& podle zasvé&cenosti uZivatele.
Ugporadani a vyuZivani obrazovky podle lidskvych zvvklosti. Za-
f'y by m&ly probihat =zleva doprava a shora dol@. P#¥i kresleni
:aazkﬁ by gse m&lo prihliZet k b&Znym estetickym poZadavkém.
:.chny zapisy by m&ly byt bezkolizni. K tomu je t¥eba zajistit,
. nové zaznamy nezasahovaly do starych. V tomto ohledu je t¥eba
;_tizovat tolik oblibend roletova (stahovaci, pull-down) menu,
2 r4 Bagto svym podtem a ugpoiadanim =zcela prekrvvaji udst¥edni

 ;dm§t pozornosti a innosti. Je t¥eba p¥ebirat lidské postupy,
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) Napr. p¥ri kresleni rameXku a sou¥adnicovych os a pri jejich kaoto-
- Vani. Odstran{ se tak velmi nep¥ijemny pocit "proti srsti". P¥i
- USPOFadani matematického textu je t¥eba se ¥idit ustalenymi pra-
f3V1d1V (zlomkoveé &ary, forma vyrazfl, zapis funkci), i kdy%Z je nut-
in? kompromis s poZadavky jeho linearizace.

~d) Nep¥et&Zovani pozornosti. Pro nutnou aktivizaci pozornosti
?ﬂiivat vhodné zvukové a gvdtelnd signaly.

;9) OBet¥eni proti viEem chybam a omylfim &lov&ka (od chybného stis-—
f;u klavesy a% po klesnuti hlavy na klavesnici). Ochrana proti ne-
Z&adoucim zasahfm.

ig) Humor na obrazovce. V literatui¥e (nap¥. [HB-87]1) se doporufuje

5

?-lehﬁouat zejména u¥ebni programy humorem. Tento humorny element
méZe byt nap¥. reprezentovdn souciticim panidXfkem pobihajicim
reagujicim na obrazovce podle prtb&hu a usp&Snosti &innosti
uZivatele.

?) Nep¥ehan&ni antropomorinosti. Nesmi se zapominat, Ze stroj
:ilouii také (a pFredevEim) k praci.

Redukce informa&ni Bedi sm&¥uje ke strufnosti a pFehlednosti.
a) PotlaXovani zbyteXné informace, ktera zat&%uje uZivatele. Sem
i;leii eliminace neZadoucich stop komunikace na obrazovce (mimo
igalogov? $adek), specidln® likvidace tzv. echa na obrazovce.
Zvvyrazn&ni zmé&n a odlidnosti. Nové a vznikajici informace je
L #eba vhodn® odlifovat od starych. Nap¥. je vhodné ukazovat na

lvﬂatek kreeleni a zvyraziiovat pravé aktivni &asti.

Naznafena problematika je zdleZitosti piFedeviEim psychologtl

~1Z

néhe zam&¥eni. Vysledky jejich prdace by vBak m&ly byt vias
L v aplikovatelné podob& b&Zn& dostupné tvflircm a uZivatel@m

rogramf.

. v¥cHOzi PHREDPOKLADY PRO DIDAKTICKE PROGRAMY

Naléhav& nutna je vn&jsl pam¥t na pruinych discich, p¥ipoje-
£ tiskarny a pokud moZno klivesnice s Zeskou diakritikou. NejuyH
sdouci je té%2 barevnd grafika. Zatim nedosaZitelné je sv&telnd
} Rovn&* nedostate®nd rychlost pofitale mZe byt i v této ob-
Q.ti omezujict.

K technickym vychodigkfim se ¥adi téZ dokumentace k mikropo-
akfm. Byva inspirovana anglickymi vzory, ale obvykle jich ne-

i.ahuje nap¥. v prehlednosti, grafické upravé a strukturovanos-
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jti- Ostatn® ani firemni dokumentace renomovanych a zkuBenych pro-
ducent® nespliuje asto poZadavky u¥ivatel@ (jak lze zjistit
nap¥*. =z Casopiseckych Zeb¥i&k@ hodnoceni programovych produktf).
autor@ (¥asto anonymnich) lze pozorovat kolisani mezi literdar-—
nim Zovialnim stylem a zkratkovitym jazykem pro blizké zasvécen-—
ce. V tomto oboru by se m&ly rozliovat nejménd t¥ri explicitnd
4d&né a dodrZované urovn&: propagafni, pro zalateZniky, pro od-
borniky (srovnavaci). Jako v¥dy nesouhlasi se skute&nym stavem
jeji forma je nevhodni jak pro za¥Xate&nika, tak i pro zasv&cen-—
; (Pro koho je tedy ur&ena?). To pak vvZaduje prov&¥ovat skuted-
nou funkci nejasnych p¥rikazfl a vytvaret tak vlastn& novou doku-—
fmntaci.
: P¥i tvorb& didaktickych programfi se cbjievuje rovné&Z pot¥eba
?hokanni" grafiky i aspoi jeji simulace. N&kdy by stafily jeji
elementy - nap¥. Eikt&ni (zrnového) obdélnika vymezeného proti-
lehlymi vrcholy. P#¥i praci s grafy chybi mo¥nost lokalizace aktu-
4lni pozice pera na obrazovce a jednoduché zjiEtlovani sviticich
bodfi na obrazovce.
Uvedend wvychodiska maji ovEem urujici vliv p¥i formulovani

cil@, p¥ri tvorb& a vvuZivani didaktickvch programf.

€. NEKTERE PRINCIPY TVORBY DIDAKTICKYCH PROGRAMU

Unifikovana produkce u&ebnich program@ p¥Fedpcoklada jeji di-
tickou, programcvou a dokumenta&ni koordinaci. Byly uwZingny
pkusy o jistou standardizaci ([Bor-85; Fei-88; Mrk-88]), nicméns&
situace stale jeBt& neni dostateZfn& ustalenid. Uvadime poznamky
formulaci n&kterych pedagogickych, didaktickych, metodickych
a strukturnich zasad, k nimZ by se m&lo p¥rihliZet pri vytvarent
u&ebnich program@ urfenvch piredevEim pro vysoké Bkoly.

Lo~ melLoall he P (14 =

Ucelenost tématického okruhu vvZaduje postiZeni celé tématické

oblasti a ne jednotlivych izolovanych Glch. Napi. PYrogramy pPro
opakovani st¥edoBkolské latky ji nejen shrnuji a upeviiujii, ale
poskytujl vyvBsl pohled na téma. PredevEim latku systematizuijt

gyntetizuiil.
5 Navaznost na osnovy vyuky. Programy jsou urfeny pro soufasnou

.’

wyuku, a mugeji proto souhlasit 8 jejim aktualnim stavem. Speci-
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&ln& terminologie a symbolika musi byt b&¥né a srozumitelné. Jed-
nNim z c11€ je praved upevnsni terminologie a symboliky rozkolisané
afzzi St¥edni a vysokou Bkolou a bohuZel té% vlivem pofita¥fl., P¥i-
E*ﬂ-eﬁme nap¥. oznadovani funkci a zvla¥t& inversnich.

%- Neopakovatelnost je zXasti diskutabilni. Predpoklada rfiznost
konkrétniho materialu p¥i ka%dém b&hu programu. Nap¥. dlohy
'; Procvifeni by pe m&ly li%it (oviem v ramci daného typu). Tim se
t:-raﬁuje zcela mechanickému p¥istupu p¥i opakovaném pouZivani
(matkani klaves bez chapani podstaty). Zakladnim prost¥edkem je

odny generator, ktery doveoluje nahodn& genercovat (numericky

i sémanticky) dlohy v rdmci volitelného podrozsahu programové
ZPracovand tématiky. Tak dochazi plného uplatn&ni metodika pro-
:;fnnﬁch zadani.

;g Jednoduchost a nenarofnost na ovladani a ¥as. Komunikace
= Programem by m&la sledovat uZivatelské hledisko, tj. byt srozu-
f}telna i pro lidi, kte¥i uZivajli program poprvé a neum&ji ani
f?'--ramovat. Proto musi byt dostate®n® kvalitni textovy doprovod
fﬁprogramu (i v jeho dokumentaci). Pomeoc (HELP) by m&la byt
f‘dispozici pri kaZdém vstupu z klavesnice.

;? Velitelnost obtiZnosti programu podle uZivatelovy udrovn& viet-
tempa (zrychlovani &i zpomalovani podle pFani ulfitele &i stu-
;%nta). Dialog s vyufovanym by m&l byt veden ve dvou &i t¥ech
Grovnich podle zavaZnosti chvb, jichZ se aZ dosud dopustil v pra-
b&hu vyuky.

;. Maximilni vvuZiti moZnosti dialogu &lovek - po¥itaX. Navadst
'Eudenta na spravné odpovddi otazkami, pFripomenutim teorie, ob—
i{_ky, analogii, mnemotechnikou a v&im, co mu mdZe pomoci ke
spravné odpovédi.

;, UdrZovani aktivity studenta p¥ri praci s pofitalem mZe napomo-
; zarazeni hernich a sout&Zivych prvk@t do programu. Mi2e jit
s zavod s Zasem, se simulovanym protihrafem nebo prost& o co nej-
? oi{ skoére pri prob&Zném sd€lovani mezivysledkq. Op&t je nutné
T..t miru, aby zbyl prostor na prapfivodni poslani programu - po-
oci studentOm.

Hodnoceni vUsp&nosti studenta. Udaje o pr@b&hu studi jni seance
e eviduji v pofita®i a p¥i jeiim ukonfeni studentem, ulitelem
:.ho Hagovym limitem i mfZe student vyZadat p¥ehled o svém vyko-

3 vEetnsd znamky a slovniho hodnoceni s doporufenim pro dalii
1A 2

udi jni postup.
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?- P¥im&renost &asovych narok@ na ufivatele. Program by nem&l byt
nekonedny. M¥l by byt zvladnutelny nejvys ve 2/3 vyufovaci jed-
notky. Program by m&l pPo vy&erpani &asového limitu sam ukon&it
: ©ji ¥innost.

oLavba pProgramu

M&la by byt zpravidla nasledujici (srov. [Fei-88; Mrk-88]:

1. Inicia®n{ &ast: n&zev programu, jeho identifikace (datum, oz-
na&eni verze), jiméno autora, pripadné& motiva&ni poznamkv.
2. Informace o programu a pokyny k praci s programem (p¥ipadnd
odkaz na literaturu a programovou dokumentaci). Pokud tato Zast
vystupuje na obrazovce, musi mit uZivatel-uXitel moZnost ji zkra-
tovat p¥i jim ¥izené vyuce.
3. Jadro programu: V n&kolika &&stech (modulech) zpracovana prob-
lematika s p¥ihlédnutim k Ust¥ednimu postaveni obrazovkového dis-—
pleje.
'f. Demonstrace a procvifovani u&iva.

. Cast shromaXdujici podklady pro pedagogickou diagnostiku zis-

ou v prob&hu uZiti programu, zejména p¥i testu s p¥Fipadnou

agifikact.

6. Soubor standardnich dat uZivanych v programu.

_ Cinnost jednotlivych Zasti se oviem mfZe prolinat. Pozname-
nejme, Z2e poZadavky modularity a strukturovanosti programu, které
maji =z&sadni vyznam pro zp¥ehledn&ni a pro modifikace programu,
nelze v basicu splnit na b&#n& poZadované uUrovni. Je nutno dbat
o determinovanost, tzn., aby v kaZdém okamZiku bylo jasné, jak
pokra¥ovat dale (i co se d&je). P¥edevBim Jje t¥eba maximaln& ome-

t moZnost havarijnich situaci. S tim souvisi i1 zabezpefeni och-

vy programu pFed uZivatelem.

pozviJENI POJMU FUNKCE

Usti¥edni postaveni pojmu funkce v matematice vyZaduje jeho
dostate®né osvojeni studenty. Nedostatky studentf jsou znamé. Za-
:‘n; to nepevnou znalosti elementarnich funkci (nap¥. kvadratickée
é;unkce jako prototypu polynomickych funkci a linearn®& lomené fun-
e jako zastupce raciondlnich funkci), jejich vz&jemnvych vztahf
jednodUCh?Ch gsouvislosti. Absolventi SS ¥asto nepeochopili piFe-

nagent aritmetickych &iselnych operaci na operace & funkcemi,
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. & Proto neovladaji aritmetické manipulace s funkcemi. Nepojimaji
. Monotdnii jako vzijemnou souvislost dvou prom&nnych, cizi jim
: Jsou  prirfstkové (diferendni) formulace, wunikaji jim dynamicke
' aspekty pojimu funkce. Dali{ poti¥e nastavaji s pojmem sloZenég
funkce, komplikované je&td rfznorodosti jejich zapis@. Linearni
%alOEKV jsou zpravidla chapany pouze staticky. Zcela studentfm
- chvbi nap¥. pot¥ebna zb&hlost v prFechodu mezi funkcemi f a 1/f
'a tuSeni jejich souvislosti. Tim se ztract vyznamny propedeuticky
pFipad pro v¥klad limity funkce. Uv&domovani si vztah@ mezi £,
1/t je pritom zasadni. To dosv&d&uje nap¥. ziFetelna tendence
Fuvadét dvojice wvzajemn& piFrevracenvych funkci spolefn& - srov.
- nap¥. [RR-87]. Podobn¥ neblahd je situace s konstrukci priroze-

'nych mocnin, &i odmocniny dané funkce. PovaZliva je absence glo-

balniho pojeti pojmu funkce, a s tim souvisejici poti¥e p¥i osvo-
- jovani mnoZinového rozEi¥eni plvodnd bodové chidpané funkce. Uve-
idené nedostatky se pak odraZeji 1 v bezduchém (a &asto proto
;chybném) logickosymbeolickém ¥efeni (ne)rovnic, kdy se zcela ztra-
;Qi funk&ni a geometricka interpretace procesu a vysledku ¥eeni.
é?roblémy z funkce jedné prom&nné se jeBt& zesiluji p¥i p¥echodu
%k funkcim dvou prom&nnvych, kdy se navic projevi nedostateZna
%prostorové pFredstavivost.

i Rozvinuti zmin&nych strinek pojmu funkce je ovZem fasové& na-—
éroéné a vw¥aduje individualni praci student@ podle jejich nedos-—
Etatkﬁ a pot¥eb. Pro spriavné zamé&¥eni a uleh&feni samostatné prace
studentf se nabizi uZiti mikropofitaff. Ty dovoluji obvykle vyho-
: jicim zp@sobem =zachytit dynamiku a globalitu pojeti funkce

prakticky nekone&né mnohotvarnosti specialnich situacit.

res 2N - = D 1 LTSS 1 (i I 1 T o] 2iele r €44

P¥i svislém rozd&leni na textovou fast (vlevo) a obrazovou
%vpraVO) je prim&rené vymezit pro kresleni obdélnikovou ¥ast ob-
razovky (pomd&r jejich stran je dan (fyzikalnimi vlastnostmi dobie
oFfzené obrazovky). V této oblasti lze prijateln¥ kreslit grafy
;unkci g n¥kolika malo zm&nami monotdnie, kterdé navic nejsou pri-
1i% prudké. Vzhledem k prom&nlivosti poZadavk@ na obrazovy pros-
%or je zahodno uZivat nebo aspon simulovat "okenni" grafiku s vo-
iiteln?m unist&nim a rozm&ry ramefku (v zrnech obrazovky), v n¥m3

ge kresli grafy.
‘ Cary se kresli zpravidla pomoci linearniho interpolatoru.
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' Ten spojuje "useZkou" dvojici zrn na obrazovce, ktera odpovida
- Bousednim vypoftenym bod@m funkce. Jde tedy o aproximaci lomenou

Tarou s jejimi prednostmi a vadami, X nim% pribyva rufivé lamant
Bikmych usetek zp@sobené hrubou zrnitosti obrazovky.

Vyskytuje-1li se v obrazku sou¥asn& vice graffi, lze je rozli-
Bit barvou. rfiznym tvpem &ar, zm&nou jasu nebo blikanim. Nejjed-
%noduéﬁi (ale asto nepostaXujici) je ozna¥eni zaXatku a konce
fgraiu. P¥i popisech je radno pouZivat p¥ikazy pro zrnovou lokali-
~Zaci znakfl, coZ je presn¥jsi ve srovnani s rastrovou lokalizaci.

Popisy graff a rame&fku (ohrani&eni okna) je nutno vést bez-
" koliznd, (Tento poZadavek nespliuje ani tak prové&¥eny produkt,
‘Jakym je Lotus 1-2-3.) Kdyby m&l novy popis zasadhnout do n&které-—

‘ho ji%¥ existujiciho, m& novy pFednost. DFrivEixi popisy se posunou

podél strany ramefku. Je-li nedostatek mista, odsune se p¥ebyva-
" Jici popis do soub&2ného odkladaciho prostoru na obrazovce.

P¥i kresleni graf@ se tabeluje kreslena funkce. Prakticky je
Pak nutno ¥eBit kompromis mezi nejjemn&jsi variantou, kdy krok
tabelace je 1 zrno, a mezi p¥ijatelnymi &Easovymi narcky. Timto
1lze vysvEtlit napadné nedostatky graff nap¥. v [RGZ2-89], kde fun-—
kce x.co8(x2) nedosahuje p¥imky v = x , a stuphovité funkce
jsou viude spojité. Zmin&na broZura ma jeBt& jiné zavaZné nedos-
‘tatky, takZe m@Ze t&Zko slouZit k propagaci aplikace pofitaZ@ ve
vyuce matematiky.

Ve [Vid40-88] je popsa&n program kreslici grafy série funkct

nabidkou wvn&jgich mocninnvych sloZek. Ten je urfen pro wiitele

'k p¥ripravé vyuky funkci.

¢ kvadratickvmi funkcemi

Ke opPel a4 5116

Pomoci pFislu@nych program@ si studenti mohou nacviovat

é_resleni gskic k jednoduchym funkcim, pFripadn® u2ivani limitni

mboliky.

Prevraceni linearnich a kvadratickych funkcit

Program generuje nadhodn& (s diskrétnim rovnom&Ernym rozd&le-
Enim) parametry a, b, ¢ v mnoZin& *{0,1,2,...,9}, a <> 0 . Para-
. try se interpretujl ve standardnim tvaru algebraického vyrazu.

var se vybira ndhodn® ze 4 typi:
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vyraz nazev standardniho tvaru
ax + b linedrni vvraz sestupny
/(X + b)(x + ¢) kvadraticky vyraz soufinovy
a(x + b)z + ¢ dopln&ny na Ztverec
axe + bx + c segstupny

Z trojice a,b,c ge pFipravi Fetdzec pro tisk vyrazu pro

%

tisk v linearizovaném matematickém tvaru, tj. bez jednotkovych

€initelf, nulovych s&itancf, zbyteZnych zavorek, atp. Nap¥.

a b ¢ standardni tvar tisk
=1 9 = -pb = -9 sou¥inovy =(Xee2—81)
IR = (X+4)"~2
=1 2@ 0 lib. kvadraticky —X~2

Vytiskne se zadani funkce a nakresli se jeji graf (s oznalfe-
: nim F) v nahodn& generovaném celofiselném intervalu p¥rekrvvajicim
kud moZno vBechny vyznadné &i zajimavé body (v potadi): vrchol,
- koteny, pofdtek, body, kde funkZ®ni hodnota je 1 nebo -1 . Poté
:jsou vvkregleny 3 grafv - "pravd&podobn&" wvyhliZejici kandidati
zna graf p¥revracené funkce. Jejich cznafeni &islicemi 1, 2, 3 je
?OPét nahodné. UZivatel m& pak vybrat &islo grafu pro 1/F

I P¥i nespravné odpovédi Jje komentovan obvykly dvod omylu
~a jsou p¥ipomenuty odpovidajici vztahy &iselnych operaci, znamé-
tnak a nerovnosti. Pak je ptredloZen novy p¥Fiklad steiného tyvpu
" (tj. stejny standardni tvar s parametry a diskriminantem stejnych
iznamének jako wu p¥ikladu chvybné =zodpov&zeného). P¥i op&tovns
chybné odpov&di (2. chyba stejiného typu) se p¥FedloZi detailnit
;vfklad o sgouvisejicich vlastnostech operaci a nerovnosti. Na za-

v8r seance si mfZe uZivatel vvZadat hodnoceni svého vykonu.

b. Aritmeticka kombinace polynomické funkce a signa

Pro osvojovani aritmetickych operaci s funkcemi se ukazalo
;jako velmi uZite&né kresleni grafu funkce f(x) := P(x) 8 S(x) ,

kde P e polynomicka funkce nejvy& 2.stupn& v rfznych standard-

‘nich tvarech; 6 € {(+, -, *, /} je aritmeticka operace; S(x) :=
eson (x-u) 1, u Jjeou konstanty; sgn je funkce signum:
:unB*=1: ggn 0 = 0, sgn B = -1

Téma slouZi ke dv&ma u&el@m:
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1. Procvifovani rozpoznavani graf@ &ty# zakladnich aritmetickych
kombinaci nejvy® kvadratické funkce P (rfizn& zadané) a nasobku
S Posunuté funkce signum. (Graf aritmetické kombinace P 6 S.)
2. Osvojovani formalizmu zapisu limitniho chovani (t&chto) funkci
Vv bodech nespojitosti a pro x -» zw . (Limita z grafu.)

Procvi&uji se Pojimy

(viastni)| limita {oboustrann&) ve (viastnim) bod¥.
nevlastni jednostranndg nevlastnim

P¥iklady se p¥redkladaijl v sériich (5&lennych). Na zavér sé-
- rie je dotaz na pokrafovani v dal&f gérii. Na zavdr seance si ml-

[ Ze student vyZadat hodnoceni svého vvkonu. Dal¥i podrobnosti lze
~ nalézt ve [Vi44-90].

E. ZAVER

MnoZstvi prace vvkonavané p¥ri tvorb& ufebnich programf je
anaéné. To plvyne nap¥. z b8Zng udavanych Gdajift o &asovych naro-
ﬁcich na vypracovani didaktickeého programu zabezpefujiciho 1 vyu-
 kovou hodinu [Bor-85].

| Nicmén& vyuZitdi mikropo&ita&f obecn&, a v matematice zejmé-
ﬁna, je nezbviné pro dosaZeni a udrZovani mikropoditalové gramot-
‘nosti vysokoSkolské populace. Nabvté zkuSenosti ukazuii moZnosti
‘uplatn&ni této techniky i p¥i omezenych prost¥edcich. Ziskané
zkuSenosti se pak zurofuji i v dalEi pedagogické &innosti.

} V souXasnosti je polfitafova podpora vvuky komplikovanou za-
lezitosti koordinovaného uUsili desitek vysokych s8kol. V pravidel-
Qném informa®nim sborniku projektu CTI (Computers in Teaching Ini-
:gisative) ge uvadi dvacitka koordinujicich pracovist pro p¥ipravu
rogramfl pro vyuku nejr@zn&jich disciplin vyu¥ovanych na VS. 2da

se, Ze izolované uUsili nad@enc@ nema velkou nad&ji na uspé&ch.

-y



Fe¥eni .

[Hea-86;

P¥1 ¥edeni matematickeého Problému
K tomuto G¥elu slou®i tzv.
my, ¥ symbolicke manipulateory (= SM),

zZna&nég rozsihlé) Programy urfené

i LeZ

zminka o programu Macsvyma.

RA-87; Wol-88; Rav-87].

A. PREHLED PETI SYMBOLICKYCH MANIPULATORU

Existence pokroXilych programfi tohoto
[Wei-82:293-6],

VA SH =85 N =68 10:

Konkrétnim

charakteristik p&ti roz¥i¥envych programf:

Hagto hledame

-430-

analvticke

svmbolicke manipula&ni progra-—
jimi¥ rozumime (zpravidla
k ¥e¥eni matematickych problémf

vEetnd uprav ziskanych vvsledk@ na vhodny cilovy tvar.

typu je znadma — nap¥.
Vi62-91:149],

kde je

symbolickym manipuldtortm
jBou oviem v&novany pFrisluiné programové dokumentace, a téZ nap#.

vV [FB-89] je ptehled zakladnich

Tab. 1. Specifikace nejb&2n&jsich syvmbolickych manipuldatora
| Program Hostitelsky potita® |Po¥adavky na RAM i
] Verze| Cena Minimum | Doporufenc
Derive 1280 RE00 IBM PC, PC-XT, AT 512 kB |640 kB
Macsvyma |309.6|$1800| VAX, MicroVAX,
Sun 3, Sun 4, Apolleo |4 MB 8 MB
Maple 4,2 |%$400 mnché mimo PC/7MS-DOS |1 MB 1 aZx 2 MR
Mathe- 1.1 |#£500-| Macintesh, Sun 3, 2,5 MB | a¥ 8 MB
matica $800 NeXT, 80386-polfitale
Reduce 3.2 |$500 Macintosh, PC/MS-DOS | 640 kB

8 vyjimkou PC/MS-DOS) od salovych poliinajic, pFes pracovni

Pavodn® byly SM provozovany

ce, minipoitafe aZ po osobni pofitale.

Programy

dil&ich oblasti.
pamy upravujici aritmetické vyrazy

prevadéil na jednoduBii vyrazy

PYO

Feseni

matematickych

na velkych po¥ita¥ich s
te¥nou rvchlosti a pam&tovou kapacitou. V soufasnosti jsou

lické manipuldtory provozovany na rfznych typech pofitadf

dosta-
symbo—
(Easto

stani-

problémf@ zahrnuji #adu

Jiz p¥ed t¥iceti lety se zalaly objevovat prog-

[NER=FF T

funk&n& ekvivalentni,

Jimi se dané vvrazv

ti. nabyva-

jic1i ve gpole¥ném defini&nim oboru shodnych hodnot. Zava¥nou roli

zde hra

je existence standardnich zakladnich tvarf, které jsou ci-

|



=431-

C4K3. Symbolické manipulitory -431-

lem uprav. Symbolicky manipulator tedy predeviim pracuje s algeb-
raickymi vyrazy, které obsahuji prom&nné, funkce a &isla. Derivu-

Je, integruje, poXits limity, #e&1 rovnice, rozklada polynomy na

€initele, funkce do mocninnych ¥ad atd. Nap#. jdx/(ax+b) vy jadrd
Ve tvaru (1/a)ln(ax+b). P¥i numerickych hodnotdch viech prom&n-—
nych da numericky vysledek. Poznameneime, ¥e obecny pFistup ke
zjednoduSovani vyrazd mdZe vést k rozporfm & poZadavky pofetni
Praxe a piredevBim s pam@tovymi a Zasovymi omezenimi vypoXetni
techniky. Vzhledem k t&mto omezenim lze podobné programy nachytat
i na n¥které p¥riklady z p¥ijimacich zkouek na vS.

Tab. 2. P¥rehled moZnosti p&ti symbolickvych manipuliatort

E, De- Mac- |{Maple|Mathe-|Re-
Cinnost rive |syma matica|duce
Integrace, derivovanit + o o = -
Maticové operace + + i o 5
|Soustavy lineArnich alg. rovnic et + + + +
Soustavy nelinedrnich rovnic @ ar # X !
Oby&ejné diferencidalnich rovnice > + X :
Vektorové rovnice + $ $ 1
Laplacecva transformace - o+ * 1
Inverzni Laplaceova transformace + + |
‘vpstup ve vyBEim program. jazyce iy + + e +
|Generovani numerického kdédu + 1
. 2D grafy & t 5 & !
.-ZD grafy 23 s i !

Poznamky

program nebo pFidavny goftvérovy balik p¥imo provad&ji &innost
pouze rovnice © jedné neznamé

pez numerického FeBeni

pouzZe polynomické rovnice

pouze Runge—Kutta pro jednu diferencidlni rovnici 1. ¥adu

pouze Ve gspecialnich souFadnicovych systémech

*?rogramy poskytuiil mnohé dali&i funkce (&asto dosti se lidici).



—-432- C4K3. Symbolické manipulatory -432-

- B. STRUCNE CHARAKTERISTIKY

Derive je novy program urdéeny pro IBM/MS-DOS navazujici na
- MUMATH. Ma pom&rn® omezené moZnosti, ale snadno se pouZiva. P¥i-
- kazy jsou v menu (& la Lotus 1-2-3). Pogkvtuje rozsahlou pomoc.
Nema sv@j programovaci jazvk, ale dovoluje definovat nové funkce.
iVBtupni vyrazy a (mezi)vvsledky jsou usporadany viceradkov& (ma-
tematickyv). Lze pracovat g Zastmi vyraz@ oznadovanymi kurzorovym
obdélnikem. Velké vyrazy viak vybihaji mimo obrazovku a je obtiZ-
Nné 8 nimi pracovat. K dispozici je 55 funkci, v&etn® goniocmetric-
1k9ch a hyperbolickych. Rovnice ¥ef1 numericky bisekci, numericky
vypofet integralu uZiva adaptivniho Simpsona. Dovoluje m&nit m&-
PFitka, snadno se pFemistuji obrazky. Grafické a numerické proce-
‘dury jsou pomalé (ale univerzalni). V [FB-89:683p] se uvadi, Z2e
jako jediny z uvedenych SM fungoval efektivn& na PC/MS-DOS poXi-
_taéich. Je vhodny pro zaXate&niky a najde Ziroké uplatn&ni pro
studenty p¥irodové&dnvych a technickych oborf.

5 Macsyma zafal byt rozvijen v roce 1969. Roku 1971 o n&m in-
formovali J. Moses (MTI USA) a jini. V soufasnvych m&ritcich jde
o dogti rozsahly program (300 000 ¥adk& v jazyce LISP), ktery je
patrn® nejmohutn&jiim a nejrozsahlejBim programem pro symbolické
manipulace. Nedavno byl zahrnut p¥Feved diferenciialnich rovnic na
diferen&fni (pro numerické vvpoftv), a rovn&Z perturbafni metoda.
Program nale¥i do oblasti um&lé inteligence. Vychozi verze byly
#aloiany na simulaci &dinnosti superexperta. Poté bvl vvtvo¥en
pevny teoreticky zaklad, nicmén& heuristika si ponechala své mis-
to pro zefektivn&ni Zinnosti programu. Macsvma je pon&kud obtiZna
pou2ivani. P¥ikaz describe poskytuje pr@b&Znou pomoc, apropos
informuje o zapisu prikazfi. MA nepohodlny Fadkovy editor.

Maple je rozvijen od r. 1980 (Waterloo, Canada). Sestava ze
stémového jadra (napsaného v jazyce C) a z knihovny matematic-
ch programt (psanych ve vlastnim Maple jazvce). Disponuje navic
 iselnou teorii, ortogondlnimi polynomy atd. V Maple jazyce m@Ze
- jvatel pridavat funkce a procedury. NedokaZe spojovat grafiku,
razy a text do téhoZ okna. Doveluje vBak pomoci my¥i m&nit
likost a pom&r m&¥itek. Manual je k dispozici v ramci pomoci.

Mathematica byla uvedena na trh uprostifed roku 1988, Ma duvs
4sti. Uvodni, strojovd zavisla ¥ast zaji¥tuje komunikaci s uZi-

.ggtalema druhou Zast tvo¥i strojov& nezavislé jadro pro vypoltity.
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Poskytuje rozsahlou prabsznou napov&du. MA vice neZ 600 p¥rikazf
4 zabudovanych funkcq (nap¥. Besselovy funkce s komplexnim argu-—
- méentem). RozXirujici softvéroveé baliky umo¥Xuji nap#. Laplaceovu
- transformaci. Ma velmi dobrou grafiku (implicitni je dost slaba).
5_Dcvoluje kombinovat text a grafv gse vstupy a vvystupy programu
; Prostrednictvim tzv. zapisniku (notebook) a p¥Fipravit dokument
.;pro tisk. Dokument lze pFevést do TEXu, obrazky jgou formdtovany
;V POSTSCRIPTu. Ma vlastni rozsahly programovaci jazvk. Doveoluje
 Zavést nova pravidla (Pro uUpravy).

. Reduce za¥al v r. 1963 (A. Hearn). Je napsany v jazvce LISP.
:H& malo zabudovanvch funkct. Je zamé&¥en na programatorv, kte¥d
- Jsou schopni p¥ipravovat aplika®ni programy v LISPu. Umo¥iiuje vy-
1poﬁty Vv diferencidlni geometrii a vyvSeti¥ruje syvmetrii systém@ par-—
iciélnich diferencidlnich rovnic. Velkou wvvhodou je p¥Fenosnost

Programfl. Je vBak obtiZn& instalovatelny na PC/MS-DOS.

'C. TESTOVANI MANIPULATORU

"Tab. 3. ReXeni testovacich uloh (T1-9) na p&ti SM

Program T4 ] fs T4 ) T6 T 1 T8

Derive ! = x ! x | e

Macsyma x * x x X x * *

Maple -+ X ! x

Mathemat. x x * x x x - ! !
EIReduce ! * * ! ! ! ! ! 2
Poznamky :

* program byl zcela usp&sny
z&asti Usp&Eny (pouze 1 Pref¥eni ap.)

nevusp&sny
prisluiné procedury nejsou k dispozici

vloha nebyla testovana

V [Hut-90] jsou popsany (bez porovnavani a testovani) jiné
ifj programy unmozifujici symbolické manipulace. (Autorsky) ALFA je
. r¥en pPro interaktivni feBSeni Gloh wve vvyuce matematiky (difer.
; int. polet, regrese, Fady, pravd&pod., lin. algebra). Dale jsou

uvedeny Eureka, MATCAD. VEechny dovoluji pracovat pomoci menu,
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Testovact Glohy uvedené v [FB-89]

ReBeni nelinearnt (Polynomické) (3x3)-scustavy:

x1(x2 + x3) = 23
X2(x1 + x3) = 2b (T1)
x3(x1 + x2) = 2¢

Program Macsyma nael dv& ¥efeni ve tvaru (po de¥ifrovani):
sqrt(—-c+b+a)sart (c—-b+a)
Xl = - ———— ; Xl = 4%t
sqrt (c+b—-2a)
saqrt (—c+b+a)sqgrt (c+b-a)

sqrt (c—-b+a)

cZ2 -2 +2ab—a2

B = = R (e S x3 =
c—b—-a
1 Xx
Derivace funkce f(x) = x (T2)
X
Neur&ity integral dx (132
w3

Zjednodusieni vysledku (neurfitého integrialu).

+w x.8in X T
Nevlastni integral ==t R R O RO S A B E L aan (T4)
' 0 xZ +1 2e
ninna ¥ada preo (sin x)/x Vv bod& x = 0,
Eleny do 10. stupné (T8
{(4-x2)
BD-Graf funkce y =~ , X € <=3;3> \ {0;%1} (T6)

®2 (1=x2)

gin 2x.2in 2y, [x,v¥v] € <—-m;m>x<{—T;™T> E TR

3D-Graf funkce u

Analytické ¥eeni obyfejné diferencialni rovnice 2. ¥Aadu
(tlumeny oscildtor) y" + 0.1y + ¥y = 0, ¥(0)=0, ¥y (0)=1 (T8)

Laplaceovou transformaci

%eoni realné Casti funkce w = cthl(x+iy)/2] (T9)
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D. SHRNUTT

Macsyma a Reduce jsou v soufasnosti zralé a prové¥ené pro-
dukty. Experimenty (testy na Sun-3) ukazaly, 2e Maple je 10x
rychlej®{ neZ Macsyma, Mathematica bvla uprost¥ed. Programy se
oviEem liE{ v oborech snadnosti i obti¥nosti. Z&dny z uvedenych
Program@l sam o sob& nesta&i{ pro viechny poZadavky. Achillovou pa-
tou vBech je efektivni zjednodufiovani vysledkfi. SM programy mohou
ke své praci vv¥adovat zna¥ny rozsah pam&ti. P¥esidhnou-1li narocky
(Zasto je obti¥né odhadnout je pFredem) disponibilni kapacitu,

_.dochazi X havarii programu. Tomu lze Zelit prab&Znym uchovavanim
. mezivysledka.
Nedostate®¥na pozornost je vEnovana poZXadavkfim uZivatele-&lo-
4 v8ka. Zapisy matematickych vyrazfl jsou kupodivu ¥asto ¥Bpatn& ¥i-
i telné: neuZivaji se mezery, zlomky nejsou csovd symetrické, pro
- Zlomkové EAry nespravné délkvy se u¥iva znaménko minus, tak2e je
. nerozliBitelné uUvodni znaménko. Nehledi se na redukci informa®ni
- Bedi. Neporovnavaji se automaticky struktury podobnych vvyrazf
_” naslednou redukci spolefného a zd@razné&nim rozdilG. Nap¥. hle-
I dani odchvlek ve znaméncich (té%2 kvali uvedené kolizi) je znaldné&
f‘znepokojujici.

Nap¥. - v [FB—-89:680] je uvedeno ¥Festeni svmetrickée soustavy
(T1) programem Macsyma. Befeni je nalezeno v nesymetrickém tvaru
a druhé ¥eBeni 1igici se pouze znaménky je uvedeno naplno bez
-ivztahu k p¥redchozimu FeBeni. Nepochopitelné je uZivani zbyvteZnd
1;komplikovaného oznafeni, i nedodrZovani abecedniho po¥radi. Zda
:BBo ¥o vyuZivani svmetrii, které predpoklada globalni pohled, je
lslabinou manipulatora. Pritom v [FB-89:684] se konstatuje, Ze
izjadnoduéovaci potence manipulator Macsyma a Maple zna&n& piFrevy-—
1guji program Mathematica. Je tedy Z&douci prochazet dil&imi al-
gebraickymi upravami a zasahovat do nich 2z pozice zkuSeného uZi-
fvatele.
Ukazuje se, Z2e symbolické manipulatory - jako novy nastroj
i- je t¥eba pouZivat obez¥etn&. Jejich vysledky je nutno kontrolo-
‘vat [Lam-91] opakovanym zadanim problému nejrad&ji jeit® na raz-
;nygh manipulatorech, které uZivaji pokud moZno r@znych metod.
K logické kontrole je t¥eba wvyuZivat vnit¥ni vztahy (symetrie)

zcgekavaného vysledku. Zahodno je uZivat vyzkouBené a frekventova-

I né programy.
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E. ZAVER

V  ¥lanku amerického autora ([Ste-88:340pi;s-11] ©Se cituje:
"Nebude dlouho trvat a poXfitaXova algebra bude pro studenty inZe-
nyrstvi stejn& b&¥na jako bylo kdysi dnes ji%2 zastaralé logarit-
mické pravitko".

I kdyZ blizkd budoucnost zde neni bli%e specifikovana
a i kdvZ prihlédneme k na¥emu poXitaZovému zaostavani, je pot¥eba
se p¥ipravit na organické zaXlen&®ni symbolickych manipulator® do
aktivni Zinnosti matematikf a inZenvyrf. BE¥na p¥ristupnost tako-
vych program@l oviEem podstatn® ovlivni i obsah a metody vyuky,
& to jak matematiky, tak i disciplin matematiku uZivajicich.

Pofitafova algebra zatraktiviiuje pofitae i matematiku a po-—
siluje vztah mezi matematickym a pofitafiovym vzd&lanim. Dovoluje
studentfm soust¥edit se na podstatu matematickvch poimf tim, Ze
redukuje mechanické manipulace se symboly. 2dfraziuje vlastnosti
matematickych objekt@ a operaci, a tim prohlubuje ocbsah pojmf. Je
: moZno se zabvvat sloZit&jsSimi (neBkolskymi) Glohami.

' Zmé&ny se odehravaji v samotné matematice jako véEdnim coboru.

nap¥. [Lam—-90; Ste—-88; Wal-89] konstatuji mé&niciho se ducha mate-
. matiky, kdy s nasazovanim sily pofitafd prestava byt napln&n
 nap¥. ideal kratkého a krasného dfkazu obti¥ného tvrzeni. 1000
- hodin pofitaliového asu bvlo vvnaloZeno na potvrzeni vEty o Sty-
1 ¥ech barvach na map&, 3000 hodin (v prtb&hu dvou let) trvalo pro-
?.kazovani neexistence kone¥fné projektivni rovinvy Fadu 10. Matema-
} tici si tak museji zvvkat ve své praci na pofitafového partnera,

f pomoci n&hoZ ziskavaji '"skoro jisté" vysledky [Lam-90]. Nektereé

Eoblasti matematiky jsou ji% bez pofitaZfh zcela nemyslitelné. Ma-

tematici se op&t navraceji k formulovani hyvpotéz a k experimen-—
;t&m. a tim k p¥rirodnim vé&dam.

S tématikou symbelickych manipulatorft souvisi studentska

'prace [8%43-89], Vv niZ se FeBitel zam&¥il na dv® t¥idy speciil-

{ch algebraickych vyrazf. Prvni jsou numerické vyrazy s odmocni-

ami. Druhé p¥edstavuji linearni vy¥razy sloZené = absolutnimi

Ebodnotami' Vychazi se ze znalosti tvaru poZadovaného cilového vy-

yazu a neznamé parametry se zisgkavaji porovnavanim funk&nich hod-

f”ot vychoziho a vysledného tvaru. Ukazuje se, Ze tato cesta ma

scnd jB1 uziti. V [S#15-80] bvl sestrojen prekladad program@ do

;rUZimu zlomkové aritmetiky, ktera je typicka pro manipulatory.
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Cst V. K vfuce numerickfch metod

Zakladni numerické metody jsou obvykle zahrnovany do Gvodni-

3 ho kursu matematiky. I zde se vyskytuji diskutabilni p¥ristupy vy-
! volané predsudky, p¥ehliZenim vypofetni praxe nebo touhou po ori-

- 9inalit&. VEimneme =i dvou dil&ich problémb,

: Soustavy linearnich algebraickych rovnic vznikaji samostatnd
.{DEbO jako soulast Fady aplikaXnich problémfi. Proto bylo k jejich
- ¥eBeni navrZeno mno¥stvi metod ([FF-64; Pock-55; Wil-77; WR-761),
- JejichZ po¥et stdle roste. Osudy jednotlivych metod jsou p¥itom
;3ajimavé samy o sob&. Mnohé metody upadly v zapomenuti a byly

- Znovuobjevovany, m&ni se jejich hodnoceni a jsou modifikovany.

" A. ALGORITMY METOD

Porovname dvé& varianty Gaussovy elimina&ni metody pro refeni

_soustavy linearnich algebraickych rovnic

je regularni StvercovaA matice stupné& o g n=tice x

b , je Bloupec neznadmych, resp. pravvych stran. P¥i vvpolftu

1i=1..... ™

E = a:J]J:i.....h+1 = [R, bl . G2

tpj- ai, n+l o — b}. ’ i g 1;2,---.1'3

Elimina®&ni metody Gaussova tvpu jsou dany zplsobem prevodu
& soustavy na ekvivalentni soustavu s trojdhelnikovou matict
stavy. Obecn® ge piri elimina&nim chodu vvtva¥ri posloupnost
navzajem ekvivalentnich redukovanych soustav

(r)
E‘l") = [a.i.J] = [A(I‘)’ b‘r,]; o= 1;2;...;11 » (3)

[A,Bl T a DR je cilova redukovana soustava s horni

_ E¢ 1)
. r°jﬁhe1n1kovou matic{i soustavy A(™ | Dale pro A Fr) plati

) ! ! )
2, =0 g LBy S S ST B N

Tfitom ety , 1L w 0,1,,.,,0r , nae Er spole¥nych prvnich

*adkﬁ ” t’ j L
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(r+1) (r)

24 = 3y 1=k e S S I e e S L
g3z

Irojuhelnikova matice A(™ je tedy vlastn¥ tvo¥ena prvky ar, .
=1,2,...,n, j = r , a jinde m& nuly.
i Pro jednoduchost budeme nadile predpokladat, 2e hlavni prvky
(= pivoty) se postupn® vybiraji =z hlavni diagonaly redukovanych
gl A a jsBou nenulové, tedy
kr)
. 0 (4
Dile me predpoklada radkova organizace vypodtu, tj. cykly ve for-

(A la algol):

= 1,2 =l
for i = Rl T Nt {53
Fone W =l asp R el

do vvypo&tovy vzorec.

P¥i b&¥2né poXitaové Gaugsove metod& tzv. jediného dé&leni

obiha redukce (eliminace) podle vzorce

(r+l1) () () (r)
g1l = gy - (gvr/Prl)gry . (6)

k)
kde pr = 9Irr
SFedsunut pFed cyklus s parametrem J . Predpoklad4 se, ¥e koefi-

jsou gaussovské pivoty. P¥itom vypodet podilu je

gcienty soustavy Jjsou z okruhu (obecn& nekomutativniho) s jedno-

nagnym d&lenim. Odpovidajici posloupnost redukovanych matic

Boustavy je Gf1) = A, G2 , ..., Gm =U

P¥i tzv.
metoda nasobeni a od&itdni) se uplatfiuje vypoZtovy vzorec

kondenzafni metod& (= metoda k¥iZového nascbeni =

(r+1) (e () =)
Y =qrkiy = Kirikrs . {7)
(r)
qr = krr jsou kondenza&ni pivoty. Nyni se pracuje v komuta-

ovanych matic K1) = R, BeEL L RIn W
VZTAHY MEZI METODAMI
Porovname—-1i navzajem vypottové vzorce (6, 7), dostavame in-

dukc1 podle 1 vztah
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r-2 =g il r—1-—a
(r) 2 2 (r) T"T 2 (r)
ki, = P P2 e —or e = Ps SR (8)
s=1
¥ i = 1}21 Jn -
S0Z dava specidln& pro pivoty relaci
—1 retom
2

B — Ps T S0 =

s=1

Je zndmo (srov. nap¥. [Str-76:23;:-4; Vil0-76]1), 2e Gaussova
1limina®ni metoda (5+6) davA jednozna&ny tzv. LU-rozklad matice
\  na soufin dolni a horni trojudhelnikové matice. Rozklad vypie-
e Pre n = 4, prifemZ pro zjednodueni vvnechame horni indexv
_ k@ redukovanych matic (v dolnich trojdhelnikovych maticich
_.i_‘- totoZné se sloupcovymi indexy a v hornich trojdhelnikovych

aticich s ¥adkovymi indexvy); nevypln&né prvky jsou nulové.

® = 1U = |1 O Pi 912 J13 14| . (10)
mea 1 Pz dgz23 924
m31 maz 1 P3 934
Mma1 MazMmaa 1 O Pq
(r)
B o e = 12, Sl 1 =l an € 1)

=1 p¥rimo koeficienty nasobkfl r-tého ¥Fadku, které se p¥i r-té
sdukci odéftajf od i-tého Fade.

Analogicky se maticovymi prost¥redky ukaZe, 2e kondenza®ni
; oda odpovida jinému trojdhelnikovému rozkladu. Vvpifeme jej

pro n = 4 pri stejiné zjednodusujici umluveé:

A =DH = |1 O g1 kiz kia kial. (12)
dzi dzz gz kz3a Kkza
dai1 daz daa g3 kaa
da1 daz dasz daa O 94
di 1 =1/(CI1...¢1;—1), iR e AR S p DOLL (13)
()
d‘r = }g}_r/(qi---q‘r‘)z ro=clLn s el i= v e hid R

2 jednoznafnosti LU-rozkladu dostavame ihned vztahy

LT-1 , H=TU , kde T Jje diagonalni matice:
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Ediag(l, o, 9igs. .vvy Giov.Gnea ) # (14)
2 2h—-2 ,n~-3
= dlag{l, Pi, PiFz. s P Pz ceoPn-11}

- C. HODNOCENI METOD

Gaussova metoda (5+6) vyZaduje Padovd /3 nascbicich
E* téZ s¥itacich operaci. Postup (5+7) spot¥ebuje ¥adovd 2n3/3 ,
' tj. dvojnasobek nasobicich operaci a n3/3 sfitacich operaci.
Tato nevyhoda kondenzace m@Xe byt u n&kterych vypoetnich prost-
- Fedkf kompenzovana vyEEi rvchlosti nasobeni proti d&leni. U elek-
 trOnick?ch kalkulatorf p#¥i jejich soufasné technické drovni nelze
vBak p¥Fipadn® rychlej¥iho d¥leni prakticky vyuZit, nebot ryvchlost
ikomunikace 8 obsluhujicim operatorem je limitovana intervaly jeho
5reakci a uUhrnnad rvchlest gvstému #lovdk — stroj Jje dana polftem
operaci Clové&ka.

_ ZavazZnejisl je vBak ryvchly riist prvkft v prob&hu kondenzace.
;Jaou—li nap¥. vEBechny gaussoveké pivoty pr stejné, pak z (9)

dostavame

2r-1
15
Tato dvoustupiiovad exponencidla roste velmi ryvchle s prom&nnou »
' (= poFadové &islo redukce). Nap¥. ji% pFi p = 2 , co je p¥izni-
vy p¥ripad pro kondenzaci, vychazi pro » = 11 <&islo s 309 desit-
kovymi ciframi.
Ve [Vi23-80:63] je porovnavan numericky prQb&h obou diskuto-
vanych metod pFi vypoXtu symetrického determinantu 7. Fadu
[1,....7] 8 jednifkovou diagonialou. Ten ma& hodnotu rovnu 256. P#¥i
kondenzaci se vyskytujl mezivysledky ¥adov® 1014, kdeZto p¥i
Gaussov® metodd jde o pouhé desitky. P#¥itom je p¥iklad p¥iznivy
kondenzaci, nebot nejmensl prvky vEech determinant@ jsou vZdy
 v1ev° naho¥e. Kondenza¥ni metoda je tedy prakticky nepouXitelna
jiz pro malé soustavy (n & 10) p¥i pofitafové i ru¥ni aplikaci.
2 metodického hlediska Jje zavaZnym nedostatkem kondenza&ni
metody zatemn&ni zakladnich vztah@ z linearni algebry: komplikuje
se bezprostiedni gouvislost g trojdhelnikovym rozkladem a napi.
'k vypoftu determinantu Jje tieba si pamatovat =zvlastni vzorec

(viz (ST1-83:176; TF-85:A7-8]). 2trata jednoduchvch souviglosti{

komplikuie vyklad a odvadi od podstaty podruZnymi detaily.
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Dodejme jeXt®, %e kondenzace podstatns u%iva komutativnosti
nasobeni, kde?to Gaussova metoda ji nepot¥ebuje, takZe Jji lze
POUZit nap¥. té2% pro soustavy s maticovymi koeficienty. Toto zo-
becn®ni je implicitn& uplatn®no nap¥. v [And-78:63; Fie-81:29].
Rovn&z v [§T1—83:1949a] je vvuZita p¥i odvozovani Schurova vzorce

Pro redukci determinantu ¥4du 2n na det@rminanty ¥adu n

D. DVE APLIKABILNI MODIFIKACE KONDENZACNI METODY

Jednou z cest, jak zmirnit rvchly r@st prvk@ redukovanvch
goustav p¥i realizaci kondenza®niho algoritmu (7), je uprava,

kterou navrhl C. Jordan (srov. [Bar-72; Wil-771):

e i ) ) (g
1) = (wWrCiy =~ Sir oBrg VW1 (16
(r)
kde w = cr» je r—-ty jordanovsky pivot, p¥rifemZ wo = 1

Je—1i matice A celo¥iselna, pak d&leni p¥edchozim pivotem
nevede do zlomk@ (srov. [Wil-77]), a tudiZ prvky redukovanych ma-
e Ct1) =, €2, ,.., Cm =Y =zfigtiadvajl v oboru integritv.

Vztah mezi prvky redukovanych matic Gaussovy metody a Jorda-
novy kondenzace ma nyni tvar

{1r) (r)
Ciy = P1Pz..-Pr-191 4

a pro pivoty pak
wWr = P1P2...Pr

Zim%? je dokumentovan mnchem pi¥ijateln&jsi rist prvka,

P¥rigludny NV-rozklad matice soustavy A Jje nyvni typu

A =NV = |1 (:) Wi Ciz Ci1i3 Cia (19)
21 iz 2 w2 C2:3 Coig
nzi @z N33 W3 Caa
Nai1 nNaz nNa3s nNaa O W4
Bde msy = ¥w-a, 4= 23,i...0; (20)
()
Nir = Cj.r/wr-i' r = l,...,n-l, i= 1“""‘1,...,1"}

Prechod ke Gausov® eliminaci je pak dan matici 2

1L.2-1 , v=2U, kde

[}

diag{la WL M e e Wn—i} -

N
n

diag(l, PL, PLP2, ...y P1P2...Pn-11}
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Pri poditafové realizaci Jordanovy kondenzace jdou matice N,
V sesadit k sob® do pam&ti na pfAvodni misto matice A (analo-
gicky jake L, U u Gausse), nebot diagonilu matice N lze podle
(20) snadno rekonstruovat z diagonaly matice V . Tento rozklad
1ze pak pouZit k ¥eieni série soustav liBicich se pouze pravymi
stranami.

Druhou pouZitelnou variantou kondenza¥ni metody je p¥ipojent
G&€inného algoritmu euklidovského typu pro hledani nejvé&t#iho spo-
le&ného d&litele prvkfl k metod® (7) do cvklu s parametrem »r ne-
bo 1 v (5). O této moZnosti je rovn&%2 pojedndno v [Bar-72].
Obecn& dovoluje pracovat s men¥imi prvky redukovanych soustav neZ
v (16), ovBem za cenu zpomaleni vypo&tu.

Ob& uvedené modifikace mohou nalézt cbjektivn® uplatn&ni p¥i
¥eleni soustav s koeficienty v oboru integrity I (nap¥. cela
Eisla &i polvnomy = celoliselnymi koeficienty), u nichZ se poZa-
duje (a existuje) ¥Feeni v I nebo v p¥isluEném podilovém t&lese
(zlomkova aritmetika). 2Zde vyEB{ polet operaci je vyvaZen ziskem
presného teieni, &imZ se zmirni problémy s vvEet¥ovanim chyby ¥Fe-—

Seni a s pPripadnou Spatnou podminénosti matice soustavy.

E. ZAVER

Uvedené porovnani metod lze shrnout keonstatovanim, Ze primi-
tivni forma kondenza®&ni metody (7) necbstoji ve srovnani s Gau-
sgpovou metodou (6) =z hledisek ani teoretickych, ani praktickych,
ani metodickych. Neni proto divu, Ze se metoda (7) pro redlny
obor v programovém vybaveni pofitaZ@ nevyskytuje, kdeZto metoda
(6) — predeviim ve spojeni s LU-rozkladem - zde ma své trvalé
misto (srov. [WR-761). Vzhledem k zasad¥ uvaddt metody prov&rené
p¥ri praktickych vypottech na poditadi ¥i kalkulitoru, je protoe
t¥eba zavrhnout zavad&jici pouZivani kondenza&ni metody p¥i vyuce
linearni algebry. Modifikace kondenza&ni metody mohou ovdem na-—
1ézt uplatn&ni ve specidlnich problémech ¥FeBenych v oborech in-
tegrity.

Zkolska kondenzadni metoda ma vEak tuhy Zivot. Autor knihy
(8kr-66] na ni trva téz v [ST1-83:176-8,180-1,183-4,190-1], kde
B zminuje o jejich nespecifikovanych vvhodach. V [TF-85:A7-8] je
zminka, Z2e Vv [Mil-78:123-8] Jje (op&tovné&) odvozena kondenzace pro

determinanty a Vv [Rog-79:340-2] je program ve Fortranu IV.
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UkdZ2eme, ¥e aplikace devitibodové diferen¥ni aproximace Lap-

laceova operatoru m@¥%e dob¥e konkurovat p&tibodoveé aproximaci.

A. ODHAD CHYBY A KONVERGENCE

M& jme ¥e¥it Poissonovu rovnici
(1) -Au = f(x,y) v obdélniku G: 0<x<a, 0<y<b
PFi ockrajové podmince

(2) wu(x,y) = g(x,y) na hranici TI' obdélniku G.

Pro ¥eBeni dané uUlohy metodou siti byla navrZena cela ¥ada
schémat - viz nap¥*. [KK-62; WF-63] . Z nich nejznam&jigi je schéma
peEtibodové, my se budeme piFeva%ng zabyvat tzv. devitibodovym.

V obdélniku G =zavedeme sit s krokem h ve sm&ru obou sou-
F¥adnicovych os a nap¥. pomoci Tavlorova rozvoje vyjdd¥ime Lapla-
ceflv operator jako linearni kombinaci funk&nich hodnot funkce

u = u(x,y¥y) v uzlech sits.

h

7 ke
k Oznafeni:
st
7 —O—Ff S S i=vtxg J3) =i ih, i h)
=1 —T— & T—
i—1 i i+l Ghy. 1.

pouZiva peéti bod@ - na cbr. 1 jsou oznafe-

0. O .

Y —(Au)iy = {4y - (Uiaet * Wo-1 * M-y * Uis+24)) + Ry .
h2

kde

(4) IR, | = (1/76)Mak? ® 0,17 Mah2

Devitibodové mchéma bere vEech devdt bodd vyznafenych na
obr. 1 (viz nap¥. [WF-63:21773; KK-62:197-203%]

il
(8) -(Awis = ol - L R A TR R R i G R B TSSO R
6h2

o (i wd et P Uistd=0 % =151 At =U0F * B

kde
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6) |r,| < MahS % 0,43.10-2 Mg hs
3.8!

Ve vztazich (4,6) oznadujeme My horni odhad (maximum) par-
c€ialnich derivaci r-tého ¥adu na obdélniku G

V kaZdém vnit¥nim uzlu [i,7] s1t¥ dostavame pak pouZitim
(5) po zanedbani chyby Ry, rovnici (dale predpokladame, Ze fun-
kce f m& pot¥ebné derivace)

3

(7) {20215 - 4(21441 + Ziy-1 + B33y + ZBi+1s) -
6h2

2t cad+a t Biadg~t Fomyong e iz e 5T ] HEE

h2 2h4 &4 f 3 &4 f
= EET e e N N e, M + 4 27 dig %
12 6! Ox4 SXE OHy2 oy4d

© které ¥ikame, Ze prislu¥i uzlu [i,j] . Zm&na oznalfeni zdfraziiu-
je, Z2Ze Ziy &% wy . VBechny vnit¥ni uzly nam pak davaji soubor
-n . P rovnic (dJe N=a/h -1, P =5b/h - 1) pro neznamé 2, .
V rovnicich p¥islusSnych uzl@m u hranice obdélnika G jsou nékte-
ra =z;y; dana okrajovou podminkou (2).
OZislujeme-1i nyni uzly jedinym indexem k tak, jak jdou po
$adcich (tzv. pFirozené uspotrddani uzlf), tji. k = 1 + N(P-3) ,
a gePadime p¥isluBné rovnice, dostavame soustavu n = N.P line-

Arnich algsebraickvch rovnic

N 8) Az = b , kde (NPxNP)-matice A ma& strukturu

(9) A = D l-C . kde D, C jsou t¥idiagonalni

N = = [N

il D \\\\ (::) (NxN)-matice
\\\_ .

e otk i

= D

- = =

NN R RN
_o\\; _o\\:

(10)

=5
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Vlastnosti matice A soustavy (8) jsou shrnuty ve v&td 2.

Vektor ¥eleni =z = (z1,...,2zn)T soustavy (8) nazyvame disk-
rétni aproximaci skutedného wFeMeni u(x,y) Glohy (1+2). Jeho
souFadnice pokladame =za pFibli¥né hodnoty skute&ného Fe@eni
v(x,y) Vv odpovidajicich uzlech sit&. K tomu nis opraviiuje nasle-
dujfci v&ta - viz [Min-55:234] . Nerovnosti davaji odhad pro chy-
bu metody v uzlech s1t& a plvne z nich konvergence diskrétnich

aProximaci =z ke skute&nému ¥eleni u pro h -> 0.

¥&ta 1: Necht' u(x,y) je piesné Felkeni okrajové ulohy (1+2),

necht 2z = (z;....,zn)T je diskrétni aproximaci u(x,y).
OB u &8 u 63u|
Necht’ max 5 A e } < Mg . Potom
G &x8 OX7 by Sy8
520
£11) Im - zll s Magh%® . %, (e —u {xi=xp)e = (i —¥g 2
3.8!

Ee (x; ,¥:) Je uzel, jemuZ pF¥igluBi 2z ; {xo,¥o ) a ors Jpau

st¥ed a polomé&r kruhu opsaného cbdélniku G . A tedy

520

£12) max lu, - =z | = Mg hS 12
1<isp 12.8! —

Boon.1l. Pro obdélnik G je (xo.,¥) = (a/2,b/2), rvr= %B.J{(a2+k2),

gpeciiln® pi¥i &tverci o stran& a je rz2 = az/2

Pozn.2. Odhad (11) je nadhodnocen, proto je v [KK-62:20114-27]

navr¥en odhad vhodny pro mala h

40

113) |U1 = Z.tl ~ Mg e

2z g

v n&m¥ je koeficient t¥Findctkrat mensi.

B. VLASTNOSTI MATIC A, B

P¥ipometime zakladni iterani metody {e¥eni soustavy linear-
nich rovnic Bz = b . Matici A = [aiy] soustavy rozloZime na

soufet t¥i matic

%) A=D-E-F,

Eis D je diagonalni matice, D= diag {811....:.8nn} + B je

dolni trojuhelnikova matice (8yy = =44, 1 > 1), F je horni
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trojdhelnikova matice (fi, = -aw,, i < 7).

Uvedeme vztahy definujici zakladni metody.
1/ Jacobiho metoda (= progta iterace)

(15) Xm+1) = D-1(E + F) xX™m + D-1p ; matici
(16) B =D1(E + F) nazyvame Jacobiho matici.

2/ Gaussova-Seidelova metoda

(17) XxXmtl) = (D - E)-1Fxtm + (D - E)-1p ; matici

(18) C = (D - E)-1F nazyvame Gaussovou-Seidelovou matici.
3/ Gaussova-Seidelova superrelaxace (w = 1)

R mitl) = (] cl)=1 (L W) Ul m +w(l —wl)- 1D

BN je coznatteno L = PD-1E , U = D-tF ; matici
(20) Ley=™ (I —GaL)-2[(1 -t)I +wlU] nazyvame
superrelaxafni matici.

Pro w= 1 dostavame Gaussovu-Seidelovu metodu 27.

V dvahu p¥ichazeji rovnéZ tzv. blokové metody, které jsou
maticovymi analogiemi uvedenych metod. P#¥i nich se matice A roz-
d&l1 na bloky, ge &tvercovymi podmaticemi na diagendale. V rozkla-
du (14) je pak D blokove& diagonalni, E blokov& dolni troju-
helnikova, F blokovE horni trojdhelnikova matice. PouZiva se
rozd&leni na bloky odpovidajici ¥adkdm uzld.

Qznafeni: Bsroint, BoPoint , Bsl t ne , Byl tne , jsou Jacobiho ma-
tice. Horni index rozliBuje metodu bodovou a blokovou (jedno¥ad-
kovou) . Dolni index =znafi p&tibodové a devitibodové diferen&ni
schéma. Podobn& budeme znadit matice ostatnich itera&nich metod.

Pro naZi soustavu s matici (9) mame podle (16) a (10)

., kde S, T Jjsou t¥idiagonalni

=2 T
T
(NxN)—-matice.
A
T S

h | W
B 6 = s~ D= L7 ' -

(21) BQPO" nt =
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(22b) T

|

20

15 °1/20

1420

(::) 1/20
1720 1/5

Dale pro blokovou analogii maAme

(23) Boline =

0
D-1

Dﬂw ;
oy

kde matice D, C byly uvedeny v (10).

CS5K2. Devitibodové diferen¥ni schéma

~-513%

Vliastnosti matice A soustavy (8) a Jacobiho matic BsPoint,

Bsl ine ghrneme do v&ty.

logie a vysledkl z [Var—-62; Fie—-81]

Y&éta 2: Necht A

pouZitim devitibodového diferenniho schématu (5).

97 A Jje reilna,

cstatnimi prvky.

Ve v&tE a dale v textu pouZ2ivame termino-—

je matice soustavy (8) ocdvozena pro udlohu (1+2)

symetricka,
Matice A

g kladnou diagonalou a nekladnymi

je ireducibiln& diagondaln& dominantni,

a tudi¥ positivn® definitni, a tedy A je ireducibilni Stieltje-—

gova matice, pro n&Z

2/ P#i pFrirozeném uspoiadani rovnic

A-1 > 0

pri né&m¥% je A blokov& t¥idiagonalni.

3/ Bodovad Jacobiho matice Bgpeoint

ricka, nezdporna,

9{39901 nt ) < %1
ugporadana.

4/ P¥i prirozeném

prisluina matici

prisluEna matici

existuje rozd&leni na bloky,

je symet-

ireducibilni matice s realnvymi vlastnimi &isly,

Neni vEak cvklicka,

usporadani je

A

syvmetricka, nezaporna,

indexu 2, P (Bl ine) < 1

e, 1.

Fie-81]1) se ukaZe,

cyklicka.

Pozn.

2, Podobna véta plati pro matice

¥Ye matice BerPoint

Pomoci teecorie grafft (viz napi¥.

bodového schématu - viz [Var-62:187-8].

blokova Jacoebiho matice

je primitivni,

a tedy nem@Ze byt souhlasn&

Bsl i ne

souhlasn& usporadana

6 &

[(Var-62:49; Gas-72:260;

a tedvy ne

vzniklé p¥ri pouZiti psti-
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C. MODELOVA ULOHA

V dal¥im se p¥i porovnivani metod omezime na tzv. modelovou

Glohu, tj. hledame ¥e¥enf u = u(x,y) Laplaceovy rovnice
(24) “Ou = 0 v jednotkovém &tverci G : 0 < x,y < 1,

které spliNuje okrajovou podminku
(25) ulx,y) = g(x,¥) na hranici I' %tverce G

PoloZime-1i v (7) f = 0 , dostavame (je h = 1/(N+1l)) sous-—
n

tavu n = N2 rovnic v vnit¥nich uzlech sité&:

(26) @i s 5 B 0EG N ek e TS SR 2LPENT)

(Ziat)ni * Fledied F Zh-Fiput Bioai—d ) =208

LS o s N

kde v rovnicich p¥isluZEnych uzl@m u hranice, jsou n&ktera =i
dana ockrajovou podminkou (25). P¥i pFrirozendm uspo¥riadiani rovnic

ma& soustava tvar (8) rozepsany v (5,10).

1. Asvmptotické rvchlosti konvergence
V nafiem pripad& lze snadne urZit vlastni &isla a vektory Ja-
cobiho matic B, tj. ¥isla ¢ , pro n&Z existuji penulové vektory

v = (wv;) , 2 Bv = cv . To je provedenc nap¥. ve [Vi6-73:54-5].

Vliastnich vektort je N2 (2 N2 souradnicemi) a jsou tvaru

£29) Vkrl) = (vyy¢kel1) ) = gy sin(krhi).sin(ivhi)
e o1 < B, L. S N, T At < N

i/ Matice Bgroint
Vlastni ¥isla p¥islunid vektord@m (29) jsou

(30) cx1 = (1/5).[2(cos kwh + cos Ilwh) + cos kvh cos Iwh] <
(1/5).[4 cos mh + com2vTh] =
(1/5).ces mh [4 + cos mwh] < 1%

= C1a

I Matice Bpltine
Pro vlastni vektory (29) nvni mame
cos lwh. (2+cos kwh) cos wh. (2 + cos wh)

(32) gxl = = €11 < o i
5 — 2.cos kmh 5 - 2.co8 wh

A Perronovy-Frobeniovy teorie pro nezaporné matice (viz v&ta

2) plynou vzorce Pro gpektralni polom&ry §>(B) Jacobiho matic:
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,

(33) @(Bsroint) = (1/5).cos Th.(4 + cos Th)

cos wTh.(2 + cos Th)

(34) ?(Bgl.tne) =

5 —i2.c08 ThH
Stein¥ jako vy¥e se odvodi (viz [Var-62:202s-511])

£35) ?(BEP°1nb) = cos Th ,

cos Th

(36) Q(leine) =

2 - cos Th
Ze vzorcfl (33-36) dostiavame pro ka2?dé konkrétni h
£37) ?(Bgllﬂe) < 9(55“-“0) <§)(B9poim.) <f)(55poxm.)
PouZitim Taylorova rozvoje
(38) cos Th = 1 — mR2/2 +

odvodime PFadové rozdily spektralnich polom&rf Jaccobiho matic

me
(39) e(BbPoint.) - ?(ngol.nt.) 2 — hE & K .

10

2m2 h 4
(40) ?(Bs"‘”“'-) = ?(135““°) & e <

15 3

T4 h4
(41) ?(Bgline) -‘?(Bgline) -7 &~ 8R4

4.3
Asvmptoticka rvchlost konvergence  Re(A) konvergentni matice A
se spektralnim polomé&rem 9(13:) se definuje vztahem
(42) Roa( A) = —= 1n ?(A)
Funkce vy = - ln x Jje klesajici, a proto se nerovnosti (37) ob-
rati:

(43) R“(ngoint.) < B,.(B9’°1“") < R’O{B.jl.tne) < R“(Bglxne)

Pro Gaussovu-Seidelovu matici Jf1 - viz (18) - plattg

(44) Q&) = [PXBI)?

za piredpokladu, ¥Ye matice A soustavy je souhlasn® uspo¥riadana

indexu 2. Definice (42) pak dava

(45) ch.&J = 2R,(B) .

t 3 v tomto pFipad®& je Gaussova~Seidelova metoda pro dané h
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asymptoticky dvakrat rvchleijisgi neZ prostia iterace.
Pro maticijcgp°1nt.1 neni p¥edpoklad spln&n, nicmén& podle

[Var-62:127-8] plati1
i, In(2 = Q(B))

‘_,,R‘,.,c.t:n\_>

2Ros( B) 2 = 2.ln§>(B)

(46) 1

a odtud
B87) R) ~ 2R (B) Pro  @(B) -> 1-

VBechny nerovnosti (423) se tedy pro prakticky dileXity p¥ipad
?fB) => 1- p¥FenaBeji té%2 na Gaussovu-Seidelovu metodu.
Podobn& p¥i spln&ni vvEe uvedeného p¥edpokladu - pro Gausso-—

vu-Seidelovu superrelaci s optimalnim superrela&fnim parametrem

Wort
2

(48) (Woert =
s+ J(l‘?ziB))

plati

(49) chw e = D

opPtL

a tedy

(50) B,.(xw ) = Inlors — 1)
oPL

Odtud a ze (45) plyne pro 9(B) -> 1-
% b

B .Y Wi 15 4 ' T S - V- B 0 - |

)
opPL

Nerovnosti (43) =e tedy pro ?(B) -> 1- zachovavaji té2 pro

superrelaxa&ni matice s vyjimkou p¥ipadu maticex poinNt

Sy
Pro ni plati slab%1 nerovnosti
(52) Wort - 1< (xpoxnt. TS &y = 1),
g opL
a odtud logaritmovanim
(53) — %, In@opr — 1) S Rﬂ(xﬂ’o-lﬁ‘- Y € = 1nGdast —00

9y,

Pouzitim Tavlorovych ¥ad mlZeme odvodit ze vzorch (33-36)
pouzitim (47,51,53) agymptoticka vyjadi¥eni pro rvchlosti konver-
gence p¥i h -2 0 . Pro piehled je sestavime do tabulky.



=515~ C5K2. Devitibodové diferen&ni schéma -515-
Tab. 1. Asymptoticke rvchlosti konvergence pro h -> 0
metoda Jacobi Gauss-Seidel. |GS. superrelaxace
schéma bodovi | #adkova | bodovd | #aAdkova| bodova Pradkova
2, 72 K2 m2 he T2 h2 272 K2 2mh 2yz2mh
3 6 J(6/5)wh
— w2 R2 me he AR 5 o 2me he az 2y27Th
5 5 27(6/5)Th

Vvpieme jest¥ vzorce

GELE RS )

Wopt dosazenim

V Programech popiscovanvch ve [Vi6-73].

1/ p&tibodové schéma

a) bodova superrelaxace

(54) Woprt =

2

1 + sinvh

b) jedno¥radkova superrelaxace

2(2 - cosTh)

(55) Woprt =

(1 + (1 - cosvwh))?2

2/ devitibodové schéma

a) bodovAa superrelaxace

2

do obecného vztahu (48).

£56) Wort =

S e

b) jedno¥radkovad superrelaxace

2

(1/8)cosmh. (4 + cosTh) ]2

£1657) Wort =

1 gLl

V)

_ : 1

vztah (19) se pouZiva pro teoreticka vyBetrovani.

pro cptimalni superrelaxadni parametr

Byly pouZity

ceosTh. (2 + cosTh)2

tickém pofitani se inversnim maticim vyvhneme.

vY.,

které byly pouZity v [Vi6-73]

B ~ 2.coeTh

P¥ri prak-

Nvni uvedeme uvpra-—

g matic1i (9) vzniklé pouZ2itim devitibodového schématu,

PFi FeBenil sit'ové soustavy (8)
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1/ Bodova Gaussova-Seidelova superrelaxace.

Itera¥ni vzorec (19) rozepsany do sou¥adnic vypada takto:

(58) (m+ 1) (m+1) ¢ m+ 1) ¢ my {my
244 =T 1L ARY e T ST e ey + Ziady F OZg -1 )t
{ m+ 13 (m+ 1) ¢ m; ¢ my

+ (1/720)(21-10+1 + Zi+1s+1 * Z1-14-1 + Ziciium

¢ my ¢ m
o TR LBy ey 5 nebe strufnsdji
(m+1) N(rm-i} ¢ my ¢ my
(59) -1 = (21 T2 it Zded .

kde EﬁJ ocznafuje Gauss—-Seidelovsky spoftencou souradnici. Prvni
sfitanec ve vztahu (59) se pou¥ivai p¥i ov&¥ovani splndni kritéria
konce iterovani. Vidime, ¥e v (58) je zapot¥ebi 3 nasocbeni a 9
8f1{tani na sou¥adnici iterace. P¥i p&tibodovém schématu 2 nidsobe-
ni a 5 s&itantg.

2/ Jedno¥adkova Gaussova-Seidelova superrelége.

Uzly rozd&lime do N skupin tveorenvych ¥adky uzlf, co2 urdu-
je rozd&leni p#FisluBnych rovnic a neznamvych, a tudi® i pravvch
stran do skupin. Skupiny neznamych oznafdime 2i1.,....2n . Vvpolet
je opé&t vvyhodné rozdélit do dvou etap. Pro kaZda §F = 1,2, . N
spofiteme nejd¥rive (blcokovd) gaussovsky-seidelovsky pomocnou sku-
pinu E: za goustavy (matice L, € wviz ((10). EK; je danco ckra-

jovou podminkou)
A;m+1.) { m+ 1) { m»

(60) Dz, = C(Zs-1 + Zs+1 ) + Kb,
coZ znamend Fesit soustavu N rovnic g t¥idiagonalni matici D
pro N neznamych soufadnic skupiny 2Z,(m 1) . Pak uZ snadno zis-

kame pot¥ebnou skupinu 2Z,(m1)
( m+ 1) ~ M1l ¢ m ¢ ™y

(61) 7] =ew (2, - 2ZJ S e )

BEtapy (60,61) se provadEiil postupn® pro- i = 1,....N. Tim se

gpoféte cela (m+l)-ta iterace.

Aplikace Gaussovy eliminace p¥ri resfeni (60) dava rekurentni

vzorce

(62) Wi = 1/(5-"‘?1-1) s PYQO s — 1‘2’ ;N (WO — 0)’

(63) g = (M.k * =1 Ppro 1 = 1,2, N (go = 0),
ZNn T 9N

‘64) Z = G + Wi Zi+1 PYO R N"l, oy
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Posloupnost w,, 1 = 1,...,N oviEem spo&teme jen jednou na zafat-
ku. Ze vztahe (60,10) vidime, #e na vyhotoveni pravych stran
Y 1 = 1.t YN - wounie pot¥ebujeme N nasobeni + (EN+2) s&1i-
tani. Primy krok (63) vyZaduje N nasobeni + N s&itani, zp&tny
krok (64) pak (N-1) nasobeni + (N-1) s&itani. Tedy v prvni etapé
(60) je zapot¥eb! celkem (3N-1) nasobeni + (7N-1) s&itan{ na vy-
Pofet N souradnic skupiny 2Z,¢(m+1), tedy 3 nasobeni + 7 s&itani
na sou¥adnici iterace. Ve druhé etap& (61) p¥ribude 1 nascbeni +
2 s¥itani. V obou etapich se tedy provad{ 3 nascobeni + 9 s&itani
na souradnici.

P¥i p&tibodovém schématu vyZaduie jednoitadkova superrelaxace
3 ndsobeni + 5 s&itAni na souFadnici a iteraci.

Trva-1i nascbeni v pohyblivé ZHarce tém&¥ stejin®& dlouhe jake
sCitani, je vhodné p¥i dané siti porovnavat metody ¥eXeni sito-

vych soustav podle velikosti sou&inu
(65) Pui = Cut.m

kde mu je pofet vvkonanvch iteraci, cu Je poliet operaci na

souradnici iterace:

cq = 7 p¥Fi p&Etibodovém schématu a bodové superrelaxaci,

cy = 8 pFrl p8tibodovém schématu a Fadkové superrelaxaci,
cuw = 12 p¥Fi devitibodovém schématu a bodové superrelaxaci,
cu = 13 pPFi devitibodovém schématu a Fadkové superrelaxaci.

D. PULENT KROKU SITE

ZvyBovani presnosti, s niZ diskrétni aproximace =z nahrazu-
je skuteXné {e¥eni u , vvZaduje zmenSovani kroku sit&. Ukazuje
se (viz tab. 2 v &l. E), Ze neni vhodné p¥Fejit rovnou na jemnou
sit’, nebot! volba vychozi iterace u jemné sit& podstatn® ovliviuje
dobu vypoXtu. Lépe je sestavit posloupnest siti - nejjednodusSeji
p@lenim kroku - a pokaZdeé vyuZivat vvslednou iteraci p¥Fi kroku

h pro sestaveni nulté iterace p¥i hledani aproximace prisluiné

kroku h/2.
PopiZfeme konstrukeci nulté iterace z¢ 0) p*i plleni ji¥
g ohledem na programovani. Posledni iteraci p¥i pFredchozim kroku

znaZime z . Nejprve poloZime
{ 0O)

(66) i L &7 pro N = 1,7 21
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(d&je se premistovanim odzadu, abychom neporusili staré hodnoty).

Pak doplnime diagondlni sou¥adnice interpolact

(67) €0y « 0y ¢ 0) ¢ 0) (0
I e L Bl FEVIRR L Bl -1y, W
e e S i s e e | (N je lichg &islo).

A chyb&jici souradnice dal¥i interpoclacit

$0) ¢ 0 ¢ 0) ¢« 0} 0y
(68) 2Ly = ¥.(2Z1,541 +* Zp-1y + Zicia EZiy )
el e S S e N JN-1 , je-11 3 ls=ha,

B o4 4, eae N, je-11i J sudé

PoZet rovnic p¥i k-tém pfileni, tj. p¥i siti s krokem h/2k ,
je
2

(69) N Ny = (N+1)2k - 1 ,

kde No = N ='1/h - 1 zadava vychozi sit.

Pofet operaci (bez interpclace) po p—tém pfAleni je

=]
(70) i = o B N2 mci

k=0
kde mx je polfiet iteraci do spln&ni kritéria konce itera&nihe

procesu p¥i k-té giti, oum Jje polfet operaci na sou¥adnici (uve-—
denc v odstavci D2). Podle (70) budeme posuzovat metody pouZiva-—

jici pfileni kroku.

E. POCITACOVY EXPERIMENT

Pro porovnavani dfinnosti metod byla Fefena modelovA uvloha

= [Vil0-76:263]

(71) -Au = 0O ve Stverel G : 0 € x.v £ 1
p¥i okrajové podmince
u{x,0) = e X
[
u(x,1) = e"Zxcos 2
(72)
u(0,y) = cos 2y
[ e S e
u(l,y) = e-2cos 2y
Retiontm Mlohy (71472) Je funkce u = e~2x, cos 2vy.

K diskretizaci bylo pouZiteo pEtibodové a devitibodové sché-

ma g{tové soustavy prislusne posloupnosti krok& h = 1/4, 1/8,
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1716, 1/32 pyly Fe¥eny Gaussovou-Seidelovou superrelaxa&ni meto-

dou bodovou i jedno¥adkovou. Pro kaZdou sit’ byl itera&ni proces
zastaven, kdy% se viechny stejnolehlé sloZky dvou po sob¥ nasle-

dujicich iteraci li%ily o mén® ne% eps = 10-7 , tj. kdyZ

{ m+1) { m}

max Zx = < eps = 10-7
1<k=<n

Pro ov&¥eni wvlivu konstrukce vychozi iterace byly sitové
soustavy ¥Fefeny dvakrat (viz tab. 2):
1/ s vychozi iteraci vidy nulovou,
2/ B vychozi iteraci sestavovanou z diskrétnit aproximace prislus-
né siti s dvojnasobnym krokem.

V tabulce uvadime vvysledky nunerickéhoe experimentu.

Tab. 2. Pofet iteraci p¥i Peleni Glohy (71+72)

nuleEs pétibodové schéma|devitibodové schéma
h

iterace bodova Fadkova | bodova Padkova
174 |nulova 13 Ak 15 T

nulova 28 22 28 21
1/8

sestavena 20 ik 14 o)

nulova 55 42 63 42
1/16

sestavena zil 24 20 L

nulova 105 82 139 82
1/32

sestavena 47 38 19 17

Z tabulky vyplyva porovndnim podle (65,70), Ze pro danou sit je
ptri devitibodovém schématu pot¥eba wvice pofetnich operaci. To je
vsak pln& vyvaZeno v&tEI p¥esnosti schématu. (Ji¥%¥ pro h = 1/4
vyElo piresné Fefeni na 5 mist za desetinnou farkou, p¥i p&Etibodo-
vém schématu srovnateln& pro h=1/32). P¥i plleni kroku je dokon-
ce devitibodové schéma (zejména p¥i radkoveé metod®) lepsi co do
poftu operaci. Devitibodové schéma pro modelovou Laplaceovu tlohu
je tedy schopné velmi dobie konkurovat schématu p&tibodovému.

v [S¥17-81; S¥20-82] byl sledovan vliv vy¥chozi aproximace
a poiadi1 probihani uzlf p¥Fi ¥eBeni sitové soustavy prisludné p¥-

tipbodovému, Tresp. devitibodovému schématu.
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Cést VI. Prameny

Dokumentace je rozd&lena do t¥{ kapitol: v prvni je b&%na
bibliografie, ve druhé jsou prace (v&etn& internich), p¥i nichZ
byl autor (Bpolu)tvlircem, ve t¥eti je seznam studentskych praci

V¥Pracovanvych na katedie matematiky.
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Kadetabek, J.: Generovani p¥ikladt ze statistiky a z nume-
rické matematiky. P-0217. Liberec, VSST 1974.

Kalousek, Z.- Stan&k, J.: Katalog parametrizovanych zadani.
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MrkviZka, V.: K tvorb& didaktickvych program@ pro Bkolni
mikropotiitafe. Mat. a fvz. ve Bkole, 18, 1988, &.6, g.382.

NAVOD na pou¥itie a obsluhu mikropo&ita¥a radu PMD.
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ci projekt PU 347.02.010.] Liberec, VvSST 1980.

érubaf, J.— Vild, J.: UZivatelska p¥iru&ka. [Provadéci pro-
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[Provad&ci projekt PU 347.02.010.] Liberec, VSST 1981.

Sruba¥, J.- Vild, J.: P¥iprava vstupu dat. [Provad&ci projekt
PU 347.02.010.] Liberec, VSST 1981.

Vvild, J.: ZkuBenosti s p¥imym vstupem dat.
In: AISE ve Bkolstvi, bulletin 4/1982. Praha, SPN 1982.

vild, J.- Sruba¥, J.: Racionalizace pedagogické administrati-
vy, In: AIRS ve Zkolstvi, bull. 6/1984. Praha, SPN 1984.
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Bruthang,V. — Nekwvinda,M. - Vild.J.: Mathematics I - Exerci-
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Liberec, KMA VSST 1977.

(Vil] Vild, J.: Popis programu LIN. Liberec, KMA VSEST 1977.
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lu MS CSR RS 017/03-03 v letech 1976-80. KMA 1981.

EViW]  Andres, Z.- Kractik, J.— Masak, K.= Vild, J.- 'Zelinka, B.:
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Resumé

Fald,
J.: Datove struktury v matematice a ve vyuce. Liberec 1992.
B

Text Shrnuje n&ktere Prace autora tvkajici se role vypofetni

techniky matematice a v metoddch a obsahu vyuky matematickych

disciplin Vvufovanych v dvodnich vysokoikolskych neuniversitnich

kursech matematiky, Sjednocujicim hlediskem jsou p¥itom datové
struktury. Poukazuje se pr@b&*n& na jejich vyznam p¥i praci s ma-
tematickymi objekty a p#i strukturaci matematickych textfi. Prace
zaZini p¥ehledem oznafeni. Maticovad svmbolika wvyu2iva znaku *
Pro zapis maticovych ¥ezf (& la PL/1). Jadrem je p&t pom&rn& ne-
Zavislvych Sasti, z nich® ka¥da je &len&na do n&kolika kapitol.

Prvni &&st "Matematické a datové struktury” ma &ty#i kapito-—
ly. Za¥ina porovnavanim matematického a po¥itafového obsahu zak-
ladnich struktur: pole, Zzaznam, mno¥ina, soubor, strom, graf. Ho-
vori se o jejich agregaci a dekompozici. Ve druhé kapitole jsou
zminény tzv., bi-tabulky (=bodov&-intervalové tabulky), zapis ce-—
lofiselnvych posloupnosti a mno2in ve form& ¥et&zc@ a jejich re-
dukce, grafové strukturv a aplikace cobolovskvch zapisf v matema-
tickvych textech a upozor¥uije se na vvznam podpirnéhoe aparitu pro
texty (komenta¥, margindalie). Ve t¥eti kapitole se diskutuje pro-
cee linearizace datovvych struktur jako projev sériového p¥ristupu.
Nejd¥ive je dokumentovan vliv pofitaZf na vvyvoj matematické sym-—
boliky, Poté je uvedena moZnost linedrniho zapisu limitv funkce
jedné realné prom&nné pomoci Usporné piredponovE-p¥riponové svmbo-
liky, rozvijejici ideu P. L. Dirichleta. Podrobn& je rozebrano
sériové generovani variaci s opakovanim explicitnim p¥evodovym
algoritmem, jeho rekurentni verzf{ a v tzv. posloupnosti minimal-
nich zm&n, ktera nachazi uplatné&ni i v dal&ich #a&stech prace. U-
pozoriiuje se nNa gouviglosti 8 ukladaci funkci pro multiindexouvé
matice a uvad&ji se n&ktere moZné aplikace. Ctvrta kapitola =se
zaobira komplexy (mno¥%iny s operacemi a relacemi), které jsou
pouZity pro formulaci n&ktervch metodickych problémf v Gvodu kur-
gu analyzy (higtorické vztahy a vlastnosti vyznamnych ¥iselnych
B oyin, roziireni mnoZiny realnych &isel, intervalova aritmetika,
- zapis vlagtnosti funkci).

Druha &ast "Funkce po astech linedrni" je v&novana aplikaX-

& a metodicky vyznamné t¥rid¥ Jjednoduchych funkci. Nejprve je
n

% tatovano, Ze jde o nejjednodul&i splajny, které jsou vysled-
ong 3 ‘
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kem "geometrického"
le je dokazana

Pristupu k vytvareni funkci. Ve druhé kapito-
vEta o jednozna¥ném vyjad¥eni ve tvaru linedrni

kombi i
thace linedarni funkce, absolutnich hodnot, znaménkovych funk-
ci a tzv,

ti.

odskokovych funkcq posouvanvch vZzdy do bodfi nespojitos-—
V dalBich kapitolach jsou rozebiriany specialni p¥ipady. Ve
tFrets kapitole jsou ukazany pro spojity p¥ripad (tzv. lomenice)
VZajemnég Bouvislosti zadavajicich datovych struktur: bi-tabulky,
vetveny zapis, linearnt z&pis pomoci formule. K dispozici Jjsou
formule pro vzajemné pi¥evody. Vyznam vhodné volby vyjadifeni lome-—
nice se ilustruje na FeXeni nerovnice s absolutnimi hodnotami. Ve
tvrté kapitole jsou vy¥et¥rovany po Hastech konstantni funkce
a4 jejich specialng pripady: prom&rové a odskokové stupiovité fun-—
kce. Pozornost je vEnovana "peolospojitym" variantam. Zmin&ny jsou
vypofetni dfsledky volby zpfisobu zadani. Vysledky jsou geometric-
ky interpretovany. V paté kapitole se pokraXuje tzv. znaménkovymi
funkcemi, které jsou konstruovany p¥edeviim pro polynomické a ra-
ciondlni funkce a pro jejich zvlaxtni p¥ipady. V Besté kapitole
je ukazano, 2e sgn a sgnZ jsou posledni zajimavé kone&nghod-
notové multiplikativni funkce. Nachédzeji uplatnéni p¥ri standard-
nim vyjad¥reni Ifunkci po fastech linearnich a jejich specialnich
p¥ipadf. Cast je uzaviena poznamkami k literatu¥e.

Treti Zast "Matice meznich hodneosti" je uvedena kapitelou
o dvojim pojeti standardniho maticového souZinu. Ve druhé kapito-
le se uZ2iva tzv. sloupcové-radkoveé interpretace p¥i praci s mati-
cemi hodnosti 1. Ty jsou soulinov& charakterizovany, uvadEji se
jejich vlastnosti a vzajemné vztahy. Zakladnim vvchodiskem je je-
jich vyjad¥eni jako goufin sloupce a P*addku. To se uplatiduje &&i
p¥ri zkoumani poZfetnich narokf@ p¥i nasobeni posloupnosti specidl-
nich matic. Jsou uvedeny n&které aplikace. Kapitola t¥eti se za-
Bova tzv. elementarnimi maticemi, které jsou souftem jednotkové
matice a matice hodnosti 1. Vyznamnym p¥ipadem jsou zakladni
a agregované elimina®ni matice. Ty jsou op&t charakterizovany,
shrnuji se jejich vlastnosti a vzajemné vztahy. Shermanova-Mor-
nova identita je pouZita pro vyjad¥eni vlivu specidlnich po-

riso

ruch p¥i invertovani matic. Probiraji se n&které vyznamné p¥ipady

probiTaD?Ch typh matic. Ukazuje se na jejich pouZiti p¥i vykladu

tod linearni algebry & p¥i numerickych vypo¥tech. V zavsre&né
me

kapitole jsou terminologické a historické poznamky a komentar ke
ap

zpracované literatute.
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étvrt " 4
a Cast (Mikro)poXita¥e ve vyuce matematiky” pojednava

© n&ktery .
R ch aspektech uPlatn&ni mikropotitadf.. Uvodni kapitola se
metodi
odiky tzv, Prom&nnych zadani, jeji%¥ provozovani na kated-

¥e ma di :
Ouholetou historii. Predvadi se metodika tvorby, moZnosti

POUZiti v kurgy matematiky

a neékteré konkrétni p¥ripady aplikace.
Shrnuji se

Principy a wyvoj prislusného programového vybavent.

Upo
goeoriivle s na vztah ke studentske ®innosti na katedFe. Druhd

k :
arPitola soustreduje néktereé poznamky k mikropofitafové podpofe

V¥uky (p¥edpoklady a Principy tvorby didaktickych programfi), kte-

ré vznikly p¥i préci v téta oblasti. Uvedeny jsou konkrétni moZ-

nosl.i  podpory rozvijeni pojmu funkce na pFikladu manipulace

B Nejvys kvadratickymi polynomy. Ty jsou té¥ kombinovany s posu-

nutou znaménkovou funkci a pouZity k ocsmvojovani pojmu limita

a limitni symboliky studenty. Z&v¥refni t¥eti kapitola shrnuje
n&které udaje o tzv. svmbolickvych manipuldtorech, kterdé v brzké
dob& podstatn& ovlivni metody vyuky matematiky.

Pata &ast "K wvyuce numerickych metod” ma dvé kapitoly.

V prvni z nich se porovnavd Gaussova a tzv. kondenza®ni metoda

Pro releni soustav lined&rnich algebraickych rovnic z hledisek vy-
' pofetnich a metedickych. P¥itom se pouZiva tzv. LU-rozkladu. Uka-
; zuji se jejich vzAajemné vztahy a zdfvodriuije se, Z2e Gaussova meto-
da se opravné&ng upfednostiiuje =z obou t&chto pohledfi. P¥ipominajil
ge dvé variantv kondenzafni metody, které mohou najit uplatnEni
p¥i ¥eBeni soustav v oboru integrity. Druha kapitola prokazuje na
modelové Laplaceové rovnici konkurenceschopnost tzv. devitibodo-
vého diferendniho schématu v porovnani = b&Zn& uZivanvm p&tibodo-
- vwym schématem. Aplikaci teorie nezdapornych matic jsou odvezeny
1 vysledky Pro rvchlosti konvergence superrelaxafni metody ¥Fe¥eni
. pFisluiEné gitové soustavy. Teoreticke visledky jsou potvrzenv po-
; ¥ita¥ovym experimentem.

- Vv zavérelné dokumenta&ni ¥asti jsou uvedeny pouZité prameny,
ipr&ce autora (v&etné internich) a prace studentf, z nichZ v&t&inu
‘autor vedl.

' P#iloZeny Jsou dvoudilnad skripta pPro studenty vvulovansg

gli&ting & gouhrnny pFehled o dosavadni studentské Finnosti
v an

‘na katedie.

Prace byla gepgana v feskem textovém editoru Text602, ktery
} ' &

: < Xen Pro gpecidlni matematické texty. Presto se zda, e jej
neni ur

1ze » jistou toleranci dob¥e pouZivat.
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Summary
Fild, 7,
. Data structures in mathematice and teaching.
Zzech:
- Datoveg Struktury v matematice a ve vyuce.) Liberec 1992.

The text Summarizes and develops some of the author s recent
Work concerning the role of computers and informatics in methodo-
logy and content of mathematical subjects which are taught in the
OPening courses of mathematics in technical universities and col-
leges. The unifying theme being data structures. Their importance
for structuring mathematical objects and texts is shown throu-
ghout. The work begins with a list of denotations. The matrix no-
tation uses the symbol x for slices of matrices (a la PL/1).
The core of the text congists of five relativelvy independent
Parts,

The first part "Mathematical and data structures" has four
chapters. It starts with comparison of the mathematical and in-
formatical content of basic structures: array., record, set, file,
tree, and graph. Their agregation and decomposition is discussed.
In the second chapter, more details are given about the
so-called bi-tables (point-interval tables), string denotation of
integer sequences and their reduction, graph structures and app-
lication of cobeol-like formalism in mathematical texts. The im-
portance of the support means for mathematical texts is stressed.
The third chapter discusses the tendency of linearization as an
impact of the serial appreoach to problems. Then, a possibility of
a linear denotation of the limit of a function of one real vari-
able is shown. The prefix-suffix denotation develops an idea of
P. L. Dirichlet. Inte detail is examined the generation of varia-
tions with repetitions, egpecially in a sequence of minimal chan-
ges. The fourth chapter deals with complexes (sets with opera-
tions and relations) that are used for agregated formulation of
dical issues in the calculus.

gome chosen metho

The second part "Piece-wige linear functiong" is devoted to

a class of simple functions, important both in applications and

didactics Firstly., these gimple srPlines are shown to be the re-

gult of a "geometric
e theorem about their unique expression as a line-

n appreoach to combining function. In the se-

cond chapter th

mbination of a linear functicon, absolute value, sign, and
ar col

: to pointe of discontiuity igs pro-—
ong, all moved ’ P
hiccup functi
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ved. The i
following chapters concentrate on special cases. Mutual

relati i
©°nships between three defining structures (bi-tables, fork
deiinitions,

examined:

and linear formulas) are shown. Special cases are

continuous, piece-wise constant, and sign functions. It

is pr
Proved that sgn , and sgn? are the last interesting finite-

valued multiplicative functions.
bibliography.

This part is closed by notes on
The third part "Matrices with extreme ranks" is introduced
by two poseible interpretations of a product of matrices. The se—
cond chapter usesg the column-line approach for rank-one matrices.
This is arpplied for investigation of the product of a sequence of
SsPecial matrices. The third chapter deals with the so-called ele-
mentary matrices that are given as sums of the unit matrix and
a rank-one matrix. The characteristic properties, and relation-
B8hip of both kinds of matrices are given. Some special cases are
examined. Their applications for teaching of linear algebra, and
for numerical calculations are shown. The Sherman-Morrison iden-
tity is used to express the influence of special perturbations
when evaluating the inverse. The final chapter comprisges termino-
logical and historical notes, and commentaries to bibliographv.
The fourth part "(Micreo)computers in teaching mathematics"
lists some aspects of computer applicatiens. The first chapter
concerns methodics of the sco-called parametrized problems for
students. This has a rather long history in the department. The
methodics of the construction of p-problems is illustrated. Some
concrete applications 1in the courses of mathematics are giwven.
The principles and development of the programme packages for
main-frame computerg are summed up. The relationship to
gtudents’ research activity in the department is mentioned. The
second chapter contains some notes to CAI and CAL (pre-requisi-
tes and principles of creating programs) that have been summoned
when working in thigs field. Computer support is concretized for
g the notion of function by means of manipulations with

developin

B most quadratic polvnomials. The third chapter shortly depicts

o programs called symbolic manipulators the influence of which
som

B hine mathematice will be quite substantional in the

nearest future.

The fifth part
The first one compares Gaussian and cross-pro-—

"On teaching of numerical methods" consists

of two chapters.



T Summary
; i s botihy
duct methodg, USed for solving systems of linear equations

’ ; U-de-
from the POint of view of computation and didactics. The L

: chap-
gSnRosition of Matrices is used in the analysis. The second

ili of
ter demonstrateg, USing the model Laplace problem, the ability

Concurrency between the
nerally uged five-

is arplisd

o
nine-point difference schema and the g
3+ 5 rices
Point schema. The theory of pogitive mat
cessive
for deducing rates of convergence of the suc

: roved
overrelaxation (SOR) method. The theoretical results are app

by computer exXperiment .

The final Part includes bibliography, the works of ?he
author (inclusive of internal ones), and the list of case studies
©f students the majority of those having been led by the author.

Three booklets are appended: the two-part textbook Ior’stu“
~ dents taught in English, and a complete overlook of students re-

apers.
Bearc:h: :ork was written and edited by the use of the Cze?h text
Processor Text602. Although this is not devised ?rimarllyti::
mathematical texts, it has Proved to be quite efficient for

PUrpose,



Posudek oponenta

Ndzev habilitagni prace: Datové struktury v matematice

a ve vyuce.

Autor préce: RNDr.Jaroslav Vild

Predlozend prdce J.Vilda je rozdélena do 6 &4sti, které
ve formé jednotného celku shrnuji autorovy vysledky, které zis-
kal béhem svého dlouholetého plisobeni pfi vyuce numerické mate-
matiky na Vysoké Skole strojni a textilni v Liberci. Hlavni

diraz je pritom kladen na vyuziti po&itacl v procesu vyuky.

Prvni €dst prdce je vénovdna problematice matematickyc
a datovych struktur s ohledem na jejich pedagogické vyuZziti -
specielné se zde zkoumaji datové struktury, problematika linea-
rizace datovych struktur, zkoumaji se komplexové operace a relace
“a nékteré vlastnosti funkci. Specidlni tridé po cdstech linedar-
nich funkci je vénovdna dalsi ¢dst prdce, v niZ se zkoumaji zej-
ména vlastnosti tzv. lomenicovych funkci, funkci po c€éastech
konstantnich a funkce sgn. Treti Cdst prdce je vénovdna studiu
matic meznich hodnosti (tj.hodnosti 1 nebo 2). Zvlastni draz
je pritom kladen na matice vyskytujici se v numerické matematice
jako napf. eliminaéni a elementdrni matice. Cdst IV. shrnuje
rozsahlou autorovu prdci tykajici se pfimeého vyuziti informatiky
v pedagogickém procesu pri generovdani velkého poctu pfibuznych
Gloh pro ucéely cvicéeni studentd s ohledem na usnadnéni kontroly
ziskanych vysledk( ze strany uctitele. Obecné dGvahy jsou zde
doplnény konkretnimi pfiklady z oblasti rozvijeni pojmu [unkce.
Tuto &4st préce doplnuje konkretnim materiglem i patd Casc
prace vénovand jednak vyuce rnumerickych metod re3eni scusiav
linearnich rovnic a jednak devitibodovému diferenténimu schématu

pro reseni parcidlnich diferencidlnich rovnic. PosledrI 3esta

t4st prdce obsahuje seznam odkazt na literaturu, d2le obsdhly



S€znam pedagogické publika&ni &innosti J.Vilda a seznam nékte-
rych praci studentd v ramci studentské védecké a odborné &in-
nosti, na jejich? vzniku se J.Vild podilel jako pedagog. Seznam
Publikaéni tinnosti obsahuje celkem 53 poloZek, v nichz J.Vild

je bud autorem nebo jednim ze spoluautort publikace. Tento sez-
nam je ddle doplnén 15 internimi publikacemi, z nichz &adst rovnéz
recenznim resp.oponentnim fizenim.

K predloZené prdci nemdm 74dné zasadni namitky. Nékteré
otazky a pozndmky do diskuse uvaddim na zvl&stnim listé. PredloZe-
nd prdce prokazuje autordv pfehled o &s.i zahraniéni literatufe
tykajici se téch oblasti matematiky, které jsou v préci zkoumdny
(zejména problematika matic meznich hodnosti a po &dstech linedr-
nich resp.polynomickych funkci). Prdce dokazuje i dlouholetou
autorovu zkusSenost s vyuzivdnim vypocetni techniky ve vyuce zaklad
ni matematiky i numerickych metod, je ptikladem vynikajici apli-
kace informatiky v didaktice matematiky. Tato aplikace je dove-
dena a7 do prakticky pouzitelného softwaru. Autorova rozsahla
publikaéni ¢innost je dokladem jeho samostatné védecko-pedago-

gické i popularizac¢ni €innosti.

7 uvedenych dvodd lze konstatovat, e uchazeé splnuje
vdechny kvalifika¢ni pfedpoklady pro dspésné habilitacni fizeni.
Doporuguji proto ve smyslu §3 vyhldsky MSMT CR ¢.447/90 Sb.
(odst.(3) pism.b)), aby RNDr.Jaroslav Vild byl na zékladeé
pfedlozené habilitacni prace pripustén k habilitacni predndsce

a obhajobé habilitaéni prédce.

V Praze dne 17.2.1992 : é? Qﬂ )
L4 ?éauc(,u(“ R

Doc.RNDr.Karel Zimmermann, DrSc.



Néktere

otdzky a pfipominky k pfedlozené habilitaéni prdci

@)

(2)

L)

(4)

Je néco

na str.

Je néco
(53) na

Je mozné nékteré vysledky o eliminacnich maticich

Jaroslava Vilda.

zndmo o vypoctové slozitosti postupt popisovanych
115-119 2

zndma o feditelnosti soustav rovnic (S1), (S2),
str. 204 7

I

(str. 320-323) pou?it i v linedrnim programaovani ?

Lze néco rici o vypoCtové slozitosti procesu tzv.

"pro¢istovani", o némZz se hovofi na str. 406 ?
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Oponetsky posudek
Habilita¢ni prdce RNDr. Jaroslava Vilda

" Datové struktury v matematice a ve vyuce "

PfedloZend habilitaéni prdce DOr. Vilda je ryze didaktickeé-
ho charakteru. Neni sepsdna s Umyslem pfispé&t k rozvoji néktere
z matematickych disciplin, neni téZ v pravém slova smyslu ani pri-
nosem pro teoretickou bdzi informatiky. Jde o prdci, kterou je
tfeba posuzovat Jjako uceleny soubor autorovych vysledkd ziskanych
pfi jeho dlouhodobém plsobeni na Vysoké Skole strojni a textilni
v Liberci, kde se vénoval pfedevSim hrocesu vyuky v numerickeé
matematice s cilem vyuziti samo€innych pocitaci v tomto proce-
su. Prdce je pomérné rozsahla, je rozclenéna do Sesti ¢dsti, z nicl
posledni obsahuje vedle ¢etnych odakazt na literaturu seznam roz-
s4dhlé publikaéni ¢innosti Dr. Vilda, a to i s pracemi, na jejichz
vzniku se podilel.
Prvé tii édsti prdce vénovane prevdazne tak zvanym matematic-
kym strukturdm klasickych matematickych problémd a dloh za dcelem
jejich pedagogického vyuziti, tykaji se znacné cCdsti latky vcetné
numerickych metod pfedndsenych na vyskokych Skolach s technickym
zaméfenim. Zvldstni pozornost je vénovana pojmu struktury v jeho
obecnosti, zdvainé a uziteéné problematice linearisace datovych
struktur. ;



Zavddi se pojem komplexovych operaci a zkoumaji se ( za G&elem
PEimého vyuziti informatiky v ramci pedagogického procesu )
nékteré vlastnosti rdznych tfid funkci. Zvldstni pozornost je
Pritom vénovdna tifidé funkci lomenych, tridé po €dstech linedr-
nich funkci a po ¢dstech konstantnich funkci. Také funkci ozna-
Cované symbolem sgn je vénovéna urditd partie textu. V této sou-
vislosti upozorfuje oponent na tu skutecnost, Ze pri numerickém
FeSeni konkrétnich problémd z teorie regulace {( ve smyslu Pon-
trjaginovych optimalizacnich procest ) dochdzeji prdvé shora
uvedene funkce své uplatnéni. Uvahy 0 maticich meznich hodno-
sti, které spadaji do tfeti &dasti ﬁ}éce, jsou systematickou

a dislednou prupravou pro ¢tvrtou a obsdhlou jeji ¢dst, kterd

se tykd autorovy koncepce primého vyuZivdni informatiky v peda-
gogickeém procesu s cilem vytvdfeni rdznych soubord pribuznych
dloh a jejich generace. Zde je vlastné sledovan vlastni peda-
gogicky cil, ktery md mimo jiné téz dosdhnout usnadnéni kontro-
ly se strany ucitele dloh pribuznych typl zadanych studentim

pti cvicenich. V této ¢tvrté kapitole je uvedena téz fada kon-
krétnich prikladd spadajicich do problematiky rozviqui funkce,
resp. vhodné jeji aproximace. Patad cdst prdce, kterd je véno-
vana predevsim vyuce pocitacové vyhodnych metod pro resSeni
soustav linedrnich rovnic, predstavuje vlastné konkrétni dopl-
nék k &tvrté cadsti. Devitibodové schema (oznacené zde jako dife-
rencéni) navrhované v paté ¢asti préace pro re3eni parcidlnich
diferencidlnich rovnic je spise ilustrativniho charakteru a po-
stradé aspof ndznak a ndvaznost na metody reSeni okrajovych pro-
blémd z teorie parcidlnich rovnic pomoci tak zvanych konecnych

elementd.

Jak jiz bylo shora uvedeno je predlozend hab.litacni prd-
ce vylucné didaktického charakteru. Odrédzi se v ni autorova kor-
cepce vychdzejici z dlouholetych autorovych zkuSenosti s vyuzi-

vanim vypoctové techniky ve vyuce zdkladni vysokcSkolske mate-

matiky a numerickych metod.



V tomto smyslu predstavuje hodnotnou prdci o vyuziti a plika-
Ci informatiky v didaktice matematiky prfic¢emZ prislusné apli-
kace jasou dotazeny a? do prakticky proveditelné implementace.
Predlozend habilitacni prace spolu s uvedenou rozsdhlou publi-
kaéni Cinnosti (a téz popularizac¢ni ¢innosti) jejiho autora
SvédCi o védecko - pedagogickém talentu, o nednavné systema-
tické préci jejiho autora v pitislu$ném zaméteni, kterd poslu-
Zzi k pochopeni matematiky a jejich vypo&tovych metod v souvi-
slosti s aplikacemi =z informatiky studentdm nejen vysokych 3kol
technickych, ale téz Skol, které budou zodpovédné za vychovu
uciteld matematiky a ji pfibuznych pifirodovédnych obord na $ko-

lach stredniho typu.

Vzhledem k tomu, Ze habilitacni prdce je v podstate
Sirokou kompila¢ni praci didaktického charakteru, nemohu jako
oponent, ktery se zabyval ve své profesi prfedev3im " ¢istou
matematikou " a jejimi aplikacemi na fysiku a ekonomii bez ztfe-
tele na vypoctovou techniku, byt dobrfe obezndamen se soudobym
stavem vyuky matematiky na vysokych Skoldch neuniverzitniho typu
a nemohu téz predloZenou prdci porovndvat s jinymi didakticky-

mi koncepcemi toho druhu. Jsem v3ak toho ndzoru, Ze prdve s dida-
ktického a pedagogicko - vychovného hlediska je tato prdce u nés

jedinec¢nou, ucelenou, je soubornym dilem mnohaleté cilevédome
pridce jejiho autora.

K prfedloZzené habilitaéni prdci nemdm zadné podstatné
namitky nebo vytky. Mém pouze tfi pripominky, a to ve formeé

ndsledujicich dotaz:

a) Pro¢ autor nevénoval vétsi pozornost numerickému feseni

obyéejnych diferencidlnich rovnic nebo jejich systéma?

b) Pfichdzi v dvahu nékteré vysledky v prdci obsazené
(predevsim ty, které se tykaji eliminac¢nich matic)
pro linedrni nebo konvexni kvadraticke programovani?



=l

E) Kdy2:(F 5e.v prdaci vénovan odstavec diferencni devitibodové
metodé pro parcidlni diferencidln{ rovnice, proC neni na
PEislusném misté zminka o ryze matematickém obecnéjsim za-
kladu pro problematiku tohoto druhu? To by jisté piispélo
i k védeckosti pfislusné koncepce.

Zavérecné hodnoceni.

Jsem toho ndzoru, Ze RNDr. J. Vild svou pfedloZenou
praci spliuje veskeré pfredpoklady socuvisejici s habilitacnim
Fizenim a doporucuji proto z divodd shora uvedenych, aby byl
ve smyslu §3 vyhlasky MSMT CR,&. 447/90 Sb (odst.(3), pism.b))
.'pfipuétén na zakladé predloZené habilitacni prdce k habilita-
éni prednd3ce a soucasné k obhajobé habilitaéni price.

| %OMZZA
& V Praze dne 9.bfezna 1992.



Uponentsky posudek habiljte¥nf précs
Ni va Vild

"Datové struk stemstice & ve vy ol

Frédce se zabyvéd riznymi tyby detovych struktur & Jjejich
poufitim. Je rozdélena do desti ¢ésti. Frvni ¥ést se gzebyvé
"t'ﬂ‘tickiui a dutovynxlltrukiuram; obeenf, Popisuje riizné
Zplsoby z&znemu dat a specidlné se zab)vd otiskami Jejich
linearizace, V zévEru této &dsti se autcr vabyvd tiselnymi
mnoZinami a jejich rosz¥irfovénim (napfiklad pridénis symbold
nekonelen). Obsanem druhé Eisti Jjeou funkce po Cdstech linedrni
to jest funkce, jejich¥ grafy jeou sjednocenim iuselek a piipadn
izolovanyeh bédl. Z nich se vénuje zvladtni pozornest epsjitym
po téstech lineérnim funkcim, pro n€i suter razi rézev "lomenic
Ve tret{ &dsti se zkoumsji matice meznich holnost{, &imZ se
rozumé ji matice malych hodnosti a matice 1lifSic{ se hodnostin®
mélo od regulérnich mutic. Ukazuje se Jejich vyznam p#¥i fedent
problémdl lineirni algebry. Ctvrtd Sést se zabyvé pouZitim
poéitadt pil vyuce matematiky. Nejprve se pige o prom&nnych
zadénim, kters umoXnujf ulo#it keZdému studentovi jinou Ulohu,
pfidemZ tyto dlohy jsou stejného typu a 1i8i se Jjen ¢iselnymi
ddaji. Déle pak se popinndi:didaktické programy. Pédta fést
obsahuje uriité pozndmky k npumerickym metodém. Forovndvé se
Gaussova metodsa @ kondonsdéﬁi metodou a popisuje se devitibodo
diferentni schéma, V zévirelné Besté ¢ésti je uveden seznsm
pouZité literatury, seznam autorovych publikaci a seznam praci
svol, které autor vedl. | :

Préce se 1idf od obvyklych metematickych preci, které
uvéd® ji vity a Jejich digazy. Myslim, Ze by 0yio moinéd Ji
oznatit za metodickou priruéke. Slove "metodickd" zde chépu
v dirokém smyslu. Jde o knihu, ktera obsshuje praktické rady



uZite¥né jak pfi védecké praci v matematice, tak i piti vyuce
matematiky i p#i aplikovéni matematiky v technice (v&etn®
Programovéni), Takové knihy by se mély vydavat e mély by se
objevovat jako habilitaefni préce, protoie jsou potiebné &
protoZe pii docentské habilitaci (na rozdil od ziskdvéni
védeckych hodnosti) se hcdnot{ prévé schopnost pfistupngm
zpisobem sdélovat informace &tendPi. P¥L psani takovéte knihy
se uplatni piedevéim dlouholeté zkuienost ve videch tiech vyde
uvedenych &innostech. Autor habilitalni préce ji méa a dovedl
Ji v préci Uspésn® uplatnit.

Jako &len &ecské terminologické komise pro matematiku bych
se pozastavil ned terminem “"lomenice", ktery se mi zdé ai
prilis svérézny, i kdyZ udbdvém prive tvirdich védeckych
pracovnikt ns reZeni vlastni terminologie. Ke strané 326 Lych
poznamensal, #e sprévny pravopis uvedenych jmen je "Dodgson” &
“Carroll® a Ze je vhodn® j8{ P{kat "Kroneckerova-Capeliiova vita"
To jsou ovéem piripominky ryze formélni.

Je patrno, Ze uchazel splnuje kvalifikedni predpoklady preo
Uspé éné habilite&ni ¥izen{ v oboru matematika. Doporutuji ve
smyslu § 3, odst. 3, pism. b vyhléBky MSM® CR ¥. 447/90 Sb.,
aby KNDr. Jaroslav Vild byl ne zéklad® predloZené hadilita®ni
prace piripustéin k habilitaéni pifednédice & k ovhajood habilitaiai

préc..
Vv Liberci 24. biezna 1992.

VT A
Prof. RNDr. Bohdan Zelinka, DrSc




