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Anotace

Tato bakalarska préace se zabyva problematikou prace s hustymi maticemi pomoci
konceptu tzv. hierarchickych matic. Takové husté matice ¢asto vznikaji napt. jako
inverze matic fidkych. Na prikladu tridiagonalnich matic a s vyuzitim jejich spektral-
nich vlastnosti ukazeme, ze jejich hustd inverze ma veskeré mimodiagonalni bloky
hodnosti nejvyse jedna. Toto pozorovani Ize v jistém smyslu zobecnit na fadu dalsich
ridkych matic, které muzeme nalézt v mnoha ulohéach z realného svéta, fyzikalnich,
inzenyrskych, atd.

V praci zavedeme koncept hierarchickych matic, jejichz zakladnim kamenem je
stromové struktura (typicky napf. bindrni strom, jak jej zndme z teorie grafu),
ktera popisuje rekurzivni ¢lenéni matice na bloky. Dale se v praci soustfedime na
zékladni operace s takovymi maticemi. Ukazeme, v jakém smyslu je lze zejména
sCitat a nasobit. Hlavni nastroj, ktery pri popisu operaci pouzivame, je tzv. low-
rank aritmetika matic. Ta vyuzivd maticovych rozkladu (zejména QR rozklad a
singuldrni rozklad (SVD)) k chytré manipulaci s bloky nizké hodnosti a ke kompresi
vysledku operaci.

Kli¢ova slova:

tridiagonalni matice; vlastni ¢isla; husté matice; husté inverze fidkych matic; hierar-
chické matice; low-rank aritmetika matic; stromy (teorie grafi)



Abstract

The bachelor thesis focuses on a work and manipulation with dense matrices using
the concept of so-called hierarchical matrices. Such dense matrices often appear,
e.g., as inversions of sparse matrices. On the example of tridiagonal matrices and
by employing their spectral properties, we demonstrate that their dense inverses
have off-diagonal blocks of a low rank (not more than one). This observation can be
generalized to a lot of other cases of sparse matrices, which can be found in many
real-world problems in physics, engineering, etc.

In the thesis we introduce the concept of hierarchical matrices, where the key
idea is the tree structure (e.g., a binary tree, which we know from graph theory)
that describes a recursive partitioning of the matrix into blocks. We also focus on
basic operations with these matrices. We show in which way it is possible to do
the matrix addition and multiplication. The main tool that we use for describing
these operations is so-called low-rank arithmetic of matrices. It employs matrix
decompositions (especially the QR decomposition and singular value decomposition
(SVD)) for smart manipulation with low-rank blocks and for compression of the
result of operations.

Key words:

tridiagonal matices; eigenvalues; dense matrices; dense inverses of sparse matrices;
hierarchical matrices; low-rank arithmetic of matrices; trees (graph theory)
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Pouzité znaceni a zkratky

V textu znaéime

vektory

matice a jejich bloky

pomoci malych pismen

Uy, Us, Uy, V1, Vg, Uy, T, atd.,

pomoci velkych pismen (latinskych i feckych)
A B, C,D,E, F,U,V, ¥, atd.,

Pomoci malych pismen (latinskych i feckych) také znaéime prvky matic a také
skalary. Specialni vyznam pak maji pismena i, j, ¢, jimiz zpravidla indexujeme prvky
matic, a k, m, n, r, kterd pouzivame k oznaceni dimenze matice, resp. hodnosti
(ranku) matice.

Matice a vektory

Znaceni

A e RMm
AT
rank(A)

A—l

Vyznam

redlnd matice s rozméry n krat m, s prvky a;;
transpozice matice A

hodnost matice definovana jako pocet linearné
nazavislych radku, resp. sloupcu matice A
inverze ¢tvercové regularni matice A

spektrum c¢tvercové matice A

vlastni ¢islo ¢tvercové matice A

determinant ¢tvercové matice A

jednotkova matice, resp. jednotkova matice radu n
j-ty sloupec jednotkové matice I vhodného fadu
symetricka tridiagonalni matice

prvky na diagonale T,

prvky na prvni nad- a poddiagonale T,

12



Pouzité zkratky a akronymy

Zkratka Vyznam

QR QR rozklad matice, A = QR

SVD singularni rozklad matice (singular value decomposition),
W =U,2,V}

Ds husté (dense) matice

Sp ridka (sparse) matice

LR low-rank matice

Hi hierarchicka matice
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Uvod

Ruku v ruce s rozmachem vypocetni techniky vznikaji i moznosti a potieby fesit
stale rozsahlejsi matematické 1lohy, které jsou navic casto zformulovany jazykem
linedrni algebry, tedy pomoci matic; viz napf. uvod v [5].

Takova matematicka tloha casto vzniké diskretizaci néjakého realného fyzikalniho
problému a typicky zahrnuje praci s rozsahlymi (protoze se casto snazime o co nej-
jemnéjsi diskretizaci, abychom co nejpresnéji podchytili nuance puvodniho problému)
a ridkymi (protoze diskretizace typicky pracuje s lokdlni komunikaci) maticemi. Tak
nazyvame matice, které maji zpravidla velké mnozstvi nulovych prvkiu. S rozsahlymi
ridkymi maticemi se pracuje (v pocitaci) snadno, zejména proto, Ze u takovych matic
ukladdme do paméti jen nenulové prvky a jejich polohu v matici (tj. index radku a
sloupce), a tedy muzeme ulozit i matici pomérné velkych rozmeéru. Priklady ridkych
matic z Harwell-Boeing Collection (viz [18] nebo [19]) jsou vidét na obrazku 1.

U nékterych tloh se vsak muzeme setkat s tim, ze takovou matici (predpo-
klddame, ze je reguldrni) potiebujeme explicitné invertovat; viz napt. [10, Sekce
2.3.2, Algoritmus 3]. Neni-li vsak tidkd matice (blokové) diagonélni, je jeji inverze
obecné husta, to 1ze vidét na ptikladu nahodné tiidiagondalni matice; viz obrazek 2.
Je tedy ziejmé, ze pokud pracujeme s Fidkou matici prilis velkého radu, kterou
navic potfebujeme explicitné invertovat, snadno se muze stat, ze pii této operaci
vycerpame zdroje dostupné na daném vypocetnim systému. (Staci si predstavit hus-
tou matici fadu napt. milion. Vzhledem k tomu, Ze k ulozeni jednoho realného cisla
v poéitaci (ve formatu double) je zapotiebi 8 bytu, pak by k ulozeni celé matice
bylo potieba 8- (10%)? byti, coz je piiblizné 7451 gigabytt.) Z tohoto divodu vznikl
koncept tzv. hierarchickych, nebo také hierarchicky ulozenych matic, viz napt. mono-
grafie Wolfganga Hackbushe [7], Maria Bebendorfa [1] a Steffena Boérma [2], ptipadné
prace Stefana Pauliho [13]; k dispozici je téZ software HLib napsany v jazyce C ko-
lektivem kolem prof. Hackbushe, ktery je volné (resp. na pozadani) dostupny, viz
[21].

V kapitole 1 shrneme vybrané zakladni pojmy, jako je spektrum, vlastni ¢isla
matic a grafy, zejména stromy. V kapitole 2 vylozime vlastnosti symetrickych tii-
diagonédlnich matic. Primérné zamérené na vlastni ¢isla téchto matic. V kapitole
3 rozebereme podrobnéji mimodiagonalni bloky a jejich hodnosti. Kapitola 4 je
vénovana konceptu hierarchickych matic. Zejména pak vhodnému déleni a ukladani
téchto matic do paméti pocitace. V posledni kapitole 5 se zaméiime na zakladni
operace, zejména soucet a souc¢in dvou hierarchickych matic.
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» N = 18; D@ = rand{H,1); D1 = rand{H-1,1); T = diag(D@) + diag{D1,1) + diag{D1,-1)
T =
8.1266 B8.7572 a a a a a a a a
8.7572 8.2511 8.7537 a a a8 8 a a a8
a 8.7537 8.6168 6.3804 a a8 8 a a a8
a a 0.3804 0.4733 8.5678 a 8 a a a
a a 8 B.5678 8.3517 8.8759 8 a a a
a a [:] a 8.8759 8.8388 a.8548 a e a
a a [:] a e 8.8548 B.5853 8.5388 e a
a a [:] a a a a.5388 8.5497 8.7792 a
a a a a a a a 8.7792 8.9172 6.9348
a a 8 a a a8 8 a 8.9348 6.2858
» 1nu(T)
ans =
8.5594 1.1754 -8.953% -8.7847 1.2938 -8 1197 a.8261 -8.8166 —8.8861 8.8198
1.1754% -8.3852 0.2476 8.2837 -0.3357 8.8311 -0.08068 6.0043 8.00816 —8.885%1
-0.953% B.2476 0.8754 8.720% -1.1871 8.1899 -0.8240 8.0153 8.00856 -8.0182
-B.7847 8.2837 8.7285% -1.5783 2.5873 -8.2396 8.8522 -0.8332 -8.8121 8.08396
1.2938 -8.3357 -1.1871 2.5873 -1.3612 8.1261 -0.8275% 8.017% 8.80864 —-8.8289
-8.1197 8.68311 6.1899 -0.23%6 8.1261 1.2892 -0.2636 8.1677 8.8612 -8.2881
8.8261 —0.080868 -0.8240 8.8522 -0.8275 -8.2636 L._9981 -2.6879 -8.9519 3.1183
-08.8166 0.8043 8.9153 -8.8332 8.8175 81677 -2.6079 2.8585 1.0433 —3.489
-8.8861 8.8816 8.8856 -8.8121 8.8064 8.8612 -8.9519 1.8433 —8.8876 8.2864
a.a198 —8.8851 -8.8182 8.839%946 —8.8289 -8.2801 3.1183 -3.4891 8.2864 2.5627
>
Kl oz

Obrazek 2: Nahodna symetricka tridiagonalni

matice a jeji inverze.

vypoctech rozvodu silového
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1 Vybrané zakladni pojmy

V této ivodni kapitole shrneme a zopakujeme nékolik vybranych zakladnich pojmu
a konceptu z linearni algebry a teorie grafii, které budou uzitetné v nasledujicim
textu.

1.1 Spektrum a vlastni ¢isla matic

VVVVVV

pracovat, bude pojem vlastniho ¢isla a pojmy s nim souvisejici. Proto zacneme
nasledujici definici.

Definice 1. Necht A € R™™ je redlnd ¢tvercovd matice, poté se rovnice det(A —
M) = 0 nazyjvd charakteristickou rovnici matice A a A € C spliugici tuto rovnici
jegim vlastnim cislem.

Poznamenejme, ze det(A — AI) je polynom v proménné A stupné n. Protoze u
tohoto polynomu se méni znaménko u nejvyssi mocniny A v zavislosti na n, byva
obvyklejsi pracovat s polynomem (—1)" det(A — AI) = det(A] — A), ktery se nazyva
charakteristicky polynom, viz [5, str. 8]. My budeme pro jednoduchost pracovat s po-
lynomem det(A — AI).

Mnozinu vSech vlastnich ¢isel matice A budeme znacit sp(A), nazyva se spektrem
matice.

Alternativné muzeme spektrum matice A € R™*" popsat naptiklad pomoci hod-
nosti. Konkrétné rank(A — AI') muze byt bud roven n (tedy (A — AI) je reguldrni
matice), nebo ostfe mensi nez n (tedy (A — AI) je singularni matice). Druhy piipad
nastane tehdy a jen tehdy, je-li A € sp(A).

1.2 (Neorientované) grafy, zejména stromy

Zejména v druhé ¢ésti této préace bude potieba pracovat s (neorientovanymi) grafy,
konkrétné se stromy. Proto bude vhodné tyto pojmy zavést. Nasi ambici neni hovotit
o teorii grafu jako takové, budeme tedy pojmy zavadét nepatrné zjednodusené.

Definice 2. Graf je usporddand dvojice (V,H), kde V' je mnoZina vrcholi a H
mnozina hran. PricemZ hrana je neusporddand dvojice vrcholu, tedy plati H C (‘2/),
kde pomoci symbolu (‘2/) znacime mnozinu vsech dvouprvkovych podmnozin V.

16



My specialné budeme potiebovat graf, ktery se nazyva strom. Nejprve se vsak
podivame na pojem cesta. Konkrétné cesta délky [ z vrcholu v do vy je usporadana
[-tice hran tak, ze dvé sousedni hrany maji spolecny vrchol. Déale se hodi pojem
kruznice. Kruznici budeme nazyvat kazdou cestu z vrcholu v zpét do vrcholu v
délky alespon 3 obsahujici ruzné hrany.

Definice 3. Stromem rozumime graf, u kterého vede cesta mezi libovolnymi dvéma
vrcholy a neobsahugje kruznici. Navic obsahuje jeden vyjznamny vrchol, ktery se nazyjva
koren.

V dalsim textu budeme pracovat pouze se stromy a z definice stromu vyplyva,
ze mezi libovolnymi dvéma vrcholy vede cesta (takovy graf je tzv. souwvisly). Déle
budeme pod pojmem cesta rozumét nejkratsi cestu mezi danymi vrcholy. Protoze
stromy navic neobsahuji kruznice, bude tato nejkratsi cesta vzdy dana jednoznacné.

U stromt kromeé korene zavadime jesté pojem list, ktery ma do jisté miry opac¢nou
funkci. Listem je takovy vrchol v, ze cestu vedouci mezi kofenem a v nelze prodlouzit
na strané vrcholu v, aniz by doslo k opakovanému uziti hrany. Tedy, list je vrchol,
do kterého vede jen jedna hrana a zaroven neni kofenem.

Vrcholy na cestach mezi korenem a listy pojmenovavame nasledujicim zpuso-
bem. O libovolnych dvou vrcholech spojenych hranou fikdme, Ze jsou predek (rodic)
a potomek, ptricemz predek je ten, ktery je bliz kofenu, a potomek ten, ktery je bliz
listu. Alternativné bychom koten a listy mohli definovat tak, ze kofenem je vrchol,
ktery nema predky, a listem vrchol, ktery nema potomky, viz obrézek 1.1. Pro blizsi
sezndmeni se s pojmy teorie grafu doporuc¢ujeme napi. [9] nebo ceské ucebnice [3],
[4], [12], [14], [15], ptipadné rozséhlejsi text [11].
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Obrazek 1.1: Piiklady stromu. Prvni dva stromy nazyvame bindrni, nebot kazdy
vrchol, ktery neni listem mé pravé dva potomky. Prvni z nich je navic tzv. vyvaZeny
bindrni strom. Tteti strom je obecny.

18



2 Symetrické tridiagonalni matice a jejich
spektralni vlastnosti

Triidiagondlni matice vznikaji prirozené v fadé tloh spojenych s obory, jako je napii-
klad aplikovand matematika, moderni fyzika a inzenyrstvi. Nejprve zavedeme pojmy
rozlisujici jednotlivé diagonély matice. Necht A € R™ ™ je ¢tvercova matice s prvky
a; ;. Prvky jejichz indexy spliuji ¢ — j = 0, nazyvame prvky (hlavni) diagondly.
Pokud indexy prvku spliuji i — j = —1, hovoiime o prvcich (prvni) naddiagondly a
pokud indexy spliuji ¢ — j = 1, hovofime o prvcich (prvni) poddiagondly. (Obecné
pokud indexy prvku a; ; splauji i — j = £k, k > 0, pak hovofime o prvcich k-té nad-
resp. poddiagondly).

2.1 Tv¥idiagonalni matice

Dulezitym pojmem pro dalsi vyklad je tzv. t¥idiagonalni matice, kterou definujeme
nyni.

Definice 4. Necht A € R™" je ¢tvercovd matice s proky a; ;. Kdyz plati a;; = 0
pro vechna |i — j| > 2, pak matici A nazgvame tridiagondlni.

Definice 4 tedy fika, ze tridiagonalni matice muze obsahovat nenulové prvky
pouze na hlavni diagonale, na prvni naddiagondle a prvni poddiagonéle

a1 Aa12 0 0

azy azo azs 0 e 0
0 ago asz asg
A= 2 s e (2.1)
0 0 Qg3 Q44 . 0
Ap—1n
0 0 e 0 Apnn—1 Qn.n

Poznamenejme, Ze prvky na téchto diagonalach nenulové byt nemusi, tedy i nulova
matice je formalné tiidiagonalni.

Pokud A € R™" je tiidiagondlni matice a plati A = AT, poté hovoifme o
symetrické tridiagonalni matici. Alternativné, je to tiidiagonalni matice, kde navic
plati a; ; = a;; pro libovolné 4, j € {1,2,...,n}. Pro jednoduchost budeme jeji prvky
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znacit takto
a; P

n=| % . (2.2)

Bn  an

2.2 Nasobnosti vlastnich &isel symetrické tfidiagonal-
ni matice

Nejprve se podivame na nékolik zajimavych vlastnosti matice T, souvisejicich s vlast-
nimi ¢isly. Zacneme nasobnosti vlastnich ¢isel. Budeme tedy studovat matici

[ — A B2 i
B2 az — A B3
(T, — AT) = fs  az =2 (2.3)
" 5n—1
Bn—l Qp—1 — A Bn
| 671 Op — A .

Vybereme-li z ni Sikovnou podmatici, vynechanim napt. prvniho fadku a posledniho
sloupce, dostaneme

[ B2 g — A B3 i
B3 az— A
: s | (2.4)

ﬁn—l Qp_1 — /\
i Bn

Tato podmatice je zfejmé horni trojuhelnikova, a pokud 5; # 0, Vi = 2,...,n,
pak je také regularni. Tedy mé pravé n — 1 linedrné nezavislych radku (respektive
sloupcu). Proto také puvodni matice T,, — Al m4 alespon n — 1 linedrné nezavislych
faddku (respektive sloupct). Jinymi slovy rank (7}, — AI) je roven bud n, nebo n — 1
v zavislosti na cisle \.

Protoze je matice T,, symetrickd, je i normélni (viz [5, kapitola 2, obréazek 2.1]),
a proto cislo

n — rank(7,, — AI)

je ptimo rovno nasobnosti vlastniho ¢isla X. Vidime tedy, Ze ¢islo A z (2.3) je vlastnim
¢islem matice T, s nasobnosti 1, nebo neni vibec korenem jejiho charakteristického
polynomu. Shrime tyto ivahy v nasledujicim zaveéru.

Dusledek 1. Necht T,, € R™" je redlnd symetrickd tridiagondlni matice (2.2)
splriugict navic Pofs - -+ B, # 0. Pak je ndsobnost vlastniho c¢isla A rovna jedné.
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2.3 Vlastni cisla hlavnich podmatic

Nyni se podivame, jak spolu souvisi vlastni ¢isla dvou po sobé jdoucich tridiagonal-
nich matic 7T}, a
Tn—l Bnen—l
T, = 2.
" 62—1571 an ’ ( 5>
kde e; znaci j-ty euklidovsky vektor (sloupec jednotkové matice I,,_1) vhodné veli-
kosti. Ozna¢me charakteristicky polynom symetrické tridiagondlni matice (2.2)

Pi(\) =det(Tj — AI), j=1,2,...,n.

J

Rozvojem determinantu det(7,, — AI') podle (napf.) posledniho sloupce dostaneme

[ oy P i
Ba
c 671—3
Pn(A) = det Bn—S Qp—3 671—2 — Al -
/Bn—Q Ap—2 Bn—l
anl Qn—1 Bn
i Bn  an |
a1 — A B ]
B2
(v, — A) det B3
ﬁnf?) Qp_3 — )\ ﬁn72
5n72 Qp_2 — )\ 5n71
L ﬂn—l Op—1 — )\ i
[ — A By ]
B2 B
— 5, det B3
ﬁnfS Op—3 — A 6n72
Bn—Q Qp_2 — )‘ Bn—l

L Bn

Rozvineme-li dale posledni determinant tentokrat ale podle posledniho radku, zjistime,
ze posledni sc¢itanec lze prepsat jako

ap — A 52

—32 det &

Plati tedy
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neboli

det(T,, — M) = (o, — N) det(T,,_y — M) — B2 det(T,,_o — ).
Predpokldadejme nyni, ze dva po sobé jdouci charakteristické polynomy P, (\)
matice T}, a P,_1(\) matice T,,_; maji stejny koren. Tedy, ze

dpeC, P,p)=0 A P, i(p)=0.

Poté z rovnice
Po(¢) = (an — @) Paa(9) = BaPua(v)
vyplyva, ze
B2P, () = 0.

Za predpokladu, ze 5, # 0, nutné plati P, o(¢) = 0, tedy ¢ je kofenem také
charakteristického polynomu P, _5(\) matice T,,_5. Tedy ¢ € sp(7,_2) a stejnym
postupem (tj. za predpokladu ff33 - - - 5, #) ziejmé dostaneme

Po(@) = Pooa(p) = Poa(p) = Pus(p) = ... = Ps(¢) = Pa(p) = Pi(p) = 0.

Podivejme se podrobné na posledni dva polynomy. Ziejmé

Py(A) = det ([ ok D NN (20

Qg —
a zaroven
Py(N) = (a2 = M) Pi(N) = B3 Po(N),

kde P;(A) = (o — A). Porovnanim piedchozich rovnic vidime, ze a Py(\) je polynom
stupné nula spliujici Py(\)S3 = (3, tedy Py(\) = 1.
Pro A = ¢ by ale mélo platit

Py(p) = (a2 — p)(a1 — ) = B3 =0
a zaroven Pi(p) = (a1 — ) = 0. Z toho vyplyvd, ze B3 = 0, coz ale odporuje
predpokladu, ze 503 - - - 5, # 0. Zformulujme toto pozorovani jako dusledek.
Disledek 2. Necht

Tn _ |: Tn—l ﬁnen—l :| c Rnxn (27)

ez—lﬁn 7%

je redlnd symetrickd tridiagondlni matice spliugici navic Byf33 - - - B, # 0. Pak matice
T, aT,_1 maji riznd vlastni ¢isla.

Analogicky vysledek dostaneme také odstranénim prvniho radku a prvniho sloup-

ce z matice Tﬁ
Q1 €y P2

T, = ~ . 2.8

[ Baer Th-1 } (28)
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2.4 Prokladani vlastnich ¢isel

Necht M € R™" je realnd symetrick4d matice

M:{Ab].

s (2.9)

Vlastni ¢isla takovéto symetrické matice jsou redlnd (viz napt. [5, véta 2.8]) a
muzeme je tedy seradit

M(M) > Ao(M) > ... > M (M).

Pak také A € RO=Dx("=1) je redlnd symetrickd matice a jeji vlastni ¢isla lze sefadit
obdobnym zpusobem. Z véty o proklddani (eigenvalue interlacing; viz napft. [5], nebo
[16]) vyplyva, ze jejich vlastni ¢isla se prokladaji nasledujicim zpusobem

AM(M) = M (A) > Aa(M) > Ao(A) > -+ > Ay (A) > A(M).

Poznamenejme, ze v ¢ldanku [16] je tato nerovnost ve skute¢nosti odvozena pro
singuldrni cisla. Tato véta nds v kombinaci z pfedchozimi dvéma tvrzenimi vede
k nasledujicimu pozorovani.

Disledek 3. Z dusledki 1, 2 a z véty o prokladani plyne, Ze vlastni c¢isla tridiago-
ndlnich matic
Tn — { Tn—l 571671—1 :| c Rnxn

ez—lﬁn O

aTh_1 (viz (2.7)) se prokladagi ndsledujicim zpusobem
/\I(Tn) > )\I(Tn—l) > )\Q(Tn) > )\Q(Tn_l) > > /\n—l(Tn—l) > )\n(Tn)

Analogicky vysledek opét dostaneme také pro dvojici matic

T, — [ aq 2?52 1
5261 Th-1

vvvvvv

Na zavér poznamenejme, ze determinant matice je soucin jejich vlastnich cisel
det(M) = H;"Zl A;j(M), a zéroven je nulovy pravé tehdy, kdyz je matice M sin-
gularni.

Tedy, protoze dvé po sobé jdouci matice nemohou mit stejné vlastni ¢islo, nejvyse
jedna z matic T),_1, T,, muze byt singularni. Jinymi slovy, v posloupnosti symet-
rickych ttidiagonalnich matic 13,15, 13, ... T, 1,1}, ... s nenulovymi mimodiagonal-
nimi prvky f; a zkonstruovanymi jako ve (2.7) nemohou byt dvé po sobé singuldrni.

23



3 Hodnosti mimodiagonalnich bloki inverzni
matice

Nyni budeme studovat regularni matice a jejich inverze zapsané pomoci bloku.
Specialné nas budou zajimat hodnosti mimodiagondlnich bloku. Nejprve se na celou
véc podivame obecné.

3.1 Obecna regularni matice a jeji inverze

Necht M € R™" je redlna étvercové requldrni matice

A B
v-[4 2] o)
rozdélené na ¢tyfi bloky a necht je jeji inverze
E F
—1 o
v [EE] 02

rozdélena na bloky tak, aby obé matice sly nasobit po blocich. Pokud tyto matice
vynasobime, dostaneme ziejmeé

MM_I_{AE+BG AF+BH]_[I 0}—1, (3.3)

CE+DG CF+DH 0 I

kde jednotkové matice I a nulové matice 0 jsou vhodnych rozmeéru.
Nés bude zajimat v jakém vztahu jsou hodnosti dvojice matic B a F' a také
dvojice C' a G. Z porovnani mimodiagonalnich bloki sou¢inu MM ! plyne, Ze

AF=—-BH a CFE=-DG. (3.4)

3.1.1 Vztah hodnosti bloku B a F

Pokud bude matice A ¢tvercova a regularni, muzeme prvni rovnici vynésobit zleva
A~ Dostaneme tak rovnost
F=-A"BH.

Z tohoto vztahu trividlné plyne, Ze hodnost matice F' se rovna hodnosti matice
A7'BH. Matice A™! je ¢tvercova a reguldrni, proto hodnost souc¢inu A~'BH se
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od hodnosti BH nelisi. Hodnost matice B se vSak po vyndsobeni matici H muze
zmensSit, nebo byt stejnd; pokud totiz nasobime dvé matice, pocet linearné nezavis-
lIych radku se nikdy nezvysi, pouze se muze snizit ¢i zustat stejny. Obecné plati

rank(BH) < min{rank(B),rank(H)}.

Celkové tak dostavame nerovnost

rank(F) = rank(A™'BH) = rank(BH) < rank(B). (3.5)
Déle je-li matice H ¢tvercova a regularni, dostaneme z (3.4) vztah

AFH™'=-B.

Pokud se podivame na hodnosti téchto matic, analogicky dostaneme

rank(B) = rank(AFH ') = rank(AF) < rank(F). (3.6)
Pokud jsou tedy reguldarni obé matice A 1 H, pak z nerovnosti (3.5) a (3.6) plyne

rank(B) = rank(F"). (3.7)

3.1.2 Regularita blokti A a H

Nakonec zbyva ukézat, ze tato situace (3.7) nastane vzdy, kdyz je A nebo H re-
gularni. Nasledujici lemma nam totiz tika, ze regularita téchto dvou bloku musi
vzdy nastat soucasné.

Lemma 1. Necht M je requldrni matice a necht M a M~ jsou rozdélené na bloky
tak, aby $ly ndsobit po blocich, ndsledujicim zpiusobem

[A B . [E F
v-lep] w-[Ea]

Pak matice A je c¢tvercova requldrni tehdy a jen tehdy, kdyz matice H je ¢tvercovd
requldrni.

Diikaz. Aby nésobeni bylo proveditelné po blocich z obou stran, tj. ve tvaru MM ' i
M~ M, musi byt velikosti blokt M a (M~—1)T stejné. Tedy specialné, A ma stejnou
velikost jako E7 a D ma stejnou velikost jako HT. Matice A je étvercovd pravée
tehdy, kdyz ET a D jsou ¢tvercové, a tedy pravé tehdy, kdyz HT (a tedy i H) je
¢tvercova.

Regularitu dokazeme pomoci vypoctu inverze pomoci Gauflovy eliminace. Pred-
pokladejme nejprve, ze A je regularni. Zirejmé plati

A B|I 0 I A7'B|A™ 0
[Mm_{c D0 I]N[C D | 0 1}
I A'B AN 0
0 D-CA'B|-CA™' I
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Protoze ptuvodni matice M byla reguldrni musi byt i (blokové) trojihelnikova matice

{ I A'B

o o —1
- } kde S=D-CA'B,

regularni. Z regularity M a A tedy ihned plyne regularita matice S (kterd se nazyvé
Schurovym doplitkem bloku A v matici M, viz napi. [5, Definice 1.4, str. 6]).

Nyni dokonéime vyjddieni inverzni matice M ! eliminaci naddiagonalniho bloku
A7'B. Ziejmé plati

{ I A'B

0 S |-cA!t T 0 I -S~tcATt gt

AL 0} {1 AlB AL o}

{ I 0|A'+A1BSICA™Y —A"1BS™!

01| —scaA 51 }:[”M_l]'

Dostavame tedy specialné H = S~ Z regularity celé matice M a jejtho bloku A
tedy plyne regularita bloku H = S~! = (D — CA™'B)~! inverze M.

Opacnou implikaci, tedy ze z regularity M a H plyne regularita A bychom
dokdzali obdobné. Ziejmé A = (E — FH'G)™! je inverzi Schurova dopliiku bloku
H v matici M1 O

3.1.3 Vztah hodnosti bloku C a G

Z druhé rovnosti ve vztahu (3.4), CE = —DG, odvodime vztahy mezi hodnostmi
druhych mimodiagonalnich bloku C' a GG. Pokud bude matice E ¢tvercova a regularni
milzeme rovnici vynasobit zleva £~!. Dostaneme tak rovnost

C=—-E'GD,
ze které vyplyva
rank(C) = rank(E'GD) = rank(GD) < rank(G).
Dale je-li i matice D ¢tvercova a regularni, dostaneme rovnost
CED™ ' = -G.
Pokud se podivame na hodnosti téchto matic, analogicky dostaneme
rank(G) = rank(CED ') = rank(CE) < rank(C).
Jsou-li tedy regulani obé matice D i E/, pak plati
rank(C) = rank(G).

3.1.4 Regularita blokii D a F

Lemma 1 tvrdi, ze matice A je regularni tehdy a jen tehdy, kdyz matice H je
regularni. Zcela analogicky lze odvodit, ze E je regularni, tehdy a jen tehdy, kdyz
D je regularni. Tedy obé dvé matice D a E jsou regularni zaroven.
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3.2 Symetricka tfidiagonalni regularni matice

Uvazujme nyni nasi symetrickou tiidiagonalni matici 7,,, kterou rodélime tak, jako
v (3.1), tedy néasledujicim zptusobem

T
kde T}, € kak’ fnik e R(n—k)x(n—k) 4
0 - 0 Brn
erBriie) = 0 O O € ROHk, (3.9)
0 ... 0 0

Ze struktury nulovych a nenulovych prvku matice (3.9) je ziejmé, ze hodnost této
matice je rovna nejvyse jedné. Ptesnéji je rovna praveé jedné, pravé tehdy, kdyz
Bry1 # 0. Necht déle je T;, regularni, a necht je inverze T}, zapsdna ve tvaru

By F
-1 _ k k
o[ 55 510

7Z predchozi sckce 3.1 je ziejmé, ze z regularity T, vyplyva, ze Fj, € RF*(=k) mg
(za predpokladu Sy # 0) také hodnost rovnu pravé jedné. Poznamenejme, Ze pro
Br+1 = 0 plati

T, 0 1 T.' 0
! { 0 Thg } ¢ " [ 0 T;lk (3 )

a tedy Fj = 0 a rank(Fy) = 0.
Pokud v8ak T} reguldrni neni, pak muzeme (3.8) nahradit jinymi délenimi tak,
ze tad prvni matice z prvniho blokového fadku bude o jedna mensi ¢i vétsi. Tedy

Ti1 QeﬁkelT ] _ [ Tht1 6115“26{ ]

T = {
T T
e1fre, Th-r—1 e1fr+2er,  Th—ki1

kde Ty i Ty41 reguldrni jsou, viz poznamka pod dusledkem 2.3. (Pfesnéji feceno
jsou regularni, pokud existuji; pro £ = 1 a k = n — 1 bude mit prvni respektive
druhé blokové schéma nepatrné jinou strukturu.) Inverzi matice T,, pak zapiseme ve
tvarech

71 { Er1 Frp 1 _ { Err1 Frp 1
! Fi_y Hy Fin Hin |
Jak jiz vime, hodnosti obou mimodiagondlnich blokii Fj,_; € RE-1Dx(=ktl) 4
Fip1 € REHDx(=k=1) hyudou rovny pravée jedné, za predpokladu B, # 0 a B # 0.
Tedy

rank(Fy_1) = rank(Fjyq) = 1,
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Obrézek 3.1: Srafované bloky Fj,_; a Fj,.; maji hodnost 1. Nés zajima hodnost tucné
vyznaceného bloku.

z obrazku 3.1 je pritom vidét, ze podmatice Fj 1 a Fj.1 vymezuji odlisné casti
matice. Dale vime, Ze maji hodnost rovnu pravé jedné. Z toho dokazeme odvodit,
jaké ma vlastnosti mezilehly ¢len. Urcité tedy plati

rank < 2 (3.12)

pozdéji, v sekci 3.4 ukazeme, ze je to pro libovolnou regularni symetrickou tridiago-
nalni matici vzdy nejvyse jedna.

3.3 Symetricka tfidiagonalni pozitivné definitni ma-
tice

Uvazujme nyni na$i symetrickou tfidiagonalni matici 7,,, ktera ma vsSechna vlastni
¢isla kladna, takovou matici nazyvame pozitivné definitni. Odiizneme-li posledni
fadek a posledni sloupec dostaneme matici 7,1, jeji vlastni ¢isla jsou opét kladna.
V dusledku prokladani 2.4 snadno zjistime, ze i matice T} z (3.8) musi mit kladnd
vlastni ¢isla pro & = 1,...,n. Soubor matic Ti,...,7T, nazyvame hlavni rohové
podmatice. V opacném pripadé pokud ma matice T}, vSechna vlastni ¢isla zaporna,
nazyvame ji negativné definitni.

Disledek 4. Necht T, je symetrickd tridiagondlni pozitivné definitni matice
E, F
-1 _ ko Lk
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kterd spliuje Baf3s--- B, # 0, pak vsechny mimodiagondini bloky F), a Fl, k =
1,2,....,n — 1, jeji inverze maji hodnost rovnu jedné. Obecné pak mimodiagondlni
bloky maji hodnost rovnu nejuyse jedné. Pokud navic je néekteré B 1 = 0, pak vime,
Ze odpovidagici mimodiagondlni bloky budou hodnosti nula, viz (3.11).

3.4 UpfFesnéni na zavér

Nyni ukazeme, ze kazdy mimodiagonalni blok inverze regularni symetrické tridia-
gondlni matice 7),;! m4 hodnost opravdu nejvyse jedna a zpiesnime tak vysledek
(3.12). Toho ovsem musime dosdhnout nepatrné komplikovanéjsi cestou, konrétné
tak, ze se podivame na jednotlivé prvky daného bloku. Pro jednoduchost se budeme
sousttedit na naddiagonalni blok. Jeho (i, s)-ty prvek je ddn zndmym vztahem

det([Tnli.s)

(e = U™ =gy

n

kde [T},];s vznikne z matice T,, odstranénim i-tého radku a s-tého sloupce (pfipo-
menme, ze matice T,, je symetrickd):

[ oy 52
52 D)
c 51‘71
51‘71 1 Bz
2] A A
I3 e MitT
Bir1 g1 Bige
5z‘+2 (Q7HE))
65—1
Bs—l Qg1 ﬁs
BS S Berl
ﬁs+1 (OFEE | 5s+2
Bs+2 as+2
Bn o

Vidime tedy, ze matice [T,]; s je blokové trojihelnikova s vyznacenymi ¢tvercovymi
bloky na diagondle. Necht

tridiag((a;, - ..

7ak)7 (B]'Jrla s

7/8]{?))

znadi tiidiagondlni matici, kterd je podmatici (resp. blokem) matice 7,, obsahujici
dané prvky. Ozna¢me dale

D¥ = det (tridiag((aj, con), By, - ,5,9)).
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Pak ziejmeé

‘ D=t (Biyy -+ B,) - D™
(Til)i,s _ (_1)z+s . 1 (ﬁ +1 6 ) s+1 ) (313>
DY
Zbyva si uvédomit, Ze na to, aby méla matice (resp. zde mimodiagonalni blok)
hodnost nejvyse jedna, kazda jeji podmatice fadu 2 musi byt singularni. Vyberme
tedy z naddiagonalnich prvku podmatici nasledujicim zpusobem:

]S

Pro jednotlivé tadkové a sloupcové indexy ziejmé plati
1<l<i<j<s<n. (3.14)

Vybrana podmatice
(T™es (T )es
(T iy (T7Yis

ma determinant roven nule pravé tehdy, kdyz plati
(T eg (T is = (T7es (T i
Dosazenim (3.13) za jednotlivé prvky rovnost snadno ovéiime. Vlevo dostaneme

(T e (T )is

_ (_1>Z+j+i+s . Dgil ’ lel ) <5£+1 o 'ﬁj>(ﬁi+1 T 55) ) D?+1 ) D?+1
(D7) ’

vpravo

(T e (T )i

= (—1)trstitd Dy "Dy (Ber - B)(Biya -+ By) - Dy - D
(D1)? '

Puvodni rovnost se tedy zredukuje na rovnost

(Begr -+ B5) Big1 -+ Bs) = (Bega -+ Bs) (Big1 -+ - Bj)-

Z nerovnosti mezi indexy (3.14) vSak ihned plyne, Ze se obé strany rovnaji soucinu

(Begr -+ Bi) (Bigr -+ B;)? (Bjga -+ - Bs)-

Tim jsme tedy dokazali, ze mimodiagonédlni blok nemuze mit hodnost vyssi nez
jedna. Toto pozorovani muzeme zformulovat do véty, kterou jiz nebudeme (ne-
musime) dokazovat.
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Véta 1. Necht T je redlnd ctvercovd requldrni symetrickd tridiagondlni matice. Pak
kazdy mimodiagondini blok matice T— md hodnost nejuyse jedna.

Poznamenejme, ze hodnost mimodiagonédlniho bloku ovsem muze byt mensi nez
jedna. Jednak muze byt matice T (a tudiz i jeji inverze) blokové diagondlni, viz
(3.11), to ale souvisi s tim, ze matice 7" ma néktery prvek § nulovy. Druhy pripad
nastava napiiklad zde

-1

0100 010 —1
1o10| | 100 0
0101| ~| 000 1
0010 101 0

Matice napravo obsahuje nulové mimodiagonalni bloky tvaru [0, 0] a [8]. Nejsou to
ovsem bloky stejného tvaru jako vyse pouzivany blok Fj.

Podobné vysledky je mozné odvodit napt. pro symetrickou pétidiagonalni matici,
jejiz inverze bude mit mimodiagondlni bloky hodnosti nejvyse dva. Inverze symet-
rické sedmidiagonalni matice bude mit hodnost mimodiagonalnich blokti omezenou
tfemi, atp.
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4 Hierarchické matice

Nyni je dobré si uvédomit, ze symetricka tiidiagonalni matice 7T, (2.2) je jedno-
zna¢né urcena prave 2n — 1 ¢isly aq, ..., a,, B, ..., B,. Checeme-li si takovou matici
zapamatovat, nebo ji ulozit v poéitaci, neni si tedy t¥eba pamatovat viech n? prvki,
ale staci (2n—1) ~ n vyse zminénych. Naopak inverze tiidiagonalni matice je obecné
hustd, jak je naznaceno napf. na obrazku 2. Pro jeji zapamatovani je (na prvni po-
hled) tieba ulozit vsech n?, resp. s vyuzitim symetrie (n;rl) = %(n2 +n) ~ n? prvku.
V nasledujicim textu vsak ukazeme, ze (nejen) v pripadé inverze tiidiagondlni matice

lze pii chytrém zpusobu ukladani prvki misto v paméti vyrazné usetfit.

4.1 Hierarchické déleni matice do stromové struktury

Nasledné budeme fesit, zda se da jeji inverze zapsat také timto zpusobem. Pro jed-
noduchost si zvolime symetrickou tiidiagonalni pozitivné definitni matici o velikosti
n = 2¢. Diky tomu muzeme matici rozdélit presné ,na pul“ nasledujicim zpiisobem

T(l) en » €T
T, = "z /2 L e r, (4.1)
€15n/2+1€n/2 Tn/2

Déle se zamétfime na matice T T(L})Q al 55)2 na diagonale, a ty déle rozdélujeme opét

napul

71 _ Té}};) en/4ﬁn{;1+leip c RW/2x(n/2) 4
n/2 | elﬁn/4+1e;€/4 T£/4) |
@ [ 7(21) en/a el

7@ _ n/4 n/4 né;Hl Ll e R(n/?)x(n/?)’
n/2 | 61/871/44_163;/4 T7(L/4) |

a dale bychom stejnym zpusobem pokracovali pti dalsim rozdélovani. Vytvorime tim
déleni puvodni matice do struktury vyvazeného binarniho stromu viz obrazek 1.1,
resp. 4.1 (diky tomu, ze n = 2¢), kde T}, je koten a je predkem dvou potomkii 7T’ 75})2 a

Té% a tak dale. Analogicky se déli vSechny vétve, napriklad matici Té}zim) rozdélime

(je-li n dostatecné velké) tak, ze vzniknou nésledujici bloky na jeji diagondle

p(121121)

o p(1211211)  p(1211212)

— ( n/128 » tn/128 )
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Obréazek 4.1: Hierarchickd reprezentace symetrické pozitivné definitni tfidiagonalni
matice strukturovana do vyvazeného binarniho stromu. Ve schématu nejsou vy-
znacené mimodiagonalni bloky hodnosti jedna, které musime uklddat.

Mimodiagonalni bloky, které pti rozdélovani vznikaji, maji vsechny hodnost vzdy
rovnu nejvyse jedné.
Inverzi matice (4.1) lze, jak jiz vime, zapsat ve tvaru

E(l) F,
T = | T R (4.2)
Fn/2 En/2

pficemz hodnost mimodiagonalniho bloku F,/, (a ze symetrie trividlneé i FTLT/Q) je
rovna jedné. Zcela analogicky bychom se nyni zaméfili hierarchicky na matice na
matice Ele/)2 a Ey(f/)Q a ty hierarchicky ,pulili“. Protoze vSechny mimiodiagonalni
bloky matice T);! maji hodnost jedna, budou mit hodnost jedna i mimodiagonaln{

bloky vzniklé ,pulenim* matic Efll/)Q a Eff/)z

4.2 Pamétové naklady na uloZeni hierarchické struk-
tury a jeji omezeni

Pokud méame matici hodnosti jedna, tak to znamena, ze ma vSechny fadky stejné
az na nasobek skaldrem (linedrné zavislé), to samé plati pro sloupce. Jediné co
potiebujeme znét, abychom tuto matici mohli zapsat, je jediny jeji (nenulovy)
fadek, reknéme napiiklad prvni, a jediny jeji (nenulovy) sloupec, feknéme opét
naptiklad prvni. Pro jednoduchost muzeme tedy tict, ze pro ulozeni matice m x k

33



hodnosti jedna je potfeba si zapamatovat (m + k) ¢isel. Poznamenejme, ze ana-
logicky, pro stejné velkou matici hodnosti dva je potieba si zapamatovat dva jeji
linedrné nezavislé sloupce a dva linedrné nezavislé radky, tj. 2(m + k) cisel. Pro
matici hodnosti 7 to bude r(m + k) ¢isel.

Videéli jsme, ze u hierarchického déleni symetrické tiidiagondlni pozitivné defi-
nitni matice 7, maji mimodiagonalni bloky typu elﬁn/gﬂegﬁ (viz (4.1)) hodnost
jedna. Stejné tak odpovidajici mimodagiondlni bloky typu F),» matice T, (viz
(4.2)) jsou také hodnosti jedna, jak jsme ukazali v kapitole 3, viz zejména dusledek
4.

Podivejme se tedy, kolik ¢isel je tieba pro hierarchické ulozeni zejména matice
T;' (u matice T,, mdme piiméjsi a jednodussi zpusob jak ji ulozit, tj. pouze jeji
diagonalu a naddiagonélu). Sousttedit se budeme primarné na ulozeni mimodia-
gondlnich blokt typu £, /s (viz (4.2)).

V nasem délenf jsou viechny tyto mimodiagonalni bloky ¢tvercové a fada n/(27),
pro rizna piirozend j. Prvni fadek z nejvétstho mimodiagondlniho bloku mé % cisel,
u menstho bloku 7, pak ¢ a tak dale. To samé plati pro sloupce. Pro zapamatovani
takovych bloku (hodnosti jedna) je tedy potteba si ulozit pravé n = § + %, resp.
5=74+7iaj=g+g atd cisel

To ale neni vSe, protoze matic ur¢itych rozmeéru vznika v déleni obecné vice. Na
prvni irovni déleni vznika jen jedna mimodiagonalni matice (druhou z duvodu syme-
trie nemusime uvazovat). Na druhé trovni jiz dvé, na tfeti drovni déleni ¢tyfi a tak
déle. Pro ulozeni vsech mimodiagondlnich bloki (resp. naddiagondlnich s vyuzitim
symetrie) inverze T, ! tedy potfebujeme

n n n n n n
(53 n e v
2+2 * 4+4 o 8+8 N

¢isel. Protoze jsme uvazovali piivodni matici 7, fadu n = 2¢, posledni s¢itanec bude
formalné n o n
-1
27 (G +31)-

Sc¢itancu je tedy prave . Hodnota kazdého séitance je navic rovna n. Celkem tedy
potfebujeme

n+n+n+---+n+n=nl+n=n(logy(n)+1),
1

¢isel, kde prvnich nf ¢isel ma puvod v mimodiogonalnich blocich hodnosti jedna a
poslednich n ¢isel jsou prvky na diagondle.

4.2.1 Poznamka k velikosti nejmensich bloki

Vzhledem k tomu, Ze n jsme si zvolili jako 2¢, tak je mozné matici délit vzdy na
poloviny. Timto rozkladem muzeme postupovat az na ,zdkladni uroven“, kde nam
na blokové diagonéle zustanou pravé pouze diagonalni prvky. Otazkou vsak je, jestli
je nutné, resp. vyhodné, provadét déleni az do takto jemnych detaili.
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Uvazujeme-li (symetrickou) matici 2 x 2, je ziejmé, ze jeji (jediny mozny) mi-
modiagondlni blok nemé smysl ukladat jako dvojici (nenulovy rddek, nenulovy slou-
pec), tj. jako dvé ¢isla, kdyz je sdm o sobé jedinym ¢islem. Fakticky tedy matici
2 x 2 neni vhodné uklddat hierarchicky (protoze by to vyzadovalo ulozeni ¢tyt ¢isel
kutujeme) ale ulozime ji pfimo po prvcich (coz s vyuzitim symetrie vyzaduje ulozeni
pouze tif ¢isel).

Podobnou tivahu muzeme provést i pro matici 4 x 4, kde (kdyz uvazujeme puleni
rozméru, jak bylo naznaceno) exituje také jen jeden mimodiagonélni blok velikosti
2 x 2. U takového bloku je zapamatovani dvojice fadek-sloupec stejné naro¢né jako
zapamatovani bloku celého; vzdy si musime zapamatovat ¢tyfti ¢isla. Teoreticky tedy
nemd smysl uklddat matice 4 x 4 (a mensi) hierarchickym zpusobem.

Prakticky muze byt hranice jesté vys a i vétsi (diagonalni) bloky budeme ukladat
primo, viz obrazek 4.3. Duvodem muze byt v prvni fadé to, ze pii ulozeni takové
hierachické matice musime také néjakou pamét vénovat na ulozenf stromu (struktury
samotné), a dale také to, ze ulozeni matice do této struktury a dalsi prace s ni
vyzaduje urcity c¢as a vypocetni prostiedky, tj. jiz vySe zminénou rezii.

4.3 Hierarchicky p¥istup pro obecnou matici

V pripadé ¢tvercovych matic obecnych rozmeéru, nemuzeme takto postupovat. Proto
musime zvolit jiny zpusob déleni. Ve skutecnosti je potreba v kazdém kroku hi-
erarchie rozdélit mnozinu indexu na disjunktni podmnoziny po sobé jdoucich in-
dex, jejichz sjednocenim dostaneme puvodni mnozinu, a poté analogicky postupo-
vat u takto ziskanych podmnozin. Je v zasadé jedno jakym zpusobem toto budeme
provadét. Zapisem takového rozdéleni ziskame strom.

Nami vyse zvolend struktura déleni na poloviny (kterd je moznd jen pii n = 2¢)
vede na vyvazeny bindrni strom, viz prvni graf na obrazku 1.1. Obecné pti déleni
na dvé disjunktni podmnoziny dostaneme néjaky obecny binarni strom. Mimodi-
agonalni bloky v déleni jiz nebudou ¢tvercové, vse ale bude fungovat zcela analo-
gicky. Jen je potfeba si uvédomit, ze pokud zvolime velmi $patné déleni (vyrazné
nevyvéazeny strom, viz druhy graf na obrazku 1.1) nemusi vyslednad hierarchicka
struktura vést k dispore mista pii ukladani matice (pokud budou mit vSechny mi-
modiagondlni bloky napt. jen jeden Fadek; tj. pokud bychom matice TW, TG,
T2 atd. volili fadu jedna). Z tohoto tthlu pohledu tedy bude vzdy nejvyhodnéjsi
delit matici napul, nebo alespon priblizné napul, neni-li jind moznost.

Poznamenejme, ze predchozi odvozeni byla udélana pro symetrickou tiidiagonélni
matici, resp. jeji inverzi, ale v praxi je muzeme provést vzdy, kdyz bude mozné hod-
nosti véech mimodiagondalnich bloku dané matice néjak rozumné omezit (napt. kdyz
budeme mit obecnou matici fadu milion, o které vime, ze vSechny jeji mimodia-
gondlni bloky jsou hodnosti nejvyse sto).

Posledni véci, kterou je dobré poznamenat, je, Ze v praxi nejsme omezeni binarnim
délenim (stromem) matice a muzeme ji na kazdé turovni rozdélit na obecny pocet
bloku (disjunktnich podmnozin indexu). Vyznam a smysl takového déleni muze mit
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puvod v tloze (napt. ve fyzické geometrii oblasti, na které ulohu fesim), ze které
matice vznikla, viz napt. [7], [1] a [2]. Pro piiklad obecného déleni obecné matice
a jeji inverze viz obrazky 4.2 a 4.3. Poznamenejme, ze matice na obrazku 4.2 a na
obrazku 4.3 se lisi pouze v permutaci radku a sloupct.

Obrazek 4.2: Vlevo je obecnd matice fadu n = 11036, vpravo je jejf inverze. Cervené
bloky jsou ulozené piimo (husté; ¢islo v bloku oznacuje jeho tad). Zelenobilé bloky
jsou hodnosti r (¢islo v bloku), ulozené jako r linedrné nezavislych radku a r linedrné
nezdvislych sloupcu. Matice pochdzeji z tilohy [10] a jsou vytvorené pomoci softwaru
hlib [21] a Matlab.
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Obrazek 4.3: Vlevo je obecna matice fadu n = 11036, vpravo je jeji inverze. V jed-
notlivych tadcich je velikost nejmensiho hierarchicky ukladaného bloku omezend na
rady 16, 256 a 1024 (tj. na diagonéle lezici bloky mensich radu se ukladaji husté).
Matice pochéazeji z dlohy [10] a jsou vytvorené pomoci softwaru hlib [21] a Matlab.
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5 Zakladni operace

Vytvorit ze symetrické pozitivné definitni tiidiagonalni matice hierarchickou matici
ve vyse uvedeném smyslu je snadné, at uz je jakkoliv velkd. Méné snadné je ziskat jeji
inverzi v tomto tvaru. Ziejmé nenf cilem inverzi nejprve spocitat (nebot je hustd), a
pak ji rozkladat do stromové struktury. Inverzi bude potieba provést ptimo v hierar-
chickém tvaru. K tomu budeme potiebovat umét s takovymi maticemi manipulovat.
Typicky budeme potiebovat operace jako jsou soucet dvou (hierarchicky ulozenych)
race jako je LU rozklad matice, atd., viz [13] nebo [21] (v obou ptipadech je k dispozici
i software, ktery takové operace implementuje za ¢dstecného pouziti Matlabu).

5.1 Soucet dvou hierarchickych matic

Zacneme nejjednodussi operaci a tou je soucet dvou hierarchickych matic. Uvazujme
matice My a M, stejnych rozméru, které maji stejnou hierarchickou strukturu.
Tedy za prvé jejich hierarchicka strukutra je popsana stejnym stromem a za druhé
pri kazdém vétveni stromu se puvodni mnozina indexu déli na stejné disjunktni
podmnoziny. Necht tedy

Ay Bl:|+[A2 BZ:|:|:A1+A2 B, + By

C, D C, D, =M.

M1+M2:{ Ci+Cy Di+Dy |~

Protoze jsou puvodni matice uloZeny hierarchicky, matice A a D jsou bud opét
hierarchické, nebo jsou ulozeny husté. V prvnim piipadé soucet matic A; + As,
resp. D1 + Dy realizujeme stejné jako u puvodniho souctu M; + Ms. Rekurzivné tak
postupujeme stromovou hierachii a nakonec se dopracujeme k blokum, které jsou
ulozeny husté, tj. k druhému piipadu. Tyto bloky pak secteme piimo. Potiebujeme
se tedy soustiedit hlavné na sou¢ty mimodiagonalnich bloku. Protoze pracujeme s hi-
erarchickym formatem matice, budeme predpokladat, ze hodnost mimodiagonalnich
bloku By, Ci, By a C5 je rozumné mala.

5.1.1 Soucet dvou bloku nizké hodnosti

V dalsim textu se budeme soustiedit pouze na soucet bloku B = By + By (pro bloky
C} a Cy bude séitani probihat zcela analogicky); necht navic B, By, By € R™** pro
jednoduchost. Oznacme tedy, ze

ry =rank(B;) a 719 =rank(Bs).
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Pticemz bloky Bj, j = 1,2 nizké hodnosti zpravidla ukladdame jako sadu 7; linedrné
nezavislych sloupcu a 7, linedrné nezavislych radku, resp. vektort takovych, Ze jejich
soucin vytvori puvodni matici. Konkrétné Ize tedy matice zapsat ve tvaru

B;=U;V', kde U; e R™", V;eR™™ j=12

Matici B muzeme zapsat

T
B:&+&:&W+%W:[%@}Hﬁ}
2

Hodnost této matice si oznac¢ime
r =rank(B), pricemz plati max{ry,r} <r <r;+ro.

Poznamenejme, Ze vlevo nastane rovnost napt. ve specidlnim piipadé, kdyz bude
matice B stejna jako matice By. Tudiz s¢itame dvé stejné matice B = 2B; = 2B,
a pocet linearné nezavislych radka v = ro = r se neméni.

V tuto chvili mame matici B ulozenou jako soucin sloupcu a radku. Téchto radku
je ale vzdy 71 +79, nikoliv 7, jak bychom chtéli. Po tomto (formélnim) se¢teni (sec¢teni
se zde zredukovalo jen na sestaveni matic [Uy, Us] a [V1, V3] z jejich podmatic Uy, Us,
V1 a V), je potieba provést tzv. kompresi, viz napi. [10], nebo [17, sekce 1.3.1]. Tento
pristup, ktery nas bude provazet viceméné i u vSech dalsich operaci, se také ¢asto
nazyva vyrazem low-rank aritmetika. Pojem zatim nema vhodny cesky ekvivalent;
obecné jde o snahu pracovat s objekty — zde maticemi, nebo jejich ¢astmi — relativne
nizké hodnosti a tohoto faktu pti praci néjak vhodné vyuzit.

5.1.2 Komprese

Komprese spociva v tom, ze se snazime zredukovat faktory [U, Us] € R™*(11#72) g
Vi, Va] € REX(+72) matice B tak, aby méli pravé r linedrné nezavislych sloupcii.
Oznacme

rU:rank([ Uy, Us ]) a rvzrank([ Vi, Vo D,

ziejmé opét plati
max{ry,ro} <ry <r+ry a max{r;,r} <ry <r+nrm.

Pomoci QR rozkladu pocitaného napt. pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace
(viz napt. [5, kapitola 3]) dostaneme

|: Ul; U2 ] — QURU, kde QU I~ RmXTU7 QEQU — ‘[TU’ RU c RTUX(T‘l"rTQ)’

|: ‘/17‘/2 i| - QVRV, kde QV - RkXT‘V, Q‘T/QV — ]TV’ RV c RTVX(T1+T2)7
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pricemz matice Ry a Ry jsou v tzv. hornim schodovitém tvaru, napt.

 © 0 0 0 0 0 0 0 0

0 & © 0 0 0 0 © O QO

00 & © 0 QO QO OO Q0 O
00000&OOQQQ|[ ki &0

000 0 00 &OQQO

00 0 0 0 0 0 0 & @
S vyuzitim téchto dvou QR rozkladi muzeme prepsat soucin do tvaru
VT Ty XTr
B = [ Uy, U, } |: ‘/;T :| = Qu RURg g, kde W e RV, (51)

jeho tzv. ekonomického tvaru (viz napt. [5, kapitola 5]). Necht tedy
W =UwSwVii, kde Upy € RV, Sy € R™7, Vi € RV

a kde matice Xy je navic diagondlni s kladnymi ¢isly (tzv. singularnimi ¢isly matice
W) na diagonadle, tj. Xy je regularni. Zde je vhodné si uvédomit, ze singularni ¢isla
matice W jsou zaroven singularnimi ¢isly puvodni matice B; hodnost matice W tedy
musi byt piimo rovna rank(W) = rank(B) = r. Plati tedy
VT
B=[U,U, | [ V;T ] = QuIVQy = QuUwXw Vi QY = (QuUwXw ) (Qv V)",
U VT
kde
U=QuUwEZw e R™" a V =QyViy € R¥".

Tim jsme dosahli vytyceného cile, jak zapsat matici B hodnosti r jako soucin dvou
matic o r fadcich a r sloupcich. Tabulka 5.1 shrnuje vypocetni naro¢nost souctu
dvou mimodiagonalnich bloku.

Tabulka 5.1: Vypocetni naklady souctu dvou matic rozméru m x k hodnosti r1 a rs.
Pro ry a ry navic plati max{ry,m} < ry <r;+ry a max{ry,ro} <ry <7y +ro.

Zpisob vypoctu H Vypocetni cena

klasicky mk souctu dvojic realnych cisel
low-rank aritmetika || 0 souc¢tu (pouze sestaveni matic) + komprese navic
komprese 2x QR rozklad typu m x (r; +r9) a k x (11 +19)

1x SVD typu ry x ry
4x maticové souciny

Poznamenejme, ze alternativné muzeme matici ¥y, zahrnout do matice V' pti-
padné do obou matic U i V, nebot (QuUwXw)(ViFQT) = (QuUw ) (2w ViLQT) =
(QUUWE%2)(E%2VW:CQ€), kde diagondlni matice 2%2 mé na diagondle odmocniny
z diagondlnich prvkit Sy, tj. (S1°)2 = SIS = Sy
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5.2 Souéet hierarchické matice, low-rank matice a
husté matice

Abychom mohli nasledné pracovat s nasobenim dvou matic, je tfeba znat, jakym
zpusobem lze Tesit soucty ruznych typu matic. Presnéji feceno, potrebujeme védeét,
jak jejich soucet vypada.

5.2.1 Soucet hierarchické matice a low-rank matice

Zacnneme souctem hierarchické matice a low-rank matice. Necht je M, hierarchicka
matice ve tvaru

M1:|:é, g:| GR”X",

a necht M, je low-rank matice zapsand jako nasledujici soucin
M,=UVT kde UeR™" VeR™,
Rozdélime-li U a V' na bloky vhodnych velikosti

Uy Vi
U — V =
[ U ] ’ { Vs ] ’
pak lze soucet hierarchické matice s low-rank matici zapsat ve tvaru

_[A B U, v or | A+UVE B+UVE T
M“LM?_{C D}+[UQ][‘/1 Y2 ]_[C+U2V1T Dty | =M

Nyni si rozebereme jednotlivé soucty na pravé strané:
1. Soucet A+ UV, resp. D + U,Vy! je dvojiho typu:

(a) Je-li A, resp. D hierarchickd matice, jedna se o soucet hierarchické ma-
tice a low-rank matice. Ten provedeme stejné jako soucet M; + Ms, po-
kracujeme tedy rekurzivne.

(b) Je-li A, resp. D hustd matice (jsme na nejjemnéjsim déleni), pak soucet
piimo vycislime.

2. Soucet B + U, V4L, resp. C' + U, VT reprezentuje soucet dvou low-rank matic,
ktery provedeme stejné jako v pripadé mimodiagonélnich bloku v sekci 5.1,
resp H.1.1.

5.2.2 Soucet hierarchické a husté, resp. low-rank a husté matice

Séitame-li hierarchickou matici s hustou matici, nebo low-rank matici s hustou ma-
tici, je tfeba si uvédomit, Zze husta matice obecné nema zadnou strukturu, se kterou
bychom mohli pracovat. Pokud se tedy nerozhodneme hustou matici pfepocitat a
najit jeji hierarchickou nebo low-rank reprezentaci, bude vysledkem takovéto ope-
race vzdy hustd matice. Hierarchicky nebo low-rank s¢itanec jednoduse vycislime po
prvcich a k husté matici pricteme.
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5.3 Souéin hierarchické matice a vektoru

Nez se podivame na sou¢in dvou matic, bude vhodné se nejprve zamérit na nasobeni
matice s jednim vektorem. Necht tedy

| A B y| | Ay+ Bz
we=[o o)1)=l @i:]

Vidime, ze ve vysledku jsou objekty dvou typu:
1. Souciny diagonalnich bloku s vektory, Ay a Dz, kde mohou nastat dvé situace:
(a) Pokud A, resp. D je hierarchickd matice, jednd se opét o sou¢in (mensi)

hierarchické matice s vektorem. Postupujeme tedy rekurzivneé.

v e

matice, provedeme klasické nasobeni matice s vektorem.
2. Souciny mimodiagonalnich bloku s vektory, Bz a C'y, pficemz tyto bloky jsou

nizké hodnosti. Toto jsou jediné souciny, na které se musime podivat detailnéji.

Budeme opét uvazovat mimodiagondlni blok B € R™** hodnosti r, ktery si miizeme
rozepsat do tvaru

B=UgVE, kde U€cR™" VR,

Pro blok C bude situace zcela analogickd. Sou¢in Bz si ziejmé muzeme rozepsat do
tvaru

Bz =UpViz=Ug?, kde 2 =Viz.
Fakticky jsme tim provedli vhodné preuzavorkovani Bz = (UgV})z = Up(VE 2).
Vypocet se tedy zredukuje na vypocteni dvou klasickych sou¢inu matic s vektory,
konkrétné matice r x k s vektorem délky k£ a pak matice m x r s vektorem délky r.

Tabulka 5.2: Vypocetni naklady sou¢inu matice rozméru m x k hodnosti r s vektorem
délky k. Operaci rozumime soucin, resp. soucet

Zpisob vypoctu H Vypocetni cena

klasicky 2mk — m ~ 2mk operaci s dvojici redlnych cisel
low-rank aritmetika || (2rk —r) 4+ (2mr —m) ~ 2r(m + k) operaci

5.3.1 Souéin hierarchické matice a husté matice

Poznamenejme, ze analogicky postup muzeme pouzit pti souc¢inu hierarchické matice
s nékolika vektory. Respektive, pii souc¢inu hierarchické matice s klasickou nehierar-
chikou (hustou) matici, nebot tu muZeme interpretovat po sloupcich jako soubor
vektoru. V piipadé soucinu klasické matice s hierarchickou (v tomto pofadi) bu-
deme postupovat analogicky, ale po fadcich (jako bychom zleva nésobili fadkovymi
vektory).
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5.4 Soucin dvou hierarchickych matic

Nyni jsme pripraveni podivat se na soucin dvou matic. Necht

= M.

MM, — A By Ay By | | Ay/Ay+ BCy A1 By + Bi1Dy
e | C1Ay+ DiCy CiBy+DiDy |

¢y Dy Cy Dy

Je potieba si uvédomit, z jakych jednotlivych operaci se tento soucin matic sklada.

5.4.1 Souciny riiznych bloki

Nejprve si rozebereme nasobeni, tj. souciny jednotlivych bloku, pak se podivame na
prislusné soucty:
1. Souciny A; Ay, D1 Dy mohou predstavovat nékolik ruznych situaci. Rozebereme
si je pro souc¢in Aj As:
(a) V pripadé, Zze jsou obé matice A; i Ay hierarchické, opakujeme stejny
postup jako u M; a Ms, neboli postupujeme opét rekurzivneé.

(b) V pripadé, Ze je A; hierarchickd a Aj klasickd husté ulozend matice, inter-
pretujeme druhou matici a maticové nasobeni po sloupcich jakobychom
nasobili hierarchickou matici souborem vektoru, viz sekce 5.3, resp. 5.3.1
(pfi opa¢ném poradi struktur soucinitelu postupujeme analogicky).

(c) V piipadé, ze jsou obé matice A; i Ay ulozeny klasicky (tj. jsme na nej-

v

nasobeni.

2. Souciny B;Cy, resp. 1By dvou mimodiagonalnich bloku nizké hodnosti bu-
deme provadét pomoci low-rank operaci.

3. Souciny Cy Ay, D1Cy, A By, resp. By D, obsahuji bud hierarchické nebo husté
ulozené matice v soucinu s low-rank matici.

Protoze situace v bodu 1. je jasnd, podivame rovnou na bod 2. Uvazujme soucin
B1Cy € R™*¢ (druhy provedeme analogicky) kde,

By, =UgVE e R™*  rp =rankB;, Upc R™"5  Vpc RFE
Cy = UcVE € R¥* ro =rankCy, Ug € R¥7C) Vg € R0,
Pak vhodnym uzavorkovanim dostaneme
B1Cy=Ug (VaU:) VL, kde W e R'5X7C,
W

Déle pouzijeme kompresi na soucin UgW V2 analogicky jako byla pouzita v sekci
5.1.2 na souc¢in QuW QL (5.1). Pro vypocet tedy potiebujeme tii maticové souciny a
jeden singularni rozklad. Poznamenejme, ze jediny drobny rozdil je v tom, ze matice
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Qu a Qv (ze sekce 5.1.2) maji ortonormalni sloupce, coz jsme zde u matic Ug a V¢
obecné nevyzadovali. Pokud bychom po kompresi chtéli ziskat vysledek se stejnym
vlastnostmi jako pri séitani, museli bychom nejprve provést QR rozklady matic Up
a Vc.

Ve ,tretim typu“ nésobeni v bodu 3. mohou nastat dvé varianty, zaprvé jedna
z matic je hustd a druha nizké hodnosti a zadruhé jedna z matic je hierarchicka
a druhd nizké hodnosti. Uvazujme napf. soucin A; B, € R™** (ostatni provedeme
analogicky), kde A; € R™*™

By = UpVE € R™* rp =rankB,, Up € R™"5, Vp e RF5,

Pak ztejmeé
A\By = AU VE, kde Uyp € R™7E
N——

Uas

tedy potrebujeme provést pravé rp soucinu matice s vektorem, pricemz matice je
bud hustd (a souc¢in provddime klasicky), nebo hierarchickd (a sou¢in provddime
tak jako v sekci 5.3). Vysledek sou¢inu Ay By tak dostaneme piimo v obvyklém low-
rank tvaru. Opét poznamenejme, ze od matic Ug a Vg jsme obecné nepozadovali,
aby mély ortogondlni, resp. ortonormalni sloupce. Navic, pokud by mély, matice
Uap = A1Up obecné ortogonalni sloupce mit nebude. Pokud bychom chtéli jeji
sloupce zortogonalizovat, muzeme opét pouzit QR rozklad a néaslednou kompresi
tak jako v sekei 5.1.2.

5.4.2 Rekapitulace souc&inii blokii a souéty soucint blokt

Nyni jsme si vyjasnili, jak jednotlivé souciny provadét, dulezité ale také bude uve-
domit si, co bude vysledkem téchto souc¢inti, nebot s nimi musime déle pracovat;
viz tabulka 5.3. Tyto souciny je potieba scitat, pricemz se zde vyskytuji soucty
nasledujicich typu:

1. Soucet A1 As + B1C5y, resp. C1By + D1 Dy opét predstavuje dvé moznosti:

(a) Prvni moznosti je, ze s¢itdme hierarchickou a low-rank matici, coz jsme
jiz podrobné rozebrali v sekci 5.2, resp. 5.2.1. Vysledkem je hierarchicka
matice.

(b) Druhou moznostf je, ze s¢itdme hustou matici a low-rank matici, kde ndm
nezbyva nez vysledek primo vyé¢islit, viz sekci 5.2.2. Vysledkem je husta
matice.

2. Posledni typ souctu, ktery muze vzniknout, pripadd na mimodiagonalni bloky
C1Ay + DCy, resp. A1 By + B1Ds. Zde scitame dvé low-rank matice, coz jsme
podrobné rozebrali v sekci 5.1, resp. 5.1.1.
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Tabulka 5.3: Tabulka rekapituluje sou¢iny bloku a jejich vysledky. Jednotlivé typy
(formaty) matic (obou souéinitelu a sou¢inu) jsou oznaceny zkratkou Hi, Ds a LR,
které znacf hierarchickou matici, hustou (dense) matici a low-rank matici. (Cisla 1a,
b, lc, 2, 3 vedle sou¢inu odkazuji na jednotlivé polozky v sekci 5.4.1.)

Soucin Format soucinitela H Format soucinu
A1Ay, DDy (viz 1a) Hi - Hi Hi
A1 Ay, DDy (viz 1b) Hi - Ds Ds
AlAQ, D1D2 (ViZ 1C) Ds - Ds Ds
Blcg, ClBQ (ViZ 2) LR - LR LR
C1As, D1Cy, A1 By, B1Dsy (viz 3) Hi - LR LR
ClAQ, .DlCQ, AlBQ, B1D2 (ViZ 3) Ds - LR LR

5.5 Poznamka k souctu a sou€inu dvou hierarchickych
matic

V sekci 5.2 o souctu dvou hierarchickych matic jsme predpokladali, ze oba séitance
maji stejnou hierarchickou strukturu. Poznamenejme ale, Ze ani pro souc¢in ani pro
soucet dvou hierarchickych matic neni tento pozadavek nutny. Neni tieba, aby obé
matice mély uplné stejnou stromovou stukturu, musi jen platit, ze prunik (v jistém
smyslu) jejich stromu je zase strom. Navic ¢ast hierarchického rozkladu odpovidajici
tomuto spolecnému podstromu musi odpovidat déleni matic na stejné podmnoziny
indextu (bloky musi byt stejnych rozméru, aby slo s¢itani, resp. ndsobeni provédét).
Vétveni jednotlivych stromu vsak muze jit do ruzné jemnych detaili, tj. u jedné
matice se muze v dané vétvi zastavit diive nez u druhé, viz obréazek 5.1.

Obréazek 5.1: Dvé hierarchické matice s rozdilnou stromovou strukturou. Pokud
spoleény podstrom odpovidd stejnym délenim indext, lze i takové matice nédsobit
a dokonce i scitat. Vysledkem operace bude hierarchickd matice se strukturou
spolecného podstromu.

45



Zavér

V této bakalarské praci jsme se snazili pripadnym C¢tendium osvétlit ivod do pro-
blematiky prace s hierarchickymi maticemi. Tyto matice jsou vyuzivany ke struktu-
rovanému ukladani matic pomoci jejtho rekurzivniho rozdéleni do bloku vhodnych
vlastnosti. Na prikladu ttidiagonalni matice T', ktera je tidka, a s vyuzitim jejich
spektralnich vlastnosti, jsme ukézali, Ze jeji inverze 7! m4 vSechny mimodiagonaln{
bloky s omezenou hodnosti, a tedy vyborné splinuje predpoklady pro to, abychom ji
mohli ulozit hierarchicky. Ukazali jsme, ze podobny koncept lze aplikovat na velké
mnozsvi obecnych reguldrnich matic (typicky inverzi fidkych matic, viz [21]).

V praxi, pro obecnou fidkou matici M samoziejmé nemiuzZeme obecné postupovat
tak, Ze bychom nejprve spoc¢itali hustou M1 a pak teprve hledali jeji hierarchickou
reprezentaci. Uz ne proto, ze bude-li matice velkého fadu, husta inverze se nemusi
vubec vejit do paméti pocitace. V praxi tedy musime do hierarchického formatu
prevést uz ridkou matici M a jeji inverzi hledat napf. pomoci Gaulovy eliminace,
kterou ovsem musime provozovat také v hierarchickém tvaru, viz obrazek 5.2. Jak
takovou GauBovou eliminaci (LU rozklad) ve skutecnosti provést jsme se v nasi
praci nezabyvali. Je ale zrejmé, ze kdyz uz umime dvé hierarchické matice scitat a
nasobit, nejsme od popisu hierarchického LU rozkladu daleko. Podrobnéji viz napt.
[13] a [21].

— + — mn
Prevod —|_ GaufBlova —|_
Sp matice —|— eliminace —|—
na Hi matici —|— v Hi formétu —I—
M (Sp) — M (Hi) — M~ (Hi)

Obrézek 5.2: Ridka (sparse, Sp) matice M a schéma vypoctu jeji inverze M ™!
v hierarchickém (Hi) formétu. Diky hierarchickému pfistupu je mozné spocitat a
v pocitaci ulozit i takovou inverzi, ktera by byla v klasickém formatu neulozitelna
z duvodu své velikosti.

Otédzkou zistava, pro¢ bychom vibec meéli hledat inverzi M ~!. Divodem roz-
hodné neni potieba fesit soustavu rovnic, jak by se mozna mohlo zdat (na feseni
soustav rovnic existuje fada efektivnich metod, viz napf. [5], [6], a mnoho dalsich).
Existujf ale tlohy, kde potfebujeme napiiklad inverzi (nebo alespon jeji aproximaci)
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znat explicitné (nebo alespon v takovém tvaru, abychom s ni mohli dale pocitat).
Piikladem muze byt vypocet tzv. sign function iterace, kde poéitame iterace typu

A6+ % ( MO 4 ( M(j)yl) ’
piicemz M(© = M je dand #idka matice, kterd je tak velkd, Ze se jeji obecné husta
inverze nevejde do paméti pocitace, viz napr. [10].

V této praci jsme podrobnéji rozebrali, jak provadeét operace séitani a ndsobeni
dvou matic v piipadé, ze jsou tyto matice k dispozici v hierarchickém formatu.
Ukazali jsme, ze tyto, v hierarchickém formatu pomérné komplikované operace, lze
pii nejpodrobnéjsim pohledu rozdélit na méné narocné kroky. U jednotlivych kroku
jsme se pokusili, v ramci moznosti, porovnat jejich naro¢nost vzhledem ke klasickému
pristupu.
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