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a konzultantem.
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Anotace

Tato bakalářská práce se zabývá problematikou prace s hustými maticemi pomoćı
konceptu tzv. hierarchických matic. Takové husté matice často vznikaj́ı např. jako
inverze matic ř́ıdkých. Na př́ıkladu tř́ıdiagonálńıch matic a s využit́ım jejich spektrál-
ńıch vlastnost́ı ukážeme, že jejich hustá inverze má veškeré mimodiagonálńı bloky
hodnosti nejvýše jedna. Toto pozorováńı lze v jistém smyslu zobecnit na řadu daľśıch
ř́ıdkých matic, které můžeme nalézt v mnoha úlohách z reálného světa, fyzikálńıch,
inženýrských, atd.

V práci zavedeme koncept hierarchických matic, jejichž základńım kamenem je
stromová struktura (typicky např. binárńı strom, jak jej známe z teorie graf̊u),
která popisuje rekurzivńı členěńı matice na bloky. Dále se v práci soustřed́ıme na
základńı operace s takovými maticemi. Ukážeme, v jakém smyslu je lze zejména
sč́ıtat a násobit. Hlavńı nástroj, který při popisu operaćı použ́ıváme, je tzv. low-
rank aritmetika matic. Ta využ́ıvá maticových rozklad̊u (zejména QR rozklad a
singulárńı rozklad (SVD)) k chytré manipulaci s bloky ńızké hodnosti a ke kompresi
výsledku operaćı.

Kĺıčová slova:

tř́ıdiagonálńı matice; vlastńı č́ısla; husté matice; husté inverze ř́ıdkých matic; hierar-
chické matice; low-rank aritmetika matic; stromy (teorie graf̊u)
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Abstract

The bachelor thesis focuses on a work and manipulation with dense matrices using
the concept of so-called hierarchical matrices. Such dense matrices often appear,
e.g., as inversions of sparse matrices. On the example of tridiagonal matrices and
by employing their spectral properties, we demonstrate that their dense inverses
have off-diagonal blocks of a low rank (not more than one). This observation can be
generalized to a lot of other cases of sparse matrices, which can be found in many
real-world problems in physics, engineering, etc.

In the thesis we introduce the concept of hierarchical matrices, where the key
idea is the tree structure (e.g., a binary tree, which we know from graph theory)
that describes a recursive partitioning of the matrix into blocks. We also focus on
basic operations with these matrices. We show in which way it is possible to do
the matrix addition and multiplication. The main tool that we use for describing
these operations is so-called low-rank arithmetic of matrices. It employs matrix
decompositions (especially the QR decomposition and singular value decomposition
(SVD)) for smart manipulation with low-rank blocks and for compression of the
result of operations.

Key words:

tridiagonal matices; eigenvalues; dense matrices; dense inverses of sparse matrices;
hierarchical matrices; low-rank arithmetic of matrices; trees (graph theory)
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2.3 Vlastńı č́ısla hlavńıch podmatic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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5.2.1 Součet hierarchické matice a low-rank matice . . . . . . . . . . 41
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5.4.1 Součiny r̊uzných blok̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Použité značeńı a zkratky

V textu znač́ıme

vektory pomoćı malých ṕısmen
u1, u2, ur, v1, v2, vr, x, atd.,

matice a jejich bloky pomoćı velkých ṕısmen (latinských i řeckých)
A, B, C, D, E, F , U , V , Σ, atd.,

Pomoćı malých ṕısmen (latinských i řeckých) také znač́ıme prvky matic a také
skaláry. Speciálńı význam pak maj́ı ṕısmena i, j, `, jimiž zpravidla indexujeme prvky
matic, a k, m, n, r, která použ́ıváme k označeńı dimenze matice, resp. hodnosti
(ranku) matice.

Matice a vektory

Značeńı Význam

A ∈ Rn×m reálná matice s rozměry n krát m, s prvky ai,j
AT transpozice matice A
rank(A) hodnost matice definovaná jako počet lineárně

nazávislých řádk̊u, resp. sloupc̊u matice A
A−1 inverze čtvercové regulárńı matice A
sp(A) spektrum čtvercové matice A
λ vlastńı č́ıslo čtvercové matice A
det(A) determinant čtvercové matice A
I, In jednotková matice, resp. jednotková matice řádu n
ej j-tý sloupec jednotkové matice I vhodného řádu
Tn symetrická tř́ıdiagonálńı matice
α1, . . . , αn prvky na diagonále Tn
β2, . . . , βn prvky na prvńı nad- a poddiagonále Tn
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Použité zkratky a akronymy

Zkratka Význam

QR QR rozklad matice, A = QR
SVD singulárńı rozklad matice (singular value decomposition),

W = UwΣwV
T
w

Ds hustá (dense) matice
Sp ř́ıdká (sparse) matice
LR low-rank matice
Hi hierarchická matice
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Úvod

Ruku v ruce s rozmachem výpočetńı techniky vznikaj́ı i možnosti a potřeby řešit
stále rozsáhleǰśı matematické úlohy, které jsou nav́ıc často zformulovány jazykem
lineárńı algebry, tedy pomoćı matic; viz např. úvod v [5].

Taková matematická úloha často vzniká diskretizaćı nějakého reálného fyzikálńıho
problému a typicky zahrnuje práci s rozsáhlými (protože se často snaž́ıme o co nej-
jemněǰśı diskretizaci, abychom co nejpřesněji podchytili nuance p̊uvodńıho problému)
a ř́ıdkými (protože diskretizace typicky pracuje s lokálńı komunikaćı) maticemi. Tak
nazýváme matice, které maj́ı zpravidla velké množstv́ı nulových prvk̊u. S rozsáhlými
ř́ıdkými maticemi se pracuje (v poč́ıtači) snadno, zejména proto, že u takových matic
ukládáme do paměti jen nenulové prvky a jejich polohu v matici (tj. index řádku a
sloupce), a tedy můžeme uložit i matici poměrně velkých rozměr̊u. Př́ıklady ř́ıdkých
matic z Harwell–Boeing Collection (viz [18] nebo [19]) jsou vidět na obrázku 1.

U některých úloh se však můžeme setkat s t́ım, že takovou matici (předpo-
kládáme, že je regulárńı) potřebujeme explicitně invertovat; viz např. [10, Sekce
2.3.2, Algoritmus 3]. Neńı-li však ř́ıdká matice (blokově) diagonálńı, je jej́ı inverze
obecně hustá, to lze vidět na př́ıkladu náhodné tř́ıdiagonálńı matice; viz obrázek 2.
Je tedy zřejmé, že pokud pracujeme s ř́ıdkou matićı př́ılǐs velkého řádu, kterou
nav́ıc potřebujeme explicitně invertovat, snadno se může stát, že při této operaci
vyčerpáme zdroje dostupné na daném výpočetńım systému. (Stač́ı si představit hus-
tou matici řádu např. milion. Vzhledem k tomu, že k uložeńı jednoho reálného č́ısla
v poč́ıtači (ve formátu double) je zapotřeb́ı 8 byt̊u, pak by k uložeńı celé matice
bylo potřeba 8 · (106)2 byt̊u, což je přibližně 7 451 gigabyt̊u.) Z tohoto d̊uvodu vznikl
koncept tzv. hierarchických, nebo také hierarchicky uložených matic, viz např. mono-
grafie Wolfganga Hackbushe [7], Maria Bebendorfa [1] a Steffena Börma [2], př́ıpadně
práce Stefana Pauliho [13]; k dispozici je též software HLib napsaný v jazyce C ko-
lektivem kolem prof. Hackbushe, který je volně (resp. na požádáńı) dostupný, viz
[21].

V kapitole 1 shrneme vybrané základńı pojmy, jako je spektrum, vlastńı č́ısla
matic a grafy, zejména stromy. V kapitole 2 vylož́ıme vlastnosti symetrických tř́ı-
diagonálńıch matic. Primárně zaměřené na vlastńı č́ısla těchto matic. V kapitole
3 rozebereme podrobněji mimodiagonálńı bloky a jejich hodnosti. Kapitola 4 je
věnována konceptu hierarchických matic. Zejména pak vhodnému děleńı a ukládáńı
těchto matic do paměti poč́ıtače. V posledńı kapitole 5 se zaměř́ıme na základńı
operace, zejména součet a součin dvou hierarchických matic.
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Obrázek 1: Př́ıklady ř́ıdkých matic maj́ıćı p̊uvod ve výpočtech rozvod̊u silového
elektrického vedeńı z Harwell–Boeing Collection.

Obrázek 2: Náhodná symetrická tř́ıdiagonálńı matice a jej́ı inverze.
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1 Vybrané základńı pojmy

V této úvodńı kapitole shrneme a zopakujeme několik vybraných základńıch pojmů
a koncept̊u z lineárńı algebry a teorie graf̊u, které budou užitečné v následuj́ıćım
textu.

1.1 Spektrum a vlastńı č́ısla matic

Nejd̊uležitěǰśı pojem známý již z úvodńıch kurz̊u lineárńı algebry, se kterým budeme
pracovat, bude pojem vlastńıho č́ısla a pojmy s ńım souvisej́ıćı. Proto začneme
následuj́ıćı definićı.

Definice 1. Necht’ A ∈ Rn×n je reálná čtvercová matice, poté se rovnice det(A −
λI) = 0 nazývá charakteristickou rovnićı matice A a λ ∈ C splňuj́ıćı tuto rovnici
jej́ım vlastńım č́ıslem.

Poznamenejme, že det(A − λI) je polynom v proměnné λ stupně n. Protože u
tohoto polynomu se měńı znaménko u nejvyšš́ı mocniny λ v závislosti na n, bývá
obvykleǰśı pracovat s polynomem (−1)n det(A−λI) = det(λI−A), který se nazývá
charakteristický polynom, viz [5, str. 8]. My budeme pro jednoduchost pracovat s po-
lynomem det(A− λI).

Množinu všech vlastńıch č́ısel matice A budeme značit sp(A), nazývá se spektrem
matice.

Alternativně můžeme spektrum matice A ∈ Rn×n popsat např́ıklad pomoćı hod-
nosti. Konkrétně rank(A − λI) může být bud’ roven n (tedy (A − λI) je regulárńı
matice), nebo ostře menš́ı než n (tedy (A− λI) je singulárńı matice). Druhý př́ıpad
nastane tehdy a jen tehdy, je-li λ ∈ sp(A).

1.2 (Neorientované) grafy, zejména stromy

Zejména v druhé části této práce bude potřeba pracovat s (neorientovanými) grafy,
konkrétně se stromy. Proto bude vhodné tyto pojmy zavést. Naš́ı ambićı neńı hovořit
o teorii graf̊u jako takové, budeme tedy pojmy zavádět nepatrně zjednodušeně.

Definice 2. Graf je uspořádaná dvojice (V,H), kde V je množina vrchol̊u a H
množina hran. Přičemž hrana je neuspořádaná dvojice vrchol̊u, tedy plat́ı H ⊆

(
V
2

)
,

kde pomoćı symbolu
(
V
2

)
znač́ıme množinu všech dvouprvkových podmnožin V .
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My speciálně budeme potřebovat graf, který se nazývá strom. Nejprve se však
pod́ıváme na pojem cesta. Konkrétně cesta délky l z vrcholu v1 do v2 je uspořádaná
l-tice hran tak, že dvě sousedńı hrany maj́ı společný vrchol. Dále se hod́ı pojem
kružnice. Kružnićı budeme nazývat každou cestu z vrcholu v zpět do vrcholu v
délky alespoň 3 obsahuj́ıćı r̊uzné hrany.

Definice 3. Stromem rozumı́me graf, u kterého vede cesta mezi libovolnými dvěma
vrcholy a neobsahuje kružnici. Nav́ıc obsahuje jeden významný vrchol, který se nazývá
kořen.

V daľśım textu budeme pracovat pouze se stromy a z definice stromu vyplývá,
že mezi libovolnými dvěma vrcholy vede cesta (takový graf je tzv. souvislý). Dále
budeme pod pojmem cesta rozumět nejkratš́ı cestu mezi danými vrcholy. Protože
stromy nav́ıc neobsahuj́ı kružnice, bude tato nejkratš́ı cesta vždy dána jednoznačně.

U stromů kromě kořene zavád́ıme ještě pojem list, který má do jisté mı́ry opačnou
funkci. Listem je takový vrchol v, že cestu vedoućı mezi kořenem a v nelze prodloužit
na straně vrcholu v, aniž by došlo k opakovanému užit́ı hrany. Tedy, list je vrchol,
do kterého vede jen jedna hrana a zároveň neńı kořenem.

Vrcholy na cestách mezi kořenem a listy pojmenováváme následuj́ıćım zp̊uso-
bem. O libovolných dvou vrcholech spojených hranou ř́ıkáme, že jsou předek (rodič)
a potomek, přičemž předek je ten, který je bĺıž kořenu, a potomek ten, který je bĺıž
listu. Alternativně bychom kořen a listy mohli definovat tak, že kořenem je vrchol,
který nemá předky, a listem vrchol, který nemá potomky, viz obrázek 1.1. Pro bližš́ı
seznámeńı se s pojmy teorie graf̊u doporučujeme např. [9] nebo české učebnice [3],
[4], [12], [14], [15], př́ıpadně rozsáhleǰśı text [11].
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Obrázek 1.1: Př́ıklady stromů. Prvńı dva stromy nazýváme binárńı, nebot’ každý
vrchol, který neńı listem má právě dva potomky. Prvńı z nich je nav́ıc tzv. vyvážený
binárńı strom. Třet́ı strom je obecný.
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2 Symetrické ťŕıdiagonálńı matice a jejich
spektrálńı vlastnosti

Tř́ıdiagonálńı matice vznikaj́ı přirozeně v řadě úloh spojených s obory, jako je např́ı-
klad aplikovaná matematika, moderńı fyzika a inženýrstv́ı. Nejprve zavedeme pojmy
rozlǐsuj́ıćı jednotlivé diagonály matice. Necht’ A ∈ Rn×n je čtvercová matice s prvky
ai,j. Prvky jejichž indexy splňuj́ı i − j = 0, nazýváme prvky (hlavńı) diagonály.
Pokud indexy prvk̊u splňuj́ı i− j = −1, hovoř́ıme o prvćıch (prvńı) naddiagonály a
pokud indexy splňuj́ı i − j = 1, hovoř́ıme o prvćıch (prvńı) poddiagonály. (Obecně
pokud indexy prvk̊u ai,j splňuj́ı i− j = ±k, k > 0, pak hovoř́ıme o prvćıch k-té nad-
resp. poddiagonály).

2.1 Tř́ıdiagonálńı matice

Důležitým pojmem pro daľśı výklad je tzv. tř́ıdiagonálńı matice, kterou definujeme
nyńı.

Definice 4. Necht’ A ∈ Rn×n je čtvercová matice s prvky ai,j. Když plat́ı ai,j = 0
pro všechna |i− j| ≥ 2, pak matici A nazýváme tř́ıdiagonálńı.

Definice 4 tedy ř́ıká, že tř́ıdiagonálńı matice může obsahovat nenulové prvky
pouze na hlavńı diagonále, na prvńı naddiagonále a prvńı poddiagonále

A =



a1,1 a1,2 0 0 · · · 0

a2,1 a2,2 a2,3 0 · · · 0

0 a3,2 a3,3 a3,4
...

0 0 a4,3 a4,4
. . . 0

...
...

. . . . . . an−1,n

0 0 · · · 0 an,n−1 an,n


. (2.1)

Poznamenejme, že prvky na těchto diagonálách nenulové být nemuśı, tedy i nulová
matice je formálně tř́ıdiagonálńı.

Pokud A ∈ Rn×n je tř́ıdiagonálńı matice a plat́ı A = AT , poté hovoř́ıme o
symetrické tř́ıdiagonálńı matici. Alternativně, je to tř́ıdiagonálńı matice, kde nav́ıc
plat́ı ai,j = aj,i pro libovolné i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Pro jednoduchost budeme jej́ı prvky
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značit takto

Tn =


α1 β2

β2
. . . . . .
. . . . . . βn

βn αn

 . (2.2)

2.2 Násobnosti vlastńıch č́ısel symetrické ťŕıdiagonál-
ńı matice

Nejprve se pod́ıváme na několik zaj́ımavých vlastnost́ı matice Tn souvisej́ıćıch s vlast-
ńımi č́ısly. Začneme násobnost́ı vlastńıch č́ısel. Budeme tedy studovat matici

(Tn − λI) =



α1 − λ β2
β2 α2 − λ β3

β3 α3 − λ
. . .

. . . . . . βn−1
βn−1 αn−1 − λ βn

βn αn − λ


. (2.3)

Vybereme-li z ńı šikovnou podmatici, vynecháńım např. prvńıho řádku a posledńıho
sloupce, dostaneme 

β2 α2 − λ β3

β3 α3 − λ
. . .

. . . . . . βn−1
βn−1 αn−1 − λ

βn

 . (2.4)

Tato podmatice je zřejmě horńı trojúhelńıková, a pokud βi 6= 0, ∀i = 2, . . . , n,
pak je také regulárńı. Tedy má právě n − 1 lineárně nezávislých řádk̊u (respektive
sloupc̊u). Proto také p̊uvodńı matice Tn− λI má alespoň n− 1 lineárně nezávislých
řádk̊u (respektive sloupc̊u). Jinými slovy rank(Tn − λI) je roven bud’ n, nebo n− 1
v závislosti na č́ısle λ.

Protože je matice Tn symetrická, je i normálńı (viz [5, kapitola 2, obrázek 2.1]),
a proto č́ıslo

n− rank(Tn − λI)

je př́ımo rovno násobnosti vlastńıho č́ısla λ. Vid́ıme tedy, že č́ıslo λ z (2.3) je vlastńım
č́ıslem matice Tn s násobnost́ı 1, nebo neńı v̊ubec kořenem jej́ıho charakteristického
polynomu. Shrňme tyto úvahy v následuj́ıćım závěru.

Důsledek 1. Necht’ Tn ∈ Rn×n je reálná symetrická tř́ıdiagonálńı matice (2.2)
splňuj́ıćı nav́ıc β2β3 · · · βn 6= 0. Pak je násobnost vlastńıho č́ısla λ rovna jedné.
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2.3 Vlastńı č́ısla hlavńıch podmatic

Nyńı se pod́ıváme, jak spolu souviśı vlastńı č́ısla dvou po sobě jdoućıch tř́ıdiagonál-
ńıch matic Tn−1 a

Tn =

[
Tn−1 βnen−1
eTn−1βn αn

]
, (2.5)

kde ej znač́ı j-tý euklidovský vektor (sloupec jednotkové matice In−1) vhodné veli-
kosti. Označme charakteristický polynom symetrické tř́ıdiagonálńı matice (2.2)

Pj(λ) = det(Tj − λI), j = 1, 2, . . . , n.

Rozvojem determinantu det(Tn − λI) podle (např.) posledńıho sloupce dostaneme

Pn(λ) = det





α1 β2

β2
. . . . . .
. . . . . . βn−3

βn−3 αn−3 βn−2
βn−2 αn−2 βn−1

βn−1 αn−1 βn
βn αn


− λI


=

(αn − λ) det





α1 − λ β2

β2
. . . . . .
. . . . . . βn−3

βn−3 αn−3 − λ βn−2
βn−2 αn−2 − λ βn−1

βn−1 αn−1 − λ





−βn det





α1 − λ β2

β2
. . . . . .
. . . . . . βn−3

βn−3 αn−3 − λ βn−2
βn−2 αn−2 − λ βn−1

βn




.

Rozvineme-li dále posledńı determinant tentokrát ale podle posledńıho řádku, zjist́ıme,
že posledńı sč́ıtanec lze přepsat jako

−β2
n det



α1 − λ β2

β2
. . . . . .
. . . . . . βn−2

βn−2 αn−2 − λ


 .

Plat́ı tedy
Pn(λ) = (αn − λ)Pn−1(λ)− β2

nPn−2(λ),
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neboli
det(Tn − λI) = (αn − λ) det(Tn−1 − λI)− β2

n det(Tn−2 − λI).

Předpokládejme nyńı, že dva po sobě jdoućı charakteristické polynomy Pn(λ)
matice Tn a Pn−1(λ) matice Tn−1 maj́ı stejný kořen. Tedy, že

∃ϕ ∈ C, Pn(ϕ) = 0 ∧ Pn−1(ϕ) = 0.

Poté z rovnice
Pn(ϕ) = (αn − ϕ)Pn−1(ϕ)− β2

nPn−2(ϕ)

vyplývá, že
β2
nPn−2(ϕ) = 0.

Za předpokladu, že βn 6= 0, nutně plat́ı Pn−2(ϕ) = 0, tedy ϕ je kořenem také
charakteristického polynomu Pn−2(λ) matice Tn−2. Tedy ϕ ∈ sp(Tn−2) a stejným
postupem (tj. za předpokladu β2β3 · · · βn 6=) zřejmě dostaneme

Pn(ϕ) = Pn−1(ϕ) = Pn−2(ϕ) = Pn−3(ϕ) = . . . = P3(ϕ) = P2(ϕ) = P1(ϕ) = 0.

Pod́ıvejme se podrobně na posledńı dva polynomy. Zřejmě

P2(λ) = det

([
α1 − λ β2
β2 α2 − λ

])
= (α1 − λ)(α2 − λ)− β2

2 (2.6)

a zároveň
P2(λ) = (α2 − λ)P1(λ)− β2

2P0(λ),

kde P1(λ) = (α1−λ). Porovnáńım předchoźıch rovnic vid́ıme, že a P0(λ) je polynom
stupně nula splňuj́ıćı P0(λ)β2

2 = β2
2 , tedy P0(λ) = 1.

Pro λ = ϕ by ale mělo platit

P2(ϕ) = (α2 − ϕ)(α1 − ϕ)− β2
2 = 0

a zároveň P1(ϕ) = (α1 − ϕ) = 0. Z toho vyplývá, že β2
2 = 0, což ale odporuje

předpokladu, že β2β3 · · · βn 6= 0. Zformulujme toto pozorováńı jako d̊usledek.

Důsledek 2. Necht’

Tn =

[
Tn−1 βnen−1
eTn−1βn αn

]
∈ Rn×n (2.7)

je reálná symetrická tř́ıdiagonálńı matice splňuj́ıćı nav́ıc β2β3 · · · βn 6= 0. Pak matice
Tn a Tn−1 maj́ı r̊uzná vlastńı č́ısla.

Analogický výsledek dostaneme také odstraněńım prvńıho řádku a prvńıho sloup-
ce z matice

Tn =

[
α1 eT1 β2
β2e1 T̃n−1

]
. (2.8)
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2.4 Prokládáńı vlastńıch č́ısel

Necht’ M ∈ Rn×n je reálná symetrická matice

M =

[
A b
bT δ

]
. (2.9)

Vlastńı č́ısla takovéto symetrické matice jsou reálná (viz např. [5, věta 2.8]) a
můžeme je tedy seřadit

λ1(M) ≥ λ2(M) ≥ . . . ≥ λn(M).

Pak také A ∈ R(n−1)×(n−1) je reálná symetrická matice a jej́ı vlastńı č́ısla lze seřadit
obdobným zp̊usobem. Z věty o prokládáńı (eigenvalue interlacing; viz např. [5], nebo
[16]) vyplývá, že jejich vlastńı č́ısla se prokládaj́ı následuj́ıćım zp̊usobem

λ1(M) ≥ λ1(A) ≥ λ2(M) ≥ λ2(A) ≥ · · · ≥ λn−1(A) ≥ λn(M).

Poznamenejme, že v článku [16] je tato nerovnost ve skutečnosti odvozena pro
singulárńı č́ısla. Tato věta nás v kombinaci z předchoźımi dvěma tvrzeńımi vede
k následuj́ıćımu pozorováńı.

Důsledek 3. Z d̊usledk̊u 1, 2 a z věty o prokládáńı plyne, že vlastńı č́ısla tř́ıdiago-
nálńıch matic

Tn =

[
Tn−1 βnen−1
eTn−1βn αn

]
∈ Rn×n

a Tn−1 (viz (2.7)) se prokládaj́ı následuj́ıćım zp̊usobem

λ1(Tn) > λ1(Tn−1) > λ2(Tn) > λ2(Tn−1) > · · · > λn−1(Tn−1) > λn(Tn).

Analogický výsledek opět dostaneme také pro dvojici matic

Tn =

[
α1 eT1 β2
β2e1 T̃n−1

]
a T̃n−1, viz (2.8). Tento d̊usledek je nejd̊uležitěǰśım závěrem této kapitoly.

Na závěr poznamenejme, že determinant matice je součin jej́ıch vlastńıch č́ısel
det(M) =

∏n
j=1 λj(M), a zároveň je nulový právě tehdy, když je matice M sin-

gulárńı.
Tedy, protože dvě po sobě jdoućı matice nemohou mı́t stejné vlastńı č́ıslo, nejvýše

jedna z matic Tn−1, Tn může být singulárńı. Jinými slovy, v posloupnosti symet-
rických tř́ıdiagonálńıch matic T1, T2, T3, . . . Tn−1, Tn, . . . s nenulovými mimodiagonál-
ńımi prvky βj a zkonstruovanými jako ve (2.7) nemohou být dvě po sobě singulárńı.
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3 Hodnosti mimodiagonálńıch blok̊u inverzńı
matice

Nyńı budeme studovat regulárńı matice a jejich inverze zapsané pomoćı blok̊u.
Speciálně nás budou zaj́ımat hodnosti mimodiagonálńıch blok̊u. Nejprve se na celou
věc pod́ıváme obecně.

3.1 Obecná regulárńı matice a jej́ı inverze

Necht’ M ∈ Rn×n je reálná čtvercová regulárńı matice

M =

[
A B
C D

]
, (3.1)

rozdělená na čtyři bloky a necht’ je jej́ı inverze

M−1 =

[
E F
G H

]
(3.2)

rozdělena na bloky tak, aby obě matice šly násobit po bloćıch. Pokud tyto matice
vynásob́ıme, dostaneme zřejmě

MM−1 =

[
AE +BG AF +BH
CE +DG CF +DH

]
=

[
I 0
0 I

]
= I, (3.3)

kde jednotkové matice I a nulové matice 0 jsou vhodných rozměr̊u.
Nás bude zaj́ımat v jakém vztahu jsou hodnosti dvojice matic B a F a také

dvojice C a G. Z porovnáńı mimodiagonálńıch blok̊u součinu MM−1 plyne, že

AF = −BH a CE = −DG. (3.4)

3.1.1 Vztah hodnost́ı blok̊u B a F

Pokud bude matice A čtvercová a regulárńı, můžeme prvńı rovnici vynásobit zleva
A−1. Dostaneme tak rovnost

F = −A−1BH.

Z tohoto vztahu triviálně plyne, že hodnost matice F se rovná hodnosti matice
A−1BH. Matice A−1 je čtvercová a regulárńı, proto hodnost součinu A−1BH se
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od hodnosti BH nelǐśı. Hodnost matice B se však po vynásobeńı matićı H může
zmenšit, nebo být stejná; pokud totiž násob́ıme dvě matice, počet lineárně nezávis-
lých řádk̊u se nikdy nezvýš́ı, pouze se může sńıžit či z̊ustat stejný. Obecně plat́ı

rank(BH) ≤ min{rank(B), rank(H)}.

Celkově tak dostáváme nerovnost

rank(F ) = rank(A−1BH) = rank(BH) ≤ rank(B). (3.5)

Dále je-li matice H čtvercová a regulárńı, dostaneme z (3.4) vztah

AFH−1 = −B.

Pokud se pod́ıváme na hodnosti těchto matic, analogicky dostaneme

rank(B) = rank(AFH−1) = rank(AF ) ≤ rank(F ). (3.6)

Pokud jsou tedy regulárńı obě matice A i H, pak z nerovnost́ı (3.5) a (3.6) plyne

rank(B) = rank(F ). (3.7)

3.1.2 Regularita blok̊u A a H

Nakonec zbývá ukázat, že tato situace (3.7) nastane vždy, když je A nebo H re-
gulárńı. Následuj́ıćı lemma nám totiž ř́ıká, že regularita těchto dvou blok̊u muśı
vždy nastat současně.

Lemma 1. Necht’ M je regulárńı matice a necht’ M a M−1 jsou rozdělené na bloky
tak, aby šly násobit po bloćıch, následuj́ıćım zp̊usobem

M =

[
A B
C D

]
, M−1 =

[
E F
G H

]
.

Pak matice A je čtvercová regulárńı tehdy a jen tehdy, když matice H je čtvercová
regulárńı.

D̊ukaz. Aby násobeńı bylo proveditelné po bloćıch z obou stran, tj. ve tvaru MM−1 i
M−1M , muśı být velikosti blok̊u M a (M−1)T stejné. Tedy speciálně, A má stejnou
velikost jako ET a D má stejnou velikost jako HT . Matice A je čtvercová právě
tehdy, když ET a D jsou čtvercové, a tedy právě tehdy, když HT (a tedy i H) je
čtvercová.

Regularitu dokážeme pomoćı výpočtu inverze pomoćı Gaußovy eliminace. Před-
pokládejme nejprve, že A je regulárńı. Zřejmě plat́ı

[M |I] =

[
A B I 0
C D 0 I

]
∼
[
I A−1B A−1 0
C D 0 I

]
∼
[
I A−1B A−1 0
0 D − CA−1B −CA−1 I

]
.
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Protože p̊uvodńı matice M byla regulárńı muśı být i (blokově) trojúhelńıková matice[
I A−1B
0 S

]
, kde S = D − CA−1B,

regulárńı. Z regularity M a A tedy ihned plyne regularita matice S (která se nazývá
Schurovým doplňkem bloku A v matici M , viz např. [5, Definice 1.4, str. 6]).

Nyńı dokonč́ıme vyjádřeńı inverzńı matice M−1 eliminaćı naddiagonálńıho bloku
A−1B. Zřejmě plat́ı[

I A−1B A−1 0
0 S −CA−1 I

]
∼
[
I A−1B A−1 0
0 I −S−1CA−1 S−1

]
∼
[
I 0 A−1 + A−1BS−1CA−1 −A−1BS−1
0 I −S−1CA−1 S−1

]
= [I|M−1].

Dostáváme tedy speciálně H = S−1. Z regularity celé matice M a jej́ıho bloku A
tedy plyne regularita bloku H = S−1 = (D − CA−1B)−1 inverze M−1.

Opačnou implikaci, tedy že z regularity M a H plyne regularita A bychom
dokázali obdobně. Zřejmě A = (E − FH−1G)−1 je inverźı Schurova doplňku bloku
H v matici M−1.

3.1.3 Vztah hodnost́ı blok̊u C a G

Z druhé rovnosti ve vztahu (3.4), CE = −DG, odvod́ıme vztahy mezi hodnostmi
druhých mimodiagonálńıch blok̊u C a G. Pokud bude matice E čtvercová a regulárńı
můžeme rovnici vynásobit zleva E−1. Dostaneme tak rovnost

C = −E−1GD,

ze které vyplývá

rank(C) = rank(E−1GD) = rank(GD) ≤ rank(G).

Dále je-li i matice D čtvercová a regulárńı, dostaneme rovnost

CED−1 = −G.

Pokud se pod́ıváme na hodnosti těchto matic, analogicky dostaneme

rank(G) = rank(CED−1) = rank(CE) ≤ rank(C).

Jsou-li tedy reguláńı obě matice D i E, pak plat́ı

rank(C) = rank(G).

3.1.4 Regularita blok̊u D a E

Lemma 1 tvrd́ı, že matice A je regulárńı tehdy a jen tehdy, když matice H je
regulárńı. Zcela analogicky lze odvodit, že E je regulárńı, tehdy a jen tehdy, když
D je regulárńı. Tedy obě dvě matice D a E jsou regulárńı zároveň.
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3.2 Symetrická ťŕıdiagonálńı regulárńı matice

Uvažujme nyńı naši symetrickou tř́ıdiagonálńı matici Tn, kterou roděĺıme tak, jako
v (3.1), tedy následuj́ıćım zp̊usobem

Tn =

[
Tk ekβk+1e

T
1

e1βk+1e
T
k T̃n−k

]
∈ Rn×n, (3.8)

kde Tk ∈ Rk×k, T̃n−k ∈ R(n−k)×(n−k) a

e1βk+1e
T
k =


0 · · · 0 βk+1

0 · · · 0 0
...

. . .
...

...
0 · · · 0 0

 ∈ R(n−k)×k. (3.9)

Ze struktury nulových a nenulových prvk̊u matice (3.9) je zřejmé, že hodnost této
matice je rovna nejvýše jedné. Přesněji je rovna právě jedné, právě tehdy, když
βk+1 6= 0. Necht’ dále je Tn regulárńı, a necht’ je inverze Tn zapsána ve tvaru

T−1n =

[
Ek Fk

F T
k Hk

]
. (3.10)

Z předchoźı sekce 3.1 je zřejmé, že z regularity Tk vyplývá, že Fk ∈ Rk×(n−k) má
(za předpokladu βk+1 6= 0) také hodnost rovnu právě jedné. Poznamenejme, že pro
βk+1 = 0 plat́ı

Tn =

[
Tk 0

0 T̃n−k

]
a T−1n =

[
T−1k 0

0 T̃−1n−k

]
(3.11)

a tedy Fk = 0 a rank(Fk) = 0.
Pokud však Tk regulárńı neńı, pak můžeme (3.8) nahradit jinými děleńımi tak,

že řád prvńı matice z prvńıho blokového řádku bude o jedna menš́ı či větš́ı. Tedy

Tn =

[
Tk−1 ekβke

T
1

e1βke
T
k T̃n−k−1

]
=

[
Tk+1 ekβk+2e

T
1

e1βk+2e
T
k T̃n−k+1

]
,

kde Tk−1 i Tk+1 regulárńı jsou, viz poznámka pod d̊usledkem 2.3. (Přesněji řečeno
jsou regulárńı, pokud existuj́ı; pro k = 1 a k = n − 1 bude mı́t prvńı respektive
druhé blokové schéma nepatrně jinou strukturu.) Inverzi matice Tn pak zaṕı̌seme ve
tvarech

T−1n =

[
Ek−1 Fk−1
F T
k−1 Hk−1

]
=

[
Ek+1 Fk+1

F T
k+1 Hk+1

]
.

Jak již v́ıme, hodnosti obou mimodiagonálńıch blok̊u Fk−1 ∈ R(k−1)×(n−k+1) a
Fk+1 ∈ R(k+1)×(n−k−1) budou rovny právě jedné, za předpokladu βk 6= 0 a βk+2 6= 0.
Tedy

rank(Fk−1) = rank(Fk+1) = 1,
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Obrázek 3.1: Šrafované bloky Fk−1 a Fk+1 maj́ı hodnost 1. Nás zaj́ımá hodnost tučně
vyznačeného bloku.

z obrázku 3.1 je přitom vidět, že podmatice Fk−1 a Fk+1 vymezuj́ı odlǐsné části
matice. Dále v́ıme, že maj́ı hodnost rovnu právě jedné. Z toho dokážeme odvodit,
jaké má vlastnosti mezilehlý člen. Určitě tedy plat́ı

rank



 ≤ 2; (3.12)

později, v sekci 3.4 ukážeme, že je to pro libovolnou regulárńı symetrickou tř́ıdiago-
nálńı matici vždy nejvýše jedna.

3.3 Symetrická ťŕıdiagonálńı pozitivně definitńı ma-
tice

Uvažujme nyńı naši symetrickou tř́ıdiagonálńı matici Tn, která má všechna vlastńı
č́ısla kladná, takovou matici nazýváme pozitivně definitńı. Odř́ızneme-li posledńı
řádek a posledńı sloupec dostaneme matici Tn−1, jej́ı vlastńı č́ısla jsou opět kladná.
V d̊usledku prokládáńı 2.4 snadno zjist́ıme, že i matice Tk z (3.8) muśı mı́t kladná
vlastńı č́ısla pro k = 1, . . . , n. Soubor matic T1, . . . , Tn nazýváme hlavńı rohové
podmatice. V opačném př́ıpadě pokud má matice Tn všechna vlastńı č́ısla záporná,
nazýváme ji negativně definitńı.

Důsledek 4. Necht’ Tn je symetrická tř́ıdiagonálńı pozitivně definitńı matice

T−1n =

[
Ek Fk

F T
k Hk

]
,
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která splňuje β2β3 · · · βn 6= 0, pak všechny mimodiagonálńı bloky Fk a F T
k , k =

1, 2, . . . , n − 1, jej́ı inverze maj́ı hodnost rovnu jedné. Obecně pak mimodiagonálńı
bloky maj́ı hodnost rovnu nejvýše jedné. Pokud nav́ıc je některé βk+1 = 0, pak v́ıme,
že odpov́ıdaj́ıćı mimodiagonálńı bloky budou hodnosti nula, viz (3.11).

3.4 Up̌resněńı na závěr

Nyńı ukážeme, že každý mimodiagonálńı blok inverze regulárńı symetrické tř́ıdia-
gonálńı matice T−1n má hodnost opravdu nejvýše jedna a zpřesńıme tak výsledek
(3.12). Toho ovšem muśıme dosáhnout nepatrně komplikovaněǰśı cestou, konrétně
tak, že se pod́ıváme na jednotlivé prvky daného bloku. Pro jednoduchost se budeme
soustředit na naddiagonálńı blok. Jeho (i, s)-tý prvek je dán známým vztahem

(T−1n )i,s = (−1)i+s · det([Tn]i,s)

det(Tn)
,

kde [Tn]i,s vznikne z matice Tn odstraněńım i-tého řádku a s-tého sloupce (připo-
meňme, že matice Tn je symetrická):

α1 β2

β2 α2
. . .

. . . . . . βi−1
βi−1 αi−1 βi

βi αi βi+1

βi+1 αi+1 βi+2

βi+2 αi+2
. . .

. . . . . . βs−1
βs−1 αs−1 βs

βs αs βs+1

βs+1 αs+1 βs+2

βs+2 αs+2
. . .

. . . . . . βn
βn αn



.

Vid́ıme tedy, že matice [Tn]i,s je blokově trojúhelńıková s vyznačenými čtvercovými
bloky na diagonále. Necht’

tridiag((αj, . . . , αk), (βj+1, . . . , βk))

znač́ı tř́ıdiagonálńı matici, která je podmatićı (resp. blokem) matice Tn obsahuj́ıćı
dané prvky. Označme dále

Dk
j = det

(
tridiag((αj, . . . , αk), (βj+1, . . . , βk))

)
.
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Pak zřejmě

(T−1n )i,s = (−1)i+s ·
Di−1

1 · (βi+1 · · · βs) · Dn
s+1

Dn
1

. (3.13)

Zbývá si uvědomit, že na to, aby měla matice (resp. zde mimodiagonálńı blok)
hodnost nejvýše jedna, každá jej́ı podmatice řádu 2 muśı být singulárńı. Vyberme
tedy z naddiagonálńıch prvk̊u podmatici následuj́ıćım zp̊usobem:

@
@

@
@

@
@@

•
•
•
•

i
`

j s

.

Pro jednotlivé řádkové a sloupcové indexy zřejmě plat́ı

1 ≤ ` < i < j < s ≤ n. (3.14)

Vybraná podmatice [
(T−1)`,j (T−1)`,s
(T−1)i,j (T−1)i,s

]
má determinant roven nule právě tehdy, když plat́ı

(T−1)`,j(T
−1)i,s = (T−1)`,s(T

−1)i,j.

Dosazeńım (3.13) za jednotlivé prvky rovnost snadno ověř́ıme. Vlevo dostaneme

(T−1)`,j·(T−1)i,s

= (−1)`+j+i+s ·
D`−1

1 · Di−1
1 · (β`+1 · · · βj)(βi+1 · · · βs) · Dn

j+1 · Dn
s+1

(Dn
1 )2

,

vpravo

(T−1)`,s·(T−1)i,j

= (−1)`+s+i+j ·
D`−1

1 · Di−1
1 · (β`+1 · · · βs)(βi+1 · · · βj) · Dn

s+1 · Dn
j+1

(Dn
1 )2

.

Původńı rovnost se tedy zredukuje na rovnost

(β`+1 · · · βj)(βi+1 · · · βs) = (β`+1 · · · βs)(βi+1 · · · βj).

Z nerovnosti mezi indexy (3.14) však ihned plyne, že se obě strany rovnaj́ı součinu

(β`+1 · · · βi)(βi+1 · · · βj)2(βj+1 · · · βs).

T́ım jsme tedy dokázali, že mimodiagonálńı blok nemůže mı́t hodnost vyšš́ı než
jedna. Toto pozorováńı můžeme zformulovat do věty, kterou již nebudeme (ne-
muśıme) dokazovat.
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Věta 1. Necht’ T je reálná čtvercová regulárńı symetrická tř́ıdiagonálńı matice. Pak
každý mimodiagonálńı blok matice T−1 má hodnost nejvýše jedna.

Poznamenejme, že hodnost mimodiagonálńıho bloku ovšem může být menš́ı než
jedna. Jednak může být matice T (a tud́ıž i jej́ı inverze) blokově diagonálńı, viz
(3.11), to ale souviśı s t́ım, že matice T má některý prvek β nulový. Druhý př́ıpad
nastává např́ıklad zde

0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0


−1

=


0 1 0 −1
1 0 0 0
0 0 0 1
−1 0 1 0

 .
Matice napravo obsahuje nulové mimodiagonálńı bloky tvaru [0, 0] a [0

0
]. Nejsou to

ovšem bloky stejného tvaru jako výše použ́ıvaný blok Fk.
Podobné výsledky je možné odvodit např. pro symetrickou pětidiagonálńı matici,

jej́ıž inverze bude mı́t mimodiagonálńı bloky hodnosti nejvýše dva. Inverze symet-
rické sedmidiagonálńı matice bude mı́t hodnost mimodiagonálńıch blok̊u omezenou
třemi, atp.
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4 Hierarchické matice

Nyńı je dobré si uvědomit, že symetrická tř́ıdiagonálńı matice Tn (2.2) je jedno-
značně určena právě 2n− 1 č́ısly α1, . . . , αn, β2, . . . , βn. Chceme-li si takovou matici
zapamatovat, nebo ji uložit v poč́ıtači, neńı si tedy třeba pamatovat všech n2 prvk̊u,
ale stač́ı (2n−1) ∼ n výše zmı́něných. Naopak inverze tř́ıdiagonálńı matice je obecně
hustá, jak je naznačeno např. na obrázku 2. Pro jej́ı zapamatováńı je (na prvńı po-
hled) třeba uložit všech n2, resp. s využit́ım symetrie

(
n+1
2

)
= 1

2
(n2 +n) ∼ n2 prvk̊u.

V následuj́ıćım textu však ukážeme, že (nejen) v př́ıpadě inverze tř́ıdiagonálńı matice
lze při chytrém zp̊usobu ukládáńı prvk̊u mı́sto v paměti výrazně ušetřit.

4.1 Hierarchické děleńı matice do stromové struktury

Následně budeme řešit, zda se dá jej́ı inverze zapsat také t́ımto zp̊usobem. Pro jed-
noduchost si zvoĺıme symetrickou tř́ıdiagonálńı pozitivně definitńı matici o velikosti
n = 2`. Dı́ky tomu můžeme matici rozdělit přesně

”
na p̊ul“ následuj́ıćım zp̊usobem

Tn =

[
T

(1)
n/2 en/2βn/2+1e

T
1

e1βn/2+1e
T
n/2 T

(2)
n/2

]
∈ Rn×n. (4.1)

Dále se zaměř́ıme na matice T
(1)
n/2 a T

(2)
n/2 na diagonále, a ty dále rozdělujeme opět

nap̊ul

T
(1)
n/2 =

[
T

(11)
n/4 en/4βn/4+1e

T
1

e1βn/4+1e
T
n/4 T

(12)
n/4

]
∈ R(n/2)×(n/2) a

T
(2)
n/2 =

[
T

(21)
n/4 en/4βn/4+1e

T
1

e1βn/4+1e
T
n/4 T

(22)
n/4

]
∈ R(n/2)×(n/2),

a dále bychom stejným zp̊usobem pokračovali při daľśım rozdělováńı. Vytvoř́ıme t́ım
děleńı p̊uvodńı matice do struktury vyváženého binárńıho stromu viz obrázek 1.1,
resp. 4.1 (d́ıky tomu, že n = 2`), kde Tn je kořen a je předkem dvou potomk̊u T

(1)
n/2 a

T
(2)
n/2 a tak dále. Analogicky se děĺı všechny větve, např́ıklad matici T

(121121)
n/64 rozděĺıme

(je-li n dostatečně velké) tak, že vzniknou následuj́ıćı bloky na jej́ı diagonále

T
(121121)
n/64 −→

(
T

(1211211)
n/128 , T

(1211212)
n/128

)
.
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Tn

T
(1)
n/2 T

(2)
n/2

T
(11)
n/4 T

(12)
n/4 T

(21)
n/4 T

(22)
n/4

T
(1
1
1
)

n
/
8

T
(1
1
2
)

n
/
8

T
(1
2
1
)

n
/
8

T
(1
2
2
)

n
/
8

T
(2
1
1
)

n
/
8

T
(2
1
2
)

n
/
8

T
(2
2
1
)

n
/
8

T
(2
2
2
)

n
/
8

Obrázek 4.1: Hierarchická reprezentace symetrické pozitivně definitńı tř́ıdiagonálńı
matice strukturovaná do vyváženého binárńıho stromu. Ve schématu nejsou vy-
značené mimodiagonálńı bloky hodnosti jedna, které muśıme ukládat.

Mimodiagonálńı bloky, které při rozdělováńı vznikaj́ı, maj́ı vsechny hodnost vždy
rovnu nejvýše jedné.

Inverzi matice (4.1) lze, jak již v́ıme, zapsat ve tvaru

T−1n =

[
E

(1)
n/2 Fn/2

F T
n/2 E

(2)
n/2

]
, (4.2)

přičemž hodnost mimodiagonálńıho bloku Fn/2 (a ze symetrie triviálně i F T
n/2) je

rovna jedné. Zcela analogicky bychom se nyńı zaměřili hierarchicky na matice na
matice E

(1)
n/2 a E

(2)
n/2 a ty hierarchicky

”
p̊ulili“. Protože všechny mimiodiagonálńı

bloky matice T−1n maj́ı hodnost jedna, budou mı́t hodnost jedna i mimodiagonálńı

bloky vzniklé
”
p̊uleńım“ matic E

(1)
n/2 a E

(2)
n/2.

4.2 Pamět’ové náklady na uložeńı hierarchické struk-
tury a jej́ı omezeńı

Pokud máme matici hodnosti jedna, tak to znamená, že má všechny řádky stejné
až na násobek skalárem (lineárně závislé), to samé plat́ı pro sloupce. Jediné co
potřebujeme znát, abychom tuto matici mohli zapsat, je jediný jej́ı (nenulový)
řádek, řekněme např́ıklad prvńı, a jediný jej́ı (nenulový) sloupec, řekněme opět
např́ıklad prvńı. Pro jednoduchost můžeme tedy ř́ıct, že pro uložeńı matice m × k
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hodnosti jedna je potřeba si zapamatovat (m + k) č́ısel. Poznamenejme, že ana-
logicky, pro stejně velkou matici hodnosti dva je potřeba si zapamatovat dva jej́ı
lineárně nezávislé sloupce a dva lineárně nezávislé řádky, tj. 2(m + k) č́ısel. Pro
matici hodnosti r to bude r(m+ k) č́ısel.

Viděli jsme, že u hierarchického děleńı symetrické tř́ıdiagonálńı pozitivně defi-
nitńı matice Tn maj́ı mimodiagonálńı bloky typu e1βn/2+1e

T
n/2 (viz (4.1)) hodnost

jedna. Stejně tak odpov́ıdaj́ıćı mimodagionálńı bloky typu Fn/2 matice T−1n (viz
(4.2)) jsou také hodnosti jedna, jak jsme ukázali v kapitole 3, viz zejména d̊usledek
4.

Pod́ıvejme se tedy, kolik č́ısel je třeba pro hierarchické uložeńı zejména matice
T−1n (u matice Tn máme př́ıměǰśı a jednodušš́ı zp̊usob jak ji uložit, tj. pouze jej́ı
diagonálu a naddiagonálu). Soustředit se budeme primárně na uložeńı mimodia-
gonálńıch blok̊u typu Fn/2 (viz (4.2)).

V našem děleńı jsou všechny tyto mimodiagonálńı bloky čtvercové a řád̊u n/(2j),
pro r̊uzná přirozená j. Prvńı řádek z největš́ıho mimodiagonálńıho bloku má n

2
č́ısel,

u menš́ıho bloku n
4
, pak n

8
a tak dále. To samé plat́ı pro sloupce. Pro zapamatováńı

takových blok̊u (hodnosti jedna) je tedy potřeba si uložit právě n = n
2

+ n
2
, resp.

n
2

= n
4

+ n
4

a n
4

= n
8

+ n
8

atd. č́ısel.
To ale neńı vše, protože matic určitých rozměr̊u vzniká v děleńı obecně v́ıce. Na

prvńı úrovni děleńı vzniká jen jedna mimodiagonálńı matice (druhou z d̊uvodu syme-
trie nemuśıme uvažovat). Na druhé úrovni již dvě, na třet́ı úrovni děleńı čtyři a tak
dále. Pro uložeńı všech mimodiagonálńıch blok̊u (resp. naddiagonálńıch s využit́ım
symetrie) inverze T−1n tedy potřebujeme

1
(n

2
+
n

2

)
+ 2

(n
4

+
n

4

)
+ 4

(n
8

+
n

8

)
+ · · ·

č́ısel. Protože jsme uvažovali p̊uvodńı matici Tn řádu n = 2`, posledńı sč́ıtanec bude
formálně

2`−1
( n

2`
+
n

2`

)
.

Sč́ıtanc̊u je tedy právě `. Hodnota každého sč́ıtance je nav́ıc rovna n. Celkem tedy
potřebujeme

n+ n+ n+ · · ·+ n︸ ︷︷ ︸
`

+n = n`+ n = n(log2(n) + 1),

č́ısel, kde prvńıch n` č́ısel má p̊uvod v mimodiogonálńıch bloćıch hodnosti jedna a
posledńıch n č́ısel jsou prvky na diagonále.

4.2.1 Poznámka k velikosti nejmenš́ıch blok̊u

Vzhledem k tomu, že n jsme si zvolili jako 2`, tak je možné matici dělit vždy na
poloviny. T́ımto rozkladem můžeme postupovat až na

”
základńı úroveň“, kde nám

na blokové diagonále z̊ustanou právě pouze diagonálńı prvky. Otázkou však je, jestli
je nutné, resp. výhodné, provádět děleńı až do takto jemných detail̊u.
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Uvažujeme-li (symetrickou) matici 2× 2, je zřejmé, že jej́ı (jediný možný) mi-
modiagonálńı blok nemá smysl ukládat jako dvojici (nenulový řádek, nenulový slou-
pec), tj. jako dvě č́ısla, když je sám o sobě jediným č́ıslem. Fakticky tedy matici
2× 2 neńı vhodné ukládat hierarchicky (protože by to vyžadovalo uložeńı čtyř č́ısel
a nav́ıc nějakou režii pro složitěǰśı organizaci dat v paměti, kterou zde v̊ubec nedis-
kutujeme) ale ulož́ıme ji př́ımo po prvćıch (což s využit́ım symetrie vyžaduje uložeńı
pouze tř́ı č́ısel).

Podobnou úvahu můžeme provést i pro matici 4× 4, kde (když uvažujeme p̊uleńı
rozměr̊u, jak bylo naznačeno) exituje také jen jeden mimodiagonálńı blok velikosti
2× 2. U takového bloku je zapamatováńı dvojice řádek-sloupec stejně náročné jako
zapamatováńı bloku celého; vždy si muśıme zapamatovat čtyři č́ısla. Teoreticky tedy
nemá smysl ukládat matice 4× 4 (a menš́ı) hierarchickým zp̊usobem.

Prakticky může být hranice ještě výš a i větš́ı (diagonálńı) bloky budeme ukládat
př́ımo, viz obrázek 4.3. Důvodem může být v prvńı řadě to, že při uložeńı takové
hierachické matice muśıme také nějakou pamět’ věnovat na uložeńı stromu (struktury
samotné), a dále také to, že uložeńı matice do této struktury a daľśı práce s ńı
vyžaduje určitý čas a výpočetńı prostředky, tj. již výše zmı́něnou režii.

4.3 Hierarchický p̌ŕıstup pro obecnou matici

V př́ıpadě čtvercových matic obecných rozměr̊u, nemůžeme takto postupovat. Proto
muśıme zvolit jiný zp̊usob děleńı. Ve skutečnosti je potřeba v každém kroku hi-
erarchie rozdělit množinu index̊u na disjunktńı podmnožiny po sobě jdoućıch in-
dex, jejichž sjednoceńım dostaneme p̊uvodńı množinu, a poté analogicky postupo-
vat u takto źıskaných podmnožin. Je v zásadě jedno jakým zp̊usobem toto budeme
provádět. Zápisem takového rozděleńı źıskáme strom.

Námi výše zvolená struktura děleńı na poloviny (která je možná jen při n = 2`)
vede na vyvážený binárńı strom, viz prvńı graf na obrázku 1.1. Obecně při děleńı
na dvě disjunktńı podmnožiny dostaneme nějaký obecný binárńı strom. Mimodi-
agonálńı bloky v děleńı již nebudou čtvercové, vše ale bude fungovat zcela analo-
gicky. Jen je potřeba si uvědomit, že pokud zvoĺıme velmi špatné děleńı (výrazně
nevyvážený strom, viz druhý graf na obrázku 1.1) nemuśı výsledná hierarchická
struktura vést k úspoře mı́sta při ukládáńı matice (pokud budou mı́t všechny mi-
modiagonálńı bloky např. jen jeden řádek; tj. pokud bychom matice T (1), T (21),
T (221), atd. volili řádu jedna). Z tohoto úhlu pohledu tedy bude vždy nejvýhodněǰśı
dělit matici nap̊ul, nebo alespoň přibližně nap̊ul, neńı-li jiná možnost.

Poznamenejme, že předchoźı odvozeńı byla udělána pro symetrickou tř́ıdiagonálńı
matici, resp. jej́ı inverzi, ale v praxi je můžeme provést vždy, když bude možné hod-
nosti všech mimodiagonálńıch blok̊u dané matice nějak rozumně omezit (např. když
budeme mı́t obecnou matici řádu milion, o které v́ıme, že všechny jej́ı mimodia-
gonálńı bloky jsou hodnosti nejvýše sto).

Posledńı věćı, kterou je dobré poznamenat, je, že v praxi nejsme omezeni binárńım
děleńım (stromem) matice a můžeme ji na každé úrovni rozdělit na obecný počet
blok̊u (disjunktńıch podmnožin index̊u). Význam a smysl takového děleńı může mı́t
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p̊uvod v úloze (např. ve fyzické geometrii oblasti, na které úlohu řeš́ım), ze které
matice vznikla, viz např. [7], [1] a [2]. Pro př́ıklad obecného děleńı obecné matice
a jej́ı inverze viz obrázky 4.2 a 4.3. Poznamenejme, že matice na obrázku 4.2 a na
obrázku 4.3 se lǐśı pouze v permutaćı řádk̊u a sloupc̊u.
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Obrázek 4.2: Vlevo je obecná matice řádu n = 11036, vpravo je jej́ı inverze. Červené
bloky jsou uložené př́ımo (hustě; č́ıslo v bloku označuje jeho řád). Zelenob́ılé bloky
jsou hodnosti r (č́ıslo v bloku), uložené jako r lineárně nezávislých řádk̊u a r lineárně
nezávislých sloupc̊u. Matice pocházej́ı z úlohy [10] a jsou vytvořené pomoćı softwaru
hlib [21] a Matlab.
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Obrázek 4.3: Vlevo je obecná matice řádu n = 11036, vpravo je jej́ı inverze. V jed-
notlivých řádćıch je velikost nejmenš́ıho hierarchicky ukládaného bloku omezená na
řády 16, 256 a 1024 (tj. na diagonále lež́ıćı bloky menš́ıch řád̊u se ukládaj́ı hustě).
Matice pocházej́ı z úlohy [10] a jsou vytvořené pomoćı softwaru hlib [21] a Matlab.
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5 Základńı operace

Vytvořit ze symetrické pozitivně definitńı tř́ıdiagonálńı matice hierarchickou matici
ve výše uvedeném smyslu je snadné, at’ už je jakkoliv velká. Méně snadné je źıskat jej́ı
inverzi v tomto tvaru. Zřejmě neńı ćılem inverzi nejprve spoč́ıtat (nebot’ je hustá), a
pak ji rozkládat do stromové struktury. Inverzi bude potřeba provést př́ımo v hierar-
chickém tvaru. K tomu budeme potřebovat umět s takovými maticemi manipulovat.
Typicky budeme potřebovat operace jako jsou součet dvou (hierarchicky uložených)
matic, součin matice s vektorem, př́ıpadně součin dvou matic, nebo i složitěǰśı ope-
race jako je LU rozklad matice, atd., viz [13] nebo [21] (v obou př́ıpadech je k dispozici
i software, který takové operace implementuje za částečného použit́ı Matlabu).

5.1 Součet dvou hierarchických matic

Začneme nejjednodušš́ı operaćı a tou je součet dvou hierarchických matic. Uvažujme
matice M1 a M2 stejných rozměr̊u, které maj́ı stejnou hierarchickou strukturu.
Tedy za prvé jejich hierarchická strukutra je popsaná stejným stromem a za druhé
při každém větveńı stromu se p̊uvodńı množina index̊u děĺı na stejné disjunktńı
podmnožiny. Necht’ tedy

M1 +M2 =

[
A1 B1

C1 D1

]
+

[
A2 B2

C2 D2

]
=

[
A1 + A2 B1 +B2

C1 + C2 D1 +D2

]
= M.

Protože jsou p̊uvodńı matice uloženy hierarchicky, matice A a D jsou bud’ opět
hierarchické, nebo jsou uloženy hustě. V prvńım př́ıpadě součet matic A1 + A2,
resp. D1 +D2 realizujeme stejně jako u p̊uvodńıho součtu M1 +M2. Rekurzivně tak
postupujeme stromovou hierachíı a nakonec se dopracujeme k blok̊um, které jsou
uloženy hustě, tj. k druhému př́ıpadu. Tyto bloky pak sečteme př́ımo. Potřebujeme
se tedy soustředit hlavně na součty mimodiagonálńıch blok̊u. Protože pracujeme s hi-
erarchickým formátem matice, budeme předpokládat, že hodnost mimodiagonálńıch
blok̊u B1, C1, B2 a C2 je rozumně malá.

5.1.1 Součet dvou blok̊u ńızké hodnosti

V daľśım textu se budeme soustředit pouze na součet blok̊u B = B1 +B2 (pro bloky
C1 a C2 bude sč́ıtáńı prob́ıhat zcela analogicky); necht’ nav́ıc B, B1, B2 ∈ Rm×k pro
jednoduchost. Označme tedy, že

r1 = rank(B1) a r2 = rank(B2).
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Přičemž bloky Bj, j = 1, 2 ńızké hodnosti zpravidla ukládáme jako sadu rj lineárně
nezávislých sloupc̊u a rj lineárně nezávislých řádk̊u, resp. vektor̊u takových, že jejich
součin vytvoř́ı p̊uvodńı matici. Konkrétně lze tedy matice zapsat ve tvaru

Bj = UjV
T
j , kde Uj ∈ Rm×rj , Vj ∈ Rk×rj , j = 1, 2.

Matici B můžeme zapsat

B = B1 +B2 = U1V
T
1 + U2V

T
2 =

[
U1, U2

] [ V T
1

V T
2

]
.

Hodnost této matice si označ́ıme

r = rank(B), přičemž plat́ı max{r1, r2} ≤ r ≤ r1 + r2.

Poznamenejme, že vlevo nastane rovnost např. ve speciálńım př́ıpadě, když bude
matice B1 stejná jako matice B2. Tud́ıž sč́ıtáme dvě stejné matice B = 2B1 = 2B2

a počet lineárně nezávislých řádk̊u r1 = r2 = r se neměńı.
V tuto chv́ıli máme matici B uloženou jako součin sloupc̊u a řádk̊u. Těchto řádk̊u

je ale vždy r1+r2, nikoliv r, jak bychom chtěli. Po tomto (formálńım) sečteńı (sečteńı
se zde zredukovalo jen na sestaveńı matic [U1, U2] a [V1, V2] z jejich podmatic U1, U2,
V1 a V2), je potřeba provést tzv. kompresi, viz např. [10], nebo [17, sekce 1.3.1]. Tento
př́ıstup, který nás bude provázet v́ıceméně i u všech daľśıch operaćı, se také často
nazývá výrazem low-rank aritmetika. Pojem zat́ım nemá vhodný český ekvivalent;
obecně jde o snahu pracovat s objekty – zde maticemi, nebo jejich částmi – relativně
ńızké hodnosti a tohoto faktu při práci nějak vhodně využ́ıt.

5.1.2 Komprese

Komprese spoč́ıvá v tom, že se snaž́ıme zredukovat faktory [U1, U2] ∈ Rm×(r1+r2) a
[V1, V2] ∈ Rk×(r1+r2) matice B tak, aby měli právě r lineárně nezávislých sloupc̊u.
Označme

rU = rank
([

U1, U2

])
a rV = rank

([
V1, V2

])
,

zřejmě opět plat́ı

max{r1, r2} ≤ rU ≤ r1 + r2 a max{r1, r2} ≤ rV ≤ r1 + r2.

Pomoćı QR rozkladu poč́ıtaného např. pomoćı Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace
(viz např. [5, kapitola 3]) dostaneme[

U1, U2

]
= QURU , kde QU ∈ Rm×rU , QT

UQU = IrU , RU ∈ RrU×(r1+r2),

a [
V1, V2

]
= QVRV , kde QV ∈ Rk×rV , QT

VQV = IrV , RV ∈ RrV ×(r1+r2),
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přičemž matice RU a RV jsou v tzv. horńım schodovitém tvaru, např.
♣ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥
0 ♣ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥
0 0 ♣ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥ ♥
0 0 0 0 0 ♣ ♥ ♥ ♥ ♥
0 0 0 0 0 0 ♣ ♥ ♥ ♥
0 0 0 0 0 0 0 0 ♣ ♥

 , kde ♣ 6= 0.

S využit́ım těchto dvou QR rozklad̊u můžeme přepsat součin do tvaru

B =
[
U1, U2

] [ V T
1

V T
2

]
= QU RUR

T
V︸ ︷︷ ︸

W

QT
V , kde W ∈ RrU×rV . (5.1)

Posledńım náročněǰśım krokem je výpočet singulárńıho rozkladu matice W , resp.
jeho tzv. ekonomického tvaru (viz např. [5, kapitola 5]). Necht’ tedy

W = UWΣWV
T
W , kde UW ∈ RrU×r, ΣW ∈ Rr×r, VW ∈ RrV ×r

a kde matice ΣW je nav́ıc diagonálńı s kladnými č́ısly (tzv. singulárńımi č́ısly matice
W ) na diagonále, tj. ΣW je regulárńı. Zde je vhodné si uvědomit, že singulárńı č́ısla
matice W jsou zároveň singulárńımi č́ısly p̊uvodńı matice B; hodnost matice W tedy
muśı být př́ımo rovna rank(W ) = rank(B) = r. Plat́ı tedy

B =
[
U1, U2

] [ V T
1

V T
2

]
= QUWQT

V = QUUWΣWV
T
WQ

T
V = (QUUWΣW︸ ︷︷ ︸

U

)(QV VW︸ ︷︷ ︸
V T

)T ,

kde
U = QUUWΣW ∈ Rm×r a V = QV VW ∈ Rk×r.

T́ım jsme dosáhli vytyčeného ćıle, jak zapsat matici B hodnosti r jako součin dvou
matic o r řádćıch a r sloupćıch. Tabulka 5.1 shrnuje výpočetńı náročnost součtu
dvou mimodiagonálńıch blok̊u.

Tabulka 5.1: Výpočetńı náklady součtu dvou matic rozměr̊u m× k hodnost́ı r1 a r2.
Pro rU a rV nav́ıc plat́ı max{r1, r2} ≤ rU ≤ r1 + r2 a max{r1, r2} ≤ rV ≤ r1 + r2.

Zp̊usob výpočtu Výpočetńı cena

klasicky mk součt̊u dvojic reálných č́ısel
low-rank aritmetika 0 součt̊u (pouze sestaveńı matic) + komprese nav́ıc

komprese 2× QR rozklad typu m× (r1 + r2) a k × (r1 + r2)
1× SVD typu rU × rV
4× maticové součiny

Poznamenejme, že alternativně můžeme matici ΣW zahrnout do matice V př́ı-
padně do obou matic U i V , nebot’ (QUUWΣW )(V T

WQ
T
V ) = (QUUW )(ΣWV

T
WQ

T
V ) =

(QUUWΣ
1/2
W )(Σ

1/2
W V T

WQ
T
V ), kde diagonálńı matice Σ

1/2
W má na diagonále odmocniny

z diagonálńıch prvk̊u ΣW , tj. (Σ
1/2
W )2 = Σ

1/2
W Σ

1/2
W = ΣW .
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5.2 Součet hierarchické matice, low-rank matice a
husté matice

Abychom mohli následně pracovat s násobeńım dvou matic, je třeba znát, jakým
zp̊usobem lze řešit součty r̊uzných typ̊u matic. Přesněji řečeno, potřebujeme vědět,
jak jejich součet vypadá.

5.2.1 Součet hierarchické matice a low-rank matice

Začnneme součtem hierarchické matice a low-rank matice. Necht’ je M1 hierarchická
matice ve tvaru

M1 =

[
A B
C D

]
∈ Rn×n,

a necht’ M2 je low-rank matice zapsaná jako následuj́ıćı součin

M2 = UV T , kde U ∈ Rn×r, V ∈ Rn×r.

Rozděĺıme-li U a V na bloky vhodných velikost́ı

U =

[
U1

U2

]
, V =

[
V1
V2

]
,

pak lze součet hierarchické matice s low-rank matićı zapsat ve tvaru

M1 +M2 =

[
A B
C D

]
+

[
U1

U2

] [
V T
1 V T

2

]
=

[
A+ U1V

T
1 B + U1V

T
2

C + U2V
T
1 D + U2V

T
2

]
= M.

Nyńı si rozebereme jednotlivé součty na pravé straně:

1. Součet A+ U1V
T
1 , resp. D + U2V

T
2 je dvoj́ıho typu:

(a) Je-li A, resp. D hierarchická matice, jedná se o součet hierarchické ma-
tice a low-rank matice. Ten provedeme stejně jako součet M1 + M2, po-
kračujeme tedy rekurzivně.

(b) Je-li A, resp. D hustá matice (jsme na nejjemněǰśım děleńı), pak součet
př́ımo vyč́ısĺıme.

2. Součet B + U1V
T
2 , resp. C + U2V

T
1 reprezentuje součet dvou low-rank matic,

který provedeme stejně jako v př́ıpadě mimodiagonálńıch blok̊u v sekci 5.1,
resp 5.1.1.

5.2.2 Součet hierarchické a husté, resp. low-rank a husté matice

Sč́ıtáme-li hierarchickou matici s hustou matićı, nebo low-rank matici s hustou ma-
tićı, je třeba si uvědomit, že hustá matice obecně nemá žádnou strukturu, se kterou
bychom mohli pracovat. Pokud se tedy nerozhodneme hustou matici přepoč́ıtat a
naj́ıt jej́ı hierarchickou nebo low-rank reprezentaci, bude výsledkem takovéto ope-
race vždy hustá matice. Hierarchický nebo low-rank sč́ıtanec jednoduše vyč́ısĺıme po
prvćıch a k husté matici přičteme.
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5.3 Součin hierarchické matice a vektoru

Než se pod́ıváme na součin dvou matic, bude vhodné se nejprve zaměřit na násobeńı
matice s jedńım vektorem. Necht’ tedy

Mx =

[
A B
C D

] [
y
z

]
=

[
Ay +Bz
Cy +Dz

]
.

Vid́ıme, že ve výsledku jsou objekty dvou typ̊u:

1. Součiny diagonálńıch blok̊u s vektory, Ay a Dz, kde mohou nastat dvě situace:

(a) Pokud A, resp. D je hierarchická matice, jedná se opět o součin (menš́ı)
hierarchické matice s vektorem. Postupujeme tedy rekurzivně.

(b) Pokud jsme na nejjemněǰśı úrovni děleńı, tj. pokud A, resp. D je hustá
matice, provedeme klasické násobeńı matice s vektorem.

2. Součiny mimodiagonálńıch blok̊u s vektory, Bz a Cy, přičemž tyto bloky jsou
ńızké hodnosti. Toto jsou jediné součiny, na které se muśıme pod́ıvat detailněji.

Budeme opět uvažovat mimodiagonálńı blok B ∈ Rm×k hodnosti r, který si můžeme
rozepsat do tvaru

B = UBV
T
B , kde U ∈ Rm×r, V ∈ Rk×r.

Pro blok C bude situace zcela analogická. Součin Bz si zřejmě můžeme rozepsat do
tvaru

Bz = UBV
T
B z = UBz

′, kde z′ = V T
B z.

Fakticky jsme t́ım provedli vhodné přeuzávorkováńı Bz = (UBV
T
B )z = UB(V T

B z).
Výpočet se tedy zredukuje na vypočteńı dvou klasických součin̊u matic s vektory,
konkrétně matice r× k s vektorem délky k a pak matice m× r s vektorem délky r.

Tabulka 5.2: Výpočetńı náklady součinu matice rozměr̊u m×k hodnosti r s vektorem
délky k. Operaćı rozumı́me součin, resp. součet

Zp̊usob výpočtu Výpočetńı cena

klasicky 2mk −m ∼ 2mk operaćı s dvojićı reálných č́ısel
low-rank aritmetika (2rk − r) + (2mr −m) ∼ 2r(m+ k) operaćı

5.3.1 Součin hierarchické matice a husté matice

Poznamenejme, že analogický postup můžeme použ́ıt při součinu hierarchické matice
s několika vektory. Respektive, při součinu hierarchické matice s klasickou nehierar-
chikou (hustou) matićı, nebot’ tu můžeme interpretovat po sloupćıch jako soubor
vektor̊u. V př́ıpadě součinu klasické matice s hierarchickou (v tomto pořad́ı) bu-
deme postupovat analogicky, ale po řádćıch (jako bychom zleva násobili řádkovými
vektory).
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5.4 Součin dvou hierarchických matic

Nyńı jsme připraveni pod́ıvat se na součin dvou matic. Necht’

M1M2 =

[
A1 B1

C1 D1

] [
A2 B2

C2 D2

]
=

[
A1A2 +B1C2 A1B2 +B1D2

C1A2 +D1C2 C1B2 +D1D2

]
= M.

Je potřeba si uvědomit, z jakých jednotlivých operaćı se tento součin matic skládá.

5.4.1 Součiny r̊uzných blok̊u

Nejprve si rozebereme násobeńı, tj. součiny jednotlivých blok̊u, pak se pod́ıváme na
př́ıslušné součty:

1. Součiny A1A2, D1D2 mohou představovat několik r̊uzných situaćı. Rozebereme
si je pro součin A1A2:

(a) V př́ıpadě, že jsou obě matice A1 i A2 hierarchické, opakujeme stejný
postup jako u M1 a M2, neboli postupujeme opět rekurzivně.

(b) V př́ıpadě, že je A1 hierarchická a A2 klasická hustě uložená matice, inter-
pretujeme druhou matici a maticové násobeńı po sloupćıch jakobychom
násobili hierarchickou matici souborem vektor̊u, viz sekce 5.3, resp. 5.3.1
(při opačném pořad́ı struktur součinitel̊u postupujeme analogicky).

(c) V př́ıpadě, že jsou obě matice A1 i A2 uloženy klasicky (tj. jsme na nej-
jemněǰśı úrovni v děleńı obou matic) provedeme klasické (husté) maticové
násobeńı.

2. Součiny B1C2, resp. C1B2 dvou mimodiagonálńıch blok̊u ńızké hodnosti bu-
deme provádět pomoćı low-rank operaćı.

3. Součiny C1A2, D1C2, A1B2, resp. B1D2 obsahuj́ı bud’ hierarchické nebo hustě
uložené matice v součinu s low-rank matićı.

Protože situace v bodu 1. je jasná, pod́ıváme rovnou na bod 2. Uvažujme součin
B1C2 ∈ Rm×s (druhý provedeme analogicky) kde,

B1 = UBV
T
B ∈ Rm×k, rB = rankB1, UB ∈ Rm×rB , VB ∈ Rk×rB ,

C2 = UCV
T
C ∈ Rk×s, rC = rankC2, UC ∈ Rk×rC , VC ∈ Rs×rC .

Pak vhodným uzávorkováńım dostaneme

B1C2 = UB (V T
B UC)︸ ︷︷ ︸
W

V T
C , kde W ∈ RrB×rC .

Dále použijeme kompresi na součin UBWV T
C analogicky jako byla použita v sekci

5.1.2 na součin QUWQT
V (5.1). Pro výpočet tedy potřebujeme tři maticové součiny a

jeden singulárńı rozklad. Poznamenejme, že jediný drobný rozd́ıl je v tom, že matice
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QU a QV (ze sekce 5.1.2) maj́ı ortonormálńı sloupce, což jsme zde u matic UB a VC
obecně nevyžadovali. Pokud bychom po kompresi chtěli źıskat výsledek se stejným
vlastnostmi jako při sč́ıtáńı, museli bychom nejprve provést QR rozklady matic UB

a VC .
Ve

”
třet́ım typu“ násobeńı v bodu 3. mohou nastat dvě varianty, zaprvé jedna

z matic je hustá a druhá ńızké hodnosti a zadruhé jedna z matic je hierarchická
a druhá ńızké hodnosti. Uvažujme např. součin A1B2 ∈ Rm×k (ostatńı provedeme
analogicky), kde A1 ∈ Rm×m,

B2 = UBV
T
B ∈ Rm×k, rB = rankB2, UB ∈ Rm×rB , VB ∈ Rk×rB .

Pak zřejmě
A1B2 = A1UB︸ ︷︷ ︸

UAB

V T
B , kde UAB ∈ Rm×rB ,

tedy potřebujeme provést právě rB součin̊u matice s vektorem, přičemž matice je
bud’ hustá (a součin provád́ıme klasicky), nebo hierarchická (a součin provád́ıme
tak jako v sekci 5.3). Výsledek součinu A1B2 tak dostaneme př́ımo v obvyklém low-
rank tvaru. Opět poznamenejme, že od matic UB a VB jsme obecně nepožadovali,
aby měly ortogonálńı, resp. ortonormálńı sloupce. Nav́ıc, pokud by měly, matice
UAB = A1UB obecně ortogonálńı sloupce mı́t nebude. Pokud bychom chtěli jej́ı
sloupce zortogonalizovat, můžeme opět použ́ıt QR rozklad a následnou kompresi
tak jako v sekci 5.1.2.

5.4.2 Rekapitulace součin̊u blok̊u a součty součin̊u blok̊u

Nyńı jsme si vyjasnili, jak jednotlivé součiny provádět, d̊uležité ale také bude uvě-
domit si, co bude výsledkem těchto součin̊u, nebot’ s nimi muśıme dále pracovat;
viz tabulka 5.3. Tyto součiny je potřeba sč́ıtat, přičemž se zde vyskytuj́ı součty
následuj́ıćıch typ̊u:

1. Součet A1A2 +B1C2, resp. C1B2 +D1D2 opět představuje dvě možnosti:

(a) Prvńı možnost́ı je, že sč́ıtáme hierarchickou a low-rank matici, což jsme
již podrobně rozebrali v sekci 5.2, resp. 5.2.1. Výsledkem je hierarchická
matice.

(b) Druhou možnost́ı je, že sč́ıtáme hustou matici a low-rank matici, kde nám
nezbývá než výsledek př́ımo vyč́ıslit, viz sekci 5.2.2. Výsledkem je hustá
matice.

2. Posledńı typ součtu, který může vzniknout, připadá na mimodiagonálńı bloky
C1A2 +D1C2, resp. A1B2 +B1D2. Zde sč́ıtáme dvě low-rank matice, což jsme
podrobně rozebrali v sekci 5.1, resp. 5.1.1.
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Tabulka 5.3: Tabulka rekapituluje součiny blok̊u a jejich výsledky. Jednotlivé typy
(formáty) matic (obou součinitel̊u a součinu) jsou označeny zkratkou Hi, Ds a LR,
které znač́ı hierarchickou matici, hustou (dense) matici a low-rank matici. (Č́ısla 1a,
1b, 1c, 2, 3 vedle součin̊u odkazuj́ı na jednotlivé položky v sekci 5.4.1.)

Součin Formát součinitel̊u Formát součinu

A1A2, D1D2 (viz 1a) Hi · Hi Hi
A1A2, D1D2 (viz 1b) Hi · Ds Ds
A1A2, D1D2 (viz 1c) Ds · Ds Ds
B1C2, C1B2 (viz 2) LR · LR LR

C1A2, D1C2, A1B2, B1D2 (viz 3) Hi · LR LR
C1A2, D1C2, A1B2, B1D2 (viz 3) Ds · LR LR

5.5 Poznámka k součtu a součinu dvou hierarchických
matic

V sekci 5.2 o součtu dvou hierarchických matic jsme předpokládali, že oba sč́ıtance
maj́ı stejnou hierarchickou strukturu. Poznamenejme ale, že ani pro součin ani pro
součet dvou hierarchických matic neńı tento požadavek nutný. Neńı třeba, aby obě
matice měly úplně stejnou stromovou stukturu, muśı jen platit, že pr̊unik (v jistém
smyslu) jejich stromů je zase strom. Nav́ıc část hierarchického rozkladu odpov́ıdaj́ıćı
tomuto společnému podstromu muśı odpov́ıdat děleńı matic na stejné podmnožiny
index̊u (bloky muśı být stejných rozměr̊u, aby šlo sč́ıtáńı, resp. násobeńı provádět).
Větveńı jednotlivých stromů však může j́ıt do r̊uzně jemných detail̊u, tj. u jedné
matice se může v dané větvi zastavit dř́ıve než u druhé, viz obrázek 5.1.

Obrázek 5.1: Dvě hierarchické matice s rozd́ılnou stromovou strukturou. Pokud
společný podstrom odpov́ıdá stejným děleńım index̊u, lze i takové matice násobit
a dokonce i sč́ıtat. Výsledkem operace bude hierarchická matice se strukturou
společného podstromu.
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Závěr

V této bakalářské práci jsme se snažili př́ıpadným čtenář̊um osvětlit úvod do pro-
blematiky práce s hierarchickými maticemi. Tyto matice jsou využ́ıvány ke struktu-
rovanému ukládáńı matic pomoćı jej́ıho rekurzivńıho rozděleńı do blok̊u vhodných
vlastnost́ı. Na př́ıkladu tř́ıdiagonálńı matice T , která je ř́ıdká, a s využit́ım jej́ıch
spektrálńıch vlastnost́ı, jsme ukázali, že jej́ı inverze T−1 má všechny mimodiagonálńı
bloky s omezenou hodnost́ı, a tedy výborně splňuje předpoklady pro to, abychom ji
mohli uložit hierarchicky. Ukázali jsme, že podobný koncept lze aplikovat na velké
množsv́ı obecných regulárńıch matic (typicky inverźı ř́ıdkých matic, viz [21]).

V praxi, pro obecnou ř́ıdkou matici M samozřejmě nem̊užeme obecně postupovat
tak, že bychom nejprve spoč́ıtali hustou M−1 a pak teprve hledali jej́ı hierarchickou
reprezentaci. Už ne proto, že bude-li matice velkého řádu, hustá inverze se nemuśı
v̊ubec vej́ıt do paměti poč́ıtače. V praxi tedy muśıme do hierarchického formátu
převést už ř́ıdkou matici M a jej́ı inverzi hledat např. pomoćı Gaußovy eliminace,
kterou ovšem muśıme provozovat také v hierarchickém tvaru, viz obrázek 5.2. Jak
takovou Gaußovou eliminaci (LU rozklad) ve skutečnosti provést jsme se v naš́ı
práci nezabývali. Je ale zřejmé, že když už umı́me dvě hierarchické matice sč́ıtat a
násobit, nejsme od popisu hierarchického LU rozkladu daleko. Podrobněji viz např.
[13] a [21].

@
@

@
@

@
@@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

M (Sp)

−→
Převod

Sp matice
na Hi matici
−→ M (Hi)

−→
Gaußova
eliminace

v Hi formátu
−→ M−1 (Hi)

Obrázek 5.2: Ř́ıdká (sparse, Sp) matice M a schéma výpočtu jej́ı inverze M−1

v hierarchickém (Hi) formátu. Dı́ky hierarchickému př́ıstupu je možné spoč́ıtat a
v poč́ıtači uložit i takovou inverzi, která by byla v klasickém formátu neuložitelná
z d̊uvodu své velikosti.

Otázkou z̊ustává, proč bychom v̊ubec měli hledat inverzi M−1. Důvodem roz-
hodně neńı potřeba řešit soustavu rovnic, jak by se možná mohlo zdát (na řešeńı
soustav rovnic existuje řada efektivńıch metod, viz např. [5], [6], a mnoho daľśıch).
Existuj́ı ale úlohy, kde potřebujeme např́ıklad inverzi (nebo alespoň jej́ı aproximaci)
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znát explicitně (nebo alespoň v takovém tvaru, abychom s ńı mohli dále poč́ıtat).
Př́ıkladem může být výpočet tzv. sign function iterace, kde poč́ıtáme iterace typu

M (j+1) =
1

2

(
M (j) + (M (j))−1

)
,

přičemž M (0) = M je daná ř́ıdká matice, která je tak velká, že se jej́ı obecně hustá
inverze nevejde do paměti poč́ıtače, viz např. [10].

V této práci jsme podrobněji rozebrali, jak provádět operace sč́ıtáńı a násobeńı
dvou matic v př́ıpadě, že jsou tyto matice k dispozici v hierarchickém formátu.
Ukázali jsme, že tyto, v hierarchickém formátu poměrně komplikované operace, lze
při nejpodrobněǰśım pohledu rozdělit na méně náročné kroky. U jednotlivých krok̊u
jsme se pokusili, v rámci možnost́ı, porovnat jejich náročnost vzhledem ke klasickému
př́ıstupu.
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MS, Matematický seminář, č. 13), Praha, 1979.

[13] S. Pauli: A numerical solver for Lyapunov equations based on the matrix sign
function iteration in HSS arithmetic, Semester Thesis, SAM, ETH Zürich, 2010.
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resp. 29), Praha, 1977 (2. vydáńı), resp. 1981 (3. vydáńı).
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