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ANOTACE

Prace se zabyva numerickyi@Senim konvekiiho transportu kontaminantu v plynu
explicitni metodou konych objend. F¥i popisu transportu vychazi z rovnice kontinuity.
Na jeji integralni tvar je aplikovana metoda kémgh objend pouzivajici kontrolni objemy
ve tvaru ¢tverce. Hodnoty hustoty a koncentrace v oblasti jsou nahrazemgénmymi
hodnotami v kontrolnich objemech, k vyjédi toki pres s¢ny objemi je pouzita upwind
metoda. Rychlost proudového pole jeyrzata z vyp&tu modelu prouéhi feSeného metodou
koneinych diferenci.

Model byl implementovan v programovacim jazyce C. Testovaci ulolgyzbyrsieny
na posouzeni vlivu numerické difuze v pravidethércove siti. Numericka difaze je chyba
numerickéhoreSeni konvekniho transportu vznikajicifppouziti upwind schématu.fiP1D
Ulohach Ize jeji vliv vyjatit jako reSeni difuzni rovnice. Ve 2D vyjéitlchybu numerické
difuze p@imo difuzni rovnici nelze. Vtéto praci jevSak tato chyba analyzovana
za pedpokladu, Ze ditd analogie mezi popisem rozptylu kontaminantuispbeného
numerickou a molekularni difuzitip2D transportu existuje. Na jejim zakéagsou pak
z vysledki feSeni konvedniho transportu vypdeného modelem spiiany koeficienty
vyjadiujici vliv numerické difuze ve stérech utenych pravidelnou prostorovou diskretizaci a
jejich velikost je posuzovana v zavislosti na velikastsového kroku a s$ru rychlosti

proudkni.



ANNOTATION

This thesis is focused on numerical solution of advective contantnaasport in gas
using the Finite Volume Method. Continuity equation was used for mativaindgscription
of the transport. The domain was divided into a number of square controlesloomerical
values of density and concentration were approximated as average oxar the control
volume. Upwind method was used to express the flux over sides of coeolwohes. The
flow-field velocity was adopted from model calculation of flow solveg the Finite
Difference Method.

Model was implemented and tested with focus on the influence of nain@ificsion
in regular square grid. The numerical diffusion is the calculatior ef numerical solution
of advective transport using the upwind scheme. Solving 1D-task, Iteenee can be
expressed as diffusion equation solution. It is not possible to expeessimerical diffusion
error by diffusion equation in 2D. However, this error is analysed sumgstion that there is
a certain analogy between description of contaminant diffusionedalng numerical and
molecular diffusion during 2D-transport. On this basis, coefficiexpsessing the influence
of numerical diffusion in the course determinated by regular spigceetization are figured
up from advective transport solution and their size is analysedation of time step and the
course of the flow.
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UvoD

Cilem této prace je navrhnout numericky model transportu kontamivamzduchu a
na vhodnych ulohach jej otestovat. Model navazuje na defpanodelu nevazkého
izotermického prouthi stl&itelné tekutiny reSeného metodou katrgych diferenci
navrzeného v ramci éaikového projektu J. PleSingerem [2] na Kégeohodelovani procés
Pouziva rychlostni pole vyptené modelem proddi k vypaitu hustoty plynu a transportu
kontaminantu metodou ko&ych objent.

Model ieSi transport pouze mechanismem konvekce, nezahrnuje difdzsni
ProtfeSeni realnych tloh by bylo nutné o jev difize model fibzSi

Prace obsahuje fyzikalni model konueko a difizniho transportu popsany rovnici
kontinuity, popis prostorové diskretizace metodou Kogeh objent, aplikaci metody
koneinych objent na konvekni ¢ast rovnice kontinuity a stémy popis implementace
programu.

V dalSi ¢asti jsou uvedeny vysledky testovacich Uloh. Prace se zde zahybau
numerické difuze vectvercové siti. Vlivem numerické difize dochéazi pumerickém
vypoctu k rozptylu kontaminantu ve smech danych geometrii &itZa gedpokladu, Ze
rozloZeni kontaminantu ¥¢hto snérech Ize vyjadit vztahem pro koncentraci kontaminantu
Sikeného molekularni diftzi, jsou vygitany koeficienty numerické difize. Pomoéthto
koeficienti je pak posuzovan vliv numerické difize v zavislosticasovém kroku a sénu

rychlosti proudni.



1 FYZIKALNI MODEL

V této kapitole navrhneme fyzikalni model Ulohy transportu kontaminantu

v proudicim vzduchu ve 2D oblas$lis hranicio Q.

1.1 Koncentrace

MnoZzstvi kontaminantu v kazdém kiodyjadiujeme pomoci koncentrace, kterou

definujeme jako podil hustoty kontaminantk celkové hustatplynu p

c=Ffe (1.1)

1.2 Rovnice transportu hmoty

Obecrt je prenos kontaminantu v plynu agoben d¥ma jevy, konvekci a difazi.
Pti konvekci je kontaminantipnasSen vlivem prowdi. Kazdy di¢i element se pohybuje jako
celek a koncentrace vSech latek&wmnzistava konstantni. Difize ma na rozdil od konvekce
mikroskopicky charakter. Dochazfimi k vyrovnavani koncentrace vlivem tepelného pohybu
molekul a jejich srazek.

Pri popisu transportu vyjdeme ze zakonu zachovani hnityova zrina hmotnosti
latky v objemu, ve kterém se nenachazi zdroje ani propady, odpovida tokustst&u
ohraniujici tento objem. Matematicky vyjagle zakon zachovani hmoty rovnice kontinuity

é;—'f+div(p% =0, (1.2)

kde p(Xt)je hustota aV(X,t)rychlost. Pokud nedochazi k difiznimu transportu, zékon

zachovani hmoty latky, jejiz zastoupeni wsiuriuje koncentrace(X,t), vyjadtuje rovnice

%mmm‘/’) =0. (1.3)

Integraci této rovniceips vybranogast objemuVv 0 Q ziskdme jeji integralni tvar

% J ocdV + ajv ochds =0, (1.4)

kde fje jednotkovy vektor w&$i normaly k ploséV ohraniujici objem V.

Dochazi-li k difuzi, zavedeme na levou stranu rovnice tok charakterigduastotou

difizniho toku T ktery vyjaduje mnoZstvi kontaminantu transportovaného diflzi



jednotkovou plochou za jednotkiasu. Bi zahrnuti vlivu difdze bude mit rovnice kontinuity

tvar
d p PR _
ajpcolV+j(pcv+J)ols_o (1.5)

Difazni tok vyjadime pomoci prvniho Fickova zakona, podle kteréhavisd difuzni tok

kontaminantu s gradientem jeho koncentrace vztahem
TZ—,OD grgdc, (1.6)

kdeD je koeficient molekularni difaze.
Po dosazeni (1.6) do (1.5) ziskame Koo rovnici bilance hmoty v integralnim

tvaru
%jpcdv + [(ochfds - [ oD grédchds =0 (1.7)

v diferencialnim tvaru

()

T+div(,oc<9§—div(,oD gridc) =0 (1.8)

Jev difuze obeghneni zanedbatelny, my se vSak budeme zabyvat eravérsts
konvekiniho modelu transportu. Jeho rdesii uvazenim difize bude pireSeni reélnych
Gloh nutnym dalSim krokem zkoumani.

Podrobuji se tématem zabyva [1].

1.3 Okrajové a paateéni podminky
Ulohou konvekniho transportu kontaminantu rozumitegeni rovnice (1.2) a (1.3)
v omezené oblast) a ¢asovém intervalu <O s ffedepsanym rychlostnim polef(X,t)

s pa&atenimi podminkami udavajicimi rozlozeni koncentrace a hustoase t = 0
c=(X0) = ¢,(X), (X.0) = p, (X), KO Q (1.9)

a okrajovymi podminkamifedepisujicimi koncentraci a hustotu d@eti hranice, kde plyn
vstupuje do oblasti.
c=Xt)=c,(Xt), pXt) = p,(Xt), XOT,,t0<0,T > (1.10)
Na nepropustnéasti a naasti hranice, kde plyn opousti oblast, ifegfepisujeme
Zadné okrajové podminky.
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2 NUMERICKY MODEL

V této kapitole bude podan navrh na diskretizagnio

"pgjt) +divipR bR =0a (2.1)
"(p(y’gc(%t» +divipRte@ bR =0 (2.2)
¥0Q,t0<0,T >

s okrajovymi a peateinimi podminkami

c=(Xt)=c,(Xt), ¥Or,,t0O<oT >, (2.3)
pXt)=p,(Xt), XOr,,to<oTs>, (2.4)
c=(X0=c,(%, XooQ , (2.5)
pX0) =p,(X),  XDQ, (2.6)

s neznamymi funkcemijp(X,t)a c(X,t). Rychlost proughi V(Xt) je vypaitena metodou

kone:nych diferenci a je znama v uzlech modelu péoid

2.1 Casova diskretizace

Ulohu fe$ime v intervalut 0<0,T >, ktery aproximujeme rostouci posloupnosti
¢asovych hodnoft }, t, =0t, =T. Casovy diskretizéni krok, ktery je Bhem vypdtu

konstantni, ozname At =t ,, —t

n-

2.2 Prostorova diskretizace

OblastQ rozloZzime na si kontrolnich objem t, které volime ve tvaru obdélnika
s vrcholy v uzlech sitmodelu proudhi. Uzly jsou ekvidistanthrozloZzené a maji seadnice
(Y1)

X =% tkAx, k=0,1,..n

Y. =Y, tldy, 1=0,1,...m
Diskretizani kroky Ax, Ay mohou byt pro jednotlivé séry raizné[2].

11



Mnozinu sén kontrolnich objer ozn&ime &. MnoZzinu vnitnich, resp. hratnich

stn ozn&imec,

int ?

respe,,
Eq ={oUe|loU0Q}, &, ={c0e|o 000}
Pro kazdy kontrolni objeniK 7 je definovand mnozinaste, [ £, tvoricich jeho hranici.

Pot'ebné vlastnosti diskretizace viz [1].

2.3 Aplikace metody konénych objemi

Metoda konénych objeni vychazi zintegralniho tvaru rovnice kontinuity.

Integrujeme-li rovnice (2.1) a (2.2fgs vybrany kontrolni objel (07 acasovy interval ¢

th+1), dostaneme

(1Rt - PRtV + | [ pR0R 0 B dsat =0, (2.7)

t, 0K

f1otet,) - @t e v + | [ o e ol B dsa =o.

t 0K
(2.8)

Casové integraly nahradime explicitni diferenci, pak
i [pRt..) - pRt oV +at ajK o8 R B ds=o, (2.9)

[lpRt)eRt,0) - pRt e )av +at [ pR ek bRy AR ds =0

(2.10)

Zavedeme diskrétni neznamé vy, vyjadujici primérnou hustotu plynu a
primérnou koncentraci kontaminantutaset, v objemuK
o 1
pe = [PV a

K Vi

ch :Vi [e.t)av, KOT,nOfL.n}

K Vg

12



PrepiSeme fedchazejici rovnice vzhledemdntto velinam

(ox™ = PRV = =Dt Y £0, (2.11)
olley
(10n+1 < IOKC Atszo g
olleg , (212)

OK Or,0n{0,...,n.}
kde f., :pgb’ i

K.,o 0'

ma fyzikalni vyznam toku hmoty &tou o z objemuK. Vv je

aritmeticky pfimér rychlosti v krajnich bodeché&sty o, HQVU je vrejSi normala k této &be,
S, délka stény, V, plocha kontrolniho objemi.

K uréeni hodnotp] a c)pouzijme upwind metodu, podle které tok sledovattkyl
sttnou zavisi na hodnotach hustoty a koncentrace enulpj ktery je v protisgru tohoto toku.
o je stna mezi objemK alL, pak

pecg  profl, =0

/0; zr; = IOIerIr_1 pro fK,G’ < 0’ UDgint

ppcy profl, <0,00T,

[1]

2.4 Stabilita

Numerické schéma (2.11) a (2.12) je podiménstabilni. Podminka stability plyne
z pozadavku, aby z kontrolniho objemu neodtekdtSsivmnozstvi hmoty, neZz tento objem

obsahuje. Odtud je podminka pro omez®&sioveho kroku

A< ——— Zf , KOr,nO{0,...,n; },
K,o

olleg ..,

kdeee , ={o0¢& | £, >0} [1].

2.4.1 Numericka difuze

Béhem casového kroku mensiho neZz na hranici stability tegey z kontrolniho
objemu vSechna hmota a dochazi k éhgbmerického vyp&u nazyvané numericka difaze.
Kontaminant se rozptyli kolem oblasti analytickébseni konvekni rovnice.

13



V jednodimenzionalnim iffipadt tento rozptyl odpovid&eSeni konvekné—difazni
rovnice. PokudeSime jednodimenzionalni konvek transport s ustalenym praidm, pak

ma numerické schéma rovnice (2.2) tvar

¢ =¢f _V% (c' —cl), (2.13)

kde h je rozrar kontrolniho objemu ve séru proudni.

n+l
i

Z tohoto schématu Ize pomoci vyfadi hodnotc”, ac™ pouzitim Taylorova rozvoje

ziskat vyraz pro chybu numerickébheSeni konvéniho transportu. Tato chyba jeilgizné

rovna

1 At, 0%c

=vh(l-v—)— 2.14

2 ( h” ox? ( )
Numerické feSeni konvéniho transportu pakfiplizné odpovidareSeni konvéné-difuzni
rovnice

2
v Liha-vEY2C o (2.15)
o ox 2 h” ox

Koeficient u druhé derivace charakterizuje rychkisni chyby numerické difuze v zavislosti
na diskretizanich krocichAt, h a rychlosti prouéni, ozn&ime ho jako koeficient numerické
diftize
1 At
D.,,==vh@l-v—), 2.16
num 2 ( h ) ( )

Pfi casovém kroku na hranici stabilitt =D j€ Dnum = 0, tedy k numerické difuzi
v

nedochazi (obr. 2.1 (a))tiPzmensovanicasového kroku vliv této chyby Wt (giklad
vypoitu séasovym krokem mensim nez na hranici stability jeoba 2.1 (b)), az pro limitni

piipad nulovéhaiasového kroku dosahuje koeficient numerické difameximalni hodnoty
vh/2. Hi At>D je vypaet nestabilni, koncentrace nabyvaji nefyzikélnichdriot
v

(z&pornych, ¥tSich nez jedna).riklad nestabilniho vypiu je na obr. 2.1 (c). [1]

Pri 2D transportu se kontaminant vlivem numerickéUziéf rozptyli ve swrech
danych geometrii it Tento rozptyl nelze chépat jakeSeni difuzni rovnice jakofiplD
transportu. Besto se vSak pokusime najit analogii v popiseégngikontaminantu vlivem

molekularni difize a numerické difGze ve 2D.

14
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Obr. 2.1- NumerickéreSeni 1D transporturigkonstantni rychlosty, — zleva doprava rostouci
¢as — pod sebou ve stejnyidsech (a) fd casovém kroku na hranici stability,
(b) menSim nez na hranici stability, (€$im, neZ na hranici stability
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3 IMPLEMENTACE

Program pro modelovani konwakho transportu v plynu je napsan v programovacim
jazyce C. Program obsahuje funkce prateai informaci o siti ugl modelu proudni,
vytvoreni této sit, vytvoreni si¢ objemi, vypatetieSeni a jeho uloZeni do souboru.

Rychlostni pole je rdtano ze souboru do struktury bod, ve které jsolozky

rychlosti ve sniru X, y a hustota v uzlech modelu prénia informace, jestli je uzel ¥gzen

ze sit.
typedef struct{
float x, rychlost v uzlu difereéni metody ve siru x
Y, rychlost v uzlu difereéni metody ve siru y
ro; hustota v uzlu diferemi metody

int wrazen;  informace, jestli je uzel \azen ze st

}bod;

Pramérné hodnoty hustoty a koncentrace v kontrolnim mije znény hustoty a
koncentrace oproti minuléméasovému kroku a rozin kontrolniho objemu jsou uloZzeny

ve struktite objem:

typedef struct{

float ro, pramérnd hustota plynu v kontrolnim objemu
C, primérnéd koncentrace kontaminantu v kontrolnim objemu
V, plocha kontrolniho objemu

d ro, zmeéna hustoty v objemu oproti minuléniasovému kroku
d c zmena koncentrace v objemu oproti minulésasovému kroku
}objem;
Zmeény hustoty a koncentrace jsou dany hmotnostnimy fakes sény objemu. Ty
jsou paitany pomoci struktury hrana, ve které jsou odkaaybjemy, jejichZz hranici &a
tvori, rychlosti v krajnich bodechésty a rozngr seny.
typedef struct{
float *v1, *v2 ukazatele na rychlosti v krajnich bodech hranyhlgsti jsou uloZzené

ve struktile bod

S délka hrany kontrolniho objemu
int z_obj, index objemu leZiciho od hrany v zapornéngisnosy
do_obj;  index objemu leziciho od hrany v kladnémsamosy
thrana;

16



V hlavni funkci main jsou ze souborudteny informace o roz#mech si¢ modelu
prouckni, alokovany pole struktur bod, objem a hranaaplréeny patatenimi podminkami.
V cyklu je pak volana funkce n#ajici rychlosti pole pro vyget transportu v dalSim
¢asovém kroku a funkce realizujici samotny wgionovych hodnot koncentraci a hustot, tj.
feSici rovnice (2.11) a (2.12). Vyené hodnoty jsou ukladany souboru pro zobrazeni

v Matlabu.

17



4 TESTOVACI ULOHY

4.1 Proudni v oblasti bez Fekazky
4.1.1 Jednorozngrné proudéni

4.1.1.1 Ustalené proudni

Jako testovaci tlohuipglD ustadleném prouthi feSime rovnice

‘;—‘t’(x,t)wx‘;—f(x,t):o, (4.1)
o(p(x)e(xt) |, 9(p(xHe(x) _ o (4.2)
ot * 0X |

v oblastiQ =< 0100> acase <0I>, s p&ateni podminkou

P°(K)=1x0Q, (4.3)

=g Do 2 (4
na vstupni strahje

p(t) =1t0<0T > (4.5)

c(t)=0t0<0T > (4.6)

Za rfedpokladuvx(y,t ¥ konst. pi poc¢ateni podmince (4.3) a okrajové podmince
(4.5) nedochéazi v oblasti ke 2n& hustoty, p(X,t) = konst. Pak hledameseni rovnice

@(x,t)+vX@(x,t) =0, (x,t)dQx(0,T) (4.7)
ot ox

s paateeni podminkou (4.4) a okrajovou podminkou (4.6).

Numericky vypd@et provadime v oblasti rozlozené na kontrolni objemy. Jeji dozm
jsou (0;100)x(01), Ax =Ay =1, je tedy dvojrozrérna. Rychlost proushi ve sndruy je v celé
oblasti nulova, takze vtomto gm sneru transport neprobiha. Za této podminkgzeme
transport ve 2D oblas{i0;100)x (01) popsat rovnici 1D transportu v obla§ti=< 0100>.

Analytické reSeni rovnice (4.7) s patesni podminkou (4.4) vyjadje skuténost, Ze
kontaminant v oblasti postupuje rychlogtitakZe je rovno
1 prox<v,t,v t+Ax>

X (4.8)

c(xt) =
(1) {0 proxdQ\ <v,t,v,t +Ax>.

18



Porovnani analytickéhoieSeni s vyp&tem

Shoda numerickéhieseni s analytickym je zavisla na wollasového kroku. Dochéazi

k ni jen na mezi stability,fpcasovém kroku At :%. Je-li¢casovy krok At <ﬁ’ dochazi
v Y

X X

k numerické difuzi (obr. 4.1)

1~

0.9+

sgoeg
~opoo
Omm&sn

0.8

0.7+

0.6 -

.. 068k

0. -

0.3r

0.2+

0.1 -
o ' ' L e N
20 A0 a0 (=)
Es

u} 10 20

70 =0 20 100

Obr. 4.1- Rychlostv, = 1,Ax =1. Fi At < 1se projevi numerick& diflzeij p\t = 1 odpovida

numerické&esSeni analytickému .
4.1.1.2 Neustalené proughi
Vypocet byl proveden v oblast =(024)x(024), Ax =Ay =1 (obr. 4.2) V této

oblasti zndme z modelu protrd rychlost v, kter4d se @ni vcase ax-ovém sngru,
tj. v, (x,t) # konst., palko(x,t)# konst. a celkové mnozstvi hmoty v oblasti ssim

Rychlost vy(y,t) =0, takZeteSime ulohu transportu v 1D, tj rovnice (4.1) a&)4.
s paatenimi podminkami (4.3), (4.4) a okrajovymi podminkéh®), (4.6).

Pri vypoctu rychlosti a hustoty plynu modelem preéad byly pouzity pgéatesni
podminky

v, (t=0)=0vQ\ ({0}x < 024>),

Vv, (t =0) =1na{0}x < 0,24 >,

v, (t=0)=0vQ,

pt=0)=1vQ
a okrajové podminky na vstupni st¥an

v, (x=0) =1,

v, (x=0) =0,

p(x=0)=1
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Obr. 4.2 — Oblast testovaci Ulohy s 1D neustélepgoudnim

Pri proudni se pole rychlosti a hustoty plynu vzajenavliviiuji. Model proudni [2]
proto obsahujéeSeni obouéthto poli. Ri vypoctu transportu pouzivame z modelu prénid
pouze rychlosti. Pomoci nich githme metodou kowaych objend pole hustoty plynu a
koncentrace kontaminantu. Pokud ma pole hustot &tgpé modelem transportu odpovidat
hodnotdm rychlosti iedem vypétenym modelem prowdi, musi byt rozloZzeni hustot
vypoétenych modelem proddi a modelem transportu stejné. Jiné pole hustpbdtgné
modelem transportu by dly jinak ovlivnit rychlostni pole a proto by pouZimodelu

transportu pouZzivajici rychlosti modelu préntdnebylo mozné.

1,15 - T+ 12
1
1,1 -
+ 0,8
—&—p MKD 1,05 q 1 0,6
MK
P © 14 A P + 0,4 vx
—o— VX
+ 0,2
0,95 -
+0
0,9 T T T T T -0,2
0 5 10 15 20 25 30

Obr. 4.3— Hustota vypétena metodou kortaych diferenci modelem proéi a metodou

konenych objent modelem transportu po jednafasovém krokust = 0,1

Porovnani hodnot s vypdétem modelu proudéni

Z vysledii testovacich vyp#ia uvadime hodnoty vygtené i casovém kroku
At = 0,1. Na obr. 4.3 je hustota plynu a rychlost ptmidvypaitend modelem progdi
metodou konénych diferenci, a pole hustoty vyfiené modelem transportu metodou

koneinych objeni po jednonmtasovém kroku.
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V uzlech diferetni metody se pravidednstidaji kladné a zaporné hodnoty rychlosti.
Takto pravidelné gtdani hodnot rychlosti neni fyzikélni, ale tmobené numerickym
vypoétem. Oscilace rychlosti apobi vykyvy hustot kolem hodnoty hustoty= 1. Oscilace
hustoty vypdgitané metodou kowreych objend jsou vyraze vétSi nez oscilace hustoty
spaiitané metodou koreych diferenci modelem proéwi. Podobné chovani obou moilel

jsme pozorovali aipjinych volbach¢asové a prostorové diskretizace.

2,5 4 TS 3 T 10
2 70 1o
—=— p MKD | 5
P MKO 5 | 1 .10 710
—e— VX 14 + -15vx T 2Qx
1 220 +-30
05 1 .25 + -40
0 . . -30 -50
0 10 20 30 30
X
(@) (b)

Obr. 4.4— Hustota vypétena metodou kortaych diferenci modelem proéwi a metodou
koneinych objent modelem transportu po (a) sedmi( b) ogasovych krocich
At=0,1
Po rekolika ¢asovych krocich jsou jiz pole hustot vypenych modelem progdi a
modelem transportu kvalitati¥rodliSna. Na obrazku 4.4 jsou rozloZeni hustot ¥tgroych
obéma modely po sedmi a) a osmidasovych krocictit = 0,1. Model prouéni se chova
nefyzikalrg, rychlost vtoku do oblasti se &®€uje, esto Ze je v ni hustota oprotidg@esni
podmince ¥tSi. Hustota vypé&tena metodou korteych diferenci roste, pole hustoty

vypoétené metodou koraych objend se rozpada.

4.1.2 Dvouroznérné ustalené proudni

HledamereSeni rovnic

0p 0p 0P Q4 -

E(Q,t)+\/x&(f?,t)+vya—y(f<’,t) =0, (4.9)

(Xt p(X 1)) v (et p(% 1)) y A(c(X.t) p(X 1)) _o (4.10)
a SR> oy |

v oblastiQ =< 0,450>x < 0,350>, daset = <0, T >
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S pa&atetni podminkou

°R=1%00, (4.11)
C(Q,O)Z{l proJE)DK =< 0,AX >%x < 0,Ay > (4.12)
0 proxQ\K ’

na vstupni stran

p(t)=1t0<0,T > (4.13)

c(t)=0,t0<0,T > (4.14)

V uzlech si¢ zndme rychlosti v x-ovém smdru vx(k’,t): konsta y-ovém
sméruvy(y,t)zkonst. Pri pocateni podmince (4.11) a okrajové podmince (4.13tava

hustotap(X,t) konstantni a hledanteSeni rovnice
oc Q Jc Q oc Q _ Q
— (X +v, —(Xt)+v, —(X1) =0, (X,) DQx<0,T > (4.15)
ot 0x oy

s pa&atetni podminkou (4.12) a okrajovou podminkou (4.14)

Oblast Q =(0;450)x(0;300) byla rozalena na kontrolni objemy o rozmech
Ax =Ay =1. Strany, kde plyn vstupuje do oblasti a kde jiow§ti jsou znazowmy
na obrazku 4.5

Rovnice (4.15) vyjatlje, Ze kontaminant vlivem proéni postupuje rychlosti
\V:(vx,vy), tj. analytickéieSeni rovnice (4.15) s pétecni podminkou (4.12) a okrajovou
podminkou (4.14) je rovno

C(Q,t) :{1 proXOV =< v, t,v t + Ax > x <vtvt+Ay >

0 proR0Q\V

MEERE RN
N ﬂ .

Obr. 4.5 — Oblast testovaci tlohy s 2D ustalenyouginim
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Porovnéni analytickéhoieSeni s vypétem

NumerickéreSeni analytickému neodpovida. Shody numerickégeni s analytickym
nelze dosahnout ani volbodasového kroku jako u jednodimenzionalniho peoud

AxAy

Numericka diflze se projevi i na hranici stability gasovém krokuAt = ———
v, Ay +v, AX

Podle analytického feSeni by ma byt koncentrace rovha  jedné

vV =<yt Vvt+Ax>x<vtvit+Ay>a nulova jinde.

Pri numerickémieSeni se kontaminant z jednoho kontrolniho objemugsmvém
kroku na hranici stability rozéi do objemii ve snéru v a v. VcaseT je rozptylen
v objemech sousedicichKspo diagonalectverai si€, jak je vidt na obrazku 4.6. Tuto
diagonalu budeme nazyvat ,vedlejsi”

Na obrazku 4.7 jefiklad vypatu s¢asovym krokem menSim nez na hranici stability.
Numerick& difize se v tomtatipads projevuje i ve siru druhé diagonaly, kterou budeme

nazyvat ,hlavni“. S klesajicirasovym krokem vliv numerické difize v tomto&mroste.

4.1.2.1 Numericka difuze veétvercové siti

Z vypactenych reSeni rovnice (4.15) s p@teeni podminkou (4.12) a okrajovou
podminkou (4.14) signymi ¢asovymi kroky pi raznych smdrech rychlostiV =(V,,v, ),
(ptiklady na obr. 4.6 a 4.7) usuzujeme, Ze se kontamirfemygoctu konveniho transportu
metodou konénych objend vlivem numerické difize 8iv pravidelné&tvercove siti ve dvou
smerech.

Ve sntru vedlejsi diagonaly kontrolnich objéndochazi k numerické difuzi vzdy, i
pii ¢asovém kroku na hranici stability, ve & hlavni diagondly i ¢asovych krocich
menSich neZ na hranici stability.

Smery rozptylu jsou dany geometrii &jinezavisi na s#énu rychlosti proudni.

4.1.2.1.1 Koeficienty numerické difaze

V 1D se chyba numerické difuze chova jaledeni difuzni rovnice. Rychlostigi
kontaminantu mimo oblast analytickéfieSeni numerickou difazi lze stéjjako rychlost
Sikeni kontaminantu vlivem difaze charakterizovat difiznim koeficientem. Jelikost

zavisi na diskretizanich krocich a velikosti rychlosti proéui.
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(@)

Obr. 4.6— Vliv numerické vectvercoveé siti fi vypoctu s¢asovym krokem
na hranici stability, At = 1,Ax=Ay =1 (a) vw=0,7,vy, = 0,3 (b)vx= 0,5,v =

(@)
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Obr. 4.7 — Vliv numerické difazerpcasovém kroku mensim nez na hranici stability,

Ax=Ay =1. Nahde pi ¢asovem kroku\t = 0,8, doleAt = 0,2,

pod sebou §b stejnych rychlostech (a) = 0,7,w = 0,3 (b)vx= 0,5, = 0,5
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Ve 2D nelze charakterizovat vliv numerické difaze difuznim koeficrantetery by
vyjadioval chybuieSeni konvekniho transportu jako analytické@Seni konvekné-difuzni
rovnice. Sniry rozptylu kontaminantu vlivem numerické difize ve 2D jsou dany ggdme
sitt. Dale se pokusime se sjftat koeficienty, které by charakterizovaly rychlost tohoto
rozptylu vectvercove siti.

Podle pedpokladu, Ze se kontaminant numerickou difazi ¢teercove siti i
ve snérech diagonattveral sit, zavedeme wthto snérech koeficienty numerické difaze.
Ve sntru vedlejsi diagondly budeme nazyvat koeficient numerické diflzeejééth znait
D, a ve smiru hlavni diagonaly ,hlavni* a zg#@ Dy. Fi jejich vypattu budeme uvazovat, Ze
rozloZzeni koncentrace kontaminantu rozptyleného véressh Sfeni numerické difuze Ize

vyjadiit vzorcem pro rozloZeni koncentrade gifaznim transportu.

Vypocéet koeficienti numerické difuze
Vztah ze kterého vyjdeméipréovaniD, aDy, je feSenim difuzni rovnice v 1D
2
% 1) =D (x 1) = 0, (x,) O (-, @) x (O.T) (4.16)
ot ox
s paatetni podminkou

c(x,0) = %5@— X,), (4.17)

kde J(x) je Diracova funkcem je celkova hmota kontaminantu v oblagi> 0 je diftzni
koeficient.

Reseni rovnice (4.16) s p@tesni podminkou (4.17) ma tvar

m [-e%)
c(x,D,t)=———e 4Pt | 4.18
( ) 2oty 7DL (4.18)
[1]. V naSem fipadd m;=1,p = 1,Ay = 1,% = 0, pak
c(x, D, 1) —Le[_“%] (4.19)
T 2Jmt ' '

Vztah (4.19) dava do souvislosti koncentraci kontaminantu transportovaného difuzi ve
vzdalenostix od mistaxy, kde je kotaminant soust¥n v ¢aset = 0, velikostx, ¢ast, po ktery
difuzni transport probihal a velikost koeficientu difuze.

Pri numerickémieSeni rovnice konwaiho transportu (4.15) s gé@teini podminkou

(4.12) je vcaset kontaminant vlivem numerické difuze rozptylen do vzdalenosti mista,
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kam ma byt podle analytickélieSeni zanesen pratrdm. Kontaminant ma v této vzdalenosti
koncentracc. Z velikosti koncentrace ve vzdalenostk ve snéru hlavni a vedlejSi diagonaly
v ¢aset se pokusime pomoci vztahu (4.19) vipat koeficienty numerické difuze ve grach
diagonalD, aDy.

Vztah (4.19) popisuje difazni transporti gpocateini podmince (4.18). Réteni
podminkou rozptylu vlivem numerické difze je¢pteini podminka (4.12) konveéki ulohy
(4.15). Nahrada p@tesni podminky Diracovy funkce v oblasti rozloZené na kontrolni objemy
pocateini podminkou (4.12) Zsobi nepesnost fi uréovani difuznich koeficieiit Podminka
(4.12) je blizSiteSeni difazni rovnice po kratkéase nez pgteini podmince (4.18).
Pri vypoctu v delSichtasech mizeme chybu zisobenou ndhradou @éiteini podminky (4.18)
podminkou (4.12) zanedbat a k v¢poD, aDy, vztah (4.19) pouZit.

Koeficienty numerické difuze vyg@tame z numerickéheseni rovnice (4.15) pomoci
vztahu (4.19) tak, Ze budemesiih vzdalenost ve stmech diagonal od mista, kde ma byt
podle analytickéhoreSeni koncentrace rovna jedné, tedy kde je numericky ctamd
koncentrace v oblasti maximalni, po misto, kde klesne hodnota koncentracgercapi
kontaminantu na desetinu hodnoty maximalni koncentrace. Ve vztahu (4.19) jetkacee
maximalni pro x = 0, plati tedy

= ! , pak

Cmax
2\ Dt

XZ

(-]
c(x,D,t)=c, e “°'.

Pokudc(x,D,t) = 0,1Chax potom

D:X1—°2In10, (4.20)

4t

kde x10 je vzdalenost mista, kde ma kontaminant rozptylehwyem numerické difaze
koncentract = 0,1chax, 0d kontrolniho objemu, kde je podle analytickébgeni koncentrace
v ¢aset rovna jedné.

Z hodnot vypeétenych v oblastiQ diskretizované s krokemx =Ay =1 urime X
jakon.\2, kden je paset kontrolnich objerty, ve kterychc>0,1 Grex, 0d Objemu, kd€ = Crex

takze
2
D, = In1o0,
2t
2
D, =_In10,
2t

kden, an, jsou p@ty kontrolnich objem n ve snéru vedlejsi a hlavni diagonaly.
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Obr. 4.8 ZavislostD, nac¢ase proizné smdry rychlosti proudni

4.1.2

Koeficienty numerické difuz®, aDy jsme spéitali zieSeni rovnice (4.15) s g@tesni
podminkou (4.12) ziskanych modelem transporttiznych casech, vypé&enych s pouzitim

riznych casovych krok a pi raznych smérech rychlosti proughi.

.1.2 Diskuze vysledk

ukadzeme, jalo, aDy, zavisi nadchto parametrech.
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ZavislostD, a Dy na éase

Pfi uréovani vzdalenosti, po které koncentrace rozptyleného kontaminantu klesne
na 0,1 cCcmx, Z patu kontrolnich objem o roznérech Ax =Ay =1 zjistime hodnotux

s presnosti 42/2. Na obrazku 4.8 a 4.9 jsou zavislosti meznich hodnot difaznich koeficient

n,+05 n +05
Dv = M| 10, D M In10.

—e—dt=0, 2 Dh max —e—dt=0,2 Dh max

—=8—dt=0, 2 Dhmin —&— (t=0,2 Dh min

0,7 - 15 -

0,6 |- dt=0,4 Dh max ’ 0t=0,4 Dh max
0,5 \ —_— dt=0,4 Dhmin 1] dt=0,4 Dh min
04 4 %_’1<2:: ——dt=0,6 Dh max ¢ . . . —e— (it=0,6 Dh max
8:2 : A o !‘/‘—I\. —=&— dt=0,6 Dh mmin 05 7?,?7_*?{? — = dt=0,6 Dh min
o1 7& dt=0,8 Dh max Wt dt=0,8 Dh max
0 ua s - - . dt=0,8 Dh min 0 - dt=0,8 Dh min
0 100 200 300 400 —*—d=1Dhmax 0 100 200 300 400 —e—d=1Dhmax

t —&— dt=1 Dhmin t _ m gt=1Dhmax

(@w=09vw=0,1 (bvx=0,8v=0,2

——dt=0,2 Dh max —e—dt 0,2 Dh max

—8—dt=0,2Dhmin —=8— dt=0,2 Dh min

dt=0,4 Dh max dt=0,4 Dh max

dt=0,4 Dh min dt=0,4 Dh min

—&— dt=0,6 Dh max —— dt=0,6 Dh max

—&—dt=0,6 Dhmin —=&—(t=0,6 Dhmin

dt=0,8 Dh max dt=0,8 Dh max
dt=0,8 Dhmin dt=0,8 Dh min
0 100 200 300 400 —¢— dt=1 Dh max —e—dt=1 Dh max
t —=8—dt=1Dhmin t —&—dt=1Dhmin
() w=0,7vw=0,3 (dw=0,6v=0,4

——dt=0,2 Dh max
—8—dt=0,2 Dhmin

dt=0,4 Dh max

1,5 dt=0,4 Dh min

1 L—‘::I’ ——dt=0,6 Dh max

—=&—(t=0,6 Dhmin

0,5 :S_’;z:' dt=0,8 Dh max

0 . - »- s dt=0,8 Dhmin
0 100 200 300 400 —¢—d=1Dhmax

—=&—dt=1 Dh min

(e)w=0,5v%=0,5
Obr. 4.9 — Zavislost vedlejsiho difuzniho koeficientitasovém kroku i riznych smérech

rychlosti proudni v ¢aset = 384.
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VedlejSi difuzni koeficienD, nezavisi na velikostiasového kroku (obr. 4.10). Roste

Y
se vziistajicim Ghlemo = arctg—-, jak je vidst s obrazku 4.8, kde jsou zavisloBtj naase
Y

X
vyneseny fi riznych hodnotachly av,. Hlavni difazni koeficienDy, s klesajiciméasovym

krokem i s uhlem rychlosti roste (obr. 4.9)

a
1,6
1,4 | : : : : : ——6°
1,2 1 .14
1 o
DVO,8 i L —_—— o - 23
0,6 - 34°
— . . .
014 N _'_450
0,2 -
0 T T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
At

Obr. 4.10 — Zavislost vedlejsiho difuzniho koeficientiasovém kroku f ruiznych snérech

rychlosti proudni v ¢aset = 384.

Zavislost hlavniho difuzniho koeficientu natasovém kroku

Pfi zmenSovanic¢asového kroku roste vliv numerické difuze ve éam hlavni
diagonaly, tedy hlavni difazni koeficient roste s klesajic@sovym krokem.

Pro jednorozrirném proudni zndme fiblizny vztah mezi koeficientem numerické
difuze a velikosticasového kroku ip danych velikostech rychlosti proémi v, a velikosti

hrany kontrolniho objemfx (2.16). Bi pomeéru vk / Ax = 1 se tento vztah zjednodusi na

ni

D, = %VXAX(l—At) (4.21)

Chceme zjistit, jestli pro zavislodd, na ¢asovém kroku plati obdobny linearni vztah,
ve kterém lze odiit zavislost na rychlosti, velikostech hran kontrolniho objemu od velikosti
¢asového kroku, jako v (4.21). Protth pypoctu transportu volime velikosti rychlosti avy a
diskretiz&ni parametryAx , Ay tak, aby byl¢asovy krok na hranici stability, kd9n,m = O,
roven jedné jako je tomu v rovnici (4.21). Zavisldsti na At za této podminky proizné

smery rychlosti jsou na obr. 4.11
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Z popig zavislostiDy na ¢asovém kroku pomoci regresnictinpek usuzujeme, Ze

zavislostDy, na rychlosti atasovém kroku lzeip pomgrech rychlosti a hran sitzvolenych

tak, aby byl ¢asovy krok na hranici stability rovny jedné, vyjiidobdobré jako gi

jednodimenzionalnim Gloze v oddném tvaru

D, = f (V,Ax,Ay)(1-At),

(4.22)

kdef je funkce rychlosti proushi a diskretizénich kroki sit metody konénych objend.

0,6 - A 0,8
—e— Dl
05 0,7 —e—Dh
04 —— regresni piimka 0,6 regresni primka
’ Dh =-05213At+0,582 | | 05 Dh=-0,9056A+0,9885
0,3 0,4
0,2 - 0,3
01 - 0,2
0,1
0 T A 1 0 ; > .
0 05 At 15 05 At 1 15
(@w=09vw=0,1 (bvx=0,8v =0,2
1 1.2 -
—+—Dh —e—Dh
08 - 1+
' —— regresni piimka —— regresni pfimka
06 . Dh=-1,143At+1,1694 0,8 Dh=-1,299At+1,3118
0,6
04
04 -
0,2 - 02 |
O T 1 0 T g 1
0 05 At 1 15 0 05 M 1 15

() w=0,7vw=0,3

1,2 -

—e—Dh

0,8 -
0,6
0,4 -
0,2 -

0 ‘ »

regresni pfimka
Dh=-1,299At+1,3118

0 0,5 At

(e)w=0,5v%=0,5

(dw=0,6v=0,4

Obr. 4.11 — ZavislodD, nacasovém kroku id raiznych snérech rychlosti proughi
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Zavislost hlavniho a vedlejsiho difuzniho koeficientu na sénu rychlosti proud éni

VedlejSi difuzni koeficientD, nezavisi natasovém kroku, jen na smu rychlosti
prouckni. Dy, zavisi nacasovem kroku i siru rychlosti. Tuto zavislost Ize ale vyjéd
ve tvaru (4.22), ve kterém je zavislost tasovém kroku a sénu rychlosti oddlena.
Na snéru rychlosti pak zavisi sémice gimky zavislostiDy, na ¢asovém kroku, kterou
oznaime k. Velikost vedlejSiho difazniho koeficienD, a snérnice k piimky Dy = f(At)
v zavislosti na skru rychlosti proudni je na obr 4.12.

Zavislosti sndrnicek aD, na sndru rychlosti maji podobny pbéh. Aby bylo jaskjsi
v jakém jsouk a D, vztahu, jestli Ize jejich zavislosti na &ra rychlosti prouéni povazovat
za shodné, vynesli jsme do grafu zavisl&ktina casovém kroku f daném Ghluo piimky
D, - Dy At , tedy ve vztahuDy = f(At) jsme nahradili sirnici k vypoitenou regresi
koeficientemD, (obr. 4.14). B nejmensim Uhlu rychlosti m&imka se srérnici D, vyrazre
mensi sklon neby, = f(At), rozdil sklonu se s rostoucim Ghlem zmensuje a pro Uhel 45° je
sklonD, - D, At vétSi nezDy, = f(At). Pongr k a snérnice @gimky D, - D, At klesa s rostoucim
Uhlem (obr. 4.13), takZe zavislodd, a snérnice gimky Dy = f(At) (obr.4.12) na dhlu
rychlosti nejsou shodné.

15 -
14 —e—KDif khl
—e—Dif kvd
0,5
0

Obr. 4.12 — Zavislodd, a sngrnicek ptimky Dy, = f(At) na Uhlu rychlosti

1,15 -
1,1 - Y
—e—Jpomer
1,05 - smeérnice
1 funkce
Dh=f(At) a
0,95 -
0,9 T T 1
0 20 40 60
a

Obr. 4.13 — Powr k/Dv v zavislosti na skru rychlosti proudni
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Obr. 4.14- ZavislostiDy nacasovém kroku i raznych Uhlech rychlosti s vynesenou
ptimkouD, -Dy At pro porovnani zavislosti sfimicek funkceDy, = f(At) aD,
na sn&ru rychlosti proudni

4.2 Proudgni v oblasti s p‘ekadzkou
Transport byl poitan vectvercové oblastQ = (024)x (024) s prekazkou znazokmé

na obr. 4.15. Plyn v oblasti proudi koleiekazky, takzev, (x,t )} konst. av, (x,t) # konst.
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Obr. 4.15 — Oblast testovaci UlohyiglgaZzkou

Resime pak rovnice 2D transportu (4.9) a (4.10) lasibQ acaset =<0, T >, v daset
= 0 jsou pedepsany pa@teni podminky (4.11), (4.12) a na vstupni strakrajove
podminky (4.13) a (4.14).

Z vypcaitu modelu proughi zname v uzlech sitdiferertni metody hustotu plynu.
K porovnani poli hustot vygtenych modelem progdi a transportu jsme &h k dispozici
pouze vysledky prvniho navrhu modelu prénidz ranikového projektu [2]. Rychlostni pole
vypoétené timto modelem se pcakolika prvnich krocich rozpada a dochazi k velkym
oscilacim hustoty. Proto nebylo moZné porovnanvgst
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ZAVER

V rdmci bakal&ské prace byl navrZzen a implementovan model kotniék transportu
kontaminantu ve vzduchu ve 2D oblasti pomoci expliecnetody konénych objen.

Model transportu navazuje na model prmidplynu feSeny metodou koteych
diferenci. Ten poskytuje modelu transportu rychibgpole k vypétu hustoty plynu a
koncentrace kontaminantu. Uzly modelu prénidvori krajni body stn kontrolnich objeri.
Rychlost proudiciho plynuips sénu objemu je vyp&tena jako aritmeticky fmér rychlosti
v uzlech modelu prouahi tvaticich hranici této sny.

Pole rychlosti a hustoty plynu sei proudni vzajems ovliviwuji, proto je mozné
pouziti rychlosti pedem vypétenych modelem prowdi pro vypdet transportu, pokud jsou
rozloZeni hustoty vypitena ok¥ma modely stejna.

Porovnani bylo provedeno jen pro 1D ulohu. BylosS&jio, Zze vykyvy hodnot
rychlosti zesiluji oscilace hustoty vyggené metodou koraeych objeni mnohem vic nez
hustoty vypdétené metodou koraych diferenci. PouZzit proudové pole vymmé pedem
metodou konénych diferenci pro vypget transportu metodou kafreych objent zpisobem,
jakym bylo pouZzito v této praci, proto neni mozné.

V dalSich testovacich Uulohach bylo numerickéSeni transportu porovnano
s analytickym a byla analyzovana chyba numerickKazdi ve ¢tvercové siti. Na zaklad
predpokladu, Ze se vé&vercové siti kontaminant vlivem chyby numerickélde Sfi ve
smérech diagonalctveral a rozloZzeni koncentraci #dhto smérech odpovida rozlozeni
koncentrace ip difdznim 1D transportu byly sgaany koeficienty charakterizujici rychlost
rozptylu kontaminantu Zsobeného touto chybou. Diagonalu, podle které jHoken
kontaminant f vypoctu na hranici stability, jsme oz&if jako vedlejSi a koeficient
vyjadiujici vliv numerické difuze v jejim sénu ,vedlejSi difuzni koeficient*. Druhou
diagonalu nazyvame hlavni sglusny koeficient ,hlavni difazni koeficient”. Winumerické
difuze vyjadeny velikosti &chto koeficieni byl pak posuzovan v zavislosti ri@asovém
kroku a smdru rychlosti proudni.

Z testovacich vyptit vyplyva, Ze k numerické diftzi v hlavnim 8m pri ¢asovém
kroku na hranici stability nedochazi. S klesaji¢amsovym krokem pak vliv numerickeé difuze
v tomto sndru roste. Ve vedlejSim sfru dochazi k numerické difazi vzdy, iipvypoctu
sc¢asovym krokem na hranici stability.

Velikosti rychlosti proudni byly v jednotlivych testovacich vypech voleny tak,

aby byl¢asovy krok na hranici stability rovny jedné, i kdyZbyla celkovéa velikost rychlosti
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ve vypatech Uplg shodna. Clii jsme tak zjistit, zda je mozné za této podmimejikost
difznich koeficieni vyjadit obdobré jako @i 1D transportu satinem funkcecasového
kroku a funkce zavisejici na rychlosti preaod

Z vypata vyplynulo, Ze velikost vedlejSiho difuzniho koédictu na velikosti
c¢asového kroku nezavisi. Velikost hlavniho difuznikoeficientu pak byla vynesena
v zavislosti natasovém kroku f ruznych smdrech rychlosti prouhi. Z vyjadeni €chto
zavislosti pomoci regresnicttimek jsme usoudili, Ze je mozné obddhako u difdzniho
koeficientu @i 1D transportu zavislost hlavniho difdzniho koefitu psat ve tvaru séunu
funkce casového kroku a funkce zavisejici na rychlosti géoit Hodnotu funkce zavisejici
na rychlosti vypétenou regresi, jsme pak vynesli spolu s vedlejSiisedim koeficientem
v zavislosti na Uhlu rychlosti vzhledem k ose xy&itmm porovnali, jak oba koeficienty zavisi
na snéru proudni. Tyto zavislosti maji podobny {h. Kdyz ale nahradime ve vztahu
zavislosti hlavniho difazni koeficientu @asovém kroku hodnotu, ktera je funkci rychlosti
prouckni, vedlejSim difuznim koeficientem a vynesemedakiskané hodnoty v zavislosti na
¢asovém kroku b riznych snérech proudni, je z porovnani se zavislosti hlavniho difazniho
koeficientu nac¢asovém kroku iejmé, Ze zavislost obou difaznich koeficierma sndru

rychlosti neni Gpla shodna.
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