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Anotace:

V této bakalatské praci je uveden vycet nékolika kinematicky vznikajicich kiivek. Kazda
uvedend kiivka je vytvorena pomoci dynamického geometrického programu GeoGebra
nebo GEONEXT. Vsechny konstrukce jsou uloZeny na ptilozeném CD.

Prace zahrnuje kratké seznameni s historii geometrie a se zakladnimi pojmy tykajicimi
se kinematické geometrie. Nasleduje kapitola vénovana nékterym pohybum, pfi nichz
kinematické kiivky vznikaji. U kazdého pohybu je uveden popis jeho vzniku a ilustrativni
obrazek. Dilezitou soucasti kazdé podkapitoly, vénované jednotlivému typu pohybu, je
popis konstrukce kinematicky vznikajici kiivky v uzitém geometrickém programu. V praci

se také letmo seznamujeme s prostfedimi uvedenych geometrickych programi.
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Annotation:

In this bachelor thesis there is presented a list of several kinematically generated
curves. Every mentioned curve is created by the usage of dynamic geometry software

either GeoGebra or GEONEXT. All the constructions are stored on the supplied CD.

The bachelor thesis includes a brief introduction of the history of geometry and a brief
introduction of the basic concepts related to the kinematic geometry. Follows chapter
devoted to several kinematic motions from which some kinematically generated curves
arise. For each motion there is presented a description of its origin and an illustrative
picture. An important part of each sub-chapter, dedicated to a particular type of motion, is
a description of the construction of the kinematically generated curve in a used geometric
program. The bachelor thesis also briefly acquainted with the environment of the specified

geometric programs.
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Seznam zkratek

NRS - Neproménnd rovinnd soustava
EHP- Elipsa ¢i hyperbola nebo parabola
.ggb - Soubor vytvoreny v programu GeoGebra

.gxt - Soubor vytvofeny v programu GEONExT

Seznam uzitych symbolu

je totozné

neni totozné

m i

lezi na (nalezi)
= rovnost

<,>  nerovnost

N prinik
[ rovnobéznost
X uhel

|AB|  velikost Gsec¢ky AB
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7

Uvod

Kinematicka geometrie je pravdépodobné pro mnoho lidi cizi pojem. V dneSni dobé€ se
s timto odvétvim geometrie setkdme predevsim uZz jen pii studiu na vysoké skole a to jen
u nékterych obori a vétSinou pouze v ramci nepovinnych predmétii. Nevylucovala bych, ze
existuji n¢jaké krouzky, kurzy nebo seminare pro zvidavé studenty ¢i pro zaky, kteti maji
o geometrii vétsi zajem nez jejich spoluzédci. VysSe uvedena geometrie stoji urcité za
pozornost a za zatazeni do takovychto krouzka. Mize ¢lovéku pomoci pii zlepSovani jeho
predstavivosti a pfi tvorbé riiznych kiivek, které se pak vyuzivaji naptiklad ve strojirenstvi,

architektufe a urc¢ité i v dalsich oborech.

S kinematicky vznikajicimi kfivkami se mizeme setkat i pti hie. Pro vysvétleni, jak
vlastn€ kinematicky vznikajici kiivky vypadaji, je idealni hra zvana INSPIRO. S touto
hrou si hraji uz malé déti a vytvareji krasné obrazce pomoci ozubenych kolecek riznych
rozméru a druhd. Touto hrou se dobfe trénuje zrucnost, protoze spravné vytvoreni kiivky
je velice obtizné, jelikoz ozubend kolecka obcas poskoci jinam, nez maji. Détem vznikaji

krasné obrazce, o kterych ani netusi, ze jsou to kiivky, které maji své specidlni nazvy.

Cilem této prace je vytvofit prehled nékolika kinematicky vznikajicich kiivek
a vykreslit jejich vznik pomoci animaci, které¢ budou ptistupné na prilozeném CD. V textu
prace se objevi pouze vysledné obrazky zkonstruovanych kiivek doplnéné o popis jejich
vzniku. Konstrukce kiivek budou vytvafeny v programech GEONEXT a GeoGebra. Vse

bude tvofeno pouze v roving.
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1. Stripky z historie geometrie

Prvni poc€atky geometrie jako takové jsou zaznamenany uz v 15. stoleti pt. n. 1., kdy
vznikl méstsky plan Nippuru, starého sumerského mésta v Mezopotamii. Plan je na svoji
dobu neobycejné pecliveé zakreslen na hlinéné tabulce. I kdyz i z 23. stoleti pt. n. 1. byly
zaznamenany zaklady zemémeéficstvi a snad i rysovani padoryst. Doklady o znalosti
rysovani v Egypté pochézeji z obdobi vlady Ramsese III. (kolem roku 1200 pf. n. I).
[1s.13]

Odtud pochazi i nazev geometrie: gé — zem¢& a metref — méfiti.

Nejvyznamngjsi vliv na rozvoj matematiky mélo bezesporu starovéké Recko. Doklady
se zachovaly jen z doby mladsi nez 4. stoleti pf. n. 1., ale vyplyva z nich, Ze matematika se
stava védou. Vysledky praci feckych matematikii ovlivnily vyvoj matematiky po dobu
mnoha staleti. Euklides z Alexandrie (asi 365 — 300 pf. n. 1) svym dilem Stoicheia
(Zéklady) shrnul a uspotadal doposud znamé geometrické poznatky. Zpracovani bylo tak
vynikajici, ze se jesté pred nckolika lety stalo podkladem nebo vzorem pro zpracovani

Skolnich ucebnic geometrie. [2 s. 10]

Ona prvni historicky doloZena definice kiivky se skryva v Eukleidové druhé definici -
Cdra pak délka bez $irky. 1 kdyz nejde pochopitelnd o exaktné piesnou definici (nebot’ neni
feceno, co je to délka a co je to Sitka), je zde intuitivné velmi dobfe vystizena vlastnost,
kterou se kiivka odliSuje od rovinnych ttvard. Pfimo z druhé definice nelze sice ptimo fici,
jaky typ c¢ary ma Eukleides na mysli, ale je zfejmé, Ze nemini ptimku nybrz kiivku, protoze
pfimka je definovana nasledné v definici Ctvrté - Primd jest cara, kterd svymi body tahne
se rovne. Pojeti kiivky upfestiuje také definice tfeti - Hranicemi cary jsou body, z niz
plyne, Ze je na ni pohliZzeno jako na objekt kone¢ny, ohrani¢eny dvéma body. Eukleides
v podstaté definuje usecku nikoliv ptimku, ale s tim, Ze tuto tseCku mizeme dle potteby

libovolné prodlouzit. Vyhyba se tim pojmu nekonecno.
V uvodnich postulatech tika:
1. Budiz ukolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku.
2. A primku omezenou nepretrzité rovné prodlouZiti.
Kruznice je pon¢kud skryté zavedena v definici kruhu:

15. Kruh jest utvar rovinny, objimany jedinou carou (jez se nazyva obvodem), k niz od

jednoho bodu uvniti utvaru vedené primky vsecky sobé rovny jsou.

13



16. Stredem pak kruhu zove se ten bod.

V jiném ceském prekladu, ktery vSak zustal jen v rukopise (pieklad prvni knihy
Eukleidovych Zakladi od Josefa Smolika), je tato definice uvedena v trochu jiném znéni,

kde se pfimo termin kruZznice vyskytuje:

15. Kruh jest obrazec plochy, omezeny jedinou carou, rFecenou kruznice;, od této

veSkeré primky vedené k témuz bodu uvniti kruhu leZicimu jsou si rovny.
16. Bod ten zove se stied kruhu.

Prvni studovand kiivka po kruznici a po piimce byla transcendentni Hippiova
kvadratrix. V 5. stoleti pt. n. . popsal Hippias z Elidu kfivku, kterou lze uzit k trisekci
Deinostratos aplikoval k feSeni kvadratury kruhu a odtud dostala sviij nynéjsi nazev.

Hippias ptevedl problém déleni uhlu na problém déleni Gisecky. V dnesni terminologii

muzeme jeho definici kvadratrix vyjadrit nasledovné:

Uvazujme ¢tverec ABCD (viz obrazek 1) a dva pohyby takové, Ze:

D C (1) usecka AB se otaci kolem bodu A (proti sméru

hodinovych rucicek),

H (2) tisecka BC se posouva ve sméru vektoru ﬁ,

. (3) oba pohyby jsou rovhomérné a ve stejny okamzik
zacnou i skonéi,

pak prusecik X pohybujicich se tise¢ek AB a BC opiSe
kiivku z bodu B do bodu H. [3 s. 40- 41]

R

Obrazek 1: Hippiova kvadratrix —
Trisekce uhlu

Dalsi kiivky, které se objevuji po Hippiové kvadratrix, jsou kuzelosecky. Okolnosti
kolem jejich ptivodu nejsou uplné jasné. KuzeloseCkami se nebudeme zabyvat podrobnéji.
Nejvyznamnéjsi spis o kuzeloseckach je dilo fecké matematiky — ,,O kuzeloseckach™
pochazejici od Apollénia. Sestdva se z 8 knih, z nichZ prvni ¢tyfi se dochovali v fecting,
dalsi tfi v arabském piekladu a posledni byla ztracena. Podkladem pro jeho préci se stali

Euklidovy Zaklady.

Z Eutokiovych komentaitt k Archimédovu dilu ,,O kouli a valci® uzil ve 2. stoleti

pt. n. 1. Diokles k nalezeni dvou stfednich geometrickych umérnych kiivku, ktera dostala
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nazev kisoida. Nikomedes pak popsal ktivku, kterou pivodné nazval kochloida. Teprve

pozdé¢ji dostala zfejmé nazev konchoida — Proklos (5. stol.).

Dal$im vyznamnym matematikem, ktery se téZ mimo jiné vénoval zkoumani kiivek,
byl Archimédes ze Syrakus. Napsal dilo ,,O spirdlach®. V tomto dile byla Archimédem
poprvé studovana (asi kolem roku 225 pt. n. 1.) kiivka nazyvana Archimédova spirala.

[3s.49-56 ]

V dnesni dobé se objevuji i podklady pro vznik prostorovych kinematicky vznikajicich

kiivek, ale t€émi se tato prace nezabyva, a proto tato ¢ast bude vynechdna.
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4 /7 L
2. ZaKkladni pojmy
Zde predstavime zdkladni pojmy kinematické geometrie v roviné, které budeme

pouzivat pti vykladu dalSich kapitol této prace.

2.1. Krivka

2.1.1. Zavedeni pojmu krivka
K¥ivku pokladdme za nekonec¢nou mnoZzinu bodi, jejichz poloha zavisi na jediném

parametru.

2.1.2. Klasifikace krivek

Kftivky klasifikujeme z rGznych hledisek. Jednim moznym rozd€lenim je na rovinné
a prostorové krivky (zabyvat se budeme pouze rovinnymi kiivkami). Krivka je rovinnd,
Jjestlize vSechny jeji body lezi v jediné roviné (v opacném piipad¢ se jednd o prostorovou

kiivku). [4 s. 7]

DalSim moznym hlediskem dé€leni je, zda je kiivka oteviena ¢i uzaviena. Jestlize ma
ktivka koncové body, tzn. pocatecni bod je rizny od koncového, pak ji nazveme otevienou
kiivkou — obrazek 2a). Jestlize pocatecni a koncovy bod jsou totozné, pak kiivku nazveme

uzavienou — obrazek 2b).

a) b)
Obrazek 2: Otevirena a uzaviena kiivka

2.1.3. Klasifikace bodi krivky

Bod, ve kterém ma kiivka jedinou te¢nu urcenou jedinym nenulovym vektorem,
nazyvame regularni bod (v tomto bod¢ existuje prvni derivace kifivky a je vzdy nenulo-

va); v opa¢ném piipad¢ nazveme bod singularni.
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Riizné typy singuldrnich bodl jsou zakresleny na obrazku 3. Bod zobrazeny na obr.
3a) se nazyva uzlovy bod (jsou v ném sestrojeny dvé tecny k jedné kiivce), body na obr.
3b) a 3c) jsou body vratu 1. a 2. druhu (nejsou v nich te€ny sestrojeny jednoznacné, resp.

te¢ny vektor je v nich nulovy). Vyznaceny bod na obr. 3d) je inflexni bod.

pL7

Obrazek 3: Typy singularnich bodua

a)

2.2. Neproménna rovinna soustava

Kinematickd geometrie v roviné se zabyva konstrukcemi a vlastnostmi kiivek vznika-
jicich pfi pohybu tzv. neproménné rovinné soustavy. Pfitom neproménnou rovinnou
soustavou (dale jen NRS) rozumime rovinné pole, které je jako neproménny celek podro-

beno pohybu.

Rovinné pole znac¢i souhrn vSech bodll v roviné. A jelikoz lze kazdy rovinny utvar
definovat jako mnozinu bodl v rovin€, miizeme pod pojem rovinné pole zahrnout v§echny

utvary dané roviny. Jesté upiesnime, co je to neproménny celek.

Na obrazku 4. vidime dvé riizné polohy £, a X,
pohybujiciho se rovinného pole ¥ po pevné roviné
m. Bodim A4,, By, C;, ... prvni polohy X; pole X
jsou pfitazeny body A,, B;, C;, ... druhé polohy X,
7, pole X. Aby bylo pole X pii pohybu neproménné,

musi se vzdalenost jakykoliv dvou bodl v £, rovnat

vzdalenosti odpovidajicich bodu v X, (Cili |41B1| =
Obrizelcd: Pohyb K |A;B,|, atd.). Z toho vyplyva, Zze dva odpovidajici si
trojuhelniky A;B;,C; a A,B,C, ve dvou polohach X; a X, rovinného pole X jsou shodné

a maji stejnou orientaci (orientace je v obrazku vyznacena Sipkou). [4 s. 242]
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2.2.1. Trajektorie pohybu

Kinematicka geometrie v rovin€ se zabyva konstrukcemi a geometrickymi vlastnostmi
rovinnych utvart (bodu, piimek, kiivek, atd.) vznikajicich pti pohybu NRS. Tzn. vénuje se
mimo jiné kiivkam, které pii pohybu vytvoii body NRS Z. Pohybuje-li se NRS X po pevné
roving m, pak jeji body opisuji v roviné m kiivky, které nazyvame trajektoriemi pohybu.
Ne vSak vSechny body NRS musi nutné opisovat kiivku — napf. pii rotaci je stfed rotace

neménny, a tak opisuje bod; pfi translaci opisuje bod piimku. [5 s. 4]

2.2.2. Urceni pohybu NRS

Je-li v pevné rovin€ x dana libovolna poloha £; pohybujici se soustavy Z, pak jeji dalsi
poloha Z, je jednozna¢né urcena, zndme-li premisténou polohu A,B, libovolné usecky
A,B; polohy X;. Vzhledem ke skutec¢nosti, Zze uvedené tvrzeni plati pro kazdou polohu

pohybujici se soustavy X, ziskdvame vétu zakladniho vyznamu. [4 s. 242]

Pohyb neproménné soustavy X je urcen, zname-li trajektorie T4 a Tg dvou bodii A, B

nenulove usecky AB.

Zdivodnéni je jednoduché. Z trajektorii se mizeme dozvédét polohy bodi A a B

v kazdém case a dle vySe popsané véty je kazda poloha jednoznacné uréena.

2.2.3. Elementarni pohyby
Posouvani smérem s je urCeno piimkovymi trajektoriemi 74, Tg, kde s |l 74 Il 75
a zakladni polohou Ay € T4, By € T3 bodl 4, B soustavy X. Vektorem s je urceno

posunuti soustavy X.

Otaceni kolem bodu S je uréeno dvéma soustfednymi kruznicemi 7, (S, 7 = ISA,),
75 (S, 7 = ISByl), tj. trajektoriemi bodl A, B soustavy X. Orientovanym uhlem otodeni o je

pak urceno oto€eni soustavy X.

Oznaéme X4, X, dvé rizné polohy soustavy X. Poloha X, mohla vzniknout z polohy X,

jakymkoliv, tfeba 1 velmi slozitym pohybem, pfesto vSak plati nasledujici véta. [6s. 115]
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Jsou-li ¥y a X, dve ruzné polohy pohybujici se neproménné rovinné soustavy X,

existuje vzdy otaceni ¢i posunuti, které premistuje polohu X, v polohu X,.

2.2.4. Okamzity stred otacCeni

Jsou-li 2; a X, dvé polohy NRS X, pak osy usecek A;4,, B;B,, C;C,, ... prochazeji
pevnym bodem S (mize byt nevlastni).

V kazdém okamziku pohybu prochéazeji normaly, sestrojené k trajektoriim, pevnym

bodem (muze byt i nevlastni). Tento pevny bod se nazyva okamzity stied otaceni. [5 s. 5]

Definice:

Bod S se nazyva okamZity sti‘ed otdaceni nebo také okamZity pol (prislusny poloze %;,

i = 1,2, .., pohybujici se neproménné rovinné soustavy).

Poznamka: V dalS$im textu vylou¢ime z naSich uvah dva elementarni pohyby — rotaci
arovnob&zné posunuti, u nichz vSechny okamzité stiedy otaceni splynou v jediném

bod¢ vlastnim (u rotace) nebo nevlastnim (u rovnobézného posunuti).

2.2.5. Pevna a hybna polodie

Nyni zavedeme pojmy pevné a hybné polodie.

Definice:

Mnozina vsech okamzZitych stFedit otacenti pohybujici se nepromenné rovinné soustavy

X se nazyvad pevnd polodie p.

Definice:

Mnozina vSech bodii soustavy L, které se pri jejim pohybu stanou okamzitymi stiedy

otaceni, se nazyva hybna polodie h.

Poznamka: Ve vsech obrazcich vlozenych v dalSich kapitolach prace znaci Cervena barva

hybnou polodii a modra barva polodii pevnou.
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2.2.6. Odvalovani hybné polodie po pevné polodii

V dané roviné 7 méjme danu pevnou polodii p a dale v ni m&yme dédnu hybnou polodii
h pohybujici se NRS X. Pohyb soustavy X je definovan tzv. odvalovanim hybné polodie h
po pevné polodii p. Pficemz odvalovéni polodie h po polodii p je takovy pohyb, pfi némz
se polodie h stale dotykd polodie p a ptfi némz nedochazi k prokluzovani, resp. smykani

polodie h po polodii p.

V kazdé poloze ¥;,i = 1,2, ..., pohybujici se neproméenné rovinné soustavy X se
prislusnda poloha h; hybné polodie h dotyka pevné polodie p v okamzitém stredu

otaceni S,.

Necht' X1 a X, jsou dvé ruzné polohy pohybujici se neproménné rovinné soustavy X
anecht hy a h, jsou prislusné polohy hybné polodie h, které se dotykaji pevné
polodie p v okamzitych stredech otaceni S, a S,. Je-li Ay € hy bod, ktery se po
premisteni polohy X1 do polohy ¥, stane okamzZitym stredem otdceni S,, pak délka
oblouku S,S, (mérena na pevné polodii p) se rovna délce oblouku S1A; (mérené na

poloze hy hybné polodie h).

Vyznam polodii pro pohyb je uveden ve 2. zékladni vété kinematické geometrie.

Kazdy pohyb (riizny od rotace a translace) neproménné rovinné soustavy ¥ Ize prevést

na odvalovani hybné polodie h po pevné polodii p.

Obracené, odvalovanim libovolné krivky h po libovolné krivce p (riizné od neviastni

primky) je dan pohyb (ruzny od rotace a translace) neproménné rovinné soustavy X

pevné spjaty s kirivkou h.

Poznamka: Lezi-li bod A na hybné polodii h, pak po odvaleni po pevné polodii p do jisté
polohy h; hybné polodie hbude bod A; okamzitym stfedem otaceni, tj. spoleCnym
dotykovym bodem polohy h; hybné polodie h a pevné polodie p. V tomto piipadé¢ ma
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trajektorie 74, v bodé A; bod vratu. Tecna trajektorie 7, v bod¢ A; je spolecnou

normalou polohy h; hybné polodie h a pevné polodie p v bodé€ A4;.

2.2.7. Vratné pohyby

Ve vSech dosavadnich ivahach jsme pro jednoduchost pfedpokladali, ze NRS X (nyni
ji ozna¢ime X;) se pohybuje po pevné roviné m (nyni X,). Rovina Z, se ov§em muze také
pohybovat. Podstatny je jen relativni pohyb soustavy X; vuci roviné X,. Z tohoto pohledu
na vzajemny pohyb X; vici X, je patrno, jestlize jsme az dosud piedpokladali, Ze soustava
X, se pohybuje po pevné roviné¢ X, (hledisko pozorovatele v roviné X,), pak obdobné
muzeme predpokladat, Ze rovinna soustava X; je pevna a soustava X, se po ni pohybuje
(hledisko pozorovatele X;). Oba takto vzniklé pohyby nazyvame (navzdjem) vratnymi
pohyby.

U vratného pohybu plati mezi hybnou a pevnou polodii vztah, ktery je nékdy

povazovan za zaklad definice vratného pohybu. [4 s. 250]

Pevna (hybna) polodie daného pohybu je hybnou (pevnou) polodii vratného pohybu.

Definice:

Pohyb, ktery vznikne z daného pohybu zamenou roli obou polodii, se nazyva vratny

pohyb k danému pohybu.
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3. Popis prace v geometrickych
programech

Konstrukce uvedené v této praci a ulozené na ptilozeném CD jsou vytvafeny pievazné
v programu GeoGebra 3.2.47.0. Tento program umoziuje vice moznosti pii vytvareni
konstrukei nez druhy pouzity program GEONEXT 1.74. Obrazky kiivek zatfazené do textu
této prace jsou vytvoreny v GeoGebie. Diky mozZnosti pohybovat s pojmenovanim objektt

jsou obrazky piehlednéj$i. GEONEXT tuto operaci neumoziiuje.

Diky moznostem geometrickych programti ndm vznikaji ptesné konstrukce, u kterych
odpada pracné rucni rysovani. Bohuzel se tak déje na tkor zvySovani zru¢nosti a peclivosti
proti ¢asové uspore. Prostiedky geometrickych programi ndm dokonce mnohdy umoziuji

tvofit konstrukce jednodussim zplisobem nez pomoci pravitka a kruzitka.

u [o]

3.1. Popis programu
GeoGebra je volné stazitelny dynamicky matematicky program spojujici geometrii,
algebru a matematickou analyzu. Byl vytvofen Markusem Hohenwarterem a mezinérod-

nim tymem programatort pro ucely vyucovani matematiky a uceni se matematice.

GeoGebra nabizi tfi rizné pohledy na matematické objekty: grafické, algebraicko-
numerické a tabulkové zobrazeni. Ty ndm umoZni zobrazovat matematické objekty ve
ttech riiznych vyobrazenich: graficky (napf. body, funkce, grafy), algebraicky (napf.
soufadnice bodii, rovnice) a builkami tabulky. Tim jsou vSechny reprezentace téhoz
objektu propojeny dynamicky a automaticky se pfizptisobi zmény provedené v nékteré

z reprezentaci, bez ohledu na to, jak byly piivodné€ vytvoteny. [7 s. 6]

GEONEXT, vytvofeny na Univerzité v Bayreuthu v Némecku, se fadi mezi programy
dynamické geometrie. Program Geonext byl vytvofen v programovacim jazyku Java, coz
do zna¢né miry predurcuje jeho snadnou pouzitelnost na riznych operacnich systémech.
Program je mozné spustit i bez instalace piimo z internetovych stranek jako applet.
Geonext se vyznamné odliSuje od ostatnich programl dynamické geometrie, nebot’ je
voln¢ Sifitelny vramci GNU General Public License. Instalace programu probiha
jednoduse a bez problémi, jiz v prvnim kroku muize uzivatel zvolit vhodnou jazykovou
verzi véetné CeStiny. RozSifitelnost a lokalizace jsou stéZejni vyhody programu Geonext.

[8s. 23]

22



3.2. Prostredi programu

V této kapitole se postupné seznamime s prostiedim geometrickych programt
GeoGebra a GEONEXT. Nejedna se o pfesny navod, jak v programech pracovat, ale spise
o nastin, jak se v nich sndzeji orientovat. Orientace v programech je velmi dualezita pro

vytvafeni kiivek podle popisi konstrukci uvedenych v této praci. Jsou zminény

1 vypozorované situace, které se v ndvodech danych programi nevyskytuji.

3.2.1. GeoGebra

Nyni si predstavime pomoci obrazku 5: Prosttedi GeoGebry, tj. umisténi (popiipadé

otevieni) nabidek, panelll néstroju ¢i tlacitek v okné programu. Zminéného pojmenovani je

pouzivano u popist konstrukci v této praci.

GeoGebra

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nstroje Okno Napovéda NABIDKA

I ] l S :] - PANEL NASTROJU
Al = Y H ol - Elipsa
® /v ®V7 Aiq . 4.3 7 Zvolit dvé ohniiska a bod elipsy »
(53 Volné objekty * El
@ A=(2,4) @ s
[t S5 Hhperbola Piedefinovat
(3 Zévis|é abjekty Bod A EDITACNI POLE
@ D=(11,3) 2% Parabola
3 @674+ 306y = 2572 o la.n |~ ¥
b=5
, o [—
ZOBRAZIT/SKRYT
a4 A
2 C o
Bod D: Bod na Kruznice{C, 5]
2 Polami soufadnice
v *., Zobrazit objekt
1 ¥ A% Zobrazit popis
& Stopa wpnuta
. - (@ Kopiruj o piikazovéno Fadku N U
ALGEBRAICKE OKNO 2 1 o 1 2 K £ 8 L] 7 8 @ 10 ’_ 17 18 16
) Piejmenovat
= 4. 7w3 KONTEXTOVA NABIDKA
[&] Viastnosti ..
2,
2, P
NAKRESNA
(GEOMETRICKE OKNO)
a
@ vstup [ PRIKAZOVY RADEK. [ M rier. ¥

GeoGebra

b)

Vlastnosti

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda e ——
Objekdy Zakiadnl | Barva | Styl| Alnebra Pro pokroile| =
Al A~ NclE) é"'v aze| [ g | pertecbiert weo
e = gl [N — | Kiiknéte na objekt, Ktery rmd bjtwhrdn i : 2 Nazer.  [# ] o
53 Valné objekty ® i oS Definice: |Retacel#, 1, 5] [ ¥« ¥
-3 A=(1.14,2.26) £ = -Krugnice
0 - (044,038) POSUVNIE TS || pone | I~ »
L@ a=146° a0 &-Uhel
(53 Zavislé obieky @ Zohrazit ohjekt
1@ A'=(-2.8,0.3) ap
0 a=2.16 S-Usetka ) Zabrazit popis:
1@ h=246 m@a
@ coix+ 0.44) + {y -0.38)* = 6.03 A @b [ Zobrazit stopu
L@ B=146°
[ Upaunit abjekt DIALOGOVE OKNO
[J Pomaocny objekt VLASTNOSTI
L
: %]
Soubor Zobrazit Napovita KONSTRUKCE KROK ZA KROKEM
& [azer | Definice [Hodnota
1 Uhelx = 145°
2 BodS 5=(044,038)
3 BodA A=(114,226)
4 Kruznice ¢ Krunice bodem A se stiedem 5 o (ot 04457 + {y- 0.38)*= 6.03
5 BodA A- otadenim o o A=(28-03)
B Uhel Uhel mezi A, 8, &' f=145°
TLACITKO PRO PREFRAN] i ——— =
A ZASTAVENI ANIMACE - =
.
NAVIGACNI PANEL PRO KROKOVANI — TLACITKO ZAPISY
m K| sig| M = [~ Prehrét 2|8l s r
R > e T,
@ vetup: | TLACITKO PRO PREHRANI KONSTRUKCE| = [v|[¢ v|pitaz. |

Obrazek 5: Prostiedi GeoGebry

23



Po spusténi GeoGebry obsahuje okno programu nabidku, panel néstroju, algebraické
okno, geometrické okno a piikazovy tadek. V geometrickém okné jsou automaticky
zobrazeny osy a mfizka (v konstrukcich kiivek v této praci nejsou zobrazeny). Editacni
pole se spusti dvojklikem levého tlacitka mySi na objekt. V editaénim poli miizeme ménit
jiz zadané hodnoty na nové, ty se automaticky opravi v algebraickém i geometrickém
okné. Kontextova nabidka se zobrazi pfi kliknuti na objekt pravym tlacitkem mysi. Pro
zobrazeni rozsitenéjSiho panelu nastrojii sta¢i kurzorem mysi kliknout na maly trojahelnik
umistény v pravém dolnim rohu jednotlivych ikon nastroji. V obrazku 5a) je rozsifeny

panel nastrojii rozbalen pro ikonu kuzelosecek.

V algebraickém okn¢ se nachazeji algebraické popisy vytvorenych objekti. Objekty
mohou byt bud’ volné, nebo zavislé. Volné objekty jsou takové, kterym mizeme ménit
polohu (pokud nejsou upevnény) ¢i hodnotu libovolné. Zavislymi objekty nelze libovolné
pohybovat nebo jim ménit hodnoty, protoze jsou propojeny s volnymi objekty. Pohybem
volnych objektli se méni pozice zavislych objektd. Pro lepsi znazornéni jsou v obrazku
zavislé objekty vykresleny fialové. Zavislé objekty maji programem piednastaveny jiny

odstin modré nez volné objekty, ale v obrazku 5 by tento rozdil nebyl pftili§ znatelny.

Dtlezitym nastrojem pro konstrukci kiivek je ,,Posuvnik®. Pokud je posuvnik

13

oznaceny, mizeme jeho hodnoty ménit pouzitim klaves ,+“ ¢i ,,—, nebo posouvanim
pomoci kurzoru mysi. Diky posuvnikiim mizeme konstrukce animovat — podrobnéji se
animacemi konstrukci zabyva kapitola ,,3.3. Spusténi animace*. Po zaktivnéni animace se

zobrazi tlacitko pro piehrani a zastaveni animace. Tim 1ze animace ovladat.

DalSim podstatnym oknem je dialogové okno ,,Vlastnosti“ - obrazek 5b). V tomto
okné se nastavuji veskeré upravy objektl, jako jsou zména ndzvu, barvy, stylu, atd. Také
se zde (de)aktivuji ptikazy ,,Pomocny objekt (takto oznafeny objekt se nezobrazuje
v algebraickém okné), ,,Zobrazit objekt™, ,,Zobrazit popis* a ,,Zobrazit stopu‘. Zobrazeni
vSech vykreslenych stop je mozno vymazat v nabidce ,,Zobrazit“ — , Ptekreslit. Vypnuti
»Zobrazeni objektu® je také mozno provést v algebraickém okné¢, jak je vidét na obrazku
5a), a to kliknutim na kolecko u objektu. Kdyz je kolecko prazdné, objekt neni na nakresné

zobrazen, pokud je plné, objekt je viditelny.
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3.2.2. GEONEXT

Nyni si pfedstavime pomoci obrazku 6: Prosttedi GEONExTu, tj. umisténi (popiipade
otevieni) nabidek, menu objektd ¢i paneli nastroji v okné programu. Uvedeného
pojmenovani je pouzivano 1 u popist konstrukei v této préci.
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Obrazek 6: Prostiredi GEONExTu

Po spusténi GEONExTu obsahuje okno programu nabidku, panel nastrojii, hlavicku
a panel zobrazeni. Nakresnu (kreslici plochu) musime nejprve vytvorit a to kliknutim na
tlacitko pro vytvoreni nové kreslici plochy — viz obrazek 6b) anebo vybérem z nabidky

»Soubor — | Nova kreslici plocha®.

Menu objektl 1ze zobrazit dvéma zptisoby. Prvni zptsob je dvojklikem levého tlacitka

mysi na ptislusny nastroj v panelu nastrojti, druhy zptsob je vybér z nabidky ,,Objekty*.
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Dialogové okno ,,Vlastnosti objektu® je mozné téz zobrazit dvéma zpiisoby, a to bud’
tlacitkem pro spusténi ,,Vlastnosti objektu” nebo ptes nabidku ,,Objekty” — ,,Vlastnosti
objektu®. V tomto okné se nastavuji veskeré¢ Upravy objektl jako je pfejmenovani objektu,
zmeéna barvy Ci stylu. Barev je zde uvedeno jen 16, ale rizné odstiny se daji zadat ru¢né
podle trojice ¢isel dle RGB barevného modelu. Nevyhodou je, Ze se zménou barvy
nezméni i popis objektu, oboji se musi upravovat nezavisle na sobé. Ve ,,Vlastnostech
objektu® se také (de)aktivuji piikazy ,,Skryt objekt (objekt se poté nezobrazuje na
nakresné), ,,Zobrazit objekt jako navrh* (objekt se na nakresné zobrazi skoro neviditeln¢)
a ,,Zobrazit stopu objektu”. Stopy se z ndkresny smazou pomoci piikazi z nabidky

,,Upravy“ — ,,Smazat stopu®.

Kiivky ¢i funkce se mohou zadavat bud’ explicitné, nebo parametricky. A to vybérem
z nabidky ,,Objekty* — ,,Grafy*. Po objeveni se odpovidajiciho okna je v ném potieba

zadat pozadované udaje.

Pokud se objekty v ndkresné prekryvaji a potfebujeme néjaky objekt oznacit, ukaze se
nam okno pro vyber objektu — obrazek 6b). V tomto okné klikneme levym tlacitkem mysi

na objekt, ktery potfebujeme vybrat.

Pro zobrazeni postupu konstrukce musime postupné vybrat v nabidce piikazy ,,Kreslici

plocha® — ,,Protokol konstrukce*.

Z didaktického hlediska je v GEONExTu nejzajimavéj$i moznost exportu konstrukce
do html souboru, tj. do webové stranky. V programu se tento export skryva pod nazvem
»Diashow®. Export se provadi s jiz pfedem piipravenymi sériemi bitmapovych obrazki,
které dokumentuji postup konstrukce. ,,Diashow* musime piedem dobie promyslet a jed-
notlivé ,,snimky* musime postupné vytvofit pomoci piikazi z nabidky ,,Kreslici plocha*
— ,,Vytvofit screenshot. Pokazdé, kdyz v konstrukci zobrazime novy objekt, vytvoiime
snimek, aby ,,Diashow* byla ucelend. Pro finalni vygenerovani ,,Diashow** vybirame ptika-

zy z nabidky ,,Soubor* — , Exportovat* — ,,Diashow*.

3.3. Spusténi animace

Oba vyse uvedené programy nam také dovoluji vytvofit konstrukei animovanou. Tj.
kfivka se nam vykresluje pii spradvném nastaveni sama, aniz bychom museli néjakym

bodem pohybovat pomoci kurzoru mysi.
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V GeoGebfte se animace spusti zaktivnénim posuvniku. Tzn. v grafickém okné klikne-
me na posuvnik pravym tlacitkem mySi a v oteviené kontextové nabidce zatrhneme
(kliknutim levého tlacitka mysi) ptikaz ,,Animace zapnuta®, ¢imz animaci spustime. Stejny
vysledek ma 1 spusténi animace ve ,,Vlastnostech posuvniku, v zdlozce ,,Zakladni*
zaSkrtnutim policka u piikazu ,,Animace zapnuta“. Animace se vypind analogickym
zpusobem, jakym se spousti, tj. kliknutim levého tla¢itka mysi na piikaz ,,Animace zapnu-
ta“ v kontextové nabidce posuvniku nebo ve ,,Vlastnostech® posuvniku odoznacenim
policka u ptikazu ,,Animace zapnuta“. Animaci lze téz prerusit pomoci stisknuti tlacitka
pro prehrani a zastaveni animace, které se objevi pii jakémkoli zapnuti animace v levém

dolnim rohu geometrického okna programu.

V GEONExTu musime pro spusténi animace pohyblivych objekti kliknout levym
tlac¢itkem myS$i v menu ,,Objekty* na ptikaz ,,Vlastnosti objektu* a v zélozce ,,Vlastnosti*
zaSkrtnout policko ,,Animovat“. Zatimco u GeoGebry se animace spusti, jakmile zaskrt-
neme policko ,,Animace zapnuta“, v GEONExTu musime animaci spustit postupné
vybérem piikazii v menu ,,Objekty* — ,, Animace” — ,,Zacit animaci“. V GEONExTu se
animace vypina op¢t postupné v menu ,,Objekty” — , Animace” — ,,Ukoncit animaci*

nebo kliknutim na jakoukoli ikonu v panelu nastroja ¢i panelu zobrazeni.

3.4. Konstruovani objektti v programech

Popisy konstrukci kiivek v textu prace se nezabyvaji presnym néavodem, jak
konstruovat dil¢i objekty v programech. V panelu nastroji programu GeoGebra se
zobrazuje napovéda, jak dany objekt vytvofit, ptipadné které dalsi objekty je tfeba k tvorbé
pozadovaného objektu pouzit, respektive oznacit. V. GEONExTu se nezobrazuje textova
napovéda, ale obrazek objektu na ikon€ ndm znaci, co potiebujeme k vytvofeni objektu.
Potiebné objekty jsou vyznaCeny na ikon¢ objektu modie, ¢ervené je oznacen vytvaieny

objekt. Pfedpoklada se tedy jista zrucnost a zkuSenost pfi praci s programy.

Programy nadm také vétSinou umoznuji vytvaret kiivky jednodusSim zpisobem nez
pomoci pravitka a kruzitka. V n¢kterych ptipadech ndm odpada vytvareni objekti, které by
u konstrukei na papir byli jinak nezbytné. A pokud je to mozné, tyto prvky se v kon-
strukcich této prace vynechavaji (konstrukce jsou piehlednéj$i a pro tvorbu kiivek

v uvedenych programech postacujici).
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3.5. Popis objekti v programech

Pfi pouZivani nazvi objektd ndm vznikaji jisté problémy. U obou programi je styl
pojmenovani objekti obdobny, tj. nové objekty jsou pojmenovavany programy
automaticky a to vzestupné dle pismen abecedy. Po pfejmenovani objektu uzivatelem na
jiz existujici oznaceni se stejné piivodni oznaceni automaticky piejmenuje. V GeoGebie se
k ptivodnimu oznaceni pfida index (napi. z bodu B nam vznikne bod B;). V GEONExTu se

k oznaceni objektu ptida hranata zavorka s ¢islem (napt. z bodu B nam vznikne bod B[1]).

Rozdil mezi pojmenovanim objektii v programech také vznika pii nasledovném pojme-
novavani. V GeoGebfie pii vzniklé mezefe v pojmenovani (pfi¢inou je piejme-novavani
objektll uzivatelem) vygeneruje program nazev pravé chybéjiciho pismene v abecede
a dale pojmenovava program objekty dle piivodniho principu. V GeoGebie nelze objekty
pfejmenovavat na x a y, protoze tyto ndzvy jsou programem piednastavené pro osy
soutfadnicové soustavy. Zatimco v GEONExTu se pojmenovavé stale vzestupné podle
abecedy a zadné vyjimky v pfifazovani pismen nejsou (mizeme piejmenovavat i na x a y).
Jedinym rozdilem je, ze se kruznice pojmenovavaji vzdy jako k s indexem (napt. k,),
indexy jsou taktéZ generovany vzestupné dle abecedy. Obcas se stane, Ze se pojmenovani
chova neptedvidatelng, pfi¢inou je piejmenovavani objektd (v jiné kreslici ploSe se pii

analogickém postupu nemusi pojmenovavat stejng).

V popisech konstrukei, které oba programy automaticky vytvareji, se rovnou zapisuji
pfejmenované objekty. Bohuzel ale vznikd problém, kdyz se nam v popisu konstrukce
objevi vicekrat stejny ndzev. Smérodatny je pouze jeho posledni vyskyt. Predeslé piipady
jsou jen ,,Pomocné objekty* a jsou posléze programem automaticky piejmenovany. Toto
nelze nijak oSetfit bez pfejmenovavani vétsiny objektli ihned pii jejich vytvoreni. Objekty
v konstrukcich vyuzivaji automatické prejmenovavani, a proto konecné oznaceni objektil
v konstrukcich umisténych na ptilozeném CD nemusi odpovidat nazvim v popisech
konstrukci v praci. U obrazkt ¢i animaci kinematicky vznikajicich kiivek (vytvofenych
v GeoGebre, respektive v GEONExTu), jejichz popisy konstrukei jsou v daném programu
uvedeny v textu prace, odpovidaji nazvy vytvafenych objektl v programu nazvim

v popisu konstrukce v tomto textu. Nasledné automatické pfejmenovani se nebere v potaz.

GeoGebra neumoziuje psat do nazvu objektu vSechny znaky. Z tohoto diivodu nemuze
mit jeden objekt vice nazvi vyjadieny pomoci rovnitka. V GEONExTu tento problém

nevznika.
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Vyhodou GeoGebry oproti GEONExTu je moznost pohybovat s popisy objektii. Nelze
s nimi sice pohybovat libovolné, ale vétSinou to pro lepsi Citelnost a neptekryvani staci.

Popisy se mohou pohybovat v rozmezi imaginarniho kruhu.
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4. Pohyby

Tato kapitola je vénovéana postupné riznym typim pohybt. V kazdé podkapitole je
uveden slovni popis konstrukce vytvoreni kiivky, kterd je trajektorii ptislusného pohybu.
Obrazek kiivky vytvoreny v GeoGebie je umistén v textu prace a jeji kinematicky vznik je
ulozen v souborech programu GeoGebra, piipadné GEONEXT na ptilozeném CD.

Existuje nékolik zptsobi, jak kinematicky vznikajici kiivky vytvofit. Hlavnim cilem
této prace je ukazat, jak se kinematicky vznikajici kiivky vytvoii konstrukéné za pomoci
dynamickych nastroji geometrickych programti GeoGebra, piipadné GEONEXT. Kinema-
ticky vznikajici kiivky lze téz popsat riznymi typy rovnic. U vétSiny z nich budou v textu
jejich rovnice uvedeny. Oba uvedené programy jsou po zadani rovnic a hodnot potiebnych
parametri schopny samy kiivky nakreslit. Na nakresnach se ale zobrazi celkovy vzhled
zadanych kiivek, nikoliv jejich kinematicky vznik. A pravé tvorba dynamickych konstrukt-

ci kinematicky vznikajicich kfivek je hlavnim pfinosem této prace.

Poznamka: V obréazcich je diky moznostem fonti programt uzito odlisSné znafeni nez
v textu prace. Fonty programil se neshoduji s fonty v textovém editoru, a tak napftiklad

T v textovém editoru odpovida T v geometrickém programu.

4.1. Elipticky pohyb
Pohyb NRS Z, jejiz dva rizné body A, B opisuji pfimé riiznobézné trajektorie 7,4, 7g,

nazyvame eliptickym pohybem.

Urc¢ime pevnou polodii p eliptického pohybu (obrazek 7). Necht' trajektorie 14, 7g
krajnich bodi A, B usecky AB pohybujici se neproménné soustavy X sviraji uhel w
(0 < w < 1/2); jejich pruseCik ozna¢me V. Okamzity stied otaceni S a body A, B,V leZi
zfejmé na kruznici h, jejiz stied O je stiedem usecky VS. Jeji polomér r = |AB|/(2 sin w),
a je tedy konstantni. Proto také |VS| je konstantni. Odtud jiz plyne, ze okamzité stfedy
otaceni S vypliuji kruznici p = (V, 2r), ktera je pevnou polodii eliptického pohybu.
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Obrazek 7: Elipticky pohyb - pevna a hybna polodie

Hybnou polodii eliptického pohybu je kruznice h = (0, ).

Elipticky pohyb vznikne valenim vnéjsiho obvodu kruznice h po vnitrnim obvodu

kruznice p, jejiz polomeér se rovna dvojndasobku poloméru kruznice h.

Polodie eliptického pohybu se ¢asto nazyvaji Cardanovy kruznice.

4.1.1. Trajektorie eliptického pohybu

Kazdy bod hybné polodie opise prumér pevné polodie. Tuto vlastnost maji predevsim
body A, B - obrazek 8a). Je-li C libovolny dalsi bod polodie h, je oblouk BC kruZnice h
pevny, a tedy <BVC je konstantni. Trajektorie 7. je primérem pevné polodie p - obrazek
8b). Trajektorie T, stiedu O hybné polodie h je kruznice (V,r). Trajektorie Ty kazdého
jiného bodu X neproménné rovinné soustavy X je elipsa (odtud je odvozen ndzev pohybu) -
obrazek 8c), 8d). Piimka OX protind hybnou polodii h v bodech A’, B', které opisi pfimé
k sobé navzdjem kolmé trajektorie 74,75, a tedy bod X opiSe elipsu o velikosti poloos

|XA'|,|XB'| - rozdilova prouzkova konstrukce elipsy - obrazek 8d). [4 s. 251-252]
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Obrazek 8: Trajektorie eliptického pohybu

4.1.2. Konstrukce elipsy
Popis konstrukce trajektorie eliptického pohybu s tvoficim bodem X libovolné umisténym

v NRS X. Konstrukce je vytvotfena v programu GeoGebra. Sestrojime:

1) bod V: bod libovoln€ umistény na nakresné

2) dvé riznobézné piimky T4, Tp: pfimky dané dvéma libovoln¢ umisténymi body na
nakresn¢ a spoleCnym prusecikem V (po sestrojeni pfimek oznac¢ime libovolné
umisténé body jako ,,Pomocné objekty*)

3) KkruzZnici ty: kruznice dané sttedem V a libovolnym polomérem (napt. 2 cm)

4) uhel w: thel dany pomocnymi body z kroku 2) a vrcholem v bod¢ V (pokud se
v GeoGebie zadava uhel dvéma pifimkami, zobrazi se pouze jeden vrcholovy thel. Pro
naSe Ucely zobrazime ten, ktery potiebujeme. V tomto okamziku pomocné body
z kroku 2) zneviditelnime)

5) bod O: bod libovoln¢ umistény na kruznici 7,

32



6)

7)

8)

9)
10)

11)
12)
13)
14)
15)
16)

17)

18)
19)

20)

21)

22)
23)

kruznici h (hybnou polodii): kruZznice dana sttedem O a polomérem stejnym jako je
polomér kruznice 7,

priseciky A, C: priseciky kruznice h a ptimky 7,4 (uvazovat budeme pouze prisecik
A, druhy prisecik C oznac¢ime jako ,,Pomocny objekt a vypneme u néj ,,Zobrazeni
objektu®)

priseciky B, D: pruseciky kruznice h a pfimky 75 (uvazovat budeme pouze prisecik
B, druhy prasecik D oznacime jako ,,Pomocny objekt* a vypneme u n¢j ,,Zobrazeni
objektu®)

polopiimku a: polopiimka dana body V a O

pruseciky S, E: priuseciky polopfimky a a kruznice h (uvazovat budeme pouze
prisecik S, druhy prisec¢ik E oznacime jako ,,Pomocny objekt“ a vypneme u ngj
»Zobrazeni objektu®)

kruZnici p (pevnou polodii): kruznice dana sttedem V a bodem S

primku b: pifimka dand body A a B

bod F: stied Gisecky AB (bodu F vypneme ,,Zobrazeni popisu‘)

usecku c: usecka spojujici body F, 0

usecka d: usecka spojujici body 0, A

uhel a: thel dany body F, 0, A (velikost uhlu odpovida velikosti tuhlu w, v GeoGebie
bohuzel dva objekty nemohou mit stejny nazev, proto je thel oznaceny jako a)

bod G: bod libovoln¢ umistény na ptimce b (v naSem piipadé vné usecky AB; bodu G
vypneme ,,Zobrazeni ndzvu*)

kolmici e: kolmice k ptimce b vedena bodem G

bod X: bod libovolné¢ umistény na kolmici e (bodu X zapneme ,,Zobrazeni stopy*
a zménime mu barvu na oranzovou)

usecku f: usecka spojujici body B a G (usecce f = BG zménime barvu na tyrkysovou
pro zvyraznéni ¢asti ramena, pfimku b v tomto okamziku zneviditelnime)

useCku g: usecka spojujici body G a X (Gseéce g = GX zménime barvu na tyrkysovou
pro zvyraznéni druhé ¢asti ramena, kolmici e zneviditelnime)

polopiimku i: polopfimka dana body X a O

priseiky A’, B': priseéiky polopiimky i a kruznice h (bodim A’, B’ nastavime
»Zobrazeni stopy* — tyto body vytvareji trajektorie, které jsou ¢astmi hlavni a vedlejsi

osy elipsy tvorené bodem X)
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Pohybem bodu O po kruZnici 7, (tedy pohybem hybné polodie h) ndm tvofici bod
X zanechdva stopu a tim vykresluje elipsu. Umistovanim dalSich bodl na nakresnu pevné
spojenych s pfimkou b vytvafime rizné elipsy. Rizné polohy a mozné vysledky trajektorii
eliptického pohybu jsou uvedeny v textu vyse v podkapitole 4.1.1. Trajektorie eliptického
pohybu.

4.2. Kardioidicky pohyb

Kardioidicky pohyb je vratny pohyb k eliptickému pohybu. Je to tedy pohyb dany
pohybem dvou riznobéznych piimek a,b neproménné rovinné soustavy X, které stale

prochézeji dvéma rliznymi pevnymi body A, B (obrazek 9).

U kardioidického pohybu (xab = w, V = a N b) lezi okamzity stied otdCeni S a body
A, B,V na kruznici p = (0, 1), bod O je stfedem tsecky VS. Vzhledem k tomu, ze thel w
je konstantni, pohybuje se bod V, a tedy 1 bod S po kruznici p, kterd je pevnou polodii
kardioidického pohybu.

Obrazek 9: Kardioidicky pohyb - pevna a hybna polodie

Hybnou polodii kardioidického pohybu je kruznice h = (V, 2 r).

Kardioidicky pohyb vznikne valenim vnitiniho obvodu kruznice h po vnéjsim obvodu

kruznice p, jejiz polomer se rovnd poloviné poloméru kruznice h.

4.2.1. Trajektorie kardioidického pohybu
Trajektorie priseciku V = a N b je pevna polodie p. Necht’ X # V je libovolny bod

NRS X. Pfimka x = VX nalezi soustavé X a vzdalenost d = |[VX| je pevna. Jeden
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z prusecikit pfimky x s pevnou polodii p je bod V, druhy oznacime P. ProtoZe thel
¢ = ¥ax je konstantni, je bod P pii pohybu soustavy X pevny.

Kiivky vzniklé kardioidickym pohybem se nazyvaji Pascalovy zavitnice. Uvazujme
r polomér pevné polodie p a d vzdalenost tvoficich bod X, X’ od bodu V pevné polodie p,
pak rozliSujeme tfi typy Pascalovych zavitnic. Trajektorie Ty ma pro

l. d < 2r uzlovy bod v bod¢ P a je prodlouzenou Pascalovou zavitnici - obrazek 10a);

2. d = 2r bod vratu v bod¢ P a je prostou Pascalovou zavitnici. V tomto pfipadé¢ ma
zavitnice svij specidlni nazev — tikdme ji kardioida (odtud nazev pohybu) nebo

srdcovka - obrazek 10b).

3. d > 2r izolovany dvojnasobny bod a je zkracenou Pascalovou zéavitnici - obrazek

10c).

Obrazek 10: Pascalovy zavitnice
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V pravothlé soufadnicové soustavé {P; x, y}, jejiz kladna poloosa x prochazi sttedem

O pevné polodie p, ma Pascalova zavitnice implicitni rovnici

(x? +y%2 = 2rx)? = d?(x? + y?).

Parametrické rovnice kardioidy jsou tvaru

x =1x*(2cost —cos2t),

y =71 * (2sint — sin 2t),

kde r = 13, je polomér hybné polodie h a t je uhel otdceni hybné polodie h. [4 s. 251-253]

4.2.2. Konstrukce Pascalovych zavitnic

Popis konstrukce zavitnic vytvofenych v GEONExTu. Sestrojime:

1)
2)

3)
4)
S)

6)
7)
8)
9)
10)

11)
12)
13)
14)
15)

16)

bod O: bod libovoln¢ umistény na ndkresné

kruznici p (pevnou polodii): kruznice dana stiedem O a polomérem r' =r/2
(zadame libovolné konkrétni Cislo) — piikaz ,,Kruznice (zadat polomér)“

bod A: bod libovoln¢ umistény na kruznici p

bod B: bod libovoln€ umistény na kruznici p (mimo bod A)

bod V: bod libovoln¢ umistény na kruznici p (mimo body A a B) — bodu nastavime ve
,» Vlastnostech objektu‘ v kolonce ,,Vlastnosti‘ ptikaz ,,Animovat*

primku a: ptfimka prochazejici body A a V

primku b: ptfimka prochazejici body B a V

uhel w: Ghel dany body B,V, A

polopiimku c: polopiimka dana body V, O

pruseciky D, S: pruseciky polopiimky ¢ a pevné polodie p (uvazovat budeme pouze
prisecik S, druhému priaseciku D oznacime ,,Skryt objekt)

kruznici h (hybnou polodii): kruZznice dana sttedem V a bodem S

bod P: bod libovoln€ umistény na kruznici p (mimo body 4, B,V a S)

primka x: ptfimka prochazejici body VV a P

uhel ¢: thel dany body A4,V, P

priseciky X, X': prise¢iky kruznice h a piimky x. Tvoficim bodim X, X’ zaktivnime
»Zobrazit stopu objektu” a zménime jim barvu na svétle zelenou. Trajektorii bodi
X, X' je kardioida.

kruZnice k,: kruznice dana sttedem V a polomérem d, kde d < r (zadame konkrétni

¢islo)
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17) priseciky X;,X'y: priaseciky kruznice k, a piimky x. Tvoficim bodim X;, X'y
zaktivnime ,,Zobrazit stopu objektu” a zménime jim barvu na tmavé zelenou. Kruznici
k, nyni zaktivnime ve ,,Vlastnostech objektu* pfikaz ,,Skryt objekt®. Trajektorii bodii
X1, X', je prodlouzena Pascalova zavitnice.

18) kruZnice k;: kruznice dana sttedem V a polomérem d, kde d > r (zadame konkrétni
¢islo)

19) priseciky X, X',: priseciky kruznice k;, a pfimky x. Tvoficim bodim X,, X',
zaktivnime ,,Zobrazit stopu objektu’ a zménime jim barvu na Zlutou. Kruznici kj nyni
ve ,,Vlastnostech objektu* zaktivnime piikaz ,,Skryt objekt*. Trajektorii boda X,, X',

je zkracena Pascalova zavitnice.

Pro lep$i nazornost jsou v konstrukci zvyraznény polomér r' pevné polodie p
a vzdalenost d tvoriciho bodu X (X') od bodu V svétle modrymi tGseckami. Vykreslovani

ktivek se zaktivni spusténim animace (,,Objekty* — ,,Animace* — ,,Zacit animaci‘).

Zavitnice se daji v GEONExTu vykreslit jest¢ jednim zplisobem, a to pomoci stopy
ktivky. V nabidce postupné vybereme ,,Objekty” — ,,Grafy* — , Kfivka stopy ???*. Pasca-
lovu zavitnici zaddme bodem X a bodem V. Analogicky postup provedeme i pro body

X', X, X', X5, X' vzdy ve spojeni s bodem V.

4.3. Konchoidalni pohyb

Rikame, Ze je dan konchoidalni pohyb, jestlize pfimka m NRS I prochazi pevnym
bodem P a jestlize bod Q € m opisuje trajektorii 7. K¥ivka 7 se nazyva ridici kiivka, bod
P pol konchoidalniho pohybu. Trajektorie pohybu se nazyva konchoida, a to kolma (kosa),
lezi-li (nelezi-li) tvofici bod M na ptimce m. Je-li fidici kiivkou pfimka (kruznice),

mluvime o konchoidé primky (kruznice).

4.3.1. Prima konchoida primky

Ptima konchoida pfimky byva n€kdy nazyvana téz Nicomedova konchoida.

Vzdalenost polu P od fidici pfimky q = 7, oznacime v (v > 0). Trajektorie Ty bodu
M € m (M % Q) je vétev Nicomedovy konchoidy. Uplnou konchoidu dostaneme, kdyz na
obé¢ poloptimky vytaté na pohybujici se pfimce m bodem Q nanasime od bodu Q usecku
konstantni velikosti d (d > 0). Nicomedova konchoida ma dvé vétve ty,Ty,; fidici pfimka

q je jeji asymptotou. Pol P je dvojnasobnym bodem konchoidy, a to uzlovym bodem pro
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v < d, bodem vratu pro v = d a izolovanym bodem pro v > d (obrazek 11). [4 s. 253-
254]

V pravouhlé soufadnicové soustavé {O; x,y}, kde x = q, P € y, je implicitni rovnice

Nicomedovy konchoidy tvaru

x*y? + (y +v)*(y* —d?*) = 0.

Obrazek 11: Pfima konchoida piimky (Nicomedova konchoida)

4.3.1.1. Konstrukce Nicomedovy konchoidy

1)

2)
3)
4)
S)
6)
7)

8)
9

Popis konstrukce Nicomedovy konchoidy vytvotené v GEONExTu. Sestrojime:

piimku q = 7y: pfimka dand dvéma body, libovolné¢ umisténa na ndkresné (body
zneviditelnime aktivaci ptikazu ,,Skryt objekt)

bod O: bod umistény piiblizn¢ do stiedu nakresny na piimku 7,

kolmici b: kolmice k piimce g vedena bodem O

bod P: bod umistény libovolné (pod piimku 7,) na kolmici b

bod Q: bod umistény libovoln¢ na pfimku 7,

primku m: ptimka prochézejici body P a Q

usefku v: usecka dand body O a P - usecce zménime barvu na tyrkysovou (pro lepsi
nazornost)

kruZznici k,: kruznice dand sttedem Q a polomérem v

pruseciky M, M': prise¢iky kruznice k, a piimky m (kruZnici k, zneviditelnime
oznaéenim piikazu ,,Skryt objekt*). Bodim M, M’ nastavime ,,Zobrazit stopu objektu‘
a zménime jim barvu na svétle zelenou. Body M, M’ jsou tvoficimi body prosté

konchoidy.
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10)

11)

12)

13)

14)

kruznici kj: kruznice dané stredem Q a polomérem 1y, kde 15, < v (zaddme konkrétni
¢islo)

priseciky My, M';: prise¢iky kruznice k;, a piimky m (kruznici k;, zneviditelnime
oznacenim piikazu ,,Skryt objekt). Bodim M;, M'; nastavime ,Zobrazit stopu
objektu® a zménime jim barvu na rtzovou. Body M;, M'; jsou tvoficimi body

zkracené konchoidy

kruZznici k.: kruznice dana sttedem Q a polomérem 7,, kde 7, > v (zadame konkrétni
¢islo)
pruseciky M,, M',: pruseciky kruznice k. a pfimky m (kruZnici k. oznaéime jako

neviditelnou aktivaci piikazu ,,Skryt objekt*). Bodim M,, M', nastavime ,,Zobrazit
stopu objektu a zménime jim barvu na tmavé zelenou. Body M,, M', jsou tvoficimi
body prodlouzené konchoidy

useku d: usecka spojujici body Q a M (M") - GseCce zménime barvu na tyrkysovou

(pro lepsi nazornost)

Tvotici body M,M’,M;, M'y, M, M', vykresluji pohybem bodu Q@ po piimce 7,

kiivky. Vzhled kiivek je ddn pomérem mezi délkami usecek v a d.

Konchoidy se daji vykreslit jesté jednim zplsobem a to pomoci stopy kiivky.

V nabidce postupné vybereme ,,Objekty* — ,,Grafy”“ — ,Ktivka stopy ???“. Konchoidu

zaddme bodem M a bodem Q. Stejnym zplUsobem vytvoiime stopy kiivek i u ostatnich

tvoricich bodta M', My, M';, M,, M’ a to vzdy ve spojeni s bodem Q.

4.3.2. Prima konchoida kruznice

Je dan pevny bod P a fidici kruznice k (pevna polodie). Vzdalenost polu P od stiedu O

fidici kruznice k = 74 oznaéime v (v > 0). Trajektorie Ty, Ty, bodi M,M' € m (M % Q)

jsou vétve piimé konchoidy kruznice. Uplnou konchoidu dostaneme, kdyz na obé

polopiimky vytaté na pohybujici se piimce m bodem Q nanasime od bodu Q tusecku

konstantni velikosti d (d > 0).

Pro pdl P lezici na fidici kruznici k dostavame Pascalovu zavitnici (obrazek 12).

V tomto ptipadé je fidici kruznice k pevnou polodii.
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Obrazek 12: PFima konchoida kruZnice - Pascalovy zavitnice

Nelezi-li pol P na fidici kruznici k, bod M (M # Q) pohybujici se piimky m opise
trajektorii T, ktera je jednou vétvi hledané konchoidy. Druhou vétev vytvoii bod M’ € m,

ktery lezi na polopiimce opac¢né ke QM a pro ktery |[M'Q| = |MQ| (obrazek 13). [4s. 255]
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Obriazek 13: PFimé konchoidy kruZnice

4.3.2.1. Konstrukce primé konchoidy kruznice

Popis konstrukce piimé konchoidy kruznice zkonstruované v GeoGebte. Sestrojime:

1) posuvniky r,v',d': posuvnik 1, je ¢islo udavajici polomér fidici kruznice k.
Posuvnik v’ je ¢&islo, které uréuje vzdalenost polu P od stiedu 0. Posuvnik d’ je &islo,
jenz urcuje vzdalenost tvoticiho bodu M od bodu Q.

2) bod O: bod libovolné umistény na nakresné

3) kruzZnici k: kruznice dané sttedem O a polomérem 13, (posuvnik)

4) bod Q: bod libovolné umistény na kruznici k

5) bod P, usecku v: tyto objekty vzniknou pomoci vybéru piikazu v panelu nastroja —
,,Usecka dané délky z bodu®. Pro vytvoreni vybereme bod O a délku v’ (posuvnik).
Usecku umistime tazenim bodu P pomoci kurzoru mysi svisle pod bod 0.

6) primku m: piimka spojujici body Q a P

7) KruZnici c: kruZznice dana stiedem Q a polomérem d’ (posuvnik)
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8) prisefiky M, M': priseciky kruznice ¢ a pfimky m (body M, M’ jsou tvoficimi body
pifimé konchoidy kruznice, a proto jim zménime barvu na oranzovou a zaktivnime
v jejich vlastnostech ,,Zobrazit stopu‘)

9) usecku d: Gsecka spojujici body Q, M; resp. Q, M’

Tvotici body M, M' vytvaieji trajektorie piimé konchoidy kruznice pohybem bodu Q
po fidici kruznici k. Konchoida kruznice se d4 vykreslit jest¢ jednim zplsobem a to
pomoci mnoziny bodii danych vlastnosti. V panelu nastrojii vybereme piikaz ,,Mnozina
bodl*“. Konchoidu zadame bodem M, ktery je soucasti mnoziny, a bodem Q na piimce m.

Stejnym zplsobem vytvofime mnozinu bodt i pro bod M’ téz ve spojeni s bodem Q.

Pro lepsi nazornost jsou usecky v a d vyznaceny tyrkysovou barvou.

4.4. Zobecnény konchoidalni pohyb

U zobecnéného konchiodéalniho pohybu opisuje bod @, pevné spojeny s pohybujici se
pfimkou m, ale na m nelezi, fidici pfimku q = 7, (obrazek 14). Bod Q lezi na pfimce m’,
kde m' || m. Pfimka m’ pfi pohybu obaluje kruznici k = (m") = (P, |MQ]). To znamena,
7e tyz pohyb lze vytvofit pohybem piimky m’, kterd se dotyka pevné kruznice k, pficemz
bod Q € m’ opisuje danou trajektorii 7y. Ve specidlnim piipadé (obrazek 15), kdy traje-
ktorie 7y bodu Q je piimka g, ktera se dotyka kruznice k, lezi stfed S na ose o usecky PQ,
a proto |[SP| = |SQ|. Pevnou polodii je parabola p, pro niz je q fidici ptimkou a P ohnis-
kem. Hybnou polodii najdeme, ptejdeme-li k vratnému pohybu. Pii ném je trajektorii bodu
P ptimka m a pfimka g obaluje bod Q. Hybnou polodii je proto parabola h, pro niz je m
fidici pfimkou a bod Q ohniskem. Dany pohyb lze realizovat valenim paraboly h po

shodné parabole p. [4 s. 255-256]
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Obrazek 15. Zobecnény konchoidalni pohyb - specialni piipad

4.4.1. Konstrukce trajektorie zobecnéného konchoidal-
niho pohybu
Popis konstrukce trajektorie zobecnéného konchoidalniho pohybu vytvotené v Geo-

Gebre. Sestrojime:

1) posuvnik 7: posuvnik pro nastaveni poloméru kruznice k
2) bod P: bod libovolné umistény na nakresnu

3) kruZnici k: kruznice dana stftedem P a polomérem 73, (posuvnik)
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4) primku q: ptfimka umisténa libovolné na nékresnu (nad bod P), dand dvéma body
A, B (body A, B oznacime jako ,,Pomocné objekty* a zneviditelnime je)

5) parabolu p (pevnou polodii): parabola dana ohniskem P a fidici pfimkou g

6) bod S: bod libovolné umistény na parabole p

7) tecnu o: te¢na k parabole p vedena bodem S

8) parabolu h (hybnou polodii): parabola vytvofena pomoci osové soumérnosti, kde
vzorem je parabola p a osou souméernosti je tecna o

9) primku m: pfimka vytvofena pomoci osové soumérnosti, kde vzorem je piimka q
a osou soumernosti je te¢na o

10) kolmici a: kolmice k ptimce m vedena bodem P

11) praseéiky C,D: priseciky kruznice k a kolmice a (prise¢ik C oznacime jako
»Pomocny objekt™ a zneviditelnime jej)

12) rovnobézku m': rovnobézka s piimkou m vedena pruselikem D (nyni oznalime
prasecik D a kolmici a jako ,,Pomocné objekty a zneviditelnime je)

13) prisedik Q: prusecik rovnobéZzky m’ a piimky q (tomuto bodu nastavime ,,Zobrazeni
stopy* a zménime mu barvu na oranZzovou) — je to tvofici bod trajektorie zobecnéného
konchoidalniho pohybu

14) kolmici b: kolmice k ptimce m vedena bodem Q

15) praseéik M: prusecik pfimky m a kolmice b (nyni oznafime kolmici b jako

»Pomocny objekt™ a zneviditelnime ji)

Pohybujeme-li bodem S po pevné polodii p, pak tvofici bod Q vytvaii stopu, tj.
trajektorii zobecnéného konchoidalniho pohybu. Pokud ma kruznice k takovy polomér, ze
pfimka q je jeji te€nou, vznika ndm specialni piipad popsany vyse. Pro lepsi znazornéni je

rameno spojujici body P, M, Q zvyraznéno tyrkysove.

4.5. Pohyb Kkloubového antiparalelogramu

Nejprve oziejmime, co je to kloubovy antiparalelogram. Je to specialni kloubovy
ctyruhelnik ABCD vyskytujici se pii pohybu NRS X pevné spojené s useckou CD, jejiz
krajni body C,D se pohybuji po kruznicich 7., t, se stfedy po fadé¢ v bodech B, A
- obrazek 16. Strana AB se nazyva rdm, strany AD, BC kliky (opisuji-li body C, D kruznice
T¢, Tp), popt. vahadla (opisuji-li body C,D jen oblouky kruznic ., 7p) a strana CD
ojnice. Kloubovy antiparalelogram je zkiizeny kloubovy ¢tyithelnik, pro ktery |AB| =
|CD|,|AD| = |BC|. [4 s. 257]
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Pohyb kloubového antiparalelogramu lze prevést bud na valeni elipsy po shodné

elipse - obrazek 16a) nebo na valeni hyperboly po shodné hyperbole - obrazek 16b).

Obrazek 16. Kloubovy antiparalelogram

4.5.1. Konstrukce antiparalelogramu

Popis konstrukce antiparalelogramu vytvoieného v GeoGebfte. Sestrojime:

1)

2)
3)
4)

5)

6)

7)

elipsu nebo hyperbolu p (pevnou polodii): v nastrojové list¢ vybereme ptikaz pro
vytvofeni dané kuzelosecky a zkonstruujeme ji dle pokynt pro sestrojeni
(zobrazujicich se napravo od nastrojové listy). Bod C oznadime jako ,,Pomocny
objekt* a odoznacime u néj ,,Zobrazit objekt*, ¢imz jej zneviditelnime.

bod S: bod umistény libovoln¢ na kuzelosecku

tecnu t: tecna ke kuzelosecce v bodé S

bod C: v nastrojové list¢ vybereme ptikaz pro osovou soumeérnost, nejdiive vybereme
vzor (bod A), poté osu soumérnosti (te¢nu t). Vzniklému obrazu C zaktivnime
»Zobrazeni stopy* a zménime mu barvu na svétle zelenou.

bod D: v nastrojové 1isté vybereme piikaz pro osovou soumérnost, nejdiive vybereme
vzor (bod B), poté osu soumérnosti (teCnu t). Vzniklému obrazu D zaktivnime
»Zobrazeni stopy* a zménime mu barvu na tyrkysovou.

elipsu nebo hyperbolu h (hybnou polodii): v néstrojové list¢ vybereme ikonu pro
sestrojeni odpovidajici kuzelosecky. Tu zadame pomoci ohnisek C, D a obecného bodu
S kuzelosecky.

kloubovy antiparalelogram: zkonstruujeme usecky AB, AD, BC,CD
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Pohybem bodu S po elipse p ¢i hyperbole p vytvérteji body C a D kruznice T, Tp.

Kruznice se daji vykreslit jesté¢ jednim zplisobem a to pomoci mnoziny bodt danych
vlastnosti. V panelu nastrojii vybereme ptikaz ,,Mnozina bodi‘“ a kruznici zadame bodem
C, ktery je souc¢asti mnoziny, a bodem S na pfimce t. Stejnym zptisobem vytvotime druhou

kruznici pro tvofici bod D.

4.6. Cyklické pohyby
Pohyb, pfi kterém jsou polodiemi bud’ kruznice, anebo piimky (ale nikoli ob€ soucasné

primky), se nazyva cyklicky. Cyklické pohyby jsou:

h
» cykloidalni ( )

p h
» pericykloidalni

» epicykloidalni P

€

Trajektorie vzniklé cyklickymi pohyby se nazyvaji cyklické kiivky.

> evolventni Op
h

» hypocykloidalni

P11 konstrukcich cyklickych kiivek v GeoGebie budeme s vyhodou vyuzivat nastroj
zvany ,,Posuvnik®. Posuvnik je grafickym vyjadfenim libovolného ¢isla (hodnoty) nebo
velikosti uhlu. Umoziuje ovladat hodnotu ¢isla ¢i thlu. V nasledujicich podkapitolach jej
budeme uzivat k nastavovani poloméra polodii a velikosti uhla otd¢eni. Diky posuvnikiim
a jejich animacim jiz nebudeme muset v konstrukcich hybat body ru¢né, ale veskerymi

objekty bude (dle predem vytvoieného nastaveni) pohybovat sam program.

Jednotlivym cyklickym pohybiim a jejich trajektoriim se budeme postupné vénovat

v nasledujicich podkapitolach této prace.

4.6.1. Cykloidalni pohyb

Vznika valenim kruznice h po piimce p (obrazek 17); trajektoriim fikadme cykloidy.

Trajektorii 7, stfedu O hybné polodie h je primka; trajektorie T, vnitiniho bodu A # O
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hybné polodie h se nazyva zkracena cykloida, trajektorie 7z bodu B € h prosta cykloida
a trajektorie 7. vngj$itho bodu C hybné polodie h prodlouZena cykloida. Cykloidy

(s vyjimkou 1) jsou transcendentni kiivky.

Parametrické rovnice cykloidy jsou v pravothlé soufadnicové soustavé {P; x, y}
X=71w—vsinw,
Yy=T—7vCoSw,
kde r je polomér hybné polodie, v je vzdalenost tvoticiho bodu cykloidy od stfedu hybné
polodie. Parametr w je uhel oto¢eni hybné polodie. [4 s. 258]

Obrazek 17. Prosta, zkracena a prodlouZena cykloida

4.6.1.1. Konstrukce cyKkloidy

V GEONExTu se cykloida zadd rovnicemi pies piikazy v nabidce ,,Objekty —
,»Qrafy“ — | Parametrickd kiivka®“. Do okna pro vytvofeni parametrické kiivky zaddme
cykloidu parametrickymi rovnicemi x(t) = r x t — v * Sin(t), y(t) = r — v * Cos(t).

Za r a v musime zadat konkrétni ¢iselné hodnoty, t € R je pfednastaveny parametr,

jehoz rozsah urcujeme v témze okné, kde zaddvame rovnice (obrazek 18).
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Parametricka kiivka

- Zade) wiraz
x{) = 7L 2Sing [~
v = |3-2*Cos(t) | |

- Daléi nastaveni

0 |v| =t & |v|

Zaviit | | Zrusit | | Pousit

Obrazek 18. Okno pro vytvoreni kifivky zadané parametricky v GEONExTu

V GeoGebfte se rovnice kiivky zada do piikazového tfadku (viz. obrazek 19). Napravo
od ptikazového tfadku vybereme v seznamu piikaz pro zadani kiivky — ,,Krivka“. Do
ptikazového fadku uz jen doplnime x-ové a y-ové promeénné zavislé na daném parametru,
parametr, interval pro hodnotu parametru (vSe odd€lené ¢arkami) — napt.:

Krivka[2 t - 4sin(t), 2 - 4 cos(t), t, 0, 47]

I @ yatup: |Krivka[2t-4sinm,2-4cnsm,t, 0, 41] = VH& V”F‘Fl’kaz... V|I

Obrazek 19. Prikazovy Fadek v GeoGebie

Obdobnym zptisobem by se zadavali parametrické rovnice i u ostatnich cyklickych

pohybt.
Popis konstrukce cykloidy vytvotené v GeoGebte. Sestrojime:

1) posuvniky a,rp, @ : Posuvnik s pojmenovanim a ur€uje ¢iselnou hodnotu intervalu,
ve kterém se bude cykloida pohybovat (0-..., do kolonky opakovat musime nastavit
»Rostouci“ — bez tohoto nastaveni by se cykloida odvalovala po pfimce p tam a zpé&t
a vytvarela by jinou kifivku, nez potfebujeme). Posuvnik 73, urcuje ¢iselnou hodnotu
poloméru hybné polodie (rozsah 0-...). Posuvnik w méni hodnotu thlu, o ktery se
bude otacet tvorici bod po hybné polodii (thel w nastavime v rozsahu 0°-360 °).

2) bod P: bod libovolné¢ umistény na nakresné¢ pii levém okraji (bod P zvolime za

pocatek soutadnicové soustavy)
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3)

4)

5)

6)
7)

8)
9

10)

11)

12)
13)

14)

15)

16)

17)

bod A; (posledni oznaceni bodu — plivodné bod znacen jako A): bod umistény
vodorovné s bodem P

primku p (pevnou polodii): pfimka dand dvéma body P a A;. Bod A; oznacime
nasledné ve ,,Vlastnostech* jako ,,Pomocny objekt*.

kolmici b: kolmice k pfimce p prochéazejici bodem P

kruZnici c: kruznice dana sttedem P a polomérem 13, (posuvnik)

priseciky B a € (posledni oznaceni bodu — pivodné bod znacen jako C): prusecik
kruznice ¢ a kolmice b (uvazovat budeme pouze prusecik C; v poloroviné ,,nad
pifimkou® p, druhy prise¢ik B oznac¢ime jako ,,Pomocny objekt“ a vypneme u n¢j
»,Zobrazeni objektu®; stejnym zptisobem jako bod B nastavime i kruznici c)

kolmici 7y: kolmice ke kolmici b prochézejici prise¢ikem C;

kruznici d: kruznice dana stfedem C; a polomérem a (posuvnik) — nyni bod C;
zneviditelnime a nastavime jej jako ,,Pomocny objekt*

priseciky O a E: pruseCiky kruznice d a kolmice 7, (prisecik E nebudeme dale
uvazovat, oznacime jej jako ,,Pomocny objekt* a vypneme u néj ,,Zobrazeni objektu®;
stejnym zplisobem nastavime i kruznici d)

kruznici h (hybnou polodii): danou sttedem O a polomérem 13, (posuvnik)

prisecik S: prusecik kruznice h a pifimky p

bod B: bod vznikly otocenim bodu S o uhel w (posuvnik) ve sméru hodinovych
ruc¢ic¢ek okolo stiedu O (tento bod je tvotici bod prosté cykloidy, a proto mu zménime
barvu na svétle zelenou)

tuhel a: whel dany body B,0,S (zobrazime jeho velikost; bohuzel v GeoGebie
nemohou byt dva objekty oznaceny stejnym nazvem, proto zobrazeni velikosti thlu w
je nazvano @)

polopiimku e: polopfimka dand body S a B

bod A: bod umistény na polopifimce e uvniti kruznice h (tento bod je tvotici bod
zkracené cykloidy, a proto mu zménime barvu na rtiZzovou)

bod C: bod umistény na polopiimce e vné kruznice h (tento bod je tvorici bod

prodlouZené cykloidy, a proto mu zménime barvu na tmavé zelenou)

Nyni uz jen spustime animaci u thlu w a hodnoty a. Pfi zapnuti animace se objevi

v levém dolnim rohu tlacitko pro zastaveni a néasledné piehrani animace. Po objeveni

tlacitka animaci zastavime a nastavime dal$i vlastnosti. Posuvniky a a w nastavime na 0.

Bodim A4, B, C zaSkrtneme ,,Zobrazeni stopy*. DalSim problémem je spravné nastaveni —
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maximum u posuvniku a musime zadat jako nasobek obvodu kruznice h. Podle toho jaky
je nasobek, musi se nastavit na hodnotu tohoto nasobku rychlost u thlu w (napt. r, = 1,5,
chceme 3 otocky; do max. posuvniku a zapiSeme 2 * Pi * 1.5 * 3 — program si soucin sadm
spocita na hodnotu 27.274. U posuvniku uhlu w nastavime rychlost na 3). Kdyz mame vse

nastavené, miizeme animaci piehrat.

4.6.1.2. Vyuziti cykloidy v praxi

Izochronosti cykloidy si v§iml a vyuzil ji v 17. stoleti Christian Huygens pfi konstrukci
pfesnych hodin potiebnych k tehdejSimu rozvoji moteplavby. Potfeboval vytvofit takové
kyvadlové hodiny, jejichZ perioda by nezavisela na velikosti vykyvu. Zjistil, Ze kulicka na
niti musi pfi pohybu vykreslovat cykloidu. Aby ziskal pozadovanou trajektorii, tj. zménu

délky vldkna béhem pohybu, pfidal horni zarazky, které maji téz tvar cykloidy. [9 s. 44]

4.6.2. Epicykloidalni pohyb

Vytvofime jej valenim vnéj$itho obvodu kruznice h po vnéj§im obvodu kruznice p
(obrazek 20); trajektorie se nazyvaji epicykloidy. Trajektorii stftedu Oj hybné polodie h je
kruznice 7, soustfednd s pevnou polodii p (déale ji nebudeme uvazovat). Trajektorie
kazdého jiného vnitintho bodu A hybné polodie h se nazyvd zkracena epicykloida,
trajektorie bodu B hybné polodie h prosta epicykloida a trajektorie vnéjSiho bodu C
hybné polodie h prodlouzena epicykloida. V pfipad€, ze r, = 13, pak jsou epicykloidy
tzv. Pascalovy zavitnice — obrazek 21a). V ptipadé, ze r, = 2y, je prosta epicykloida
nazyvana nefroida — obrazek 21b). Dal$i dva mozné ptiklady epicykloidy jsou na

obréazcich 21c), 21d).

Obrazek 20: Epicykloidalni pohyb - pevna a hybna polodie
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V pravouhlé soutadnicové soustave {Op )X, y} ma epicykloida parametrické rovnice

Tp+Th
x = (1, +m,) cosw — v cos prh w,
. . T‘p+7‘h
= (r, +1,)sinw — vsin w
y ( p h) rh >

kde v je vzdalenost tvoficiho bodu epicykloidy od stfedu O hybné polodie h. [4 s. 258-
259]

Obrazek 21: Epicykloidy

4.6.2.1. Konstrukce epicykloidy

Popis konstrukce epicykloidy vytvofené v GeoGebie. Sestrojime:

1) posuvniky r,, 1y, a, @: Prvni posuvnik 7, je Cislo, které nam ur¢i polomér pevné

polodie (0-...). Druhy posuvnik 73, je ¢islo urcujici polomér hybné polodie (rozsah
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2)
3)
4)

5)

6)

7)
8)
9

10)
11)

12)

13)

14)

15)

0-...). Tteti posuvnik a je uhel, ktery ndm bude otacet hybnou polodii po pevné
polodii (rozsah 0°-360°). Ctvrty posuvnik w je thel, ktery nam bude otaget tvoficim
bodem po hybné polodii (rozsah 0°-360 °).

bod 0,: bod libovoln¢€ umistény na nakresné

KruZnici p (pevnou polodii): kruznice dana stfedem O,, a polomérem 7, (posuvnik)
bod A, (posledni oznaceni bodu — piivodné bod znacen jako A): bod umistény na
kruznici p (tento bod je pocatek ota€eni hybné polodie po pevné polodii)

bod S: bod zkonstruovany otocenim bodu A; o thel a (posuvnik) proti sméru hodin
okolo stiedu 0,

uhel B: uhel dany body A4, 0,,S - zobrazime pomoci n¢j velikost thlu a (Bohuzel
v GeoGebife nemohou byt dva objekty oznaceny stejnym ndzvem, proto zobrazeni
velikosti uhlu a je nazvano . Bod A; oznacime jako ,,Pomocny objekt”
a zneviditelnime jej aktivaci ptikazu ,,Zobrazit objekt*.)

polopFimku a: polopfimka dana body 0,, S

kruZznici c: kruznice dana stfedem S a polomérem 7y, (posuvnik)

priseciky O, a B, (posledni oznaceni bodu — ptivodné bod znacen jako B): pruseciky
kruznice ¢ a poloptimky a (prisecik B; nebudeme déle uvazovat a tak jej oznac¢ime
jako ,,Pomocny objekt“ a vypneme u n¢j ,,Zobrazeni objektu; stejnym zplsobem
nastavime i kruznici c)

kruZznici h (hybnou polodii): kruznice dana sttedem Oy, a polomérem 13, (posuvnik)
bod B: bod vznikly otocenim bodu S o thel w (posuvnik) proti sméru hodin okolo
sttedu Oy, (tento bod je tvorici bod prosté epicykloidy, a proto mu zménime barvu na
svétle zelenou)

uhel y: thel dany body S, 0y, B (zobrazuje velikost thlu w; bohuzel v GeoGebie
nemohou byt dva objekty oznaceny stejnym nazvem, proto zobrazeni velikosti thlu w
je nazvano y)

polopFimku b: poloptimka dana body 0y, B

bod A: bod umistény na polopfimce b uvniti kruznice h (tento bod je tvoftici bod
zkracené epicykloidy, a proto mu zménime barvu na rizovou)

bod C: bod umistény na polopifimce b vné kruznice h (tento bod je tvofici bod

prodlouZené epicykloidy, a proto mu zménime barvu na tmavé zelenou)

Nyni uz jen spustime animaci u uhli @ a w. Po preruSeni animace nastavime dalsi

vlastnosti. Posuvniky a a w nastavime na 0. Bodim 4, B, C zaSkrtneme ,,Zobrazeni stopy*.
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DalSim problémem je spravn¢ nastaveni — pomér r,: 1, musi odpovidat rychlosti u uhlu w.

Kdyz mame vSe spravné nastavené, mizeme piehrat animaci.

Na ptilozeném CD je ulozena konstrukce prosté epicykloidy vytvotena v GEONExTu.

4.6.2.2. Epicykloidalni pohyb v praxi
Epicykloidu vytvaii vystielena kulka, kterd kmita kolem neustdle se ménici pti¢né osy

(tzv. nutace).

4.6.3. Hypocykloidalni pohyb

Hypocykloiddlni pohyb vznikd valenim kruznice h jejim vnéjSim obvodem po
vnitinim obvodu kruZznice p; trajektorie se nazyvaji hypocykloidy. Trajektorii sttedu Oy,
hybné polodie h je kruznice t,, soustiednd s pevnou polodii p (dale ji vyloucime).
Trajektorie bodii A té oblasti ur¢ené v X hybnou polodii h, kterd obsahuje bod O,, se
nazyvaji zkracené hypocykloidy, trajektorie bodi B lezicich na polodii h se nazyvaji
prosté hypocykloidy a trajektorie ostatnich bodi C prodlouzZené hypocykloidy (obrazek
22).

Specialnim piipadem je situace, kdy 1, = 21, ¢imz vznikne elipticky pohyb (zkracené
a prodlouzené hypocykloidy jsou elipsy, prostd hypocykloida tvofi useCku) — obrazek 23a).
Pro 1, = 37, tvofi prostd hypocykloida kiivku zvanou Steinerova hypocykloida - obrazek
23b) a pro 1, = 41, je trajektorii asteroida — obrizek23c). Dal8i piiklad trajektorii

hypocykloidalniho pohybu je vidét na obrazku 23d).

Obrazek 22: Hypocykloidalni pohyb - pevna a hybna polodie
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V pravouhlé soufadnicové soustave {Op ;X y} ma hypocykloida parametrické rovnice

Tp —Th

x = (1, —m,) cosw + v cos — o,
. . Tp—Th
=(r, —m)sinw + vsin=—w
y ( p h) + rh H

kde v je vzdalenost tvoficiho bodu od stiedu O, hybné polodie h a w je velikost uhlu

otoCeni. [4 s. 259-260]

c)

Obriazek 23: Hypocykloidy

4.6.3.1. Konstrukce hypocykloidy

Popis konstrukce hypocykloidy vytvofené v GeoGebrie. Sestrojime:

1) posuvniky r,, 7y, @ w: Prvni posuvnik 7, je Cislo, kter¢ nam ur¢i polomér pevné
polodie (0-...). Druhy posuvnik 73, je Cislo urcujici polomér hybné polodie (rozsah

0-...). Tteti posuvnik a je uhel, ktery ndm bude otacet hybnou polodii po pevné
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2)
3)
4)

5)

6)
7)

8)
9

10)
11)

12)

13)

14)

15)

polodii (rozsah 0°-360°). Ctvrty posuvnik w je thel, ktery nam bude otaget tvoficim
bodem po hybné polodii (rozsah 0°-360°).

bod 0,: bod libovoln¢ umistény na nakresné

KruZnici p (pevnou polodii): kruznice dana stfedem O,, a polomérem 7, (posuvnik)
bod A; (posledni oznaceni bodu — pivodné bod znacen jako A): bod umistény na
kruznici p (tento bod je pocatek otaceni hybné polodie po pevné polodii)

bod S: bod zkonstruovany otocenim bodu A; o thel a (posuvnik) proti sméru hodin
kolem stfedu O,

usecku a: tsecka spojujici body 0,, S

uhel B: twhel dany body A;,0,,S - pomoci n€j zobrazime velikost thlu a.
(V GeoGebie bohuZel nemohou byt dva objekty oznaceny stejnym ndzvem, proto
zobrazeni velikosti uhlu a je nazvano . Bod A; oznac¢ime jako ,,Pomocny objekt™
a zneviditelnime jej aktivaci ptikazu ,,Zobrazit objekt*.)

kruZznici c: kruznice dana stfedem S a polomérem 7y, (posuvnik)

prusecik Op: prisecik kruznice ¢ a usecky a (kruznici ¢ oznacime jako ,,Pomocny
objekt a vypneme u ni piikaz ,,Zobrazeni objektu®, ¢imz ji zneviditelnime, a tak
v konstrukci nebude zobrazena)

kruznici h (hybnou polodii): kruZznice dana sttedem O, a polomérem 7y, (posuvnik)
bod B: bod vytvoteny oto¢enim bodu S o thel w (posuvnik) ve sméru hodin kolem
sttedu Oy, (bod B je tvotici bod prosté hypocykloidy, a proto mu zménime barvu na
svétle zelenou)

uhel y: thel dany body S, 0y, B (pomoci néj zobrazime velikost thlu w; v GeoGebie
bohuzel nemohou byt dva objekty oznaCeny stejnym ndzvem, proto zobrazeni
velikosti uhlu w je nazvano y)

polopiimku b: polopfimka dana body Oy, B

bod A: bod umistény na poloptimce b uvnitt kruznice h (tento bod je tvofici bod
zkracené hypocykloidy, a proto mu zménime barvu na rizovou)

bod C: bod je umistén na poloptimce b vné kruznice h (tento bod je tvofici bod

prodlouzené hypocykloidy, a proto mu zménime barvu na tmave zelenou)

Nyni uz spustime animaci uhlii & a w. Pfi pozastaveni animace urc¢ime dalsi vlastnosti

animacnich objektl. Posuvniky a a w nastavime na 0. Bodim A4, B, C zaskrtneme piikaz
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,»Zobrazeni stopy“. DalSim problémem je spravné nastaveni poméru 73:7,, ten musi

odpovidat rychlosti u uhlu w. Je-1i v§e spravné nastavené, miizeme animaci prehrat.

Na piilozeném CD je uloZena konstrukce prosté hypocykloidy vytvofend v programu

GEONEXT.

4.6.4. Pericykloidalni pohyb

Vznikne valenim vnitiniho obvodu kruznice h po vnéjs$im obvodu kruznice p (obrazek

24). Trajektorie se nazyvaji pericykloidy. Ukazky pericykloid naleznete na obrazku 25.

Obrazek 24: Pericykloidalni pohyb - pevna a hybna polodie

Pericykloidy neni tieba zvlast’ vySetfovat, nebot’ plati véta:

Véta:

Kazda epicykloida je pericykloidou a obrdcené.
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Obrazek 25: Pericykloidy

4.6.4.1. Konstrukce pericykloidy

Popis konstrukce pericykloidy vytvofené v GeoGebie. Sestrojime:

1) posuvniky r,, 1y, a, @: Prvni posuvnik 7, je Cislo, které nam ur¢i polomér pevné
polodie (0-...). Druhy posuvnik 1, je ¢islo, které urCuje polomér hybné polodie
(rozsah 0-...). Tteti posuvnik a je uhel, ktery bude otacet hybnou polodii po pevné
polodii (rozsah 0°-360°). Ctvrty posuvnik w je thel, ktery bude otaget tvofici bod po
hybné polodii (rozsah 0°-360 ©).

2) bod 0,: stfed pevné polodie libovoln€ umistény na nakresné

3) KruzZnici p (pevnou polodii): kruznice dana sttedem O, a polom&rem 7, (posuvnik)

4) bod A, (posledni oznaceni bodu — pivodné byl bod znacen jako A): bod umistény na
kruznici p (tento bod je pocatek otaceni hybné polodie po pevné polodii)

5) bod S: bod zkonstruovany oto¢enim bodu A; o uhel a (posuvnik) proti sméru hodin

kolem stfedu 0,
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6)

7)
8)
9

10)
11)

12)

13)

14)

15)

uhel B: thel dany body A;,0, S - pomoci néj zobrazime velikost uhlu «
(V GeoGebie bohuZel nemohou byt dva objekty oznaeny stejnym ndzvem, proto
zobrazeni velikosti uhlu a je nazvdno . Bod A; oznaCime jako ,,Pomocny objekt*
a zneviditelnime jej aktivaci prikazu ,,Zobrazit objekt.)

polopfimku a: polopfimka dana body S, 0,

kruznici c: kruznice dana sttedem S a polomérem 13, (posuvnik)

prusec¢ik Op: prusecik kruznice ¢ a polopiimky a (kruznici ¢ oznadime jako
»Pomocny objekt“ a vypneme u ni ,,Zobrazeni objektu®; a tak v konstrukci nebude
zobrazena)

kruznici h (hybnou polodii): kruZnice dana sttedem O;, a polomérem 7y, (posuvnik)
bod B: bod vytvofeny otocenim bodu S o thel w ve sméru hodin kolem sttedu Oy,
(tento bod je tvotici bod prosté pericykloidy, a proto mu zménime barvu na svétle
zelenou)

uhel y: thel dany body S, O, B; s jeho uzitim zobrazime velikost thlu w (v GeoGebie
bohuzel nemohou byt dva objekty oznaCeny stejnym nézvem, proto zobrazeni
velikosti uhlu w je nazvano y)

polop¥imku b: poloptimka dana body Oy, B

bod C: bod umistény na polopiimce b uvniti kruznice h (tento bod je tvotici bod
prodlouZené pericykloidy, a proto mu zménime barvu na tmavé zelenou)

bod A: bod umistény na polopiimce b vné kruznice h (tento bod je tvorici bod

zkracené pericykloidy, a proto mu zménime barvu na rizovou)

Nyni uz jen spustime animaci u Ghlll ¢ a w. Pfi pozastaveni animace nastavime dalsi

vlastnosti. Posuvniky a a w nastavime na hodnotu 0. Bodim A,B,C zaskrtneme

,»Zobrazeni stopy“. Dal$im problémem je spravn¢ nastaveni poméru 7:7,, ten musi

odpovidat rychlosti u uhlu a. Kdyz mame vse nastavené, miizeme animaci nechat prehrat.

4.6.4.2. Vyuziti pericykloidalniho pohybu v praxi

Wankeliv motor - Zakladnim principem Wankelova mo-
toru je vykonani vSech étyf pracovnich fazi (séni, komprese,
expanze, vyfuk) béhem jediného otoceni pistu. Tim padem neni
tteba pievadét pulzovani pista klasického spalovaciho motoru

na otacivy pohyb. Zjednodusené feceno: trojuhelniko-vity pist

rotuje v ovalném valci a vSechny takty probihaji sou-Casné.
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Tudiz odpada klikova hiidel a ojnice, slouzici k pfeméné vratného pohybu v rotacni, také
vacky a jimi ovladané ventily. Wankeltiv motor je jednodussi, kompaktnéjsi a vzhledem
k objemu vykonnéjsi. Vice informaci se miiZzete docist v tomto ¢lanku:

http://www.tyden.cz/rubriky/auta/historie/wankeluv-motor-predbehl-dobu_79263.html.

4.6.5. Evolventni pohyb
Je dan valenim ptfimky h po kruZnici p; trajektorie pohybu se nazyvaji evolventy
kruznice (obrazek 26). Obecné evolventnim pohybem rozumime kazdy pohyb, jehoz

hybnou polodii h je pfimka; pevnou polodii p miize byt libovoln4 kiivka.

S

Obrazek 26: Evolventni pohyb - pevna a hybna polodie

V pravouhlé soutadnicové soustave {Op; X, y} parametrické rovnice evolventy kruZznice
jsou X =vcosw + rw sin w,
Yy =vsinw —rw cos w,

kde v je vzdalenost tvoficiho bodu od stfedu 0, pevné polodie p, w je velikost uhlu otoceni

ar je polomér pevné polodie p.

4.6.5.1. Trajektorie evolventniho pohybu

Trajektoriim fikame evolventy kruZnice (kiivky) p. Trajektorie vnitiniho bodu A (C)
poloroviny urcené piimkou h, v niz lezi (nelezi) stted O, pevné polodie, se nazyva
prodlouZena (zkracena) evolventa kruZnice — obrazek 27a) a 27b), trajektorie bodu B
pifimky h prosta evolventa kruZnice (Casto struéné jen evolventa kruznice) — obrazek

27¢). Trajektorie T, bodu D = 0, je Archimédova spirala — obrazek 27d). [4 s. 262]
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c) d)

Obrizek 27: Evolventy kruZnice

4.6.5.2. Konstrukce evolventy KkruZnice

Popis konstrukce evolventy kruznice vytvorené v GeoGebie. Sestrojime:

1) posuvniky 7, @: posuvnik 7, pro nastaveni poloméru pevné polodie a posuvnik w

pro urceni thlu, ktery bude pohybovat hybnou polodii po pevné polodii

2) bod 0,: bod libovoln€ umistény na nakresnu
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3) kruznici p (pevnou polodii): kruZnice dana stiedem O, a polomérem 7, (posuvnik)

4) bod A; (posledni oznaceni bodu — puvodné bod znacen jako A): bod libovolné
umistény na kruznici p (nejlépe vodorovné s bodem Oy,)

5) bod S: bod zkonstruovany otoc¢enim bodu A; o thel w (posuvnik) proti sméru hodin
okolo stiedu 0,

6) uhel a: uhel dany body A4, 0p, S (zobrazime pomoci n€j velikost thlu w; v GeoGebie
bohuzel nemohou byt dva objekty oznaCeny stejnym ndzvem, proto zobrazeni
velikosti uhlu w je nazvano @)

7) oblouk c: oblouk dany trojici bodi 0,,A;,S - zménime mu barvu na tyrkysovou pro
jeho lepsi znazornéni (Bodu A; skryjeme popis)

8) teénu h (hybnou polodii): tena ke kruznici p prochazejici bodem S

9) kruznici d: kruznice dana sttedem S a polomérem ¢

10) prasecéik B: prisecik kruznice d a teCny h (vzniknou dva priseciky, ale uvazujeme
jen prisecik umistény napravo od bodu S — druhy prisecik oznac¢ime jako ,,Pomocny
objekt* a zneviditelnime jej). Bodu B nastavime ,,Zobrazeni stopy” a zménime mu
barvu na svétle zelenou. Kruznici d zaktivnime piikaz ,,Pomocny objekt™ a pak ji
zneviditelnime.

11) asefku a: usecka spojujici body S, B (isecce SB nastavime stejnou barvu, jako jsme

pouzili pro zobrazeni oblouku c, tj. tyrkysovou, protoze jejich délky si odpovidaji)

Posuvniku w zapneme animaci. Tvofici bod B vytvaii prostou evolventu kruznice. Pro
zkracenou a prodlouzenou evolventu, ve specidlnim ptipadé¢ pro Archimédovu spiralu,

postup pokracuje takto:

12) posuvnik b: posuvnik pro nastaveni vzdalenosti tvoficich bodid zkracené
a prodlouzené evolventy

13) kolmici e: kolmice k piimce h vedena bodem B

14) KkruZnici f: kruznice se sttedem B a polomérem b (posuvnik)

15) priseéiky A, C: pruseCiky kruznice f a kolmice e; prusecik nalevo od bodu B
ozna¢ime A a druhy C (bodim A,C zménime barvu na rizovou, respektive tmave

zelenou a nastavime jim ,,Zobrazeni stopy*)

Pfi zapnuti animace se zacnou vytvaret zkrdcené a prodlouzené evolventy. V piipade,
Ze se Ciseln¢ hodnoty u posuvnikii 7, a b rovnaji, pak prodlouzena evolventa vytvafi

Archimédovu spiralu.
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4.6.5.3. Vyuziti evolventy v praxi

Evolventa kruZnice se vyuziva napft. pii atletickych zavodech k rozmisténi startovacich
blokl. Pfi béhu na 3 000 m piekdzek je start v misté, kde rovina ptfechazi v zatacku.
Zavodnici nasledné bézi po tecné k vnitinimu okraji a tim se srovna délka jejich drahy

s ostatnimi zdvodniky.
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5. Trajektorie vzniklé specialnimi
pohyby
5.1. Upatnice

Upatnice bodu P vzhledem ke kfivce k je mnozina viech pat M kolmic spuiténych
z bodu P na teény ¢ kiivky k; bod P se nazyva pol. Upatnice je tedy trajektorie vrcholu M
pravého Uhlu, jehoZ jedno rameno obaluje kiivku k a druhé prochazi polem P. Odtud je
zfejmé, Ze Upatnice vznikaji pfi pohybech, u nichz se dvojice riznob&znych ptimek NRS X

pohybuje tak, ze jedna ptimka obaluje kiivku a druhd prochazi pevnym bodem.

Na obrazku 28 je zobrazena upatnice elipsy pro pol P lezici ve stiedu S elipsy, tj.
P = S. Prikladem upatnice kuzeloseCky pro pol P lezici v jejim ohnisku je vrcholova
kruznice elipsy (obrazek 29), vrcholova kruznice hyperboly (obrazek 30) a vrcholova

pfimka paraboly (obrazek 31). [4 s. 256]

Obrazek 29. Upatnice elipsy pro pél v ohnisku elipsy
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Obrazek 31. Upatnice paraboly pro pél v ohnisku paraboly

5.1.1. Konstrukce upatnice
Nasleduje popis konstrukce upatnice elipsy, hyperboly a paraboly (EHP) — pro pol

v ohnisku kuZelosecky - vytvotené v GeoGebie. Sestrojime:

1) EHP k: v nastrojové list€¢ vybereme piikaz pro vytvofeni dané kuzeloseCky,
zkonstruujeme ji dle pokynl pro jeji sestrojeni (pokyny se zobrazuji napravo od na-
strojové listy)

2) hlavni a vedlejsi osy v ptipad¢ elipsy a hyperboly, v ptipadé paraboly sestrojime jeji
osu, fidici pfimka je jiz sestrojena z predeslého kroku

3) bod N: bod umistény libovoln¢ na EHP

4) te€nu t: tecna dotykajici se dané kuzelosecky (EHP) v bodé N
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5) kolmici c: kolmice k te¢n€ t prochazejici pélem P kuZelosecky, tj. bud’ sttedem S ¢i
ohniskem F dané kuZelosecky

6) prisecik M: prisecik te¢ny t a kolmice ¢ k dané tecné t. Tomuto bodu M nastavime
ve vlastnostech ,,Zobrazeni stopy*

Pohybem bodu N po kuzelosecce EHP vytvaiime Upatnici.

Upatnice se da vykreslit jestd jednim zptisobem a to jako mnozina bodi. V panelu
nastrojii vybereme piikaz ,,Mnozina bodid* a upatnici zaddme bodem M, ktery je soucasti
mnoziny, a bodem N na piimce t.

Poznamka: V obrazcich upatnic kuzelosecek je pro piehlednost zvyraznén pravouhly
trojuhelnik pomoci jeho stran a pomoci pravého thlu pti vrcholu M (pravy uhel se
zadava bud’ tfemi body nebo dvéma piimkami). Déle je v obrazcich zneviditelnéna

kolmice ¢ prochazejici bodem M a pélem P.
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Zaveér

Cilem této prace bylo vytvofit piehled nékolika kinematicky vznikajicich kiivek.
U kazdé kiivky popsat zplsob jejiho kinematického vytvofeni a kiivku nasledné
dynamicky vykreslit pomoci vybraného geometrického programu. Tento cil byl naplnén,
jak dokazuje soubor konstrukei ulozenych na pfilozeném CD a téZz jednotlivé obrazky
ktivek uvedené v této praci a doplnéné o popisy konstrukei jejich tvorby v geometrickych
programech GeoGebra ¢i GEONEXT. Pro zpestfeni tématu této prace je uveden strucny
nastin vyvoje vzniku geometrie. Nékteré kiivky jsou doplnény o jejich vyuziti v praxi.
Dale se v textu prace nachdzeji kratké komentate k prostfedi geometrickych programu
GeoGebra a GEONEXT a popisy prace v nich. VétSina uvedenych informaci neni

k nalezeni ve standardnich navodech obou programii.

Velkym ptfinosem této prace je, Ze podle popist konstrukei uvedenych v textu si ¢tenar
muze kiivky obdobnym zplsobem také sam vytvofit ve zminénych geometrickych
programech. Coz by se dalo napiiklad vhodné vyuzit pfi vyuce kinematické geometrie.
Nevyhodou ovSem je, Ze se s kinematickou geometrii setkdvame ptfedev§im uz jen na
vysoké Skole. Podle mého nazoru by se vytvafeni kiivek (predevSim cyklickych)
zamlouvalo i 7akim na zakladnich &i stfednich $kolach. Zaci by zadavanim riznych
poméra pevnych a hybnych polodii vytvareli zajimavé kiivky, které jsou nejen hezké na
pohled, ale vétSina z nich ma 1 své odborné nazvy. Prace v geometrickych programech je
urdité vyhodnym zpestienim hodin matematiky. Zaci si vyzkouseji jiné metody
konstruovani nez pomoci pravitka a kruzitka. Touto metodou se usetii i ¢as a zaci jsou tak
diky dynamicnosti programli schopni vytvofit vice riznych konstrukci nez rucné. Prace
v geometrickych programech by se ov§em neméla stat hlavni ¢innosti pfi vyuce geometrie,
druhou stranu oba v praci uzivané geometrické programy jsou voln¢ stazitelné, a tak kdyz
zaky prace v nich zaujme, mohou si je nainstalovat doma na své osobni pocitace

a konstrukce si tak mohou vytvaret sami individualné.
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Seznam priloh na CD

Na pfilozeném CD naleznete:
Slozku ,,Geometrické programy* — instalacni soubor programu GeoGebra 3.2.47.0.
— instala¢ni soubor programu GEONEXT 1.74.
Slozku ,,Konstrukce™ — 4.1. Elipticky pohyb.ggb
—4.2. Kardioidicky pohyb.ggb
—4.2. Kardioidicky pohyb.gxt
—4.3.1. Pfima konchoida ptimky - Nicomedova konchoida.ggb
—4.3.1. Pfima konchoida pfimky - Nicomedova konchoida.gxt
—4.3.1. Pfima konchoida kruznice.ggb
—4.4. Zobecnény konchoidalni pohyb.ggb
—4.5. Kloubovy antiparalelogram - elipsa.ggb
—4.5. Kloubovy antiparalelogram - hyperbola.ggb
—4.6.1. Cykloida.ggb
—4.6.2. Epicykloida. ggb
—4.6.2. Prosté epicykloida. gxt
—4.6.3. Hypocykloida.ggb
—4.6.3. Prostad hypocykloida.gxt
—4.6.4. Pericykloida.ggb
—4.6.5. Evolventa kruznice.ggb
—5.1. Upatnice elipsy z ohniska. ggb
—5.1. Upatnice elipsy ze stiedu. ggb
—5.1. Upatnice hyperboly z ohniska. ggb

—5.1. Upatnice paraboly z ohniska. ggb
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