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Hlavnim cilem této bakaldrské prace je numerickda simulace obtékani télesa tekutinou a
simulace deformace elastickych téles v prostifedi FEniCS. Dlouhodobym cilem je feSeni
problému interakce proudéni s pruznymi télesy. V prvni Casti této prace je uveden velmi
zjednoduseny popis metody konecénych prvkl a také predstaveni vypocetniho baliku FEniCS,
ktery je pouzit pro numerické feseni parcialnich diferencialnich rovnic. Prace se dale zabyva
numerickou simulaci deformaci spojité zatizeného nosniku a numerickou simulaci obtékani
télesa tekutinou. V ptipadé ohybu spojité zatizeného nosniku jsou vysledky simulaci ovéreny
pomoci analyticky ziskaného feseni, v pripadé simulace obtékani télesa tekutinou jsou vysledky
ovéreny pomoci benchmarkovych dat. V posledni ¢asti je uveden moZiny postup pfi feseni
problému interakce proudéni s pruznymi télesy.

Klicova slova: metoda konecnych prvkd, FEniCS, numerické simulace, deformace pruznych
téles, Navierovy-Stokesovy rovnice, interakce proudéni a pruzného télesa

The main goal of this bachelor's thesis is numerical simulation of fluid flow around a body and
a simulation of deformation of elastic bodies in the FEniCS environment. The long-term goal is
to solve the problem of fluid-structure interaction. The first part of this work presents a very
simplified description of the finite element method and also the introduction of the FEniCS
libraries, which are used for the numerical solution of partial differential equations. This thesis
further deals with the numerical simulation of deformations of a continuously loaded beam
and numerical simulation of the fluid flow around a body. In the case of bending of a
continuously loaded beam, the results of simulations are verified using an analytically obtained
solution, in the case of simulating the fluid flow around a body, the results of simulations are
verified using benchmark data. The last part presents a possible method for solving the
problem of fluid-structure interaction.

Keywords: finite element method, FEniCS, numerical simulations, deformation of elastic
bodies, Navier-Stokes equations, fluid-structure interaction
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Seznam pouzitych zkratek a symboli
ALE Arbitrary Lagrangian-Eulerian
Laplacelv operator

Younglv modul

€ symetricky gradient posunuti, tenzor rychlosti deformace
I jednotkova matice
J moment setrvac¢nosti
A Lamého konstanta
Mo ohybovy moment
u smykovy modul, dynamicka viskozita
n vnéjsi jednotkovd normala
VvV nabla operator
1% Poissonovo Cislo, kinematicka viskozita
p tlak
Re Reynoldsovo Eislo
hustota
tensor napéti
t cas
tr stopa matice
u vektorové pole posunuti, vektor rychlosti
v testovaci funkce



Proudéni tekutin i deformace pruinych téles jsou témata s Sirokym spektrem uplatnéni. S
aplikaci proudéni tekutin se setkdvame napfiklad v meteorologii, pfi testech aerodynamickych
vlastnosti téles, napfiklad letadel, nebo pfi proudéni tekutin v potrubich. S pruinymi
deformacemi se setkdvdme u kazdého stroje. Casto dochdzi také ke sdruzenému problému,
kdy v disledku proudéni tekutiny dochazi k deformaci téles a tyto vzniklé deformace nasledné
ovliviuji proudici tekutinu.

Cilem této prace je numerickd simulace pruzné deformace spojité zatizeného nosniku a
simulace obtékani télesa tekutinou. Dlouhodobym cilem, tedy moznym navazanim na tuto
praci, je simulace sdruzeného problému. K témto simulacim byl vyuZit vypocetni balik FEniCS,
ktery disponuje viemi potifebnymi funkcemi pro fesSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic
metodou koneénych prvkd.

V prvni Casti se vénuji metodé konecnych prvka. Je zde uveden velmi zjednoduseny popis
metody a nasledné je predstavena open-source knihovna FEniCS, obsahujici funkce zalozené
na metodé konecnych prvka.

Druhd ¢ast je vénovdana pruznym deformacim spojité zatizeného vetknutého nosniku. Nejprve
jsou uvedeny rovnice popisujici deformace pruzného télesa a zaroven Upravy rovnic pro pripad
rovinné napjatosti. Nasledné je ukazan analyticky vypocet a kéd implementujici simulaci ohybu
spojité zatizeného nosniku. Nakonec jsou srovnany vysledky ziskané ze simulaci pfi vyuZiti
raznych vypocetnich siti s analyticky ziskanym vysledkem. Geometrie i vlastnosti materidlu
nosniku odpovidaji hodnotam uvedenym v benchmarku [1].

Treti ¢ast je vénovana simulaci obtékani télesa nestlacitelnou vazkou tekutinou. Nejprve jsou
predstaveny rovnice popisujici proudéni nestlacitelné vazké tekutiny a jejich nasledné Upravy.
Poté jsou wuvedeny parametry simulaci, které se shoduji s parametry v
benchmarku, a také vypocetni sité pouzité pfi numerickych simulacich. Nasledné je popsdan kéd
implementujici vypocet pomoci knihoven FEniCS. Nakonec je uvedeno srovnani dosazenych
vysledk s vysledky v benchmarku.

Ve Ctvrté a posledni ¢asti je uveden moziny postup pfi resSeni sdruzeného problému, tedy
interakce proudéni s pruznymi télesy.



Metoda konecnych prvkd je numerickd metoda pro feseni parciadlnich diferencialnich rovnic. V
soucasné dobé nachazi vyuziti v Sirokém spektru aplikaci jako je napfiklad meteorologie (i
simulace deformace namahanych ¢asti stroju. Jeji princip spociva v diskretizaci spojité oblasti a
pfevedeni diferencidlnich rovnic na soustavu linedrnich rovnic. Informace pouZité v této
kapitole byly ziskany z [4] a [8].

Princip metody konecnych prvkd Ize demonstrovat napfiklad na Laplaceové rovnici ve 2D
—Au=f v Q , (1)
s okrajovymi podminkami

u=0 na 082 . (2)

Nejprve je nutné ziskat slabou formulaci. Rovnici (1) nasobime libovolnou funkci v s hodnotou
rovnou nule na hranicich oblasti. Vyslednd rovnice po Upraveé je

—Auv=fv . (3)

Dale bude potfeba rovnici (3) zintegrovat

—fQAuvdXZIvadx : (4)
Pomoci Greenovy véty

0g _ [ 49f
.[Qfaxi_fagfgni J‘anxi (5)

je mozné dale rovnici upravit do tvaru

o T e S

Jelikoz mad v tomto pfipadé funkce v nulovou hodnotu na hranicich oblasti, je vysledek
krivkového integralu vidy rovny nule a je tedy mozné rovnici dale upravit do tvaru

IQVv-Vudx=fovdx . (7)
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Nasledné provedeme aproximaci slabé formulace. Budeme hledat po ¢astech linedrni funkci

u, s hodnotou rovnou nule na hranicich oblasti tak, aby

fg Vuh-Vvhdx:fQ fv,dx ,

kde v, jsou po €astech linearni funkce splfiujici okrajovou podminku.

Funkce v, a u,, jsou elementy prostoru
V,={v,: Q2->R|
V, je prostor s kone¢nou dimenzi, jehoZ bazi Ize zapsat jako

(2NN

(8)

(9)

(10)

kde n je dimenze prostoru V/, (pro linedrni prvky rovny poctu vnitfnich uzld vypocetni sité).

Funkci u,, je mozné vyjadfit jako
n
20
j=1

kde a,,...,, jsou neznamé.

Vysledkem této aproximace je soustava linearnich rovnic
n
> a;a;=b, , i=1,..,n ,kde
j=1

aij:_[QV(Pj'v%dx ) bi:jgf(pidx

Soustavu je mozné také zapsat maticové jako

Ay | ia, b,

a, .. a,[\%] \b,

nn

11

(11)

(12)

(13)



FEnIiCS je vypocetni balik pro reseni parcidlnich diferencidlnich rovnic, ktery uZivatelim
umoznuje rychlé prevedeni rovnic do kdédu konecnych prvkl. Je moiné jej pouzit jak na
béZnych pracovnich pocitacich, tak na vykonych strojich vyuZivajicich paralelniho vypoctu.
FEniCS byl pavodné vytvoren v roce 2003 a je vyvijen za Ucasti univerzit a vyzkumnych ustavl

evvs

nalézt v [4].

Pfimo Ize FEniCS instalovat pouze v opera¢nim systému Linux. Pokud ma byt FEniCS
nainstalovan na zafizeni s jinym operac¢nim systémem, je nutné vyuZit dalSich program, jako
je naptiklad Docker, ktery instalaci a nasledné pouzivani knihovny FEniCS umozni.

Po Uspésné instalaci baliku FEniCS je mozné pfistoupit k tvorbé zdrojového kédu. Ten je mozné
psat bud v programovacim jazyku C++ a nebo v jazyku Python. Osobné jsem pro tvorbu
zdrojového kdédu zvolil Python. Ucinil jsem tak hlavné z dlivodu vétsiho mnoZstvi material(, ze
kterych bylo mozné cerpat potiebné informace.
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2 Numericka simulace ohybu spojité
zatizeného nosniku

2.1 Rovnice popisujici deformace pruzného télesa

V této kapitole jsou uvedeny rovnice popisujici deformace pruzného télesa a Uprava rovnic pro
pfipad rovinné napjatosti. Informace byly ¢erpany z [6] a [4].

Pruzné téleso je takové téleso, které se po odstranéni vnéjSich plsobicich sil navrati do
plvodniho stavu. Jeho deformace jsou popsany pomoci rovnice

—V-o=f , (14)

kde f je sila plsobici na jednotku objemu deformovaného télesa a o je tenzor napéti. Jelikoz
se zde jedna o pfipad pfimého tenkého nosniku, je mozné zanedbat kolmou sloZzku napéti a
uvazovat ptipad rovinné napjatosti, ¢imz dojde k zjednoduseni vyslednych rovnic. Pro pfipad
rovinné napjatosti Ize tenzor napéti o zapsat jako

o, 0, 0

O=|0y 05 0] - (15)
0 0 O
Tento tenzor je dan vztahem
o=Atr(e)I+2u-€ , (16)

kde symbol A a u jsou Lamého konstanty definované jako

g=—2v =B 17
(1+v)(1-2v) “ 2(1+v) ' 7)

symbol I ve vztahu (16) je jednotkovd matice a € je symetricky gradient vektorového pole
posunuti definovany pro pripad rovinné napjatosti jako

€, €, 0
€=|€, €, 0 . (18)
0 0 €y

Symetricky gradient posunuti je dan vztahem
eu)=3(Vus(Vu)') (19

kde u je vektorové pole posunuti.

13



Cely problém mUze byt nasledné zredukovan pouze na dva rozméry. Nelze vsak ignorovat vliv
parametru €,, . Aby byla redukce mozn3, je nutné rovnici (16) upravit.

o, 0, 0 100 €, €, 0
Oyn Oyp 0 =2{enteten)|0 1 0F2 €y €3 0
0 0 O 0 01 0 0 €4
(20)
A€ tepntes)+2u-€53=0
E33:_ﬁ(‘511+€22)
Dosazenim vysledku Upravy (20) do rovnice (16) lze nasledné ziskat
o=A(e, +e —L(e +€y)) I+2u-€
11 22 A"'ZM 11 22
o=A((1- A J(€n+en)) I+2ue
A+2u (21)
2u-A
:(m)(€11+622)'1+2/l'6
PFi oznaceni
« [2u-A
A= 22
()L+2‘u) (22)
je vysledna rovnice pro dvourozmérny problém
o=A"tr(e)I+2ue . (23)

14



2.2 Parametry vypoctu a simulace

2.2.1.Geometrie nosniku a zvolené konstanty

Parametry simulace ohybu spojité zatizeného nosniku vychazeji z parametrld danych v
benchmarku [1]. Jedna se o nosnik s délkou 35 centimetr(, vySkou 2 centimetry, vyrobeny z
polypropylenu.

Tabulka 1: hodnoty parametri vypoctu a simulace ohybu spojité zatiZzeného nosniku

Délka L=0,35m
Vyska H=0,02m
¥ k

Youngiv modul E=9.10° _82
ms

Hustota 0=1100 k_83
m

Poissonovo dislo v=0,42

2.2.2.Vypocetni sité

Pfi vlastnich simulacich pruznych deformaci nosniku jsem vyuzil dvé vypocetni sité, kazdou s
jinym usporadanim prvk(.

HAPAI TP HIIATTETTN
Obrdzek 1: nestrukturovand sit (858 prvki)

Prvni sit pouZitd pro simulace byla nestrukturovana sit, tedy sit s nepravidelnym rozloZzenim
jednotlivych prvkd. Vyslednou nestrukturovanou sit je mozné vidét na obrazku 1.

Obrazek 2: strukturovand sit (712 prvku)

Druhd pouZita sit byla strukturovana, tedy sit s pravidelnym usporadanim prvkd, kterou je
mozné vidét na obrazku 2.

RGzné vypocetni sité pro simulaci ohybu nosniku byly pouZity pro nasledné porovnani
obdrzenych vysledkd.

15



PFi vypoctu prliihybu spojité zatizeného nosniku budu vychazet ze vzorce

+/ \_ Mo(x)
(x)= E-Jy

w

’

(24)

kde w (x) je prlhybova krivka, Mo(x) je ohybovy moment, E je Youngtv modul pruznosti a

Jy je moment setrvacnosti vzhledem k ose y definovany jako

fﬁ fﬂ f h3 b-h3
Jy= S yzdydz: 2 _dz= ,
).k -212 12

kde b je $itka nosniku a h je vy$ka nosniku.

Ohybovy moment Mo(x) je definovany pro spojité zatizeny nosnik

x* L
Mo(x)—m-g(x—ﬂ—i) )

kde m- g je plsobici zatiZzeni a L je délka nosniku.

Rovnici (24) je nasledné mozZné dvakrat zintegrovat, ¢imzZ se ziska rovnice

4 3 2

_m-g|—x ,x Lx
w(x)= $X

E-Jy\24L 6 4

Pti vypoctu maximalniho priihybu, tedy prihybu na volném konci nosniku, je mozné

rovnici (27) dale upravit do tvaru

L'h'b'p'g,(_iL?’)__E 0-g-L'

- 2

E-Lb-h3 24 2 E-h
12

Po dosazeni zadanych parametrl je vysledny prihyb na volném konci nosniku

w(0,35)~—0,000674719 m.

Vzorec (24) a jeho nasledné Upravy byly ziskany z [7].
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V této kapitole bude popsan kéd implementujici vypocet pod vlastni vahou deformovaného
pruzného nosniku. Velka ¢ast kédu byla prevzata z [6]. Informace ohledné pouzitych funkci byly
¢erpany z [3] a [6]. Parametry pouZzité pti simulaci Ize nalézt v kapitole 2.2.

Aby bylo mozné pro vypocet diferencidlnich rovnic pouZit funkce FEniCSu, je nejprve nutné
knihovnu FENICS importovat.

from fenics import *

Knihovna fenics obsahuje vSechny potiebné funkce pro vypocet parcidlnich diferencidlnich
rovnic, zaloZzenych na metodé konecnych prvk(. Po jejim importovani jiz bude mozné potiebné
funkce vyuZit.

Dale bude potfeba nadefinovat konstanty pouzité pfi vypoctu.

L = 0.35

H=0.02

E = Constant(9e8)

nu = Constant(0.42)

rho = 1100

g =9.81

rho_g = rho*g

f = Constant((0, -rho_g))

mu = E/2/(1+nu)

lmbda = E*nu/(1+nu)/(1-2*nu)

lmbda = 2*mu*lmbda/( lmbda+2*mu)

Proménna L je délka nosniku, H je vyska nosniku, konstanta E je Youngliv modul v pruznosti a
nu je Poissonovo Cislo. Proménna rho je hustota, g je gravitacni zrychleni a konstanta f je
zatizeni nosniku. mu a Imbda jsou Lamého konstanty odpovidajici predpisu (17). Z odvozeni v
kapitole 2.1 je zfejmé, ze aby mohla byt provedena redukce problému Cisté na dva rozméry, je
nutné rovnici upravit do tvaru (23). Vysledna hodnota proménné Imbda odpovidad hodnoté
koeficientu 1™ .

Nasledné je tieba nacist, pfipadné vytvofit vypocetni sit. PFi naditani jiz vytvorené sité je nutné,
aby sit byla uloZena ve formatu xm/. Pokud je sit uloZena v jiném formatu, je nutné nejprve
provést konverzi. K tomu je mozné vyuzit nastroj dolfin-convertr, ktery je implementovan v
knihovnach FEniCS. Pokud sit neni pfedem vytvorena, je mozné ji vytvorit pfimo ve FEniCS.
Timto zplUsobem lze vytvofit jednodussi sité. Aby mohla byt sit vytvofena pomoci knihoven
FENICS, je nejprve nutné importovat komponentu mshr, ktera potfebné funkce pro vytvoreni
sité obsahuje.

mesh = Mesh('"beam.xml")
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Ve chvili, kdy je nactena, pfipadné vytvorena vypocetni sit, je mozné pfistoupit k definici
funkéniho prostoru a nasledné bazové a testovaci funkce.

V = VectorFunctionSpace(mesh, 'Lagrange',6 degree=2)

u_ = TrialFunction(V)

v_ = TestFunction(V)

Funkce VectorFunctionSpace prebira tfi vstupni parametry. Prvni parametr je vypocetni sit,
druhy parametr znaci typ prvku a tfeti parametr je stupen prvku. Proménna V je tedy
vektorovy funkéni prostor s kvadratickymi prvky typu Lagrange. Funkce TrialFunction vytvori
bazovou funkci daného funkéniho prostoru. Funkce TestFunction vytvofi testovaci funkci
daného funkéniho prostoru.

Aby byl program snaze Citelny je dobré predem nadefinovat dlouhé a ¢asto pouZivané vyrazy. Z
tohoto dlivodu je vypocet symetrického gradientu posunuti (19) a tenzoru napéti (16)
realizovan jako funkce.
def epsilon(u):

return 0.5*(nabla_grad(u)+nabla_grad(u).T)
Funkce nabla_grad je jednou z funkci obsazenych v knihovnach FEniCS. Vstupnim parametrem
je vektor, vystupnim pak jeho gradient. Parametr T znadi transponovanou matici gradientu
vstupniho vektoru.

def sigma(u):

return lmbda*tr(epsilon(u))*Identity(2) + 2.0*mu*epsilon(u)
Imbda je jiz definovana proménna odpovidajici hodnoté koeficientu (22). Funkce tr vraci stopu
vstupni Ctvercové matice, tedy soucet prvk( na hlavni diagonale. Funkce Identity vytvori
jednotkovou matici o velikosti zavislé na vstupnim parametru. V tomto pfipadé se jedna o
matici 2x2. Funkce epsilon je funkce pro vypocet tenzoru rychlosti deformace (16) popsana
vyse.

Dale bude potfeba definovat hranice oblasti po pozdéjsi definici okrajovych podminek. V
pripadé deformace vetknutého nosniku bude definovdn jeden okraj v misté vetknuti.
def left(x, on_boundary):

return near(x[0],0.)
Funkce near vraci booleovskou hodnotu uddvajici, zda se hodnota prvniho parametru
dostatecné blizi hodnoté druhého. Parametr x/0] znaci souradnice na ose x.

Po definovani okraje je mozné definovat okrajovou podminku.
bc = DirichletBC(V, Constant((0.,0.)), left)

Funkce DirichletBC je funkce pro definici Dirichletovy okrajové podminky. Prvnim argumentem
je funkéni prostor, druhy argument je popis chovani funkce na okraji a tfeti argument je okraj.
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Po definovani viech potiebnych konstant, vztah(l a okrajovych podminek je mozné pristoupit k
vypoctu. Nejprve je nutné ziskat slabou formulaci. Tu lze ziskat vynasobenim rovnice (14)
testovaci funkci, integraci a naslednou aplikaci Greenovy véty a okrajové podminky. Rovnice po
této Upravé je ve tvaru

fga(u)-Vvdx:fovdx , (30)

kde a(u)je tenzor napéti, v je testovaci funkce, af je zatiZeni nosniku. JelikoZ je tenzor
o (u) symetricky, tak po skaldrnim soucinu s tenzorem V v budou mit vliv na vysledek pouze
symetrické ¢asti tenzoru V v . Rovnici (30) je tedy dale mozné upravit do tvaru

fgo(u)-e(v)dXZJvadx ) (31)

kde e(v) je symetrickd cast gradientu funkce v . Implementace této rovnice ve FEniCSu
vypada nasledovné:

a = inner(sigma(u_), epsilon(v_))*dx

1 = dot(f, v_)*dx

Aby mohla byt rovnice vyfeSena, musi nejdfive byt rozdélena na pravou a levou stranu.
Proménnd a znaci levou stranu rovnice (31), proménna | pravou stranu rovnice (31). Funkce
inner je funkce pro skalarni soucin tenzort, funkce sigma a epsilon jsou jiz definované funkce
popsané vySe. Proménnd u_ je bazova funkce, proménna v_ je testovaci funkce. Parametr dx je
parametr znacici integraci. Funkce dot je funkci pro skaldrni soucin vektorl a proménna f je
zatizeni nosniku.

Nasledné je jiz moZné pomoci funkci knihovny fenics rovnici vyresit.

u = Function(V, name="Displacement")

solve(a == 1, u, bc)

Proménnd u je funkce, do které bude uloZen vysledek simulace. function vytvofi funkci v
zavislosti na vstupnim parametru. Vstupni parametr muize byt funkéni prostor, nebo jina
funkce. Pokud je funkce tvorena z jiné funkce, je mozné pridat dalsi parametr urcujici Cislo dil¢i
funkce, kterda ma byt extrahovdna. Parametr name je nazev funkce, ktery umozni snazsi praci
pfi zpracovani vysledkd. K fesSeni rovnice je vyuzita funkce solve. Tato funkce ma celkem Ctyfi
rlizné zplsoby pouZiti. V tomto pfipadé bude fe$ena rovnice a=1I, kde a je leva strana rovnice
(31) a / prava strana. Funkce u bude vysledkem vypoctu a bc jsou okrajové podminky.

Po dokonceni vypoctu bude moziné vysledky ulozit a dale zpracovat. Aby mohly byt ulozeny
hodnoty napéti je nejprve nutné promitnout tenzor napéti do vhodného funkéniho prostoru.
Vsig = TensorFunctionSpace(mesh, "DG", degree=0)

sig = Function(Vsig, name="Stress")

sig.assign(project(sigma(u), Vsig))

Funkce TensorFunctionSpace je funkce pro vytvoreni tenzorového funkéniho prostoru. Prvni
vstupni parametr funkce je vypocetni sit, druhy parametr je typ prvkd, tfeti parametr je stupen
prvkl. Funkce project vraci projekci funkce &i predpisu v prvnim parametru do prostoru
koneénych prvk( v parametru druhém. Vysledek projekce je nakonec pfifazen do proménné
sig pomoci funkce assign.
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Vysledky jsou nakonec pro dalSi zpracovani uloZeny.
file_results = XDMFFile("elasticity_results.xdmf")
file_results.parameters["flush_output"] = True

file _results.parameters["functions_share _mesh"] = True
file_results.write(u, 0.)

file_results.write(sig, 0.)
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2.5 Vysledky numerickych simulaci

Pti simulacich prihybu nosniku byly pouZity dvé sité s odliSnym usporadanim prvkd. Vysledky
ziskané pfi pouZiti jednotlivych siti se od sebe mirné lisi. Vysledné hodnoty prihybu nosniku
ziskané pfi simulacich a z analytického vypoctu je mozné najit v tabulce 2. Grafické zpracovani
vysledkd simulaci je mozné vidét na obrazku 3.

Tabulka 2: Vysledné hodnoty prihybu na volném konci nosniku

Nestrukturovana sit: 0,0006752933 m
Strukturovana sit: 0,0006750631 m
Analyticky vypocet: 0,0006747185 m

6.8e-04
[ 0.0006
— 0.0005

— 0.0004

— 0.0003

Displacernent (m)

— 0.0002

[ 0.0001
0.0e+00

Obrazek 3: priihyb spojité zatiZeného nosniku

Vysledky numerickych simulaci souhlasi s analyticky ziskanym vysledkem. Hodnota vychyleni
nosniku na jeho konci se pfi vyuZiti nestrukturované sité lisi od analyticky ziskaného vysledku o
necelych 0,09%. U strukturované sité se vysledna hodnota simulace od analytického vysledku
liSi o priblizné 0,05%. Ze ziskanych hodnot je patrné, Ze byt strukturovana sit obsahuje nizsi
pocet prvkd a Slo by ji tedy povaZovat za méné detailni, tak diky vhodném uspofadani prvki
vzhledem k feSenému problému podava v tomto pfipadé presnéjsi vysledky nez sit
nestrukturovana.
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S jistou formou proudéni se kazdy z nas setkava denné a neni tedy divu, Ze se o popsani tohoto
jevu védci dlouha léta snazili. Prvni, kdo rovnice popisujici proudéni vazké nestlacitelné
tekutiny odvodil, byl Claude Louis Navier a o nékolik let pozdéji George Gabriel Stokes.
Navierovy-Stokesovy rovnice jsou nejznamé;jsi model proudéni nestlacitelné viskdzni tekutiny a
maji velmi Siroké vyuzZiti od zkoumani pocasi po proudéni tekutin v potrubi [5].

Navierovy-Stokesovy rovnice vyplyvaji z uZiti Newtonova druhého zdkona. Ten Ize pro proudici
tekutinu zapsat ve tvaru ( viz [2], [4] a [5])

p(SpruVu)=f+V-olu.p) 32)

Kde symbol p je hustota tekutiny, symbol uje vektor rychlosti, tje ¢&as, f predstavuje
objemovou silu, kterd je ¢asto volena rovna nule a G(U,p) je tensor napéti, ktery je pro
Newtonovské kapaliny dan vztahem

o(u,p)=2ue(u)-pI . (33)

Symbol I znaci jednotkovou matici, symbol ¢ je dynamicka viskozita proudici tekutiny a
symbolem € (u) je oznalen tensor rychlosti deformace, ktery je dan vztahem

e(u)=3 (Vus(Vu)') (34

neboli

elu)=5(| e P T, O TU, L) (35)

Po dosazeni vztahu (34) do rovnice (33), Ize tenzor napéti zapsat

o(u,p)=u(Vu+(Vu)")—pI . (36)

22



Vysledny tvar tenzoru napéti (36) je poté moziné dosadit do rovnice (32), ¢imz se ziska
vektorovy tvar Navierovych-Stokesovych rovnic.

Vektorovy tvar Navierovy-Stokesovy rovnice je

g—lt'+u-Vu:vAu—%Vp+f ) (37)

kde symbol v je kinematicka viskozita

u

Nezndmymi v rovnici (37) jsou rychlost u a tlak p. Soustavu je nutné doplnit o rovnici
kontinuity, ktera vyjadfuje zakon zachovani hmoty. V diferencidlnim tvaru Ize rovnici kontinuity
zapsat

V-u=0 . (39)

Vysledna soustava rovnic popisuje proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny, coZ znamena,
Ze libovolna cast tekutiny zachovava svij objem [5].

Soustavu rovnic (37) a (39) je nutné jesté doplnit o pocatecni a okrajové podminky.

Jako pocatecni podminku volime hodnotu rychlosti a tlaku v poc¢ate¢nim Case. Tato hodnota je
¢asto volena rovna nule.

Okrajové podminky lze charakterizovat jako popis hledané funkce v meznich bodech.
Nejcastéjsi predepisovanou okrajovou podminkou je Dirichletova okrajovd podminka (okrajova
podminka prvniho typu)

v=g , (40)

kde v je neznama funkce a g je znama skalarni funkce uddvajici chovani funkce nezndmé na
okrajich (¢asto g=0).

Dalsim prikladem okrajové podminky je Neumannova okrajova podminka (okrajova podminka
druhého typu)

v _

ﬁn_g ’ (41)

kde n je vnéjsi jednotkova normala k hranici oblasti.
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Dalsi tvar Navierovych-Stokesovych rovnic, ktery bude v této praci uveden, je tzv. bezrozmérny
tvar. Ten je mozné ziskat zavedenim parametru charakteristického rozméru L a parametru
charakteristické rychlosti U a naslednou Upravou jednotlivych ¢lenll rovnice na bezrozmérné
proménné [2]

u
u -2 V,:L V
U
[] X [ y r 4
x'=— ==  z'=— .
L V7L L (42)
t':ﬂ p': p 5
Vysledné bezrozmérné rovnice jsou
Vr'u L
ou' 1 2 (43)
:_Vr r+_VI ur ,
ot' p Re
kde parametr Re je Reynoldsovo ¢islo dané vztahem
UL
Re=£— (44)

)

Reynoldsovo Cislo je bezrozmérny parametr, ktery charakterizuje chovdni proudici tekutiny.
Pomoci znalosti Reynoldsova Cisla Ize usuzovat, zda bude proudéni laminarni ¢i turbulentni.
Hodnota Reynoldsova Cisla, pfi které dochazi k prechodu z laminarniho proudéni do
turbulentniho, se nazyva kritickd hodnota. Tato hodnota se pro rlizné druhy usporadani lisi a
zjistuje se experimentalné.

Reynoldsovo Cislo ma velky vyznam pfi studiu proudéni. U nékterych téles, jako jsou napfiklad
letadla, neni mozné kvali rozméru télesa mérit plsobeni odporovych sil a je nutné tyto sily
ziskat z modelu. Ziskané hodnoty budou pouZitelné pro originadl za predpokladu, Ze
Reynoldsovo Cislo zlstane stejné [9].
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Geometrie vypocetni oblasti a okrajové podminky jsou nastaveny podle specifikace

benchmarkové ulohy [1].

Geometrie oblasti, ve které tekutina proudi, je dvourozmérny kanal Sirky 0,41 metrd, délky 2,5

metrU. V kanalu se na souradnicich 0,2 metr( a 0,2 metr( nachazi prekazka valcového tvaru s

pramérem 0,05 metrd s uprostied vetknutym nosnikem délky 0,35 metrd a Sitky 0,02 metrd.

Vyslednou oblast je mozné vidét na obrazku 4. Hodnoty vSech parametr(l jsou v tabulce 3.

Obradzek 4: geometrie oblasti

Tabulka 3: hodnoty parametri simulace obtékdni télesa tekutinou

Sitka kanalu H=0,41m
Délka kanalu L=25m
Polomér valce R=0,05m
Poloha stfedu vélce na vodorovné ose C1=0,2m
Poloha stfedu valce na svislé ose C2=0,2m
Sitka nosniku h=0,02 m
Délka nosniku [=0,35m
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Jako proudici tekutina byly zvolena tekutina s hustotou p=1000 — a kinematickou
m

2
m , -
viskozitou v=0,001 - Jednotlivé parametry Ize vidét v tabulce 4.

Tabulka 4: parametry proudici tekutiny

Hustota proudici kapaliny 0=1000 k_€3
m

Kinematicka viskozita m?

V:0,001 T

Jako rychlostni profil na vstupu byl zvolen kvadraticky profil s maximem ve stfedu kanalu
popsany vztahem

u(0,y)=3 y(H-y)

HY (45)
2

Pro zadanou $itku kanalu H je vysledna rychlost na vstupu

u(0,y) y(0,41—y) . (46)

~0.1681

Jako okrajova podminka na vystupu se voli referen¢ni hodnota tlaku. V pfipadé simulace
proudéni nestlacitelné kapaliny mize tato hodnota byt volena libovolné. V pfipadé proudéni
stlacitelné tekutiny ma tato hodnota vliv na napéti [1]. V tomto pfipadé ma zvolena referencni
hodnota tlaku na vystupu nulovou priimérnou hodnotu.

Na zbylych okrajich, tedy na horni a spodni sténé a na okrajich obtékaného télesa, je volena
nulova rychlost tekutiny vzhledem k hranicim oblasti.
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Vypocetni sité, na kterych vlastni simulace proudéni nestlacitelné viskdzni tekutiny probihaly,
byly dvé. Prvni sit, kterou jsem pro simulace poufzil, byla pfilis hruba a tak bylo nutné sit
vyrazné zjemnit. Druhd pouzita sit obsahovala pfiblizné osminasobné mnozstvi prvkd sité
prvni, ¢imz bylo dosazeno vyrazné vyssi presnosti simulace, avSak za cenu vyrazného zvyseni
doby trvani celé simulace. Hrubou vypocetni sit je mozné vidét na obrazku 5, jemnou
vypocetni sit na obrazku 6.

Obrdzek 5: hrubd vypocetni sit (3794 prvku)

Obrdzek 6: jemnd vypocetni sit (30850 prvki)

Ty

[ ]
LT
LOA T

Obrazek 7: jemnd sit'v okoli obtékaného télesa
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V nasledujicim textu bude popsan kod implementujici vypocet obtékani vdlce s deskou
nestladitelnou newtonovskou kapalinou. Velkd ¢ast kdédu byla prevzata z [4]. Informace
ohledné vypoctu aerodynamickych sil a implementaci tohoto vypoctu ve FEniCSu byly ziskany z
[11]. Informace ohledné pouzitych funkci byly cerpany z [3]. Parametry simulace je mozné
nalézt v kapitole 3.2.

Nejprve je nutné importovat potfebné knihovny:

from fenics import *

from mshr import *

Knihovna fenics obsahuje vsechny potiebné funkce pro vypocet parcidlnich diferencidlnich
rovnic zaloZenych na metodé konecnych prvkd. mshr je komponenta FEniCSu pro generovani
sitd.

Dale je potfeba nadefinovat konstanty vyuzité pfi vypoctu:

T =10

num_steps = 50000

dt = T / num_steps

mu = 1

rho = 1000

inflow_profile = ('0.2%1.5%4*x[1]*(0.41 - x[1]) / 0.1681', '@"')

Konstanta T je celkovy Cas simulace, num_steps je pocet krokd, dt je délka jednoho kroku, mu
je dynamicka viskozita, rho je hustota a inflow_profile je rychlost na vstupu do oblasti.

Nasledné je tfeba nadist, pfipadné vytvorit vypocetni sit. Jak jiz bylo v kapitole 2.4 zminéno, pfi
nacitani jiz vytvorené sité je nutné, aby sit byla ulozena ve formatu xml. Pokud je sit uloZena v
jiném formatu, je nutné nejprve provést konverzi pomoci nastroje dolfin-convertr, ktery je
implementovan v knihovnach FEniCS. Pokud sit neni pfedem vytvorena, je mozné ji vytvofit
pfimo ve FEnICS.

mesh = Mesh("meshLD.xml")

bndry = MeshFunction("size_t", mesh)

s = Measure("ds", subdomain_data=bndry)

I = Identity(mesh.geometry().dim())

Pomoci funkce MeshFunction bude moZné pfistupovat k jednotlivym soucdstem sité. To bude
tfeba pfi definovani hranic pro budouci vypocCet aerodynamickych sil. K wvypoctu
aerodynamickych sil bude dale potfeba funkce Measure, kterd je pouzita pro integraci pres
povrch. Proménnou s tak bude mozné pouiit pro integraci pres povrch, kde vstupni parametr
bude znacit index plochy. Funkce ldentity vytvori jednotkovou matici. Rozmér matice je dan
dimenzi Ulohy. V tomto pfipadé se jedna a matici 2x2.
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Po nacteni, popfipadé vytvoreni sité je treba vytvofit funkéni prostory. Proménnd V je
vektorovy funkcni prostor pro rychlost, proménna Q je skalarni funkéni prostor pro tlak. Pro
rychlost jsou zvoleny po ¢astech kvadratické prvky, pro tlak po ¢astech linedrni prvky.

V = VectorFunctionSpace(mesh, 'P', 2)

Q = FunctionSpace(mesh, 'P', 1)

Funkce FunctionSpace prebira tfi vstupni parametry. Prvni parametr je vypocetni sit, druhy
parametr znaci typ prvku a tfeti parametr je stupen prvku.

Aby bylo mozné simulovat proudéni nestlacitelné viskdzni tekutiny, je nutné spravné definovat
hranice oblasti, ve které bude kapalina proudit. Celkové se jedna o Ctyti hranice, z nichz prvni
je pritok, druha je odtok, tfeti jsou stény kanalu a posledni je téleso obtékané kapalinou.
Hranice obtékaného télesa mizZe byt zadana presné, ale Ize pouZzit funkce FENniCSu, u kterych
staci zadat ¢ast vypocetni sité a funkce hranice rozpozna automaticky.

inflow = 'near(x[0], 0)'

outflow = 'near(x[0], 2.5)'

walls = 'near(x[1], @) || near(x[1], ©.41)'

cylinder = 'on_boundary && x[0]>0.1 && x[0]<0.61 & & x[1]>0.1 && x[1]<0.3"

Funkce near vraci booleovskou hodnotu udavajici, zda se hodnota prvniho parametru
dostatecné blizi hodnoté druhého. Parametr x[0] znali soufadnice na ose x, parametr x[1] je
souradnice na ose y. on_boundary pfi definici hranice obtékaného télesa dava funkci najevo, ze
hranice ma hledat v siti v definované oblasti.

Dalsi mozny zplsob definovani hranic je pomoci pfimého pfistupu k soucastem sité. Zde je
mozné k jednotlivym ¢astem oblasti pfifadit indexy. Toho je vyuZito pfi vypoctu
aerodynamickych sil pisobicich na obtékané téleso.
eps = le-10
for £ in facets(mesh):
mp = f.midpoint()
if near(mp[@], ©.0):
bndry[f] = 1
elif near(mp[0], 2.5):
bndry[f] = 2
elif near(mp[1l], ©.0) or near(mp[1l], ©.41):
bndry[f] = 3
elif mp.distance(Point(©.2, ©.2)) <= (0.05 + eps) or (0.20 <= mp[@] <= (0.6 +
eps) and (©.19 - eps) <= mp[1l] <= (©.21 + eps)):
bndry[f] = 5
Proménnd eps slouzi k eliminaci chyb zplisobenych v duasledku zaokrouhlovani cisel v
pocitacové aritmetice. Dalsi mozZny zplsob eliminace takto vzniklych chyb je uZiti funkce near.
Pokud by pfipadné chyby nebyly eliminovany, mohlo by dojit k vynechani nékterych bodd a tim
ke znehodnoceni vysledk( simulace.

29



Po definovani jednotlivych okrajli a pocateéni podminky pro rychlost je mozné pfistoupit k
definovani okrajovych podminek.

bcu_inflow = DirichletBC(V, Expression(inflow_profile, degree=2), inflow)

bcu_walls = DirichletBC(V, Constant((9, ©)), walls)

bcu_cylinder = DirichletBC(V, Constant((@, 0)), cylinder)

bcp_outflow = DirichletBC(Q, Constant(@), outflow)

bcu = [bcu_inflow, bcu_walls, bcu_cylinder]

bcp = [bcp_outflow]

Funkce DirichletBC je funkce pro definici Dirichletovy okrajové podminky. Prvnim argumentem
je funkcni prostor, druhy argument je popis chovani funkce na okraji a tfeti argument je
hranice. VSechny okrajové podminky jsou nasledné ulozeny do listu pro snazsi pfistup a
Uspornéjsi zapis.

Jelikoz jsou definovany dva rGzné funkcni prostory, je nutné také vytvorit dvé sady bazovych a
testovacich funkci

TrialFunction(V)

TestFunction(V)

= TrialFunction(Q)

= TestFunction(Q)

Funkce TrialFunction vytvofi bazovou funkci daného funkéniho prostoru. Funkce TestFunction
vytvori testovaci funkci daného funkéniho prostoru.

Q T < ¢C©

Dale je nutné vytvorit funkce reprezentujici vysledky jednotlivych vypoctd. Jak pro rychlost tak
pro tlak bude potfeba vytvofit dvé funkce. Prvni funkce v sobé ponese informaci o pfedchozim
vysledku, druha funkce bude vysledkem v novém kroku.

u_i = Function(V)

u_ = Function(V)

p_i = Function(Q)

p_ = Function(Q)

function vytvofi funkci v zavislosti na vstupnim parametru. Vstupni parametr muze byt funkéni
prostor nebo jind funkce. Pokud je funkce tvorena z jiné funkce, je moZné pfidat druhy
parametr urcujici ¢islo dil¢i funkce, ktera ma byt extrahovana.
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Déle bude nutné definovat vyrazy pouZité pfi vypoctu.
U=0.5*(u_i + u)

n = FacetNormal(mesh)

f = Constant((0,0))

k = Constant(dt)

mu = Constant(mu)

rho = Constant(rho)
U je proménna urcujici rychlost v poloviné intervalu ddna vzorcem

i+l

u ‘~—=(u'+u’) (47)
2

kde i je predchozi ¢asovy krok a u” je hodnota predbéiné rychlosti, tedy hodnota ziskand

vypoctem z hodnot tlaku v pfedchozim ¢asovém kroku.

Proménnad n je vnéjsi jednotkova normala, f je konstanta udavajici objemovou silu, k je délka

jednoho ¢asového kroku, mu je dynamicka viskozita a rho je hustota.

Pro snazsi praci s programem je dobré nadefinovat ¢asto pouzivané vyrazy. Vysledny program
je poté kratsi, snaze Citelny a pfi pripadné chybé snaze opravitelny. Z téchto divodU je vypocet
tenzoru rychlosti deformace (34) realizovan jako funkce, kterd mlzZe byt v pfipadé potreby
vyuzita a neni tak nutné psat cely vyraz znovu.
def epsilon(u):

return 0.5*(nabla_grad(u)+nabla_grad(u).T)
Funkce nabla_grad je jednou z funkci obsazenych v knihovnach FEniCS. Vstupnim parametrem
je vektor, vystupnim pak jeho gradient. Parametr T znaci transponovanou matici gradientu
vstupniho vektoru.

Ze stejnych dlivodl jako u tenzoru rychlosti deformace (34) je i vypocet tenzoru napéti (33)
realizovan jako funkce.
def sigma(u, p):

return 2*mu*epsilon(u) - p*I
Funkce epsilon je funkce pro vypocet tenzoru rychlosti deformace (34) popsana vyse.
Proménna | je jiz definovana jednotkova matice.
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Stejné jako vypocet tenzoru rychlosti deformace (34) a tenzoru napéti v kapaliné (33) je i
vypocet aerodynamickych sil a jejich nasledné uloZeni realizovano pomoci funkce. Vstupnim
parametrem do této funkce je soubor, do kterého maji byt hodnoty uloZzeny a ¢as, ve kterém
sily na obtékané téleso plisobi.

Sila, kterd pUsobi na povrch obtékaného télesa, je dana jako integral

F:fST-n , (48)

kde S je povrch obtékaného télesa, T je tensor napéti a n je jednotkovy normdlovy vektor k
plose S .
def Lift_Drag(LDFile,t):

T2 = sigma(u_,p_)

force = -dot(T2, n)

D = (force[0])*s(5)

L = (force[1])*s(5)

drag = assemble(D)

lift = assemble(L)

LDFile.write("%e;%e;%e\n"%(t,lift,drag))

return
Proménnd T2 je tenzor napéti. K jeho vypoctu je vyuZita jiz definovand funkce popsana vyse.
Proménnd force znadi vnitfek integralu (48). Proménnad n je opacné orientovana vnéjsi
normala. Proménna D odpovida aerodynamické odporové sile, proménna L aerodynamické
vztlakové sile. Parametr s znaci integraci pres povrch, pficemz Cislo 5 je identifikator plochy.
Dany predpis pro vypocet sil musi byt nejdfiv sestaven. K tomu slouzi funkce assemble, ktera
predpis sestavi a vrati odpovidajici tenzor. Nasledné uz je jen tfeba ziskané vysledky uloZit. K
tomu slouzi funkce write, ktera do predem otevieného souboru uloZi dané hodnoty.
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Dale bude potreba definovat rovnice popisujici dany problém. Cely vypocet rychlosti a tlaku je
rozdélen do tfi ¢asti. V prvni ¢asti je z predchozi hodnoty rychlosti a tlaku vypoctena predbézna
rychlost. Vysledna rovnice pro prvni krok je

_fQ p%-vdx+jg o(ui+§,pi)-e (v)dx:fg f*hvdx
(49)

1
—IQ p~ui~Vui~vdx—faQ pi~n~vds+fag wVu *nvds ,

kde symbol u” je nezndma predbéina hodnota rychlosti, u'a pi jsou hodnoty rychlosti a tlaku

v predchozim ¢asovém kroku, At je velikost jednoho ¢asového kroku, v je testovaci funkce a
1

ul+2 je hodnota rychlosti v poloviné intervalu aproximovana aritmetickou hodnotou (47). Cely
vyraz lze ziskat vynasobenim rovnice (32) testovaci funkci v a naslednou integraci. Vysledna
implementace prvniho kroku ve FEniCSu vypadda nasledovné.
F1 = rho*dot((u - u_i) / k, v)*dx \

+ rho*dot(dot(u_i, nabla_grad(u_i)), v)*dx \

+ inner(sigma(U, p_i), epsilon(v))*dx \

+ dot(p_i*n, v)*ds - dot(mu*nabla_grad(U)*n, v)*ds \
dot(f, v)*dx
al = lhs(F1)
L1 = rhs(F1)
Proménna u je nezndma rychlost, proménna v je testovaci funkce. Proménna u_i je rychlost v
minulém c¢asovém kroku, proménna p_i je tlak v predchozim case, U je hodnota rychlosti v
poloviné intervalu (47), k je definovana velikost jednoho c¢asového kroku, n je vnéjsi
jednotkova normala a f je objemova sila. Parametr dx znaci integraci. Pro integraci pfes povrch
je pouZit parametr ds. JelikoZ jsou napéti a rychlost deformace tensory, nemlze byt pro

1
vypocet integralu IQG(UI+2,pi)~€(v)dx pouzita funkce dot. Misto ni je pouzita funkce
inner. Pro vektory vraci funkce inner stejnou hodnotu jako funkce dot. Nakonec je nutné
separovat levou a pravou stranu rovnice. K tomu jsou uzity funkce /hs a rhs, které rozdéleni
rovnice provedou automaticky.

V dalsim kroku bude z vysledné rychlosti z prvniho kroku vypocten tlak v novém case. Vysledna
rovnice pro tlak v ¢ase i+1 je

i+ i 1 *
[,Vp 1'qux=fQVp-qux—EfQ V-u'-qdx . (50)

Symbol g v rovnici (50) je skalarni testovaci funkce z prostoru tlaku.

a2 = dot(nabla_grad(p), nabla_grad(q))*dx

L2 = dot(nabla_grad(p_i), nabla_grad(q))*dx - (1/k)*div(u_)*qg*dx

V predchozim kroku byly jednotlivé strany rovnice ziskany funkci /hs a rhs. V tomto pfipadé je
leva a prava strana rovnice separovana rovnou.
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V poslednim kroku je spoctena vysledna rychlost v ¢ase i+1. Vzorec pro vypocet rychlosti je

i+1 * i+1 i
fQu ~vdx=_[gu-vdx—AthV(p —p)vdx . (51)
a3 = dot(u, v)*dx
L3 = dot(u_, v)*dx - k*dot(nabla_grad(p_ - p_i), v)*dx

JelikoZ jsou levé strany vsech tfi rovnic ¢asové nezavislé, neni nutné je sestavovat v kazdém
¢asovém kroku a staci tak ucinit pouze jednou.

Al = assemble(al)
A2 = assemble(a2)
A3 = assemble(a3)

Nakonec je nutné na vysledné matice pouZit definované okrajové podminky. Pro matici
ziskanou v prvni kroku jsou aplikovédny okrajové podminky urcujici rychlost tekutiny na sténdch
a okraji obtékaného predmétu. Na matici ziskanou v druhém kroku je aplikovdna okrajova
podminka urcujici referen¢ni tlak na vystupu. Treti matice je pocitdna z hodnot ziskanych v
prvnim a druhém kroku a neni tedy jiz nutné okrajové podminky aplikovat.

[bc.apply (A1) for bc in bcu]

[bc.apply(A2) for bc in bcp]

Aby bylo moiné s vysledky simulace dale pracovat, bude nutné je ulozit. Vysledky budou
ukladany do vybranych sloZek a soubord.

ufile = File("results/velocity.pvd")

pfile = File("results/pressure.pvd")

File('navier_stokes_cylinder/cylinder.xml.gz') << mesh

LDFile = open("results/LiftDrag.txt","a")

Pred zacatkem cyklu, ve kterém bude pocitdn prabéh proudici kapaliny, je vytvorena
proménnad udavajici aktualni ¢as simulace.
t =0

for x in range(num_steps):

Nejprve je k hodnoté aktudlniho ¢asu pfictena hodnota ¢asového kroku.
t += dt

Nasledné je zjistén aktudlni pokrok v simulaci a pfi dosaZeni dalSi mezni hodnoty je tato
skutecnost signalizovana. Tato ¢ast kédu slouZi Cisté pro signalizace pokroku v simulaci.
if (x % (num_steps/100)) == 0 :

print("Done:",100*x/num_steps, "%")
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V prvnim kroku je nejprve sestavena prava strana rovnice (49). Poté jsou na vysledny vektor

pouzity okrajové podminky. Nakonec je moZné rovnici vyresit.

bl = assemble(L1)

[bc.apply(bl) for bc in bcu]

solve(Al, u_.vector(), bl, 'bicgstab', "hypre_amg')

K feSeni rovnice je vyuZita funkce solve. Tato funkce ma celkem ¢tyfi rGzné zplsoby poufZiti. V

tomto pripadé je vyuZita pro feSeni linedrniho systému, ktery je pro tento urcity pripad
Al-u_.vector()=b1 , (52)

kde A1 je matice a u_ .vector() a b1 jsou vektory. Ostatni parametry jsou volitelné a uruiji
zpUsob a podminky feseni, coz ma vliv na dobu vypoctu a vyuZiti paméti.

Stejnym zplsobem jako probihal prvni krok vypoctu probihaji i kroky dalsi.
b2 = assemble(L2)

[bc.apply(b2) for bc in bcp]

solve(A2, p_.vector(), b2, 'bicgstab', 'hypre_amg')

b3 = assemble(L3)

solve(A3, u_.vector(), b3, 'cg', 'sor')

Po vyreseni viech rovnic je mozné vysledky uloZit. JelikoZ je vsak jednotlivych krokl velké
mnozstvi, nejsou vysledky ukladany v kazdém kroku. V tomto ptfipadé jsou vysledky uloZeny v
kazdém dvacatém prichodu cyklem.
if (x % 20) == 0 :

Lift_Drag(LDFile,t)

ufile << u_

pfile << p_
Funkce Lift Drag je funkce pro vypocet a uloZeni hodnot aerodynamickych odporovych sil
popsana vyse. ufile je soubor pro ukladani hodnot rychlosti, pfile je soubor pro ukladani
hodnot tlaku.

Nakonec je jesté nutné aktualizovat hodnoty rychlosti a tlaku v minulém kroku.
u_i.assign(u_)

p_i.assign(p_)

Funkce assign pritadi funkci, ktera je vstupnim parametrem funkci druhé.
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3.4 Vysledky numerickych simulaci

3.4.1. Vysledky simulace pfi pouziti hrubsSi vypocetni sité

Na obrazcich 8 a 9 je mozné vidét proudova pole ziskana pfi pouZziti hrubé sité .
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Obrdzek 8: rychlost tekutiny obtékajici téleso v case 9 sekund
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Obrdzek 9: tlak tekutiny obtékajici téleso v case 9 sekund

Z obrazku je patrné, Ze témér nedochazi k oscilacim Uplavu za obtékanym télesem. Tato

vvvvvvvvvv

sité s vice jak osminasobnym poctem prvk( nez ma sit pouzitd v tomto pfipadé, jiz k oscilacim
dochazi. Vysledky numerickych simulaci s vyuZitim jemnéjsi sité Ize nalézt v kapitole 3.4.2.



Na obrazcich 10 aZz 13 jsou vykresleny pribéhy aerodynamické odporové a vztlakové sily

puUsobici na obtékané téleso.
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Obradzek 10: graf aerodynamické vztlakové sily v ¢ase 0 aZ 10 sekund

16
15
14

13

F_L(N)

12
11

10
9 91 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6

t(s)

Obradzek 11: graf aerodynamické vztlakové sily v case 9 azZ 9,6 sekund

Z grafu 10 je patrné, Ze i kdyZz z proudového pole by se dalo soudit, Ze k Zddnym oscilacim
Uplavu za obtékanou prekazkou nedochazi, tak Uplav lehce osciluje. Tyto kmity maji mirné
vzestupnou tendenci. Z detailnéjSiho zobrazeni pribéhu aerodynamické vztlakové sily v
grafu 11 je patrné, Ze stfedni hodnota pribéhu sily v ¢ase 9 aZz 9,6 sekund se pohybuje

priblizné kolem 13 N.
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Obrdzek 12: graf aerodynamické odporové sily v ¢ase 0 az 10 sekund
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Obradzek 13: graf aerodynamické odporové sily v ¢ase 9 aZ 9,6 sekund

Z grafli 12 a 13 je zfejmé, Ze u aerodynamické odporové sily k oscilacim témér nedochazi. Sila
se pfiblizné po jedné sekundé stabilizuje. Z grafu 13 Ize vycist, Ze minima a maxima sily v ¢ase 9
az 9,6 sekund se od sebe lisi v priméru o priblizné 0,055 N.
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3.4.2. Vysledky simulace pfi pouziti jemnéjSi vypocetni sité

Na obrazcich 14 a 15 je mozné vidét proudova pole ziskana pfi pouziti jemné;jsi vypocetni sité .
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Obradzek 15: tlak tekutiny obtékajici téleso v ¢ase 9 sekund

Velocity Magnitude(m/s)

Obradzek 14: rychlost tekutiny obtékajici téleso v ¢ase 9 sekund

Pressure (Pa)

Z obrazku 14 je zfejmé, Ze pri vyuZiti jemnéjsi vypocetni sité jiz Uplav zaCne zfetelné kmitat.
Skutecnost, Ze ve vysledcich ziskanych pfi pouziti sité hrubé Uplav témér nekmitd a pfi vyuziti
sité jemné jsou kmity dobfe zfetelné, poukazuje na dlleZitost spravného vybéru vypocetni sité.
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Na obrazcich 16 aZz 19 jsou vykresleny pribéhy aerodynamické odporové a vztlakové sily

plsobici na obtékané téleso.
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Obrdzek 16: graf aerodynamické vztlakové sily v ¢ase 0 aZ 10 sekund
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Obrazek 17: graf aerodynamické vztlakové sily v case 9 aZ 9,6 sekund

Z grafu je patrné, Ze stredni hodnota aerodynamické vztlakové sily se pfiblizné po péti
sekunddch stabilizuje. Z detailnéjsiho zobrazeni v grafu 17 lze vycist, Ze stfedni hodnota sily se
po ustaleni blizi nulové hodnoté. Rozdily mezi maximy a minimy jsou pfiblizné 165N.
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Obrdzek 18: graf aerodynamické odporové sily v ¢ase 0 aZ 10 sekund
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Obrdzek 19: graf aerodynamické odporové sily v ¢ase 9 aZ 9,6 sekund

Z grafu 18 je patrné, Ze priblizné v jedné sekundé dojde k ustaleni sily. Stejné jako u
aerodynamické vztlakové sily, tak i u aerodynamické odporové sily se pfi vyuziti jemnéjsi sité
objevi oscilace, coz je vidét v grafu 19. Rozdil mezi maximy a minimy je ptiblizné 4,1 N a stfedni
hodnota sily v ¢ase 9 az 9,6 sekund se zhruba pohybuje kolem 433 N.
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Srovnani vysledk( aerodynamické odporové sily s benchmarkovymi vysledky [1] je moZné vidét
na obrazku 20.
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Obrazek 20: srovndni vysledkt aerodynamické odporové sily z benchmarku [1] a ze
simulacf

Frekvence kmit( aerodynamické odporové sily se shoduje s frekvenci kmitl v benchmarku. Jeji
maxima jsou pfiblizné o 2% mensi nez maxima sily v benchmarku a mirné se lisi i celkovy
prabéh sily v case.

Srovnani vysledkl aerodynamické vztlakové sily s benchmarkovymi vysledky je mozné vidét na
obrazku 21.
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Obrdzek 21: srovndni vysledkt aerodynamické vztlakové sily z benchmarku [1] a ze
simulaci

U aerodynamické vztlakové sily jsou rozdily mezi benchmarkem a vysledkem vlastnich simulaci
podstatné vétsi. Frekvence kmitl z vysledk( simulace souhlasi s benchmarkovymi vysledky.
Maxima sily jsou vSak témér pétkrat mensi. Dlvodem téchto rozdild je pravdépodobné stale
nedostatecnd hustota sité.
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Vysledky simulace jsou na hustoté vypocetni sité zdvislé pouze do urcitého momentu, kdy i
zvySeni hustoty sité zasadné neovlivni vysledek simulace. S nejhustsi mnou pouZzitou vypocetni
siti se Cas potrebny k dokonceni celé simulace bliZil deseti hodinam. Pokud by mélo byt
dosazeno vysledkl, které by dostatecné presné souhlasily s vysledky v benchmarku, byla by
vypocetni sit tak husta, Ze na vysledky simulace by bylo nutno ¢ekat nékolik dni, pfipadné
vyuZit paralelniho vypoctu na vykonnéjsim stroji. S vlivem vypocetni sité na presnost vysledku
a dobu trvani simulaci je nutné poditat a vzdy volit spravnou sit vzhledem k danému problému
a pozadované presnosti vysledkd.
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Pro simulace deformace pruzného télesa v dlsledku proudéni tekutiny, bude zapotrebi spojit
kod implementujici deformaci pruzného télesa a kdd implementujici obtékani pevného télesa
tekutinou dohromady.

Nejprve bude nutné gzjistit silové Gcinky proudici kapaliny na pruzné téleso. Tyto
aerodynamické sily bude mozné ziskat obdobnym zpUsobem jako probihalo jejich zjistovani v
pripadé pevného télesa, s tim rozdilem, Ze nyni bude nutné ziskat sily plisobici vyhradné na
pruzny vetknuty nosnik. V pfipadé nosniku deformovaného svoji vlastni vahou bylo zatiZzeni
definovano jako konstanta. V pfipadé sdruzeného problému bude vysledné zatiZzeni nosniku
odpovidat plsobeni aerodynamickych sil. V disledku pusobicich sil se bude nosnik deformovat
a tyto deformace budou nasledné ovliviiovat proudici tekutinu. Z tohoto dlivodu bude nutné v
zavislosti na vypoctené deformaci nosniku posunout dané vrcholy vypocetni sité. To Ize ucinit
pomoci funkce move implementované v knihovnach FEniCS. Ta pfebira sit, u které ma dojit k
posunu a funkci definujici posun. Aby bylo mozné pouZzit posun sité v zavislosti na deformaci
nosniku, bude zaroven potreba preformulovat rovnice pomoci ALE metody (Arbitrary
Lagrangian-Eulerian method). U této formulace neni systém fixovany v prostoru a je mozné s
vypocetni siti pohybovat. Vice informaci ohledné metody ALE je mozné nalézt v [10].
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Tato bakaldrskd prace byla vénovana simulaci ohybu spojité zatizeného nosniku a simulaci
obtékani télesa nestlacitelnou vazkou tekutinou s vyuZitim knihovny FEniCS zalozené na
metodé konecénych prvkd. V pripadé ohybu nosniku bylo dosazeno odchylky mezi vysledky
ziskanych z analytického vypoctu a vysledky numerickych simulaci v fadu desetin promile. V
pripadé simulace obtékani télesa tekutinou se naprosté shody vysledk( vlastnich numerickych
simulaci a vysledkd simulaci v benchmarku [1] dosdhnout nepodafilo. Divodem byla velka
Casova narocnost vypoctl a nedostatecny vykon stroje, na kterém vypocty probihaly. Jako dalsi
mozné pokracovani této prace by byl prechod od navrhu postupu k realizaci simulace
problému interakce proudénis pruznymi télesy.
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