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Diplomova prace:  JEDNOROZMERNA MiRA

Uvod:
Vedouci DP nevi, pro¢ se na stfedni $kole (asporfi ¢asem) vyklada Jordanova mira, kdyz

jde o miru s velmi §patnymi viastnostmi. Protoze se tak bohuZel déje. je vhodné, aby

uéitel znal i n&kterou rozumné&j§l miru, kterd zobechuje délku, obsah a objern; nejpfiro-
zen&jii a také nejuzivandj§i je Lebesgueova mira. Ddle je vhodné, aby si ucitel byl vé-

dom pfednosti a vad jednotlivych mér a aby védél, na& mohou byt uzitecné.

Cil:

Sezndmit se s Jordanovou a Lebesgueovou jednorozmérmou mirou, porovnat je, podat
priklady né&kterych zajimavych mnozin a aplikaci, naznacit zavislosti mezi mirou a husto-
tou (mnoziny) resp. mezi mirou a fidkosti. Seznamit se TEXem a napsat DP v ném.

Predpoklady:
Znalost zakladu diferencidiniho a integralniho po&tu jedné proménné.

Literatura:

Jarnik, V: Dlall, Jlall,

Aleksandrov, P.S. : Uvod do obecné teorie mnozin a funkcr,
Halmos, P.R. : Measure Theory.

Natanson, I.P.: Téorija funkcij vésCestvénnoj p&reménnoj.
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Resumé:

Tato diplomové préace se zabyvéa Lebesgueovou jednorozmérnou mirou ome-
zenych mnoZin a jejimi vlastnostmi. Prvni a druh4 kapitola je vénovana mife
omezenych otevienych a uzavienych mnoZin. V dalich kapitolach je defino-
vana Lebesgueova vnéjsi a vnitfni mira, lebesgueovsky méfitelné mnoziny, a
jsou zde uvedeny jejich vlastnosti. Posledni kapitola obsahuje nékolik zajima-
vych pfikladi hustych a fidkych mnozin (napf. Cantorovo diskontinuum) a

je naznaena souvislost mezi mirou a hustotou mnoZiny.

Summary:

This diploma thesis deals with Lebesgue one-dimensional measure of bounded
sets and its properties. The first two chapters are devoted to the measure of
bounded open and closed sets. In the following chapters Lebesgue’s external
and internal measure and measurable sets are defined, and their properties
are investigated. The last chapter contains several interesting examples of
dense and nowhere dense sets (e.g., the Cantor set) and shows there is no

connection between measure and density of set.

Zusammenfassung:
Diese Diplomarbeit befasst sich mit Lebesgues Mass von beschrankten eindi-

mensionalen Mengen und deren Eigenschaften. Das erste und zweite Kapitel
sind dem Mass von beschrénkten offenen und geschlossenen Mengen gewid-
met. In weiteren Kapiteln werden der Aussen- und Innenmass von Lebesgue,
messbare Mengen definiert, und es sind hier ihre Eigenschaften aufgefiihrt.
Das letze Kapitel enthélt einige interessante Beispiele von dichten und nir-
gends dichten Mengen (z.B. Diskontinuum von Cantor), und es wird gezeigt,

dass kein Zusammenhang zwischen dem Mass und Dichte der Menge existiert.
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Uvod

Cilem této diplomové prace je seznamit se s Lebesgueovou jednorozmérnou
mirou a jejimi vlastnostmi. Budeme se predevsim zabyvat mirou a méritel-
nosti omezenych mnozin, ale zminime se i o mife a méfitelnosti obecnych
neomezenych mnoZin. Budeme pracovat s mnoZinami realnych ¢isel.

Nejdiive definujeme jednorozmérnou miru omezenych otevienych a uza-
vienych mnozin, odvodime nékteré jeji vlastnosti: monotonii, o-subaditivitu,
aditivitu, o-aditivitu. Sezndmime se s Lebesgueovou vnéjsi a vnitfni mirou
omezené mnoziny. Dale se budeme zabyvat lebesgueovsky méritelnymi mnozi-
nami, jejich mirou a vlastnostmi. DokaZeme véty o méfitelnosti a mife sjedno-
ceni, pruniku a rozdilu omezenych mnozin. UkaZeme téz, Ze existuje omezena,
lebesgueovsky neméfitelna mnozZina v R.

Na zavér této prace uvedeme nékolik zajimavych prikladi hustych a fid-
kych mnoZin, pojedname o kategorii mnozin. Uréime miru téchto mnoZin a
uvazime, zda existuje néjakd souvislost mezi mirou a hustotou resp. fidkosti
mnoziny, mezi mirou a kategorii mnoziny, nebo zda mira souvisi s poétem
prvka dané mnoziny. Jak se ukaZe, mnoziny realnych ¢isel nejsou vzdy zcela
trividlni. Budeme se zabyvat Cantorovym diskontinuem a dal$imi diskontinui,
coZ jsou velmi zajimavé a dulezité, ale dosti komplikované mnoZiny.

Diplomova préce je napsana v TEXu, ktery je vhodny pro psani matema-
tickych a technickych text. UmoZiuje pohodlnou sazbu i velmi komplikova-
nych matematickych formuli a texti.

Cela prace je rozdélena do kapitol, které jsou &islovany pribézné, od nulté
pocinaje. Nulta kapitola se sklada jeSté z nékolika sekei (odstaveti). Cely
text je dale rozdélen na definice, véty a jejich dikazy, poznamky a ptiklady.

Polotuéné sazba nazvi a éisel vét, pozndmek a piikladt mé usnadnit hledani



v textu. Dilezité pocetni vztahy nebo tvrzeni na samostatnych fadcich jsou

vétSinou opatreny ¢islem.



Kapitola 0

Dilezité pojmy a véty

0.1.

Definice. Rikdme, e mnozina M C R je oteviena, jestlize pro kazdé

z € M existuje okoli U(z) obsaZené v M.

Véta 0.1.1. Otevrené mnozZiny maji tyto vlastnosti:

1. @ a R jsou oteviené mnoZiny.

2. Sjednoceni libovolného systému otevrenych mnoZin je oteviena mnoZina.
3. Priinik libovolného koneéného systému otevrenych mnoZin je oteviena

mnozina.

Duikaz. Ad 1. Tvrzeni 1 je jisté zfeymé.

Ad 2. Je-li kazda z mnoZin M,, kde a € A (a kde A je zcela libovolna
mnoZina indext), oteviend a je-li z € M := |, 4 Ma, existuje a € A tak, ze
r € M,. Protoze mnoZina M, je oteviena, existuje U(z) C M,; tim spiSe je
U(z) C M. Tim je tvrzeni 2 dokazano.

Ad 3. Je-li n € N, jsou-li mnoZiny M,,..., M, oteviené a je-li z € M :=
Nk=1 Mk, je = € My pro kazdé k = 1,...,n, a existuji proto &isla ex € Ry
tak, Ze U(z,ex) C M. PoloZime-li € := min(ey,...,en), je zfejmé € € Ry a
U(z,e) C M. Tim je dokazano i tvrzeni 3. O

Definice. Rikdme, 7e mnozina N C R je uzavfena, je-li mnoZina R — N



oteviena.,
Oteviené a uzaviené mnoZiny jsou tedy vzajemnymi dopliiky v R.

Ctendr jisté zné tzv. de Morganovy vzorce: Pro libovolny systém podmno-
zin {X4}aea libovolné mnoziny X plati:

(011) X-|JX=[)X-Xa) X~[)Xa=|]E&X-ZXa)

agA a€EA aEA agA
7Z téchto vzorcl a z véty 0.1.1 plyne véta o uzavienych mnoZinach:

Véta 0.1.2. Uzavrené mnoZiny maji tyto vlastnosti:

1. 0 a R jsou uzavrené mnoZiny.

2. Prinik libovolného systému uzavrenych mnozZin je uzaviena mnozina.

3. Sjednoceni libovolného konecného systému uzavrenych mnoZin je uza-
vIena mnozina.

Dikaz.Ad1l. Tvrzeni1 je podle véty 0.1.1 zfejmé.

Ad 2. Podle de Morganovych vzorct je

(0.1.2) R- (| Ma= |JR- M,).
acA agA

Jsou-li mnoZiny M, uzaviené, jsou R — M, oteviené, potom podle véty 0.1.1
Jje sjednoceni vpravo v (0.1.2) oteviené, tedy i mnoZina na levé strané je
oteviend, a [, 4 Ma je uzaviena. Tim je tvrzeni 2 dokazano.

Podobné se dokéaze i tvrzeni 3, snadny dikaz mtZeme jisté prenechat éte-
nari. O

Poznamenejme, Ze kazda koneéna mnoZina je uzaviena.

Poznamka 0.1.1. Je jisté zfejmé, Ze plati tato dvé tvrzeni:

Je-li G oteviend mnozina a interval (a,b) D G, je mnoZina (a,b) — G
uzaviena. Je-li F' uzaviena mnozina a interval (a,b) D F, je mnozina (a,b)—F
oteviena.

Je-li v8ak F uzavfena mnoZina a interval (a,b) D F, mnoZina (a,b) — F
neni obecné oteviena mnoZina. Napiiklad, je-li F' = (0,1) a (a,b) = (0,2), je
(a,b) — F =(1,2).



Poznamka 0.1.2. Necht M je omezena mnoZina obsahujici aspon dva riizné
body a necht a = inf M, b = sup M. Pak je interval (a,b) ziejmé nejmensi
interval obsahujici mnoZinu M. Je-li M prézdné nebo jednobodova mnoZzina,
nejmensi interval obsahujici M neexistuje.

Je-li mnoZzina M neprazdna, omezen a uzaviend, je inf M i sup M prvkem

mnoziny M, tj. existuje min M i max M. O
DokaZzme nyni tuto vétu:

Véta 0.1.3. Je-li {a,b) nejmensi interval obsahujici omezenou uzavrenou
mnozinu F, kterd obsahuje asponi dva rizné body, je mnoZina (a,b) — F

otevrena.

Dtk a z. Je zfejmé, Ze staéi dokazat tuto rovnost:
{a,b) — F = (a,b) N (R — F).

Jeliz e (a,b) —F,jexe(a,b)ac¢F.ProtofZeac F,be Faz¢F,je
z#aaz#batedy z € (a,b). Dile je zfejmé, 2e x € R — F, takZe

(a,b) — F C (a,b) N (R — F).

Protoze obracena inkluze je zfejma, je tim véta dokazana.

0.2. V tomto odstavci popiSeme strukturu vSech otevienych a uzavienych

mnozin v R; budeme k tomu potfebovat pojem spoéetné mnoziny.

Definice. MnoZina M se nazyva spocetnd, jestliZe existuje prosté zobra-
zeni f: M — N.

Jinak feceno, M je spoetna mnoZina, je-li mozné vsechny jeji prvky srov-
nat do (koneéné nebo nekoneéné, event. prazdné) prosté posloupnosti. Jesté
Jinak: M je spocetna pravé tehdy, kdyZz je bud koneénd, nebo existuje prosté
zobrazeni N na M.

Poznamka 0.2.1. Mnozi autofi fikaji spoetnym mnoZinam nejvyse spo-

cetné. Nazvu spocetny uzivaji potom jen pro nekonené spoéetné mnoziny.



Snadno lze dokazat tato tvrzeni:

(0.2.1) Kazd4 ¢ast spocetné mnoZiny je spocetna,
(0.2.2)  sjednoceni spodetného systému spodetnych mnozin je spocetné,
(0.2.3)  obraz pfi jakémkoliv zobrazeni spocetné mnoZiny je spocetny,

(0.2.4) interval (0, 1) je nespocetny.

Diikazy téchto tvrzeni lze nalézt v [6]. Tvrzeni (0.2.1) je dokézano na
str. 33 (véta 2), tvrzeni (0.2.2) na str.34 (véta 5), tvrzeni (0.2.3) na str.34
(véta 4). Tvrzeni (0.2.4) je dokazéno v [2] na str. 2.

Je zfejmé, ze mnozina N vSech pfirozenych ¢éisel a mnoZina Z vsech celych

Cisel jsou spocetné. Snadno se dokaze, ze také
(0.2.5) mnozina Q vsech racionalnich ¢isel je spocetna.

Toto tvrzeni je dokézano v [6] na str. 35.
Dokazme nyni tuto vétu:
Véta 0.2.1. Kazdy disjunktni systém intervali v R je spocetny.
Podrobné fedeno: Bud dan systém intervali I, (t € T), kde I. N I, =

proTr €T, o0 €T, T # 0. Potom je T spofetnd mnozina.

D 4 k a z . Kazdy interval I, obsahuje racionalni ¢isla; vyberme jedno
z nich a ozna¢me ho r,, tedy r, € I,. Je-li 7 # o, je rr # r,, protoZe
I. NI, = (. Pfitadime-li tedy kazdému 7 € T é&islo r,, dostaneme prosté
zobrazeni mnoziny T na jistou mnoZinu racionélnich &isel. Z toho plyne, Ze

mnozina 1" je spocetna. [

V nasledujici vété popiSeme strukturu otevirenych mnozin v R:

Véta 0.2.2. Necht G je oteviend mnoZina v R. Potom je

(0.2.6) G=| )L,



kde vpravo je sjednoceni spocetného disjunktniho systému otevienych inter-

vali I,. Toto vyjadreni je jednoznacné v tom smyslu, Ze kdyz

(0.2.7) Gl

je jiné vyjadreni s podobnymi vlastnostmi, je kazdy I,, roven nékterému Jn

a kazdy J,, roven nékterému I,.
D i k a z . Dokazme nejdfive toto tvrzeni:

(0.2.8) Jsou-li I = (a,B), J = (v,6) dva intervaly lezici v G, pricemz
#4dny z bodt a, 3, v, § nelezi v G, je bud' I = J nebo INJ = 0.

Diikaz provedeme sporem: Predpokladejme, Ze tvrzeni véty neplati. Je-li
I # J,je bud @ £ v nebo B < §; protoze ve viech étyfech pripadech se
postupuje analogicky, bud napfiklad o < v. Je-i INJ # 0, je v < f, ale
potom v € (a,f), tedy v € G, coZ je ve sporu s pfedpokladem, ze v ¢ G.
Tedy I NJ = @. Tim je tvrzeni (0.2.8) dokdzéno.

Pfifadme nyni kazdému ¢islu z € G interval H,; = (o, ;) takto: Bud 3,
supremum mnoziny vSech ¢isel # > z, pro néz interval (z, ) C G. Takova

existuji, protoze mnoZina G je oteviena, a je tedy [ > z. Je zfejmé, ze
(0.2.9) (z,6:) C G,

nebot je-li z < y < f;, existuje podle definice suprema ¢islo § > y tak, ze
(z,B) C G, tedy y € G. Déle dokédZeme, Ze B; ¢ G. To je zfejmé, kdyz [, =
+00. Je-li B, < +00 a B; € G, existuje € € Ry tak, ze (8, —¢,0: + €) C G,
a z (0.2.9) plyne, ze (z,(; +¢€) C G. To je viak ve sporu s definici &isla £;.
Oznaéime-li @, infimum mnoZiny vSech éisel a < z, pro néz (a,z) C G,
dokéze se podobné, ze (a,,z) C G a a; ¢ G.
Tim je tedy kazdému z € G pfifazen otevieny interval H, = (a.,f:)

s témito vlastnostmi:

(0.2.10) z € Hy CG, krajni body H, nelezi v G.



Je tedy

(0.2.11) G=|]} &,
reG

Podle (0.2.8) a podle (0.2.10) je pro kterékoliv dva body z € G,y € G
bud H,; = H, nebo H,H, = {. Necht Z je systém intervala takovy, Ze I € T
pravé tehdy, kdyZ je roven nékterému H,. Pak je Z disjunktni systém a G je
sjednoceni vSech intervalti I € Z. Podle véty 0.2.1 je systém Z spocetny, takze
intervaly I € T lze oznaéit I, (n € T), kde T je n&jaka spocetna mnoZina.
Tim dostavame vyjadfeni tvaru (0.2.6).

Podotknéme, Ze v ka?dém takovém vyjédfeni (0.2.6) s disjunktnimi séi-
tanci plati, Ze krajni body Zadného intervalu I, = (vn,d,) nepatii ke G.
Nebot kdyby bylo napf. §, € G, musel by bod §, leZet uvniti nékterého
It (k # n), ale potom by zfejmé bylo Iy N I, # @, coz je ve sporu s tim, Ze
intervaly jsou disjunktni.

Nyni jiZ snadno dokdZeme jednozna&nost: Necht (0.2.6), (0.2.7) jsou dvé
vyjadfeni s uvedenymi vlastnostmi. Zvolime-li v libovolném I,, jakykoli bod
z € I, existuje m tak, Ze z € Jn; pak je oviem I, N J,, # @, a tedy podle
(0.2.8) I, = Jm. Podobné ke kazdému J,, existuje I, tak, Ze I, = Jp.

Tim je véta dokazana. O

Definice. Intervaly I,, s vlastnostmi uvedenymi ve vété 0.2.2 se nazyvaji
komponenty oteviené mnoziny G. Je-li mnozina G prazdn4, je i systém inter-
vali I, prazdny; komponentou prazdné mnoziny rozumime prazdnou mno-
zinu. 0O

Z toho, co jsme dokézali, plyne i tento popis struktury uzavrenych mnozin
v R : Bud F uzaviena mnozina, tedy F = R—G, kde G je oteviena. Podle véty
0.2.2 dostaneme F tedy tak, Ze z R odstranime sjednoceni | J,, I, vhodného,
jednoznaéné urceného disjunktniho spocetného systému otevienych interval

I, ; tyto intervaly se nazyvaji sty€né intervaly mnoziny F. [

Véta 0.2.3. Necht G C R je oteviend mnoZina. Je-li interval (a,b) C G, je

(a,b) ¢asti néjaké komponenty mnozZiny G.



Dtikaz.Jeliz e (abd),jex e G, a existuje komponenta I = (c,d)
mnoZiny G takova, ze = € (c,d). Kdyby bylo d < b, bylo by d € (a,b), ale to
neni mozné, protoze podle definice komponenty d ¢ G. Musi tedy byt b < d.
Analogicky dokdZeme, e ¢ < a. Z dokdzanych nerovnosti ihned plyne, Ze
(a,b) C (e,d). O

0.3. Je-li P n&jaky systém mnoZin My, kde a € A (a kde A je libovolna

mnozina). Rikdme, Ze systém P mnozin pokryva mnoZinu M, jestlize

(0.3.1) Mc | M..
aeA

DokaZme tuto dfileZitou vétu o mnoziniach v R:

Véta 0.3.1. (Borelova véta.) Je-li uzavrend a omezend mnozina M C R
pokryta systémem P otevienych mnozZin, existuje koneény systém P; C P,

ktery také pokryva M.

Dikaz.JeliI,(n e N CN) systém vSech styénych intervali mnoZiny
M, je

(0.3.2) R-M= | I

neN
Protoze M je omezena, jsou mezi intervaly I,, také intervaly tvaru (—oo,a)
a (b,+00). Necht je

(033) I; = (—oo,a), 12 = (b, +00)

Je-li P = {My } mea, pokryva systém P* viech mnoZin M,, a viech intervall
I, celé R.

Bod z € R nazveme regularnim, jestlize interval (—oo,z) lze pokryt ko-
necnym poctem mnoZin systému P*. Oznaéme o« supremum mnoZiny viech
regularnich bodt. ProtoZe bod a v (0.3.3) je zfejmé regularni, je a < a < +4o00.
Predpokladame-li, Ze @ < 400, bod a lezi v nékteré mnoziné B systému P*,
a tedy existuje € € Ry tak, Ze (@ — €,a + €) C B. ProtoZe podle definice



suprema existuje regularni bod 8 > a — ¢, lze interval (—oo, ) pokryt ko-
neénym poétem mnozin z P*. Pfipojime-li k nim mnoZinu B, je pokryt cely
interval (—oco,a + €), to znamena, Ze a + ¢ je regularni, ale to je ve sporu
s definici suprema. Je tedy ziejmé a = +00, a existuje regularni bod v > b.

Existuje tedy koneény pocet mnozin z P*:
(034) B],Bg,... ,Bq (q € N),

ktery pokryvé interval (—oo,v) a tedy i mnoZinu M, protoZze M C (a,b)
a v > b. Mezi mnozinami (0.3.4) jsou mnoziny M,, a intervaly I, které
ale neobsahuji 24dné body z M. Vynechame-li tedy z (0.3.4) intervaly I,
dostaneme koneény systém P; mnoZin pokryvajicich M, obsahujici pouze

mnoziny Mp,. Tim je véta dokdzédna. O

Véta 0.3.2. Je-li (a,b) C U,eal@arba) (kde A je libovolnd mnoZina),
existuje déleni D :a =20 < x1 < -+ < z, = b tak, Ze prokazdé j =1,...,p
existuje a;j € A tak, Ze (zj—1,%;) C (Ga;,bq;)-

D G k az provedeme sporem: Predpokladejme, Ze tvrzeni véty neplati, a
ozna¢me D, déleni intervalu (a,b) na n stejné dlouhych interval. Pak pro
kazdé n € N existuje interval (A,, B,) dé&leni D,, ktery neni &4sti 4dného
intervalu (aq, ba ).

Podle Bolzano-Weierstrassovy véty existuje vybrana posloupnost {4,,} a
bod A* € (a,b) tak, Ze A,, — A*; protoze B, — A, = (b—a)/n — 0, je pak
také B,, — A*.

Podle predpokladu véty existuje a € A tak, Ze A* € (aq,bs). Protoze
Ap, — A*, By, — A*, existuje k tak, Ze A,, € (@a,ba), Bn, € (@a,ba), nadeZ
oviem (An,,Bn,) C (@a,ba). To vak je ve sporu s tim, jak byly intervaly
(An, Br) vybrany.

Tim je véta 0.3.2 dokazana. [

Definice. Je-li A libovolna spoéetna mnoZina (,indexi“) a je-li kazdému

prvku a € A prifazeno kone¢né nezaporné ¢islo a,, budeme symbol

(0.3.5) D

acA

10



nazyvat zobecnénou fadou. Tento symbol ztotoznime s ¢islem, které se na-

7yva sou€et této zobecnéné fady a je definovano rovnosti

(0.3.6) Z Ga = sup { Z IR el O koneéné.}.
acA acK
Je-li A = (), obsahuje mnoZina vpravo jen jediny prvek, a to prazdny soucet,
ktery je definovén jako 0. Souétem prazdné zobecnéné fady je tedy nula.
V pfipadé, Ze mnoZina A je koneénd, ale neprazdna, je zfejmé, Ze jeji soucet
je roven souctu definovanému obvyklym zptsobem v elementarni aritmetice.

Je-li mnoZina A nekoneéna, lze predpokladat, Zze A = N; snadno lze doka-

Fnim S (= i 3o

acA k=1

zat, ze pak

(viz napf. vétu 10.4.2 a rovnost (10.4.17) v [3]), takZe souet zobecnéné fady
je totozny se sou¢tem nekonecéné rady, definovanym ,obvyklym zptisobem®.

Budeme fikat, Ze zobecnéna fada konverguje, ma-li koneény soudet; je-li
Jjeji soucet roven +o00, budeme fikat, Ze fada diverguje. Budeme ovSem uZivat
1 termintd ,konvergentni rada“, resp. ,divergentni fada“.

Podle pravé zavedenych definic jsou vSechny fady s koneénym poétem ¢Elenti
zfejmé konvergentni.

Protoze prvky kazdé spofetné mnoziny lze oéislovat pfirozenymi &isly k
bud od 1 do jistého celého &isla n > 0 nebo do nekoneéna, budeme uZivat

symbol
(0.3.7) Y a, M, [ Mi
k k k

pro soucet spocetné mnoha ¢isel a; a pro sjednoceni resp. priinik spoéetné
mnoha mnoZzin M.

Pfipomefime znovu, Ze budeme pracovat jen s fadami s nezdpornymi éleny.
U takovych fad nezaleZi na pofadi séitanct a nejsou Zadné pochyby o tom,
co je jejich soudet.

V dal$im budeme potfebovat tuto vétu:

11



Véta 0.3.4. Bud 3 400 sobecnénd fadn se soultem s & nechf A je
disjunktnim sjednocenim spofetného systému mno#in Ag, f € B. Pak je

(0.3.8) =3 (Y )
BB ocAs
Jeli s < 400, hwﬂmm&.‘.‘ﬁ.ﬂtﬁ.lf-ﬁn”‘
strané (0.3.8).

D &k az. Dikaz je uveden v [6] na str. 96-98 (véta 39).




Kapitola 1

Mira omezené oteviené mnoziny

Definice. Lebesgueovou mirou intervalu (a,b) se nazyva jeho délka, tj.

b — a; znaéime ji takto:
(1) i((a,b)) :=b—a.
Zrejmé je vidy p((a,b)) > 0.

Lemma 1.1. 1. LeZi-li v intervalu I konecny pocet neprekryvajicich se

intervali I,...,1I,, je

(1.2.1) > u(le) < u(l).
k=1

2. Lezi-li v intervalu I nekoneéné mnoho neprekryvajicich se intervali I

(k € N), je

(1.2.2) > (i) < u(l).
k=1

Dusledek. LeZi-li v intervalu I spocetné mnoho intervali I, je

(1.3) Y u(lx) € u(l).
k

Dbikaz.1l. Necht

I=(ab), Ii=(ap,bs) pro k=1,...,n.

13



Bez Gjmy na obecnosti lze piedpokladat, Ze intervaly Iy jsou ocislovany
tak, ¥e a; < ay < --- < an. Pak je zfejmé by < ax41 prok = 1,...,n —1,
protoze jinak by se intervaly Ix, Ix4+1 prekryvaly. Soucet

s:=(b—bn) +(an —ba-1)+ -+ (az —b1) + (a1 — a)

je tedy nezaporny. ProtozZe
n
p() =3 u(I) +s,
k=1

je zfejmé, Ze tvrzeni 1. ¢&asti lemmatu plati.
2. Nerovnost (1.2.2) se dostane limitnim pfechodem pro n — oo z nerov-

nosti

Y u(lk) < p(l)
k=1

platné (podle toho, co jsme jiZz dokazali) pro viechna n € N.
3. Disledek je zfejmy, protoZe jen shrnuje tvrzeni prvnich dvou ¢éasti lem-

madtu.

Definice. Mirou neprazdné omezené oteviené mnoziny GG nazyvame ¢islo
(1.4) (@)=Y u(l),
k

kde I} jsou komponenty mnozZiny G (viz vétu 0.2.2); miru prazdné mnozZiny
definujeme jako 0.

Podle disledku lemmatu 1.1 je u(G) < +o0 pro kaZdou omezenou otevie-
nou mnozinu G. Podle téhoZ disledku plati:

(1.5) Je-li G C1I oteviend mnozina, je u(G) < u(I). O
Nyni odvodime nékteré vlastnosti miry na systému omezenych otevienych
mnozin; prvni z nich je jeji monotonie:

Véta 1.1. Necht G, a G, jsou dvé omezené otevrené mnoZiny. Je-li Gy C
G2 ’ je

(1.6) u(Gy) < u(Ga).

14



D dkaz. Necht I; a I jsou komponenty mnoZin G; a G,. V disledku
véty 0.2.3 je kazda z komponent I; &asti néjaké komponenty I, a miZeme
napsat

pG)= 3 wm= Y (X am)

I]_ Ig : Ilcfg
je komp.Gy je komp.G2 je komp.G,

Podle dtisledku lemmatu 1.1 je

Z p(l) < p(la),

AiCly
je komp.G,

takze

uG) s Y ulh)=unG),

Iz
je komp.G2

coz jsme méli dokazat. [

Dokazme daéle tzv. o-aditivitu miry:

Véta 1.2. Je-li omezenad otevrena mnoZina G sjednocenim spocetného sys-

tému disjunktnich otevienych mnozin Gy, je

(1.7) u(G) =) u(Gs).
k

Dt kaz. Necht Gy =, I¥, kde vpravo jsou komponenty mnoZiny Gi.
Je ziejmé, Ze kazda z téchto komponent je také komponentou mnoZiny G;

podle véty 0.3.4 je proto

w(©@ =Y uh) =3 (Y uh) =3 uGy. O
i,k k i k

Lemma 1.2. Je-li

(1.8) (a,b) € |J (ax, bx)
k



(kde se s¢itd pres spocetnou mnozinu indexi k), je

(1.9) b—a <) (bk—ak)
k

Dtk az.Podle véty 0.3.2 existuje déleni D:a =20 <21 << Zp=0b
tak, Ze prokazdé j = 1,..., p existuje k; tak, Ze (z;_1, ;) C (ax;,bs;). Pokud

existuji dvojice indext j1 < j; tak, Ze k;, = kj,, je
(zjr-1,25) U+ U (sz—hsz) - (a"h ’b"h ),

a délici body zj,,...,2;,—; muZeme z D vynechat. Z toho je patrné, ze lze
pfedpokladat, Ze D ma jiz od zacatku tu vlastnost, Ze j; # j2 = kj, # kj,.

Pak je ovSem

P P
b—a=) (zj—2zj-1) <> (br; —ag;) <> (be—ar). O
j=1 j=1 k
Lemma 1.3. Je-li interval I pokryt spodetnym systémem otevrenych mno-
zin G, je
(1.10) (D) < " u(Gr).
k

D i k a z . Necht Gx = |J; I}, kde vpravo jsou komponenty mnoZiny Gy.
Pak je I C Uk,iff, a je-li I = (a,b), je tim spiSe (a +¢€,b —€) C Uy ; If pro
kazdé € € (0, 3 (b — a)). Podle lemmatu 1.2 a véty 0.3.4 je tedy

b—a-2<Y u(IH =Y (X uh) =Y uG.
ki k i k
ProtoZe € bylo libovolné malé, je

b—GSZP(Gk):
k

¢imZ je nerovnost (1.10) dokazéana. O

16



Véta 1.3. Je-li omezena oteviend mnoZina G sjednocenim spocetného sys-

tému otevrenych mnozin Gy, je

(1.11) u(G) <Y u(Ge)
k

Dikaz.Jeli G=|J i kde vpravo jsou komponenty mnoZiny G, je
p(G) =) n(l).

Protoze

I,;=I,—ﬂUGk=U (IiﬂGk):
k

k

je podle lemmatu 1.3

p(I) < u(IinGe),
k

a tedy

(1.12) u(©@) <3 (Xnhine) =3 (X uEncw).

1

Obracené je

G=anlji=]EnéG),

a protoZe mnoZiny vpravo jsou disjunktni a oteviené, je podle véty 1.2
p(Gr) = Z#(L‘ N G).
i

Dosazenim do (1.12) je nerovnost (1.11) dokdzédna. O

Vlastnost miry uvedend ve vété 1.3 se nazyva o-subaditivita.

g



Kapitola 2

Mira omezené uzaviené mnoziny

Definice. Miru i (F') uzaviené omezené mnoziny F' definujeme takto: Je-
li F jednobodova mnozina, klademe p(F') = 0. Obsahuje-li mnozina F' aspon

dva razné body, poloZime
(2.1) p(F) :=b—a—p((e,b) — F),

kde (a,b) je nejmensi interval obsahujici mnoZinu F.

Mira u({a,b) — F) je jiz definovana; protoZe mnoZina (a,b) — F je podle
véty 0.1.3 oteviena, je tedy jeji mira definovana v kapitole 1.

Miru prazdné mnoziny (ktera je jak uzaviena, tak i omezena) zde neni
nutné (znovu) definovat, protoZe prazdna mnoZina je i oteviena a jeji miru
jsme jiz definovali jako nulu.

Priklad 2.1. F = (a,b). Je zfejmé, Ze nejmenSim intervalem obsahujicim

interval (a,b) je sam tento interval. Je proto
(2.2) p(F) = p((a,b)) =b— a,

tj. mira uzavieného intervalu je rovna jeho délce.

Priklad 2.2. F = (J;_,(ak,bk), kde intervaly vpravo jsou disjunktni. Lze
predpokladat, Ze intervaly jsou ocislovany tak, Ze a; < a; < -+ < a,. Pak je

ziejmeé by < ar41 pro k =1,...,n — 1. Z toho vyplyva, Ze nejmensi interval

18



obsahujici mnoZinu F je interval (a;,b,) a

n—1
(a1,bn) — F = U (bk, ak+1)-
k=1
Proto je
n—1
(2:3) p(F)=bp—ar — Y (art1 —be) = Z(bk — ag).
k=1

Mirou sjednoceni kone¢ného poctu disjunktnich intervalti je soucet jejich mér.
Véta 2.1. Mira omezené uzavrené mnoziny F je nezaporna.

D & k a z . Tvrzeni je zfejmé v pfipadé prazdné a jednobodové mnoZiny.
Obsahuje-li F' asponi dva riizné body a je-li (a,b) nejmensi uzavieny interval

obsahujici F, je zfejmé, Ze
(a,b) — F C (a,b),
pfi¢emz obé mnozZiny jsou oteviené. Podle véty 1.1 je proto
u({a,b) = F) < p(a,b) =b—a. O

Lemma 2.1. Je-li F' omezena uzaviena mnoZina obsaZena v omezeném

otevieném intervalu I, je
(2.4) u(F) = u(I) - (I - F).

Dtkaz.Necht I = (A, B).Je-li F =0, je rovnost (2.4) trividlni; je-li F =
{C} jednobodova mnoZina, je vlevo 0, vpravo (B — A) — ((C — A) + (B - C)),
tedy také 0.

Obsahuje-li F' aspon dva riizné body, necht (a,b) je nejmensi interval ob-
sahujici mnozZinu F. Je

I—-F=(I~-{ab)U({a,b) — F),

19



mnoziny vpravo jsou disjunktni a podle poznamky 0.1.1 a véty 0.1.3 oteviené.

Podle véty 1.2 (o-aditivita miry) je tedy
pu(I—-F)=p(I—(a,b)) + p((a,b) — F).
Protoze I — (a,b) = (4,a) U (b, B), je u(I — (a,b)) = (a — A) + (B —b), a
u(I—-F)=(B—-A) - (b-a)+p({a,b) - F).

Snadnou upravou dostaneme rovnost (2.4). O

V nasledujici vété je dokdzana monotonie miry na systému omezenych

uzavienych mnoZin.

Véta 2.2. Necht F; a F, jsou dvé omezené uzavrené mnozZiny. Je-1i Fy C F,
je
(2.5) p(Fr) < p(F).

D 1 k az. Je-li I interval obsahujici mnoZinu Fs, je (I — F1) D (I — F3),
a tedy u(I — F1) > u(I — F3). Nyni staéi aplikovat lemma 2.1. O

Véta 2.3. Necht F je uzaviena mnozina a G je omezena oteviend mnoZina.

Je-i F C G, je
(2.6) u(F) < u(G).
D 4 k a z . Necht I je omezeny otevieny interval obsahujici mnoZinu G.

Protoze I = GU (I — F), je u(I) £ p(G) + p(I — F) podle véty 1.3. Nyni

sta¢i aplikovat lemma 2.1. O

Véta 2.4. Pro kazdou omezenou otevienou mnozinu G je

(2.7 p(G) =sup{u(F); F C G, F uzaviend}.

D ik az. Jsou-li (ak,bx) komponenty mnoziny G, je

w(@) =3 (be — ax).

k
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Bud déno € € Ry; zvolme n € N takové, Ze
. 5
> (bk —ax) > p(G) - X
k=1

a najdéme pro kazdé k = 1,2, ..., n uzavieny interval (ax, fx) C (ak, bi) tak,
ze
€
p({ak, Bk)) > p((ar, bi) — 5.
Oznadime-li

[ai=
k

(Qkaﬁk)a

n
—l

je mnozina F' C G uzavfena, a

™"

u(F) = Z(ﬂk = o) > Z(bk —G}) = % > u(G) —e.
k=1 k

=1

ProtozZe € bylo libovolné, je véta dokazana. 0O

Véta 2.5. Pro kazdou omezenou uzavrenou mnozinu F' je
(2.8) p(F) =inf{u(G); G D F, G omezena oteviena}.

D i k az . Bud I omezeny otevieny interval obsahujici F'; pak je mnoZina
I — F je oteviena. Bud dano ¢ € R, ; najdéme uzavienou mnoZinu H C I — F

tak, ze
u(H)>p(l - F)—e.

Oznafime-li G := I — H, je mnoZina G D F otevfend, a
4(G) = u(I) — w(H) < u(D) ~ u(I = F) + ¢ = u(F) +e,
¢imZ je véta dokazana. [J

Véta 2.6. Je-li omezena uzavienda mnoZina F sjednocenim disjunktnich

uzavrenych mnozin Fy,- -+ | F, (kde n € N), je

(2.9) u(F) =Y u(F).
k=]
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D i k az . Vétu dokdZeme pro dvé uzaviené mnoZiny Fj, F3; pro obecny
koneény pocet mnozin se dokaze indukeci.
Necht F' = F1UF;, kde sjednoceni vpravo je disjunktni. Je-1i ddno libovolné

€ € Ry, existuji omezené oteviené mnoziny G; D Fi a G D F; tak, Ze
u(G:) <u(F)+5 pro i=1,2
Mnozina G = G, U G, je oteviend, pfi¢emZ
B(F) < 5(G) < 4(G1) + 5(Ga) < w(Fr) +u(Fs) +e.
Protoze € € R bylo libovolné, je dokazano
p(F) < p(Fr) + p(F).

Abychom dokazali obracenou nerovnost, uvazme, 7e mnoziny F;, Fy maji
kladnou vzdalenost, a existuji proto disjunktni oteviené mnoziny H; D F; a
H; O F,. Je-li dano libovolné € € R, existuje omezena oteviena mnozina
G D F tak, Ze

#(G) < u(F) +e.

Mnoziny Hy NG D F; a Hy N G D F; jsou omezené oteviené a disjunktni,
takZe podle véty 1.2 (o-aditivita miry) je

4(B2) + u(Fy) < u(Hy 1 G) + u(Ha N G) = (L N G) U (Hz NG)).
Protoze (H NG)U (H2 NG) C G, je
p(F1) + p(F2) < p(G) < p(F) +e.
Protoze € € R bylo libovolné, je dokazano
p(F1) + p(F) < p(F).

Tim je rovnost (2.9) dokazana. [

Vlastnost miry uvedend ve vété 2.6 se nazyva aditivita.

Mira je tedy na systému uzavienych mnoZzin aditivni, kdeZto na systému

otevienych mnozin, jak jsme dokazali v kapitole 1, dokonce o-aditivni.
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Kapitola 3

Definice. Vnéjsi mirou omezené mnoziny M se nazyva ¢islo

(3.1) p* (M) :=inf{u(G); G D M, G je omezena oteviena}.

Definice. Vnitfni mirou omezené mnoZiny M se nazyva ¢islo

(3.2) pr (M) :=sup{u(F); F C M, F je uzaviena}.

vvvvv

(3.3) 0 < p* (M) < +oo,
(3.4) 0 < ps (M) < 4o00.

Véta 3.1. Je-li G omezena otevrend mnozina, je
(3.5) (6= . (G)= ulE)

D G kaz. Tvrzeni vyplyva z vét 1.1 a 2.4. O

Véta 3.2. Je-li F omezena uzavrena mnozina, je

(3.6) p* (F) = p« (F) = pu(F).

D Gk az. Tvrzeni vyplyva z vét 2.2 2 2.5. [0
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Véta 3.3. Pro kazdou omezenou mnoZinu M plati nerovnost
(3.7) o (M) < " (M),
D ik az.Necht G D M je omezena oteviend mnozina. Zvolime-li jakou-

koliv uzavienou mnozinu F C M, je F C G. Podle véty 2.3 je u(F) < u(G),
a tedy o (M) < p* (M). D

Pfimo z definice vnéjsi a vnitini miry plyne jejich monotonie.
Véta 3.4. Necht M a N jsou omezené mnoziny. Je-li M C N, pak

(3.8) pa (M) < pu(N), p* (M) < p*(N).

V nasledujici vété dokazeme o-subaditivitu vnéjsi miry.

Véta 3.5. Je-li omezena mnozina M sjednocenim spocetného systému mno-

zin My, je

(3.9) ut (M) < 3t (M),
k

D & k a z . Necht je dano libovolné € € R;. Zvolme pro kazdé k omezené

oteviené mnoziny Gy D Mj tak, Ze
A €
#(Gr) < p* (M) + o5

Potom je M = |J, M C U, Gk; vzhledem k monotonii vnéjsi miry a podle

véty 1.3 plati nerovnosti
(M) = (UMe) <0 (UGk) <3 n(G) < 3ou (M) +e.
k k k k
ProtoZe € € R4 bylo libovolné, je tim (3.9) dokazano. [
V néasledujici vété dokédZeme o-superaditivitu vnitini miry.

Véta 3.6. Je-li omezend mnoZina M sjednocenim spocetného systému dis-

junktnich mnozin My, je

(3.10) pe (M) 2 pa (M),
k
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D 4 k a z . UvaZme nejdfive pripad, kdy mnoZin M} je koneény pocet.
Necht je dano libovolné € € Ry. Zvolme pro kazdé k uzavienou mnoZinu
Fy C M tak, ze

t(Fr) > pe (Mi) — E
ProtoZe mnoZiny M} jsou disjunktni, jsou disjunktni i mnoZiny Fj. Podle

véty 2.6 je

e (M) = o (gm) zu(kL:Jl Fi) = g”(m > kz;ka) —e.

ProtoZe nerovnost p, (M) > Y p_; pux (Mi) — € plati pro kazdé € € Ry, je

ps (M) 2 E:=1 s (M)
Je-li mnozin M} nekoneéné mnoho, plyne odtud limitnim pfechodem pro

n — oo nerovnost

e (M) 2 oo (M),
k=1

Tim je nerovnost (3.10) dokazana (pro libovolnou spo¢etnou mnoZinu in-
dext k). O

DokaZzme toto tvrzeni:

Véta 3.7. Necht M je omezena mnozina. Je-li I interval obsahujici tuto

mnoZinu, pak

(3.11) it (M) + pa (I = M) = p(1).

D @ k a z . Necht je ddno libovolné ¢ € R4. Zvolme uzavienou mnozinu
FCI-M tak, ze
B(F) > pe(I - M) —e.
Pak je G := I — F omezena oteviena mnoZina a G D M. Podle lemmatu 2.1
je
u* (M) < p(G) = (1) — p(F) < (1) — pu (I = M) +¢

Protoze ¢ € R4 bylo libovolné, plati nerovnost

u* (M) + pa (I = M) < (D).
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Necht je opét dano libovolné e € R.. Zvolme otevienou omezenou mnozinu
G D M tak, Ze
n(G) <p* (M) te.

Pak je F := I — G uzaviena mnoZina. Protoze FF C I — M, je
pa (I = M) 2 p(F) = p(I) — p(G) > p(I) — p* (M) — €.
Protoze € € R4+ bylo libovolné plati nerovnost
p* (M) + pa (I = M) 2 p(I).
Tim je rovnost (3.11) dokazéana. [

Dasledek. Pro kaZdy omezeny interval I a pro kazdou mnoZinu M C I je

(3.12) W (I = M) — o (I = M) = p* (M) — pa (M),

D ti k a z . Nahradime-li v (3.11) mnoZinu M mnozinou I — M, dostaneme
rovnost p* (I — M) + ps (M) = p(I). Z této rovnosti a z ptivodni rovnosti
(3.11) plyne ihned (3.12). O



Kapitola 4
Méritelné mnoziny

Definice. Rikame, Ze omezena mnoZina M je lebesgueovsky méritelna,

jestliZze plati rovnost
(4.1) p (M) = ps (M).

Spoleénou hodnotu vnéjdi a vnitini miry méfitelné mnoZiny M budeme

nazyvat jeji Lebesgueovou mirou a budeme ji znaéit u(M).

Z véty 3.1 a 3.2 vyplyva, Ze
(4.2) kazd4 omezend oteviend mnozZina je méfitelna,
(4.3) kazda omezena uzaviena mnoZina je méritelna.

Véta 4.1. Je-li méritelna mnozina M ¢asti néjakého omezeného intervalu
I, je mnozina I — M meéritelna.

D i k a z . Tvrzeni plyne z disledku véty 3.7. O

V nésledujici vété dokazeme c-aditivitu miry na systému omezenych meé-
fitelnych mnoZin.

Véta 4.2. Je-li sijednoceni M spocetného systému disjunktnich meéritelnych

mnoZin M omezena mnozina, je M méritelnd mnozina a

(4.4) n(UM) = n(Me).
k k
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D G k az. Podle véty 3.3 a vzhledem k o-subaditivité a o-superaditivité

je
DouM) = pa(My) < po (M) < p* (M) <" p* (M) = Y u(My),
k k k k

¢imz je véta dokazana. [

Véta 4.3. Je-li sjednoceni M spocetného systému méritelnych mnoZin ome-

zena mnozina, je M meéritelnd mnozina.

D G k a z . Necht omezeny otevieny interval I obsahuje mnozinu M. Pro
kazdé € € Ry existuji oteviené mnoZiny Gy D M) obsaZené v I a uzaviené

mnoziny Fy C M tak, Ze
€
#(Gr) — p(Fe) < o

Oznaéme F = |J, Fr a G = |J; Gk. MnoZina F je uzaviena a mnozina G je

omezena oteviena. Protoze FF C M C G, je
p(F) < pa (M) < p* (M) < p(G).

Je
G=FU(G-F),

véechny t¥i mnoZiny jsou méfitelné a sjednoceni vpravo je disjunktni, takze
podle véty 4.2 je
#(G) = p(F) + p(G - F),

odkud plyne, Ze
#(G = F) = p(G) — p(F).

Analogicky je
#(Gk — Fi) = p(Gx) — p(Fk)

pro ka?dé k. Protoze G — F C |J(Gk — F¥), je

w(G—-F) < u(Gi - F),
k
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a tedy
#(G) = p(F) <) (u(Gr) — u(Fr)) <e,
k=1
takze
(M) — pe (M) < €.

Protoze € € R4 bylo libovolné, je v disledku toho
bt (M) = pa(M). D
Véta 4.4. Prinik spocetné mnoha méfitelnych podmnoZin omezeného in-
tervalu je méritelna mnozZina.

D 4 k az. Necht M = [, Mk, kde mnoZiny vpravo jsou méfitelné a

obsaZené v jistém omezeném intervalu I. UvaZme, Ze
M=(\Mc=I-(I-(\M)=1-|]I-M).
k k k

Nyni staéi aplikovat véty 4.1 a 4.3 O
Véta 4.5. Rozdil dvou omezenych méritelnych mnozZin je méritelny.

D tdkaz.Neht M = M; — M,, kde mnoZiny vpravo jsou méfitelné a

obsazené v néjakém omezeném intervalu I. Protoze
M =M n(I- M),
podle vét 4.4 a 4.1 tvrzeni plati. [0
Diisledkem véty 4.2 je toto tvrzeni o mife rozdilu:

Véta 4.6. Jsou-li mnoZiny M, N méfitelné, je-li mnoZina M omezena a
je-li N C M, je

(4.5) p(M = N) = p(M) — p(N).

Dtkaz.JeM=NU(M~— N), viechny tf¥i mnoZiny jsou méfitelné a
sjednoceni vpravo je disjunktni. Je tedy u(M) = pu(N) 4+ pu(M — N), a stadi
odeéist od obou stran é&slo u(N). O
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DokaZme nyni vé€tu o monoténnich posloupnostech méfitelnych mnoZin:

Véta 4.7. Necht My jsou méritelné mnoziny obsaZené v néjakém omezeném
intervalu I; pak plati:

1. Je-li posloupnost {My} neklesajici a je-li M = |Jre, Mk, je u(M) =
1im ks 0 pt (Mp).

2. Je-li posloupnost {My} nerostouci a je-li M := (\j—; Mg, je p(M) =
lim k—roo U (Mk)

Diukaz.Ad1l Je
M= | My = MU | (Mig1 — My),
k=1 k=1

kde sjednoceni za poslednim rovnitkem je disjunktni. V disledku toho je
(podle vét 4.2 a 4.6)

p(M) = p(My) + Y p(Mips — My) = p(Mr) + Y (0(Mis1) — p(Mi))

k=1 k=1
g—1
= p(M) + lim ;(#(Mkﬂ) — 1(My)) = lim p(M,).

Ad 2. Nyni je M C My,

oo
My —M = U(Mk — My41)
k=1

a sjednoceni vpravo je disjunktni, takZe

u(My) — (M) = p(My — M) = p (| (e = Mici)

L=l
= i#(Mk — Mi+1) = Z(#(Mk) — p(Mg41))
k=1 k=1
g-—1
= lim Y (u(Mi)— p(Mis1)) =#(M1)_quf§°#(Mq):

a sta¢i upravit. O
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Véta 4.8. Ka’da omezena spocetna mnoZina je méritelnd a jeji mira je

rovna 0.

D i k a z . Kazdou spocetnou mnoZinu lze napsat jako disjunktni spoéetné
sjednoceni jednobodovych mnozZin; necht tedy M = |J,{zx}, kde body zi
jsou navzajem razné. ProtoZe kazda z mnozin {z;} ma miru 0, je podle véty
4.2 mnozina M méfitelna, pfi¢emz pu(M) =3, p({zx}) =0. O

Véta 4.9. Existuje omezend, lebesgueovsky neméritelnd mnoZina.

Dikaz.Necht z,y € (— 2, 2) PiSme z ~ y, je-li ¢ — y raciondlni éislo.
Zfejmé plati: z ~z; je-liz ~y,jey~z;jeliz ~y,y ~ 2, je z ~ z. Relace

je tedy ekvivalenci ve smyslu obecné teorie mnoZin. Interval (—5, 5) se
v dtisledku zavedeni této ekvivalence rozpada na disjunktni tfidy tak, Ze z, y
patfi do téZe t¥idy pravé tehdy, kdyZ z ~ y.

Podle axiomu vybéru existuje mnoZina M C (—3, 1), ktera z kazdé tfidy T
obsahuje prévé jedno éislo; toto &islo oznadime z7. (Ke kazdému z € (—1, 5

existuje pravé jedno y € M takové, Ze z ~ y.)

Dokazme, Ze mnozina M je neméritelnd :

Srovnejme mnoZinu QN (—1, 1) do prosté posloupnosti {rx}%, a oznaéme
M;. mnoZinu vSech &sel z + ri, kde z € M. MnoZina M} vznika tedy z M
posunutim

or(z) =z + rg.
(Jinak ¥edeno, je-li z € M, pak = + ry € Mg, a je-li ¢ € My, pak z —ry € M).

Systém mnozin My je disjunktni. Je-li totiz z € M; N My, existuji =’ € M,
z'' e M tak,fe z =z’ +rj, z = 2" + rp, tak¥e rozdil 2’ — 2" = rp —r; € Q;
z', 2" patii tedy do téZe t¥idy. ProtoZe M obsahuje z kazdé tfidy jen jedno
Gislo,jez' =2",tedy rj=as—2'=2~a"=raj=k

ProtoZe miry p, a p* jsou zfejmé invariantni vici posunuti, je

(4.6) ps (My) = pu (M) =
(4.7) pt (M) = u* (M) =B
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pro kazdé k € N.

Abychom dokazali, ze
(4.8) g>0,

potfebujeme védét, Ze

(= =]
i
(4.9) 5.5 cl)m.
k=0
Kazdé &islo « € (—3, 1) viak lezi v nékteré tridé T; pak je ¢ ~ z7, a existuje

tedy r € Q tak, e z — 27 = r. Protoze ¢ € (—3,3), o1 € (—3,3), je
r € (—1,1), takZe r je rovno nékterému r. Z toho plyne, Ze ¢ = z7 + ri lezi
v Mj. Tim je (4.9) dokézano.

Podle véty 3.5 je

1=p*(-3,3) <4’ ( U Mk) <Y (M),
k=1 k=1
tedy
i<piaioa,
odkud vyplyva (4.8).
Dokazme dale, Ze
(4.10) a = 0.
Pro kazdé k je
(411) Mk fa (—%: %}1
protoze ka?dé z € My mé tvar = = zo + 4 a |zo| < 3, |ri| < 1. V diisledku
toho je i
oo
(412 Omecicty
k=1
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Ze (4.11), (4.12) a z véty 3.6 vyplyva nerovnost
o0
3 :Ps*( ga 2) >au== ( U Mk) > Z;ut(Mk)a
k=1 k—1

odkud plyne, Ze
ks Pl B L

takze

=

Porovnéame-li (4.8) a (4.10), vidime, Ze je
px (M) < p* (M).

Tim je neméfitelnost mnoZiny M dokazana. O

Poznamka 4.1. Kdybychom na zadatku rozloZili na tfidy misto intervalu

(—3%»3) libovolnou méfitelnou mnoZinu N kladné miry a zopakovali stejny

postup, dostali bychom neméfitelnou mnozinu M C N. Plati tedy toto tvr-

zeni:

(4.13) Kazdd mnozina kladné miry obsahuje neméritelnou éast. O

Nyni se kratce zminime o méfitelnosti a mife obecnych neomezenych mno-

e

Zin.
Definice. Mnozina M C R je méfitelna, je-li pro kazdé n € N méfitelna

mnozina

(4.14) M N (—n,n).

Mirou neomezené mnoziny M je ¢islo

(4.15) p(M):= lim p(M N (—n,n)).

n—oco

Protoze posloupnost vpravo je neklesajici, tato limita vidy existuje; muze
viak byt p(M) = 4oo.
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Pro obecné mnoziny je mozné dokazat véty o méfitelnosti a mife sjedno-
ceni, pruniku a rozdilu podobné tém, které byly vySe uvedeny o omezenych
mnozinach.

DokaZme naptiklad o-aditivitu miry na systému méfitelnych mnozin:

Véta 4.10. Pro kazdy spoletny systém disjunktnich méfitelnych mnozin
My je

(4.16) JU;(Uﬁ/f,c) =Y u(My).
k k

D ik az. PoloZme

) — D M.
k=1
Pak je
(4.17) M N (~n,n) = | J(Mx N (-n,n))
k=1

pro kazdé n € N a

(M 0 (=nyn)) = 3 (M 0 (=n,m)) < 3 u(M);
k=1 k=1
odtud plyne limitnim pfechodem pro n — oo, Ze

p(M) < p(My)
=i

Obracené, z (4.17) vyplyvéa, ze pro kazdé j € N je

j
p(M) 2> p (M0 (=n,n).
k=1
Limitnimi pfechody pro n — co a pak pro j — co dostaneme

p(M) > p(My),
k=1
¢im? je véta dokazana. [J
Poznamka 4.2. Abychom dokéazali platnost vét 4.6 a 4.7 pro neomezené
mnoZiny, musime do véty 4.6 doplnit pfedpoklad, Ze u(N) < +oo a do dru-
hého tvrzeni ve vété 4.7 predpoklad pu(M;) < +o0, jinak véty neplati. O
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Kapitola 5

Mira hustych a fidkych mnozin

Definice. Uzavérem mnozZiny M C R nazyvdme mnoZinu viech bodil z €
R, jejichZ kazdé okoli U(z) obsahuje alespoii jeden bod mnoZiny M. Uzavér
mnoziny M znaéime M.

Ziejmé je vidy M C M.

Definice. Rikdme, Ze bod z € M je izolovany bod mnoZiny M C R,
existuje-li okoli P(z) tak, ze P(z) N M = 0.

Definice. Rikdme, %e bod z € R je hromadny bod mnoZiny M C R, je-li

pro kazdé okoli U(z) mnoZina U(z) N M nekoneéné. Mnozina vsech hromad-

nych bod mnoZiny M se nazyva derivace mnoZiny M a znaéime ji der M.

Véta 5.1. Pro kazdou mnoZinu M C R plati:

(5.1) M = M Uder M.

D ik az. Jezifejmé, 7e M Uder M C M. Obréicené, je-li z € M, je bud
z € M nebo z € M — M. Kdyby bod £ € M — M neleZel v der M, existovalo
by okoli U(z), pro které je prinik U(z) N M konetny. Protoze z € M, je
neprazdny ; protoZe z ¢ M, neobsahuje bod z. Je-li sloZen z bodt z1,...,z,
a je-li § ;= min(|zx —z|; 1 <k <n), je U(z,d) N M = 0. To viak odporuje
podmince, 7e¢ ¢ € M. Tim je dokézano, ¢ M — M C der M, a zaroveii je

dokonéen dtkaz véty.
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Dokazme, Ze plati toto tvrzeni:
Tvrzeni. MnoZina M C R je uzaviend praveé tehdy, kdyz je M = M.

D 4 k a z . Je-li mnoZina M uzavfend, je mno¥ina N = R — M oteviena.
Je-li z € M, obsahuje kazdé okoli U(z) bod mnoZiny M ; #4dné okoli U(z)
neni tedy ¢asti mnoZiny NV, takZe z ¢ N. Je tedy ¢ € M. Tim je dokazéno,
%e M C M ; protoze obracen4 inkluze plati vidy, je M = M.

Obracené, je-li M = M aje-liz € N = R—M = R—M, existuje okoli U(z)
disjunktni s mnoZinou M, tedy obsaZzené v N. Mnozina N je tedy oteviena

a mnozZzina M uzaviena. [

Z pravé dokazaného tvrzeni a z véty 5.1 vyplyva, Ze

(5.2) mnozina M je uzaviena pravé tehdy, kdyz M D der M.

Definice. Rikdme, e mnoZina M je husté rozlozend, jestlize M C der M,
a dokonala, jestlize M = der M.

MnoZina je tedy husté rozlozena pravé tehdy, kdyz nema izolované body,

a dokonala prévé tehdy, kdyZ je navic uzaviena.

Véta 5.2. K tomu, aby bod ¢ € M byl izolovanym bodem uzavrené mno-
ziny M C R, je nutné a staci, aby tento bod byl spole¢nym krajnim bodem
dvou riznych styénych intervali mnoziny M.

D Gk az.Jeli bod z spoleénym krajnim bodem dvou styénych intervali
(a,z) a (z,b), obsahuje interval (a,b) jen jeden bod mnoZiny M, a to bod z,
ktery je tedy izolovanym bodem.

Obrécené, necht z je izolovanym bodem mnoZiny M a necht interval (a, b)
neobsahuje kromé bodu z Zadny daldi bod mnoZiny M ; intervaly (a,z) a
(z,b) jsou tedy obsaZeny v mnoZiné N = R — M. Podle véty 0.2.3 je interval
(a,z), resp. (z,b) Easti nékteré komponenty I', resp. I" mnoziny N. Tyto
komponenty jsou (dvéma riznymi) sty¢nymi intervaly mnoZiny M a bod z

je jejich spoleénym krajnim bodem. [

Duasledek. K tomu, aby uzavrena mnozina M C R byla dokonald, je nutné
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a staci, aby Zadné dva razné stycné intervaly mnoZiny M nemély spoleény

krajni bod.

Definice. Rikdme, 7e mnozina M C N je hustd v N C R, je-li N C M.

Mnozinou hustou v R je napfiklad mnoZina v8ech racionélnich é&sel nebo

mnoZina vsech iracionalnich &isel.

Definice. Rikdme, %e mnoZina M C R je fidka v R, jestlize M neobsahuje
Zadny interval.

Jestlize mnoZina M je fidka v R, obsahuje kazdy interval (¢,8) C R
alespon jeden bod z, ktery nepatfi do uzavéru mnoziny M. Pak néjaké okoli
bodu z neobsahuje Zadny bod mnoZiny M. Plati tedy:

(5.3) K tomu, aby mnoZina M byla fidkd v R, je nutné a stadi, aby kazdy
interval (a, ) C R obsahoval interval (o, ') disjunktni s M.

Elementarni priklady ukazuji, Ze doplnék husté mnoZiny muze byt husty,
napf. mnozina vSech iracionalnich éisel je dopliikem mnoZiny vSech raciondl-

nich &isel a pfitom jsou obé husté v R. Plati vSak toto tvrzeni:

Véta 5.3. K tomu, aby uzavrena mnoZina F' byla ridkd v R, je nutné a

stac¢i, aby mnoZina R — F' byla husta v R.

Dtk az.Oznaéme G :=R—F. Je-li F fidka, obsahuje podle (5.3) kazdy
interval, a tedy i ka%dé okoli kaZdého bodu z € R body mnoziny R — F = G,
tj. kazdy bod z € R je bodem uzavéru mnoziny G a mnozZina G je husta.

Obrécené, necht G je hustd oteviend mnoZina. DokdZeme, Ze uzaviena
mnozina F = R — G je fidka. Necht (a,b) C R je libovolny interval. Protoze
G je hust4, existuje v (a,b) bod z € G; protoZe G je oteviena, existuje interval
(¢,d) C G obsahujici bod . Prinik intervali (a, b) a (c,d) tim spiSe lezi v G
a je to interval, ktery neobsahuje Z4dné body mnoZiny F, takZe podle (5.3)

je mnozina F fidka. Tim je véta dokazana. [

Definice. Neprazdné omezené uzaviené ridké dokonalé mnoZiny se nazy-

vaji diskontinua.
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Priklad 5.1. Sestrojme nyni diskontinuum s kladnou mirou. Konstrukce
diskontinua ma nekone¢né mnoho kroki. Nechf
P Ty s Ty
je prosta posloupnost vSech bodt z QN (0,1) a bud déno € € R,. V prvnim
kroku poloZme n; = 1 a zvolme interval (a;,b;) s témito vlastnostmi:
Tny € (a1,b01), a1,b1 e R-Q,
by —ay < % )
(a1,b1) C (0,1).
Necht n; je nejmensi index (vétsi nez n, ), pro ktery je rn, € (0,1) — (a1, b1).
V druhém kroku pfipojime interval (ag,bs) takovy, Ze
Tny € (a2,b2), a2,b e R—Q,
5
bz —a; < 52
(az,b2) C (0,1) — (ay,b1).
Necht n3 je nejmensi index, pro ktery je rn, € (0,1) — ({a1,b1) U (az,b2)). Ve
tretim kroku pridame interval (as,bs) takovy, Ze
Tns € (as,b3), a3z, b3 e R—-Q,
€
by —az < 28
(a3,53) € (0,1) = ({an,b1) U a2, o))
Obecné: Jsou-li pro n&které k > 1 sestrojeny disjunktni intervaly (a;,b;),
1 < j < k, obsazené v intervalu (0,1), s iracionalnimi krajnimi body, a
splfiujici nerovnosti b; — a; < 2~ J¢, necht nj je nejmensi index, pro ktery je
ray € (0,1) — ({@1,b1) U+~ U (ak—1,bk-1)). V k-tém kroku najdeme interval

(ag,bx) s témito vlastnostmi:

Tn, € (ak,bk), ag, bk eR - Qs

(ak,br) C (0,1) — U (aj,bj).
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Je zfejmé, ze
(5.4) QN (0,1) | (ax,br);
k=1

protoze mnozina vlevo je husta v (0,1), je oteviend mno¥ina vpravo také

husta v (0,1). ProtoZe intervaly (ax, bx) jsou disjunktni, je podle véty 1.2

G

(5.5) ,u( (ak,bk)) = D(bk —ai) <E€.
k=1

k=1

Polozme
(5.6) D :=(0,1) — | (ax,bx).
k=1

Intervaly (ax,bx), kde k € N, spolu s intervaly (—o0,0) a (1,400) jsou
sty¢né intervaly mnoZiny D; byly vybrany tak, aby zadné dva nemély spo-
le¢ny krajni bod, takZe podle disledku véty 5.2 je mnoZina D dokonal4.
ProtoZe mnoZina D je uzaviend a R — D je husta oteviend mnoZina, je podle
véty 5.3 mnozZina D Fidka. Z toho vyplyva, Ze mnozina D je diskontinuum;

jeho mira je (podle definice miry uzaviené omezené mnoziny) rovna

= 5]

(5.7) p(D)=1-) (be—ar)>1-e.
k=1

Priklad 5.2. (Cantorovo diskontinuum C.) Konstrukce Cantorova diskon-
tinua ma nekoneéné mnoho kroki. Oznaéme J uzavieny interval (0, 1). V prv-
nim kroku rozdélime interval J na tfi stejné velké ¢asti a oznacime Jy := (0, %)
a Ji := (3,1). Mezi nimi leZi otevieny interval I := (3,2). V druhém kroku
s kaZdym z uzavienych intervalt Ji, k = 0,1, provedeme totéZ, co s interva-
lem J: rozdélime J; na tii stejné dlouhé intervaly a oznacime Jxo, resp. Jii
prvni, resp. tfeti tfetinu intervalu Ji. (Bude tedy Joo = (0, 1y, Jor = (3, 3)
Jio = (3, Ty, Ji = (§,1).) Prostiedni tfetina intervalu Jo je otevieny interval

Ip = (% —g—) a prostfedni tfetina intervalu J; otevieny interval I := (9, 9)
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Pokracujeme v této konstrukci neomezené dale. Necht je jiz sestrojeno 2"
uzavienych intervalt Ji, . ., délky 1/3", kde kaZdy index k; nabyva hodnot
0 a 1. V dalsim kroku kazdy uzavfeny interval Ji, ...k, rozdélime na tfi stejné
velké intervaly. Levy krajni uzavfeny interval oznaéime J, ...k, 0, pravy krajni
uzavieny interval bude Ji, ...k, 1. Mezi nimi lezi otevieny interval Iy, ...k (pro-

stfedni tfetina intervalu Jk,...x, ) délky 1/3"*1; t&chto intervalt je celkem 2.
Je tedy

1 1
(58) lu(Ikl kn) 3n+1 a #(Jkl kn) 31;'
Je zfejmé, Ze plati rovnost
g g 1 1 1
(5.9) T—1) 1) U Tavas = 1] 5o ) oadiinsos
n=0 k=0 k=0 k,1=0 kp..l.j_ =0
Polozme
oo 1 1
(5.10) U U o} B
n=0k,=0 kn=0
ProtoZe intervaly Ikl ...k, jsou disjunktni, je
A 2" 1
(5.11) u(G) = +9+‘2—7+ +3n+1 "=§1_§_—1-

Oznac¢me

(5.12) Coi={J '+ |J Tuka

k=0 )

pro kazdé n € N.

Definice. Cantorovym diskontinuem rozumime mnoZzinu
(5.13) C:=(0,1)=G=[)Cn:

Protoze mnoziny (5.12) jsou uzaviené, plati totéz o C. Z (5.13), z definice

miry uzaviené omezené mnoziny a z .11 ihned plyne, Ze

(5.14) p(C) = u((0,1)) — u(G) = 0.
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Styénymi intervaly mnoZiny C jsou pravé vechny intervaly I, ., spolu
s intervaly (—00,0) a (1, +00). Je zfejmé, Ze z4dné dva riizné styéné intervaly
mnoziny C nemaji spolecny krajni bod, a podle disledku véty 5.2 je tedy
mnozina C dokonala.

Déle dokazme, Zze mnozina C je ridka v R.

D G k a z . ProtoZe mnoZina C je uzaviena, staéi podle véty 5.3 dokazat,
ze mnoZina R —C je hustd v R, tj. Ze kaZdy bod z € R leZi v uzdvéru mnoziny
R — C. Ziejmé staéi vySetfovat piipad, kdy z € C, a dokazat, %e pro kazdé
e € R4 obsahuje okoli U(z,€) body z R—C. Bud n € N tak velké, 7e 37" < e.
Protoze C,, se sklada z koneéného poétu disjunktnich uzavienych intervalt
délky 37", z nichZ kaZzdé dva rizné maji vzdalenost aspon rovnou 37", je
vzdalenost kazdého bodu z C, (a tedy specidlné kazdého bodu z C) od sjed-
noceni intervali, které tvofi doplnék k C,,, mensi nez 37" < e. Okoli U(z,€)
obsahuje tedy body z R — C,, a tedy i z R — C, coZ jsme méli dokazat. O

Body Cantorova diskontinua lze snadno charakterizovat i ,aritmeticky®,

pomoci triadickych zlomku:

Véta 5.4. Plati tato dvé tvrzeni:

1. z € G pravé tehdy, kdyZ v triadickém zlomku 0.k ky ... kn ... Cislaz je
nékteré k; nutné rovné 1.

2. ¢ € C pravé tehdy, kdy? je = rovné dvojndsobku triadického zlomku
0.kk3 ...kn ..., v némZ je kaZdé kj rovné bud 0 nebo 1.

Dtkaz. Je ziejmé, 7e body intervalu I = (3,%) maji v triadickém
rozvoji nutn€ prvni cifru 1. Poznamenejme, Ze krajni body intervalu I maji

dva rozvoje

3 3 ]o0,122222...°

. (0,100000... o (0,200000...
“Yo,022022...0 3

Pro nés je dileZité, Ze kazdy z téchto bodti mé rozvoj, v kterém se vyskytuji

jen Cislice 0 a 2.
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Body intervall Iy a I maji v triadickém rozvoji sice prvni cifru rfiznou
od 1, ale druhou cifru nutné rovnou 1.

V triadickém rozvoji bodu z intervalt Iog, Io1, J10 a I jsou prvni dvé
cifry rizné od 1, av8ak treti cifra je nutné 1.

Body intervalt Iy,..k,, kde kaZdy z indexti k; nabyva hodnot 0 a 1, maji
v triadickém rozvoji prvnich n — 1 cifer riiznych od 1, ale n-t4 cifra je nutné
rovna 1.

Z toho je patrné, Ze do sjednoceni viech otevienych intervalt I, I, , It ,,

evy Ikyooky - - - patii pravé viechna ¢isla z € (0, 1), které maji nékterou tria-

dickou cifru nutné rovnou 1. ProtoZe Cantorovo diskontinuum C je doplitkem
sjednoceni téchto intervali, sklada se pravé ze vSech z € (0,1), v jejichZ tria-
dickém zlomku neni nutne uzit cifru 1, tj. které maji triadicky rozvoj, v némz
jsou viechny triadické cifry rovné bud 0 nebo 2; 1ze z nich tedy vytknout 2,
a dostaneme tvrzeni 2. [

Dokazme toto tvrzeni:
Tvrzeni. MnoZina C je nespocetna.
D Gk az.Kazdé éslo z € C lze podle véty 5.4 vyjadfit pomoci triadického

zlomku ve tvaru

(5.15) e=2:0k B =%

M8
- Ko

1

]

n

kde ka#dé k, nabyva hodnot 0 a 1. Pfifadme &slu (5.15) dyadicky zlomek

ek
f(@)=0ky - kn-= Z-ég.
n=1

Funkece f zfejmé zobrazuje mnoZinu C na mnoZinu viech nekoneénych dya-

dickych zlomkit s hodnotami v intervalu (0, 1). Je tedy f(C) = (0,1). Protoze
interval (0,1) je nespoletny, je také mnozina C nespoletna. Tim je tvrzeni

dokazano. O

Pozndmka 5.1. Viechny spodetné mnoziny maji podle véty 4.8 miru 0, a

to pfesto, Ze mezi nimi jsou 1 mnoziny husté v R, jako je napf. mnozina Q.
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Otézku, zdali existuji nespocetné mnoziny nulové miry, fesi kladné Cantorovo
diskontinuum, které je navic ¥idké v R. (Uzaviena mnozina, ktera neni #idk4
v R, nemiiZze mit miru 0, protoZe obsahuje néjaky interval; to ukazuje, e jsme
fidkost mnoziny C nemuseli dokazovat ptimo.) Dalsi otézkou je, zdali véechna
diskontinua maji miru 0, tj. jak dalece je fidkost svazana s mirou. Odpovéd je
zaporna, protoze diskontinuum D sestrojené v prikladé 5.1 je fidkd mnozina
s kladnou mirou. Z uvedenych ptikladé vyplyva, Ze mezi mirou a Fidkosti
resp. hustotou mnoZiny neni Zaddnd souvislost.

Jak jsme jiz fekli, maji vSechny spodetné mnoZiny miru rovnou 0. Canto-
rovo diskontinuum C je nespofetna mnoZina a jeho mira je rovnéz rovna 0.

Mira tedy nesouvisi ani s po¢tem prvk mnoziny. 0O

Definice. Rikame, 7e mno¥ina M C R je prvni kategorie v R, je-li sjedno-
cenim spofetné mnoha mnoZin fidkych v R.

Rikdme, Ze mnozina M C R je druhé kategorie v R, neni-li prvni kategorie
v R.

V [1] se na str. 134 dokazuje toto tvrzeni:

Véta 5.5. Prostor R je druhé kategorie v sobé.
Jinak fedeno: Jsou-li mnoZiny M, fidké v R, je R — oo, My # 0.
Jesté jinak: Jsou-li mnoziny M, prvnf kategorie v R, je R —J;_, Mn # 0.

Piiklad 5.3. Ka?da fidkéd mnoZina je prvni kategorie. MnoZina prvni ka-
tegorie viak mtiZe byt i husta v R — pfikladem je mnoZina Q. MnoZina viech
iracionalnich &isel neni prvni kategorie v R, protoZe by to odporovalo vété 5.5.
Jeji prinik s intervalem (0,1) mé miru 1. Miru 1 viak méZe mit i mnoZina
1. kategorie obsaZena v (0, 1); pfikladem mize byt sjednoceni Un=; Dhn, kde
D,, je diskontinuum sestrojené podle pfikladu 5.1 s € = 1/n, které je tedy
obsazeno v intervalu (0,1) a méa miru > 1 — 1/n. Doplnék (0,1) — Y iy
tohoto sjednoceni je druhé kategorie, ale méa miru 0.

7 toho je patrné, Ze neni Zadna souvislost mezi mirou a kategorii.
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V této praci jsme se seznamili s Lebesgueovou jednorozmérnou mirou a
jejimi vlastnostmi. Zabyvali jsme se pfedeviim mirou a méfitelnosti mnozin
omezenych, ale zminili jsme se i o mife a méfitelnosti obecnych neomezenych
mnozin.

V nulté kapitole se ¢tendf miize seznamit s nékterymi zakladnimi pojmy a
vétami, které se tykaji mnoZin realnych &isel, je zde také popsana struktura
vSech otevrenych a uzavienych mnozin v R. V prvni a druhé kapitole jsme de-
finovali miru omezenych otevfenych a uzavienych mnoZin a odvodili jsme né-
které jeji vlastnosti. Dokazali jsme, Ze mira je monoténni, na systému omeze-
nych uzavienych mnozin aditivni a na systému omezenych otevienych mnozin
dokonce o-aditivni. Déle jsme se zabyvali Lebesgueovou vnéjsi a vnitini mirou
a jejich vlastnostmi (monotonie, o-subaditivita vnéjsi miry, o-superaditivita
vnitini miry). Obsahem dalsi kapitoly jsou lebesgueovsky méfitelné mnoziny,
jejich mira a vlastnosti. Dokéazali jsme véty o méfitelnosti a mife sjednoceni,
priniku a rozdilu omezenych mnoZin. Podobné véty je mozné dokazat i pro
obecné mnoziny. Zkonstruovali jsme omezenou, lebesgueovsky neméfitelnou
mnozinu v R.

V posledni kapitole jsme uvedli pfiklady hustych a fidkych mnoZin. Zaby-
vali jsme se tim, zda existuje souvislost mezi mirou a hustotou resp. ridkosti
mnoZiny, mezi mirou a kategorii mnoZiny, nebo zda mira souvisi s poctem
prvkt dané mnoziny. Jak ukazuji uvedené piiklady zadna takova souvislost
neexistuje. Velmi zajimavym piikladem fidké dokonalé mnoZiny je Canto-
rovo diskontinuum. Dokézali jsme, Ze Cantorovo diskontinuum je nespoéetna
mnoZina, ale jeho mira je rovna nule. Existuje také diskontinuum kladné miry.

Tato prace miZe slouZit jako ucebni pomicka studentiim matematiky vy-
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