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Zakladni informace o fraktdalové geometrii priloha A

1 Uvop

Teorii chaosu a fraktalovou geometrii 1ze oznacit za novy pohled na svét. Fraktalova
geometrie (1ze se také setkat s pojmem fraktdlni geometrie) je soucasti obsahlé teorie chaosu
a slouzi jako jeden z dilezitych ndstroji popisii dynamickych, turbulentnich a nelinedrnich
déja. Teorie chaosu spolu s fraktdlovou geometrii zasahuje prakticky do vSech védnich obor.
Pocinaje meteorologii, ptfes ekonomiku, biologii, medicinu az po astronomii. Zasadnim
zpusobem meéni pohled na ptirodni struktury, dynamiku, turbulenci a nelinearni systémy. Jako
mnohé z novych teorii pordzi hranice, které oddé€lovaly védecké discipliny a stava se tak
védou uplatiiujici se v mnoha riznych oborech.

Da se fici, ze teorie chaosu je védou o vécech béznych, vécech které nas obklopuji a
které jsou pro nas piirozené. Je o mracich, vodnich virech, stromech, listi, pohofti, sn¢hovych
vlockach, pocasi, biorytmech, inflaci, atd.

Teorie chaosu se stala nedilnou soucasti dneSni matematiky a fyziky. Nejzavilejsi
zastanci této védni discipliny jdou dokonce tak daleko, zZe fikaji, Ze minulé stoleti budou
charakterizovat tfi véci: relativita, kvantova mechanika a chaos. V¢ii, Ze chaos se stal treti
velkou revoluci dvacatého stoleti v ptirodnich védach, ktery méni zadsadné pohled na svét
[A.4].

Toto tvrzeni neni nijak piehnané. Do Sedesatych let se véfilo, ze svét kolem nas je
mozné popsat pomoci ,, Newtonovského determinismu“. Tedy napiiklad 100% ptedpovédi
pocasi jsou jen otazkou dostatecné vykonnych pocitacli, modelovani systémil soustav téles i
vznik celého vesmiru je popsatelny pomoci tehdy zndmych matematickych postupti a
vykonnych pocitacii budoucnosti. Vychazelo se ze zdkladnich ptedpokladi: Velka pfic¢ina
vyvold velky nésledek a mala zména zplisobi malou zménu. Dnes vime, Ze vSe je jinak.
Pocasi dokazeme stale predpovédet se slusnou urcitosti jen na dobu péti dnii. Systém vice nez
dvou teles je pomoci diive znamych postupli nefesitelny. Modely vzniku vesmiru je tfeba
stale brat s velkou neurcitosti. Dnes vime, Ze i mald zména mtize mit velké nésledky.
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2 KRATCE Z HISTORIE TEORIE CHAOSU A FRAKTALOVE GEOMETRIE

Ptesto, ze je teorie chaosu a fraktdlova geometrie relativné novou védni disciplinou, na
problematiku chaosu a fraktalovou geometrii narazeli védci jiz diive. Je to naptiklad problém
méteni délky hranic, fek a pobiezi. Délky casto méfené stejnym zplsobem se liSily
v desitkdch procent. Tehdy vSak nikdo nevédél o fraktdlové geometrii a méfitkové
neménnosti. Rozdily se proto ptipisovaly chybam v métent.

Na konci devatenactého stoleti (1883) pfichdzi némecky matematik Georg Cantor
s Cantorovou mnozinou. Tato mnoZina je jednim z dnes nejpopuldrnéjSich a nejjednodussich
fraktala.

Vroce 1904 popsal Svédsky matematik Helgeh von Koch jako prvni matematicky
objekt, ktery je zndm pod pojmem Kochova krivka. Tato kiivka svymi vlastnostmi
znepokojovala mnoho matematikii dvacéatého stoleti, ktefi se ji zabyvali. Byla néfim co se
naprosto liSilo od tehdy zndmych geometrickych matematickych obrazci. Nékolik
matematikli pfiSlo s dalSimi podobnymi utvary. Teprve az fraktdlovd geometrie dokézala
specifické vlastnosti téchto utvart vysvétlit.

Béhem prvni svétové valky objevili a studovali francouzsti matematikové Gaston Julia
a Pierre Fatou podivné Utvary znamé dnes jako Juliovy mnozZiny. V té dobé vSak neexistoval
pocitac, ktery by jim praci usnadnil. Jejich skromné kresby a jejich prace zapadly.

Novodobé zaklady této v&dni discipliny sahaji do Sedesatych let dvacéatého stoleti. Jako
snad prvni Gspésné studoval problémy chaosu matematik ve sluzbach meteorologie Edward
Lorenz. Setkal se s problémem, ktery byl pozd&ji nazvan jako , Motyli efekt”. Na zakladé
feSeni tohoto problému objevil snad nejzndméjsi atraktor, ktery je po ném pojmenovan:
Lorenzuv podivny atraktor. Jeho prace se stali zadklady teorie chaosu. DalSi matematikem byl
Stephen Smale se svoji topologickou transformaci zvanou Smaleova podkova. Matematik
James Yorke dal chaosu jméno. Neptehlédnutelnym je i Robert May, fyzik ve sluzbach
biologie, s jednoduchou logistickou funkci a bifurkacnimi diagramy pro jeji popis. Benoit
Mandelbrot, matematik polského pivodu, ktery poprvé pouzil nazev ,,fraktal” pro
,,nekonecné strukturované “ objekty a je povazovan za ,,otce fraktdlové geometrie* Astronom
Michel Hénon se svym atraktorem, Mitchell Feigenbaum s univerzalni konstantou platnou
v matematice i fyzice (Feigenbaumova konstanta). Nelze v§ak zapomenout ani na Heinz-Otto
Peitgena a Petera H. Richteru, ktefi poprvé vyuzili fraktalt jako uméleckych grafik pti svych
vystavach po celém svété. Samoziejmé na tvorbé teorie se podilelo mnoho dalSich vice ¢i
méné slavnych védci.

Podrobnéji je historie teorie chaosu a fraktdlové geometrie popsana v anglicky psané
knize Chaos and Fractals [A.5]. Ctenate lze dal odkazat na velice zdafilou popularng nauénou
knihu: Chaos, vznik nové védy [A.4], kde je tento v&dni obor popsan i v historickych
souvislostech. Struéné je historie fraktdlové geometrie popséna ve skriptech: Aplikovana
informatika [A.9].
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3 FRAKTALOVA GEOMETRIE A FRAKTALY

Do doby nez byla objevena a popsana fraktalova geometrie, byla euklidovska geometrie
povazovana za nejsilnéjsi nastroj popisu vSech geometrickych utvari. Euklidovska geometrie
byla s tspéchem pouZzivana po celd staleti, avSak jeji slabinou, kterou si prakticky nikdo
neuvédomoval, byl problém jak popsat jednoduchym zplisobem slozité strukturované utvary.
Tyto utvary mohly byt jak matematického, tak i pfirodniho ptivodu, jak bude v nasledujicich
podkapitolach ukazano.

,»B&Zné objekty* jako tsecky, kruhy, ctverce, trojuhelniky, obdélniky, koule, krychle,
jehlany Ize pomérné snadno popsat pomoci Euklidovské geometrie. Naptiklad pravouhly
trojuhelnik je plné popsan (kazdy jeho bod je jednoznacné urcen) Pythagorovou vétou
¢’ =a’ +b*[A.9]. Pokud bychom chtéli popsat jednoduchy fraktal jako je napiiklad Kochova
krivka (obr. 1), pak bychom museli stanovit slozitou a neptehlednou rovnici. Tento objekt
vSak muzeme jednoduSe popsat pomoci fraktdlové geometrie. Jeji slozitost 1ze dokonce
popsat pomoci jednoho Cisla, tzv. fraktalové dimenze.

K tomu, abychom pochopili cely problém, je nutné si zodpovédét pét zékladnich
otazek:

e  coje to fraktdlova geometrie a fraktal?

e  jak fraktaly vznikaji?

e  jaké maji fraktaly vlastnosti?

e  coje to fraktdlova (Hausdorff-Besicovitchova) dimenze?

o  kde se fraktaly vyskytuji?

Obr. 1 Kochova krivka

3.1 COJE TO FRAKTALOVA GEOMETRIE A FRAKTAL?

Fraktalova geometrie je matematicky nastroj pro popis slozité strukturovanych objekta,
jejichz charakter se neméni pii zvétSeni. Klasickym ptikladem je tvar pobiezni linie. Pokud
srovname dvé mapy rtiznych méfitek pak charakter pobfezni linie se neméni — pobfezi na
obou mapach vypada stejné. To znamena, Ze pobiezni linie je méritkove neménna, ¢i jinak,
nema charakteristické délkové meétitko [A.1]. Benoit Mandelbrot si polozil jinou otazku: Jaka
je podstata tvaru pobiezi? Ta se stala meznikem uvah v jeho praci: ,,Jak dlouhé je pobiezi
Velké Britanie? (1977 - How Long Is the Coast of Great Britain?) Tato na prvni pohled
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jednoducha otazka vSak po chvili tvah nabyva hlubsiho smyslu. Mandelbrot vysel z poznatka
Richardsona, ktery méfil ostrov Korsiky (vice v kapitole 4.1.3 a 6.1). Mandelbrot pouzil pro
zméfeni délky pobtezi Velké Britanie nejprve satelitnich map. V druhém piipad€é pak map
turistickych. Dosel k zavéru, ze délka zméfena z map turistickych je 2x az 3x delsi nez délka
zméfena z map satelitnich. Divod je prosty: turistické mapy jsou mnohem podrobnéjsi nez
mapy satelitni. To zplsobi, ze pfi méfeni délky pobiezi z mapy satelitni mnoho detaild
zanedbame ¢i ptehlédneme, a tyto detaily se nam projevi jako dulezité pii méfeni z map
turistickych. Richardson empiricky odvodil vztah mezi délkou a métitkem. Mandelbrot pak
nasel souvislosti v tomto vztahu s Haudorffovou dimenzi a mohl tak oznacit pobfezni linii za
fraktal [A.5, A.9].

Oznaceni fraktal tedy poprvé pouzil B. Mandelbrot. Ten je také oznacovan za ,,otce*
fraktalové geometrie. Je vSak pravdou, Ze matematické objekty dnes oznacované jako
klasické fraktaly (pfesnéji matematické deterministické fraktaly), byly objeveny mnohem
diive, véetné Kochovy kiivky. Mandelbrot vSak tyto objekty popsal, nazval a spolu s dalSimi
matematiky sjednotil teorii, kterou oznacujeme jako fraktalova geometrie. Mandelbrot slovo
Lfraktal“ pouzil pro vSeobecné oznaceni objektl, jejichz tvar je nezavisly na velikosti
mefitka, pod kterym objekt pozorujeme (métitkova neménnost). Vysel z vyznamu latinského
slova "fractus". Z n¢j odvozené slovo "frangere" znamena "rozldmat" - vytvoftit nepravidelné
ulomky. Jako fraktdly se tedy oznaCuji nepravidelné geometrické utvary délitelné na
jednotlivé ¢asti, z nichz kazda je v idedlnim ptipad¢ zmenSenou kopii celku. Jsou to tedy
mnoziny, jejichZz geometricky motiv se opakuje v zakladnim télese az do nekonecna a tento
jev je nazyvan sobépodobnost (self-similarity). Objekt je tedy striktné sobepodobny
(deterministicky), pokud mize byt rozdélen na libovoln¢ malé ¢asti, které jsou malou replikou
puvodni mnoziny [A.1-A.10]. Matematické fraktaly mohou byt také statisticky sobépodobné
(stochasticke), stejné jako fraktaly ptirodni, kdy jsou malé tlomky podobné celku jen
statisticky.

Vedle sobépodobnych fraktali existuji také fraktaly sobéafinitni (self-affined,
sobepribuzné). U téchto fraktall je tfeba znat vedle struktury nepravidelnych ulomki i zptisob
transformace métitka (vice v kap. 4.4). Ctenaf se mize také setkat s nazvem samopodobnost a
sobepribuznost. Mizeme se také setkat s pojmeme sobépribuznost [A.9], ktery charakterizuje
objekty, jejichz kterykoliv vysek je podobnou kopii ptivodniho télesa. Fraktaly budou dale
matematicky definovany v kapitole 4 a rozd€leny v kapitole 5.

3.2 JAK FRAKTALY VZNIKAJi?

Na tuto otazku lze uspokojivé odpoveédét pouze pro matematické fraktaly, tedy tvary
vznikajici matematicky definovanou geometrickou transformaci. Vedle matematickych
fraktall existuji také fraktdaly prirodni. V ptipad¢ ptirodnich fraktali nezndme geometrické
transformace zalozené na fyzikalni a (nebo) chemické podstaté jejich vzniku.

Rozdéleni matematickych fraktali je mozné podle algoritmu konstrukce fraktalu:

e IFS (lteration Function System), ktery ke konstrukci pouzivéa transformaci, které
se cyklicky opakuji.

e  TEA (Time Escape Algorithms). Tento algoritmus provadi iterace pro uzivatelsky
stanovené hranice. Je pouzivan v komplexni roving.

Fraktaly Ize dale délit podle riznych pravidel a podle riznych autort, viz kap. 5.
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Vysvétleni konstrukce /FS fraktall je mozné naptiklad pomoci jiz zminéné Kochovy
krivky. V ptipadé této kiivky potiebujeme mit tzv. iniciator a generator. Iniciator v tomto
piipadé predstavuje piimku (krok O, obr. 2) a generator je tvar kterym se inicidtor nahradi.
V tomto pripade¢ je generatorem utvar vznikly vyjmutim prostiedni tfetiny a nahrazenim této
tretiny dvéma piimkami délky jedné tietiny, jak
je na obr. 2. Tuto transformaci si lze také k=0
predstavit jako pferuseni usecky v jedné tfetiné iniciator
a nadzvednuti druh¢ tietiny tak abychom mohli

vlozit novou pifimku délky jedné tietiny. Po
transformaci je kazdé strana uz povazovana za
iniciator v kroku dal$im. V kazdém kroku se /
nahrazuje kazda pfimka (iniciator) zmenSenou

kopii generatoru. Jak je vidét na obr. 2, tak jiz
v kroku 5 dostavdme pomérné komplikovanou
ktivku.

k=1

generator

k=0 iniciator

k=1 generator | _o

k=3
k=3 k=4 k=4
\Fﬁ k=5

Obr. 3 Generovani Vostinovy struktury Obr. 2 Generovani Kochovy krivky

Pokud iniciatorem bude opét piimka a generatorem tii usecky jdouci z pocatku po 120°
(obr. 3) pak po n¢kolika iteracich obdrzime tzv. Vostinovu strukturu.

Pokud jako inicidtor bude rovnostranny trojuhelnik, a generator stejny jako u Kochovy
ktivky, pak obdrzime tzv. Kochovu viocku (obr.15 v kap. 5.1.1).

Generaci tohoto typu fraktali je 1épe si predstavit z matematického hlediska jako
konstrukce pomoci takzvanych afinnich transformaci. Témito transformacemi je: zmenseni,
rotace a posuv. V piipadé Kochovy kiivky je pro generaci pouZito vSech tii transformaci.
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Postup téchto transformaci je znazornén na obr.2 Zlutou a oranzovou vyplni. Generator
v kroku 1 je ve druhém kroku ctyfikrat uplatnén. Pro levou ¢ast kroku (a) je generator pouze
zmens$en na 1/3. Pro druhou névaznou cast (b-oranzova vypli) je generator zmensen na 1/3,
posunut na 1/3 a pravy konec otofen o 60° proti sméru hodinovych ruéicek. Tieti ¢ast (c) je
také zmenSena na 1/3, posunuta 1/3, ale levy konec oto¢en o 60° ve sméru hodinovych
ruiek. Posledni ¢ast je opét zmenSena na 1/3 a posunuta na 2/3. Vice o afinnich
transformacich najde ¢tenar ve skriptech [A.9].

Jinym typem fraktald je TEA. Pro tento ~ 5
typ fraktalii se vyuzivd komplexni roviny. £

Komplexni rovina se skladd zredlnych a
imagindrnich c¢isel. Imagindrni cisla jsou
definovana vztahem i=+/-1 a vznikla
z ditvodu potieby fesit polynomické funkce i
pro hodnotu V-1, Komplexni rovinu si lze
predstavit tak, Ze na ose x jsou realna cisla a :
na ose y imagindrni Cisla. Aritmetika &

komplexnich ¢isel je jednoducha. Komplexni . 3¢
Cislo se zapisuje jako soucet dvou Ccasti, gt ;4 .. R =
napfiklad 2 + 3i (soufadnice bodu na ose x je R f v = 2%
2 a soutadnice na ose y je 3). Obr. 4 Vyrez Mandelbrotovy mnoZiny

Komplexni rovina je pro generaci
fraktalu typu TEA definovéna matici komplexnich Cisel. Tuto matici si lze piedstavit jako
klasickou matici ,,redlnych® Cisel. Jednotlivé body matice jsou brany jako vstupni hodnoty

. ;e ’ v 2 oo :
iterace, kterd je dana napfiklad vztahem: z ,, =z “+c, coZ je rovnice Mandelbrotovy

mnoziny. Pro kazdy bod matice, ktery piredstavuje ¢, je spustén tento algoritmus, kde
pocatecni zp=0. Po kazdém kroku v daném bodu je proveden test, zda feSeni sméiuje
k nekonecnu nebo zda se blizi ke kone¢né hodnoté. Pokud feseni sméfuje k nekone¢nu, pak
bod do mnoziny nepatii a vypoctova smycka se zastavi. Kdyz feSeni nesmétuje k nekonecnu,
piejde se k dalSimu kroku, nové vypoctend ¢islo predchazejiciho kroku se pouzije jako
vychozi a provede se znovu test. Pokud feSeni ani po nekonecné mnoho krocich nesmétuje
k nekonecnu, pak do mnoziny patii a bodu je pfifazena Cernd barva. Tento algoritmus se
provede pro kazdy bod mnoziny komplexnich d¢isel. Barevna Skala okolo mnoziny
reprezentuje, po kolika krocich se vypocet prerusi. V redlném vypoctu se provadi samoziejmée
jen konecny pocet iteraci. 100 iteraci uz vede k uspokojivému vysledku a 1000 iteraci
zaruCuje spravny vysledek. (Tento typ fraktdlu je podrobnéji popsan v kapitole 5.1.5 a 5.1.6.)
Ukézka vzniklého objektu je na Obr. 4. Cerné plochy obrazku tvoii mnozinu bodu, ktera je
fraktalovym obrazcem. Ostatni barvy reprezentuji Casti, ktera do mnoziny nepatii a zacaly

wvewr

vvvvv

vlastné tvotena atraktorem (kap.5.1.8).

Fraktalova geometrie je ve své nejhlubSi podstaté prace s metrickymi prostory, na
kterych se pracuje s limitami, ze kterych v konecné fazi vzniknou fraktdly. Vztah mezi
metrickymi prostory a fraktaly je dobfe a srozumitelné vysvétlen ve skriptech [A.9].
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3.3 JAKE MAJI FRAKTALY VLASTNOSTI?

Vlastnosti fraktalll je mozné popsat na ptikladu jiz znamé Kochovy krivky (obr. 1), ktera
ma nékolik zajimavych vlastnosti typickych pro fraktaly:

o Kochova kiivka ma slozity tvar té€zko popsatelny pomoci Euklidovské geometrie.
e Kiivka je spojita, sama sebe nikde neprotina a nema nikde derivaci.

e Jedna se o kiivku striktné sobépodobnou, tedy mizeme vzit jakoukoliv malou ¢ast
této mnoziny a ta bude vzdy pfesnou malou replikou piivodni mnoziny. Rikame, Ze je
métitkove nezavisla.

e Délka Kochovy kiivky je nekonecnd, ackoliv se vyskytuje na konecné plose. Timto
zpusobem lze zahlédnout nekonecno. K pochopeni tohoto problému si sta¢i uvédomit, ze pti
kazdém kroku je ktivka prodlouzena o 1/3 délky ptivodni. Pii nekoneéném poctu kroku je
ziejmé, ze nekonecné mnoho prodlouzeni povede k nekonecné délce.

e Pokud bychom vsak chtéli zméfit délku Kochovy kiivky pomoci riiznych méfitek,
pak bychom dosli pokazdé k jiné délce. Tato délka by se prodluzovala se zmenSujici se
délkou meétidla. Slovy laika feCeno: Vezmeme odpichovaci kruzitko s nastavenym krokem 10
mm a zméfime s nim délku Kochovy kiivky. Pak nastavime krok 1 mm a provedeme nové
méteni. To samé provedeme pro krok 0.1 mm. Pfesto ze bychom ocekavali, ze délka se bude
blizit k n¢jaké kone¢né hodnot¢, bude se ve skutecnosti se zmensujicim krokem (zmenSujici
se délkou mefidla) délka pokazdé prodluzovat. Divod je, Ze pii vétSich krocich
odpichovaciho kruzitka jsou zanedbany urcité detaily, které vSak jsou prométeny a do délky
zapocteny pii mensich krocich.

e Dalsi vlastnosti je necelociselna (fraktalovd) dimenze kiivky. Fraktalova dimenze
Kochovy kiivky je 1,2619, tedy je z hlediska topologického né¢im mezi pfimkou (kterd ma
dimenzi 1) a hladkou plochou (kterd& ma dimenzi 2). To je mozné diky vysoké
strukturovanosti kiivky, ktera se objevi ve zvétSeni fraktalové dimenze. Toto Cislo (fraktalova
dimenze) uvadi miru slozitosti kiivky.

Uvedené vlastnosti Kochovy kiivky jsou platné pro vétSinu fraktalti. Nicméné popis
fraktall a jejich vlastnosti se lisi casto podle autort. Je tedy mozné se setkat s jinym popisem
vlastnosti.

V pfipad¢ zminované Mandelbrotovy mnoziny mluvime o tzv. multifraktalu (mnoho-
fraktalu), u které¢ho se strukturovanost méni.

3.4 COJE TO FRAKTALOVA (HAUSDORFF-BESICOVITCHOVA) DIMENZE?

Ve fraktidlové geometrii po¢itime nebo odhadujeme tzv. fraktalovou dimenzi, které je
,,charakteristickym cislem“, které uvadi jak slozity je pozorovany utvar. Mize se jednat o
povrch, nebo strukturu télesa, ¢asovou fadu nebo mnozinu bodi. Fraktalova dimenze (lze se
také setkat s pojmem Hausdorff-Besicovitch dimenze) matematicky popisuje slozitost téchto
objektt (vice o fraktalové - Hausdorff-Besicovitchovy - dimenzi v kapitole 4.1.3).

Fraktalova dimenze, v pfipadé fraktall, pirevysuje jejich topologickou dimenzi, kterd je
celo¢iselna (dimenze charakterizované bodem, tuseckou, trojuhelnikem a tetracdrem).
Z tohoto ptfedpokladu vychazi také jedna z definic fraktalii. Vice o dimenzich v kapitole 4.
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3.5 KDE SE FRAKTALY VYSKYTUJI?

Zatim jsme se zabyvali pouze
fraktaly matematickymi, az na vyjimku,
kterou byla pobiezni linie. Matematické
fraktaly nemaji tak velky vyznam pro nas
bézny zivot a setkdme se snimi pouze
v matematice. Dobie nam vSak poslouzi
pro pochopeni fraktalové geometrie a daji
se pouzit pro modelovani urcitych
ptirodnich struktur (stochasticke fraktaly).

vvvvvv

kolem nas (prirodni fraktaly). Mnoho
objekti. a struktur okolo nds je
nepravidelnych a ned4a se popsat pomoci
klasick¢é Euklidovské geometrie, tedy
pomoci piimek, obdélniku, trojuhelnik,
kruznic, kuzelll apod. Je znacné sloZzité ¢i
spiSe nemozné popsat pomoci této klasické
geometrie struktury, jako je jiz zminéna Obr. 5 Struktura na strukture
pobtezni linie, nebo pohofi, oblaka, stromy,

sn¢hové vlocky, rozlozeni hmoty v galaxiich, ale i povrch obrobku, tvar trhlin i vad v
obrobku i néstroji.

Podivame-li se kolem nas dikladn¢, mizeme svét vnimat jako kompromis mezi
Euklidovskou geometrii a geometrii fraktdlovou. Vesmirné téleso jako je naSe planeta se
muze pii pohledu z jiné planety jevit jako hladka koule. Abychom si to pfedstavili, udélejme
maly vypocet. Rozdil mezi nejvys$§im bodem povrchu nasi planety Mount Everest - 8,848 km
Priimér nasi planety je 12 740 km. Pfedstavme si nyni nasi planetu jako kouli o priméru 10
cm. Nejvyssi rozdil mezi nejniz§im a nejvyssim bodem bude pouhych 156 pum (0,0156 cm).
Takto hladky povrch mtize mit koule zhotovena ze skla. Jist¢ malokdo zapochybuje a oznaci
takovéto téleso za dokonale hladkou kouli. Tedy za euklidovské téleso. Nikdo vSak také
nebude pochybovat, Ze povrch nasi planety je strukturovany a ¢lenity. VSechny hory, kopce,
udoli, oceany a moie se svymi vinami, a dalsi tvoii nekonecné slozity utvar. Prave fraktalova
geometrie slozitost struktury umi popsat.

V této souvislosti mluvime také o struktufe na strukture. Pfedstavme si kamenné pohofti.
To ma pti pohledu z dalky svoji strukturu, kterou tvoii hory, kopce a vyvyseniny. Podivejme
se jen na jednu horu. Ta na prvni pohled bude opét strukturovand. Pokud k ni pfijdeme blize,
pak pozname, ze se skldda mimo jiné z kamend, které maji opét strukturu. Pokud odlomime
kus kamene a zvétSime ho pod lupou, tak objevime dalsi strukturu. Pii dalSim zvétSovani
budeme pozorovat dalsi a dalsi struktury. Tak to bude pokracovat az po atomarni délky. Jedna
se tedy o strukturu na struktute jak je zndzornéno na obr. 5.

Podle této tivahy se nase planeta Zemé muze oznacit jak za euklidovské téleso, tak za
fraktalovy utvar. Zalezi na zvoleném métitku pozorovani.

Pokud bychom se snazili popsat povrch zminované sklenéné koule zjistili bychom, ze
pii dostatecném zvétSeni ma i ona na povrchu svoji strukturu. Jakési mikrotrhliny zplisobené
chlazenim koule pii jeji vyrobé. Pokud bychom zvétSovali dale, budeme objevovat nové a
nov¢ struktury. Opét bychom povrch této koule mohli popsat pomoci fraktalové geometrie.
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Neomezujme se vSak na popis povrchu utvarti. Vezméme si tieba takovou snéhovou
vlocku, jeji struktura je nadherné slozitd. Popis pomoci Euklidovské geometrie by byl
prakticky nemozny. Pokud by se ndm povedlo pfeci jen naSi sné¢hovou vlocku popsat, pak
vysledky budou omezeny pouze na tuto vlocku. Pokud bychom pozorovali dal§i sn¢hové
vlocky, pak kazd4d nami pozorovana vlocka bude jina a bude se tfeba jen mirn¢ liSit od téch
ostatnich. D4 se fici, Ze kazda vlocka je jedinecnd. Nikdy pied tim a ani nikdy v budoucnu
nedopadne na zem stejnd vloCka. To je zplsobeno neopakovatelnymi podminkami, pfi
kterych vlocka vznika. Stejné tak jako vloCka je kazdé téleso, utvar, mnozina ¢i povrch
v realném svét€¢ unikatem, ktery nelze absolutné piesné reprodukovat. Mizeme vytvorit
podobny objekt, ale nikdy ne kopii.

Protoze fraktaly se z geometrického hlediska v ptirod¢ vyskytuji a jsou jeji pfirozenou
soucasti, je znalosti fraktalti vyuzivano i pfi simulacich realného svéta ve virtualni realité,

pocitacovych hrach a ve filmu. Pfikladem mutze byt povrch mésice ve filmu Apollo 13
reziséra Rona Howarda nebo Titanik, Den po té a v dalSich.
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4 DEFINICE FRAKTALU

Definovanim pojmu fraktal, je mozné 1épe pochopit podstatu fraktdlové geometrie a
vlastnosti fraktalti. Proto se definici fraktalti z riiznych pohled budeme zabyvat podrobngé;ji.

Ptestoze pojem fraktalova geometrie je znam od konce 70. let, neexistuje pfesna
definice fraktalu. V odborné literatufe se mizeme setkat s riznymi definicemi fraktald, které
definuji pojem fraktal zriznych pohledd. Fraktaly jsou v podstaté¢ mnoziny, jejichz
geometricky motiv se opakuje ve vlastnim matefském télese [A.9] a ztohoto poznatku

vvvvvv

kterymi se mlize Ctendf setkat.

Fraktal 1ze nejjednoduseji definovat jako nekonecné clenity utvar. Opakem nekonecné
Clenitého Utvaru je geometricky hladky utvar. Piikladem geometricky hladkych utvart jsou
euklidovska télesa, jako je ptimka, kruh, krychle, koule, atd.

Vlastnost fraktalti zvanou sobépodobnost pouzil Mandelbrot pro jinou definici fraktalu:
Fraktal je tvar tvoreny castmi, které jsou podobné celku. Je mozné tak definovat
sobépodobnostni dimenzi, z které muzeme odvodit fraktdlovou dimenzi. Sobépodobnost a
sobé&afinita vSak neni postacujici podminkou. K tomu abychom mohli mluvit o fraktalu, musi
byt splnény jeste dalsi podminky [A.1, A.5].

Dalsi snad nejvice pouzivanou je definice opét od Mandelbrota: Fraktal je mnozina jejiz
Hausdorff-Besicovitch (fraktalova) dimenze prevysuje jeji topologickou dimenzi [A.1, A.S,
A.6].

Fraktdlovou dimenzi mizeme také definovat pomoci tzv. kapacitni dimenze (capacity
dimension): Pokud kapacitni dimenze mnoziny existuje a neni celociselnad, pak se jednd o
fraktalovou dimenzi [A.3].

V [A.9] se setkame s podobnou definici jako od Mandelbrota: Fraktdl je objekt jehoz
geometrickd struktura se opakuje vnem samém. Fraktaly se déli na sobé-podobné a
sobéafinitni (sobépribuzné).

Jednotlivé definice budou dale vysvétleny na matematickych zakladech v nasledujicim
textu.

4.1 DEFINICE FRAKTALU POMOCi HAUSDORFF-BESICOVITCH DIMENZE

Fraktal je mnoZina jejiz Hausdorff-Besicovitchova (fraktalova) dimenze prevysuje jeji
topologickou dimenzi [A.1, A.5, A.6]. Pro tuto definici musime nejprve pifipomenout
topologickou dimenzi Dt nejlépe pomoci pokryvaci dimenze Dp. Poté bude vysvétlena
Hausdorff-Besicovitch (fraktalovd) dimenze.

4.1.1 TOPOLOGICKA DIMENZE Dt

Topologickd dimenze Dr je vzdy celociselnd. Objekt ktery je mozné homomorfné
(zobrazeni objektu jednoho na druhém i inverzné) pievést stlacovanim a ohybanim na jeden
ze symplexti, ma stejnou topologickou dimenzi jako symplex. Symplex v tomto piipadé je
bod s topologickou dimenzi 0, usecka délky 1 s topologickou dimenzi 1, pravouhly
trojuhelnik s odvésnami délky 1 mé topologickou dimenzi 2 a tetraedr ma topologickou
dimenzi 3. Topologickd dimenze je Casto spojovana s charakteristickymi objekty pro tuto

A 12



Zakladni informace o fraktdalové geometrii priloha A

dimenzi. Objekt s topologickou dimenzi 0 je bod, topologickou dimenzi 1 ma pfimka,
topologickou dimenzi 2 ma ¢tverec a s topologickou dimenzi 3 je to krychle. Pro vétSinu
mnozin (objektd), s vyjimkou patologické mnoziny, je mozné urcit jejich topologickou
dimenzi pomoci ,,pokryvaci‘ dimenze. Jejich hodnoty se rovnaji.

Topologickou dimenzi pouziva véda zvand topologie. Topologie se nezabyva naptiklad
velikosti geometrickych utvarli, ale vlastnostmi, které se deformaci otaCenim nebo
stlacovanim neméni. Neni dilezit¢ zda je objekt kulaty nebo hranaty, velky nebo maly,
protoze deformaci se tyto vlastnosti zméni. V topologii je dilezité zda je dany objekt spojity,
zda obsahuje otvory, zda je zauzleny a podobné. Topologové se také neomezuji na jedno,
dvoj ¢i tff dimenzionalni Euklidovské prostory, ale ¢asto pracuji v prostorech mnoha dimenzi.

4.1.2 POKRYVACI DIMENZE Dp

Mnozina bodi, kiivka a plocha mlizou byt pokryty disky n¢kolika moznymi zplisoby
jak je zndzornéno na obr. 6. Jednotlivé Gtvary miizeme pokryvat samostatnymi disky, dvojici
diskti majici nenulovy prinik, mluvime o dubletach, tfemi kotouci, které maji vzajemny
nenulovy prinik — triplety a disky kde je vzajemny prinik ¢tyf kotouct — kvadruplety. Pokud
chceme pokryvat plochu nebo topologicky tfidimenziondlni objekt, musime pouzit misto
diskti koule. Pfi nenulovém priniku dvou kouli mluvime opét o dubletach, pfi nenulovém
praniku tfi kouli o tripletech, atd.

Podivejme se nejprve na pokryti kiivky v roviné. Ta je pokryta disky Ctyfmi rtiznymi
zpisoby (obr. 6 uprostied). Na uplné pokryti kiivky ndm staci dublety. Pouze jediny prinik
dvou sousednich kouli a to pii jakémkoliv poloméru. Pokryvaci dimenze je Dp = 1.

Mnozina izolovanych bodi muize byt pokryta koulemi o nekone¢né malém poloméru,
takze mezi koulemi nebude zadny pranik. Pokryvaci dimenze Dp = 0.

Plocha ma pokryvaci dimenzi Dp = 2. Na obr. 6 vpravo uprostied jsou na pokryti plochy
pouzity dublety. Jak je vidét, toto pokryti neni dostacujici, nebot’ plocha neni pokryta celd. Na
pokryti potfebujeme prunik alespon tti kouli (triplety), jak je vidét na obr. 6 dole uprostied.

Podobna mysSlenka urCuje pokryvaci dimenzi naptiklad krychle, takze pokryvaci
dimenze Dp =3.

Definice pokryvaci dimenze je nasledujici:

Pokud mnozina S je pokryta malymi disky respektive koulemi, maximalni pocet diskt
respektive kouli, ktery ma vzijemné nenulovy prinik, je nazyvan uspoiddani pokryti.
V ptipad¢€ dublet je usporadani rovno dvéma, v ptipadé triplet je to 3 a v pfipad¢ kvadruplet je
to 4. Oteviend pokryti mnoziny S jsou soubory konecné otevienych diski A={A4;,...,A,}
takové, ze jejich spojeni pokryva mnozinu S. Oteviené pokryti B={B,,...,B,}! je nazyvano
zjemnéni mnoziny 4 stanovené pro kazdé B;, v némz je A4, takové ze B, ¢ A, (mnoZina B; je
podmnozinou mnoziny A4y). Usporadani pokryti mnoziny 4 je maximalni celociselné k takové,
Ze existuji disjunktivni (nespojite) indexy iy, ...,ixs 4, N...n A4, #0.

Mnozina S mé4 pokryvaci dimenzi D, =n pravé tehdy, pokud pro libovolny polomér
disku respektive koule » > 0 existuje pokryti mnoZiny S koulemi o poloméru r takove, Ze

kazdy bod mnoziny S patii maximaln¢ do n+1 pokryvacich kouli a neexistuje takové pokryti
témito koulemi, pro které by kazdy bod z mnoziny S patfil do »n kouli.

Da se dale prokazat, Ze pro pievaznou vétSinu mnozin plati Dy = Dp. Pomoci pokryvaci
dimenze muizeme tedy definovat dimenzi topologickou.
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Kvadruplety Triplety Dublety Samostatné disky
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Mnozina izolovanych bodl

Obr. 6 Pokryvaci dimenze - pokryvani bodii, kiivky a plochy koulemi

4.1.3 FRAKTALOVA (HAUSDORFF-BESICOVITCH) DIMENZE Dy
Vratme se tedy k definici fraktalt: Urvar je fraktalem pokud plati vztah:
D, >D,. (D)

Topologické dimenze Dr jiz byla definovana pomoci pokryvaci dimenze Dp. Fraktdlova
dimenze (Hausdorff-Besicovitch dimenze) Dy nemusi byt oproti topologické dimenzi
celociselnd. Fraktalova dimenze také obsahuje informaci o tvaru télesa. Jinak feceno, je
umérna mife nepravidelnosti objektu. Vyjadiuje do jaké miry se utvar 1i8i od klasického
euklidovského utvaru, ktery ma topologickou dimenzi celociselnou.

Jednoduchym zpiisobem jak méfit velikost néjakého utvaru S, je pokryt jeho prostor
malymi boxy o stran¢ ¢ a spocitat po€et boxit N(¢) potiebnych pro pokryti objektu. Mé&me
tedy utvar Sjako podmnozinu prostoru R" , kde n = 1,2,3 (n=1 pro jednodimenzionalni
prostor, n=2 pro dvojdimenziondlni prostor a n=3 pro tfidimenzionalni prostor). n-
dimenziondlnim boxem v R" budeme myslet uzavieny interval pokud n=1, ¢tverec pokud
n=2 a krychli pokud n=3.
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Uvazujme nejprve
obycejnou ptimku (obr. 7) o délce
Ly, kde pocet N boxu délky ¢ je p |
N(g)=Ly.

Délka ptfimky je pak dana
vyrazem L(g)=N(¢).¢ kde N(¢) je “d
pocet boxl o délce & nutnych na
pokryti pfimky. Pokud délku
boxu budeme zmenSovat az k —
lim &>0, pak se spocitana délka
L(¢) bude asymptoticky blizit k
délce skutecné L. Tedy:

L=limN(¢)&=limL, £'=L, (2)

Je zieymé, ze délka L, je
nezavisla na & Tedy jinak feceno,
je  nezavislA na  méfitku.

Zduraznéme, ze v tomto piipadé

se stale jedna o euklidovsky Obr. 7 Mereni primky pomoci uzavieného intervalu,
(,,klasicky*) geometricky Utvar - ctvercii a krychli
primku.

Pokud budeme méftit plochu 4 pfimky, pak pocet boxt je opét N(g) a boxy maji plochu
& (obr. 7 uprostted). Plocha je dana vztahem:

A= lin(}N(g).g2 = lin(}LO.g1 =0. 3)

Plocha pfimky je samoziejmé rovna nule. Podobné 1ze spocitat objem:

V= lirrol N(¢).e’ = linolLO £ =0. 4)

Plocha a objem piimky konverguji k nule jak se £ zmenSuje. Uzite€nou mirou pro popis
piimky je pouze délka.

Pokusme se podobnym zpiisobem zméfit plochu (obr. 8). Bézné se méii u plochy
povrch A:

A= linolN(g).g2 = linng.g0 =4,. (5)

Pocet boxii pottebnych pro pokryti plochy je N(g)=4,/¢’. Kdyz se ¢ blizi nule, povrch
plochy je Ay.

Objem plochy je:
V= linOlN(g).g3 =lim A, =0. (6)

Formalné¢ miiZzeme vypocitat délku plochy:

L=limN(e).s =lim 4, £ =0, (7)

Délka plochy je samoziejmée nekonecné. UziteCnou mirou je pouze povrch plochy.

A.15



Zakladni informace o fraktdalové geometrii priloha A

Obr. 8 Mereni plochy pomoci primkového segmentu, ctvercit a
krychli

Pomoci zobecnéni téchto méfeni rozméri lze definovat fraktalovou (Hausdorff-
Besicovitchovou) dimenzi.

Méfeni mnoziny M (d):Zh(y) je dano testovaci funkci A(g)=y.curéené pro

pokryti mnoziny S§. y je geometricky faktor. Obvykle je méfeni M; bud nula nebo
nekonecno, coz zéalezi na volbé d (jak &->0). Fraktadlova (Hausdorff-Besicovitchova) dimenze
Dy mnoziny S je kriticka hodnota d pro kterou M, se méni z nuly v nekonecno:

0,d > D,

, 8
o,d <D, ®

M,=Yye" =p.N(e).& ﬂﬁ{

kde N(g) je opét pocet boxli potfebnych pro pokryti mnoziny S. Pro ptfipad diive
uvedené plochy je objem V=0 a d=3, délka L=ooa d=1.). V tomto piipad¢ je tedy fraktalova
(Hausdorff-Besicovitchova) dimenze Dy =2. Topologicka dimenze plochy Dr=2, tedy
fraktdlova dimenze, se rovna topologické Dr=Dp. Hladka plocha tedy neni fraktal. Podobné
ani pfimka, krychle ¢i jakékoliv jiné euklidovské téleso neni z geometrického hlediska
fraktalem.

Jak4 ale bude fraktalova dimenze pro jiz zminénou pobiezni linii nebo Kochovu kiivku?
Jak je to tedy naptiklad s Kochovou kiivkou. Jednou ze zéasadnich vlastnosti fraktalu je
zavislost celkové délky L(g) na zvoleném méfitku. Pi1 zmenSovéani délky boxu g kterym
budeme méfit délku Kochovy kiivky, se celkova délka neblizi ke konecné hodnoté, ale roste.
Jako ptiklad jsou na obr. 9 uvedeny dvé zvolené miry: =10 a &= 5. N(¢) je pocet ptimkovych
segmentll o délce & nutnych na zméfeni a L(g) je spocitand délka (L(g)=N(¢g).¢). Jak je
zietelné vidét, pfi pouziti mensi miry se délka prodlouzi.
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Pokud budeme délku pfimkového segmentu (boxu) dale zmenSovat az k lim &>0, pak
pro Kochovu kfivku ziskdme délku nekonecnou:

L(z)=limN(z).s' = , 9)

porovnej s (2). Pokud bychom se pokusili zméfit povrch Kochovy kiivky, vyjde ndm:
A(e) :lirrolN(g).g2 =0. (10)

Kochova kfivka tedy musi
mit fraktdlovou dimenzi mezi

hodnotou 1 a 2. Pomoci vztahu € N(e)  L(e)=e.N(e)
(8) a dalsich jeho uprav by se g

dalo dokazat, ze Kochova kiivka — 10 6 60

ma  fraktdlovou (Hausdorff- .

Besicovitchovou) dimenzi f— 5 16 80

Dyp=1,2619. (Dimenze Kochovy
kiivky bude vypoctena
v nésledujicich kapitoléach.)
Kochova kiivka je tedy fraktal.
Je n€co mezi hladkou kiivkou a
hladkou plochu, ale vice se blizi
hladké kiivce. Zduraznéme, ze
tyto vztahy plati pro tutvary s
fraktalovou dimenzi 1<Dg<2.

Se zavislosti celkové délky Obr. 9 Mereni Kochovy kiivky pomoct primkového
na zvoleném  meéfitku  se segmentu
setkdvame 1 u dalSich pfirodnich
utvard, jako jsou napiiklad délky hranic, biehy fek, pobifeZni linie atd. Viibec poprvé se timto
problémem podrobné¢ zabyval Richardson. Ten métil obvod (pobtezni linii) ostrova Korsika.
Cim byla v&tsi pfesnost jeho méfeni, tim byla naméfena délka vyssi. Také jako prvni zjistil,
ze obvod ostrova je zavisly na délce tyce, kterou se méii a empiricky odvodil vztah:

L, =N(g).e”, (11)

kde Lk je namétenou délkou, N(¢) je pocet boxii (v tomto ptipadé tsecek) o délce ¢
potiebnych k pokryti (aproximaci) dané kiivky (porovnej se vztahem (2) a (9)). Divodem je
jiz zminénd méfitkova zavislost, kdy pi1 méfeni znacné slozitého Utvaru pomoci velkého
meétitka spoustu drobnych detaili nezmétime, nebo také zanedbame, ale tyto drobné detaily
jsou pak zohlednény pii zvétSovani méfitka a v dusledku toho délka nartistd. Tento jev
oznacujeme jako Richardsontiv efekt.

To co se ukézalo byt zajimavé je, ze délka pobiezi je zavisla na konstanté¢ D. Vyznam
této konstanty si Richardson nedokézal vysvétlit, teprve Benoit Mandelbrot dokézal
souvislost této konstanty a Hausdorff-Besicovitch (fraktdlovou) dimenzi.

4.2 DEFINICE FRAKTALU POMOCI SOBEPODOBNOSTNI DIMENZE Dg

Fraktal je tvar tvoreny cdastmi, které jsou podobné celku. Tato definice vyuziva tedy
pojem sob&podobnosti (anglicky self-similarity). Nicméné sobépodobnost neni postacujici
podminkou pro to, abychom mohli dany objekt oznalit jako fraktal. Uvazujme piimku,
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¢tverec a krychli na obr. 10.
Vsechny jsou rozdéleny na malé D,

kopie celku pomoci faktoru zmény .
méfitka s=3. Usecka

w

N(s) N(s)=s"

1 3 3 | &

Vztah mezi poctem casti N _Ctverec
na které se téleso rozdéli (faktor ' '
zmény délky) a faktorem zmény

meéfitka s je dan:
N(s)=s". (12)

Vztah pak miizeme upravit
dale na:

log N(s)
logs

Krychle

Dy = (13) —

Ds je sob&podobnostni dimenze.
Ds =1 pro pitimku, Ds =2 pro
plochu a Dg =3 pro krychli. Tyto
dimenze jsou  shodné  jak
s fraktalovou (Hausdorft-
Besicovitchovou) dimenzi Dy, tak

i s topologickou dimenzi Dr. Proto

se nejednd o fraktaly, stejnd tak Obr. 10 Sobépodobnost euklidovskych objekti

jako jsme to dokazali v ptedchozi

kapitole.
e, - 28

O
3
(%)

Vratme se nyni ke
Kochové kvfi.v'ce.vVe Véec’h kvrocich Canlorova maoking
jsme rozdélili vSechny tsecky na 0 3 2 063
tf1 Casti. Faktor zmény méfitka s —
je tedy 3. V kazdém kroku jsme
vlozili dvé usedky na misto jedné | Sierpinskeho tesneni
o délce 1/3 celkové délky. Pocet
casti N (faktor zmény délky) na
které se téleso rozdélilo v kazdém
kroku je pak 4. Tedy

logh _logd _ 1y 12619
logs  log3 Sierpinského koberec
(14)

Kochova kiivka ma
sob&podobnostni dimenzi
Ds=1,269 a ta je rovna fraktalové
(Hausdorff-Besicovitchovy)

dimenzi Dpy. Vysledek neni
celociselny, fraktdlova dimenze je

1 (12 |3 | 158

D, =

113 |8 1,89

vyssi nez topologickd (Dr kocni=1)
a jedna se tedy o fraktal. Obr. 11 Sobénodobnost fraktdlovvch obiektii
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Na obr. 11 je uvedeno nékolik ptikladti matematickych deterministickych fraktald. Je
zde uvedena topologicka dimenze Dy a sobépodobnostni dimenze Ds.

Cantorova mnozina (angl. Cantor set) je generovana odstranénim prostfedni tietiny
usecky. V nasledujicich krocich je opét u vSech tsecek odstranéna prostiedni tietina. Pokud
budeme pokracovat v tomto algoritmu do nekone¢na obdrzime Cantorovu mnozinu (obr. 11).
V tomto piipade je faktor zmény méfitka s=3 (stejné jako u Kochovy kiivky). ProtoZze jsme
vSak zadnou usecku nevkladali, je pocet ¢asti N (faktor zmény délky), na které se téleso
v kazdém kroku rozd€li N=2. Po dosazeni do vztahu (13) obdrzime fraktdlovou dimenzi pro
Cantorovu mnozinu Dy=0,6309. Tento Utvar je vice nez izolovany bod, ale mén¢ nez hladka
ktivka. Vice v kapitole 5.1.2 Cantorova mnoZin.

Sierpinského té€snéni (anglicky Sierpinski gasket) je generovano rozdélenim plochy
trojuhelniku na ¢tyfi mensi a odstranénim v prostedniho trojuhelniku z ptivodniho celkového
trojihelniku. Faktor zmény méfitka je s=2. Tedy kazda hrana objektu je rozdélena na dvé
¢asti. Po vyjmuti prostfedni ¢asti, ziskdme v kazdém kroku tfikrat vice samostatnych casti,
faktor zmény délky je tedy N=3. Pokud budeme proceduru generovani opakovat do
nekonecna, obdrzime objekt s fraktdlovou dimenzi Dyp=1,58496. Tuto dimenzi miZeme
spocitat pomoci vztahu (13). Sierpinského tésnéni je vice nez hladka kiivka, ale méné nez
hladké plocha. Vice v kapitole 5.1.3 Sierpinského tésnéni.

Sierpinského koberec (anglicky Sierpinski carpet) je generovan podobné jako tésnéni,
ale inicidtorem je ¢tverec. Lze si tuto proceduru predstavit jako rozdé€leni ¢tverce na devét
malych ¢tverclh a vyjmutim prostiedniho. Objekt ma pak fraktdlovou dimenzi Dy=1,8928.

Celkové je vSak lepSi si pfedstavit generaci fraktald jako algoritmus s afinnimi
transformacemi IFS.

4.3 DEFINICE FRAKTALU POMOCI KAPACITNI DIMENZE Dk

Pokud kapacitni dimenze utvaru (mnoZiny) existuje a neni celociselna, pak se jednd o
Hausdorff-Besicovitch (fraktalovou) dimenzi [A.3].

M¢jme mnozinu S jako usecku v intervalu [0,2], obr. 12. Pro piiblizné pokryti celého
intervalu je zapottebi 1/ boxli s malym rozmérem £>0, coz je 2/& boxu k pokryti intervalu na
obr. 12. Tedy N(¢)=2/¢, kde N(¢) je pocet boxl pii velikosti boxu & Samoziejmé, pokud

2/eneni celociselné, pak N # 2/¢. Naptiklad, pokud &=3/7 (jako v nasem ptipad¢), pak pocet
boxt nutnych k pokryti intervalu [0,2] je N(3/7)=5, kdezto 2/ =14/3 #5. OvSem je mozné
zapsat N(g)~14/3. S tim jak se vSak ¢blizi k 0, N(¢) je amémé k 1/¢.

Pokud je mnozina S obdélnikem [0,2] x [0,3] (obr. 12), pak pro malé £0 ziskame
priblizné N(&)~6/&> boxt pro jeji pokryti.

Méjme podmnozinu S mnoziny (prostoru) R", kde n=1,2,3. Uvazujme hodnoty C >0a
D >0, takové, ze:

N(g) ~ c[lj : (15)
&

kde &se blizi k 0. Pro usecku v intervalu [0,2] tedy plati:

1

1
N(g)z2/8:2(—j => (C=2aD=1. (16)
£
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Pro obdélnik [0,2] x [0,3]: 0 | | 2 ‘
[ ] J
1Y’ : ! | | V]
N(e)=6/&* = 6(—) => C=6 a D=2. (17) .
&

Pokusme se rovnici (15) déle upravit, tak
abychom ziskali vztah pro D. Nejprve rovnici
zlogaritmujme:

logN(g)leongogC. (18)
g

Z tohoto vztahu ziskame:

D~10gN(8)_ logC  logN(¢)
log(1/g) log(l/e) log(l/e)

(19)

Druhou ¢ast rovnice jsme mohli zanedbat,
protoze se bude blizit k 0 s tim jak se k 0 bude
blizit & Pokud existuje limita vztahu (19), kdyz
se ¢ blizi k0, definujeme D jako kapacitni | 4
dimenzi mnoziny S.

Definice:  Méjme  mnozZinu S jako
podmnozinu R", kde n=1,2 nebo 3. Kapacitni
dimenze (box dimenze) mnozZiny S je dana

vztahem:
D, =1im 28N (20)
>0 log(l/ €)

Obr. 12: Déleni intervalu a obdélniku

pokud existuje limita. Pokud kapacitni dimenze segmenty velikosti &

existuje a neni celociselné, pak mnozina S ma
fraktdalovou (Hausdorff-Besicovitchovu) dimenzi.

Kapacitni dimenzi lze také pouzit pro vypocet fraktdlové dimenze matematickych
deterministickych fraktala. Vztah (20) vSak musime upravit a dokazat jeho platnost:

k
Mim log N(r")

= : 21
£ ko log(l/r") -

kde k je pocet kroki iterace (opakovani), N(*) je podet &asti na které se tdleso rozdsli
(z ptedchozi kapitoly znamy faktor zmény délky) a r je zména métitka noveé rozdelenych ¢asti
pro kterou plati 0<r<1.

Da se dokazat, ze vztah (21) existuje jen pokud existuje vztah (20) [A.3].

Vypocétéme nyni kapacitni dimenzi Cantorovy mnoziny. Jak bylo zminéno dfive,
mnoZzinu generujeme vyjmutim prostfedni tfetiny z intervalu [0,1]. Po kazdém kroku mame
dvakrat vice segmentl nez v ptfedchozim kroku a kazdy segment je tietinovy. Tedy N(1/3)=2
a z toho po dosazeni N(1/3)=2" pro kazdé k>1. Zmé&na métitka rozd&lenych &asti je r=1/3. Ze
vztahu (21) obdrzime:

k k
im log N(1/3%) —limlog2 —limk10g2:10g2

=11 =
K ko log(1/(1/3%))  #=log3*  #>=klog3 log3

=0,6309. (22)
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Kapacitni dimenze neni celoCiselnd a tedy mluvime o fraktalové dimenzi Dy=0,6309.
Tato hodnota se shoduje s hodnotou vypoctenou pomoci sobépodobnostni dimenze v kapitole
4.2. Bylo by mozné ji vypocitat i podle vztahti uvedenych v kapitole 4.1.

Podobnym zptisobem jako jsme vypocitali kapacitni dimenzi Cantorovy mnoziny lze
vypocitat dimenzi Sierpinského tésnéni. Tato mnozina je generovana z plochy rovnostranného
trojihelnika o délce stran 1. V kazdém koku obdrzime tfikrat vice trojuhelnikii nez
v piedchazejicim kroku. Délka stran je v kazdém kroku poloviéni. Obdrzime tedy N(1/2)=3*
a r=1/2. Za pouziti vztahu (21) obdrzime:

lim log N(1/2%) i log3* B .mk10g3 _ log3

= ——=lim ~=1i ——=1,58496. (23)
k->=]og(1/(1/2%)) *>=log2" *>~klog2 log2

Op¢ét neni vypoctena kapacitni dimenze celoc¢iselna. Fraktalova dimenze je Dy=1,585.
Srovnej s kapitolou 4.2

4.4 SOBEAFINITA A HURSTUV EXPONENT

Zatim jsme hovofili o takzvanych sobépodobnych fraktalech. Jak jiz bylo zminéno, maji
specifické vlastnosti. Pokud naptiklad vyjmeme malou ¢ast z celého fraktdlu a zvétSime ji
stejné€ ve vSech smérech (izotropicky), bude origindl i zvétSenina vypadat stejné [A.1, A.5].

Vedle sob&podobnych fraktalu se v matematice i piirod¢ c¢asto setkdme s tzv.
sobéafinitnimi  (sob&ptibuznymi) fraktaly. Ctenadt se mize také setkat s nazvem
sobépribuznost.  Pokud chceme po zvétSeni dosdhnout stejného vysledku jako u
sobépodobnych fraktall, musime zvétSovat vyjmutou cast v riznych smérech jinak

(anizotropicky). Jednoduchy model
generovani sob¢afinitniho fraktalu je na obr.
13.

Tato struktura je neménnd pfi =0

anizotropickém zvétseni X —>4x Y =2y,

Ptfi samotné konstrukci jsme totiz pouzili
pravidlo: v ose x se pii kazdé iteraci rozdéli
piimka na 4 dily, kdeZto v ose y pouze na 2 k=1
dily. Pokud vyjmeme malou ¢ast z origindlu
fraktalu (s n->o0 iteraci) a prepocitdme osu x
faktorem 4 a osu y faktorem 2, ziskdme
shodnou strukturu s origindlem. Jinymi slovy,
pokud popiseme kiivku na obr. 13 pomoci
funkce F'(x), pak pro transformaci této funkce
vyhovuje rovnice:

F(4x)=2F(x)=4"F(x) (24)

:

Vseobecné, pokud je kiivka méfitkove
neménnd (ma po zvétSeni stejny charakter)
pfi transformaci x—>bx, y—>by, pak

ziskame vyraz:
- Obr. 13 Model generovani sobéafinitniho
F(bx)=aF (x)=b"F(x) (25) fraktalu
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H je tzv. Hurstuv koeficient. Po tipravé vyrazu (25) obdrzime:
_loga

V piipadé kiivky generované na obr. 13 plati H = 1/2. Reseni rovnice (25) je jednoduse

_ H
F(x)=A4x" ¥ tomu abychom dosahli stejného charakteru po zvétSeni, potiebujeme tedy
transformacni koeficient, tzv. Hurstiv exponent. Ten ndm uvadi jak musi byt fraktal
transformovan z pohledu métitka, abychom doséhli stejného charakteru po zvétSen.

Sobé&afinitni fraktaly jsou Casto signaly - casové fady. Jsou to objekty které maji
z topologického hlediska dimenzi D1=1.

Vztah mezi Hurstovym koeficientem a fraktdlovou (Hausdorff-Besicovitch) dimenzi je
déan vztahem:

Dp=2-H 27)

Hurstiiv koeficient je od 0 do 1 a

stejn¢ jako fraktadlovd dimenze, uvadi
| charakter objektu. V piipad¢ Casové tady,
M ! \ Fu .ﬂl ) j rlJ ﬁ" ‘| _ sl'oiitéjéi fada z pohledu s‘truktury je popsan
i |M'I1-‘,1 qulﬁ!‘u( Ly l i L,_A'Iglh."l '1| niz8§im Hurstovym koeficientem, tedy vyssi
| N “" ' fraktdlovou dimenzi. Jednodu$si (Casto
“ﬂ;iﬁ'ﬂ Il i hlad$l) Casovd Yada mé vy Hurstiv
H=0,2 | koeficient a nizsi fraktdlovou dimenzi. H =
0 prezentuje tzv. rtzovy Sum; H = 0,5
. Browniantv Sum; H =1 je ¢erny Sum. Po
) '.,._.,'l, I ur¢ité transformaci mulze byt Hurstlv
o 1y . koeficient pouzit také pro dalsi ¢asti spektra
-,I,‘,r-."ll_'r. I il_ -"1 - "'_.' \ i '., Sumu.

VoM LT Piiklady casovych fad a jejich

W/ . I' Hurstova koeficientu jsou uvedeny na obr.

14 pro simulaci Brownianova pohybu

bl uzitim Cholesky-Factorizace odpovidajici
A kovarianéni matice.

V ptipadé ¢asové fady z dynamického
systému mize mit toto ¢islo dva vyznamy:
*  mira chaoti¢nosti daného

H=0.8 procesu, tedy jak moc se liSi charakter
casové fady od hladké funkce.

Obr.14 Simulace Brownianova pohybu pro * za urCitych okolnosti muze
Hurstiiv koeficient H= 0,2, 0,5; 0,8 vypovidat, zda napt. dva asové pribéhy
spolu ,,sdili* tentyZz zdroj.
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5 ROZDELENI FRAKTALU

Stejné jako v jinych védnich disciplinach i ve fraktdlové geometrii se zacalo uplatiovat
rozdéleni fraktalt do jednotlivych skupin. Rozdé€leni vSak neni jednotné a ¢asto se velmi lisi
mezi jednotlivymi autory. V tomto pfiblizeni fraktdlové geometrie je pouzito velice obecné
rozd€leni na matematické a prirodni fraktaly.

Jednoduse mizeme tedy fraktaly rozdélit na
o fraktdly matematické,

= deterministické (pravidelné),

» stochastické (ndhodné),
o fraktaly pfirodni.

Podrobné jsou jednotlivé skupiny popsény déle véetné¢ metod odhadu fraktalové
dimenze.

Dalsi alternativou je jiz zminéné rozdéleni na

e fraktaly sobépodobné, které po rozlamani a zvétSeni jsou podobné plvodnimu
celkovému tvaru a

o fraktaly sobéafinitni, které musime zvétsit v jednotlivych smérech podle urcitého
pravidla.

5.1 MATEMATICKE FRAKTALY

Matematické deterministické fraktaly (se striktni sobépodobnosti) jsou objekty, které
vznikaji pti pfesném opakovani stanoveného pravidla - transformace. Jednotlivé ¢asti fraktalu
jsou pak vétSinou presnou malou replikou fraktalu celého. Jinak feceno, pokud fraktalovy
utvar rozldameme na malé ¢asti (latinsky frangere znamena rozlamat) a tyto ¢asti zvétSime, pak
kazda ¢ast bude podobna celku. Pokud ttvar rozldameme podle definovaného pravidla, kterym
fraktal vznikal a provedeme zvétSeni, pak dostaneme piesnou repliku utvaru celého.
Prikladem tohoto fraktalu je Kochova kiivka. U matematickych fraktali mizeme fraktalovou
dimenzi pfimo spocitat, nebot zname zplsob generace (,,algoritmus generovani) téchto
objektu, viz kap. 4.

Matematické stochastické fraktaly (se statistickou sobépodobnosti) jsou casto
pouzivany pii napodobovani realnych piirodnich struktur, casovych tad a téles. Pfi jejich
generaci je do algoritmu vlozen prvek nahodnosti. Tyto fraktdly jsou Casto pouzivany pro
vytvareni povrchu téles v pocitacové simulaci.

Diulezit¢ rozdéleni fraktali wvznikajicich afinni transformaci je podle [A.9] na
algoritmus:

o IFS ({teration Function System), napt. Kochova kiivka
o TEA (Time Escape Algorithms), napt. Mandelbrotova mnoZina.

Rozdily mezi témito typy fraktald byly popsany v kapitole 3.2. Tyto fraktdly mohou byt
jak deterministické, ale i stochastické po vlozeni urcitého nahodného prvku (algoritmu).
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Velice dilezité jsou pro teorii chaosu tzv. Dynamické systémy. Mezi né¢ se tfadi také
fraktaly vzniklé afinni transformaci algoritmem TEA. Mezi dynamické systémy se fadi dale

obecné bifurkacni diagramy a atraktory viz kap. 5.1.7 a 5.1.8.

Mozné je rozdéleni matematickych fraktal na: L-
systémy, systémy iterovanych funkci (IFS), dynamické
systémy, nepravidelné fraktaly (statisticky sobépodobné).

U matematickych fraktdli musime znat vétSinou
jednoduchy algoritmus generovani utvaru — transformaci —
konkrétni, presné definovatelny a snadno opakovatelny
soubor pravidel. Tento algoritmus v sobé skryvd veskeré
pottebné informace pro reprodukci utvaru. Transformace
provedeme pro dany objekt v nekone¢né mnoha krocich.

5.1.1 KOCHOVA KRIVKA A KOCHOVA VLOCKA

Kochova kiivka je jednim 2z nejjednodussich
matematickych  fraktald. Jednd se o matematicky
deterministicky fraktal. Generace této kiivky byla zminéna
v kap. 3.2, jeji vlastnosti byly popsany v kap. 3.3.

Kochova vlocka je generovana podle stejnych pravidel
jako Kochova kiivka. Iniciatorem Kochovy vlocky je vSak
rovnostranny trojuhelnik, viz. obr. 15

5.1.2 CANTOROVA MNOZINA

Pti generaci Cantorovy mnoziny (anglicky Cantor set)
odstrafiujeme jednu tfetinu z kazdé tsecky a po nekonecné
mnoha iteracich (krocich) ziskdme mnozinu bodu, ktera ma
z hlediska topologického dimenzi nulovou, ale z hlediska
fraktalového je jeji dimenze 0,6309, viz obr. 16. Opét je
mnozinou sobépodobnou a lze ji ziskat afinnimi
transformacemi algoritmem IFS, kap. 3.2. Na rozdil od

iniciator

k=1

k=5

LK

Obr. 15 Generace Kochovy
viocky

zminéné Kochovy kiivky a dalSich matematickych fraktali, probihaji transformace pouze

L v jedné ose. Pro generaci je pouZito pouze

iniciator | dyou principti transformaci: zmenseni a

— — k=1 posuvu. V prvni iteraci je inicidtor ve formé
usecky délky 1 zmenSen na 1/3 a ponechan

— - — - k=2 na misté. Dalsi transformace (ne iterace) je
zmenSeni useCky na 1/3 a posuv o 2/3.

mmom= e om= k=3 V dalgich iteracich jsou obé& transformace
. o k=4 uplatnény na celou vzniklou mnoZinu.
Vypocet fraktdlové dimenze této mnoZiny je

Obr. 16 Generace Cantorovy mnoziny uveden v kapitole 4.2 a 4.3.
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5.1.3 SIERPINSKEHO TESNEN{

Sierpinského  tésnéni  je = mozné
konstruovat pomoci n€kolika principd. Prvnim
je jiz zminéna Kkonstrukce rozdélenim
trojuhelniku na mensi Ctyfi Ctverce a
odstranéni prostedniho, viz obr. 17 a kap. 4.2.
Z matematického hlediska je srozumitelngjsi
si  predstavit konstrukci  jako  afinni
transformace algoritmem IFS. Pro generaci
tohoto fraktdlu je vhodné jako pocatecni
objekt pouzit trojuhelnik, ktery dale
transformujeme. Nicméné je mozné pouzit i
¢tverec [A.9], bod, ¢i jiny objekt (napf. text)
[A.5]. Po dostate¢ném poctu iteraci vliv tvaru
pocateéniho objektu vymizi. Dilezité pro
algoritmus IFS jsou afinni transformace.
Zacinejme tieba od ¢tverce o délce stran 1, viz
obr. 18. V kazdém kroku (iteraci) jsou pouzity
tfi transformace. Prvni zmensi ¢tverec na 1/2
a ponechame na misté. Druha transformace
zmens§i ¢tverec opét o 1/2 a posune na pozici
0,5; 0. Ttreti transformace provede stejné
zmenSeni a posun na pozici 0,5; 0,5. Po
dostatecném mnoZzstvi iteraci ziskdme obraz
Sierpinského tésnéni (obr. 18).

Je zde 1 jind moznost konstrukce tohoto
zajimavého fraktalu. Lze si na ném ukazat jak
1ze z ndhodného procesu ziskat pravidelnost a
nahlédnout pod poklicku tzv.
Deterministického chaosu. Pro konstrukci
pouzijeme jednoduchych pravidel. Nejprve
sestroome  tii  body, jako  vrcholy
rovnostranného trojihelniku. Zvolme si bod
uvnitf  tohoto trojuhelniku. Zvolme jeden
z vrcholii  trojuhelniku a vzdalenost mezi
bodem a trojuhelnikem rozdélme na pul.
Vznikne nam bod. Opét zvolme jeden
z vrcholil a rozdélme vzdalenost mezi bodem
a vrcholem naptl. Tento princip opakujeme
mnohokrat. Prvni body, které mohou byt
mimo tuto mnozinu se béhem nékolika kroki
stanou soucasti télesa. Postupné se nam zacne
na papiru objevovat Sierpinského tésnéni.
Tedy utvar velice pravidelny. Obr. 19 ukazuje
pribéh generace po 50, 500, 5000, 50000
krocich. Jak je wvidét, je dobré provést
minimalné¢ 5000 kroku, tak abychom dostali
uspokojivy  obraz  Sirpinskeho  tésnéni.
Generaci tohoto fraktdlu nazyvame ,, Hra

A A
AA Aada
Ad AA

Obr. 18 Generace Sierpinského tésneni

pomoct afinnich transformaci

Lh, Aa Ab 4k
i A2 Ak By de, A
A A N S

n = 5000 n =50000

Obr. 19 , Hra chaosu “*

A.25




Zakladni informace o fraktdalové geometrii priloha A

chaosu . Velice pekné je tato a dalsi ,,hiicky* deterministického chaosu podany formou hry
na webu [A.12].

Dal§i moznosti jak generovat tento fraktal jsou Bumécné automaty a Pascaliiv
trojuhelnik. [A.5, A.6, A.7, A.9].

Jesté je vhodné pripomenout ze, fraktdlova dimenze Sirpinského tésnéni je D= 1,5849
a topologické je Dt = 1. Sierpinského téleso (nekonecné mnoho iteraci) je tvofeno spojitou
ktivkou. Povrch télesa je nulovy.

5.1.4 PRIKLADY DALSICH FRAKTALU VZNIKLYCH ALGORITMEM IFS

Na obr. 20 je zobrazeno nékolik dalSich fraktalti vzniklych afinnimi transformacemi.
Nékteré fraktaly jsou tzv. sobé-podobné a jiné sobéafinitni (sobépiibuzné). Zalezi na tom, zda
bylo pro generaci téchto fraktalli pouzito afinni transformace zmensSeni izotropni (ve vSech
smérech stejné zmensSeni), pak ziskame fraktdl sobépodobny, nebo anizotropni (v kazdém
sméru jiné zmenSeni) a pak ziskame fraktal sob&afinitni. Jak je vidét, tyto fraktaly mohou mit
nejenom ,,piisné matematicky vzhled®, ale také se mohou podobat tomu co zndme z piirody.
Ptikladem je fraktal ,,Strom* a ,,Vétvicka®. Zdrojovy kod ISF transformace je ptejat z [A.9].

5.1.5 MANDELBROTOVA MNOZINA

Vroce 1979 se Benoit Mandelbrot pokousel o zobecnéni Juliovych mnozin, které
studovali Gaston Julia a Pierre Fatou v dobé prvni svétové valky. V komplexni roviné objevil
obrazek, ktery mohl slouzit jako katalog Juliovych mnozin, ¢i spiSe uvod do studia kazdé
z nich. Tento obrazek byl nazvan po svém objeviteli, Mandelbrotova mnozina.

Obdivovatelé Mandelbrotovy mnoziny casto fikaji, ze se jedna o nejkrasnéjsi a
nedokazali prohlédnout celou. Mandelbrotova mnozina totiz neni klasickym fraktalem, ale
multi-fraktdlem. Jednd se o skutec¢nou nadhernou slozitost, ve které se objevuji prvky vzdy
trochu pozménéné pii zmeéné vytezu ¢i métitka. Soupis riznych obrazki, které ji tvofi, nebo
numericky popis obrysu mnoziny by vyzadoval nekoneéné mnozstvi informaci. Pfitom
k reprodukci celé Mandelbrotovy mnoziny staci strucny pocitacovy program, ktery obsahuje
jen né€kolik desitek znakt kodu.

Mandelbrotova mnozina je souborem bodul, které lezi v komplexni rovin€. Pro svoji
konstrukci pouziva algoritmu TEA, ktery byl vysvétlen v kap. 3.2. Program Mandelbrotovy
mnoziny se skldda jen z nékolika zakladnich ¢éasti. Hlavnim motorem, ktery jej pohéni, je
smycka instrukci, ve které se na vychozi komplexni ¢islo aplikuje aritmetické pravidlo. Pro

2
v . . r v Z =z ++cC N1 M
Mandelbrotovu mnozinu je toto pravidlo nasledujici: =+ = “» , kde pocatecni z) bereme

rovno nule a ¢ je komplexni Cislo pfislusejici bodu, ktery se pravé testuje. Takze: vezméte
¢islo 0, vynasobte je sebou samym a pfictéte k nému vychozi Cislo; vezméte vysledek
vynasobte jej sam sebou a piictéte vychozi Cislo.

K tomu, aby se program dostal z této smycky, musi kontrolovat pribéznou sumu. Pokud
pribézna suma miii k nekonecnu a stale vice se vzdaluje od stfedu roviny, vychozi bod do
mnoziny nepatii; pokud se stane, ze prubézna suma bud’ v redlné¢ nebo v imaginarni Casti
piesahne 2 smérem nahoru nebo -2 smérem dold, je to, ze miii k nekonecnu jisté a program
muZze prejit k dalSimu bodu. Jestlize vSak program vypocet mnohokrat zopakuje a suma ¢islo
2 (-2) neptesadhne, pak bod do mnoziny patii. Kolikrat musi program zopakovat vypocet,

A.26



Zakladni informace o fraktdalové geometrii

priloha A

zavisi na zvétSeni. Pro méfitka dostupnd na osobnim pocitaci uz Casto staci 200 opakovani

1000 opakovani zaru€uje spravny vysledek.
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Obr. 20 priklady fraktalu vzniklych afinnimi transformacemi algoritmem IF'S [A.9]

Program musi tento postup zopakovat pro kazdy z tisicti bodl miizky, v méfitku, které
je mozné upravit pro vetsi zvétSeni. A program musi vysledek zobrazit. Body mnoziny mohou
byt zndzornény cerné a ostatni body bile. Nebo chceme-li, aby byl obrazek pestiejsi, miizeme
bilé body nahradit odstiny barev viz obr. 21. Jestlize se napiiklad iterace pferusi po desiti
cyklech, program miize bod zakreslit Zluté; pro dvacet cykll oranZové€, pro Ctyficet cykla
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Cervené, a tak dal. Vybér barev a kritérium pieruseni cyklu mohou byt ménény podle
programatorova vkusu. Barvy znazornuji obrysy terénu pii hranicich vlastni mnoZiny [z A.4].

Ukéazka Mandelbrotovy mnoziny a jejich vyiezii je na obr. 21, Cerné body tvoii
Mandelbrotovu mnozinu, bild barva reprezentuje body, jejichz pribé€znd suma unikd do
nekonecéna hned po prvnim kroku a odstiny zluté a ¢ervené popisuji body s pribéznou sumou
mifici do nekonecna po nékolika krocich. Tmavsi barva reprezentuje vy3$si hodnoty a svétlejsi
niz8i hodnoty. Na obrdzku jsou zobrazena i mista vyiezl a jejich zvétSeni ukazuje nadhernou
strukturovanost, ¢lenitost a rozmanitost mnoziny.

L 2

Obr. 21 Mandelbrotova mnozina a jeji vyrezy

5.1.6 JULIOVY MNOZINY

Matematickymi fraktaly, které s Mandelbrotovou mnozinou souviseji, jsou Juliovy
mnoziny. Tyto mnozZiny byly objeveny a zkoumany b&hem prvni svétové valky
francouzskymi matematiky Gatonem Julia a Pierre Fatou. Snad nejlépe vystihuji tyto mnoziny
slova matematika Adroene Douady: ,,Juliovy mnoziny jsou neuvéfitelné rozmanité. Nékteré
z nich jsou tlusté oblacky, jiné vychrtlé kefiky ostruzini, dal§i vypadaji jako jiskérky ohné,
které se vznaseji poté, co skoncil ohfiostroj. Jedna tvarem piipomind kréalika a spousta jich ma
ocasy jako moisti konici.“ Jednd se o mnoziny, které nelze popsat slovy ani pojmy
Euklidovské geometrie. Tyto mnoziny inspirovaly Benoita Mandelbrota, ktery se pokusil najit
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sjednocujici prvek této Skaly mnozin. Byla to prave jiz zminéna Mandelbrotova mnozina. Pro
konstrukei Juliovych mnoZin se opét pouziva algoritmu TEA, viz kap. 3.2.

Dnes, kdyZz se podivdme na vztah mezi Juliovymi mnoZzinami a Mandelbrotovou
mnozinou, je vse jasné. Pro vypocet nam sta¢i ptivodni program pro Mandelbrotovu mnozinu,
ktery jen drobn¢ upravime.

Opét tedy testujeme vSechny body komplexni roviny. Stejné jako u Mandelbrotovy
mnoziny nam sta¢i kontrolovat pribéznou sumu. Jestlize pribéznd suma algoritmu pro dany
bod unikéd do nekonecna, pak do mnoziny nepatii a pokud ani po nekone¢né mnoha iteracich
do nekonecna vysledek algoritmu neutece, pak do mnoziny patii. Pro Juliovu mnozinu je

algoritmus velice podobny algoritmu Mandelbrotovy mnoziny: u,,, = un2 + k , kde pocatecni

up je komplexni ¢islo pfislusného bodu, ktery praveé testujeme a k je vstupni parametr ktery
jsme zvolili.

Zména tvari mnozin je zavisla na volbé vstupniho parametru. Tento parametr je opé&t
komplexni ¢islo. Do komplexni roviny vynesme Mandelbrotovu mnozinu. Pokud bude
vstupni parametr lezet uvnitf Mandelbrotovy mnoziny, pak Juliova mnoZina bude ,,spojity*
utvar. Pokud bude lezet mimo, pak se nam mnozina rozpadne na systém oddélenych
»chomacku®. Jak je vidét, tak nejkrasnéjsi Juliovy mnoziny vznikaji pii zadani parametru £,
jehoz hodnoty lezi na hranici Mandelbrotovy mnoZiny. Zavislost a ptiklady jsou vidét na obr.
22.

Komplexni rovina

Obr. 22 Mandelbrotova mnozina a jeji vztah k Juliovym mnoZinam
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5.1.7 BIFURKACE

Bifurkace znamena rozdvojeni a napiiklad v zemépise méa vyznam rozdvojeni feky ve
dva ¢i vice tokt. Bifurkacni diagramy vSak pfedstavuji jedny z nejvyznamnéjsich néstroja pfi
studiu dynamickych déja. Bifurkacni diagramy se pouzivaji pro popis predevsim logistickych
rovnic.

Casova fada Logistické funkce s koeficientem r =2.8

Easy "May” Logistic function: = 2.8 x = 0,01 Bifurcation diagram of Easy "May” Logistic Function

05

06

;DS

03

op coeffice fr =2.8
Casova fada Logistické funkce s koeficientem r =3.3
Easy "May” Logistic function: r =33 x = 0.01 . Bifurcation diagram of Easy "May” Logistic Function

05

08 L | mn I

06

fos i

03

step coofficient r r =3.3
Casova fada Logistické funkce s koeficientem r =3.9
Easy "May” Logistic function 9x=001 .

osf | | (1] _ | AR

08 1 | I
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;DS |
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| ]
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L A S O A Y

r=3.9

Obr. 23 Vztah mezi casovou Fadou Jednoduché ,, Mayovy “ funkce a bifurkacnim
diagramem
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Jedna se o fraktaly tzv. dynamické systémy. Bifurkacni diagramy umoznuji pohlédnout
na rovnice jako celek, tedy dokéazi vcelku jasné ukézat zmény v chovani téchto rovnic se
zmeénou parametru. Princip téchto grafii bude nejspiSe ziejmy z nasledujiciho piikladu.

Poprvé s bifurkacnim diagramem pfiSel Robert May a aplikoval jej na snad
nejjednodussi logistickou funkei: x,,, =r.x.(1-x). Tato funkce se miZe jevit na prvni pohled

jako ,,stabilni““. Funkce je skutecné ,,stabilni®, ale jen pii nizké hodnoté zvoleného parametru
r. Pokud je tento parametr maly, pak se Casova fada, generovana vysSe uvedenou rovnici,
ustali na konecné hodnoté. V bifurkacnim diagramu se tato ustdlend hodnota projevi jako bod.
To je zobrazeno na obr. 23 nahofe.

Pokud budeme parametr » dal pomalu zvétSovat, pak ustdlené stavy budou tvofit
spojitou kiivku. Pfi dalSim zvétSovani vSak zafne casova tfada oscilovat mezi dvéma
ustalenymi stavy, obr. 23 uprostied.

Pak dojde k oscilaci mezi Ctyfmi stavy, osmy, Sestnacti,... nakonec mame Casovou
fadu, kterd nam osciluje chaoticky.. S dals$im zvySovanim parametru r se obc¢as vyskytuji
stabilni stavy se stavy chaotickymi, obr. 23 dole. Bifurkac¢ni diagramy lze samoziejmé pouzit

NS4

5.1.8 ATRAKTORY

Atraktory patfi stejn¢ jako bifurkace zZ
mezi tzv. Dynamické systémy. Snad
nejznamejSim  atraktorem, ktery doslova
zménil pohled na dynamické a nelinedrni
soustavy, je Lorenziiv podivny atraktor, obr.
24., ktery objevil Edward Lorenz. Jedna se o
tii  diferencialni rovnice, které tvori
nelinearni soustavu. Je to jednoduchy
systém, ktery nemd analytické feSeni a je
,hevyzpytatelny. Mald zména parametrQ
povede kvelkym zménam konecného
vysledku. Tomu se tika s trochou nadsazky a
s trochou véaznosti: ,, Motyli efekt .

Lorenz dospél k atraktoru, kdyz pouzil
pro pochopeni systému tii diferencialnich
rovnic fazového prostoru. Tradi€né se
zména hodnoty jedné zproménnych
zobrazuje pomoci tzv. ¢asového rozvoje
(Casové ftady). Ve fazovém prostoru je
v kazdém casovém okamziku poloha bodu v trojrozmérném  prostoru urcovadna tfemi
proménnymi. Jak se systém méni, pohyb bodu ptedstavuje pribézné se ménici proménné.
Jinak feceno ve fazovém prostoru odpovida danému stavu bod uréeny polohou na tiech osach,
X, Y, z.

X

Obr. 24 Lorencuy atraktor

Vedle Lorenzova podivného atraktoru byly objeveny i1 dalsi atraktory. Jednim z
nejjednodussich je Hénonun atraktor, ktery je na obr. 25. Ten je dikazem, jak na prvni
pohled jednoduchy atraktor, miize vykazovat vysokou slozitost. Piivodné zdanlivé jednoduché
linie jsou dvojice a pak dvojice dvojic ¢ar. Hénonlv atraktor je prikladem matematického
pfehybani a natahovani ovalu.
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Pro samotné fraktadly ma atraktor klicovy vyznam a ve své podstaté by fraktaly nemohly
bez atraktorll existovat. Atraktor je z hlediska fraktalu jeho limitou a ta je hromadnym bodem.

Obr. 25 Detaily Hénonova atraktoru, pri zvétSovani objevime dalsi novou strukturu

5.2 PRIRODNIi FRAKTALY

V ptedchozich odstavcich jsme se zabyvali pouze fraktaly matematickymi —
deterministickymi (jsou striktn¢ sobépodobné). Matematické fraktaly jsou 1 stochastické (jsou
statisticky sobépodobné nebo sobéafinitni). Pfedevsim matematické stochastické fraktaly nam
muizou dobfe poslouzit jako model. Nicméné, pro §irSi uplatnéni fraktilové dimenze je
vyznamny odhad této dimenze u pfirodnich fraktala.

Je tfeba pfipomenout, ze jako pfirodni fraktdly jsou oznaCovana télesa, ktera
z geometrického hlediska vykazuji slozitost (tzv. struktura na struktufe), jsou sobépodobné,
jejich fraktalova dimenze je vyssi nez jejich topologickd a maji dalsi vlastnosti.

Ptirodni fraktaly oproti matematickym nejsou nikdy striktné sobépodobné, tedy piirodni
utvary pii zvétSeni nejsou presné identické. Prikladem ptirodniho fraktilu je jiz zminéna
pobfezni linie v kap. 3.1. To je objekt s fraktdlovou dimenzi mezi 1 a 2. S objekty, které Ize
od urcitych métitek z geometrického hlediska nazvat fraktaly, se ovSem muizeme v ptirode
setkat 1 jinde. Fraktaly jsou pohofti, oblaka, blesky, sné¢hové vlocky, toky tek, stromy i listi,
cévni systémy zivo€ichli, komurky v plicich, DNA, dale i rozlozeni hmoty v galaxiich,
hvézdokupy, ale i povrch obrobku, tvar trhlin i vad v obrobku i néstroji, ¢i dokonce Casovy
vyvoj akcii na burzach vSeho druhu, ¢asové zmény inflace, zadluZeni statd i vyvoj kurzu
mény. D4 se fici, Ze nas fraktaly obklopuji a jsou vSude, aniz bychom to tusili. Euklidovska
télesa, jako naptiklad ptimky, ¢tverce ¢i krychle, jsou pouze v uebnicich matematiky. Laik
se tedy musi vzdat klasickych ptredstav o télesech kolem, ale 1 d¢jich kolem nés a spiSe nez
poznat, uvétit, Ze nas svét je strukturovany. Mandelbrot s oblibou fikal: ,,Mraky nejsou koule,
hory nejsou kuzele, blesk se nesiii po piimce. Nova (fraktdlova) geometrie je obrazem
vesmiru, ktery je hrbolaty, nikoliv rovny, a pod'obany nikoliv hladky. Je to geometrie dilka,
jamek a hrbola, pokfivenin, spleti a deformaci.*

Neznamend to vSak, Ze by nebyla Euklidovska geometrie k ni¢emu pouzitelna.
Naptiklad obycejny stil. Sklada se ze ¢tyt nohou a desky. Nohy budou pro zjednoduseni jen
valce stejného priméru i délky. Deska bude mit konstantni délku, Sitku a tloustku. Tento
objekt v naSich béznych méfitcich bude popsatelny pomoci Euklidovské geometrie. Pokud
bychom posuzovali jeho povrch, ktery bychom ndlezité zvétSily, pak bychom studovali
strukturovany povrch, kde bychom se setkavali se strukturou na struktuie (kap. 3.5 a obr. 5).
Povrch bychom tedy oznadili z geometrického hlediska jako fraktal. Jinym piikladem je
strom, ktery z geometrického hlediska 1 v nasich béznych méftitcich je fraktalem.
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U pfirodnich fraktdli nezndme ,algoritmus generovani“ tutvaru. Vlastnosti téchto
fraktalli (fraktdlovou dimenzi) miZeme jen odhadovat. Metody odhadii jsou uvedeny v
nasledujici kapitole 6.

Piirodni fraktaly jsou casto multifraktaly. Tento pojem znali, ze fraktal v urcitych
meéfitcich ma jinou slozitost (jiné vlastnosti). To je dano rtiznou vahou vlivii pisobicich na
vznik fraktalu v riznych métitcich. Multifraktaly mohou byt také generovany ,,uméle®, 1ze se
tak setkat i s matematickymi multi-fraktaly.
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6 ODHAD FRAKTALOVE DIMENZE

Odhadovat fraktdlovou dimenzi muzeme jak v pfipadé piirodnich fraktald, tak
matematickych fraktali. Odhadovat fraktalovou dimenzi pro matematické fraktaly, ale nema
velky vyznam, nebot’ je ptesnéjsi a jednodussi vypocitat jejich dimenzi na zédkladé znamych
pravidel — transformaci, napf. viz kap. 4.1, 42 a 4.3. Odhadu fraktdlové dimenze
matematickych fraktali 1ze pfedevsim pouzit pro posouzeni presnosti a citlivosti jednotlivych
metod odhadu.

Odhad fraktalové dimenze je mozné provadét pro mnozZiny bodl, Casové fady,
topologicky 2D a 3D objekty. Pro jednotlivé objekty v riznych topologickych dimenzich se
pouzivaji rizné metody odhadu fraktdlové dimenze, které 1ze pouzit jen pro objekty v urcité
topologické dimenzi. Metody pro odhad v jiné topologické dimenzi Ize pouzit pouze po urcité
modifikaci zdkladniho algoritmu. Metody odhadu fraktalové dimenze pouzivaji casto
euklidovskych téles, kterd musi byt pro pouziti v jiné topologické dimenzi zménéna -
transformovana. Ptikladem je miizkova (box) metoda. Pro posouzeni bodi v pfimce je boxem
interval. V ptipad¢ 2D télesa je boxem c¢tverec a pro 3D téleso krychle, jak je v tab. 6.1. Pro
stanoveni fraktdlové dimenze je n¢kolik koncepci. Nejednodussi je tzv. "obvodovd metoda" (v
anglictingé je pouzivano Compass method) a tzv. ,,mrizkova (box) metoda* (v anglicting je
pouzivano Box method), kap. 6.1 a 6.2.

Pro odhad Hurstova koeficientu sobé&afinitnich fraktali a z néj fraktalové dimenze Ize
pouzit nékolik analyz, které vesmés vychazeji ze statistickych metod. Je to ,,R/S analyza*
(Range/Standart Deviation Analysis), ,, Celkova variacni metoda®, , Spektralni fraktdilova
analyza“ (Power-spectral analysis), ,, Roughness -length analysis““ a dal$i. Prvni dvé z téchto
metod jsou v kapitole 6.3, 6.4. Takto odhadnuta fraktalova dimenze je nazyvana podle jména
metody, kterou byla odhadnuta, napt. box (mrizkova) dimenze, R/S dimenze, apod.

Tab. 6.1 Vyber metod odhadu fraktalove dimenze

Metoda Objekt Rozmezi frakt. dim. D | Topolog. dim. Dy
Mrtizkova metoda pro|Mnozina bodi na|0 az 1 pro mnoZzinu 0
mnozinu  bodii  na|pfimce bodil na piimce a
piimce
Mriizkova metoda pro |Struktury naploSe |0 az 1 pro mnoZinu |0 pro mnozinu bodi a
objekty na plose bodi a 1 az 2 pro|l pro objekty na
objekty na plose plose
Miizkova metoda pro | Struktury v prostoru 2az3 2
objekty v prostoru
Obvodova metoda Kiivky laz?2 1
R/S metoda Casové fady laz2 1
Celkova varia¢ni | Casové fady laz2 1
metoda

6.1 OBVODOVA METODA

Metoda je uzivana k odhadu fraktadlové dimenze kiivek, a tak mize byt napiiklad
pouzita pro odhad fraktalové dimenze u zminéné pobiezni linie a 1ze ji odhadnout za pouziti
mapy a kruzitka. Délku pobfezi budeme méfit rizné otevienym kruzitkem ropy a po€itat pocet
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krokti pottebnych pro pokryti Nogy, jak je vidét
na obr. 26. Délka pobiezni linie je pak ddna
V}'/I'aZCm L(’”OBV) = N("'OBV)J’OBV

Tabulka 6.2 nadm ukazuje zfetelné
prodluzovani délky pobiezni linie se snizujicim
se rozpétim kruzitka.

Pokud by mélo pobiezi konecnou
délku, L(rosy) by se ptiblizovalo k hodnoté L,
pro » -> 0. Obr. 27 ukazuje zavislost mezi log
rosy alog L(rosy).

Jak je vidét, délka L(ropy) se neblizi k
zadné konecné hodnoté, ale stale roste. Jak jiz
bylo zminéno dfive, takovyto jev se nazyva
Richardsonuv efekt (kap. 3.1 a 4.1.3). Tedy na
otazku: Jak dlouha je pobiezni linie ostrova?
Nelze jednoznacné odpoveédét. Délka se totiz
mnéni v zavislosti na zvoleném méftitku.

37000
36500 ‘\
r = 200 km 36000 \\
| 35500
= o0 km 83.5000-—A log L *
.. , 34500
Obr. 26 Princip Obvodové metody, Al
v s o1, Vv g . f 34000 0og -
mereni délky pobrezni linie Velké | e
33500 :
12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000
logr
Protoze zavislost mezi logrozy a log Obr. 27 Zavislost mezi log r a log L
L(ropy) je piimkova, pak je ziejmé, ze
plati vztah:

L7y )= N(rpgy ) Topy = ko"’Sl‘-’”oz;I/_DOBV “Fogy = konst.- ’”OBVI_DOBV . (27

Dopy je obvodovou dimenzi (compass dimension), jez je odhadnuté fraktalova dimenze
touto metodou.

Ze sklonu regresni pfimky miZzeme po Upravé vztahu (27) odhadnout dimenzi Dg:

AlogL(7ypy) —y=>D =l-g ZI_AIOgL(rOVB)

1-Dyyy =
BV Alogryg, Alogryyg

(28)

V naSem pfipad€ vychazi obvodova dimenze Dr = 1,2492. Poznamenejme, Zze ¢im je
hodnota Dy vys$i nez hodnota topologické dimenze, tim je vysSi stupeit nepravidelnosti
objektu. Zména délky se zménou méftitka je pak vyraznéjsi.
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Tab. 6.2 Délka pobrezni linie

r [km] N L=N.r [km] log r log L
200 12 2400 2,3010 3,3802
100 28 2800 2,0000 3,4472
50 63 3150 1,6990 3,4983
30 126 3780 1,4771 3,5775
20 230 4600 1,3010 3,6628

6.2 MRIZKOVA METODA

Jednoduchou a universalni metodu pro odhad fraktalové dimenze je mfizkova metoda
(box metoda). Princip metody je vysvétlen na objetu na ploSe - Sierpinskeho té€snéni. T¢leso
pokryvame nékolika boxy (mfizkami) o riznych strandch bunék r jak je na obr. 28.

N =10 N =

26

Obr. 28 Princip Box metody, pokryvani Sierpinského trojuhelniku boxy velikosti r = 20
ar=10

Pocitdme pak pocet boxii potiebnych pro pokryti télesa N(r). Pocet téchto boxtl je dan
vztahem:

DB
N(r)= konst.(lj = konst.-.r™"r . (29)
r

Dg je box dimenze.

Pro odhad fraktalové dimenze miizeme pouzit algoritmus, jenz stanovuje plochu
potiebnou pro pokryti objektu. Za pouziti (29) je celkova plocha pokryti A(r) boxy o stran¢ r
dana vztahem:

A(r)=N(r)-r* =konst.-r " -r* = konst.-.r*" . (30)

Logaritmicka zavislost mezi plochou log, 4 a velikosti strany log; » je na obr. 29. Jedna
se 0 tzv. Richardson - Mandelbrotiiv graf.'

' Neni diilezité, jakych logaritmii je pouzito (log, In, log,). Podminkou je pouze, aby se jednalo o tentyz
logaritmus pri jednotlivych odhadech fraktalové dimenze. Nicméné Richardson - Mandedlbrotuv graf vyuziva
dvojkovy logaritmus.
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Dp mtzeme pak ziskat ze sklonu regresni ptimky:
2-D, - Alog A(r) —s= D, =2—5=2-— Alog A(r)
Alogr AlOgT" (31)
Opét Dp je odhadnuta
fraktalové dimenze a v idealnim 17.60 s
v 1 y 17.40
pifipadé¢ by se méla rovnat 1790 )
skuteéné  fraktalové dimenzi. 17.00 .
V piipadé Sierpinskeho t&snéni | - 16.80 //
nam ze sklonu regresni piimky | % 12-22 5
vyjde Dp = 1,586 a 1620 g
skutecna fraktalova dimenze je 16.00 P
Dr = 1,5849 (jak je vypocteno v 15.80 {
. 15.60 |
kapitole 4.3). 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
S Box metodou mlzeme log2

odhadovat fraktalovou dimenzi i
pobfezni linie, tedy kiivky na
plose. Stejn¢  jako pro

Sierpinského tésnéni plati vztah (29).

L(r)=N(r)-r =konsr.-r' "

Obr. 29 Richardson - Mandedlbrotiiv graf pro
Sierpinského tésnéni

Pro délku pak plati:
(32)

Box metodu je také mozné pouzit i téleso ve tiech dimenzich. Misto ctverct jsou pak
pouzity krychle pro pokryti objektu. Za pouziti vztahu (29) mizeme psat:

C(r)=N(r)-r’ =konst.-r’ " .

(33)

Pokud chceme pouzit box metodu pro mnozinu bodd, tak se pouzije vztah (29) bez
dalsich uprav. Vztah (29) lze také pouzit podle [A.8, A.13] pifimo pro vypocet box dimenze

objektu na plose.

6.3 R/S DIMENZE

R/S metoda (Range/Standart Deviation Analysis) [A.2] je urCena pro odhad Hurstova
koeficientu (viz kap. 4.4) ze kterého 1ze jednoduse vypocitat fraktdlovou dimenzi:

Dy=2-H

(34)

Uvazujme interval nebo okno délky w v signalu, objektu se sobé&afinitni fraktalovou
dimenzi. V tomto okné definujme dv¢ veli¢iny:

R(w), fada ziskana z hodnot y v intervalu. Rada je méfena s ohledem na trend v okng,
kde trend je jednoduSe odhadnut jako pifimka spojujici prvni a posledni bod v okné. Je

odecitdn primérny trend v okné.

S(w), standardni odchylka prvni derivace dy hodnoty y uvniti okna. Prvni derivace
hodnot y je definovana jako rozdil mezi hodnotami y v pozici x a hodnotami y v

piedchozi pozici na ose x:
dy(x) = y(x) = y(x —dx)

(35)

kde dx je vzorkovaci interval, tedy interval mezi dvéma sousednimi hodnotami.
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Spolehlivé méfeni S(w) vyzaduje data s konstantnim vzorkovacim intervalem dx, nebot’
rozdil mezi néasledujicimi hodnotami y je funkci vzdalenosti mezi nimi. S(w) v R/S analyze je
pouzito ke standardizaci fady R(w) umoziujici porovnani rozdilnych mnozin dat; pokud S(w)
se nepouzije, fada R(w) mize byt pocitdna na mnozin¢ dat, které nemaji konstantni
vzorkovaci interval.

Pomér R/S(w) je definovan jako:

R/S(w)= <%> (36)

kde w je délka okna a hranaté zavorky <R(w)> oznacuji primérnou hodnotu ¢isel fady

R(w). Protoze se jedna o sobé&afinitu, zdkladem metody je predpoklad, ze fada R/S(w) ziskana
z hodnot y v okné délky w je imérna délce okna mocnéného Hurstovym koeficientem, tedy:

R/S(w)=w". (37)

Vstupni signal je tedy
délen na intervaly délek w, pro
které je méfeno R(w) a S(w)
v kazdém intervalu a pocitano
R/S(w) jako primér poméru d
Rw)/S(w) jak je v (36). Tento
proces je mnohokrat opakovan
a druhy logaritmus R/S(w) je
vynaSen na vertikdlni osu a
druhy logaritmus w na osu
horizontélni (obr. 30). Pokud je
signal sobéafinitni pak ze
sklonu regresni pfimky vSech
vypoctenych hodnot vypocteme
Hurstav ~ koeficient H, na
zékladé¢ tpravy vztahu (37)
plati:

Pox-plot of ts.analysis:RESULTdefib100-47-1-5-5,diff:0,win:46, Hurst:0. 46224 Hurst-mean-0.25266

7t

2 3 4 5 6 7 8 9

logow

Obr. 30 Graf pro urceni Hurstova koeficientu pro
casovou radu

Alog, R/S(w)

=H. 38
Alog, w (38)

Fraktalovou dimenzi 1ze vypocist z Hurstova koeficientu z vyrazu (34).

6.4 CELKOVA VARIACNi METODA

Celkova variacni metoda [A.2] je zaloZzena na rozdéleni plivodni Casové ftady
V= {K,i > 1} do blokt velikosti 7 a vypoctu primérné hodnoty kazdého bloku, tedy uvazuje
se celkova (seskupena) fada:

ke
V(t,,)(k):ti ZV(i) k=12, ..., (39)
s

i=(k—1)tg+1
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pro posloupnost hodnot ¢, . Index k oznacuje blok. Pak je vypocitana vzorkovaci variace fady
(sample variance) V' (k) k=1,2, ... uvnitt kazdého bloku. Tato vzorkovaci variace V" (k)
je odhad Var Vs’
Pro vSechny fady Vj,....Vy, dané velikosti bloku ¢ , pro celkovy pocet blokt
N ook =i_V (kde Iy je délka celé Gasové fady V), vypodtené V') (k) pro k=1,2,....Nsrock, je
N
tedy vypoctena vzorkovaci variace:

_ NBLU(TK NBLU(TK 2
VarV““=N;Z(V““(k))z—[Nl ZV““(k)j. (40)

BLOCK k=1 BLOCK k=1

Tato procedura se opakuje pro rtizné hodnoty velikosti bloku ¢, . Do grafu se pak vynasi

logaritmus vzorkovaci variace log(VarV’*’) versus log(¢,). Je nutné vybrat ¢, {t,,i>1},
takové jenz ma ekvidistantni vzdalenosti na logaritmické skale, tak ze ts;.;/ts; =C, kde C je
konstanta jenz zavisi na délce Casové fady a pozadovaném poctu bodu v grafu zavislosti
log(Var¥’ ") versus log(t, ).

Pokud Var/"s je odhad VarV'’, vysledné body by mély tvofit piimku se stupanim
P=2H-2,-1<<0. Vpraxi je stoupani odhadnuto pomoci regresni ptimky bodl grafu.
Piedpoklada se pfitom, ze délka bloku ¢, a délka celé Casové fady /i jsou velké, a Ze ts<<I[y.
Tedy, jak délka kazdého bloku, tak pocet boxt je velky.

6.5 OSTATNI METODY

Vedle vyse uvedenych metod se pouziva mnoho dalSich metod a mnoho dalSich variant.
Nicméné, vS§echny metody maji podobny princip, tedy jednd se o pokryvani objektu rtiznymi
euklidovskymi télesy a pocitdme pocet, plochu nebo obsah pokryti. Vysledky pak vynaSime
do jiz zminéného Richardson - Mandelbrotova grafu, ¢i logaritmickych grafi podobnych.

Razné metody se daji pouzit pro rizné objekty. Vedle vSech tii dimenzi se mize jednat
0 objekty v bindrnim kddu, v Sedivé skale ¢i barevné. Pro kazdy objekt mize byt vhodna jina
metoda odhadu fraktdlové dimenze. Je proto vhodné pro kazdy objekt provést vice odhadii za
pouziti vice metod.

Vedle jiz zminénych metod odhadu Dr se jednd o metody jako je "Metoda dilatace
pixel" (2D variation procedure), Triangular Prism Surface Area Procedure, Cumulative -
Intersection Method, Parallel - Lines Method, Mass - Radius Method.
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7 ZAVER

Euklidovska geometrie dokaze jen komplikované a nebo vibec nedokaze popsat slozité
utvary jako jsou vady, drsnost povrchu, nehomogenni mnoziny bodi, ¢i slozité ¢asové fady
dat z vyrobnich procest. SloZitost té€chto Utvari vSak miZe byt vyznamna jak pro jejich popis
tak 1 pro hlubsi pochopeni jejich vzniku.

Fraktalova geometrie je matematicky nastroj pro popis slozité strukturovanych objektd,
jejichz charakter se neméni pii zvétSeni. Tyto objekty, které 1ze popsat pomoci této geometrie,
nazyvame z geometrického hlediska fraktaly.

Jestlize se na otazku: ,,Co je to fraktal?“ budeme snazit odpovédet jednoduse a cely
problém zjednodusime, pak mizeme fici, ze fraktdl je téleso, které ma ,nekonecnou
slozitost®, ale jeho ,,zakladni prvek* se v riznych méfitcich opakuje. Oznaceni fraktal poprvé
pouzil B. Mandelbrot. Slovo fraktal pouzil pro vSeobecné oznaceni objekti, jejichz tvar je
nezéavisly na velikosti méfitka, pod kterym objekt pozorujeme. Znamend to tedy, Ze neni
dilezité jaké meéfitko pro pozorovany objekt pouzijeme, nebot’ ,.charakter struktury” bude
stejny nebo podobny pro riznd zvétSeni, €1 zmenseni (tzv. métitkova nemeénnost).

Ve fraktdlové geometrii pocitdme nebo odhadujeme tzv. fraktalovou dimenzi, které je
,»charakteristickym ¢islem*, které uvadi jak slozity je pozorovany utvar. MiZe se jednat o
povrch, nebo strukturu télesa, ¢asovou fadu nebo mnozinu bodi. Fraktalova dimenze (Ize se
také setkat s pojmem Hausdorff-Besicovitch dimenze) matematicky popisuje slozitost téchto
objektii. Slozitost popisuje pomoci jednoho cisla. Toto Cislo vyjadiuje geometrické
vlastnosti pozorované struktury. Fraktilova dimenze, v ptipad¢ fraktalt, prevySuje jejich
topologickou dimenzi, kterd je celoCiselnd (dimenze charakterizované bodem, useckou,
trojuhelnikem a tetraedrem). To je 1 jedna z definic fraktalt.

Fraktaly mizeme rozdélit na:
¢ matematické
e piirodni

Matematické fraktaly vznikly za pomoci vypocetni techniky a mohou se skladat
z identickych casti. Matematické fraktaly nemaji tak velky vyznam pro bézny Zivot a setkame
se s nimi pouze v matematice. Dobte vSak poslouzi pro pochopeni fraktalové geometrie a daji
se pouzit pro modelovani uréitych ptirodnich struktur (,,stochastické fraktaly*).

Mnohem dilezit¢jsi jsou fraktaly kolem nas, tedy fraktaly ptirodni. Prakticky kazdé
téleso, nebo objekt v realném svété ma na prvni pohled nebo po zvétSeni slozitou strukturu.
Odborné fikame, Ze vykazuje fraktalitu, tedy je z geometrického hlediska fraktalem. Proto 1
objekty, ¢i Casové fady, které mizeme ziskat ve vyrob¢ se daji popsat pomoci fraktalové
geometrie.

V ptipad¢ ptirodnich fraktall nelze fraktdlovou dimenzi piimo spocitat. Nezname totiz
zpisob a princip ,,generace fraktalu. Pfesnéji nevime za jakych podminek fraktal vznikal.
V tomto ptipadé¢ mizeme fraktdlovou geometrii jen odhadovat. K tomu slouzi mnoho metod.
Pti odhadu fraktalové geometrie zalezi zda se jednd o topologicky jednodimenzionalni utvar
(napt. Casova tada z vyrobniho procesu) nebo dvojdimenziondlni Utvar (napf. snimek
poruchy).

Fraktalovd geometrie spolu s teorii chaosu v rtznych odvétvich védy znamenala
relativné velky prilom v poznani. Je cestou nejenom k popisu déju a tvarit v ptirod¢, kde si
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nestac¢ime s klasickou geometrii a matematikou, ale je i cestou k modelovani slozitych
procest. Fraktadlovd geometrie je tedy silnym ndstrojem, ktery zatim ¢eka na své "komeréni
uplatnéni" - uplatnéni v primyslu.
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