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Pfedmluva k habilita&ni préci

Rozhodnuti, zpracovat téma, které Je obsahem
pfedklédané habilita&ni prace, do ucelen&jsi podoby vhodné
ke studiu Jjak denniho, tak postgradudlniho, wvzniklo
v souvislosti S vytvofenim specializace "materidlové
infenyrstvi" na strojni fakult& VSST v Liberci v roce 1990,
U&elem konanych prednasek a seminafd bylo seznamit
poslucha&e se zaklady matematického popisu chovani kovovych
materialt =za zvyEenych teplot a s viskoelastickym pojetim
odezvy plastickych hmot na pfiloZené wvné&jsi zatiZeni. Jako
z&kladni studijni podklady byly posluchadim postupné
poskytovany habilitantem zpracované pisemné materidly
se souhrnnym nazvem "Zaklady teorie creepu a viskoelasticity
a dynamickd odezva viskoelastickych materidlda", které nasly
u posluchaéf prfiznivou odezvu, coZf presvéddilo autora o tom,
aby se staly zdakladem nyni predklddané prace.

ProtoZe Jje habilitantem uvafovano posléze vydat
podstatnou &ast této préace jako udebni text pro studijni
G%ely posluchadli VSST je predkladand habilitadni préce
predevsim v uvodni partii kompilaéni, pricemZz jeji
Jednotlivé kapitoly jsou obohaceny o ¢asti z oblasti plvodni
védecko-vyzkumné ¢&Einnosti autora, kterou mohl realizovat
v prostfedi kolektivu pracovnikd Laboratofe experimentalni

mechaniky na VSST v Liberci.

Prace =zahrnuje nové poznatky a aplikace 2z oblasti
identifikace dynamické odezvy viskoelastickych materiald.
Zd4 se, %Ze by to mohlo byt zajimavé a podn&tné nejen pro
strojarské, ale i pro textilni obory inZenyrské &innosti.
Snahou autora bylo zacélenit a uspofadat nové poznatky do
kontextu teorie lineAdrni viskoelasticity a pFisp&t tak k
jejimu obohaceni pfedevsim v oblasti dynamické odezvy

viskoelastickych materiald.
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Je zfejmé, Ze teoretické partie textu nejsou
vy&erpavajicim studijnim materidlem k fteSeni problémi
v oblasti viskoelastického chovani plastickych hmot
a textilnich materialfi. Publikace seznamuje a vysvétluje
pfedeviZim v technické praxi uZivanou terminologii teorie
viskoelasticity a pfibliZuje filozofii pfedmétu, ktery se na
vysokych Skolach s technickym zamé&fenim pfedndsi a% v ramci
postgradualniho a doktorandského studia. Snahou autora je
usnadnit zvidavému zajemci o tyto problémy pocdtedni
orientaci v teorii viskoelasticity pro pfipad rozsifovéani
znalosti v této védni oblasti. K hlubSimu studiu Jje moiné
vybirat z titullG publikaci v pfiloZfeném seznamu literatury.

Podékovani autora patfi vedoucimu katedry mechaniky
pruZnosti a pevnosti Prof. RNDr. Bohuslavu StfiZovi, DrSc.,
koleglim 2z Laboratofe experimentdlni mechaniky, pfedevSim

jejimu vedoucimu Ing. Vladimirovi Humenovi, CSc.

Autor je hluboce zavézén své manfelce pani Ing. Ludmile
Potésilové a svym détem Alexandrovi, Nad&é a Martinovi za
jejich +trpélivost a porozuméni bé&éhem pripravy habilitaé&ni

prace.

Liberec, leden 1993 Antonin POTESIL
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{VOD - VISKOELASTICKE CHOVANI MATERIALU

PFedstava o viskoelastickém chovani materidlll vznikla
jiz pomé&rn& dévno. V roce 1974 podal Boltzmann fenomenolo-
gickou lineédrni teorii te&eni izotropnich materidll zaloZe-
nou na principu superpozice, v roce 1909 ji Volterra nazyva
"teorii d&di&né pruZnosti” a uvaddi analogické zavislosti pro
anizotropni materialy /1, 2/. Po dosti dlouhé obdobi byla
pak tato teorie povafovana za kuridzni, upadla téméf v zapo-
menuti a malokdo se ji zabyval; pro matematiky byla trivial-
ni a pro mechaniky neprakticka /3/.

V poslednim polovin& stoleti se tato situace radikalné
zm&nila., Ukézalo se, Ze teorie "d&diéné pruZnosti" je velice
dobrou aproximaci chovani pfedev3im polymernich materiali,
které v polovinég 20. stoleti zaznamendvaji ve svété bouflivy
rozvo]j a dokonce i kova (pri vysokych teplotach) a materiali
ve stavebnictvi (napf. beton}).

Poznamenejme, #e Vv soudasné odborné 1literatufe je pl-

vodni termin "teorie dé&di&né prufnosti" nahrazen nézvem
"teorie materidld s pam&ti" npebo spiZfe "teorie viskoelasti-
Carbaels

Poatkem 50.let se teorie viskoelasticity déle rozviji.
Alfrey /4/ v roce 1944 zformuloval viskoelastickou analogii
(princip vzAdjemnosti, resp. korespondence), kteréd ukazuje za
Jistych =z jednodusujicich prfedpokladt o mechanickych vlast-
nostech materialtt na vztah mezi fefenim elastické a visko-
elastické dlohy. V této dobé jsou vychozi rovnice teorie
viskoelasticity Znovu formulovany. Autofi vychaze ji
z axiomatického /5,6/, termodynamického /8,9/ i statistické-
ho /8/ pfistupu a také z analyzy mechanickych modelts /10/.
V roce 1953 Gross /6/ shrnul vSe, co do té doby nédlefelo
k teorii linedrni viskoelasticity a ukazal, %e tato ji% tvo-
ri uzavfeny systém vztahli, ktery lze déle rozpracovat pouze
v konkrétnich aplikacich.

Zaroverni s linearni teorii viskoelasticity Jje poné&kud
skromnéji rozvijena nelinedrni teorie. Tato se obvykle ob-
jevuje v zévérech &lanklt a publikaci, tykajicich se teorie
lineédrni /2,7,15,16/, nebo v konkrétn&jsich aplikacich ve
vyzkumnych zpréavach nékterych pracovist f17,18,19,20,25/



které jsou pro bé&Znou technickou praxi jen
a poufitelné. Je oprédvnéné se domnivat, Ze teor
viskoelasticity je dnes v podobném stavu svého vyvo,
byla na podatku tohoto stoleti teorie lineérni /30/.

Ze struéného nahlédnuti do historie je zfejmé, Ze roz-
voj teorie viskoelasticity byl podminén vznikem a vyrobou
novych hmot, jejichZ statické ani dynamické vlastnosti nelze
popisovat pomoci jednoduchych predstav tak, Jjake v teorii
prufnosti, nybrZ je tfeba uvafovat dal&i prom&nné, kterymi
jsou v prvé rfadé ¢as a teplota.

1 kdy# teorie viskoelasticity byla pUvodné budovana ja-
ko nédstroj k popisu chovédni materidld a konstrukci pfi dlou-
hodobém zaté&Zovani, ukdzalo se, Ze 1lze obecné vypracované
metody aplikovat i na problémy dynamické. Tato skuteénost
znamenala kvalitativni skok v aplikacich smérfujicich k dyna-
mice staciondrnich i nestacionadrnich (pfechodovych) visko-
elastickych Jjevi.

Viskoelasticita, Jjedna =ze soudasti reologie, se takto
stdvA samostatnym védnim oborem neoby&ejné rozsadhlym, zasa-
hujicim do fady vé&dnich disciplin a &¢Astecné se s nimi pfe-
kryvajicim.

1. ZAkladni pojmy a vztahy v teorii linearni viskoelasticity

Viskoelastické prostfedi (i nelinedrni) lze nejobecnéji
definovat funkcionadlnim vztahem mezi sloZkami tenzoru napéti
Oij, slofkami tenzoru deformace €ij, resp. rychlosti defor-

mace éij, Zasem t a teplotou T /10,23/, tj.

Dv (Cij, Eij, éij, T, T)o= 0 & [ e

Pfedpoklad platnosti tohoto wvztahu pfitom vyluduje problémy
souvisejici s plastickymi deformacemi /22/.

Pro zjednodufeni budeme dale prfedpokladat, %e materiéal
se pti deformovani chovd izotermicky, tJj. Ze vSechny jevy
nami sledované probihaji za konstantni teploty,

Obecné jsou znadmy vlastnosti dvou idedlnich modelfl ma-
teridlu - elastického télesa a viskdézni kapaliny. Redlné ma-
teridly vSak ve vétZiné pfipadi maji vlastnosti, které se
nachaze ji mezl témito dvéma extrémy. Model elastického t&le-



sa lze aplikovat na materialy, které maji schopnost akumulo-
vat mechanickou energii a nerozptylovat ji. Na druhé strané
viskézni kapalina (Newtonovska) mé schopnost (pfi nehydro-
statickém zati®eni) rozptylovat energii, ale neni schopna Jji
akumulovat. Potom ovSem ani jedna ani druha teorie deformace
nemii¥e popsat chovéni takovych materiéliu, které maji schop-
nost tiasteéné lale ne uplné&) "navracet" potfebnou na jejich
deformovani. Takové materidly se vyzna&uji schopnosti jak
akumulace energie, tak jeji disipace.

Jiny zpisob charakterizovani takovychto materidll spo-
&¢iva ve sledovani Jjejich mechanického chovédni prfi nahle pii-
lofeném zatifeni a ndhlém odlehéeni. Idedlné pruZny materiél
pFfi takovychto refimech zatéfovani m&ni sv@j tvar a objem
s Jistou koneénou rychlosti danou rychlosti &ifeni pfislusné
deformaé¢ni vlny, pfiZem? po odleh&eni se navraci beze zbytku
do vychoziho stavu /42/, =zatimco redlny materidl pri téchZe
reZzimech zatéZovani méni svhj tvar a objem v zavislosti na

&ase, resp na rychlosti zatiZeni.

1.1. Creep a relaxace

Bez Gjmy na obecnosti vyfetfujme linedrni viskoelastic-
ké charakteristiky izotropniho materidlu pfi jednoosém tahu,
resp. tlaku (jednorozmérny model napjatosti}.

Podrobime-1i tenkou &tihlou ty¢ zhotovenou ze zkoumané-

ho materidlu v &ase t = 0 zatéZovacimu reZimu

gl{t) = o H{t) pro £t =z 0 ,
(129
alt) = 0 PETE-E < N0
kde oo Jje konstantni hodnota napé&ti vyvolana prilofenym
zatiZenim a H(t) Jje Heavisideova funkce - wviz obr. 1.1,
deformace zadne monoténné vzristat s &asem. Tento jev je na-

zyvan creepem (tedenim) a lze jej vyjad¥it vztahem

Eft) = ge J(E) = o0 [Jo F clt)] it

kde Jj(t) je funkce poddajnosti, ¢(t) je creepova funkce,
Jo=1/Ep (Ep - dynamicky modul pruZnosti) je poddajnost odpo-
vidajici okamZité elastické deformaci (viz. obr. 1.2).



Heavisideova funkce

H(t) = 0 H(t) = 1
pre.t < @ pro t > O
1
= 1 i
— S T—>0 t
Diracova funkce
6(t) = 0 [ §(t) = @
pro t = 0 pro t = 0
i g
=% +T T—=>0 v
obr. 1.1
j(t)
ci
JiT)
o e e i e e e e
|
!
0 15 iz
obr. 1.2

Pod pojmem relaxace napéti je obecné chéapédn jev spjaty

s poklesem nap&ti v <&ase pfi konstantni hodnot& deformace
€o, kterd byla v ty&i zafixovana v okamZiku t = 0, co% lze

zapsat Jjako

e(t) = es H{t) pre L = 0 ;
(1.4)

e(t) = 0D pro t < 0
Probihajici odezvu materidlu, pokles napéti v Zase, lze vy-
Jjadrit vztahem

o(lt) = €0 g{t) = €0 [g2 + 2(t)] , {1.5)

kde g(t) je relaxadni modul prufnosti (g(0)=go=En), ®=(t) je
relaxa¢ni funkce a go je tzv. rovnovd%iny modul - obr. 1.3.



g(t)

mtt}l
gm- ——————————————————————————————————

1.2. ReZimy periodického zatéZovani

(Komplexni velidiny teorie linedrni viskoelastdicity)

Tyto re%imy je zvykem v mechanice nazyvat dynamickymi.
Necht se deformace méni v &ase t dle harmonického zakona

olt) = oo expliwt) , (1.6)

kde go Jje amplituda harmonicky se ménici napéti, i je imagi-
narni Jjednotka (4-1) a w = 2nf Jje 1hlovd frekvence
(f-poket cyklld za Jjednotku &asu).

Vyjadfeni zat&Zovaciho c¢yklu ve tvaru (1.6) zna&i, Ze
zm&nu nap&ti miZfeme sledovat bud jako zm&nu "kosinovou", é&i
"sinovou" dle toho, sledujeme-1i redlnou ¢i imagindrni sloZ-
ku napéti. V podstaté& na tom nezélefi, avSak uZité vyjadfeni
v komplexni formé& usnadfiuje matematické zpracovéani,

Reakce linedrniho viskoelastického prostfedi na perio-
dickou zmé&nu zatiZeni je spojenid se vznikem periodicky m&ni-
ci se deformace e(t) stejné frekvence, aviak fazové zpoZdéné
o thel & za napétim vlivem disipativnich vlastnosti visko-

elastického prostredi. Pribé&h deformace se zapisuje ve tvaru

el = Neg Nexplii (i) tR=Na [iag )i 1T

kde €0 Jje amplituda deformace zpofdujiciho se o uhel ztrat
S(w ) za napétim - viz. obr. 1. 4.
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obr.1.4

Vztah mezi napétim a deformaci lze pak vyjadfit podobné

jako v teorii pruZnosti

ag(t) Oo
E{iw) = = — expli 6(w)] =
e(t) Eo
Ja
= — [cosB(w) + 1 sinb(w)] = {Lase)
Eo

= Ei1{w) + 1 E2{ewy) ,

kde E(iw) je nazyvan komplexnim modulem pruZnosti se sloZ-

kami, které jsou v literaturfe oznacdované jako

Jo

Ei(w) = Re(E) = — cosb(w) , 71949
Eo
Ja

E2({w) = Im(E) = — sinb(w) . (5 S He
Eo

Je tedy zfejmé, %e velidina komplexniho modulu pruZnosti je
dana pomé&érem amplitud napéti a deformace oo /€o a Thlem ztrat
Blw), ktery zadvisi na frekvenci harmonického pchybu. Pro
Uplnost pripomefime dalsi bé&Zné uZivané vztahy

Oa
— = |E(w) | = [E*F1 (W]} + Efz(wy)]1/4, (L T
Eo
Ez (W)
L (I S e felel 2
E1 (W)

patrné z jednoduché grafické interpretace - viz. obr. 1.5.

V teorii linearni viskoelasticity Jje analogicky jako
v teorii pruZnosti definovana velidina komplexni poddajnosti
J({iw) vztahem



e{t) €Eo
Jiw) = = expl-i 6(w)] = J1(w)-idz(w) ,(1.13)
alE) Jo
Ea
kde Ji (w) = — cosé(w) (1.14)
Oao
€o
a Jz{w) = — sinb(w ) . (1,189
Jo
Grafickd interpretace J(iw ) Jje na obr. 1.6.
Ji(w) 6
ST )L
Jz (W)
|Jlw) |
obr. 1.5 abrp. 1.6

Poznadmka: SloZky komplexnich wvelidin E(iw) a J{iw) maji
jasny fyzikalni vyznam /6,11/. Jejich redlné &4sti charakte-
rizuji elastické vlastnosti materidlu, nebot pfi daném reZi-
mu deformovani se akumuluje energie, kterd Jje umérna
Ei(w ), resp. Ji(w) a imagindrni &&4sti maji vyznam koefici-
entl Umérnosti ve vztazich charakterizujicich mnofstvi disi-
pované energie pfi dané frekvenci harmonického deformovani

- viz., kap. 5.4

1.3. Integralni pojeti linedrni viskoelasticity

(Princip superpozice)

Pfedchozi tri zédkladni refZimy deformovani jsou nejéas-
t&ji wuplatfiované v metoddch vyzkumu vlastnosti line&rnich
viskoelastickych materidli. KaZd4d 2z téchto metod umoZfiuje
stanovit "vlastni" charakteristiku materidlu. Vznika tedy
mnohoznaé¢nost v mechanickych charakteristikich, které v3ak
pfislusi témuZ materidlu. Aby tato nepfijemnd skute&nost by-
la systematickym =zplsobem odstranéna, bylo nutné nalézt
vztahy mezi vysledky jednotlivych metod a odpovéd&t na otaz-
ku, zda Jsou diskutované charakteristiky nezévislé, &i zda

10
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jsou vzajemné& vadzény. Tento problém resi obecnéj$i princip,
nazyvany BoltzmannGv princip superpozice, formulovany phvod-
n& heuristicky a posléze uznany Jjako matematickad formulace
zakladniho pfedpokladu teorie lineéarni viskoelasticity - hy=
potézy linearity viskoelastickych Jjevia. Tato hypotéza tvori
zdklad a podstatu ucelené fenomenologické teorie, kteréd po-
davé Gplny obraz o viskoelastickém chovani materialld splfiu-
jicich pfedpoklad linearity.

Boltzmanntv princip superpozice povaZfuje vSechny ucinky
na prostfedi nezavislé a aditivni, pfic¢em? reakce prostfedi
na tyto G€inky Jje linedrni.

Budeme-1i za t&chto predpokladd sledovat jednoduchy

proces deformovani, ve kterém jednotlivé pfirtstky deformaci

AEL;  AEZ, Sl AET .es+y AEn plsobicich v <&asech T,
T2 ,..4, Ti, +++., Tn Jjsou pri¢inou vzniku pfirbstkli nap&ti
ACl, AC2,4..+., ATi, ..., AOn, 1ze v daném <asovém okamfiku

t vyjadrfit celkovou zmé&nu napéti jako

n

alt] = BAc gt — L) s ials)
1
kde g(t) je relaxadni modul prufnosti, uplatiiujici se na
pfirtstku deformace aA€i po dobu (t-ti) - viz. obr. 1.7.
T (L)
A Ei
tas
]
0 Ti iy :

cbr., 1.7

Vzhledem k tomu, £e prOb&h deformace mb%e byt spojity,
potom i napéti bude spojitou funkci &asu a suma ve vyrazu
(1.16) pfejde v integrdl pfes vedkery uplynuly &as t, b&hem
kterého mohly preobihat zmé&ny deformace prostfedi. Tento
pfechod od diskrérnich déinkd k G&inklm spojitym vede na in-
tegralni rovnici

11
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JestliZ%e analogické uvahy aplikujeme na Jjev teleni
(Boltzmanniv princip superpozice v deformacich), dostavame

t

g(t) = } jlt-t)

0

Dolx)

dr - (1.18)
T

Pfedchozi vztahy (1.17) a (1.18) Jjsou vlastné matema-
tickym vyjéddfenim Boltzmannova principu superpozice a Jjsou
nazyvany integralnimi rovnicemi Boltzmann-Volterrovymi, ne-

bot teorii té&chto rovnic rozpracoval Volterra /12/.

Poznamka: Vzhledem k +tomu, #e v integréalnich rovnicich
{1.17) a (1.18) jsou obsaZeny funkce relaxace a poddajnosti,
lze na n& pohlifet jako na zobecnéni Jjednoduchych experimen-
tli popisovanych v kapitole 1. UvadZime-11 skokovy proces de-
formovani (4), pak po dosazeni do vztahu (17) dostéavame vy-
raz

T T

DH(t)
o{t) = €o g(t-t) —— dt = Eo Rl =) Bl ) OE &

T
o 1}

ktery 1lze na zakladé vlastnosti Diracovy funkce &6(t) /14/
zapsat jako

Gt )= e gtk

Funkce g(t) ve vztahu (1.17) je klesajici, a proto pri-
ristky deformaci, které se uplatfiovaly pifi menZfich hodnotach
¢asu t, kdyZ argument (t-t) Jje velky, neovlivni hodnotu na-
pé&ti o(t) tolik jako prirtstky deformaci, které se uplatfio-
valy pozdéji, kdyZ rozdil (t-t) je mensi. To neznameni nic
Jiného, neZ #e materidl, dle této predstavy, m4 schopnost
pozvolna zapominat predchozi G&inky. Ponévad% stejné avahy

lze aplikovat i na vztah (1,18), - oba dva integrdlni vyrazy

12
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byvaji naz§vany "integrély d&dignosti” a funkce g(E) ENILEY
funkcemi d&di&nosti. Poznamenejme, %e intenzita "zapominédni
star&ich udédlosti" z&vis{ na konkrétnim tvaru funkeci g(t)
a j(t).

Mnohdy se vztahy (1.17) a (1.18) uvad&ji ve tvaru, kte-
ry lze ziskat jejich integraci per-partes:

t

Delt-t)
glt) = g(0) e(t) + e{t) —— drv , (1197
T
o
t
Dilt-t)
ettty = J(0) slt) + gly) —— dt , _[1.20)
T

0

kde g(0) =a jl0) jsou podadte&ni hodnoty relaxa&niho modulu
prufnosti a funkce poddajnosti - wiz. cbr. 1.2 a 1.3,

Oznadime-1i

Qg(t-v) PDilt-t)
- ————— = L{t-1) T e e s
Dt Dt
lze vztahy (1.19) a (1.20) pfepsat do tvart
t
a(t) = g(0) e(t) -~ J E(CE=F ) elmiNids s, (ilsaebed)
0
t
(L) = Jioy alt) + J K(t-%] aft) de , PAEE3 )

0

kde funkce L(t) a K(t) jsou nazyvany jadry integrédlnich rov-
nic. V teorii linearni viskoelasticity toto vyjadfeni vede
na pou?iti algebry rezolventnich operatortu. Touto problema-
tikou se napf. zabyvaji pridce Rabotnova /3,13/ i jinych au-
tort /21,28/.

1.4. Diferencidlni pojeti linedrnf viskoelasticity

(Reologické modely)

Tato pfedstava, kterd je ekvivalentni predchozi pred-
stavé integralni spo&ivd ve stanoveni vazby mezi napétim

a deformaci pomoci diferenciadlniho vztahu. V nejobecn&jsi

13



slofkami nap&ti .

form& lze tento vztah mezi jednorozmérnymi

o a deformace € zapsat ve tvaru /7,24,27/

Po=QE€E (1524)
kde P a @ jsou line&rni &asové diferencidlni operédtory
m
P = po + pt DI1)+ pz D(2)+ p3 D(3)+ ,., = T pk DE
° {125
n
= qo + qI Bl1Xa qz Di2}1a4 qa o L O qk Dk
o

kde RS Eave b G T L

Tato forma z4pisu je spojena s Siroce pouZivanymi reo-
logickymi modely materidlu '(Maxwellﬁv, Kelvintiv, standardni
atd.) a predstavuje chovani zobecn&lého reoclogického modelu
vytvofeného spodetnym mnofstvim Kelvinovych a Maxwellovych
skupin. Rozbor chovéani zdkladnich reologickych modelt i nové&
vytvorfenych reologickych modelt materidlu je podrobné prove-
den v literatute, napt. /7,8,10,11,16,23,24,85,26/. ZvlaZtni
pozornost si zaslouZi prvni a v soudasné dobé€ jedind desko-
slovenska kniha o reologii hmot a konstrukeci /15/. N&které
vliastnosti zékladnich reologickych modeli budou diskutovany
v kapitole 5.

1.5. Relaxa&ni a retarda&ni spektra

Jiny zpusob popisu mechanického chovani linedrnich vis-
koelastickych 1lAatek Jje moZny v pojmech tzv. relaxadnich
a retarda&énich spekter. P¥i tomto popisu se predpokladi, Ze
material se chova podobné Jako nekoneéné (ale spofetné)
mnofstvi spojenych Maxwellovych, resp. Kelvinovych skupin
/15/.

Napfiklad pro reologicky model, ktery se sklada
z n Maxwellovych skupin (viz. obr. 1.8), lze napéti oft),
pfi stalém pfetvofeni €o, viz. vatah (1.4), vyjadfit jako

n
glt) = €0 [Eo + Z Ex exp(-Ext/Ax)] . (1 261
k=1
Predchozi vztah mbZeme zfe)mé& zapsat ve tvaru (1.5), tedy

aglt) = €0 glt) = €a [g22 + &(L)] ,

kde go = Fo

14




—

a #(t) = T Ex exp(-Ext/Ax) . (L
k=1

Kdy% se bliZ%i podet Maxwellovych skupin nekoneénu, pfejdou
moduly prufin Ek ve spojitou funkci E(tr) relaxadnich dob

trk=Ak/Ex & suma ve vyrazu (1.27) v integr4al. Relaxalni
funkeci 2(t) lze pak zapsat ve tvaru
@

2(t) = J Frr{tr) exp{-t/tr)} dir , {1528

(]

kde Fri(tr )=dE(tr)/dtr Jje relaxadni spektrum.

E1 Ez2 Ek En
Eo
Al )“2 lk )‘n
______ ] v
e
obz. 1.8

Jestli%e analogické vztahy budeme rozvijet v souvislos-
ti s pfedstavou o chovani nekone&ného poctu sériové spoje-
nych Kelvinovych skupin (obr. 1.9), dostaneme pro funkci te-
ceni ¢(t) prfi zat&Zovacim reZimu (1.2) vztah

citE) = J Feri(tr) [1 - exp(-t/Tr)] drr , (2o 99

ktery Je disledek toho, Z£e funkce g(t) je rostouci. Zde
Frr (tr ) 2znaéi retardadni{ spektrum a tR:‘lk/Ek retardadn{

dobu.

Poznamene jme, Ze 1 kdyZ se zdaji byt relaxa¢ni a retar-
daéni spektra =z fyzikédlniho hlediska nejzajimavé&jsi, nebot
poskytuji informace o struktufe materidlového systému a po-
vaze relaxaénich mechanismi velice podrobné, jsou pouze ma-
tematickym popisem makroskopickych jevl a nikoliv jev® na
molekuléarni ugrovni /5,6,11/. Musime si tedy uv&domit, Ze

15 .



tento zplsob popisu viskoelastického chovéani materiilﬁ II

vychézi ze sledovani matematickych vlastnosti relaxaéni

a creepové funkce.

Ez —— AAN—
El En
Eo
S E—
Jo Oo
A,
A, i
*,
chr, 1;9

1.6. Struktura teorie lineidrni viskoelasticity

Jak bylo v tdvodu této kapitoly predesléno, struktura
teorie linedrni viskoelasticity byla studovéna a uspoféd&na
Grossem /6/. Ten si pov&iml, Z2e vSechny préce, zabyvajici se
aplikaci linedrni viskoelasticity, maji spoledny matematicky
zAklad a navic, Z2e matematické pojeti wviskoelastického cho-
vani latek Jje stejné jako matematické pojeti jeho predchozi-
ho zdjmu, a to chovdni reédlnych dielektrik. V tomto pFipadé&
vysledky jeho vyzkumQ ziskané v této oblasti pFiznivé ovliv-
nily rozve) poznani v oblasti viskoelastickych Jjevi v nové
vyvijenych materidlech a Grossovo uspotradani teorie lineArni
viskoelasticity se stalo zAdkladem pro pozdéjfi vyzkumy a ap-
likace v této oblasti mechaniky kontinua.

Vzhledem k tomu, Ze v &eské ani slovenské bé&Zné& dostup-
né odborné literaturfe neni =zatim matematické struktura teo-
rie lineArni viskoelasticity v ucelené form& publikovédna vé&-
nujme se kradtce této problematice.

Z vySe uvedeného je zfeimé, £Ze viskoelastické jevy,
funkéni zéavislosti 1 experimentédlni méfeni 1lze rozdé&lit do
dvou skupin:

- prvni skupina (I) se tyk& creepovych jevlh a experimental-
nich m&feni pfi zadaném konstantnim ¢i harmonicky se m&nicim
napéti (zatiZeni),

- druha skupina (II) zahrnuje relaxadni Jjevy a experimen-

talni méfeni =za dané konstantni ¢&i harmonicky prom&nné de-
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formace.

Materidlové funkce a zévislosti lze pfitom Vv ka¥dé sku-

pin& rozli%ovat na tfech tdrovnich:

a) horni trovef tvofi funkce komplexni poddajnosti J{iw) ve
skupin& I a komplexniho modulu pru¥nosti E(iw) ve skupiné
BB
b) materidlové funkce na stfedni Grovni jsou ve skupiné
I funkce creepové ¢lt), resp. poddajnosti j(t) a ve skupiné
I1 relaxaéni funkce =(t), resp. relaxa¢ni modul pruZnosti
glt),
c) spodni tGroveli je tvofena retardaénim spektrem Frr (tr) ve
skupin& I a relaxaénim spektrem Frir(tr) ve skupiné TT;
Uvedené rozd&leni 1lze prehledné& uspofddat do schematu
{obr. 1.10), ktery odr&fi strukturu teorie linedrni visko-
elasticity a ukazuje na vztahy mezi velidinami obou skupin

i rlznych drovni.

horni urovefi

spodni drovenl

SKUPINA T SKUPINA II
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2. Obecné rovnice pro izotropni t&leso v teorii line&arni

viskoelasticity, koresponden&éni princip

V pfedchozi &asti III jsou zakladni pojmy a vztahy teo-
rie linearni viskoelasticity zavedeny pro jednorozmérné vis-
koelastické té&€leso, za které je povafovana tenkd Stihlé tyé&.
Doplnime protc dosavadni na%e vé&domosti souhrnnou diskusi,
kterd ukd¥e, jak lze danou problematiku zobecnit do oblasti
t¥{rozmérnosti. Poznamenejme, %e v této oblasti bylo zatim
dosafeno jen skromnych 1spéch@ v poznavani viskoelastickych
Jevili, a to jak 2z hlediska teoretického, tak experimentalni-
ho. V této ¢4sti shrneme zAkladni vztahy mezi napétimi a de-
formacemi tak, jak se objevuji v dostupné literatufe.

V teorii matematické pruZnosti je wvztah mezi tenzorem
napéti oci; a tenzorem deformace €ij, tedy Hookefiv zdkon pro
homogenni izotropni elasticky materidl, zapisovéan napfiklad
ve tvaru /26/

Gij = 2 G €ij + A exk 815 (2 1)

kde G a A jsou Lamého konstanty, 6ij Jje Kronecker(v symbol
a4 Ekk = E11 + €22 + €33 je pomérnad zména objemu (kubicka di-
latace).
Jestlife sloZky tenzor® napéti ocij a deformace €ij roz-
dé€lime ze znamych divodl na dvé &asti, dostaneme
gij = 8ij + okk 6ij/f3 ,
s )
€ij = eij + €kk Bij/3
Prvni velidiny =sij, eij na pravé strané vyraz (2.2) jsou
nazyvany devidtory napéti a deformace a charakterizuji smy-
kovd nap&ti a zménu tvaru elementarniho objemu materiélu,
zatimco 2zbyvajici velid¢iny, okkbij/3 (Ukk=011+622+033],
€kk6ij /3, jsou nazyvany kulovymi tenzory napéti a deformace
a charakterizuji tzv. stfedni tlak a pomérnou zmé&nu objemu.
Vztah mezi sloZkami deviAtoru napéti a deformace a mezi
pomérnou zménou objemu a stfednim tlakem je pak dan vyrazy
Si3 = 201G eigiy
L2

Ok k K €kk = Ekk/® ,

kde K= A +2G/3 je objemovy modul a 2=1/K je sou&initel stla-
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¢itelnosti materidlu. I

Jinymi slovy lze tedy Fici, Ze elementarni &4st materi-
41u, ktera je podrobena u&inku zatiZeni, dle této predstavy,
m&ni obecné& jak sviaj tvar, tak soudasné 1 svij objem.

Pro potfeby analyzy napéti v lineAdrné viskoelastickém
izotropnim prostfedi je nutno vztahy (2.3) "obohatit" o fak-
tor &asu. Vzhledem k tomu, Ze v teorii viskoelasticity exis-
tuje nékolikeré pojeti materidlovych funkei (viz. kap. 1),
bude takovych rovnic vice.

UvaZime-1i napfiklad diferencidlni pojeti linedrni vis-
koelasticity /24,25/, dostavame

Ps sij = Qs eij ,

{2.4)

Pa okk = Qd Ekk ,
kde Ps, Qs, Pa, Qa Jjsou linedrni diferenciélni operédtory po-
dobné& jako ve wvztahu (1.24). Prvni dvojice diferencialnich
operatortt (index s) <charakterizuje viskoelasticky materidl
pfi smykové deformaci (zméné& tvaru), druhé&d dvojice operéAtorh
(index s) popisuje Jjeho dilata¢ni chovani (zmé&nu objemu).

Jind forma vyrazli (2.4) vychédzi =z néasledujici davahy.
Tak jako izotropni lineadrné elastické téleso je jednozna&né
specifikovano dvéma nezavislymi elastickymi konstantami, bu-
de chovéani izotropniho lineédrné viskoelastického té&lesa de-
finovédno rovnéZ dvéma materidlovymi parametry, které budou
navic funkcemi &asu. Symbolicky, prostfednictvim operdtorové
algebry /1/ lze psét

sij = 2 8 GLE
n {(2.5)
gkl i="K exk

Takovy zapis ma tu vyhodu, Ze lze pfimo vyuZit znamych
vztahl mezi analogickymi konstantami materialu, které byly

zavedeny v teorii elasticity, napt.

~ s
S 2 . AEEN )
K=A +—G = ~ =
3 3V

~ ~ ~o ~ (2.6)
2G(1 +y) GE E
= 7o = vy 7] = ~

3(1 -y ) 3(3G - E) 3(1 - 2Y)
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a které vlastné& uvadeji do vztahu odpovidajici funkce Casu
Y 3 WA s

2 E(t)
REt) = Alt) + — Glt) = son = ——————SDNEF R
3 3[1 - 2y (t)]

N N s - 3
Poznamenejme, %e E a Y jsou operdtory analogické modulu

prufnosti a Poissonovu ¢&islu.
Pfedchozi forma =zapisu Jje uzce spjata s vyjadfenim
v integrdlni formé /2,24/. Platt

T

genlt)
5i3 = gz{t - t) ——— dt ,
J Dt
& (2.8)
t
i Dexx(t)
Okk = ERED T e e e e
. R
L]
resp. t
| Dsijte)
eij = jeft = T} —m—————dxT ;
J 9+
g e
t
I Dokk(t)
Ekk = Ja e T
3 D
1]
kde symboly €si(d) a Jjsid) 2na¢i relaxadni moduly a funkce
poddajnosti pfi smykové deformaci (index s), resp. objemové
dilataci (index d).
Oznalime-1i
ge i) = 2 Glt) @& galt) = 3 ElE) (2. 105

lze zapsat Hookelv zakon (2.1) analogicky jako

t

} ,aE.lj{'E)
gijlt) = Glt - 1) ———— dt +
Dt
¢ (2118
. D exx ()
Ekk |T
+ 8ij | A‘(t = ] el
u. T
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Symbolicky 1lze wvztahy (2.8), (2.9), (2.11) zapsat,

transformujeme-li je Laplaceova prostoru /31/:

sij = p 8=(p) eij ,

5 B - {22
Okk = p gdalp) €kk ,

resp. = v =
eij = p Jslp) sij ,
i = : {2.13)
Exk = p Jjalp) oxx ,

nebo
cij = 2 p Glp) €ij + 6ij p Alp) Ekk , (2.14)

kde p je Laplacetv parametr a pruh nad symboly zna¢i Lapla-
cefiv obraz pfislusné funkce dcasu.
Aplikujeme-1i Fourierovu transformaci /7/, dostavame

obdobnou formu zAapisu

sij = G(iw ) eij ,
" - ol b5,
okk = Kliw ) €kx ,

resp. B =
eij = Jliw) sij5
= — (2.16)
€ij = #(iw ) okx ,

kde G(iw ) Jje komplexni smykovy modul, K(iw ) je komplexni

objemovy modul, J(iw) Jje komplexni smykova poddajnost
a 2(iw) je komplexni modul stlacditelnosti.

Poznadmka: Korespondenéni princip

Apardth Fourierovy a Laplaceovy transformace Jje bé&Zné
ufivano k reSeni Uloh v teorii lineédrni viskoelasticity. Jak
je ztejmé /2,7,22,36,44/, aplikace téchto transformaci pfe-
vadi vztahy teorie linedrni viskoelasticity na analogické
vztahy znamé v teorii pruZnosti, JjestliZe budeme povaZovat
transformované ¢&asové velidiny =za odpovidajici veliéiny
v teorii prufnosti a transformované materidlové funkce vis-
koelasticity za odpovidajici konstanty elastického materid-
lu. To 2znamena, Ze elastické freZfeni dané Ulohy Jje vlastné
transformovanym fefenim analogické viskoelastické Glohy.

Tento vzajemny vztah mezi Fefenim elastické a visko-
elastické ftlohy je nazyvadn korespondenénim principem nebo
pruZné-viskoelastickou analogii. Pfevedeni fe%ené ulohy do

21




prostoru transformaci usnadfiuje zépis vztahll a dalsi matema=
tické zpracovéni. Jsou-li ov&em vysledkem FeSeni sloZiteéjsi
vyrazy, vznikaji Jjisté poti%e pfi zpé&tnych transformacich.
Z tohoto dfivodu jsou byly navrZeny G&inné aproximativni po-~
stupy, které umoZffiuji spolehlivé provedeni inverznich opera-
cINyia2 335 34 /0

Z analyzy provedené napi. v /2,7,22/ je zfejmé, Ze ope-
rédtory a funkce odréfejici smykové deformace, stejné jako
operadtory a funkce odraZejici objemové dilatace jsou vzéjem-
né vadzdny. OvSem neexistuje a priori #4dnid spojitost mezi
chovanim pfi smyku a dilataci, takfe operadtory Ps 'a Pa, Qs
a Q4 stejné Jako funkce gs(t) a galt), Jslt) a Jalt),
Gliw) a K{iw), Jliw) a =z(iw) jsou nezavislé /22/.

To Jje jeden 2z divoda, proé¢ vétdina experimentélnich
technik pro stancvovani vlastnosti viskoelastickych téles je
provadéna bud pPi smykovych /49/ nebo jednodimenziondlnich
prodminkdch zatéZovani., Zatimco prvni experimentédlni postupy
umoZfiuji zjistit relaxa&ni moduly, funkce poddajnosti a kom-
plexni moduly ve smyku, druhé davaji vysledky, ve kterych je
obsa%ena kombinace jak smykového, tak dilataéniho chovani
materidlu. Této problematice, a%¥ na vyjimky /35/, bylo vsak
zatim vénovadno Jjen médlo védomého usili a v soufasnosti neni
vérohodné prozkouména /22/.

PFri Fefeni problémi, které né&jakym zplsobem zasahuji do
této ne dostatedné probadané oblasti viskoelasticity, expe-
rimentator i teoretik vétZinou zavddi pfedpoklady vhodné pro
ten ktery pfipad /1,22,25,26/. Obvykle jsou to tyto pFedpo-
klady:

a) materidl se pifi smykové a objemové deformaci chovéa
identicky, tzn. Ze plati

M) =konat < 058
E{t}) = E &lt)/G ;
b) materiadl Jje pruZné stla&itelny, tj.

K(t) = konst. ,

1

E(t) B2 e ) A = o)
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a rovnice (2.5) pfejdou do tvaru
! A
Ssij = 2 G eij ,
okk = K &kx

tedy vlastnosti material®t Jjsou urovany Jjednou konstantou
K a jednou funkci &asu G(t);

c) materidl je nestladitelny a potom
€xx =0 , K{(t) —> o ,
E(t) = 3 G(t) a Y (t) = konst. = 0.5

Jak vyplyva z celkem ojedin&lé prace /35/, opravnénost
zvoleného pFedpokladu je nutno dokumentovat experimentéalnimi

vysledky.
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3. ldentifikace mechanickych vlastnosti

viskoelastickych materi&lil

V této kapitole socuhrnné& uvedeme zékladni typy experi-
ment&lnich metod, které umofiuji vySetfovani predevSim dyna-
mickych materidlovych parametrt (funkci) zavedenyeh v teorii
linearni viskoelasticity.

Nejdfive vSak poznamenejme, #e neni znama obecnd meto-
da, kterd umoffiuje klasifikovat materidl pfi kratkodobém za-
t&%ovani 2z hlediska Jjeho linearni &i nelinearni odezvy
a kterd by rozhodla o aplikaci bud linedrni &i nelinearni
teorie viskoelasticity. Je vSak zfejmé, Ze u materiadlt spl-
fiujicich pfedpoklad linearity musi byt splnény podminky

flk,s ) = & . flxi)s s tea iy
flxrtxz ) = £zl = Elxz ); (:8..2)

které je nutno ovéfit pro dany materidl experimentalné.

Charakterizovani mechanického chovAni materialfl, které
vykazuji ¢fasovou z4vislost odezvy na priloZené zatiZeni, je
problém slo%ité&j%i povahy, neZ Jje Jjeho elasticky protéjsek.
V teorii linearni elasticity izotropniho kontinua jsou para-
metry, které vstupuji do wvztahli napéti - deformace, dvé&
snadno méfitelné konstanty (viz wvztah 2.1), zatimco v pPipa-
dé¢ lineadrné viskoelastickych materiadll Jjsou tytéZ parametry
&asové, resp. frekvenéné zavislé funkece. K wvy&erpavajicimu
popisu chovdni materidlu je v tomto pripadé #%4douci nalézti
pribéhy téchto funkc{ teoreticky v nekoneéném &asovém, resp.
frekven&énim rozsahu.

Dfive neZ obrAtime pozornost na struénou charakteristi-
ku jednotlivych experimentadlnich metod umoZfujicich identi-
fikaci viskoelastickych materialt pfi krédtkodobém zatéfova-
ni, je vhodné upozornit na obecné zvlaStnosti, které je nut-
né si uvédomit p¥i rozboru odUvodnénych a spolehlivych expe-
rimentédlnich postupl.

Nedilnou soucasti kaf?dé metody je teoreticki analyza
uvaZovaného problému. Je nutnéd proto, aby bylo moZné z mé&fi-
telnych fyzikadlnich velidin vyhodnotit mechanické charakte-
ristiky. PFi idedlnim uspofadAni experimentu (v&etné splné&ni

okrajovych podminek) takovéd analyza poskytuje exaktni rovni-
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ce a nakonec i fefeni. Tato UGvaha je sice prosté, oviem I
sime si uv&domit, %e neni v#dy snadné a mnohdy ani moZné da-

né predpoklady teoretické analyzy v reédlném experimentu do
disledku splnit. Ve skute&nosti méloktera experimentdlni me-
toda splfiuje vZechny nazna&ené pofadavky. To znamend, Ze bud
rovnice teoretického fefeni jen pfibliZn& popisuji redlné
usporddani experimentu, nebo teoreticka analyza neuvaZuje
zcela pfesné skutedné, napf. zatéZovaci &i geometrickeé,
okrajové podminky.

Neni{ ov&em tUdelem tyto skutednosti povaZovat za kritiku
vétSiny experimentdlnich, nybrZ vyzdvihnout dleZitost teo-
retickych z4kladl experimentu a upozornit na pfiéigy, které
vedou k tomu, %e jedny experimentidlni postupy jsou lépe ana-
lyzovatelné ne% druhé. JestliZe toto méme na mysli, prfistup-
me ke zmin&né charakteristice jednotlivych experimentélnich

metod.

3.1. Creepové a relaxacdni experimenty

Je obecné zndmo, Ze creepové a relaxadéni experimenty,
viz, vztahy (1.2) a (1.4), poskytuji nejzédkladnéjisi informa-
ce 0 chovani viskoelastickych materialfl. Jestlife v3ak sle-
dovany ¢&asovy interval creepového nebo relaxaéniho jevu neni
srovnatelny s Casovym intervalem, ktery Je d&dn vstupnimi
podminkami, napf. rychlosti zatiZeni na poddtku experimentu,
pak takovy experiment miOZe poskytnout nepfesné a dokonce
i klamné vysledky. Tato skutednost souvisi s ufivanim kva-
zistatickych creepovych a relaxadnich experimentf pfi zkou-
mani dynamické (rédzové) odezvy vishoelastickych materigld,
tedy pro ¢asové intervaly zatéZovani fdaddové desitky a2 stov-
ky mikrosekund. DGvody, které vedou k tomu, #%e nelze jedno-
duché creepové a relaxadni testy uZit k dynamické identifi-
kaci viskoelastickych materidli jsou dva:
~ prvni souvisi s tim, Ze prakticky neni mo%né realizovat
ide&lné skokové zatéZovaci cykly,
~ druhy #ikd, Ze 1 kdyby to bylo moZné, byly by pfid&inou
sloZitéjSich dynamickych (pfechodovych, resp. vlnovych) je-
vii, které nejsou vysvétlitelné teoretickou analyzou kvazi-
statickych creepovych nebo relaxaénich testh.
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Pro ilustraci nejni%&{ hranice &asu, od které jg
provadét méfeni materidlovych =z4vislosti viskoelastick?dﬁ
materidl@ standardnim, t.j. kvazistatickym zplsobem, uvadi
v diskusi autor prace /36/ publikaci Benbova, ktery realizo-
val torzni creep v ty&ich od &asové hranice 40 ms. Obvykle
je v&ak v literatufe uvéddéna spodni hranice &asd 1 s /16/ aZ
0,1 s /2, 52/. To znamen&, %e charakter creepovych a rela-
xaénich funkci pro &asy men%i ne? je uvedena hranice je nut-
né vy%etfovat metodami, které se zdsadn& odlisuji od stan-

dardnich creepovych a relaxadnich experimentl.

3.2. NepFimé metody ur&ovani slofek komplexnich velidin

Jak bylo ukézéano v prfedchozich kapitolédch, lze odezvu
viskoelastickych materidll charakterizovat komplexnimi veli-
¢inami, Jjako funkci frekvence, viz kap. 1.2.

Pro ziskadvani sloZek komplexniho modulu pruZnosti,
resp. komplexni poddajnosti byla vypracovadna fada experimen-
tdlnich postup@, béZné& oznadovanych za dynamické. Tyto jsou
zaloZeny bud na rozkmitdvani vzorkl ze zkoumaného materialu
na uré¢itou frekvenci volnymi, resp. vynucenymi kmity, nebo
na vysiladni do =zkufebniho télesa wvyrobeného ze zkoumaného
materidlu akustickych (deformadnich) vln a nadsledné regist-
raci potfebnych fyzikdlnich velid¢in, pomoci kterych lze vy-
hodnotit reélnou a imaginAdrni sloZku pfisluiné komplexni ve-
li¢iny pro danou frekvenci nebo pro urdity frekvenéni inter-
val .

Poznamene jme, Ze v né&které odborné literatufe, a to
pfevédZné sovétiské, Jjsou tyto metody souhrnné nazyvadny jako
metody akustické /37/, Nigul /38/ metody zaloXené na analyze
echo signall nazyvéd metody akustodiagnostiky.

Dynamické metody jsou experimentédlné uskutednitelné po-~
mérné snadno, aviak interpretace nam&fenych velidin je jiz
relativné sloZit&jsi.

Jak bylo vyZe naznadeno, lze dle charakteru experimentf
tyto metody délit do dvou hlavnich skupin:

- metody zaloZené na mé&feni kmitd (dle /39/ metody rezonan&-
ni),

26



- metody =zalofené na mé&Feni %ifeni vln (dle /38/ me S
akustodiagnostiky, dle /39/ metody fé4zovych rychlosti a me-

tody impulsni).

Spole&nou vyhodou t&chto metod je skute&nost, Ze pFi
jejich aplikaci nedochéazi zpravidla ke zmé&né struktury mate-
ridlu a k poruSeni. V tomto smyslu tyto dynamické metody ne-
mohou byt nahrazeny ani nejspolehlivé&j3imi statickymi meto-
dami. Jinou vyhodou t&chto postupl je, Ze nevyZaduji vzorky
velkych rozmé&r a jeden vzorek, ¢&i skupinu vzorkl, lze uZit
pro méfeni v Sirokém intervalu teplot. Dal&im kritériem uZi-
ti metod je jejich pracnost, pfistrojovAd ndroénost, moZnost
automatizace zpracovani experimentélnich dat a s tim spojena
mofnost sledovani potfebnych fyzikalnich velidin v co nej-

EirSim rozsahu &ast a frekvenci.

3.2.1. Metoda volnych kmita

V télese ve tvaru tyle nebo prutu lze vyvolat podélné,
pfi&né nebo torzni kmiténi. Pro dany zkuSebni vzorek existu-
ji Jjisté charakteristické frekvence, které jsou funkeci jeho
geometrie, hmotnosti, materidlovych vlastnosti a tvaru kmi-
tani. Pro vzorky Jjednoduchého geometrického tvaru lze pomoci
principt mechaniky kontinua odvodit vztahy mezi témito para-
metry a frekvenci{ pro dany tvar kmitd. Pfi experimentu se
postupuje tak, £e se vzorek, popf. soustava se vzorkem uvede
do né&kterého tvaru kmitdni a po ocdpojeni budici sily se sle-
duje Jjednak frekvence kmitl, ze které se vypo&te realni
sloZka komplexni veliéiny, a Jjednak pribéh doznivédni, tj.
amplitud tlumenych kmith, =ze kterych se vyhodnoti pomoci
tzv. logaritmického dekrementu imaginadrni slo%ka komplexni
velidiny.

Nejroz&ifenéjsim prfistrojem v této metod® je torzni ky-
vadlo. Perepelko /37/ uvadi, e asi 80% vZech dynamickych
testl je uskutedfiovano timto zplsobem.

Pro ilustraci uvedme schema pFistroje - wviz obr. 3.1,
typicky =zAznam tlumenych tlumenych kmitd - wviz. obr. 3.2
a vztahy pro vyhodnoceni slo¥fek Gi, Gz komplexniho smykového
modulu pruZnosti Gliw) /16/:
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kde A - logaritmicky dekrement
Ak, Ak+1 - viz, obr. 3.2
1, r — viz. obr. 3.1
M - moment setrva&nosti disku setrvaéniku
w - thlova frekvence
5(w) - fazové zpofdéni
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Poznamenejme, %2e existuji rtzné varianty té&chto pri-

stroji (technické parametry a dalsi odkazy lze nalézt v pub-
likacich naptf. (16, 37/). Interval frekvenci ve kterém je
této metody uZivano byva 10-2 - 30 Hz /37/.
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3.2.2. Metoda vynucenych rezonan&nich kmith

Pfi této metod® se vzorek nebo soustava se vzorkem uvé-
df do zndmého tvaru kmitdni a pozoruje se amplitudové odezva
na zménu budici frekvence. Rezonan&éni frekvence fr a Sifka
rezonanéni kfivky A f - viz obr. 3.3, jsou mé&fenymi fyzikal-
nimi velidinami pro vyhodnoceni sloZek komplexniho modulu
Y B s D

— A/Amax X

:fr £ HZ

Poznamene jme, Ze pristroje konstruované pro ufiti této
metody Jjsou =zaloZeny zpravidla na méfeni ohybového kmitani
vetknuté ty&e vyrobené ze zkoumaného materidlu. BéZné tyto
pfistroje pokryvaji frekvenéni rozsah 5 - 5. 103 Hz, i kdyz
v literatute, napf. /37/, Je popsan pfistroj umoZfiujici
elektrostatické buzeni podélnych kmith (v polymernich vzor-
cich) ve frekven¢nim rozsahu 1 - 40 kHz !

Torzni wvarianta obdobného pfistroje Jje popisovana

v praci Gottenberga a Christensena /49/.

3.2.3. Metoda nerezonanénich vynucenych kmiti

Ob& wvySe prezentované metody Jsou velice jednoduché
a zabezpeluji vysokou pfesnost stanovovani dynamickych cha-
rakteristik materidlli i v Sirokém intervalu teplot. Maji ov-
Sem ﬁeden nedostatek,ktery spoéivd v tom, %e rezonan&ni
frekvence je zé4visléd na tuhosti zkuSebniho vzorku. Poné&vads
se vSak tuhost méni s teplotou, m&feni je nutné provadét pro
rtzné rezonanéni frekvence zvlast. Proto se pro stanovovani
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frekven&nich a teplotnich zavislosti viskoelastické odezvy
materiald pfednostné ufivaji nerezonanéni metody.

Princip metody spo&ivéd v tom, %e se vzorek materiédlu
zadleni do elektromechanického obvodu a zkoum4 se chovéni
tohoto obvodu v uréitém frekvendnim pdsmu. PFitom se vzorek
neuvddi do rezonance. PFfi praktickém zphsobu méfeni je vice
mofnosti. Jako jedna z moZnosti je metoda dynamické impedan-
ce. Je zalo%ena na skutednosti, Z%e &innost elektrodynamické-
ho budide Jje reverzibilni, to znamend, Ze elektricky proud
v budici civce indukuje elektromotorickou silu, kteréd je
um&érna dynamické impedanci mechanického systému. Mé&Fenim
redlné a imagindrni sloZky protielektromotorické "sily lze
urd¢it komplexni modul pruZnosti a tlumeni materidlu zkuZeb-
niho wvzorku /23/. Tyto metody pokryvaji frekvenéni oblast
0= =20 0% Ha s AR/

Poznémka:

Metody zaloZené na méfeni kmiti vzorki zhotovenych ze
zkoumanych materidl@t Jjsou =zatiZeny chybou, na kterou se
v literatufe bé&Zné neupozorfiuje, a mnohdy si ji experimenté-
tofi ani neuvédomuji. KaZdé uchyceni, resp. upnuti, vétSinou
vetknuti vzorku zkoumaného materidlu se v experimentdlnim
uspoféaddani povafuje za dokonale tuhé, adkoliv takové nelze
v podstaté nikdy zarudit a to pfedeviim za podminek dynamic-
kého zaté&Zfovani. Tato skuteénost je pak pfid&inou toho, %e
vyhodnoceni dynamického experimentu poskytuje ponékud veétii
utlum materidlu, nebot k rozptylu (disipaci) energie dochazi
nejen v samotném zkoumaném vzorku materialu, ale i v jeho

refdlném uchyceni.

3.2.4. Metoda Sifeni stacionArnich harmonickych vln

Tato metoda, stejné jako metoda néasledujici, je z expe-
rimentdlniho hlediska ponékud sloZit&jSi neZ% metody vysSe
uvedené. To vSak nic neméni na skute&nosti, %e je prostred-
kem pro méfeni vlastnosti materidll pfi velmi vysokych frek-
vencich 10 - 30 MHz /2, 16, 37/.

Veli&iny, které urcuji charakter %ifeni vln, tj. jejich
rychlost a utlum, zavisi na typu vliné&ni, elastickych a utlu-
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movych vlastnostech materidlu, na mérné hmotnosti a geome
rii vzorku /41, 42/. Z naméfenych fyzikdlnich veliéin, kte-
rymi jsou fézova rychlost clw ) a utlum d{w ) dané frekvence
W, lze dle zndmych vztahu urdit sloZky prisluinych komplex-
nich veli&in /22, 43, 44, 68/. Mezi nejroz$ifen&jsi metody
patfi /37/ metoda imerzni a metoda pfenosovych tyéi.

Podstata prvni metody spo&ivA v tom, Ze se vzorek mate-
riédlu v&etn& piezoelektrického vysilade a prijimade akustic-
kych vln umisti do imerzni kapaliny, kterd zabezpeluje
dobrou akustickou wvazbu mezi piezokrystaly a vzorkem mate-
ridlu. Odpadaji tak potiZ%e spojené s problémem kontaktnich
vrstev. )

Metoda pfenosovych ty&i spo&ivd v tom, Ze se vzorek ma-
teridlu umisti mezi &ela dvou pFenosovych kovovych nebo kfe-
mennych ty&i, pfic¢emZ na protilehlych koncich jsou p¥ipevné-
ny piezokfemikové krystaly, jeden ve funkci pfijimade, druhy
ve funkci vysilafe akustickych wvln. Pfencsové ty&e jsou uZi-
vany z toho dbvodu, aby se wvylou&ila moZnost pfekryti (su-
perpozice) deformafnich pulst produkovanych budicim piezo-
krystalem s deformadni vlinou, kterd se Sifi zkoumanym vzor-
kem materidlu. Soudasné tento zplsob umoZfiuje rozsifit te-
plotni interval mé&feni.

Tyto metody Jjsou uzce spjaty s posledni metodou, poné-
vadZ ufivand aparatura mUZe pracovat jak v reZimu stacionar-
nich vln, tak pfechodovych impulsil.

3.2.5. Metody 3ifeni impulst

Pri aplikaci téchto metod se do vzorku, napf. ve tvaru
tyde nebo bloku vysild bud soustava impulsl nebo pfimo jeden
impuls. Jednou z fyzikédlnich charakteristik mé&feni je &as
potfebny pro prechod signidlu mezi dvéma pozorovanymi misty.
Pomoci tohoto se stanovi rychlost &ela pulsu a posléze se za
pfedpokladu stavu napjatosti vypo&te podle znadmych vztahl
/41, 42/ pfislusnd charakteristika materidlu (nap¥. dynamic-
ky modul pruZnosti atd.). Utlum materisdlu a slo%ky komplex-
nich veliéin lze ur&ovat ze zmény amplitudy /37, 45/ a tvaru
pulsu /38, 43, 44/. PonévadZ podle tvaru puls@ mohou domi-

nantni frekvenéni sloZky +tvorit Gzkou nebo Zirokou &&st
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spektra, rozli%uji se tuzkopasmové a Sirokopadsmové impulsy
/39/.
Do této skupiny metod, které jsou v literatufe oznado-

vany Jjako nejperspektivn&j%i =z hlediska aplikaci, patfi

metoda osamélého pulsu (MOAP) uveden& v kapitole 4,

3.3. Ekvivalence &asovych a frekven&nich materidlovych

I kdyZ funkce relaxace &i creepu na nekone&ném &asovém
intervalu jsou ekvivalentni sloZkédm odpovidajicich komplex-
nich veli¥in na nekoneZném intervalu frekvenci zustava sku-
tednosti, Ze ani Jjedny ani druhé nelze stanovit'pro cely
rozsah &asf@i a frekvenci. Prfisnéji Fedeno, znalost napf. pri-
b&éhu funkce relaxace na nékterém kone&ném &Easovém intervalu
neni v obecném pripad& ekvivalentni vyZetfenym priub&him slo-
2ek komplexniho modulu pruZnosti na nékterém konedném inter-
valu frekvenci /2/. To znamend pouZiti transformaénich vzta-
hi matematicky =zabezpedujicich vzAdjemnou vazbu <&asovych
a frekvené&énich funkci neni v takovém pripadé snadny ani nad-
miru spolehlivy /36/. Z tohoto dlvodu se doporuduje radé&ji
poufit takovych metod pro pfimém stanovovéani pFislusnych
mechanickych charakteristik, které se jevi jako nejvhodné&j%i
k dosaZfeni poZfadovaného cile.

Pokud se ovZem povaZuje za schidn&jsi experimentédlni
stanocveni charakteristiky Jjednoho typu a posléze prechod
k charakteristice jiného typu pomoci aproximativnich matema-
tickych, pfipadné numerickych metod, nelze soudasné nesledo-
vat vzéjemné vazby mezi &asovymi a frekvenénimi intervaly
f2f:

- obou typl experimentl pro dany materiél,

- ve kterych jsou poZadované mechanické charakteristiky ufi-
vany k analyze nékterého z nédsledné Ffefenych teoretickych
problémi.
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4.1, Predchozi préace

4., Impulsni metoda osam&lého afinniho pulsu - MOAP

Historie experimentédlni mechaniky Jje bohatd na prace
zabyvajici se problémem odezvy elastickych konstrukci na dy-
namické zatiZeni. TotéZ vak nelze Ffici ani o jednoduchych
konstrukcich zhotovenych z materidlti, které samy o sobé& vy-
kazuji Easové zavislou odezvu na aplikované zatiZeni. PFi&i-
nou je pravé pfitomnost &asu, resp. frekvence, v konstitu-
tivnich rovnicich (viz. kap. 1) a v neposledni radé i ve
vliastni identifikaci dynamickych materidlovych funkei (viz.
kap.3). ;

Ze studia literatury je zrejmé, Ze nejvice cennych teo-
retickych i experimentdlnich vysledk@ bylo =zatim dosaZeno
v oblasti &ifeni vln napéti, resp. deformaci v jednorozmér-
ném lineArné viskoelastickém prostredi.

Prdce z této oblasti lze rozdélit do t#i skupin:

- prvni skupinu tvofi prace té€ch vyzkumnikh, ktefi se zaby-
vali rozborem platnosti zakladnich reologickych modeld re-
prezentujicich lineAdrné& viskoelastické chovdni materialt.
Odezvou napf. Maxwellova, Kelvinova, standardniho i jinych
viceparametrickych modelfi na ustédlenou periodickou zm&nu na-
péti, resp. deformace, se zabyvali, Jjak uvadi autor préace
/22/, kde lze najit tyte odkazy, Hillier, Davies a Ferry
a rovnéf Kolsky /26/,

- v druhé skupiné jsou préce, ve kterych byla studovana
odezva riznych materidll na pfechodové (nestaciondrni) wvlny,
resp. pulsy deformace (nap&ti}) /50, 53, 54, 55, 56, 57, 71,
72/. Zv1435té¢ upozornéme na préce &eského vyzkumnika Karlika,
ktery aplikoval tfiparametricky model viskoelastického pro-
stredi na modelovani nestacionadrni napjatosti metodou
kone&nych prvka /109, 110/.

- tPeti skupinu praci tvorfi préce, ve kterych byla zkouména
odezva materidlt rovnéZ na nestaciondrni zat&¥%ovaci G&inek
ve formé&€ rlznych tvart pulst, avSak pFedpokladaly se obec-
néjsi zdvislosti materidlovych vlastnosti na &ase, resp. na
frekvenci, popf. pfimo byly pouZity zévislosti experimentdl-
né stanovené /22, 25, 26, 47, 48, 58, 59, 60, 61, 62, 63,
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64, 65, 66, 70, 97/. :
Dikazy o tom, %e v zorném poli z4jmu teoretikG a expe-

riment&tort nejsou jen problémy jednodimensionédlnfiho Sifeni
viskoelastickych vln, podévaji napf. préce Lifshitze a Kol-
ského /35/, Brepty /71, 72, 108/ a Filippova /73, T4/.

Zavérem informujme o pracech, které se pfedeviim staly
zdrojem inspirace pro vypracovani niZe uvedené metody, tzv.
MOAP a které Jjsou vlastn& inverzni tlohou k uloze o Sifeni
vlin ve viskoelastickém prostfedi.

Zatimco vstupnimi daty do dlohy &i¥feni viskoelastické
vlny jsou materidlové vlastnosti prostfedi a tvar zat&Zujici
vlny, resp. pulsu, u inverzni Glohy, pfesné&ji Fefeno ulohy
identifikace materiédlovych vlastnosti, Jjsou vstupem vhodné
m&Fitelné fyzikdlni veli&iny, napf. <&asové prub&hy posunuti,
rychlosti &4stic nebo deformace, které na zadklad& dfive pro-
vedené teoretické analyzy poskytnou po zpracovani poZadované
materidlové funkce. Tento postup, ktery poZaduje mé¥eni pa-
rametr@l nestaciondrni viskoelastické vliny béhem jejiho Sife-
ni zkoumanym prost¥edim neni jiZ tak bé&Zny. Z této oblasti
lze doporu¢it ke studiu préace Lifshitze a Kolského /35/,
Blanca /68/, Sackmana a Kaye /67/, Kaye /36/, Distéfana
/76/, Distéfana a Pistera /27/ a jiZ citované publikace &es-
koslovenskych autor@ /39, 43, 44/.

Pro Uplnost 1literdrniho souhrnu se odvolejme jesté na
odkazy, ze kterych lze &erpat =zAdkladni informace pro kon-
strukci postupfi, jejichZ cilem by byla identifikace dynamic-
kych vlastnosti nelinearnich viskoelastickych materidlt
F1:85. 19, S3Bi =G ST Ao

4.2. Distorze osamélého deformadniho pulsu Sificiho se tyé&i
z disipativniho materidlu

B&hem teoretickych a experimentédlnich praci provAdé&nych
v laboratofi katedry mechaniky,pruZnosti a pevnosti na Vyso-
ké Zkole v Liberci, které byly zaméfeny na %ifeni podélnych
deformaénich pulst v tenkych dlouhych ty&ich se ukazalo, %e
vyhodnoceni dynamickych charakteristik jisté tridy wvisko-
elastickych materidli lze vyrazné zjednodudit. Podstatou

zjednodudeni je experimentdlné pozorovand a statisticky pro-



kdzand "afinni podobnost &asovych prib&hd pomérnych deforma-
ci”, které jsou snimény napf. tenzometry ve dvou mistech
1 a 2 na tyéi zhotovené ze zkoumaného materidlu.

Na zéklad® rozsahlého experimentdlniho pozorovéni byl
autory prace /88/ zaveden popis distorze pulsu, tj. poklesu
jeho amplitudy a soufasné zmény jeho tvaru (resp. prodloufe-
ni pulsu), pomoci distorznich koeficientd d. ,a, , které de-
finujfi afinni transformaci soufadnic pomérnd deformace

(q) - ¢as (t}), viz obr. 4.1.,, vztahy

qz{tz) = d; qi(t1), {417
tz = d. ti1. e
Puls v misté 1 Puls v misté 2
a T G
C-mm xS E T T
dZ2ma x

gl g
qz

{
ty Te1

Zéavislost distorznich koeficientl na pulsem proSlé vzdile-
nosti byla nazvédna - distorznif charakteristikou.

Dadle uvedeme zplhsob stanoveni distorznich koeficienti,
rovné# diskutovany v /88/. Ur&eni o, je snadné, aviak pFes-
nost se kterou Jjej lze stanovovat zAvisi ve =2znaéné mife na
pfesnosti experimentidlniho zafizeni (zesileni tenzometry re-
gistrovanych signalli, citlivost snimaé¢l fyzikalnich veli&in
atd.). Ze vztahu (4.1) a obr. 4.1. plyne

dE. = (]Zmﬂx/qlmax . (4-3)

Distorzni koeficient d. by bylo moZné stanovovat pomoci
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vztahu (4.2), tj. P,

dr = sz/Tpi . (4.4)

aviak tento zplsob neposkytuje statisticky uspokojivé vy-
sledky vzhledem k tomu, %e doba trvédni dominantni &asti pul-
su neni =zcela pfesn& ur&itelnéd, protoZe konec pulsu, tzv.
ocas, Jje tvofen ve skutednosti zakmity, které jsou prlvodnim
jevem mnohdy ne ide&ln& jednorozmé&rného formovani tvaru pul-
su (pokud je puls m&fen v blizkosti zdroje rézu), &i konec
pulsu pozvolna klesd k nulové hodnoté, kterd nemusi byt
vzhledem k prahové citlivosti snimaciho zatfizeni zcela véro-
hodn4d. Proto bylo pomoci diskrétni Fourierovy transformace
ukdzano /88/, 2e distorzni koeficient dp lze stanobit Jjako
pom&r integrdlnich velidin
RZ(OJ {4.5)

R :
kde 31(0} je modul Fourierova obrazu normovaného pulsu
4i(t) = qi(t)/qQimax, i=1, 2, pro frekvenci w = 0, tedy

Tei
A 1
Ai (0) = gi{t) dt: 5 i =12, (4.6)

Jimax

0
4,3. Charakteristika a predpoklady aplikace MOAP

Metoda osam&lého afinniho pulsu byla vyvinuta v labora-

tori katedry mechaniky, pruZnosti a pevnosti na Vysoké Skole
strojni a textilni v Liberci v ramci tam ¥efenych vyzkumnych
Gkoli v prGb&hu let 1982 aZ 1985. UmoZfiuje pfimo stanovit
Jjednak &asové dynamické charakteristiky linedrn& viskoelas-
tickych materialt, tj. podateéni C4sti creepovych a relaxaé&-
nich funkeci a jednak frekvenéni charakteristiky linedrné&
viskoelastickych materidlt, tj. slofky komplexnich velié&in.
Je dblefité poznamenat, Ze teoretické zaklady metody
vychazi z teorie Sitfeni podélné viny v jednorozmérném line-
a4rné viskoelastickém prostfedi a neni uvdZovan vliv geomet-
rie jednorozmérného télesa na zménu tvaru $ifici se vlny de-
formace. Jinymi slovy, je vyloufen vliv geometrické disperze

a veSkeré zmény tvaru pulsu, ke kterym dojde b&hem jeho &i-
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¥eni, se predpoklédaji byti dtsledkem disipativnich vlasi
nosti materidlu.

ﬁspééné pouZiti MOAP pfedpoklada znalost stejnych fyzi-
kdlnich wveli&in, napf. zméfenych &asovych prib&hd pomérné
deformace, ve dvou mistech dlouhé $tihlé ty&e nejlépe kruho-
vého priufezu, pfidem# aplikace apardtu Laplaceovy transfor-
mace v teoretické analyze umoZfiuje formulovat vztahy pomoci
nichZ lze snadno stanovit &asové dynamické charakteristiky
materidlu a poufiti Fourierovy transformace vede k vyhodno-
ceni slo%ek komplexnich veli&in, které jsou funkcemi frek-
vence.

Je zfejmé, %fe dynamické charakteristiky zkoumaného ma-
teridlu stanovené na zadklad® pFfedstav o Zireni podélného
rozruchu v jednorozm&rném linearné viskoelastickém prostfedi
nepostad&uji k aGplné identifikaci vlastnosti zkoumaného mate-
ri&dlu pfi krédtkodobém zatiZeni dvojrozmé&rného, resp. tfiroz-
mé&rného linearné viskoelastického kontinua. Vyfefeni tohoto
problému predpoklada, jak plyne ze vztahll v kap. 2, nutnost
realizace jednak sloZité&jsich experimentl a jednak osvojeni
si podstatné naroénéjsi teoretické analyzy /35, 36/.

4.3.1. Vztahy pro stanoveni po&Atkd reologickych funkci

Matematickd formulace problému s{ifeni vliny v linedrné
viskoelastickém prostfedi plyne Uzce z analogického elastic-
kého problému, ktery je definovan v pojmech rovnice pohybu,
rovnice kompatibility, vztahem napeti{ - deformace a pfislus-
nymi okrajovymi podminkami.

UvaZujeme-11i jednorozmé&rné lineadrné viskoelastické
prostfedi, pak Sirfeni podélného rozruchu v tomto prostredi
Jje definovéano vztahy

reovnice pohybu

Doix,t) Prulx,t) Dvix,t)
Ox e gz Dt s
rovnice kompatibility
Dulx,t)
elx,t) = —-—15::——- ) {4.8)
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resp.

Pelx,t) Hvilx,t)

= | (4.9)
9t o x
vztah napéti deformace
Del(x,t)
gl o )= glt-t) ———— dv , (4.10)
Dt
resp.
t
J Dolx,t) o
elx,t) = im0k 4.11
s

o

V pfedchozich vztazich znadi:

o - napéti, u - posuv &A4stice, v - rychlost <&dstice, € - po-
mérn4é deformace, g(t) - relaxaéni modul prufnosti, j(t)
-~ funkce poddajnosti, [ohi mérnd hmotnost.

Aplikaci Laplaceovy transformace na pfedchozi vztahy
a feSenim pro aproximativni tvar reologickych funkci v nej-
bli%#&im okoli Zasového pod&atku byly odvozeny vyrazy /111/

pro

relaxadni modul pruZnosti

g(t) = Bg = HI t + g2 &2 , (dzil2)
kde 2 go lnd, 3 g0 lndy
SOt R e = R 2 e
Fat at?

funkci poddejnosti

J0E) = et gt g A (4.13)
kde 1 : 2 lndgy ‘ lnZa,
Jo = b SIE T e e, waer il B L I "
Za Za AL 2 Bo At?

relaxadéni modul rychlosti

olit ) ="co = c1i i cz tih (4.14)
kde Co lndy Co ln?de
¢ci = —mm8m— , c2 = —mM——
At 2 At?
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V pfedchozich vztazich zna&i:
%ela podélného rozruchu v jednorozmér-—

co - rychlost Sifeni
ném prostfedi, tzv. ty&ova rychlost,
dy - distorzni koeficient definovany vztahem (4.5),
At = AX/co, kde Ax je vzddlenost profld pulsem mezi dvéma
m&rnymi misty na ty&i vyrobené ze zkoumaného materidlu,
¢ - mérna hmotnost zkoumaného materiédlu.
Casova oblast exaktni poufitelnosti uvedenych aproxima-
ci podatkll vySe uvedenych reologickych funkei je dana dobou

5% B
Pfipomefime, #e¢ pomoci vyhodnocenych reclogickych funkci

trvdni dominantni &4sti pulsu, dobou cca Tp.

g(t), j(t) a o(t) lze v teorii linedrni viskoelasticity zis-
kat <&asové prOb&hy nap&ti ol(t), pomérné deformace €(t)
a rychlosti &4stice v(t) podle wvztahG =z&4sti uvedenych
¥ ST D L IR
t
[ Pelt)
alt) = glt-t) ity (4,15}
T
{v]
&
i Polx)
e(t) = T =) a1 (4.16)
Dt
i
PDelx)
vit) == olt-—%) dt 5 St )
T
o
Pritom reologické funkce jsou vazéany vztahy
1 7
j it b= TSt (4.18)
O
3 F
Dolr)
glx)i="pilicot ot )i+ ot =T dojap 4,199
T

(]

Poznamka :
Vztahy (4.14),

znamymi vyrazy pfi analyze statickych problémG lineadrni vis-

(4.17) a (4.19) nejsou bé&%nymi ani dostate&né&

koelasticity. Maji v&ak své opodstatné&ni p¥i sledovani dyna-
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mickych viskoelastickych jevii spojenych s &ifenim vln defﬂ7
mace a vlastn& koresponduji se vztahy, které jsou vecelku
b&%né pfi sledovédni vln deformaci v elastickych prost¥fedich.
Struéné lze poznamenat, %e relaxa&éni modul rychlesti oft)
koresponduje s rychlosti %ifeni <&ela podélné elastické vliny
v tenké Ztihlé ty&i co, vztah (4.17) odpovidd pak vyrazu

VE = ~ Co EE
a kone&n& vztah (4.19) je viskoelastickym analogem vyrazu
Epj = 0 Cod

kde Ep Jje nazyvéan dynamickym modulem pruZnosti,
Dislednou diskusi skuteénosti uvedenych v této pozﬁﬁmce lze
nalézt v préaci /111/.

V nife uvedenych aplikacich MOAP je wveliéiny dynamické-
ho modulu pruZnosti Ep uZivadno jako charakteristiky dynamic-
ké tuhosti viskoelastickych materidalfl a velidiny Jp=1/Ep ja:
ko charakteristiky tzv. dynamické podda,jnosti.

4.3.2. Vztahy pro vyhodnoceni frekven&nich charakteristik

Je-11 aplikovdna Fourierova transformace na Fegeni
problému, ktery je popsan rovnicemi (4.7) a% (4.11) lze uké-
zat, Ze funkcemi které ve frekvenéni oblasti popisuji vlast-
nosti lineédrné viskoelastického prostrfedi jsou koeficient
dtlumu d(f), charakterizujici Gtlum amplitud jednotlivych
slo%ek frekvenéniho spektra vytvafejicich dominantni ¢&4ast
pulsu, a fédzovéd rychlost cff). Ta udavéd rychlost 5ifeni slo-
#ek frekvendniho spektra.

ProtoZe tato prfedstava vyuZivad superpozice harmonickych
slofek napéti dané frekvence fzw /2w [Hz], u kterych se je-
Jjich amplituda zpoZduje o uhel mechanickych ztrét 6(f) =za
deformaci, je moZno rovnéZ charakterizovat vlastnosti mate-
ridalt pomoci komplexniho modulu pruZnosti E(if)}, resp. kom-
plexni poddajnosti J(if), €1 jejich redlnymi a imagindrnimi
sioZkami (¥iz. kapi 1.2,

Metoda osamé&lého afinniho pulsu uvedené frekven&ni fun-
kce vyhodnocuje ze vztahfi /106/:
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1 AL(f) .
d(f) = — 1In —— , (4.20)
AX A2 (f)
R e o
c(f) = co s {AEL
2w fax - colPa1lf) - qﬁz(fll
e e endaid)
6(f) = 2 arctg —mM8M8M8m — , (i
250 L
O L)
|[E(£)]| = 9 c2(f) cos? ; (4.23)
2
Re E(f) = |E(f)]| cos &(f) , (4,24
Im E(f) = |E{(f)| sin &(Ff) , (4.25)

ve kterych Ai(f) a %’i[f] jsou amplitudovd a fdzovéd spektra
Zasovych profilti pulsu snimaného ve dvou mistech i=1,2 na
tenké ty&i vyrobené ze zkoumaného materialu.

4.3.3. Experimentalni zaFfizeni MOAP a metodika vyhodnoceni

materidlovych funkei

Distorze pulsu pfi jeho &ifeni v tyéi je vyvolana mate-
ridlovou disipaci, geometrickou disperzi a distorzi zplisobe-
nou koneénou délkou snimad¢e a prenosovou charakteristikou
zaznamového zafizeni. Se =zrfetelem na moZnosti experimental-
niho zarizeni laboratofe je nutné volit takové experimental-
ni uspofiddani metody, aby distorze pulsu byla déna predevsim
materidlovou disipaci. Jak plyne z teoretické podstaty meto-
dy, predpokléddd se jednorozmérné linedrné viskoelastické té&-
leso, ve kterém je distorze pulsu zplisobena pouze materidlo-
vou disipaci. Ma-1i byt vliv geometrické disperze na distor-
zi pulsu minimalni, pak podle /42/ je vhodné volit pomér me-
zi délkou pulsu a charakteristickym pFiénym rozmérem tyée
minimdln& pét, V /105/ bylo wukézédno, %fe v pripad® desetina-
sobné délky pulsu oproti délce snimade je podil vlivu kone&-

né délky snimade na distorzi pulsu zanedbatelny.

V  experimentédlnim uspofiddni pouZivaném v laboratofi

katedry mechaniky, pruZnosti a pevnosti na Vysoké Zkole
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v Liberci se poufitim =zafizeni explozniho dréatku /89, ﬁﬁi

93/ produkuje deforma&ni puls délky cca 60 mm.

Vzhledem k této délce pulsu Jje vhodné pouZfivat tyéi,
vyrobenych ze zkoumanych materialf, JjejichZ charakteristicky
pFi&ny rozmér Jje maximadln& 10-12 mm. Jako snimac deformace
se pouZfivad polovodi&ovy tenzometr délek 3 nebo 4 mm. Vybuze-
ny deformaéni puls je tedy cca 15krat a¥ 20krat del&i neZ
délka snimace.

Zpisob vybuzeni pulsu podmifiuje umisté&ni 1. snimace. Je
nutné zabezpe&it, aby v misté& 1, snima¢e byl sniman pouze
podélny deformaéni puls nedoprovazeny prechodovymi Jjevy sou-
visejicimi s tvorbou pulsu. V zafizeni laboratofe KMP se na
podkladé experimentti /112/ ukézalo, Ze 1. snimac je vhodné
umistit od mista exploze minimdlné& ve vzddlenosti rovné dva-
cetinédsobku charakteristického priéného rozméru tyce.

Signal z tenzometr® je pak nutné vhodné zesilit a pfi-
vést na vstup zaznamového zatrizeni, pamé&tového osciloskopu
nebo lépe rychlého analogo-digitalniho pfevodniku, ktery jiZ
mife byt v soufasné dobé& soudasti, napf. person&lniho po&i-
tade schopného fidit prfib&h celého dynamického experimentu,
v&etné vyhodnoceni poZadovanych materidlovych funkci podle
vy%e uvedenych vztahfi. Blokové schema zafizeni pouZitelného

v MOAP je na obr. 4.2.
T q1 £ zkuSebni qz it
Nabi-||Zatizeni vzorek \\!

Jeci explozni~
L’zdroj ho dratku Vi

= =
-] \\‘misto 1 miste 2o ¥

r——-—-—} Zdroj tenzometrické Zdroj
! konst. snimade konst.
Generator proudu proudu
spousté- | Zpozdo-}— I
ciho Lo vaci 1 1
impulsu 3 obvody 0ddé&l . Dvoukandlovy Oddél .,
zesi- zesilovad zesi~
lovad lovad
¥ v
Kontr. A/D A/D Kontr.
- 'S osci- | ppfevod- A pfevod- g5ci—
Ridici loskop nik 1 nik 2 {aloskop
poditad I p g
obri 442
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Podstatou zpracovani ziskanych experimentélnich'd&t:gﬁ?w-
stanoveni distorzniho koeficientu dr pomoci wvztahu (4.5),
a provedeni diskrétni Fourierovy transformace na zaznamena-
nych, ve dvou mistech na ty&i, dominantnich &astech &asovych
pribéhftt deformaci v %ificim se pulsu.

ProtoZfe se v3ak predpokldda platnost afinniho pfifazeni
obou registrovanych dominantnich &ésti Zasovych prib&hit de-
formaci, co? je vlastn& jist4 aproximace re&lného jevu Sife-
ni pulsu tenkou +ty&i, kterd, Jjak prokézaly experimentalni
prace /88/, vyhovuje teorii &ifeni vln v jednorozmérném li-
nedrné viskoelastickém t&lese a kromé& jiného provadi potfeb-
né sesouhlaseni po&atk( obou separované registrovanych zmén
deformace, je nutné presvédéit se o korektnosti tohoto pfed-
pokladu.

K tomuto d¢elu byla autory MOAP definovéana chybova fun-
7 Rzar(f)

EGE e e (4.26)
Azexpe ()

V uvedeném vztahu znaé&i ﬁzsxv{f} amplitudu Fourierova obrazu
(pfi frekvenci f) normovaného experimentédlniho pulsu v misté
2. Obdobné& ﬁZAF{f] zna®i amplitudu Fourierova obrazu (pfi
frekvenci f) normovaného pulsu v misté 2, ktery je zkonstru-
ovan 2 normovaného experimentdlniho pulsu v misté 1 pro-
stfednictvim distorzniho koeficientu dp . Je-1i R E) = s
pak zfejmé szxr(f) = ﬁzsr(f}. Odchylka chybové funkce od
jedni&ky ukazuje na odchylku amplitudového spektra experi-
mentédlniho pulsu od amplitudového spektra afinné zkonstruo-
vaného pulsu. Pfipustime-1i odchylku * 5%, s o e e [
<0.95;1.05>, obdrZime frekvenéni rozsah platnosti afinni po-
dobnosti, a tedy i frekven&éni rozsah ve kterém je korektni
provadét vyhodnoceni frekvenénich charakteristik testovaného
materidlu. Zpravidla frekven&ni rozsah platnosti afinity
pokryva frekvence dominantni ¢édsti amplitudového spektra ex-
perimentdlniho pulsu v misté& 2.

U£iti wvztahQ uvedenych v pfedchozich dvou kapitoléach
ddle predpokladd pfedem stanovit rychlost &ifeni &ela podél-
ného rozruchu v ty&i co. Rovné€% je predpokladidna znalost
mérné hmotnosti p zkoumaného materiédlu.
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Ur&eni rychlosti ce vyZaduje provedeni nezédvislého ex=
perimentu, ktery spo&ivd ve stanoveni ¢&asu prichodu d&ela
pulsu mezi dv&ma misty na ty&i z testovaného materidlu. Ten-
to experiment je snadno realizovatelny a jeho popis lze na-
lézt napt. v /91, 113/.

UZitd metodika vyhodnoceni pofadovanych materidlovych
funkci, ve které je prvotni stanoveni distorzniho koeficien-
tu do- ma tu vyznamnou pfednost, %e neni citliva, za pfedpo-
kladu lineadrni odezvy snimaé¢t v daném rozsahu deformace, na
rozdilnost snimacich cest experimentdlniho zatfizeni. To zZna-
mend, e neni nutné provadé&t kalibra&ni experimenty snimacl
deformace. Diskrétni Fourierovu transformaci je tedy vyhodné
provadét na experimentédlnim &asovém profilu deformace v mis-
té 1 a pomoci dp =zkonstruovaném afinnim ¢asovém profilu de-

formace v mist& 2, nebot musi byt splnéna podminka

o =1 (4.27)

e
vyjadfujici rovnost plochy pod Zasovymi profily deformace
/104/. Tim je respektovan zakon o zachovédni hybnosti.

4.3.4. Testované materidly a vysledky ziskané MOAP

Uvedenou metodou osamélého afinniho pulsu byla testové-
na fada polymernich materidltt a kompozitl s rozptylenym pl-
nivem a rovn&¥ byla metoda aplikovdna na né&€kolik typl poly-
mernich, sklenénych a uhlikovych svazkl vladken. Ziskané vy-
sledky Jjsou uspotradény do tabulek a grafli a zavérem je viZdy
uvadén struény komentat.

V  nékterych prfipadech byla MOAP uXita k porovnadvani
dtlumovych viastnosti Kompozita vyvijenych v &s. primyslu.
Pro tyto pfipady je vhodné definovat integrdlni velié&inu

fo
Pi= Sl)edte ; (4.28)
0

kde fo je horni mez vy¥etfovaného frekvenéniho intervalu,
pomoci které se posuzovédni rozdilnosti dtlumovych vlastnosti
materidll, vyrobenych odliSnymi technologickymi zplsoby, ne-

bo se ligicimi sloZenim, pfevadi na porovnavani jednotlivych
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hodnot veli&iny P, namisto porovnavéni frekven&nich z&vis
lost{ ve vy%etfovaném intervalu frekvenci{ 0 aZ fo [Hz]. To

umoffiuje ufZit obvyklych statistickych test@l vyznamnosti pro
objektivn&jsi porovnadni materiéld.

Pfipomefime, Ze thel mechanickych ztrdt &6(f) odrédZi po-
dil nevratné rozptylené energie v excitovaném té&lese vzhle-
dem k vratné potencialni energii umérné ReE. S rostouci hod-
notou 5§ a tedy i P roste podil nevratné rozptylené energie
2z celkové dodané energie.

Z pochopitelnych divodl, souvisejicich s rozsahem toho-
to textu, neni moZfné uvAdét vZechny podrobnosti souvisejici
napf. s pfipravou vzorkl, technickou realizaci vlastinich ex-
perimentlt a poéitadovym zpracovidnim experimentdlnich dat.
Tyto lze nalézt v citovanych pracech autorfl, ve vyzkumnych
zpravéach archivovanych na pracovisti autorf, nebo se s auto-

ry osobné setkat za pofadovanym udelem.

DYNAMICKE VISKOELASTICKE VLASTNOSTI
PRO PMMA (Akrylon), PVC (Novodur) A CELULOID

Pro vySe uvedené materidly byly metodou osamélého afin-
niho pulsu stanoveny vEechny viskoelastické wvlastnosti
/114, 115/ a jsou souhrnn& uvedeny v tab. 4.1. Spodtené fun-
kce charakterizujici odezvu materidld na radzem prilo%ené za-
tiZeni Jjsou graficky znazornény na obr. 4.3 a% 4,10,

ProtoZfe Jjsou frekvenéni funkce vyhodnocovany aparétem
diskrétni Fourierovy transformace, +tedy na spoletném inter-
valu frekvenci, byla provedena po jejich uré&eni polynomické
regrese metodou nejmensich <&tvercl, vysledkem které jsou
regresni koeficienty ao, a1, a2, as atd., pomoci nich% lze
v pripadnych aplikacich vyjadfit potfebnou frekvenéni funkci

obecné ve tvaru
F(E) = ao, + arf + a2 f? 4 agFd 0T (4.29)

kde f je frekvence v Hz (wviz. tab, 4.1).
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Tabulka 4-} e

material
Veli¢ina Rozmér
PMMA PVC Celuloid
go| x103 MPa 5,46 31685 4,18
glt)| g MPa ps-?2 12,45 8,65 11,04
g2 XlO‘ZHPaPS'z 1,09 097 1: ;09
Jo| x10-*MPa-1 1.;83 2,74 28
1 e xlO'TMPa‘1p3“ 4,18 6,50 B3
Ferlxi D=t UMPas s == 113 13193 2,09
Co ms- 1 2150 1650 1740
olt)]| c1 ms-lps-1 2,45 1,95 2530
cz | x10:2ms=*ps=% 1,40 3L Ty Fiedk
ao m- ! 0 0 0
ai m-1Hz-1 4,58e-6 -8,66e-6 7,31le-6
fElE ]
az m-lHz-? 6yale—10 3,34e-9 g ile=10
a3 m-1Hz-3 2,24e-14 -2,8e-14 4,37e-14
aa ms 2087 1593 1682
o G ST ms Hz-1 0,02e-3 0y,15e-3 0
az ms Hz-*? =frde=9 -2,02e-8 0
ao deg 0 0 0
al deg Hz-1 0,05e-3 0,05e-3 0,07e-3
2Le a2 deg Hz- < -3,43e-10 1.76e-9 -5,48e-10
a3 deg Hz-3 1,75e-10 |-4,75e-14 3,07e-14
ao MPa 5156 3399 3900
ReE a1 MPa Hz-1! 1,05e-3 0,86e-3 0
az MPa Hz-? -9,67e-8 -9,2e-8 0
- pokradovani
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pokradovani tabulky 4.1
material
Velidina Rozmér
PMMA PVC Celuloid
ao MPa=t 0 0 0
a1 MPa-1Hz-! 4e-3 4,21e-3 3,86e-3
ImE az MPa-1Hz-2 4,63e-8 -4,97e-8 6,41e-8
a3 MPa-1Hz=3 -2,36e-12 3,65e-12 |-3,29e-12
a4 MPa-1Hz- ¢ 6,14e-17 |-8,31e-17 8,99e-117
fo kHz 32 32 32
Te s 30 30 30
e x1 02 fegin=# 1744 1,34 1518
AX m 0,80 0,40 0,40
at s 370 240 230
Rozméry prGfezu| mm o 10 o 12 8 x 4
X — stfedni hodnota 15528 15333 4855
e S-smérodatnié odchyl. 0,0704 0,0301 00,0633
Polet experimentd 12 8 10
1. puls tlak tlak tlak
ZatiZeni
2. puls tah tlak tlak
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POROVNANT UTLUMOVYCH VLASTNOSTI KOMPOZITU I. TYPU

S POLYPROPYLENOVOU MATRICI (Mosten) A ROZPTYLENYM PLNIVEM
TVORENYM KRATKYMI SKLENENYMI VLAKNY

Vlastnosti téchto materiél@ pfi rédzovém zatéZovani jsou
komplexn& shrnuty v /116, 117/. Zde ukdZeme pouze vybér
a grafickou interpretaci t&ch spo&tenych funkci, na zdkladé
kterych byly formulovény zavéry /116, 117/.

Zadavatel SVUM v Praze dodal k testovani ndsledujici
materidly, a to ve form& destidek o rozmérech 150x100-10 mm:
- dva matricové materidly pod ozna&enim 52 492 a 58 412
- dvé& série kompozitl tvofenych matrici 52 492 a rlznym ob-
jemovym podilem kratkych sklenénych vldken (SV), konkrétné&

1. série - matrice 52 492 + 5% SV (Vertex)
- matrice 52 492 + 10% SV (Vertex)
- matrice 52 492 + 20% SV (Vertex)
- matrice 52 492 + 30% SV (Vertex)
2. série - matrice 52 492 + 20% SVosc (379)-(Vertex
s lubrikaci 0OSC)
- matrice 52 492 + 30% SVosc (379)-(Vertex
s lubrikaci OSC)
Zku%ebni wvzorky byly vyrobeny roztrezanim dodanych destié&ek
na kratké ty&fky, Jjejich? konce byly nataveny a svafeny, &im2
byla zhotovena dostateéné dlouhd tyé¢ o prafezu 10x10 mm.

Za reprezentanty viskoelastickych funkci testovanych
materidl®t uvedeme grafické znédzorn&ni gl(t), Jjlt), olt),
dif)vas Bl L) wissobr, 4011 a% 27205

Dédle lze odli%nost testovanych hmet sledovat v zavis-
lostech P - % plnéni a Ep -~ % plné&ni, viz. obr. 4.21 a 4.22.

Na zakladé& poscuzeni té&échteo zavislosti bylo moZno for-
mulovat tyto poznatky

Plnéni matricového materidlu kratkymi sklen&nymi vlakny
ovliviiuje odezvu testovanych kompozitl nédsledujicim zplso-
bem:

- s rlistem procenta plnéni roste dynamicky modul pruZnosti
Ep, ktery charakterizuje tuhost kompozitu,

- v pfipadé kompozit@ 1. série dochdzi s rlstem objemového
podilu sklenénych vlidken k poklesu Utlumovych vliastnosti

v oblasti viskoelastického rédzového naméhdni. Minima je do-
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saZeno pro plné&ni v rozmezi 10 a% 20%. e

- v pripad® kompozitf 2. série predchozi tvrzeni neni JjiZ
tak jednozna&né, i kdyZ i zde pfi pln&ni v rozmezi 20 aZ
30% dochézi k vyraznému sniZeni Gtlumu. Toto rozdilné chové-
ni lze patrné pfi&itat rozdilnosti povrchové tpravy vldken
a tedy zpGsobu vazby mezi matrici a sklenénymi vlédkny.

- ddle je zfejmé, ¥e nejv&tEiho Gtlumu je dosahovédno ve zku-
Zebnich vzorcich pouze z matriéniho materiadlu, pridemZ neni
podstatného rozdilu v dynamické odezvé mezi matrici 52 492
a matrici 58 412.

STANOVENTI DYNAMICKYCH CHARAKTERISTIK
MATERIALU TRUBEK Z LITENU

V navaznosti na ukol Fefeny SVUM v Praze pro Plynopro-
Jjekt Praha, k. G. o. byly v laboratofi experimentédlni mecha-
niky katedry mechaniky, pruZnosti a pevnosti VSST v Liberci
testovany MOAP materidly polyetylénovych trubek uréenych pro
rozvody zemniho plynu a svitiplynu.

Metodou osamélého afinniho pulsu byly testovany materi-
4ly <&ty?r +trubek, které se odliSovaly stfednim primérem,
tloustkou stény, délkou a rokem vyroby trubky, viz. tab.
4.2, Z trubek byly po délce vyFiznuty ty&e a tyto pak byly
tavné spojeny v ty¢ takové délky, kterd byla vhodnad pro ap-
likaci MOAP.

Z vyhodnocenych v /118/ viskoelastickych funkeci uvedeme
pro pfedstavu jen 2(t); d(f) & 6(f), wiz obr, 4.23 a% 4.25.
Hodnoty Ep a P jsou zfejmé ze sloupcového diagramu na obr.
4.26. Z analyzy viskoelastickych funkci bylo moZfno ziskat
nadsledujici informace:

Extrémni hodnota Eo Jje dosafena u trubky priméru 160 mm
s tloustkou stény t = 11.2 mm. Nejvyssi Gtlum vykazuje mate-
rial trubky priméru 90 mm 5 tloustkou stény t = 8.5 mm. Jed-
noznadné se ukazalo, Ze materiél trubky s nejniZZim dynamic-
kym modulem pruZnosti Ep vykazuje té% 1 nejvy&si dtlum
(trubka T9/90). Uveden& trubka téZ vykazovala nejvétfi od-
chylku velidiny K(f) charakterizujici afinni podobnost pro-
fild Zificiho se pulsu. Tato odchylka =zfejmé upozornila na

to, %e materiél této trubky je spife nelinedrné viskoelas-

49



~

ticky, ned linedrné viskoelasticky v testovaném frekvenénim

intervalu 010 kHz.

Tabulka 4.2
Prtmér trubky|Tloufitka sté&ny
Oznaéeni trubky Rok vyroby
[ mm ] [ mm ]
T B 110 6,8 1983
T 9 _1 90 8,5 1980
1
iy 6] 160 LA 1982
e ) 225 128 1984

DYNAMICKE UTLUMOVE VLASTNOSTI
POLYAKRYLONITRIDOVYCH (PAN) SVAZKU VLAKEN

Vldkna tohoto typu jsou ve vyspé&lych primyslovych ze-
mich uZivédna, kromé jiného, k vyrobé uhlikovych vlédken, ur-
¢enych prevaZné ke konstrukci kompozitnich struktur.

Ve vyzkumech provadénych v laboratofi KMP v letech
1981-1989 byla =zkoumé&na odezva PAN vlédken i vldken uhliko-
vych na réazovad zatiZeni doprovézenych Sifenim vln deformace
g Bl L e S Fe R

Cilem té&ch désti praci, které byly =zaméfeny na vyzkum
dtlumovych vlastnosti téchto materidld bylo d4t &s. vyrobci
uhlikovych vldken (MONOKRYSTALY Turnov) podklady o dynamické
odezvé jednak v =zahrani¢i nakupovanych surovin pro vyrobu
uhlikovych vldken a jednak o dynamické +tuhosti, resp. pod-
dajnosti, ve vlastnim poloprovozu produkovanych uhlikovych
vlédken. Soudasné byla provadéna i porovnavaci méfeni dyna-
mickych tuhosti a poddajnosti uhlikovych vladken vyrab&nych
svétovymi firmami v USA, Japonsku a SSSR.

Pomoci MOAP se ©podafilo porovnat viskoelastické vlast-
nosti PAN vladken na rédzové zatiZeni a spolu s vyrobcem byl
hleddn vliv technologie wvyroby uhlikovych vldken z té&chto
surovin na vlastnosti uhlikovych vldken. U PAN vlaken byly
sledovany v&Sechny viskoelastické charakferistiky i b3
Z mnoha ziskanych vysledk( jsou wuvedeny informativn& v obr.
4.27 a 4.28 jen nékteré. V tabulce 4.3 je uveden typ vladkna,

Jeho oznaéeni a vyrobce.
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Tabulka 4?

Oznaceni P¥esné T Vyrobce - poznamka
v grafech ozna&eni l
vladkna uhlikovéa
T3 TOGRAYCA T 300 Japonsko, firma TORAY
T4 TORAYCA T 400 Japonsko, firma TORAY
TE TORAYCA T 635 Japonsko, firma TORAY
TH THORNEL 300 USA, firma Union Carbide
S5 CRYTUR SAF 557 Monokrystaly TURNOV - SAF
W CRYTUR W 230 Monokrystaly TURNOV - holpryla
556 56/2 SSSR
S67 67/1 SSSR
559 59/2 SSSR
PAN vlakna

BV2 BV 212 NDR - typ suroviny Wolpryla
54 SAF 4 Anglie, firma Courtanlds Ltd.
BV1 BV 162 NDR - typ suroviny Wolpryla
507 W 507 NDR - typ suroviny Wolpryla
S10 SAF 10 Anglie, firma Courtanlds Ltd.
510 W 510 NDR - typ suroviny Wolpryla
515 W 519 NDR - typ suroviny Wolpryla
528 W 528 NDR - typ suroviny Wolpryla
502 W 502 NDR - typ suroviny Wolpryla
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DYNAMICKA PODDAJNOST SKLENENYCH VLAKEN
Z HLEDISKA TECHNOLOGIE ZPRACOVANI SKANIM

Zvy%ovédni vykonnosti textilni techniky pouZivané pri
technologickém zpracovani multifilnich svazk@ vlidken obvykle
znamend zvySeni otadek poufivanych textilnich strojt a tim
narfist rychlosti zpracovani té&chto materisalti. Tato skuted-
nost se nutné odréZi ve zmé&né& spektra zatéZovani zpracovava-
nych materidlt. Uplatfiuji se ve v&t3i miFe &asové prom&nné
namdhéni rizné frekvence a amplitud, kterid mohou mit charak-
ter Jjak stacionarni (kmitavé pohyby), tak nestacionarni
(pulsy, rézy). Takova =zatifeni vyvolavaji ve zpracovavanych
svazcich vladken 3ifeni vln napéti, resp. deformaci, které se
superponuji na nap&ti, resp. deformace zplsobené vibracemi
jednotlivych ¢4sti textilnich strojf. Pak je pro konstrukté-
ra prislusné textilni techniky, ale i pro vyrobce zpracové-
vanych textilnich materi&lt dileZitd znalost reakce, resp.
odezvy materidlu vldkna na dynamicka zatifeni. Tato zatifeni
se 511 vysokymi rychlostmi, vyvolavaji razy, coZ ve gvénm
dlisledku miZe zplsobit aZ poruSeni nékterych vlidken ve svaz-
ku nebo i celého multifilniho pramene svazku vlidken. Pritom
je trfeba uvaZit fakt, £e bude dochdzet k WGtumu &ificich se
vln deformace vlivem wvnitfni struktury materidlu a vlivem
geometrického wusporéddani svazkl vldken za soulasnych zmé&n
v rychlostech £ifeni jednotlivych slofek spektra dynamického
zatiZeni.

K popisu a ocenéni téchto jevl je nutnd znalost materi-
4lovych charakteristik vlédken, resp. svazkli vidken. Za tako-
vé charakteristiky mohou byt povaZoviny napf. dynamicks pod-
dajnost, resp. tuhost vldken a frekvendni, resp. &asové z4-
vislé funkce, které je schopna poskytnout MOAP,.

V rémci experimentédlni ¢&innosti laboratofe KMP byly
v roce 1987 /121, 122/ posuzovany dynamické vlastnosti néko-
lika multifilnich pramenti sklenénych vléaken a to 2 hlediska
inovace technologie jejich =zpracovani skanim v KVU Elitex

Brno.
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Testované materidly S |

K ocenéni dynamickych vlastnosti multifilnich prament
sklenénych vldken EC 6 <&eskoslovenské vyroby metodou osamé-
lého afinniho pulsu byly dodédny &tyfi typy vzorkl

1. EC'6 = 17 tex ~ kokon
2. EC 6 - 34 tex - kokon
3. EC 6 ~ 17 tex - 140 Z (140 zakrutd na lm délky svazku)
4. EC 6 - 34 tex - 90 Z ( 90 zAdkrutt na 1m délky svazku)

Pro eventuilni srovnani bylo rovn&Z testovédno nékolik
pramen sklenéného wvldkna firmy OWENS/CORMING FIBERGLAS
CORP, (USA). O tomto vl&kné& je znamo, Z%e ma4d z hlediska zpra-
covani pfiznivé technologické vlastnosti a Ze uZitné vlast-
nosti sklenénych tkanin vyrobenych =z téchto vlédken a pouZi-
vanych napf. ve zdravotnictvi jsou vynikajici. Jemnost tocho-
to vlakna byla stanovena na 0,31 tex/fibrilu.

Parametry experimentdlniho uspoféddani v&etné€ vyhodnoce-~

nych velié&in jsou uvedeny v tabulce 4.4,
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Tabulka 4.4
testovany materidl, ¢ = 2,5.10%kgm 3
parametr|statis- EC 6 EC 6 EC 6 EC 6 OW.COR.
ticka 34 tex] 17 tex| 34 tex]| 17 tex]|FIBER.
[rozmé&r]|charakte-| kokon kokon 90 Z 140 Z USA
ristika
AX % 905 500 890 893 867
x5 175 169 165 163 179
Kf 0,3 G &, 3 055 0,5
At
S 0,9 0,7 0,9 1,3 1,4
[ ps ] :
Kik -0,220 0,000 0,188 |-0,948 0,166
Kip =0, 850 =0, 85I =1H 26 0,204 1-1,133
7 5180 5330 5400 5480 4840
K¢ 10 8 10 16 15
Co
S e 22 28 43 39
[ms-1]
Kz x 0,237 0,014 |-0,182 0,978 =05 151
Kip -0,836 |-0,857 |-1,529 0,262 |=17333
= 67,0 70,9 28 (el 58,6
K¢ 0,3 0,2 033 0,4 0,4
Ep. 103
S [ 0,6 0,8 1.2 0,%
[MPal
KZk 0,248 0,021 |-0,179 0,993 |-0,;143
Ksp 0,828 0,357 |=%,531 O 2820 =183
polet m&feni 30 30 30 30 30
X - stfedni hodnota parametru
K¢ - konfid. interval pro hladinu pravd€podobnosti 0,95
S - smérodatnid odchylka
Kék - koeficient %ikmosti
Ktp - koeficient Epidatosti

54



Vysledky provedenych m&feni se sklen&nymi vlédkny

Z provedenych a vyhodnocenych experiment@ byly u&inény
nésledujici zavéry
1. VSechna testovana vlédkna splfiovala podminky pro aplikaci
MOAP. Ve frekvenénim rozsahu platnosti MOAP 0 - 3,5 kHz bylo
moZné vyhodnotit frekvenéni charakteristiky testovanych
multifilnich prament sklen&nych vlaken.
2. Ziskané poznatky koresponduji s domn&nkou o idedlné elas-
tickém, tj. bezutlumovém chovani testovanych sklené&nych vl1a-
ken podrobenych podélnému rdzovému zatifeni. Z tohoto davodu
byla proto vyhodnocena pouze fazovad rychlost - wviz. cbr.
4,29, '
Pozndmka: Klasické textilni materidly (syntetické ale i pri-
rodni) vykazuji ve vé&t$i, ¢i mensi mirfe vidy viskoelastické,
tj. Gtlumové chovani, coZ Jje v textilnich technologiich

a priori s uspéchem vyuZivano.

3. Vyhodnocené pribéhy fazovych rychlosti sklenénych vléaken
EC 6 nazna&uji, Ze urdity stupell zakrouceni svazkl vlédken
ovliviiuje prfi vy&&ich frekvencich charakter fazové rychlos-
ti, avSak nenaruSuje Jjejich vy%e diskutovanou elasticitu.
Geometrické uspofé&déani vlidken ve svazku méd vliv na mechanic-
kou odezvu systému vlidken pfi podélném rézu. Do jaké miry je
takovy zphsob ovlivfiovani vlastnosti systému sklenénych via-
ken %4douci z hlediska technologickych parametrl pfi jejich
zpracovani nebylo moZné zatim z dosavadnich experimentalnich
pozorovani jednoznaéné posoudit. Hlubsi rozbor tohoto prob-
1ému je nam&tem pro dalsi badani v této oblasti.

Poznéamka: Zavislost féazové rychlosti pro =zahraniéni vlakno

nebyla stanovena vzhledem k jeho nedostateéné délce.

4., Dynamické vlastnosti testovanych vladken se vzdjemn& 1isi
z hlediska mnoZstvi akumulované energie pfi rédzu, Ze srovné-
ni dynamickych tuhosti Ep, resp. poddajnosti Jv, které je
pro pfehlednost wuvedeno na obr. 4.30, plyne, e zahranié&ni
vlédkno (USA) Jje vyrazné poddajn&jsi a proto méd pfiznivéjsi
vlastnosti z hlediska technologii textilniho zpracovani, ne%

v14dkna EC B.
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4.4. Predikce profilu pulsu &iFiciho se v jednorozmérném

line&rné& viskoelastickém Prostredi

Ziskani funkei, ktere¢ Popisuji vlastnosti a chovéni

vV naSem pfipadé line&rne viskoelastického jednoroz-
mérneho prostfedi, jeste

gsystému,

neznamend, #e problém identifikace
Jé vylerpéavajicim zplsobem vyfesSen. Obvykle
Je nutné a seriézni zpé&tn& provérit rozsah platnosti uZitych

identifikaénich postupli. Takové ov&feni znamené refit pfimou
ulohu, Tti.

tohoto systému

Ulohu ve které je moZné, pomoci predtim identifi-

kovanych zavislosti, pfedpové&dét v pofadovaném &ase a misté

experimentalné mé&fitelnou fyzik4dlni velidinu,

V souhrnu lze cil dlohy o predikci rozd&€lit na dveé &&s-

£ g
1. Ovéfeni spravnosti navrhovanych identifika&nich postup,
které ocefiuji prostfednictvim funkci prezentovanych v pred-
chédzejicich &4stech viskoelastické vlastnosti rézem zat&Zo-
vanych lineadrné viskoelastickych materiald.
2. Pfeneseni experimentdlné registrovaného &asového prubéhu
fyzikdlni velidiny, napf. pomérné deformace, z mista méfenti
do poZadovaného mista za Ufelem ziskani dat pro fe$eni prob-
1émt nédsledujicich (napf. nalezeni okrajovych podminek pro
fefeni tlohy nestacionérni napjatosti ve viskoelastickém té-
lese /110/ nebo pro potFeby identifikace dynamickych recop-
tickych vlastnosti materialt ufivanych v experimentédlni me-
tod& dynamické fotoviskoelasticimetrie /124/).

V nasledujicim textu budou stru&né uvedeny matematické
vztahy pro dva predikéni postupy, které respektuji uZiti
obecnych okrajovych podminek. Predpokléda se, %2e do polone-
kone#né dlouhé Stihlée &' prizmetické tyce vyrobene z tinears
niho viskoelastického materidlu je zavedena znama okrajova
podminka f(t) a Ze Jjsou znamy materidlové vliastnosti tyde,
tj. potétesni c4sti funkce poddajmosti j(t) a relaxasniho
modulu rychlosti ol(t}), frekven&ni funkce koeficientu Gtlumu

«(f) a fazové rychlost :
a mé&rnéd hmotnost materialu tyée P

i c(f), rychlost Zifeni ¢ela podélného

rozruchu v ty&i co
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4.4.1. Predikce pomoci &asovyeh fupkes i(t t
{t) a o(t)

Zakladnim

vyraz odvo

vz te e
ahem pro predikeci profilu pulsu ¢(t) je

zeny v /36/ a diskutovany v /125/. Plati

i

SlkY = Bo £LE"S J Pl e Y SR =t ) ar (4.30)

o

Pomocnou funkei Sg(t) 1ze ziskat z funkce poddajnosti ]

postupné numerickym FeXeninm dalsich
Volterrova typu

integrdlnich rovnic

t

di(t) 2
9 ——;I‘*— = ";: m(t) + J LGS = e d p A A iy
t
1
So t m(t) = — t Sr(t) + J Ten(mns =) ody 5, A a2
x

o

kde m(t) je dalsi pomocnad funkce pro kterou plati

Se = explx m(0+*)] , (4.33)
9 e  djlt)
m{0*) = f (4.34)
2 dt t = O
dm(t)
SRR g SRS A . (4.35)
dt =N 0

Protofe je distorze osamélého pulsu ve viskoelastickém pro-
stfedi charakterizovédna poklesem jeho amplitudy a soulasné
prodlufovanim jeho délky, viz. obr. 4.31, je nezbytné vyfe-
%it problém vzajemného prifazovani odpovidajicich si bodt
A —> A', v mistech 1 a 2 na ty&i. Vztah
sice inherentné predpoklédd, ovSem
pulsu f(t1) ——2 gltz) nefesi,

)
|

profilli pulsu, tJj.
(4.30) tuto skuteénost
vliastni prirazeni profili

V /125/ byl Pefen tento problém s Vv
Pomoci geometrick?ch vazeb vyplyvajicich

yufitim relaxadniho modu-

lu rychlosti o(t).
z obr. 4.31 je moZné ziskat funkci

tz =} r 1 1 ] -
£ BT sl BB SEY
d-(t) o t l o(t) Co

Jisk



Pomoci této funkce lze pak "opravit" ve vztahu (5.30) argu-

ment predikovaného pProfilu ¢(t2), Pro predikei ve smérd
gifeni pulsu, na
t
¢lt ar(t)) = So f£(t) + } £{x) Sz (t-7) ar (4.37a)

a pro predikci proti sm&ru &{feng Pulsu na
t

Glt/ ()Y = So tit) s { £(r) Sk (t-t) dt . (4.37b)

o
P¥itom t =zna&i &asovou soufadnici libovolného bodu znamého
profilu f(t) a absolutni hodnota |x| ve vyrazu (5.36) byla

zavedena z toho divodu, aby bylo mo%no predikovat profily
pulsl rovnéZ opaénym sm&rem, tj., proti sméru %irfeni pulsu.

4.4.2. Predikce pomoci frekven&nich funkci da(f) a c(f)

Re&it ulohu o predikei s vyusitim materidlovych funkef
z4vislych na frekvenci =znamenid vyuZit apardtu Fourierovy
syntézy. V takovém pfipadé je problém predikce soustfedén do

fedeni vztahtl

o

clt) = _i_ [ Ar(f) cos[2 mw £t - e(f)] d(2nf) , (5.38)
¢ ol
kde Ap (f) = A(f) expl-x d(f)] (55397)
1 1
B Pe(f) = PE) + 28 X P——*—-— ] . (5.40)

cititl Co

V pfedchozich vztazich zna&i £ frekvenci, Ar(f), A(f),
9?r(f) a g)(f) amplitudova a fédzova spektra predikovaného

profilu ¢(t) (index P} a vstupni (okrajové) podminky f(t)

(bez indexu), x Jje vzdalenost mista ve kterém je pfedpovidéan
S

) od mista znamé okrajoveé podminky ] G

profil pulsu ¢(t .
¢ "zabezpe&uje" podobné ja-

Poznamene jme, %€ vztah (5.40)

(a2 6] pfislusné prodlouZeni pulsu.
jejich uzitf je podminkou korektni

Oba vyrazy Jjsou
ko vyraz
vzhjemn&é analogické a

filu pulsu fificiho se V jednorozmérném linearné
rofi

predikce p
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viskoelastickém Prostitedi .

4.4.3. Experimentdlni oveéfens redikénich postupf
’ —== 10N posStupu
a _diskuse vysledkn

Ovéfeni navrhovanych postupf

pPredikce profiléi pulsu %i-
ficiho se v dlouhé &tihle¢

| Ly¢i vyrobené z 1linearn& visko-
elastického materidlu pFedpoklads realizaci experimentu, ve

at Casovy prib&h nékteré z fyzikal-
nich veli&in, jako je posuv dastice

kterém je moZné registrov

{priafezu), rychlost &&s-

tice nebo pomérnd deformace, alespoli ve tfech mistech na ty-

Sik=ivizs obrisdegss

Z Casovych prub&ht (profilt) napf. pomérné deformace,
kterou registrujeme tenzometricky ve dvou mistech na ty&i
vyhodnotime identifikadni procedurou pfisludné materialové
charakteristiky a v misté tfetim porovnime spo&teny prediko-
vany priubéh s experimentdln& m&fenym.

V laboratofi experimentdlni mechaniky katedry mechani-
ky, prufnosti a pevnosti na Vysoké &kole strojni a textilni
v Liberci byl takovy experiment realizovan. Tvary experimen-
t4lné zmétfenych (..... A) a predikovanych (----- B) &asovych
profiltt dominantnich &asti &ificiho se deformaéniho pulsu
v ty&i (o 10 mm) z PMMA jsou uvedeny na obr. 4.33a, b, c aZ
4.34a, b, c¢. Sméry predikei Jsou v obrédzcich zapsany symbo-
licky. Napf. 1+3—>2 zna&i, #e byla provedena predikce pro-
filu v mist& 2 z profilt v mistech 1 a 3 a s pomoci prislus-
nych materidlovych funkel. Grafickad interpretace téchto fun-
kei je uvedena pro nazornost v#dy ve spodnich &&stech obraz-
ka. _

Prostym vizualnim porovnanim experimentalné registrova-

ngch (A) a predikovanych (B) <&asovych profilt deformagnich

pulsti lze vysledky ulohy © predikel shrnout nasledovné:

1. Oba navrhnuté predik&ni postupy Jjsou vhodné k realizaci
stanovenych cilt, i , _ .y
- potvrzuji korektnost jdentifikaénich postupu tak, Jjak Je
uvadi metoda osamé&lého afinniho pulsu,

i é
- v r4mci u%ivané metody registrace pomérn . ‘
osciloskopu umoffiuji s vyhovujici

deformace pomoci

tenzometrt a obrazovky

phes t{ prenaSet kasovy prabéh méfené mechanické velidiny
nos
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do pofadovaného mista na ty&i,

2. Z hlediska pfesnosti predikce uvedenymi postupy je vhodné
miti k dispozici dynamickeé viskoelastické

vlastnosti mate-
riadlu identifikované z &asov

ych profilt mechanické veli&iny,
jejif zména byla sledovédna a méfena na dostate&né méfici ba-
zi.

3. Z pfedchoziho za&v&ru plyne, %e predikce bude obecnd 1imi-

tovana wur&itou oblasti zmé&ny rychlosti deformace ke které

dojde pri zmé€n& tvaru &fasového profilu mé&feného pulsu.

4. Pomoci wuvedenych matematickych prostfedki #idicich pre-

dikei Je pEiznivéjsich vysledkl dosafeno tehdy, kdy%Z jsou
pfedvidédny ty stavy historie deformovani viskoelastického
materiédlu, které materidl béhem svého zatifeni jiZ "poznal"

a pomoci nichZ byla pfedtim provedena jeho identifikace.
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S i
Dynamicka odezva reologickych modelf hmoty

Zakladni vlastnostj v

: iskoelastickych materi&lt se ob-
vykle prezentuji pomoci line&rnich reologickych modelt, kte-
B 1

ré jsou tvorfeny rfznymi kombinacemi pruZin a tlumiét. Pfitom

se predpokléada, %e deforma&ng charakteristika prufiny je li-

neadrni a Fidi se Hookeovym zédkonem

25 U (5.1)

a deformace tlumife odpovid4d Newtonovu zikonu pro kapalinu

s koeficientem viskozity =, tedy
de -
g = & = & €
dt

{52

V kapitole 1.4 bylo pfedesléno, %e chovani Jjakéhokoliv
takto sestaveného reologického

4lnim vztahem (1.24).

modelu lze popsat diferenci-

Dale ukéZeme postup sestaveni diferencidlnich rovnic
pro nejjednodus$i dvou a tri-parametrické modely hmoty (viz.
obr. 5.1), které pouZijeme k diskusi jejich odezvy na dyna-

mické (stacionédrni i nestacionédrni) zatiZeni.

o E o a 2
q&—-—JVVVL——J = ) & e

a)

d)

]
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5.1. Dvouparametrické modely materj 4lu

Zak imi Sl
adkladnimi reologickymi Prvky se dvéma parametry. iSbR
Maxwelllv (obr. 5.1a) a KelvinGv (obr. 5.1b) model

5.1.1. MaxwelllOv model
Jeho struktura je

: tvorena sériovym spojenim pruZiny
(S - spring) a tlumide (D - dashpot). ZatiZime-1i tento mo-

plochy, tedy napétim o, pak
Jednotlivych prvké plyne o = ogs = 0op
a ze votahd (5.1) a {5.2)

del silou vztaZenou na jednotku

z podminek rovnovéahy

G =B ccaly (5 53
G = @& €p . (5.4)

Pfitom je =zfejmé, Ze celkovd deformace Maxwellova modelu je
tvorfena deformaci pruZiny €s a tlumide €p, tedy

€ = €5 + Ep . £5 0

Derivujeme-1i (5.3) a (5.5) podle casu dostaneme

g = E €s y (5.6)
ER=NEC + € . (3555270
Dosazenim €s z (5.6) a ép z (5.4) do (5.7) nalezneme vztah
mezli o a €
o o
€ = — + — (5.8)
E ®
ktery se nékdy zapisuje ve tvaru ‘f
o S i (5.9} il
nebo i =
g FLpLigyE O L el LB ’.
kde t = &/E je tzVv. relaxaéni &as Maxwellova modelu a Pl N

a q1 byly zavedeny proto, aby byla z¥ejméd konzistence vztahu

(5.10) s vyrazy ve tvarech (1.24) a (1.25) a zestruénil se
z4pis. Plati

pi=-1 +# pL D 2 Q = a1 D.
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Hadiv2 .. Kelvi niav mode

Byl wvytvore
€0 Paralelnim spojenim pruZiny a tlumiée,

tiZime-11i :
Za me-1i takovou Soustavu, potom nap&ti v sednotlivien
ivye

vétvich budou

& T ES (5.11)

?=e& {5.121
pfidemZz musi platit

Q=S S (5.13)

€ = € = gp (5.14}
Po dosazeni (5.11) a (5.12) do (5.13) dostaneme

o=EE +&¢e , (5.15)
ktery lze zapsat pomoci zavedeného Tt ve tvaru

g = E=Eie Rl et (5.16)
nebo g = g0 € + q1 € (5.17)

pro ovéreni konzistence se zapisy (1.24) a (1.25). Plati

P=1 a @=q¢ + qr D

5.2, TFiparametrické modely materidlu

Na obr. 5.1c a 5.1d jsou priklady nejtZivanéjSich tfi-
parametrickych lineadrnich modelti. V prvnim pfipadé se jedna
o Poyntingfiv-Thompsontiv model standardniho té&lesa, v druhém

o tzv. Zenertv model.

5.2.1. Poyntingiv-Thompsonliv model
Protofe se tento model sklada ze sériového spojeni Hoo-
(S) a Kelvinovy skupiny (K), vyuZijeme pro
tohoto modelu JjiZ znamych
jako v pfedchozich prfipa-

keovské pruZiny
sestaveni diferenciélni rovnice

vztahti. PFedpokladame-1i, podobné

dech, zati%eni o pusobici na tuto soustavu zfejmé& plati

(5.18)
o = 05 = OX
{51 8
= g5 + €K
e (B 20)
ags = 5
ke (5.2L)

-
ok = F ex + 2 EK
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Dale vy jédfime

®
€5 =T —— = .
N e — + —
E g, R (5.22)
€ = Su s oom SR LR (5.23)
- E '
- ¥ (o]
€K = B = —
o (5.24)
PDogazenin {5.20), (520 uanis st R aoMl S e iey e

vame diferencidlni rovnici

F 2

l1+*—E10+———o=Fe+aeé, (5.25)
nebo se zavedenou relaxa&ni dobou t = 2/F vyraz

1 1 T

(== 3 — gt — g — e 1.7 ¢ 5oc

E F E ] ( . 6)
resp. po- o + pi &=E+q1 e , e |
nebo Po=gE&,
kde Pisipe £ pt D 'a 4§ =1 +-41 b

5.2.2. Zeneruv model

Tato soustava Jje vytvorena paralelnim spojenim Hookeov-
ské pruZiny (S) a Maxwellovy skupiny (M). Po zatiZenim napé-
tim o lze pro slofky napéti a deformaci v jednotlivych vét-

vich psat

O = 0s + oM , OM = OMS = OMD , il it
S st o, oW = oHs = Sun (5530 531
€ = €5 = EM = EmMs * EMD , (h 32 ﬁ
€ = €s = €n = Ems + €up ((5:.33) ’
gs = Ei €5 =1 E1n s, (5.34) ‘
Gs = E1 € , (5.35) -
= oM .
ous = E2 €us = gu , €Hs = = ) (5.36, 5.37)

538,639

. ba -
gh 5 A eND STy CRE S

DS ksentin L b 0 E (5.39) do (5.33) vyjadrfime

5 oM o (5.40)
€ = i -
E A
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Po dosazeni (5.28) g (5.30)

(5.34) a (5.35) a po nezbytnych tpray

A

4ch dostaneme
E1 + E2

.2 S g = i s * 1.,
Ez2 A Ez €, (5.41)

nebo zavedenim relaxa&ni doby t = A /E;

g & Toors L NE ST T . (5.42)
i 94 PUAC © giset g € (5.43)
nebo Po=QqQe,
kde P=l+plDaQ=qu+qlD
Poznamka : Porovname-1i diferencidlni  rovnice  (5.27)

a (5.43) shledavame, #e se jednd o rovnice stejného typu,

avak s rtznymi koeficienty pr, gk u Jjednotlivych jejich
¢lenfi. Znamenéd to, Ze oba dva tfiparametrické modely jsou
z hlediska svych vlastnosti, &ili odezvy na prilofené zati-
feni zcela ekvivalentni. Je snadné se pfesvéd&it, Ze mezi
parametry jednoho a druhého modelu plati jednozna&né& nésle-

dujici pfevodni vztahy /109/:

E F E2
gl ——— S s (5.44, 5.45)
E + F E + F
E a
A =2 {———} , (5.46)
E + F
E1
E = E1 + B2 » F = (E1 + Ez2) , (5.47, 5.48)
E2
2
[Ei + E2 ] e
o8 = 1
Ez

Ukol 1: DokaZ%te, Ze pro triparametricky model na obr. 5.2

plati diferenciédlni rovnice ve tvaru

; A o -
z + — & € (5.50)
c+-—’§—0-—()~+a}e E !
= lil .1

nebo o gt T e GURE SR S fRapdl
kde v = AJE, R
e ol Bl g = q1 € + 42 €
nebo Po=@QE
a p=1+mp Do Q=91D+q2D'
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cbri 5. 2

5.3. Frekven&ni vlastnosti reologickych modeldn

Komplexni veli&iny teorie line4rng viskoelasticity za-

odezvu viskoelastického materidlu
na harmonické zatifeni dané amplitudy a pfislu%né frekvence

Z matematickych diveda je vyhodné zapsat pasobici harmo-
niké zatéZovani v komplexni formé, tj,.

vedené v kap. 1.2 ur&uji

o = oo expliwt). (b5 B2

Odezva lineérniho viskoelastického prostfedi na takové zati-
Zeni, ¢ili deformace musi byt op&t harmonicka a té%e frek-
vence. Jeji vektor se vdak bude zpofdovat o uhel ztrat &,

co? vyjadifime ve formé
€ = €0 explilwt - &)1 . (5.563)

Budeme-11i nyni dosazovat tyto reZimy staciondrniho dy-
namického zatifeni a odezvy do prisludnych diferencidlnich
rovnic PFidicich chovéani reologickych modell, ziskdme po ne-
zbytnych matematickych Gpravéch, vyZadujicich zdkladni zna-

losti manipulace s komlexnimi &isly, zadvislosti sloZek kom-

plexnich veli&in na parametrech piislusného reologického mo-
Rozbor té&chto zavislosti ve frekven-

parametry reologickych modeld Jje

delu a frekvenci w .
&nich pasmech a pro dané

nazyvan frekven&ni analyzou r
textu podame odvozeni frekvenénich zé&-

eologickych modeliu.

V nasledujicim
vislosti komplexnih
Jejich# diferenciélni
kapitoléch. K tomuto G&elu nejprve V

o modulu pruZnosti pro reologické modely,

rovnice byly sestaveny Vv pfedchozich

y jadreme potfebné dasové

derivace vztaht (5.52) a (5.53). Plati
-l i Eer, LMLLSE (5.54)
dt

817




. de
€ = —

= iw (=% GXP[i{wt—aj]

dt
o d2e
g = = oS ¥R = :
e o expli(wt-5)]. (5. 565

Komplexni modul pro M xwellftiv model materidlu

Dosazenim vztahf {552}, (5.54}

2 (5.55) do (5.10)
upravé dostaneme o

Ta
Eliw) = T exp(if) = E1(w) + iE2(w), (5.57)
a
lkde
Pl a2 w? q1w
Ei{w) = Bz U= (5.58;, 5.59)
1 + pr2y? 1 + pr2w?

Komplexni modul pro Kelviniiv model materidlu

Dosazenim vztaht (5.52), (5.53) a (5.55) do (5.17) po
upravé do tvaru (5.57) dostaneme pro slofky E(iw ) vztahy

R BB R Y AR = ey . {5, B0, 561 )

Komplexni modul pro Poyntinglv-Thompsontiv model materidlu

Obdobnym postupem aplikovanym na vztah (5.27) obdrZime

Po+P1 g1l ? (podg1-p1 Jw .
Ei(Ww) = —————— , Ez{aw) = ————— (5, 852y &5.63)
Pa+p1 2w ? Potp1iw ?

Komplexni modul pro Zeneriuv model materidlu

Usitim vztahu (5.43) se snadno presv&déime o platnosti

vztahl pro sloZky komplexniho modulu pruZnosti

-P1qe ]UJ
ok (5.64, 5.65)

2
Qo +tpP1 91 W
é E2 (W} =

Ei[w)=l+plzwz ’ 1 + pr2w?

L v bant |5 620NE (FBLEBY ne VELREGRIINGL)

obdobn& jako v pfedchozi poz-
modely jsou identickeé

»
Poznamka: Poro
a (5.65) lze opetl konstatovat,
nadmce, %e posledni dva reologicke

2 hlediska frekven&ni odezvy.
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Ukol 2: Doka! ,
Uko okaZte, ze Pro tr‘iparametricky model materiilu RE

obr. 5.2 plati pro sloZky komplexniho modulu pruZnosti vzta-
hy
X (pPra1-gz Juw? (dar+piqzuy?)
. e e Ly,
1o+ priygy 2 1 + p12gy? L

S Y

Zavérem pPoznamenejme, %e vyznam koeficientli pi, qi

v pfedchozich vztazich je dan specificky pro ka%dy reologic-
ky model zvlast - viz., tab. 5.1.

Tabulka 5.1

koeficienty diferenci&lnich rovnic
model Po p1 da q1 qz
F
Maxwell 0 e 0 ® 0
E
Kelvin 1 0 E ® 0
1 1 ® ®
Poynt.-Thomp.| — + — i e 0
E F EF F
E1+Ez )
5 (
Zener 1 b 8
Ez Ez
Ae
A +
obr e 1 g )- o E
E /

Komplexni podda,jnost .4

V kapitole 1.2 byla spolu s komplexnim modulem prufnos-

ti definovéana komplexni poddajnost J(iw) vztahem (1.13).

Vyusijeme-1i vztah (1.8), zFejmé plati

: 1 E1 (w) i Ez (w) .
P mm—— T N
LT E(iw) ] m} F12 (w)+E2? (w) E1? (w)+E2? (W)
o
(5.68)
= Ji(w) - i Jz(w)

89



TakZe

Ji(w) = e Ez2 (w)
e L
E12 () 4E22 () 2@ 5 —————— . (5.69)

E12 (w)+E22 (w)

Pfed i ; )
chozi vyrazy Poskytuji mo%nost stanoveni sloZek

komplexni poddajnost? pomoci sloZek komplexniho modulu pruz-

nosti.

5.4. Energeticki bilance v harmonickém cyklu zatfiZent

linedrn& viskoelastického prostredi

Pro snadnéj$i pochopeni energetickych zmé&n probihaji-
cich v linedrn& viskoelastickych prostifedich vlivem zat&fo-
vani uvaZme element osové zatiZené tenké dlouhé prizmatické
tyée o prifezu A a délce dx, na jeho? koncich plusobi vnit#ni
sila N = o A. ProtoZe vn&j%i sila F plisobici na jednom konci
tyde je obecn& funkci &asu F = F(t), pak za &asovy okam¥fik
dt deformace elementu € = du/dx vzroste o hodnotu €dt a ki-
neticka energie elementu (vlastné &astice elementdrni hmoty
ty&e), ktery se v tomto okamZiku pohybuje rychlosti v, se
zm&ni o hodnotu d(0.5v¢dm). Pro souéasné deformujici se
a pohybujici se element musi byt spln&na rovnice energetické

bilance
A dx dw = o A dx € dt + d(0.5 o v? A dx) , (5.70)

kde dw ozna&uje prirtstek préce vné&j¥ich sil vztaZeny na

f

jednotku objemu ty&e, tzv. hustotu energie. JestliZfe zatiZe-
potom 1 napéti a deformace

ni F(t) spojité roste v C<case, ;
Zase a predchozi vztah 1lze po integracl

spojité rostou v (
v &ase upravit na tvar ‘
(5.71)
W= WP WK
L
{5.72)

kde wep = o é dt je hustota potenciélni energie

je hustota kinetické energie fibsa B

a WK =0.59V2

g0



Doplnime tyto uvahy

konkrétni pged
bude energeticka bilance pfedstavou o tom, jak4

pFi staciondrnim harmonick
. . ické =
f4eni line&rné& viskoelastického télesa =1,

Bt < j v
edpokléade jme ¢asovy prabé&h zatéZovani ve tvaru

o(t) = 0o coswt (5,73}
Odezva deformace na kosinovy prab&h zatiZeni pak bude

Elt) = € cos(wt-§) : {5, T4}
£l €)= ~w & sinliwt-2) (5.75)

Casovou funkci mé&nici se hustoty potencialni energie ziskame
ze vztahu (5.72)
t

welt) = ~w Ooeojcoswt sin(w t-6)dt = (5.76)
o
1 : 1 1
= Oo€o[- sind(w t+ - sin2wt)- - cosd sinZwt] .(5.77)
2 2 2

Vzhledem k platnosti vztahtl (1.9) a (1.10) 1lze pfedchozi
vztah upravit do tvaru
€02 1 Eo ¢

wp(t) = Ez (w) (wt+ — sin2wt)-
2 o 2

Ei1 (w)sin®wt] .(5.78)

nebo struénéji
BA (T = ep iyl e S e (e ((5.79]

7 poslednich dvou vyrazd je zfejmé, Ze hustota potenci-
41ni energie se skladd ze dvou &asti. Prvni jeji &ast je
Gmérnéd imagindrni slo%ce komplexniho modulu pruZnosti Ez (w)
a odféii proces disipace energie, tzn., Ze &ast préce konané
vnéjsimi silami se nevratné pfetvari v teplo, zatimco druhéa
komplexniho modulu pruZnosti

&4st Jje Umérna redlné sloiZce

Ei1 {w) a vypovidd o procesu akumulace energie, tak jako

u elastického té&lesa.

7 grafické interpretace prab&hu funkce
obr, 5.3 je patrné, Ze akumulace energie probihd béhem prvni
a treti &tvrtiny cyklu zatifeni, aby se vzapé&ti, tj. v druhé
cyklu opét uvolnila, K disipaci energie,

wpa(t)/co€o na

a &tvrté &tvrting
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hustoty energie [1]

jak ukazuje zAvislost

wWep (t)/co€o, dochézi
celého cyklu zatifeng.

prubéZné bé&hem

Casovy prub&h hustoty kinetické energie ziskame pomoci
vztahu (5.73). Vzhledem k tomu, Ze pro rychlost &astice pri
dané frekvenci w a deformaci e plati

vt ==t (e (G )i (5.80)

kde cl(w) je rychlost $ifeni harmonické vlny o frekvenci w ,

obvykle oznafovand jako fézova rychlost. Ta Jje vi3ak obsafena
ve vztahu (4.23) odkud plyne

3 & Jo 6
9 c? (W) = |E(w)|cos-? = cos™¢—— , (5. 84}
Eo 2 -
Tedy vyraz (5.73) lze upravit na tvar
1 (o)
wE (t) = — Ou€o cos?{wt - &) cog-2—— , (:5.B2)
2 2

Charakter &asové zm&ny kinetické energie b&hem cyklu zatiZe-
ni je graficky znizorn&n v obr. 5.3 funkci wk(t)/0c€o. Je
patrné, %fe tato zavislost je fézové zpofdéna za zatiZenim
o(t), coZ je logickym disledkem existence Ghlu ztrat 6 a te-
dy opo%dé&né reakce viskoelastického prostredi.

1.00

Wep /6.,
Wea /6o €o Wi/BoE,

BiF e

4
)

0.580

0.25

0.00

0.00 0.26 0.50 075 1.00

Tl obr. 5.3

92



Disipované energie b&hem  jednoho cyklu zatifeni

MnoZstvi hustoty disipované
ziskédme snadno tim, Ze uvdZime

energie v cyklu zat&Zovani
ve vztahu (5.78) dobu trvéni

periody harmonického cykly t = T = 2n/w) . Platg

2n 2n
} = weo (

we (

yE2) = n€e?E2 . B9 ]

Tato hodnota energie pfedstavuje plochu uzavFenou elipsou

Je schematicky zndzorn&n na
obr. 5.4. Poznamenejme, Ze vztahy {5.73) a (5.74)

v pracovnim diagramu o-e€, ktery
jsou para-
metrickymi rovnicemi elipsy. Eliminaci &asu dostaneme

o 92 € 72 g € .
[ +{ } = sin?8 + 2 cosb . (583

Jo Ea Tao €o

Charakterizovat viskoelastické prostfedi z hlediska je-
ho disipadnich schopnosti je mo%fné déle pomoci tzv. disipa&-
ni funkce D, kter4d je déana soulinem wep{2m/w,E2) a podtu
cyklG za jednotku &asu f(Hz), tedy

21 2mn €0t

w
yBz ) £ = wen SHz = Fzewd . (5.84)
2n 2

D = weo |

tair

5.5. Odezva reologickych modeltl hmoty na razova zatifeni

problém velice komplikované povahy.
z predstavy, ktera predpoklada

Obecn& je tento

74kladni poznatky lze ziskat
razem zatiZenou tenkou polonekone&nou tyd

% mechanické vlastnosti jsou popsa-
R4z vyvola podélné posuvy

na Jjednom konci
kruhového prafezu A, jeii
ny diferenciélnim vztahem (1.24).

jednotlivych Z4sti ty&e, tj. vinu deformace, kterd se bude
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$ifit podél tyée,

Rovnice rovnovéahy
vyrazem el

elementu ty&e Je déana
deformace elementy .
Derivujeme-1i (1.24) & (41,8)

mentu x dostaneme

vztahem (4,842
Podle polohové soufadnice ele-

1:1 gk Do n h DE
_P:Pk = 3 gg —— ) (5.84)
Ptk Dx ° Dtk Px
De Miu
= A 85,
x e (5.85)
Dosazenim (4.7) a (5.85) do (5.84) pak
o Ok+2u 5 (aknzu
S (5.86)

= 4 | S oy
@t"’z o O_\;Zﬂtk

Tim jsme ziskali parcialni diferencialni rovnici, ktera
popisuje posuv elementl tyfe v zavislosti na Jejich poloze
x, &ase t a parametrech reologického modelu pk, qk . Pozname-
ne jme, Ze p Je m&rn&d hmotnost materidlu ty&e. Fyzikalné& jsou
vEak moZn4d jen takova fefeni +této diferenciélni rovnice,
kteréd poskytuji kone&éné rychlosti &ifeni rédzové viny. Takova
fefeni jsou oznadovana jako vlnovd FeSeni. Lze ukéizat
/123/, %e tomu odpovidaji vSechny pFipady, pro které plati
m = n a kdy reologicky model m& schopnost okamZité reagovat
na prFilofené rédzové zatiZeni. To Jje tehdy, kdyZ u modelu
existuje tzv. dynamicky modul pruZnosti Ep, tj. kdyZ model
mi ve své struktufe pFedfazenou Jjednu nebo vice pruZin. Po-

tom plati

142

co = [‘ED 11!2: [pn ] o
_9 dn

7 uvedenych modelft v této kapitole t&mto pozadavkim vyhovuji

Maxwelllv, Poyntingtv-Thompsonuv a Zenertav model viskoelas-

tického prostfedi. Tyto modely materidlu lze uZit ke studiu

L{feni razt a jevi s tim spjatych, napt. dynamiky porufeni

atd., /109,110/, i kdyZ Jjsou to modely vcelku jednoduché
imitiv Maxwell Qv model).

a prlz;:i:niiie komplikovanych reologickych modeltt by snad

mohlo pfinést presnéjsi popis rézovych jevl v t&lesech, ale
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ukazuje se, Ze to neni nejvhodné& j$i cesta k Uspé&chu. Dfvodem

Jsou matematické potiZe PFl1 teoretickém FeZenf i jednodu-

chych problémi nestacion&rni viskoelasticity a vysledky ne-

adekvatni vynaloZené pracnosti,
vstane problém identifikace

musi byt
% nebot posléze vy-

parametrii pouZitého modelu.

nutne konstruovat numerické optimalizaé&ni
postupy a navrhnout vhodny

K tomu je obvykle

experimentdlni program, jeho%
podstata by spol&ivala v m&fenf fyzikédlnich veli&in p¥i ré-
zech, obdobn& jak to &ini v kapitole 4 uvedeni metoda osam&-
lého afinniho pulsu - MOAP.

Naladéni parametrt reologickych modelt je vSak moZné
provést jen pro uréité frekvenéni pésmo nebo ohranideny &a-
sovy interval. Obecné +totiZ Z4dny reologicky model neni
schopen popsat chovdni redlnych materidlfl v Zirokém pasmu
frekvenci a &ast - viz. kap. 5.3.

YV réamci vyvinuté MOAP byl proveden odhad parametri
Maxwellova a Poyntingova-Thompsonova reoclogického modelu.
Pomoci vztahfi (5.44) a% (5.46) pak lze ziskat parametry Ze-
nerova modelu.

Vyrazy (4.12) a% (4.14) uZivané v MOAP k vyhodnoceni
po&atkt reologickych funkei, viz. kap. 4.3.1, jsou polynomy
druhého stupné&, které se prilis neodlisuji od pfimek. Tuto
skute&nost lze vyufit a odhadnout jednoduSe parametry uvede-

nych reologickych modell.

Parametry Maxwellova modelu

Pro nap&ti stélé v &ase, viz. vztah (1.2) hledédme fede-

ni diferencialni rovnice (5.8) ve tvaru i e

1 T
+ —) = go Jlt) , (5.88)

E *

elt) = oo

kde funkce poddajnosti jlt) je ptimka

t
+ — = ‘jn + q{t} - (5-89)

1
)=

E ®
Uva%ime-1i, Ze kvadraticky &len Vv {(4.13) nemé Vv uvaZo-

vaném intervalu asu, tj. dobé& trvani rédzového pulsu, vy-

znamny v1iv dostavame
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) (5.90)

(5.91)

Parametry Poyntingova-Thompsonova modelu

ReSenim (5.25) pro zat&%ovaci re%im (1.2) dostaneme

1 1 F
€(t) = oo [_ i ey = —— t}}} = 0o jlt),(5.92)
E F ®

kde funkce poddajnosti j(t) ma tvar

1 1 F
Jl e et e s el s R R R = (T (5,93)
E F ]
Proto%e tento model v limité pro F —> 0 pfejde v model
Maxwelllv, mGZeme uvaZit
it
B = g0 = Quggd =i——1, (5,94 )
Jo
F—>0 , resp. F << E , (5.95)
_?Co o X N
® = A (5.96)
2 1n dg

Vyznam jednotlivych symbolft v pfedchozich vztazich je

shodny se zavedenym oznatenim v keaps. i 8lid,

P, & .
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