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Anotace

Cilem prace je propracovani vhodné metodiky k fefeni pohybovych rovnic analytickou a numerickou
metodou.

Po teoretickém fivodu nasleduje osm fedenych tloh, které ilustruji a srovnavaji didakticky pfinos obou
metod.

Das Ziel der Diplomarbeit ist die Durcharbeitung passender Methodik zur Losung der Bewegungsglei-
chungen mit der Hilfe analytischer und numerischer Methoden.

Nach der theoretishen Einfiihrung folgen acht aufgelosten Aufgaben, die den didaktischen Beitrag
beider Methoden ilustrieren und vergleichen.

The aim of the graduation thesis is to work out a suitable teaching methodology of solving equations
of motion by the analytical and numerical methods.

Eight solved exercises follow after the theoretical introduction to illustrate and compare the didactic
contribution of both of these methods.
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Kapitola 1
Uvod

Cilem prdce je propracovani metodiky feSeni pohybovych diferencidlnich rovnic numerickou a ana-
lytickou metodou a vytvofeni souboru feSenych piikladii. Prace je uréena zejména stfedoskolskym a
vysokoskolskym studentiim, které by méla pfivést k hlubdimu chapani zakladnich problémi dynamiky.
Domnivame se, Ze numerickd metoda feSeni je natolik nazorna, Ze je pristupnd vSem stfedosko-
likim a v aplikaci na jednoduché pfiklady ji lze pouZit i na zakladnich Skolach. Analytické feSeni je
naro¢néjsi pouze z hlediska matematického aparatu a ucitelé oceni jeho obecnost a bezprostfedni moz-
nost kontroly spravnosti studentova feseni. Soubor tiloh poslouZi u€itelim k procviceni probranych
partii dynamiky hmotného bodu a studentiim snad k tomu, aby skuteéné pochopili kausalitu déji,
popisovanych rovnicemi dynamiky.
Diplomovd price je psana s pouZzitim systému IWTpX.



Kapitola 2

Dynamika hmotného bodu

V této Easti se zaméfime na popis dynamiky hmotného bodu, kterou budeme pojimat jako systém.
Aby dynamika spliiovala sviij tcel, kterym je predpovidani priibéhu mechanickych pohybi, nestaéi se
zabyvat pouze tfemi Newtonovymi pohybovymi zikony, jak by si mnohy stfedoskolik pfedstavoval.
Je tfeba osvojit si cely soubor znalosti a zkuSenosti, jakymi jsou napf. zikony zachovani (energie,
hybnosti, toivosti), dale znalost vyznamu pojmi - hmotny bod, hybnost, sila, hmotnost. DiileZité jsou
vztahy pro reilné sily jako je tfeni, vztlak, odpor prostfedi, elasticka sila a vztahy znamé z kinematiky
pro vypoéet drihy, rychlosti, zrychleni. V neposledni fadé je také nutné mit znalosti matematické
(diferencialni a integralni pocet, diferencialni rovnice).

Zakladem dynamiky hmotného bodu ziistavaji tfi Newtonovy pohybové zakony, které ve struénosti
zformulujeme podle [SAN-93:76].

1. Newtonuv zakon
V oblasti sluneéni soustavy existuji inercidlni vztaZné soustavy, tj. soustavy, v nichZ se
kaZdy volny hmotny bod ! pohybuje rovnomérné pfimocafe nebo zistava v klidu. 2

2. Newtoniv zakon
Piisobi-li na hmotny bod o hmotnosti m télesa a fyzikalni pole silami o vyslednici F,,, ma
hmotny bod zrychleni a takové, ze plati

F.=ma. (2.1)

Zdiiraznéme, Ze 2. Newtoniiv zakon v uvedeném znéni plati za predpokladu, Ze pohyby jsou nerela-
tivistické a Ze je zkoumame v inercialni vztaZzné soustavé. Vztah (2.1) vyjadiuje nejdilezitéjsi zakon
celé nerelativistické mechaniky. Nazyva se casto pohybova rovnice. 2. Newtontiv zdkon lze vyjad-
fit pomoci hybnosti p. Hybnost hmotného bodu o hmotnosti m a rychlosti v je vektorova veli¢ina
definovana vztahem

p=mv. (2,2)

Z kinematiky vyplyva, Ze mél-li hmotny bod pfi pohybu v ¢ase #; rychlost vi a v ¢ase nepatrné
pozdéjsim t; + At rychlost v,, plati o jeho zrychleni

th-V] .
il o Ty (2.3)

"Volny hmotny bod je hmotny bod, na ktery pisobi pouze gravitacni pole stalic,
?Ve viech nasich fesenych piikladech je za inercidlni vztaZnou soustavu povaZovdna laboratorni vztaini soustava,
ktera je pevné spojena se Zemi.
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)osazenim vztahu (2.3) do (2.1) dostavame

i Lt m (2.4-a)
t, — 11
! definice (2.2) pak plyne
o= P2 — P1 -
t2 — 4
Jztah (2.1) lze tedy psat ve tvaru
A
F, = -A—‘-:- pro At—0. (2.4-b)
Dbvykly zépis je v diferencialnim tvaru
dp
FU e 2.4-c
7 (24-c)

Pfi nerelativistickych rychlostech, kdy je hmotnost konstantni, jsou vztahy (2.1), (2.4-c) ekvivalentni,
»ficem? jeden vyplyva ze druhého. Pi relativistickych rychlostech viak hmotnost zavisi na rychlosti.
Teorie i experiment pak potvrzuji, ze vztah (2.4-c) plati, vztah (2.1) v8ak nikoli.

3. Newtonuv zakon
Piisobi-li jedno téleso na druhé pfi jejich styku silou F;, piisobi druhé téleso na prvni silou
F,, pricemz plati, Ze

F] = —F2 .

Nazve-li se jedna ze sil akce, je druha reakce. Proto se tento zakon nékdy nazyva zakon
akce a reakce nebo jesté lépe zdkon vzajemného pisobeni .

b r - o . # w - v » ’ v - »
o provedeni rozboru sil, piisobicich na ¢astice nebo na téleso a po zvaZeni po&ateénich podminek, lze

estavit pohybovou rovnici, ktera miize byt ve vektorovém nebo soufadnicovém tvaru. UkaZme si na
fikladu.

RIKLAD

la kmi_tajfci téleso zavéSené na pruZiné piisobi tihova sila Fg = mg a sila pruziny Fp(t) = —ku(t)
€leso je na pocatku v klidu a ma nulovou vychylku. Pro vyslednici F, pak plati . .

FH

il

'o dosazeni

ma(!.) = mg — ku(t) f



11
4@ N

Na zakladé zaveden{ orientace sou- d’ ' 2
fadné osy y tak, jak je uvedeno v N/

obr. 1, miiZeme soufadnicové psat

may(t) = —mg — kuy(t) . (2.6)

Z kinematiky vime, Ze zrychleni a ‘ FJ"
Ize definovat
2
o d dugt) ] e
i
| fo
soufadnicové !
d*u,(t)
t) = —L =, -
S0 =~ 24} Obr. 1
Dosazenim vztahu (2.7) do (2.6) dostavame koneénou pohybovou rovnici v diferencidlnim tvaru
d?u, (1)
mﬁ = —mg — kuy(t) . (2.8)

Tuto a jiné dalsi diferencialni rovnice musime upravit, abychom co nejjednodussim zpusobem dosli
k jejich vyfeSeni. Jedna se vétSinou o jednoduché matematické tpravy jakymi jsou déleni, nasobeni,
vytykani, scitani, od¢itani atd. . Tak napf. rovnici (2.8) upravime

2
mg + kuy(t) + mii—%gl —i | b (2.9)

V tomto tvaru je pfistupnéjsi k feSeni.



Kapitola 3

ReSeni pohybovych rovnic

Pohybové diferencidlni rovnice 1ze feSit dvéma zakladnimi postupy - metodou numerickou nebo ana-
lytickou.

3.1 Analytické fe$eni

Tento typ feSeni je podminén jistymi znalostmi a zkuSenostmi z matematiky. Zakladni matematické
principy, které jsme pouzivali pfi feSeni vzorovych pfikladi, zde uvedeme. Priklady jsou voleny tak,
ze se v nich vyskytuji zejména homogenni linedrni diferencialni rovnice 1. a 2. fadu s konstantnimi ko-
eficienty. Pfi feSeni téchto typu diferencidlnich rovnic jsme pouZivali nasledujici matematické postupy

[STE-52], [BN-77], [REK-81].

a) Metoda postupné integrace

Tohoto postupu jsme uZili napf. v piikladé 3 (viz ReSené piiklady). Diferencidlni rovnice ma tvar

d2
a—g = —g kde g = konst. (3.1)
Prvni integraci rovnice (3.1) podle argumentu ¢ dostavame
dy
P —gt +¢;. (3.2)
Naslednou integraci rovnice(3.2)dochazime ke koneénému vztahu
—at?
y=——+atta (3.3)

Konstanty ¢y, ¢, uréime z pocatecnich podminek.

b) Metoda separace promé&nnych podle [SM-87:81]

Zakladem je separace zavislé a nezavislé proménné. Ukazkou tohoto postupu je feSeni diferencialni
rovnice z piikladu 2 (viz Regené piiklady).

20— +v2=0. (3.4)

Separujeme v, a dt a po upravé dostaneme

dv, —di

TR

(3.5)

13
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Tento vztah lze snadno zintegrovat a vysledek dostdvdme ve tvaru
oo (3.6)
P i

Dosazenim poéateénich podminek Ize uréit potateéni konstantu ¢ (viz pfiklad 2).
Metoda charakteristické rovnice [SM-87:120] w2y
. [ ch linearnich diferencidlnich

Tento postup je vhodny zejména k feSeni homogennich i nehomogenni ¢ xont dif ialni rovnice
rovnic 1. a 2. Fadu s konstantnimi koeficienty. UkaZme si tento postup na resenl dilerenc

1. fadu z prikladu 1

dv = -

_:ft_y + vy = 2 ( )
K ni odpovidajici charakteristickd rovnice

1z! +12°=24+1=0 z ¢ehoZ plyne =1, (3.8)

Resenim homogenni rovnice %’f— + v, = 0 je funkce [SM-87:120]

1) = Ke™ (3.9)
Dosazenim ze (3.8) dostavame

u (1= Ke. (3.10)

Toto je obecné feSeni homogenni rovnice. Pro nehomogenni rovnici (3.7) plati,Ze jeji fedeni je souctem
feseni homogenni rovnice (3.10) a alespoii jednoho z moznych feSeni rovnice nehomogenni. Partikularni
feSeni 1ze najit napf. metodou variace konstant, ktera je popsana v [SM-87:69,134]. U jednodusSich
pfikladi partikuldrni feSeni zpravidla uhodneme. Napf. partikularni feSeni rovnice (3.7) je na prvni
pohled zfejmé a to v, = 2. Koneénym feSenim diferencialni rovnice (3.7) je tedy funkce

vy(t) =2+ Ke™t. (3.11)

Konstantu K uréime po dosazeni pocatecnich podminek (viz priklad 1).

U nékterych typi diferencialnich rovnic analytické feSeni viibec neexistuje nebo ho lze najit jen
velmi obtizné. Jedna se napf. o nehomogenni kvadratické diferencidlni rovnice 1. a 2. fadu. K feSeni
téchto uloh pouZijeme numerickou metodu.

3.2 Numerické reseni

Pro nase potfeby jsme vyuZzivali jednoduché numerické postupy, které jsou nazorné, a tak pristupné
1 zakiim stfednich Skol. Tato jednoduchost ma viak za nasledek malou presnost vypocti. SloZitéjsi
numerické metody by vSak byly na stfedni §kole mén& vhodné. Sezniamime se se zakladnimi principy
této metody v nasledujicim piikladé [San-93:281]. Budeme pfedpokladat, Ze:

1. V kazdém bodé, do kterého se hmotny bod dostane, je znama nebo se da uréit vyslednice sil F,,
které na néj piisobi. Hmotnost hmotného bodu ozna&ime m.

2. ¥ 'Ea,se t = 19 je hmotny bod v daném bodé P, (tj. je dan polohovy vektor ro tohoto bodu) a
mé danou rychlost vo. Tyto fidaje se nazyvaji pocatecni podminky.

*Vztah plati pouze éiselné, ne rozmérove.
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PosTUuPp

Nejdfive uréime zrychleni ag hmotného bodu v ¢ase ty ze vztahu may = Fp, kde Fy je vyslednd
sila piisobici na hmotny bod v bod& P, (podle pfedpokladu ji znime). Hmotny bod je tedy v Case
to ve znamém bodé Py a ma znamou rychlost vy a zrychleni ag. Tento stav oznafime jako stav 0.
Dalsi polohy hmotného bodu, jeho rychlosti a zrychleni budeme uréovat postupné po krocich s uZitim
vztahi

v = %t[ — Ar = vAL 5 (312)
Av
_— —— — a— -1
a o Av = aAt , (3.13)
F
a=—,
m

kde At, Ar,Av jsou velmi malé, aviak koneéné zmény veli¢in ¢, v,r. Uvedené vztahy se tim vice bliZi
pfesnym vztahiim, ¢im mensi je krok At. Proto se musi k dosaZeni poZadované pfesnosti volit krok At
dostatecné maly. Z toho plyne, Ze pocet krokd je pak velmi vysoky. Zndzornéme si tento postup graficky
pomoci vektori. (Abychom mohli postup znazornit v rovinném obrazku, omezime se na pfipad, kdy
pocatecni rychlost a piusobici sily leZi v jedné roviné. Stejné je viak moZno postupovat i v obecném
pfipadé, kdy tato podminka neni splnéna).

b
=
fo

vy

o
%4

Obr. 2

Viimnéme si, co se stane s hmotnym bodem béhem kratkého ¢asového intervalu < {fp,t; >, kde
ty = to + At, na jehoZ zacatku je hmotny bod v Py, ma rychlost v a zrychleni ag. JelikoZ ma néjakou
rychlost vg, postoupi z bodu Py ve sméru rychlosti vo do dalsiho bodu, ktery oznafime P;.

—_—
R vat
= N
1
— > —
% v
Y

Obr. 3
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A v = vp , tedy PoP1 =
Vektor posunuti PoP; je urcen pribliznym Vzta.hen% (3.12, kde Ar = Pﬁi;nztu ve. danou pibliZné
voAt (viz obr. 3). Zaroveii se jeho rychlost zméni z hodnoty \d'o i me Vi = v;+aoAt (obr. 3).
vztahem (3.13), ktery napiSeme ve tvaru vi —Vo =F aoﬂf' , tedy O?Lalllniokem Tisme Jjistili na zaklads
V bodé P; bude mit hmotny bod zrychleni ay = - ; Tlmff) Py vl
snalosti stavu 0 piEti stav 1 (t1, P, vi,a1)- Nasleduje dal3i krok vypo ';:1 S S
7 polohy Py a hodnot vy, a; v Case uréime bod Pz, rychlost v a zryciient =2 bl

¥ = At — 2 Tim dostaneme idaje charakterizu)

vztahi P1P2 - V]Af, Vo = V1 + a; AL, az =

(t21 P;;_,Vg,ag)-

o

—
7 4
i
o Y
ANE
P a0t
— 9 1
f,
a
L)

Obr. 4

Timto zpiisobem postupujeme déle a dostavame dalsi pfiblizné body trajektorie, vektory rychlosti a
zrychleni. Uvedeny postup si shrneme do tabulky 1.

TFah. il

cas poloha rychlost zrychleni
to Po Vo ag
t1 = tp + At P](P()P] = VgAt) V1 = Vo + apAt a)
i =11 + At P2(P]P2 - Vlﬂt) vy = V) +a At as
iz = ... s

Postupem, ktery jsme si znazornili v obr. 2,34, ziskime pro dané po¢ateéni podminky posloupnost bo-
di Fo, Py, Py, Ps...., které pfiblizné udavaji polohy hmotného bodu na trajektorii v fasech to, 1,12, 13....
i jeho rychlosti a zrychleni. Spojime-li sousedni body fiseckami, dostaneme misto hladké skuteéné tra-
Jektorie jen pfibliZnou trajektorii, kterd se sklada z Gisecek. Tato pfiblizna trajektorie se blizi skute¢né
tim vice, ¢im je délka kroku At mengi. V priibéhu vykladu numerické metody jsme nékolikrat narazili

na fakt, Ze ziskané vysledky touto metodou nejsou fiplné presné. Naii snahou ale je, abychom ziskali
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hodnoty veli¢in, které se budou od skuteénych liit co nejménd. Proto vypocet zpfesnime. MiiZeme
toho dosihnout bud zmenSenim délky kroku At, jak jsme se jiZ zminili, a nebo efektivn&ji ipravou,
vyplyvajici z této Gvahy. Pfi vypoétu posunuti PoP; jsme mltky piedpoklidali, Ze pohyb v tomto
intervalu je rovnomérny stalou rychlosti vo. Vime viak, Ze pohyb rovnomérny nebyl, nebot rychlost
se zménila z vo na vy. Primérna rychlost pohybu byla tedy v, = YY1 . Pak skuteénd hodnota
posunuti PoP; v €ase ¢, bude bliZii veliing, kterou ozna&ime r,(t;) a ktera je dna vztahem

(vo+ v1)At

p(te)" = x(to) + 2 (3.14)
Z tabulky 1 plyne, Ze vi; = v + agAt . Dosazenim tohoto do ( 3.14) dostavame
At)?
rp(t1) = r(to) + voAt + 2a(A)7 : (3.15)

2

Tento vztah si rozebereme. Prvni €len na pravé strané rovnice r(#y) uréuje pocateéni polohu hmotného
bodu, ¢len voAt charakterizuje pohyb rovnomérny a posledni ¢len lag(At)? udava posunuti rovno-
mérné zrychleného pohybu s nulovou po&atecni rychlosti a se zrychlenim ag. To je i v souhlase s uZitym
vztahem vy = vq + agAt, udavajicim rychlost pfi pohybu s konstantnim zrychlenim ag.

Clen %a(At)2 vystupuje tedy jako jista korekce posunuti, zpiisobena zrychlenim ag.

Podobné doplnime vypocet i v dalsich krocich.

Srovnejme tabulky s uvaZovanou korekci a bez ni.

Tab. 2  Bez korekce
I cas | poloha r I rychlost v j
to ro Vo
ti =tg+ At | r; = rg + VoAt | vi = v + agAt
to =1 + At | r; = r; + V1AL | vo = v1 + a1 At
i3 — ..

Tab. 3 S korekci

L cas I poloha r, | rychlost v I
to rp Vo

t1 = to + At | rp; = ro + VoAt + zagAt? | vi = vo + agAt

t =ty + At | 1y = 1y + V1At + 7a1At% | vy = vy + a; At
s = ...

3.2.1 Grafické reseni

7 diivodu vétsi nazornosti je v nékterych pfipadech vhodné fesit ilohu graficky. Na rozdil od numeric-
kého feseni, kdy pracujeme se soufadnicemi (€isly), pracujeme zde pfimo s vektory. Princip feSeni je
véak obdobny viz. obr. 1,2,3. Graficka konstrukce byla provedena v tloze 8 (viz ReSené piiklady),
ktera popisuje pohyb komety kolem Slunce a v iloze 7, ktera znazoriiuje balistickou kfivku.

3.3 Kontrola spravnosti a presnosti feSeni

V obtiznych pfipadech jsme k feSeni pouZili pocitace, ktery urcil, zda existuje analytické feseni a jaky
je jeho tvar. Tento zpiisob fefeni by se viak nemél povaZovat za zakladni. Mélo by se ho pouZit jen

*Oznafenfm r, chceme naznacit, Ze se jedna o presnéjsi hodnotu veliciny r.
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jako dopliikové metody k ovéfeni spravnosti feSeni.Pro Ziky a studenty je mnohem pfinosnéjsi, kdyz
vysledek ziskaji vlastnim vypo&tem, nes-li ho jen pohodiné a bez porozuméni opi3i z obrazovky po-
Cfta'E& Potitate bylo u¥ito k Feeni pfikladii 3 a 6, kde jeho vysledky slouZily ke zpfesnéni vypoéti,
ziskanych numerickou metodou. A dale v pfikladé 6 ke grafické konstrukci tlumenych kmiti.

Ke kon.trole Ize také pouZit zdkoni zachovdmi, které za danych podminek plati - napf. v pfikladech 3
a 4 se'Jedné o zakon zachovani mechanické energie, v piikladé 5 o zikon zachoviani hybnosti.

v J‘St)’?h pfipadech , pokud podminky zadaného piikladu odpovidaji podminkim realnym, lze sprav-
:OSt vysledku ovéfit i ezperimentem. V nasi prici jsme tento zpiisob kontroly provedli v pfikladé



Kapitola 4

Resené priklady

a) Ulohy s numerickym i analytickym FeZenim
1. Pohyb balénu

2. Pohyb lodky pfi piisobeni odporové sily

3. Pribéh pohybu na trampoliné

b) Ulohy pouze s fFeSenim numerickym

4. Rotace tyce v gravitaénim poli Zemé

5. Celna nepruzna srazka raketopldnu se snéhovou kouli
6. Tlumené kmitani

c) Ulohy s grafickym FeSenim
7. Balisticka kfivka
8. Pohyb komety kolem Slunce

PRIKLAD 1 Pohyb balénu

Balon je unaen vétrem rychlosti v, = 2ms~! ve sméru osy y a v ¢ase t = 0s rovnomérné klesa rych-
losti v, = 3ms—! (viz obr. 5). Hmotnost balénu je m = 1100 kg, vztlakova sila F,, = 8000 N a tihové

zrychleni uvazujeme pro jednoduchost g = 10ms™—2.

Ukol: Vypoéitejte a) numericky, b) analyticky trajektorii a priibéh rychlosti a zrychleni balénu

po odhozeni zatéze. Odhadnéte, kam balon dopadne.

(Poznamka: Pfi numerickém fefeni volime zkusmo odhozenou hmotnost Am, vypocitame trajektorii
a dle vysledku zménime Am. Provedeme konkrétné jeden takovy vypocet, volime Am = 100kg).

Zadani: viz text pfikladu.

19



S 4. RESENE PRIKLADY
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Obr. 5
RoZBOR SIL

Na balén piisobi vztlakova sila F,., tihové sila Fg a odporova sila F,. Pohybova rovnice je
F,,+F¢g+F,=ma.

V naSem systému soufadnic (podle obr. 5) plati, Ze vztlakova sila F. = (0; —F,;;0), k‘de P“,,., je velikost

vztlakové sily. Podobné plati: Fg = (0;mg;0), F, = (0; —kvy;0). Odporova sila F, je dana vztahem:

F, = —kv,., kde v, je relativni rychlost tj. rychlost balénu vici prostfedi. Tedy vre = Vb — Vy -
Grafické znazornéni:

v

7\ |z

Obr. 6
Z obr. 6 je zfejmé, Ze v nasem pfikladé je v, rovna sloZce rychlosti balénu do osy y, oznatené v, .
Potom je F, = —kv, .
SITUACE PRED VYHOZENIM ZATEZE Am
Pohybova rovnice pro soufadnici y ve zvoleném systému soufadnic (viz obr.5) ma tvar

- Fy; — kvy + mg = ma, . (4.1)

Balén klesa rovnomérné. Tedy a, = 0 a z toho plyne, Ze —F,, + mg = kv, . Z tohoto vztahu je

koeficient odporu k roven k = -'1‘3;9—’?"5 . Po éiselném dosazeni je k = 1000Nsm~! .

SITUACE PO VYHOZEN{ ZATEZE Am
Pohybova rovnice je ve tvaru

= Foz = kvy + (m — Am)g = (m — Am)a, . (4.2)

. _ (m=Am)g-F,,—k . ’ , ;
Odtud je a, = mj_ém“ L Po ¢iselném dosazeni plati ay=2-v,,
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a) Numerické FeSeni
Potatecni podminky: v,(0) = 3ms~1, y(0) = Om

Tab. 4 Pohyb balénu po vyhozeni zatéze

[t0s] [y [m] | vy[ms~!] [ ay[ms7] |

0.0 | 0.00 3.00 -1.00
0.5 | 1.25 2.50 -0.50
1.0 | 2.50 2.25 -0.25
1.5 | 3.63 2.13 -0.13
2.0 | 4.70 2.07 -0.07
2.5 | 5.74 2.04 -0.04
3.0 [ 6.76 2.02 -0.02
3.5 | 7.77 2.01 -0.01
4.0 | 8.78 1.990 0.01

4.5 | 9.78 1.995 0.005
5.0 | 10.78 1.998 0.002
5.5 | 11.78 1.999 0.001
6.0 | 12.78 2.000 0.000
6.5 | 13.78 2.000 0.000

Zvoleny krok At = 0.5s je prilis velky. K dosaZeni presnéjsich vysledkii musime zvolit At mensi a to
alespoit At = 0.2s. (viz str. 22)
b) Analytické FeSeni

Rovnice (4.2) v diferencialnim tvaru

d
—F,, — kv, + (m — Am)g = (m — Am)—;& !
po tpravé

dvy k‘Uy Fuz

TS
&t "m—-Am m—-Am 7

Po dosazeni konkrétnich tidajii ze zadani dostaneme diferencialni rovnici 1. fadu s konstantnimi koe-

ficienty

dv
—d—;‘l+ﬂy'—2=0. (4.3)

Tuto rovnici fe§ime metodou charakteristické rovnice (viz kapitola 3.1c ). ReSeni dostavame ve tvaru

9, =24 Ke . (4.4)

v Case t=0s : 3=2+K — K=1
vy(t) =2+ ¢ (4.5)

t t i 1]
y(t) = y(0) + f vy dt’ = y(0) +f 2+e " dt' = y(0) +2t+ [-e o
0 0

yt) =y(0)+2t+1-¢"", y(0)=0 > y(t) =142t — e

a,(t) = 2 — v,(t), dosazenim ze (4.5) je  ay(t) = -t
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Tab. 5 (pokra.Eové.m’ )

[t[s] | y[m] | v, [ms™"] [ ay[ms‘”zu

Tab. 5 At = 0.20s

t[s m] | v [ms 7] | ay[ms™?]
r0[.(} | )(;[.0(1 | y[3.00 l y—l.{JO | 4.2 ] 9.39 | 2.008 -0.008
0.2 | 0.60 2.80 -0.80 4.4 | 9.79 2.006 -0.006
04116 264 -0.64 ' 4.6 | 10.19 | 2.005 -0.005
06169 251 -0.51 4.8 | 10.59 | 2.004 -0.004
g8 2197 241 -0.41 5.0 | 10.99 | 2.0032 -0.003
1.0 | 2.67 2.33 -0.33 52 | 11.40 | 2.0026 -0.0026
12814 . 226 -0.26 5.4 | 11.80 [ 2.0021 [ -0.0021
1.4 | 3.59 2.21 -0.21 5.6 | 12.20 | 2.0017 -0.0017
1.6 | 4.03 917 -0.17 5.8 | 12.60 | 2.0014 -0.0014
1.8 | 4.47 2.13 -0.13 6.0 | 13.00 | 2.0011 -0.0011
2.0 | 4.89 2:11 -0.11 6.2 | 13.40 2.0008 -0.0008
2.2 | 5.31 2.09 -0.09 6.4 | 13.80 | 2.0007 -0.0007
241573 2.07 -0.07 6.6 | 14.20 | 2.0006 -0.0006
2.6 | 6.15 2.06 -0.06 6.8 | 14.60 2.0004 -0.0004
2.8 | 6.56 2.04 -0.04 7.0 | 15.00 | 2.00036 | -0.00036
3.0 | 6.97 2.032 -0.032 7.2 | 15.40 | 2.0003 -0.00030
3.2 | 7.38 2.026 -0.026 7.4 | 15.80 | 2.00022 | -0.00022
3.4 | 7.78 2.020 -0.020 7.6 | 16.20 | 2.00018 | -0.00018
3.6 | 8.19 2.016 -0.016 7.8 | 16.60 | 2.00015 | -0.00015
3.8 | 8.59 2.013 -0.013 8.0 | 17.00 | 2.00012 | -0.00012
4.0 | 8.99 2.010 -0.010 8.2 | 17.40 | 2.00009 | -0.00009
Tab. 6  Srovnani vysledkii numerického a analytického feSeni
| Numerické feSeni l Analytické feSeni |
= b =135
y=2.67m y=2.63m
vy = 2.33ms™! vy = 2.37ms™!
ay = —0.33ms " ay = —0.37ms™*
t=1s t=17Ts
y = 15.00 m y = 15.00 m
vy = 2.00ms™" v, = 2.00ms !
a, = —0.00036ms~? | a, = —0.00091ms 2

1 1 — |Tnum —Tana - ’ v o . . . ’
Relatwnf c_:hyba 6'xnf;m = I——;‘PT‘-I je u vypoiti trajektorie a rychlosti mala a to 2%. V pripadé
zrychlem je $lat1vn1 chyba vétsi, ktera postupné béhem pohybu stale nartista. V ¢ase t = 1ls je
Gynum = 10% , v €ase t = Ts uZ éa = 60%. Vzh £ o i
ynum = 60%. Vzhledem k malé hodnoté 8 A
el é a, viak nema chyba
Vv tc';rvr-nto prlklva,dé se projevila jiz zminéna chyba numerického fefeni. Tuto chybu miize do jisté miry
v?:vzi.%]t fakt,’ ze student z tabulek velmi nazorné vidi, jak se zrychleni postupn'e'- zmenSuje, az dosah ‘
témér nulové hodnoty (ustileni pohybu). B

B'od.ly] tréjekt?rie Yypoéitané dle tab. 5 jsou znazornény v grafech 1,2 v piilohach 1,2. Graf 1 je detail
faV.lSkOStl' SOlll(l;Ej.fil'llCC zna s'?uradn|c1 Y, znazoriujici trajektorii balénu. Carkované je‘oznafona pﬁvodni
rajektorie, kfizky oznacuji body trajektorie po odhozeni zatéze. Jeji konecnou smérnici ﬁoutijome k
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sestrojeni grafu 2, ze kterého odhadneme misto dopadu balénu. Ukazuje se, Ze balén dopadne asi 286m
od mista A, oznaceného v grafu 2.

PRIKLAD 2 Pohyb lodky p¥i pisobeni odporové sily

Lodka o hl?lo.tnosti m = 20kg pluje po hladin& rybniku po&ateéni rychlosti vz(0) = 10ms~1. Koeficient
odporu pfi linedrni zavislosti je £k = 10N m~1s, koeficient odporu pfi kvadratické zavislosti & =
INs*m~2. Pfedpokladejte, Ze hladina rybniku je stile v klidu.

Ukol: Vypotitejte a)numericky, b)analyticky priibéh pohybu lodky.

1. Pfedpoklidejte, Ze odporovi sila je linearni funkei rychlosti (pfipad laminarniho obtékani).
2. Uvaizte téz pfipad, kdy je zavislost odporové sily na rychlosti kvadraticka (turbulentni obtékani).

Zadani: viz text pfikladu.

Resent:
A— fvis
/_:_" EZ _/V/__>
e
Vi
Obr. 7
RozBoRr sIL
Na lodku piisobi tihova sila F¢, vztlakova sila F,, a odporova sila F,, .
Pohybovi rovnice je ve tvaru Fg + F,, 4+ F, = ma
Podminkou plavini Fg = —F,. se pohybova rovnice zjednodusi na F, = ma . Silu F, vypoé&itame
podle vztahu F, = —kv = (—kv,;0;0) pro laminarni obtékani nebo podle vztahu F, = —k'v? =

(—Kv2;0;0) pro turbulentni obtékéni.
a) Numerické FeZeni
1. Laminarni obtékani

Pohybova rovnice pro soufadnici z (podle obr. 7) je ve tvaru

—kv, = ma, .

Po €iselném dosazeni

Pociteéni podminky jsou v.(0) = 10ms™",z(0) = Om.
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Tab. 7 Laminarni obtékani o

[t[s] [ x[m] [ vo[ms™1] [ az(ms~7] t[s] | x[m] [ v-[ms1] | az[ms 1|
0.0 | 0.00 10.00 -5.00 2.4 | 15.73 3.46 -1.73
0.2 | 2.00 9.00 -4.50 2.6 | 15.65 311 -1.55
04 | 3.80 8.10 -4.05 2.8 | 16.27 2.80 -1.40
0.6 | 5.42 7.29 -3.65 3.0 | 16.83 2.52 -1.26
0.8 | 6.88 6.56 -3.28 3.2 ] 17.33 2.27 -1.14
1.0 | 8.19 122 -3.61 3.4 11709 2.04 -1.02
1.2 | 9.63 6.50 -3.25 3.6 | 18.20 1.83 -0.92
1.4 | 10.93 5.85 -2.92 3.8 | 18.56 1.65 -0.83
1.6 | 12.10 5.27 -2.63 4.0 | 18.89 1.48 -0.74
1.8 | 13.16 4.74 -2.37 4.2 1 19.19 1.33 -0.67
2.0 | 14.11 4.27 -2.13 4.4 | 19.45 1.20 -0.60
2.2 | 14.96 3.84 -1.92 4.6 | 19.69 1.08 -0.54

2. Turbulentni obtékani

Pohybova rovnice ma tvar

Po ¢iselném dosazeni

Pocatecni podminky jsou stejné jako v piipadé laminarniho obtékani.



Tab. 8 Turbulentni obtékini

[ [ Xl Leelms 1] T ool | ) T ] Tl s
4.4

0.0 | 0.00 10.00 -5.00 4| 23.19 3.00 -0.45
0.2 | 2.00 9.00 -4.05 4.6 | 23.79 2.91 -0.42
0.4 | 3.80 8.19 -3.35 4.8 | 24.37 2.83 -0.40
0.6 | 5.40 7.52 -2.83 5.0 | 25.49 2.67 -0.36
0.8 | 6.90 6.95 -2.42 5.2 | 25.49 2.67 -0.36
1.0 | 8.29 6.47 -2.09 5.4 | 26.02 2.60 -0.34
1.2 | 9.58 6.05 -1.83 5.6 | 26.54 2.53 -0.32
1.4 | 10.79 5.68 -1.61 5.8 | 27.05 247 -0.30
1.6 | 11.93 5.36 -1.44 6.0 | 27.54 2.41 -0.29
1.8 | 13.00 5.07 -1.29 6.2 | 28.03 2.35 -0.28
2.0 | 13.96 4.81 -1.16 6.4 | 28.50 2.30 -0.26
2.2 | 14.93 4.58 -1.05 6.6 | 28.96 2.25 -0.25
2.4 15.85 4.37 -0.96 6.8 | 29.41 2.18 -0.24
2.6 | 16.72 4.18 -0.87 7.0 | 29.85 2.13 -0.23
2.8 | 17.56 4.01 -0.80 7.2 | 30.27 2.09 -0.22
3.0 [ 18.36 3.85 -0.74 7.4 | 30.69 2.05 -0.21
3.2 [ 19.13 3.70 -0.69 7.6 | 31.10 2.00 -0.20
3.4 | 19.87 3.56 -0.63 7.8 | 31.50 1.96 -0.19
3.6 | 20.58 3.43 -0.59 8.0 | 31.89 1.92 -0.18
3.8 | 21.27 3.31 -0.55 8.2 | 32.28 1.88 -0.178
4.0 | 21.93 3.20 -0.51 8.4 | 32.65 1.84 -0.170
42 1 22.57 3.10 -0.48 8.6 | 33.02 1.81 -0.160

b) Analytické FeZeni

1. Laminarni proudéni

Pohybova rovnice je ve tvaru

dv,
m— = —fkv._ .
dt &
Po éiselném dosazeni a po separaci proménnych je
dv; —dt
U
Po integraci dostaneme :
Inv,=—+c¢.

2

[ntegraéni konstantu ¢ uréime z pocatecni podminky v,(0) = 10ms~! . Tedy ¢ = In 10 .

/e vztahu(4.6) je In v, —In10 = Tt :

Uz =t
—_ = 2
10

oull) = 10e7

: definice v,(t) = ‘%%ﬂ uréime integraci z(t),

2(t) = /@ Coal(t) dt’ |

25

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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Po dosazeni ze vztahu (4.7) do (4.8) je

1 o
2(t) = [] 10e”7 dt' .

Integraci dostaneme :
z(t) = —20(e™2 - 1).

2. Turbulentni proudé&ni

Pohybova rovnice je ve tvaru
dv,
i
dt

Po &iselném dosazeni a po separaci proménnych dojdeme ke vztahu

[
= —k'ug :

dv —dt
T
Tuto rovnici zintegrujeme a dostaneme
-1 -
—_— = —+4cC. (4.9)
T 20
Integraéni konstantu ¢ uréime z po¢atecni podminky v,(0) = 10ms™! — ¢ = % .

Po dosazeni do (4.9) je
et 1 1

Uy 20 10

Odtud ziskame vztah pro v ,
20

Ur(f) = -t—'_-}'-—?' .

Po integraci dojdeme ke vztahu

¢ 9g 142
::(t)—fa oy @t =20 235)

Srovnani numerického a analytického FeSeni

Tab. 9 Laminarni obtékani

Numerické feeni | Analytické feseni
=1z t=1,2s
x=9,63m x=9,02m
vy = 6,50ms ™! v, = 5,40ms !
t=4,4s t=4,4s
x=19,45 m x=17,78m
vy = 1,20ms™? vy = 1,11mg™?

Relativni chyba numerického feSeni 6z, = Zrwm=Zanal
huje v Zadném z téchto konkrétnich pfipadi 20%.

1 podobné 0Vzpnum = MMI n@pfesa-
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Tab. 10  Turbulentni obtékani

Numerické feseni | Analytické feSeni
I t=12s 1=1,2s
x=9,58 m x=940 m
vy = 6,05ms ™! vy = 6,25ms™!
t=4,4s t=4,4s
x=23,19 m x=23,26 m
v; = 3,00ms™! v: = 3,125ms1

V téchto konkrétnich pfipadech jsou numerické vypoéty mnohem presnéjsi nez u laminarniho proudéni
a relativni chyby numericky vypoétenych rychlosti a soufadnic neptesahuji 4%.

Pfiklad 3 Prubéh pohybu na trampoliné

Cvicenec o hmotnosti m = 100kg skice z vy§ky h = 5m na trampolinu. Tuhost trampoliny je
k= 2.103N.m™!, tihové zrychleni uvaZujeme pro jednoduchost ¢ = 10m.s2.

Ukol:

1. Vypocitejte priibéh soufadnice y(t):
a) v useku y > 0 analyticky.
b) v iseku y <0 numericky (viz obr. 8).

2. Vypocitejte ymin analyticky ze zakona zachovani mechanické energie. Porovnejte s numerickym fe-
Senim.

3. Ve vybraném okamZiku t; (v tiseku y < 0) provedte kontrolu numerického vypoétu zikonem zacho-
vani mechanické energie.

Zadani : viz text prikladu.

A%M,m,‘,,mﬁmm. £Lip Sin) o

A

B0

Obr. 8
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Reseni:
Ukol 1a)

- = = = bm.
V diseku y > 0 jsou polatecni podminky: to = 0s,v(0) = 0ms™", y(0)

RozBOR SIL (viz obr. 8)

Predpoklidejme, Ze na cvicence piisobi pouze tihova sila Fe = (0;
silu zanedbame).

Pohybova rovnice je ve tvaru

—myg;0). (Vztlakovou a odporovou

mg = ma .
Pro soufadnici y (podle obr. 8) —mg = May. .
d — —gdt a po zin-
Po jednoduché matematické dpravé dostaneme —g = . Odtud pak dvy gd P
tegrovani (4.10)

vy(t) =—gt+a -

Konstantu ¢; ziskime z po&atecnich podminek a je zfejmé, zec;=0.
Dal3i integraci vztahu (4.10) dostaneme

2

—gt

y(t) = _%_ Latde (4.11)
7 poélatecnich podminek plyne, Ze ¢z = 0. 5
V tseku y > 0 se jedna o volny pad. Dobu volného padu t vypoéitame podle (411) t = 1/—} . PO
dosazeni jet = 1s . Ze vztahu (4.10) dostaneme pro koneénou hodnotu rychlosti vy = —10m.s~1.
Ukol 1b)
V fiseku y < 0 jsou pocatecni podminky: to = 0 s,v,(0) =10m.s?, y(0) = 0 m,E,(0) = 0 J.
RoOZBOR SIL
Na cvitence ptsobi tihova sila Fg = mg = (0;—mg;0) a reakce trampoliny F(t) = —ku(t) =
(0; —ky(t); 0).

Pohybova rovnice pro soufadnici y je tvaru

—mg — ky(t) = may(t) .
7 této rovnice pak a, = :%@ﬂﬂ a po Ciselném dosazeni je a,(t) = —10 — 20y(t) .
Numerické FeSeni

Tab. 11 Priabéh pohybu po dopadu na trampolinu

LT[SI | y[m] | vy[ms™"] | ay[ms~?] || t[S]J ylm] | v, [ms~'] | ay[ms"Q]J
0.00 | 0.00 | -10.00 -10.00 || 0.50 | -3.18 5.15 53.60
0.05 | -0.50 | -10.50 0.00 0.55 | -2.92 7.83 48.40
0.10 | -1.03 | -10.50 10.50 0.60 | -2.53 | 10.25 40.60
0.15 | -1.55 -9.98 21.00 0.65 | -2.02 12.28 30.40
0.20 | -2.05 | -8.93 30.98 | 0.70 | -1.41 13.80 18.20

0.25 | -2.50 -7.38 39.90 0.75 | -0.72 14.71 4.40
0.30 | -2.86 -5.38 47.30 0.80 | 0.02 14.93 -10.40
0.35 | -3.13 -3.02 52.70 0.85 | 0.77 14.41 -25.40

0.40 | -3.28 | -0.38 55.70 0.90 | 1.49 13.14 -39.80
0.45 | -3.30 2.40 55.00 0.95 | 2.15 11.15 -52.90
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Tab. 1‘1 je pro pfes?éj‘s'i posoﬂuzem’ pohybu nevhodn. Zmény velicin Uy, Gy, y dosahuji v jednotlivych
gasovych krocich az 50% své hodnoty a v t&chto pfipadech wZiti vztaht Av, = a,At,Ay = v At

vede k velkym chybam. Zmény Aay, Avy, Ay nemiizeme povaZovat za dostateéné malé (viz kap. 3.2).
Vypoctet zpfesnime zmenSenim kroku At = 0.02 s (tab. 12).

Tab. 12

"tfs] | y[m] | vy[ms™"] | ay[ms™] ] ts] [ y[m] [ v,[ms 1] [ ay[ms™?] |
0.00] 0.00 | -10.00 | -10.00 [J0.24 | 234] -716 | 3670

002 [-020| -1020 | -6.00 [ 026|248 -6.43 39.70
0.04 [ -040 | -1044 | -1.92 [ 0.28|-261| -5.64 42.20
0.06 | -0.61 | -10.48 220 [[0.30 [-2.72 | -4.80 44.46

0.08 | -0.82 | -10.44 6.40 0.32 | -2.82 -3.91 46.40
0.10 | -1.03 | -10.30 10.60 0.34 | -2.90 -2.98 48.00
0.12 | -1.24 | -10.09 14.80 0.36 | -2.96 -2.02 49.20

0.14 | -1.44 -9.79 18.80 0.38 | -3.00 -1.04 50.00
0.16 | -1.64 -9.41 22.70 0.40 | -3.02 -0.04 50.40
0.18 | -1.83 -8.96 26.60 0.42 | -3.02 0.97 50.40
0.20 | -2.01 -8.43 30.20 0.44 | -3.00 1.98 50.00
0.22 | -2.18 -7.83 33.60 0.46 | -2.96 2.98 49.20

Jkazuje se, Ze ani zmenSeni kroku At nezpfesni vypoéty natolik, aby Ciselné hodnoty souhlasily se
akonem zachovani mechanické energie.
/ naSem pfibliZeni plati v libovolném okamziku t zakon zachovani mechanické energie, ktery ma tvar

1
Smud(t) + ky?(0) + mgy(t) = moh (412)
véfme si jeho platnost napf. v €ase ¢ = 0.12s . Z tab. 12 je y = —1.24m, v, = ~10.09ms™" .

iselné dosazeni: 2
B ftns sovaice (412) 14 100(—10.09) + 1 - 2000(—1.24)? 4 100 - 10(—1.24) J =5388 J .

rava strana rovnice (4.12) 100-10-5 J=5000 J
slaticn( n  _ |Bnum—EZZE| :

,]atn.#nl chyba 6 E i = ‘——r———l?z” je 8%. 10 TSRS ONIC L Tk
kazu;e se, ze tato chyba se s rostoucim casem Jeste zvysu)e. a.Pr.vv case & = V. 's‘] ni 20 0'.
iyba je zpfisobena nepfesnosti numerické metody a také tim, Ze vypocet podle (4.12) je v?lml citlivy
Pro dalsi vypoéty pouZijeme korigované piesnéjsi vztahy, uvedené v tab. 3 v

. €iselné hodnot ; oo
odnoty y, vy hém sloupci tab. 13 &iselné hodnoty y, vypocitané dle

pitole 3.2. Pro porovnani uvadime jesté v dru
korigovanych vztahii tab. 2 (viz kap. 3.2).
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Tab. 13 s korekci — —3
l:[s] [ ylm] [.v:[m] T [ [ el | il [ o] [ gl ] Lgims L

0.00 1 0.000 1 0.000 | -10.000 | -10.000 || 0.26 [ -2.447 | -2.414 -6.333 ig.:gg__
0.02 -0.200 | -0.200 | -10.200 | -5.960 || 0.28 | -2.575 | -2.534 -5.6 42.768
0.04 1 -0.404 | -0.407 | -10.319 | -1.856 || 0.30 [ -2.688 | -2.638 -4.814 44.516
0.06 0,610 1 -0.614 | -10.356 | 2.275 | 0.32 | -2.784 [ -2.726 | -3.959 45-926
0.08 | 0817 0821 | -10.311 | 6.413 | 0.34 | -2.863 | -2.796 | -3.069 '964
010 | -1.023 | -1.028 | -10.183 | 10.560 || 0.36 | -2.925 | -2.848 | -2.150 | 46.

012 (1237 1229 | 9.972 | 14.591 || 0.38 | -2.968 | -2.882 | -1.211 | 47.632
01211426 | 1425 | -9.630 | 18510 | 0.40 | -2.992 | -2.897 | -0.258 | 47.934
0.16 1-1.620 | -1.615 | 9.310 | 22.298 || 0.42 | -2.997 | -2.893 | 0.701 | 47.851
018 | -1.806 | -1.797 | -8.864 | 25.935 || 0.44 | -2.983 | -2.869 | 1.658 47.382
0201 -1.983 [ -1.960 | -8.345 | 20.382 [| 0.46 | -2.950 | -2.826 | 2.606 | 46.527
022 | 2.150 | 2.130 | -7.757 | 32.60 | 0.48 | -2.898 | -2.765 | 3.537 | 45.291
024 | 2.305 | 2.279 | -7.105 | 35.572 | 0.50 | -2.827 [ -2.685 [ 4.443 | 43.704

Ovéfime presnost vypoétl zakonem zachovani mechanické energie podle (4.12) napf. v éase t = 0.12s .
LS =1-100(-9.972)? + } - 2000(—1.229)* 4 100 - 10(—1.229) J = 5253 -

PS5 =50001) .

Relativni chyba 6 Epy, je 5%, tedy o 2% niZsi nez u nekorigovanych hodnot y. :

Pro tento p¥iklad neni numerickd metoda dostateéné pfesna a je vhodné&jsi pouZit metodu analytickou.

Analytické FeSeni bylo ziskano pocitacem a je ve tvaru

E] = :2—1 + %cos 2/5t — V/5sin 2v/5t , (4.13)
v (t) = —v/5sin2v5t — 10 cos 25t , (4.14)
ay(t) = 20v5sin2v/5t — 10 cos2v/5t . (4.15)

Tab. 14 Vysledky analytické metody-pocitaé

| tls] | ylm] [ oy[ms™! | ay[ms™?] [ t[s] | y[m] [ v,[ms 1] ay[ms~? l
0.00 | 0.0000 | -10.0000 | -10.0000 || 0.26 | -2.3541 | -6.0206 | 37.0816
0.02 | -0.2017 | -10.1598 | -5.9654 | 0.28 | -2.4669 | -5.2559 | 39.3384
0.04 | -0.4058 | -10.2383 | -1.8830 | 0.30 | -2.5640 | -4.4492 | 41.2807
0.06 | -0.6107 | -10.2350 | 2.2144 0.32 | -2.6447 | -3.6069 | 42.8930
0.08 [ -0.8147 | -10.1498 6.2941 0.34 | -2.7081 | -2.7357 44.1624
0.10 | -1.0162 | -9.9836 10.3234 |[ 0.36 | -2.7539 | -1.8427 | 45.0787
0.12 | -1.2135 | -9.7375 | 14.2702 | 0.38 | -2.7817 | -0.9350 | 45.6346
0.14 | -1.4052 | -9.4135 | 18.1030 | 0.40 | -2.7913 | -0.0198 | 45.8257
0.16 | -1.5896 | -9.0143 | 21.7910 || 0.42 | -2.7825 | 0.8956 45.6504
0.18 | -1.7652 | -8.5430 | 25.3048 || 0.44 | -2.7555 | 1.8038 45.1102
0.20 | -1.9308 | -8.0035 | 28.6163 [ 0.46 | -2.7105 | 2.6976 44.2093
0.22 | -2.0850 | -7.3999 | 31.6991 || 0.48 | -2.6478 3.5698 42.9549
0.24 | -2.2264 | -6.7372 | 34.5284 | 0.50 | -2.5679 4.4135 41.3572

Muzeme'e se snadno pfesvéd(it, Ze poéitacové vysledky z tab. 14 Jsou konzistentni se zakonem zachovani
mechanické energie.

Ciselné dosazeni do (4.12) napf. v ¢ase t = 0.12s
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1§ =100 (=9,7375) + 3 - 2000 (~1.2135)% + 100 - 10- (~1,2135) J = 5000 J .

Ukol 2

Pro ext]:emalm soura.('imcl y m}ml Pilatlt, ze vy = Oms~!. (Cvifenec se v mist8 maximalniho protaZeni
trampoliny na okamZik zastavi). Zakon zachovani mechanické energie je pak ve tvaru

1
Ekyz + mgy = mgh .

7 tohoto vztahu je

—mg £ \/m?g? + 2kmgh

Y,2 = )

Po &selnéem dosazeni

—~100 - 10++/1002 - 102 + 2-2000- 100 - 10 - 5

Ymaz = 2000 =Sl Tom (4.16)
—100 - 10—+/1002 - 102 + 2 - 2000 - 10 -

Imar Ma fyzikdlni smysl v pfipadé, Ze by se cvicenec po dopadu pevné spojil s trampolinou.

fab. 15 Porovnani vysledkii y,,;, ziskanych numerickou resp. analytickou metodou s vysledky za-
ona zachovani mechanické energie

Ymin 2€ ZZME | 4min num. resp.anal. metodou
Ymin = —2.791 m | Tab. 11: ypin =< —3.30; —-3.28 > m
Tab. 12: ymin = —3.02 m
Tab. 13: ypmin =< —2.897;-2.893 > m
Tab. 14: ypin =< —2.791;-2.783 > m

oznamka: Ciselné hodnoty ymin lezi v intervalu, jelikoZ okamZik obratu sméru rychlosti v, nelze z
wbulek pfesné uréit.

» vidét, 7e se vysledky postupné zpfesiuji. Nejpfesn&jsi hodnota ymin je z tabulky 14, ktera je kon-
stentni se zakonem zachovani mechanické energie.

kol 3
' splnén v tkolu 1.

fiklad 4 Rotace tyée v gravitaénim poli Zemé |
/& délky I = 1,51m a hmotnosti m = 0,47kg se otaci kolem pevné osy z , kt.eré, jr;e ko{mé na rovm;l
aceni (viz obr. 9). V €ase t = 0 s je {ihlova rychlost tyée w(0) =0 rads~! a nhlova draha ¢(0) = {5
1. Tihové zrychleni uvazujeme g = 9,81 ms™—2.

<ol

Vypoéitejte numericky pribéh {ihlové rychlosti w(t)a ithlové drahy ¢(1).

Provedte kontrolu numerického vypoctu zakonem zachovani mechanické energie.

Liskané vysledky ovéfte experimentem.

dani: viz text piikladu.
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Reseni:

Obr. 9 Rotace tyce

Jedni se o oticivy pohyb kolem osy z pro ktery plati nésledujici e

Soufadnice z momentu tihy je M, = mga [SAN-93:192]. Tiha pisobi v tezisti T. Podle obr. 9 je

M, = mg% sin @ - (8

Pohybova rovnice tuhého télesa je pro rotaéni pohyb kolem osy z [SAN-93:194]

M, =—. (4.19)
Soufadnice to€ivosti tuhého télesa je dina vztahem

h,=J4w. (4.20)

Moment setrvacnosti J, vzhledem k ose z je podle [BR-80:46] roven

1
Jz - imLz - (421)
Dosazenim ze vztahii (4.21)(4.20),(4.18) do (4.19) dostaneme po Gpravé
do(t) 39
=% = §Z sin p(t) . (4'22)

Pro jednoduchost zavedeme konstantu K = gﬁ - Pohybova rovnice ma pak tvar

d*p .
ik K sin p(t) . (4.3)

Rovnice (4.23) je nelinearni diferencialni rovnice 9 f

najit analytické feSeni. Proto fefime tilohy numerick b koeficienty, PEe S -

y.
Ukor 1 Numerické Fedeni

Leva strana rovnice (4.23) je Gihlové zrychleni ¢ tedy

E= f\'sinlp(r) 4
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Po é&iselném dosazeni je

€(t) = 9.75sin o(t) .

K numerickému vypoétu pouZivime dalsi vztahy: Aw = EAL, Ap = wAL .
Ze zkusenosti z pfedchazejicich prikladii vime, e pohyb v intervalu At neni rovnomérny, proto k
vypoctu thlové drihy ¢ pouzijeme korigovany vztah P(tiy1) = o(t;) + w(t.-1+;»(t.-i1! At .

Tab. 16 Priibéh rotace tyce
(] T elradl [ olrads T efrads ] | 6]  plrad] [ wlrads] [ efradsT]

0.00 [ 0.262 0.000 2.523 0.50 | 0.636 1.720 5.788
0.05 [ 0.268 0.126 2.585 0.55 | 0.729 2.009 6.496
0.10 | 0.278 0.255 2.671 0.60 | 0.838 2.334 7.244
0.15 | 0.294 0.389 2.826 0.65 | 0.964 2.696 8.008
0.20 [ 0.317 0.530 3.039 0.70 | 1.109 3.096 8.728
0.25 | 0.347 0.682 3.319 0.75 | 1.275 3.532 9.326
0.30 | 0.385 0.847 3.664 0.80 | 1.463 3.998 9.694
0.35 | 0.432 1.030 4.082 0.82 | 1.545 4.192 9.747
0.40 | 0.489 1.234 4.577 0.84 [ 1.631 4.387 9.732
0.45 | 0.556 1.463 5.149 0.86 | 1.721 4.582 9.640

Doséhne-li ihlova draha hodnoty ¢ = 7 rad tj.1.571 rad, ty& dopadne na vodorovnou podloZzku(poloha
3) - viz obr. 9.

Ukor 2

Zakon zachovani mechanické energie tyée mezi polohami (2) a (3) je ve tvaru Eo(2) + Ex(2) =
Ey(3) + Ex(3) , tedy

1

L
mg—cos(0)+0=0+ 5

5 Jyw3 . [SAN-93:196]

wl8) = /39 cozso(ﬁ) _

Po Eiselném dosazeni jew(3)=4.34rad s1. o
Z tab. 16 je patrné, Ze dhlova rychlost tyée pfi dopadu, které odpovida ¢ = 1.571 rad je interval

“ =< 4.19;4.39 > rads~'. Hodnotu wpym ziskame linearni interpolaci k hodnoté ¢(3) [CM-85:22).

Unum(a}_w 1{3” 3
“num(3) = 4.25rads=1. Relativni odchylka 8wnum(3) = | WZZME(ZSMF je 2%.

Ukor 3
Stovname dobuy padu tyée tz tab. 16 s vysledky, které ziskame experimentem. 10x méfime elektrickymi

Stopkami dobu padu tyée z polohy (2) do polohy (3).
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Tab. 17  Méfeni doby padu tyce
L tls] | Affs] ]

0.88 | +0.04
0.86 | +0.02
0.88 | +0.04
0.85 | +0.01
0.83
0.81
0.79
0.86 | +0.02
0.85 | +0.01
0.82

Numerické vysledky tab. 17 zpracujeme metodou kladnych odc:hylelsz.pc'(ﬂ_e [CM-85:17] a uréime stfed-
ni hodnotu:¢t = (0.84 4 0.03) s. Z tab. 16 je zfejmé, Ze doba pé.dl} ‘]evv intervalu t =< 0.82;0.84 >s.
Vysledky experimentu jsou téméf v iplné shodé s numerickymi vypocty tab. 16.

Priklad 5 Celna nepruzna srazka raketoplinu se snéhovou kouli

Raketoplan (1) se pfibliZuje ke snéhové kouli (2) relativni rychlosti vz, = 2ms~'. Jeho hmotnost
je m = 10000 kg. Hmotnost koule je M = 20000 kg. V diisledku srazky zaznamena palubni pfistroj
raketoplanu negativni pocateéni zrychleni a; = —2ms=2.

Ukol:

1. Vypoéitejte numericky pribéh soufadnice x(t), rychlosti v.(t) a zrychleni a.(t) jak pro raketoplan
(1), tak pro téZisté koule (2). Rozhodnéte, zda nastane priinik nebo zachyt.

2. Zkontrolujte vypocet v libovolné zvoleném okamZiku ¢ zakonem zachovani hybnosti.

3. Ze zakona zachovini celkové energie vypocitejte mnozstvi tepla Q, vzniklého pfi srazce do libovolné
zvoleného okamziku t.

Zadani: viz text pfikladu.
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ResSenti:

Obr. 10 Srazka raketoplanu s kouli

RozBoRr siL
Pfedpokladame, Ze po sraZce piisobi na raketoplan (1) koule (2) odporovou silou Fg = —kv,(t), kde

e

Vrel(t) = vi(t) — va(t) a vo(t) je rychlost téZisté koule.
Pohybova rovnice pro raketoplan je

—kv,ep = may .

V soutadnicich

— KVzrel = Mmay; . (4.24)

Podle 3. Newtonova zakona akce a reakce (viz kap. 2) pisobi raketoplan na kouli opacnou silou
F = +kv,.;. Pohybova rovnice pro kouli je

kv, = May .

V soufadnicich
kvzres = Maz: . (4.25)

Ze vztahi (4.24), (4.25) dostavame po Eiselném dosazeni

L (4.26)

A1z = —VUzrely @2z = Evrrei E

Z téchto vztahii vyjdeme pfi numerickém fefeni, postupujeme jako v predchazejicich pfikladech.

Okor, 1 Numerické Fedeni
Pocatecni podminky: to = 0s,v12(0) = 2ms~", v3:(0) = Oms™',21(0) = 0m, z,(0) = 15m
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Tab. 18  Pohyb raketoplanu a koule po sré.i
(5] [orelms ] | z1[m] | azelms 7] | vaalms ] | 22lml _F—Q—@——*
00| 200 | 000 -2.00 000 [15.00[ 1.00 | =
02| 160 | 040 | -1.40 020 |15600] 070 =
0.4 1.32 0.72 -0.98 0.34 15.04 0.49 _'__0-6_9__4ﬁ
0.6 1.12 0.98 -0.69 0.44 15.11 0.34 0-48
0.8 0.99 191 -0.48 0.51 15.20 0.24 : :
1.0 0.89 1.41 0.33 0.56 15.30 0.17 0.3 s
1.2 0.82 1.59 -0.23 0.59 15.41 0.12 0.23
1.4 0.77 1.75 -0.16 0.61 15.53 0.08 0.16
1.6 0.74 1.90 -0.11 0.63 15.65 0.06 0.11
18 0.72 2.05 -0.08 0.64 15.78 0.04 0.08
2.0 0.70 2.19 -0.05 0.65 15.91 0.03 0.05
221 0.690 2.33 -0.03 0.656 | 16.04 | 0.020 0.030
2.4 0.684 2.47 -0.02 0.660 16.17 0.012 0.024
26| 0.679 2.61 -0.017 0.662 | 16.30 | 0.009 0.017
28| 0.676 2.75 -0.012 0.664 16.43 | 0.006 0.012
30| 0674 2.89 -0.009 0.665 | 16.56 | 0.005 0.009
321 052 3.02 -0.006 0.666 | 16.69 | 0.003 0.006
34| 0671 3.15 -0.004 0.667 | 16.82 | 0.002 0.004
3.6 0.670 3.28 -0.003 0.667 16.95 | 0.002 0.003
3.8 0.669 3.41 | -0.0020 0.6670 | 17.08 | 0.0010 0.002
40| 06686 | 3.54 | -0.0014 0.6672 | 17.21 | 0.0007 0.0014

Z tabulky 18 je patrné, Ze se raketoplan zachytil v kouli a pohybuje se spolu s ni. K tomu, aby
raketoplan pronikl kouli, je tfeba zménit poéatecni podminky a to napf. tak, ze: v;.(0) = 20ms™" |

a1,(0) = —1ms~2. Tim se také zméni rovnice (4.26) v nasledujici
G — —Uzrel e Uzrel
T '_20 ) 2z — 40

Pro tento pfipad plati tabulka 19.
Tab. 19 Prinik raketoplanu kouli

L tfe] | vasfms™1] | 2afm] [ a1ams] | vaclmns™] [ zofm] [ az[ms 7] [ v, — varfms ] |

0.0 2000 [0.00 [ -1.00 0.00 [15.00 [ 0.500 20.00

02| 1980 | 4.00 | -0.99 0.10 [ 15.00 | 0.490 19.70

04| 1960 | 7.96 | -0.97 020 [15.02 0.485 19.40

06| 1941 [11.90] -0.96 030 | 15.06 | 0.478 19.10

08| 1922 [1580| -0.94 039 [ 1512 o0.470 1880 |

10| 1903 |19.60 | -0.93 048 1520 | 0460 | 1850

1.2 [ 1884 [2340| -0.91 057 [ 1530 0.457 | 1830 |

14| 1866 [2720] -0.90 066 [1540 | 0450 | 1800

1.6 | 1848 [3090| -0.89 0.75 | 15.53 “W“FTU—

1.8 1830 [34.60 | -0.87 0.84 WW“_T:—;F BEN
e e o & UMW

Po zméné pocatecnich podminek raketoplan Jiz po 1,65 pronikne koul§

UkoL 2
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V libovolném okamZiku ¢ plati zakon zachovani hybnosti, ktery je ve tvaru
P1(0) + p2(0) = pa(t) + pa(?) -

my vlr(o) ar M”Zz(o) — mvlz(t) A M‘ng(t) (4'27)

Napf. v t=3s je z tab. 18 v1(3) = 0,674ms™1, v5(3) = 0,665ms1.
Ciselné dosazeni do (4.27): 10%-242-10*-0 = 104(0,674 + 2 - 0, 665)
2,000-10*J =2,004-10J

Zakon zachovani hybnosti zde plati s velkou presnosti.

UkoL 3

Sou€asné se zakonmem zachovani hybnosti plati i zakon zachovani celkové energie, ktery md tvar
Eri(0) + Exa(0) = Eia(t) + Eko(t) + Q(0;t), kde Q(0;¢t) je teplo vzniklé pfi srdZce do okamZiku
Is

Q(051) = mo,(0) — mvd, (1) — Mk, (1))

Napf. v ¢ase t = 3 s je mnoZstvi vzniklého tepla v prvni varianté zadanych hodnot Q(0;3) = 13,3 kJ.

Priklad 6 Tlumené kmitani s nelinearnim tlumenim

Popiste pribéh tlumeného kmitani s tlumici silou, imérnou ¢tverci rychlosti. Vychylka v ¢ase t = Og
je 2(0) = 0 m, rychlost v,(0) = 10ms~—!. Hmotnost kmitajiciho t&lesa je m = 1 kg, tuhost elastické
vazby K = 40Nm™! a koeficient kvadratického tlumeni k& = 0,2Nm~2s2.

Ukol:
1. Vypo¢itejte numericky priibéh soufadnice u(t), rychlosti v,(t) a zrychleni a,(1).

2. Vyjadrete graficky zavislost vychylky u(t) na €ase t pfi riznych ¢iselnych hodnotéch koeficientii £,
K.

Zadani: viz text piikladu.

ReZeni:

Obr. 11
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RozBoOR sIL

Na kmitajici zava% piisobi sila elastické vazby F1 = - .
(—kvy(t)|vu(t)]; 0;0). Tihovou silu Fg v tomto piikladé neuvazujeme:
Pohybova rovnice je v soufadnicovém tvaru

—Ku(t) — kvu(t)|vu(t)| = may(t) -

-Ku(t) = (-Ku(t);0;0) a tlumici sila F; =

Po ciselném dosazeni je

(4.28)

a, = —40u — O,Q’Uulvul .

Ukol 1 Numerické reSeni

Pfi vypoctech uvazujeme korigované pfesnéjsi vztahy z tab. 3 (viz kap. 3.2).

Poéateéni podminky jsou u(0) = 0 m, v,(0) = 10ms™~". : ¢ (N7 14
Pro srovnani uvadime jedté ve tfetim sloupci tabulky 20 pfesné hodnoty vychylky u(t) vypocitané
pocitacem .

Tab. 20 Tlumené kmity

[ t[s] | ulm] [ up[m] [ vi[ms™] [ au[ms=?] || t[s] | u[m] [ uplm] [ vu[ms™'] | a,[ms~?] |
0.0 | 0.0000 | 0.0000 [ 10.0000 | -20.0000 || 0.8 | -1.2393 | -0.8959 | 3.5430 47.0602
0.1 | 0.9000 | 0.8543 [ 8.0000 | -48.8000 || 0.9 | -0.6497 | -0.5098 | 8.2490 -42.058
0.2 1.4560 | 1.2887 3.1200 -60.1870 | 1.0 | -0.0351 | 0.0281 4.0432 -1.8655
0.3 | 1.5667 | 1.2112 | -2.8987 | -60.9875 {{ 1.1 | 0.3599 | 0.5022 | 3.8567 | -17.3705
0.4 0.9719 | 0.6906 | -8.9975 | -22.6847 || 1.2 | 0.6587 | 0.7535 2.1196 -27.2472
0.5 |[-0.0413 [ -0.0168 | -11.2660 | 27.0366 1.3 | 0.7344 | 0.7088 -0.6051 -29.3037
0.6 |-0.9193 | -0.6280 | -6.2938 | 44.6941 || 1.4 | 0.5274 | 0.3989 | -3.5355 | -18.5960

“0.7|-1.3252 | -0.9493 | -1.8244 53.6741 1.5 | 0.0809 | -0.0359 | -5.3951 -2.5866

UxkoL 2 Grafické FeSeni dlohy bylo ziskano poéitacem - viz piiloha 3.

Grafy 3,4 ukazuji feSeni pohybové rovnice (4.28) pfi riizné volb& parametrii k,K za stejnych po&ateénich
podminek. 7 grafii uréime periodu 7 a frekvenci f = & tlumenych kmiti .

Z grafu 3 plyne, Ze pfi zvySovani €iselnych hodnot koeficientu tlumeni k, se kmitani tlumi rychleji a
frekvence tlumenych kmiti se snizuje.

Piiklad: K = konst = 40Nm™!.
k1 = 2Nm~?s? odpovida frekvence f, = 0,981 Hz.
k2 = 10Nm~?s* odpovida frekvence f, = 0,930 Hz.

Tyto frekvence jsou nizéi, nez-li frekvenc ; ith o ' - 9
dg’smnf i :)}"OJEGJHZ' ence netlumenych kmiti f, = ;—\/E [BBZ-90:230]. Po
Z grafu 4 je patrné, Ze pfi zvySovani hodnot koeficientuy tuhos
kmitdni.
Pfiklad: k = konst = 2Nm~2s2,

Ky = 10Nm~" odpovida frekvence f = 0,491 iz

K = 70Nm~" odpovida frekvence f] = 1,317 Hy.
Frekvence f, f5 z grafu 4 jsou nizi, nez-li
Hz.
Ukazuje se, Ze frekvence danych tlumenych kmiti se bé
parametry K = 40Nm™' k = 10Nm—2s?

ti K se zvySuje frekvence tlumeného

fT k T L *
ekvence netlumenych kmiti i = 0.503 Hz, fi, = 1.332

hem tlumen;i zvysuje.

je frek Napf. pro kmitani s
Je Irekvence v prvni periode f(17)-

=0,930 Hz, ve druhe
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periodé f(2T)=1,000 Hz, pro tfeti periodu je f(3T)=1,019 Hz a ve étvrté periodé je f(4T)=1,039 Hz.

Priklad 7 Graficka konstrukce balistické k¥ivky

Fotbalovy mi€ o hmotnosti m = 1 kg byl vrien polateéni rychlosti v(0) = 10ms™! pod elevacnim
uhlem o = 45°. Pfedpokladdme linedrni z4vislost odporu prostfedi na rychlosti. Koeficient odporu
mife ve vzduchu je k = 0.5Nm~'s. Tihové zrychleni uvaZujeme pro jednoduchost g = 10ms™2.

Ukol: Uzitim 2. Newtonova zikona a pravidel vektorové kinematiky zkonstruujte ve vhodném méfitku
pfibliZznou trajektorii mice.

Zadani: viz text prikladu.

Re3Zeni:
RoZBOR SIL
Na mi¢ pisobi tihova sila Fg = mg a odpor prostiedi F, = —kv. Vztlakovou silu F,, zanedbavame.

Pohybova rovnice je ve tvaru
mg — kv(t) = ma(t) .
Ze vztahu (2.1) a (3.13) je vysledna sila
F

Pro grafickou konstrukci volime ¢asovy krok At = 0.25 s. Po dosazeni do (4.29) dostaneme =* = Av .
Obecné:

Fm' F:

1 = Vi1 — Vi 2 Vi1 = —4— + Vi » (4.30)
Ze zadani je Foi = — %+ .
Graficka konstrukce - viz priloha 4.
Priklad 8 Pohyb komety kolem Slunce

Kometa o hmotnosti m je v ¢ase t = 0s ve vzdélenosti 200 milionu kilometri od Slunce, jehoz hmot-
nost je M = 1.989 - 10°° kg. Podateéni rychlost komety je vo = 60kms~".

Ukol: UZitim Newtonova gravita¢éniho zikona a pravidel vektorové kinematiky zkonstruujte ve vhod-
ném méfitku pfibliZnou trajektorii komety, na kterou piisobi gravitaéni sila F,.

Zadani: viz text prikladu.

ReZeni:

RozBor siL:

Na kometu piisobi gravitaéni pfitazlivost Slunce velikosti F, = "—';%11 Pohybova rovnice urcujici veli-

kost zrychleni je
kMm

r2

=ma.

Zrychleni komety ma smér ke stfedu Slunce. Pro jednoduchost zavedeme kontantu C' = &M, tedy

a2 = i;; . Ze vztahu (3.13) plyne, Ze:

CAt
L

|Av| = (4.31)
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# w .. X -4 T .a.ko r.
Av mé smér spojnice kometa-Slunce, oznacené v piiloze 4]

z gxr slenost: 1mm=1-10°m =
Ke grafické konstrukci je tfeba zvolit vhodné méh’tk;}. g"hmev ?;:tfoniojzld'alzis = 11, 6dne.
- == % Tl 1
1G'm, pro rychlost : lImm=1-10?ms~! = 1GmMs™". Las n(l}in,kg]: & = 6,67-10-Pm’kg~'s2 = 6,67-

Pievedeme gravitaéni konstantu & do novych jednotek [Ms, : tu k = 13,277 - 10*Gm3Ms-2
10-26Gm>kg~'Ms~2.KonstantaC bude mit v téchto jednotkactf Hodne & = s ;
Pro grafickou konstrukci uZijeme vztah(4.31) v novych jedn(?tka.ch- MR o R B
Graficka konstrukce je znzornéna v piiloze 4. Zpoatku volime krok A o l;losti dosaliiis tho
pfiblizuje ke Slunci, tim vét3i silou je k nému pfitahovana. V?]’Jkost zmenz rg’g it dﬁvgjd i
40% velikosti rychlosti, proto volime v blizkosti Slunce mensi krok At e i ¢ S-al F. Také él
pfesnosti dosazujeme do vztahu (4.31) stiedni hodnotu vektoru r v daném intervalu r. smér

vektoru Av je uréen smérem r. ) Kich
Pro ilustraci uvadime numerické hodnoty 7 a |Av| ve zvolenych jednotkach.

Tab. 21  Numerické hodnoty 7,|AT]
| At [Ms] | 7 [Gm] [IAP[GmMs~1T] |

1 172 4.5

1 113 10.4
0.5 69 13.9
0.5 40 41.5
0.5 37 48.5
0.5 71 13.2
0.5 108 5.7
0.5 147 3.1

Grafické FeSeni je vypracovano v piiloze 5.



Kapitola 5

Srovnani didaktického prinosu
numerické a analytické metody pri
reSeni pohybovych rovnic

1. Numerické reSeni

Tento zpiisob feSeni je vhodny pouZit na stfednich $kolach. Fyzikdlni vztahy, uvadéné v popisu této
metody, jsou zafazovany do uciva fyziky zpravidla jiz v 1.ro¢niku , a tak by nemél byt problém tuto
metodu pouzit. Numerickd metoda poskytne stfedoskoldkiim zaZiti problematiky, uvadéné do té doby
pouze teoreticky. Umozni to, Ze se student stane nepfimym pozorovatelem popisovaného dé&je a dokaze
na zakladé predeslych stavii predvidat stavy nasledujici. Student miiZe velmi nazorné vidét, jak se
pohyb postupné vyviji - resp. jak se méni a(t),v(t), r(t). Pfi vhodné volbé kroku At lze registrovat i
malé zmény ve vyvoji pohybu, které student dokaZe do jisté miry predpovédét i zdivodnit. Numericka
metoda poskytuje vhled do kausality pohybovych stavi a fyzikalnich déju viibec.

Méli bychom téZ ocenit jeji nazornost, jednoduchost a neniro¢nost. Zak potfebuje k feSeni pouze
kalkulacku.

Z nasich feSenych prikladi bychom na stfedni $kolu doporudili pfiklady 1,2,3,5. Grafické feSeni prikladi
7,8 je také studentiim stfednich skol dostupné, aviak je casové narocnéjsi. Priklady 4,6 prekracuji svou
tematikou a naroénosti uéivo fyziky pro stfedni skoly.

Pro zakladni $koly neni vhodny Zadny z uvedenych pfikladi. Tam bychom se museli omezit pouze
na pfimoéaré rovnomérné pohyby, které lze také analyzovat numerickou metodou. Pro Ziky zakladnich
§kol je viak pfistupnéjsi jednoduché dosazeni do jim znamych vztahi s = vt,v = $,t = 2. Vztahy
(3.12) ,(3.13) nejsou ani v uéebnici pro 7.rocnik uvadény.

Vhodnymi otazkami a podnéty lze viak jiz zaky zakladnich §kol dovést k tomu, aby odhadli dalsi

vyvoj pohybu, popf. uréili pfi¢inu a nasledek uvaZované zmény.

2. Analytické rFedeni

7 diivodu matematické naroénosti je vhodné tuto metodu pouzit pouze na stfednich Skolach (a to
jeété v omezené mife) a na vysokych skolach. Pro Ziky zakladnich kol je tato metoda nedostupna.
Vyhodou analytické metody oproti metodé numerické je jeji pfesnost. Proto ji 1ze pouZit ke kontrole

4]



DIDAKTICKEHO PRINOSU

42
KAPITOLA 5. SROVNANI

5 A 1 Tes & v

f;:;;;}j&resim& co? je pro studenty dilleZité.

me S _ ks B _

G BTy vy jZna\':\l:;e srmzna,ju s metodou numerickou Tesi ilohy obecnéji. Numerické feseni poskytuje
e fbladdn anretmch, specielnich pfipadech, zatimco teseni analytické v sobé zahrnuje celo

Sy ) ]lj t’erych lze ménit pouze poatecni podminky. u

e-nv = A

%ili dlohu napf. neriI:r:m obOll. metod soutasné, pak bychom se piiklanéli k tomu, aby studenti vyfe-

viibec moZné, se Slll:.ﬁ]j "“?eflgky‘a pochc-;pili do zakladi jeji fyzikalni podstatu. Pak, pokud by bylo

vhodné V)'rsle:ilky obon nlla'ﬁilresem analytické, jako vySsi nadstavbu feeni numerického. Dale by bylo
etod srovnat a popf. vysvétlit rozdily, zpusobené chybou numerického feSeni



Kapitola 6
Zaveér

Numerickd (resp. grafickd) a analytickd metoda se navzajem dopliiuji. Nevyhody jedné metody na-
hrazuji vyhody druhé. Metoda numerickd resp. grafickda poskytne opravdové pochopeni podstaty a
kausality dynamickych déji.

Doufame, Ze této prace vyuZiji nejen studenti, ale i stfedodkolsti - popf. vysokoskolsti pedagogové
pfi vykladu a procvi¢ovani dynamiky hmotného bodu.

Zajimavé by jisté bylo sestavit a prakticky ovéfit metodiku numerického popt. grafického feSeni
pro zakladni Skolu. V tomto sméru by mohli navazat na diplomovou praci dalsi studenti, ktefi by se
chtéli touto problematikou zabyvat.
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Priloha 2

Globalni zndzornéni ptivodni a pozménéné trajektori
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