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Anotace

Varia¢ni ulohy v matematické analyze

Cilem této diplomové prace je zjistit, jaky tvar zaujme mydlova bldna na-
pnutd mezi dvéma shodnymi draténymi ramecky ve tvaru kruznice. Je zde
odvozeno, ze povrch blany odpovida rotacni plose, ktera je vytvorena rotaci
fetézovky. Tato plocha je jedina rotacni plocha s minimalnim povrchem, ktera
se nazyva catenoid. Vedle vypocti je v diplomové praci zahrnut i prakticky
experiment.

Annotation

Variational problems in mathematical analysis

The aim of this diploma thesis is to analyse the shape of the soap bubble that
stretches between two identical wire rings. It is derived here that the surface
of this bubble is the surface of revolution, which is obtained by rotating the
catenary curve - catenoid. Besides calculations, practical experiment is also
included in this thesis.



Obsah

1 Uvod

2 Mydlova blana
2.1 Definovani problému . . . . ... . ... ... ... ... ...
2.2 ReSeniproblému . .. ... ... ... .. ... ........
2.2.1 Povrch rota¢ni plochy . . . ... ... ...
2.2.2  Extrémy funkcionalu typu fab flx,y,y)de . . ... ..
2.2.3 Minimalizace povrchu. . . . . . . ... ... ... ..
2.2.4 Derivace funkee f(¢) . . . ... ... L.
2.2.5 Derivace zbytku Taylorova polynomu . . . . . . . . ..
2.2.6 Stacionarnibod . . . . . ... ..o
2.2.7 Minimum na jednodimenzionalni mnoziné¢ . . . . . . .
2.2.8 Minimum . . ... ...
2.3 Experiment . . . . . . .. ...
24 Shrnuti. . . .. ...

3 Zavér
A Cauchy-Schwarzova nerovnost

B Konference

10
10
11
11
13
14
17
18
20
27
34
37
39

41

42

44



Znacky a znaceni

e Pro bézny text je pouzito normalni proporcionalni patkové pismo.

e Pro zvyraznéni pojmu je pouzita kurziva.
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= je identicky rovno
= je priblizné rovno
< je mensi nebo rovno
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suma (soucet)
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otevieny interval
uzavieny interval
nejvetsi x z intervalu

funkce jedné proménné x
funkce dvou proménnych x, y
funkce f(z) ma v bodé a limitu A

prvni derivace funkce y = f(z)
druhd derivace funkce y = f(x)
diferenciél funkce y = f(x)

parcialni derivace funkce f (vice proménnych) podle z

totalni diferencial funkce f
neurcity integral

urcity integral od a do b

F(b) - f(a)

hyperbolicky sinus x

hyperbolicky kosinus x
hyperbolicky tangens x

argument hyperbolického kosinu x




Kapitola 1

Uvod

Tato diplomova prace se zabyva aplikaci varia¢nich metod matematické ana-
Iyzy na konkrétni problém z readlného svéta.

Problematikou minimélniho povrchu se matematikové zabyvali jiz déavno.
Nas konkrétni problém povrchu mydlové bubliny, ktera vznikne mezi dvéma
dratky tvaru kruznice, zkoumal napt. Leonhard Euler, ktery v roce 1744 od-
vodil rovnici popisujici tuto rotac¢ni plochu, ktera je jedinou rotacni plochou
s minimalnim povrchem [4].

V publikacich [2] a [3] jsou v kapitolach vénovanych varia¢nimu poctu po-
psany ruzné kategorie varia¢nich tloh. Tyto tlohy vedou vétsinou k hledani
extrémi riznych funkcionalti a v téchto publikacich se autofi vénuji obec-
nym postuptim jejich hledani. V publikaci [3] je rovnéz uvedeno i nékolik
prikladi, ale prfi vypoctech je pouzito mnoho nedokézanych tvrzeni a cilem
této diplomové prace je vyresit problém cistymi matematickymi prostiredky
a to co mozna nejjednodussimi, aby alespon nékteré ¢asti byly srozumitelné
zvidavym studentiim na stfedni skole.



Kapitola 2

Mydlova blana

2.1 Definovani problému

Mame nasledujici problém. Jaky tvar zaujme mydlova blana, napnuta mezi
dvéma identickymi ramecky tvaru souosych kruznic o polomeéru r, které lezi
v rovnobéznych rovinach a jejichz stfedy lezi na pifimce k témto rovinam
kolmé? Viz (obrazek 2.1). Umistime-li blanu do soustavy kartézskych sou-

Obrazek 2.1: Mydlova blana

fadnic tak, aby tsecka spojujici sttedy kruznic lezela na ose x a jeji stied
lezel v pocatku soustavy soutradnic, mizeme povrch mydlové blany popsat
jako rotac¢ni plochu vzniklou rotaci jisté kiivky y = y(x) kolem osy z (obréa-
zek 2.2). Povrch mydlové blany se chova stejné jako volny povrch kapaliny,
ktera méa tendenci nabyvat takového tvaru, aby obsah jejich povrchi byl co
nejmensi a tim byla minimélni povrchova energie [6]. Nasim tkolem je tedy
nalézt takovou kiivku y = y(x), aby plocha vznikla jeji rotaci kolem osy x
méla minimélni povrch.

10
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Obrazek 2.2: Rotac¢ni plocha

2.2 Reseni problému

2.2.1 Povrch rotacéni plochy

Nejdfive budeme potifebovat vzorec pro vypocet povrchu rotacni plochy.

Necht funkce y () je spojita. Hleddme vzorec pro vypocet povrchu rota¢ni
plochy, kterd vznikne rotaci kiivky y = y(x) kolem osy x pro x z intervalu
(a,b) (obrazek 2.3).

y t
y(x)

. ;
0 a \L b x

Obrazek 2.3: Rotac¢ni plocha

Rozdélme interval body z; < x5 < ... < x,_1 na n podintervali veli-
kosti Axy, Axs, ..., Ax,. Pro dostatecné malé Ax muzeme odpovidajici ¢ast
krivky povazovat za usecku. Jeji délku pak miizeme spocitat pomoci Pytha-
gorovy véty (obrazek 2.4). Velikost jedné odvésny je ziejmé Ax; a velikost
druhé (Ay; mizeme vypocitat tak, Ze vyndsobime Ax; smérnici pfimky, na
niz lezi prepona, coz je derivace v bodé 7;, kde Z; je néjaky bod z intervalu
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y F 3

0

Obrazek 2.4: Odvozeni vzorce

(i, xi41). Tedy Ay; = v/ (Z;)Ax; a hledana délka je priblizné

l; —\/Ayl—i—Aav —\/A:L’ + [y (7;) Ax;]? \/1—1—7&%2

Kdyz bude tato ¢ast grafu rotovat kolem osy x, dostaneme plast komolého
kuzele. Jeho obsah vypocitame tak, ze vynasobime délku této tsecky vzdale-
nosti, kterou opise jeji stted. Tato vzdalenost se pro interval (z;_1,z;) rovna
obvodu kruznice o poloméru

Y(zi—1) + y(x)
2

Pro dostateéné malé Ax mizeme vzit néjaky bod Z; z toho intervalu a poloZit

y(via) +ylz) .
)2 ( y(T:).
Nyni jiz miZeme vyjadfit pfiblizny obsah rota¢ni plochy v intervalu (x; 1, x;)

S = 2my(T) /1 + [y (7)) Az,

a pro cely interval (x;_ 1, ;)

n

S = Z 21y (T:) /1 + [y (T)]? Ay

Pfesnou hodnotu dostaneme pro n jdouci k nekone¢nu.

S = lim Z 2my(T) V1 + [y (7)) Az

n—o0 4

7 definice urcitého integralu je zfejmé, ze

S = / 2my(x)4/1 |2 dx. (2.1)
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2.2.2 Extrémy funkcionala typu f;f (z,y,y") dx

Jak jiz bylo uvedeno, po nalezeni vzorce pro vypocet rotacni plochy se nase
uloha redukuje na nalezeni kiivky v roviné. Hledané kiivka je urcena funkci
y(x), pro niz je obsah uréeny vztahem (2.1) minimélni. Tento vztah mtzeme
obecné napsat jako funkci F’

Pl = [ (@) ar

Jak uvadi Rektorys [2], funkce F' se nazyvéa redlny funkciondl a my si nejprve
z této publikace uvedeme nékolik definic, které budeme potiebovat.

Definice 1. Krivku K v euklidovskée roviné Ey s popisem

y=1y(x),x € (a,b) (2.2)

nazveme kiivkou r-té tiidy v intervalu {(a,b), jestlize funkce y(x) md v néja-
kém otevieném intervalu (a,b), obsahujicim uzavieny interval (a,b), spojitou
derivaci y" (a tedy také spojité derivace viech niZsich vddi véetné nultého).

Definice 2. Vzddlenosti nultého radu dvou kiivek Ky, Ko, s popisem
Ki:y=wyi(z),z € (a,b)

Ky =1ys(z),z € (a,b)
nazyvame c¢islo
d(Ky, o) = max [y>(7) = ()],
tj. mazimum absolutni hodnoty rozdilu jejich y-ovjch soutadnic v (a,b).

Definice 3. Jsou-li kiivky K1 a Ky v definici (2) r-t€ tridy, nazgvame jejich
vzddlenosti r-tého rddu nejuétsi z cisel

max |ys(z) — y1()|, max |yp(z) — 5 (x)],. .., max |y8”(z) — oi”(z)],
z€{a,b) z€{a,b) z€(a,b)
t. cislo

k k
dr(Kl,Kz)Zker{r(lf;fr} wf&3§>|y§)(w)—y§)(w)| :

kde y(o)(ac) = y;(x) pro i =1,2. Zrejmé je do(K1, K3) = d(K1, K3).

i
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Poznamka 1. MnoZinu viech kivek K s popisem
Ky:y= g(x),z € {(a,b),

jejichz vzddlenost r-tého tddu od kiivky K je mensi nez € (¢ > 0), nazveme
g-ovym okolim r-tého radu krivky K, kterd je tridy alespon T,. Zrejmé lezi
kazdd krivka, kterd patri k e-ovému okoli r-tého radu krivky K ,v jejim e-ovém
okoli nulteho Tddu.

V nasem pripadé je
P = [ (@) o 23)

urc¢ity funkcional, ktery pro kazdou kfivku K s popisem (2.2) predstavuje
urcité ¢islo. Jeho definiéni obor je mnozina L vSech kiivek t¥idy 77 v (a,b)
s popisem (2.2) a s vlastnosti [z,y(z),y'(x)] € Q pro x € (a,b), kde Q je
néjaka oteviena podmnozina Fs.

Definice 4. Rikdme, Ze funkciondl F(K) nabyjvd pro krFivku K s popisem
Ko :y=yo(x),z € {(a,b) (2.4)

patrici k jeho definicnimu oboru L, svého absolutniho minima na L, jestlize
plati
F(K) = F(K,) (2.5)

pro vsechny krivky K z mnoziny L.

Definice 5. Jestlize existuje takové -ové okoli (nultého radu) krivky Ko
z (2.4), Ze plati (2.5) pro vSechny kiivky K € L leZici v tomto okoli, vikame,
Ze funkciondl (2.3) nabyvd pro kiivku Ko silného relativniho minima na L.

Definice 6. Ezistuje-li takové e-ové okoli pruniho fadu kiivky Ko, Ze plati (2.5)
pro viechny kiivky K € L z tohoto okoli, Fikime, Ze funkciondl (2.3) nabyvd
pro krivku Ky slabého relativniho minima na L.

2.2.3 Minimalizace povrchu

My se budeme nadale vénovat nasemu konkrétnimu problému. Pti hledani
minima se omezime na slabé relativni minimum, protoze budeme v naSich
vypoctech potfebovat, aby byla prvni derivace hledané funkce omezena. Jesté
predtim vyfesime jednodussi problém na jednoparametrickém prostoru funkce.
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Nejdiive musime popsat defini¢ni obor funkce F'.
P / 2rey(x)/ T+ [y @) da (2.6)

Tim necht je takovd mnozina funkei y(z), které zobrazuji interval (—a, a) do
mnoziny realnych cisel a které maji spojitou prvni a druhou derivaci. Spojitou
druhou derivaci pozadujeme, protoze budeme tuto vlastnost potifebovat pro
nase pozdéjsi vypocty. Déale pozadujeme, aby funkce y(x) byla na intervalu
(—a, a) kladna.

Hledana kiivka vychazi z bodu A[—a,y(—a)] a konéi v bodé Bla,y(a)],
pticemz y(a) = y(—a). Necht y(z) je funkce, pro kterou je funkciondl F' (2.6)
minimalni. Pro libovolnou funkci g(x), ktera spliiuje dané okrajové podminky

yu

X
Obrazek 2.5: Mnozina funkeci
tedy plati
Fly(x)] < Flg(@)].
Oznac¢me prirtstek funkce y(x)
oy(x) = g(x) — y(z). (2.7)

7 toho plyne, ze
9(x) = y(z) + oy(z).
a z danych okrajovych podminek plyne rovnéz

dy(—a) = dy(a) = 0.

Pro libovolnou pevné zvolenou funkci go(x), kterd je z blizkého okoli
funkce y(z), mizeme jinou funkci g(x), spliujici dané podminky ziskat jako

9(x) = y(x) + toy(a). (2.8)
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Hledanou funkci y(z) minimalizujici funkcional F dostaneme z (2.8) pro pa-
rametr ¢t jdouci k 0. (obrézek 2.5)

Jsou-li funkece y(z), g(x) a tim i dy(z) pevné zvolené funkce, dosazenim
vztahu (2.8) do funkciondlu (2.6) definujeme funkei jedné proménné ¢

o(t) =2m /a (y +toy)\/1+ (v +toy)? da, (2.9)

kde y = y(x), dy = g(x) — y(x) a §y’ = ¢'(x) — ¥/(z). Nyni musime ovéfit,
zda ma tato funkce v bodé ¢ = 0 lokalni minimum.

Pokud méa funkce ¢(t) v bodé ¢t = 0 lokalni minimum, musi byt jeji prvni
derivace v bodé t = 0 ¢/(0) = 0. To je nutna podminka pro existenci extrému.

Nyni tedy potiebujeme najit derivace funkce ¢(t). Definujme funkei f(t)
jako

f(t) = (y+tsy)V/1+ (v +tdy)? da. (2.10)
Tuto funkci nyni rozvineme podle Taylorovy véty v okoli bodu t = 0.
Véta 1 (Taylorova véta). [1] Necht f(x) md v (a,a + h) spojité derivace

do n-tého tadu véetné a v (a,a + h) spojitou derivaci (n + 1)-ho Fddu. Pak

/ " (n)
f(a+h)=f(a)+f1(!a) h+f2<!a> R n!(a)

h" + Rn+17

kde vyraz R,.1 je zbytek, ktery je v Lagrangeové tvaru

R fO+ Y (a4 9h)
T (1)

A (0< 9 < 1)

Piseme-li prirustek h ve tvaru h = x — a, pak pro a = 0 dostaneme tvar

/0 //0 no
SO PO e SO e
1! 2 n!

f(x) = f(0)

Aplikaci Taylorovy véty na funkei f(t) dostavame pro ¢t =0

+ 0) t+ 1"(0) 2 + G t* (0<v¥<1)

F(t) = f(0) + = p] (3)!

Dosadime-li zpét do vztahu dostavame pro funkci

/ " 3)
fSDt%_f;P)ﬁ_%fE;ﬁﬂtsdt

s =2n [ f0)+



KAPITOLA 2. MYDLOVA BLANA 17

a po upravé (protoze budeme hledat minimum, konstantu 27 mtizeme vyne-
chat a pfestoze po vynechani této konstanty dostavame jinou funkci, budeme-
ji pro zjednoduseni znagcit stejné)

:/_if(0)+t/_if’(0)+§ /_if”(0)+§ /_if@(z%)dx

Nyni nalezneme jednotlivé derivace funkce f(t).

2.2.4 Derivace funkce f(t)

ft) = (y+t5y)V/1+ (y +toy)?

Provedeme derivaci soudinu a dostavame

"(t) = Sy\/1+ (v +ty)2 +

(y+toy)(y +toy') oy
V14 (y +ty')?

Prot =0 je
yy' oy
/1 + y/ 2
Opét pomoci derivaci soufinu vypocitdme druhou derivaci f(t), kterd je po
upravé rovna

f10) =dyv/1+y2+ (2.11)

iy = 2O Oy oyt [y +Eoy) oyt (y+Eoy)ly oy + Loy )
VI+y 2+ 2tyy + 2(0y)? (1+y'2+ 2ty 8y + 12(0y')2)?
Druhé derivace v bodé t =0
, 2y'oy' oy +y(0y)?*  yy' (6y)?
7(0) = DY) 0v) 2.12)
Vi+ty (1+y2)2
Treti derivace f(t) se po upravé rovna
3(0y')? (—ty'Sydy’ — 6y + yy' oy’ + ty (6y)° — (/) oy)
(14 () + 2y'toy’ + 12 (3y)%)

Chceme derivovat funkei

/f +t/ 7(0 +—/ 7(0) /f“’wt)

Protoze f(0), f/(0) ani f”(0) nezavisi na t, je jeji prvni derivace

/ £(0 +t/ 1"0) + - (g /af(‘”(z%)) da

Problém je tedy jen s poslednim ¢lenem.

Fo) = (2.13)



KAPITOLA 2. MYDLOVA BLANA

2.2.5 Derivace zbytku Taylorova polynomu

Definujme funkci g(t) takto:

a

g(t) = / 33 W) dx

—a

Podle definice derivace je

J(0) = i 9 =9 _ SO0 dr—0

h—0 h h—0 h

a tedy .
g'(0) = lim / K2 f®(9h) d.

Tuto limitu vypocitame podle véty o sevieni.

Véta 2 (Véta o sevieni). Necht lim f(x) =a, lim g(z) =a a
T—X0 T—x0

AU(zo)Va € U(xy) : f(z) < h(z) < g(x). Pakzlijgo h(z) = a.

Dikaz vety 2. 7 definice limity plyne, zZe

lim f(z) =a= 3U(z)Vz € U(xg) : |f(z) —al <e

T—T0

a odtud
f(z) >a—ce.

Obdobné

lim g(x) = a = 3U(x)Vz € U(zo) : |g(z) —a| <¢

T—T0

a z toho plyne
g(z) <a+e.

Je tedy
a—e< f(x)<h(x)<glzr)<a+e
a limita
lim h(z) = a.

T—T0

18
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7 definice derivace je
h) — g(0)
g(0) T h
Abychom mohli pouzit vétu o sevieni, musime omezit funkci, jejiz limitu
hledame. K tomu nam poslouzi jeji absolutni hodnota.

—’ / h2 P (9h) dz| < / K2 f3(0h) de < ' / R (n)dz|  (2.14)
Vime, ze plati vztah
' / RO (9h) dx| < / |h2FE) (9h)| da. (2.15)

Nejdiive zkusime omezit f®)(¢) n&jakou konstantou. Funkci y mame a
vezmeme-li konkrétni dy, pak protoze jsou to spojité funkce, jsou omezené a
miuiZzeme je tedy omezit konstantami. Omezime-li ve vztahu pro tfeti derivaci

1)1y = SO0 (St oy — Oy +yy'oy’ + 1y (5y) = ()" 0y)
(1+ ()" + 29ty + 2 (9)°)*

ot

Y| < Ko, |0y| < K3, |0y'| < K7, zvolime [t| < K a nejvétsi z téchto konstant
oznacime K, mizeme polozit

3(8y)2 (—ty'dydy’ — 8y + yy' 3y’ +ty (3y')* — (v/)* 6y)
(1+ () + 2ytoy’ + 2 (3y')*)

RIS

a odtud plyne
|fO®)] <3K* (K*+ K+ K*+ K* + K*) = 6K+ 6K° + 3K®

f®)(It) tedy miizeme omezit konstantou K, = 6KS + 6K° + 3K3. Tato
konstanta zavisi na dy a se zménou Jy se tedy méni i tato konstanta.

Vrétime-li se k nerovnosti (2.15)

' / "2 F3Wh) dz

< / |h? f®)(9h)| da, (2.16)
plati pro jeji druhy ¢len, ze

/a |2 FO ()| dz < / WK, da
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Protoze "

lim [ |W°K,| dz =0,

h—0 [ _

plyne odtud
lim =0.
h—0

/ "2 3 Wh) dz

—a

Ziejme

= O’
h—0

lim — ‘ / R2f3)(0h) da

a proto z (2.14) vyplyva

lim [ K2f®)(0h)dz =0

h—0 —a

A derivace ¢'(0) je tedy
g'(0) =0
2.2.6 Stacionarni bod
Nyni jiz mizeme vypocitat derivaci funkce ¢(t), kterd bude v bodé t = 0
00 = [
a po dosazeni (2.11) za f'(0)

a / /
qb'(O):/ dy 1—}-y’2—|—M dz

N

Ma-li byt prvni derivace rovna nule pak dostavame rovnici

/ /

“ o

Integral rozdélime na soucet dvou integrali
a /5 /
/ Sy/1+y/2de + \j’% dz =
—a —a +vy

a druhy ¢len upravime metodou per partes

a

0 (2.17)

“ gy ) vy ’ / d vy
— 27 5fdr=|—2L— § — | — | —LX— | sydx
Ca /1+y/2 Y /1+y/2 y]_a —a dz /1+y/2 y
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protoze z okrajovych podminek je dy(a) = dy(b) = 0, je
© gy : / “d yy'
— §y'dr = — — | — | dydzx
—a /1+y/2 Yy 7ad;p /1+y/2 Yy
A po dosazeni do rovnice (2.17) dostaneme:

[ v (2 )| a0
—a dz /1+y/2

Nyni budeme potiebovat nasledujici vétu, kterd je nazyvana zakladni vétou
varia¢niho poc¢tu [3].

Véta 3. Necht ¢(x) je funkce spojitd na intervalu {(a,b). Je-li pro libovolnou
spojitou funkcin, kterd spliuje podminku n(a) = n(a) =0

b
| dtemaas—o.
pak funkce ¢(x) je v celém intervalu identicky rovna nule, tedy
o(x) =0 pro z € {a,b).

Diikaz véty 3. Dikaz provedeme sporem podobné jako v [3]. Pfedpokladejme,
ze pro néjaké x z intervalu (a, b) je ¢(x) # 0. Protoze n(x) je libovolna spo-
jita funkce, kterd spliiuje podminku 7(a) = n(a) = 0, mizeme tuto funkci
definovat napt. jako n(z) = —¢(x)(z — a)(x — b). Protoze je ¢(x) spojita, je
spojita i n(x). Pro souéin ¢(z)n(z) nyni dostavame

d(@)n(x) = —[¢(x)]*(z — a)(z — b) (2.18)

a je ziejmé, Ze tento soucin je v intervalu (a,b) vétsi nebo roven nule. Ale
urc¢ity integral z nezaporné spojité funkce miize byt roven nule jen v ptipade,
Ze tato funkce je rovna nule. Tedy

—[6(z))*(z — a)(x —b) =0

Protoze je ale [—(z —a)(x—0b)] > 0 na (a, b), znamena to, Ze ¢(x) = 0 v celém
intervalu (a, b), coz je ve sporu s predpokladem a tim je véta 3 dokdzéna. [

Z véty 3 vyplyva, Ze rovnost (2.17) je splnéna, pokud

d vy
1+y2— — |22 | =o.
y dx < /1+y/2
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Tim jsme obdrzeli diferencialni rovnici druhého radu, kterou se pokusime
zjednodusit na rovnici prvniho fadu. Nejdiive ji vynasobime 3’ a dostaneme:

d /
Y1y - = <—yy >y':o (2.19)

it

Podle derivace soucinu a slozené funkce zkusime oba ¢leny rovnice upravit.
Prvni ¢len levé strany rovnice (2.19) vyjadiime z tohoto vztahu

d vy
= (W) = VITy? v+

iy

Tedy
d yy'
1 /2.’:_< 1 /2>_— " 2.20
Yy =yt ! (2.20)

Podobné budeme postupovat pro druhy ¢len levé strany rovnice. Podle véty
o derivaci soucinu plati

d vy A vy +y,g vy
dz /1+y/2 /1+y/2 da /1+y/2

a tedy

d vy ) = d vy AR yy' (2.21)
dx /1+y/2 dx /1+y/2 /1+y/2
Dosadime-li vztahy (2.20) a (2.21) do rovnice (2.19) dostavame

7

—wy Ay )
/1_|_y/2 dz /1+y/2

d vy
. 1 12 __ [ -
dz <y ty 14 y'2 Y

Po integraci obou stran rovnic

d yy
— 14+y?2———— dx—/de
/dx (y Y V1ity'? y)

dostavame diferencialni rovnici prvniho radu

d vy
— 1+ /2)—— "+
o (y Y T y' 4y

a po uprave

vy
3 y/ = 01.

Viey?

Y 1+y/2_
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Po Gpravé miizeme tuto rovnici napsat ve tvaru

9201\/ry/2

Tuto rovnici vyfesime pomoci metody separace proménnych:

dy \?
Ch dy
Vy? = CF
Vy? = CF

x = (4 argcosh A + Oy
Ch

dox =

a Feseni rovnice je

ZL’—CQ

1

y(z) = C cosh

(2.22)

Konstanty C; a Cy uréime z okrajovych podminek. Rovnice (2.22) je obecné
feSeni pro pripad, ze krouzky, mezi kterymi je blana napnuta, maji rtizné
poloméry. V nasem piipadé€ jsou ale priméry stejné a z = 0 je stfed mezi
obéma krouzky. Plati tedy

I —Cy -l —Cy

pr— h —
z, C cos c,

r = (' cosh

tato rovnost muze platit, kdyz
Z—CQZ—Z—CQ nebo l—02:—<—l—02)

Prvni rovnost pro nenulové [ platit nemtize a z druhé vyplyva, ze Cs = 0.

Protoze mame jiz jen jednu konstantu, budeme C déle znagcit jen C. Tuto
konstantu uréime ze vztahu

l

= (' cosh — 2.23
r cosh = (2.23)

a FeSenim pro y(x) je
y(x) = Ccosh% : (2.24)

Nalezend rovnice (2.49) je rovnice fetézovky. Tvaru, ktery zaujme fetéz
zavéseny mezi dvéma body, odpovida kiivka popsana touto funkci a odtud
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-—n“\.m

Obrézek 2.6: Catenoid

pochazi jeji nazev. V angli¢tiné se tato kfivka nazyva catenary a rotacéni
plocha, vytvofend rotaci této kiivky, se nazyva catenoid (viz obrazek 2.6).

Nyni nalezneme maximalni hodnotu [/r, pro kterou minimalni povrch
existuje. Definujeme-li ve vztahu (2.23)

[ r
p=- a z=-
r c
mizeme tuto rovnici prepsat na tvar
z = cosh pz (2.25)

Sestrojime-li grafy funkci w = z a w = cosh pz pro né&jaka p (viz obrazek 2.7),
uvidime, Ze rovnice (2.25) pro velkd p neméd Feseni. To ve skutecnosti zna-
mend, ze bude-li hodnota p = [/r pfili§ velkd, blana se bude snazit zaujmout
tvar dvou kruhti a tim se pfetrhne, jak dokladaji i provedené experimenty
(viz kapitola 2.3). Hrani¢ni hodnoté p, pfi které blana zaujme minimalni po-
vrch odpovida pripad, kdy pfimka urcena funkci w = z bude te¢nou kiivky
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Obrazek 2.7: Graf funkce w = 2 a w = cosh pz pro rtzna p

w = coshpz a rovnice (2.25) tedy bude mit jen jedno feSeni [8]. V tomto
hrani¢nim bodé musi platit, ze

z = cosh pz
1 = psinh pz (2.26)
rovnice vydélime a dostavame
1 psinhpz
2z coshpz
a odtud
1 = pztanhpz

Numericky vyfresime a dostaneme

l
pz = - =1.19968 (2.27)
&

Dosadime-li do rovnice (2.26), dostaneme

l
p=- =0.66274
T
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A konstanta C' je v tomto hrani¢nim bodé

c =1 =055243r

z

Bude-li pomér //r mensi nez nalezend hrani¢ni hodnota, dostaneme dvé hod-
noty konstanty C'. Je to ponékud prekvapivé a v praxi by to mohlo znamenat,
ze existuji dva rizné tvary, které mydlova blana mize zaujmout. Tuto situaci
znazornime na obrazku 2.8, kde pro vyznacené [ a r dostavame pro dvé riizna
C dvé rizné kiivky.

Obrazek 2.8: Dvé feSeni

Nyni sestrojime znovu graf funkci w = z a w = cosh pz, tentokrat pro p
mensi nez je nalezena hrani¢ni hodnota. Ziejmé plati

T r
0nN<29 => — <—=— = (1>0
C1 Ci

7 grafu je ziejmé, Ze derivace w = cosh pz v bodé odpovidajicimu z; je mensi
nez 1. Tedy pro tento bod a odpovidajici konstantu C; dostavame rovnici

z = cosh pz (2.28)

a nerovnicl
1 > psinhpz. (2.29)

Nerovnici (2.29) vydélime rovnici (2.28) a dostaneme

1 > pz tanh pzy
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Obrazek 2.9: Graf funkce w = z a w = cosh pz

a odtud plyne, ze odpovidajici pomér [/C je priblizné

l
— < 1.19968
pz1 = C,

Pro 25 je naopak derivace w = cosh pz vétsi nez 1 a obdobnym zptisobem
dostavame

l
= — > 1.19968
Dbz2 Cy

2.2.7 Minimum na jednodimenzionalni mnoziné

Zjistili jsme, Ze funkce ¢(t) méa v bodé ¢ = 0 stacionarni bod. Pokud mé byt
v tomto bodé minimum, musi byt v néjakém okoli tohoto bodu ¢(t) > ¢(0)

t2

o(t) = _a f(O)da:—irt/_a f(0)dz + 5

f” 0)dz + — / 8@
(2. 30)
Pro t = 0 dostavame

$(0) = ' f(O)derO/a f’(O)dx+%2 / f”(O)dx+%3 / 3 (00) dz
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60 = [ 50)

Protoze jsme spocitali, ze [“  f/(0) = 0, dosadime-li do vzorce (2.30)

a 2 a 3 a
_ /_ £(0)de +0+ % /_ £/(0)da + % /_ FO(9t) da

vidime, ze mé-li byt ¢(t) > ¢(0), musime dokazat, ze

/f” dx+— af )(9t) dz > 0.

—a

Vytkneme-li %

(o [ o) on

dostavame " P
| s g [ oo (2.31)

Tusime, Ze pro malé ¢ bude |Ly| mensi nez |L;|. Kdybychom dokazovali, ze
mé funkce v bodé ¢ = 0 minimum obvyklym zptisobem pomoci jeji druhé
derivace, dostali bychom podminku, ze f®(0) > 0. K tomu bychom ale
potfebovali dokéazat, ze plati nasledujici vztah

& [ iv@v@)a= [X cowy)a e

a

Tento ditkaz ale neni jednoduchy a protoze se snazime pouzivat co nejvice
elementarnich matematickych prostiredki, volime radéji tento postup. Pokud
tedy dokazeme, ze L; > 0 a Ly je omezené, mizeme zvolit vhodny interval
pro t tak, ze soucet L; + Lo bude nezdporny.

Nejdiive se podivame na ¢len L;. Do vztahu (2.12) pro f®(0)

2y oy oy +y(0y)* v *(0y)?

Vity'? (1+y2)2

dosadime nalezenou funkci y ze vztahu (2.49)

7(0) =

T
—= h —_
y(x) = C cos o
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a dosadime rovnéz za v/
x
C

a pro prvni ¢len levé strany nerovnosti dostaneme

y' = sinh

r /“ 2sinh £ 6y 6y + Ccosh Z (6y')>  CcoshZ sinh®Z (0y)?
1= - 3

dx
—e \/1 + sinh? z (1 + sinh? & )
a po uprave
I — /“ sinh & 2dy'dy N Ccosh & B C cosh & sinh:% 5 i
~a \/1+sinh® £ \/1+sinh? Z (1+sinh®Z )2
(2.33)

Prvni ¢len integralu upravime metodou per-partes

a

a inh Z inh Z
/ sinh & 28y dir — sinh & 5y2 B
—a,/l—l—sinhQﬁ \/1+sinh2£
¢ ¢ —a (2.34)
B / a cosh & sinh? ol cosh?
—a C

\/1+ sinh® £ C (1+ sinh® £

Dosadime zpét do (2.33) a po upravé dostavame

L - /“ cosh & B sinh? Z cosh & ) (05?/2 — 5—32 ) dz

3
—o \y/1+sinh®Z  (1+sinh®% )2

a po dalsi apraveé

a h x 2
. / o (Cay’2 oy ) da. (2.35)
~a (1 +4sinh?Z )2 ¢

)5 Sy*dx

Protoze plati:

sinhx = c-° a coshx = etre’
2 2

] N 62;18 — Qete T + e—2:v €2x + e—Qm 1
sinh” z = = _Z
4 4 2
) 6232 + 2eTeT + e—2a: €2a: + e—2m 1
cosh”z = - 4=
4 4 2



KAPITOLA 2. MYDLOVA BLANA 30

a tedy
cosh? z = 1 + sinh? z.

Dosadime-li do (2.35), dostavame

a 1 6y2
L= —— [ Coy* — == ) dx.
! /_a cosh?® £ < Y C > .

Nyni zkusime dokazat, ze L; > 0.

Tuto nerovnost jsme rovnéz podrobili testovani. Pro rizné funkce dy jsme
zkoumali, pro jaké hodnoty % tato nerovnost plati. Pro funkci (viz pfiloha B)

Sy = (105 4 202% — 2*)(a® — 2?) (2.36)

jsme pro C' = 1 dosahli stejné hrani¢ni hodnoty poméru é , jakd nam vysla
z prvni derivace na strané 25. Tedy pro é < 1.19968 nam L, vyslo kladné
a pro vetsi é zaporné. Pro jiné nahodné volené funkce dy a jiné hodnoty
C nam hrani¢ni pomér vysel mnohdy vyssi, ale ve vsech pfipadech nam pro

& < 1.19968 vyslo Ly kladné. Z toho plyne, ze pro & > 1.19968 nema

funkce lokalni minimum. Vratime-li se nyni k pfedchozi ¢asti, ve které jsme
na strané 26 dostali dvé rtizné konstanty C, Cs, vidime, ze pro Cy dostaneme
pravé tento pripad a pro C5 tedy funkce minimum nema.

“ 1 “ 1 5y
le/ 5 C(S’ylzdﬂf—/ — 5 %dl’

2z
a cosh” % _a COSh” Z

a ma-li byt L; > 0, musi platit

a 1 a 1 5 2
—q cosh® & —a cosh® & C

Je-li dy(a) = 0 mizeme tuto funkéni hodnotu vyjadiit jako

dy(z) = /w oy’ (t)dt, kde =z € (—a,a).

7 toho plyne

y()| = \ [ sva < [ oyora

uta = ([ 6y'<t>dt)2 <([ v dt)2




KAPITOLA 2. MYDLOVA BLANA

Napiseme-li pravy ¢len nerovnosti jako

([ |5y’<t>|dt)2,

31

dostavame vnitiek integralu jako soucin dvou funkci a mizeme pouzit Cauchy-

Schwarzovu nerovnost pro funkce.

Véta 4 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Pro redlné funkce f(z),g(x) a

realny parametr t plati: Existuji-li integraly

/Z f(z)g(z)dz, /Z (g(x))? da, /z (f(2))? dz,

pak

( z f(a:)g(x)dx)2 < /a (9(z))? da /a (f(z))? da.

—a —a

Diikaz véty 4 v priloze A.

Polozime-li ve vztahu (2.37)

plyne z této nerovnosti

(6y (2))* < (/ 1- |5y’(t)]dt)2 < / (6y/(1)) at / 1dt.

—a —a —a

Protoze . .

| Groras [ ey
: /_ Gy (1)) dt /_ Lt < /_ 6y (1)) dt /_ dt
a odtud

a

v < [ rpta [ "1ar

—a —a
Posledni integral vypocitame a dostavame

a

(6y(x))? < 2 / (6y/(1))” .

—a

(2.37)
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Po integraci obou stran nerovnice je

/ (0y(x))* dz < /_ Za/_z (6y/(t))? dt da.

Protoze 2a ffa (0y' (zf))2 dt nezévisi na x, mizeme tento Clen napsat pied in-

o / ’ (0y(x))* dz < 2a / " (6y/ (1)) dt / Y dz,

—a —a —a

a odtud

/ ' (0y(z))* dz < 4a? / ' (6 (1)) dt.

—a —a
Protoze hodnota urcitého integralu nezavisi na volbé proménné, mtizeme na-
hradit ¢ za = a dostaneme !

/ (Oy(2))? dz < 4a? / 6y (2))? de. (2.38)
My potiebujeme porovnat integral

© 1 ()’
/ — dzx.
—a (cosha ) C

Protoze
! < ! <1 pro z€ (—a,a)
(cosh% )2 N (cosh% )2 N T
a odtud
0 \2
(cosha )2 =t
(cosh% )
je tedy
a 2 a 2 a N2
—a (cosh %) C o C . C
a h< 2 2 a N2
§4a2/ <COS ¢ >2 0y) dz = 4a® <<:0shg )2/ L 5 (0y) dzx.
—a (COSh% ) C C —a (COSh% ) C

Posledni ¢len jesté upravime na potiebny tvar

4a* a \2 [* 1 N2
E (COSha) /_GW O(éy) dz

'Poincarova nerovnost [7] (viz piiloha B)
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a 7z nalezené nerovnosti

L O ) [y
/a(cosh%)2 c Ee <COShO> a(cOsh£)2O(5y)dx

c
(2.39)
plyne, ze L; > 0, pokud
4@2 )
E (COSh CL) S 1.
Po odmocnéni
20 ha <1
— cos :
e <
a odtud numericky vypocitame, ze
% < 0.45279. (2.40)

Nyni se vratime k nerovnosti (2.31), kterou chceme dokazat a budeme se
vénovat druhému ¢lenu L.

a t a
/ [ dr+5 [ A1) de >0 (2.41)

Protoze jsme zjistili (viz strana 19), ze f® mizeme omezit konstantou
|fP01)] < K,

a tedy
t “ t “ 2t

Tato konstanta, jak jiz bylo uvedeno, zavisi na dy a se zménou oy se tedy méni
i tato konstanta. Pro Ly plati, ze L; > 0 a mtizeme tedy L; nahradit néjakou
konstantou K; > 0. Dosadime-li za L; a Ly do vztahu (2.41), dostavame

2t
Kl + 3 CLK2 Z 0
Kdyz zvolime t tak, aby

je

2t
K1+§CLKQZ—— + K,
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a tedy

2t K
K1+§aK2271 >0,

coz je nasim cilem. Kdyz zvolime ¢, aby platilo

2t K
2K, > -t
2
musi byt
3K,
t> —
- 4CLK2

Protoze hleddme minimum v okoli bodu t = 0, zvolime ¢ z intervalu

3K, 3K,

4CLK2 ’ 4CLK2
Pro tento interval ma funkce ¢(¢) na jednodimenzionalni mnoziné slabé lo-
kalni minimum v bodé ¢t = 0.

2.2.8 Minimum

Nyni chceme dokazat, ze funkcional

F= /a 2ry(x)y/1+ [y ()2 dx (2.42)

—a

ma pro nalezenou funkci y(z) slabé lokalni minimum. Jak plyne z definice 6
(viz strana 14), musime ukazat, Ze existuje takové e, Ze pro

|dy(x)| < &,]0y(x)| <&, kde z € (—a,a) (2.43)

plati nerovnost odvozena v predchozi ¢asti, tedy

-~

Lo

a t a
/ F@(0)dz + 3 / O @) dx > 0,
NS LVI > >

kde . . 52
L, = (s -2 ) da
! /a cosh? ol ( Y C ) *

Na strané 33 jsme odvodili nerovnost (2.39)

‘ 1 (0y)? 4a* a 2/“ 1 N2
dz < =5 (cosh = C5y)%d
/“ (cosh & )2 c Moo (COS C ) a (cosh £ )2 o)
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Tu nyni upravime. Nejdiive vynasobime rovnici (-1).
“ 1 5y)? 4a? 2 [ 1

—/ 5 9y) de—% (coshg> / —QC’((Sy/)zdx
—a (cosh% ) ¢ C C —a (cosh% )

Po pricteni
“ 1
/ — C (5y')2 dx

—a (cosh % )
k obéma stranidm rovnice dostaneme
4a? a \?2 @ 1 9
> (1-2% <cosh—))/ () da 2.44
' ( 2 C —a (cosh% )2 %) ( )

Pro pevné a a C, pro néz plati pomér vypocitany na strané 33

a
— <0.45279 2.45
£ <05, (2:45)

(1 — 40—65 (cosh% )2)

Nyni zkusime druhy ¢len Ly omezit a upravit na vhodny tvar. Funkce y(x)
je pevna a dy(x) je libovolné spliujici podminky uvedené vyse (viz 2.43).
Protoze y(x) a y'(x) jsou spojité funkce na intervalu (a,b), jsou na tomto
intervalu omezené. Tedy miizeme polozit

je vyraz

konstanta vétsi nez nula.

y(r) < K a ¢(x) < K.

Protoze 0y je libovolna funkce, mizeme parametr ¢ polozit roven 1. Nyni
upravime Lo

L] / 3(0y)2 (—y'dydy’ — oy +yy'dy +y (0y')* — (¢')* dy)
279 5
— (1+ ()" + 295y + (3y)*)?

dx
3

na tvar vhodny k porovnani s L;.

dx

N

“ C(0y)? (coshZ ) (—y’5y5y’ — Sy +yy'oy +y(6y)* — (v)? 5y)
L= / AR
—a (COShé ) (1 4 (y/)Q + 2y’t6y’ + (6y/)2)
Nyni L, omezime a upravime.

@ C@6y)? (coshZ )? (—y’5y5y’ =Sy +uy'sy +y(0y)? - (¥)? 5y)

Lo| =
L] —a (cosh% )2 c

dx

5
(1+ ) + 28y + (0y)?)?
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(cosh % )2
C

[La| < /a o oy)”
> 2
—a (cosh % )

©C@Oy)? 1
i< [ S S
—a (COSh% ) C

(Iy’5y5y/| + 18yl + lyy' 8y + 1y (69") 2 [+ 1 (v')° 5y|) dz

K +e+eK?+°K +eK?) do
Je-lie <1, je

a 2
Li<S @r?4or 1) [ GO
C

dz. 2.46
—a (COSh% )2 ! ( )

Zvolime-li tedy ¢ tak, ze

1 4a? 2
% (2K2+2K+1)§§ (1—% <coshg>> a <1

plyne ze vztaht (2.44) a (2.46), Ze soucet
Li+Ly>0

a funkcionél

P / " ory(@)/ T+ (@) P de (2.47)

—a
mé pro funkci

y(x) = C’cosh% (2.48)

slabé lokalni minimum.
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2.3 Experiment

Vytvorime-li pomoci mydlové vody blanu mezi dvéma ramecky ve tvaru kruz-
nice, s nejvétsi pravdépodobnosti se nam vytvori systém tfi miniméalnich
povrchtl, které jsou v rovnovéaze (obrazek 2.10). Chceme-li vytvorit zddany

Obrazek 2.10: Tti povrchy mydlové bubliny

minimalni povrch, musime napf. prstem porusit tento systém tii povrchi a
poté uz mydlova blana zaujme zadany tvar.

Testovali jsme, zda redlna situace bude odpovidat nasim teoretickym vy-
poctim. Na obrazku 2.11 je na prvni forografii nejvétsi pomér [/r, ktery se
nam podafilo zachytit.

Na dalsi fotografii jiz mydlova blana po nepatrné malém zvétseni vzdale-
nosti praskla.

Nekolikanasobnym opakovanim téchto pokusti jsme zjistili, Ze naméreny
hrani¢ni pomér vzdalenosti rameck a priméru téchto ramecki odpovida
hrani¢nimu poméru vypocitanému z prvni derivace, tedy priblizné 1.2.
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Obrazek 2.11: Minimalni povrch mydlové bubliny
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2.4 Shrnuti

Vysledky nasSich vypoc¢tli muiZeme znézornit na néasledujicim grafu (obré-
zek 2.12), na kterém je vyznacen pomér vzdalenosti a a konstanty C'. Hrani¢ni

4.
3 a=1.19968 C
3
a 21
2
a=0.45279 C
1_
1
0 7 ; 3 y

C

Obrazek 2.12: Vysledek

ptimka, ktera oddéluje oblast 2 a 3 je hrani¢ni pomér a/c odpovidajici hra-
niéni hodnoté [/r, pro ktery ndm vysla nulova prvni derivace ¢(t) v bodé
t = 0, coz je nutnd podminka pro existenci hledaného lokélniho minima (viz
strana 25).

V oblasti 3 minimalni rota¢ni plocha neexistuje. To bylo potvrzeno tes-
tovanim (viz strana 30). Ve skute¢nosti mydlova blana ve vzdéalenosti odpo-
vidajici této oblasti praskne ve snaze zaujmout povrch tvoreny dvéma kruhy
spojenymi pirimkou.

Pro oblast 1 jsme dokézali, Ze zde existuje minimalni rotacni plocha a na
strané 39 jsme nasli rovnici kfivky, kterou je plocha tvorena.

y(x) = Ccosh% . (2.49)
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Tusime, ze v oblasti 2 existuje tato plocha stejné jako v oblasti 1, ale
diikaz je nad moznosti této diplomové prace. Toto tuseni je ale podlozeno za
prvé testovanim a za druhé praktickym experimentem s mydlovou bublinou
(viz kapitola 2.3).



Kapitola 3
ZAaveér

Jak objevil jiz Euler v roce 1744 [4], vytvofi-li se mydlova blana mezi dvéma
ramecky tvaru kruznice, vznikne rotacni plocha, ktera je jedinou rotacni plo-
chou s miniméalnim povrchem. Tato plocha je vytvorena rotaci kiivky, ktera
se v anglictiné nazyva catenary, a proto se plocha, vytvofena jeji rotaci,
nazyvé catenoid. Ceskym ekvivalentem nazvu catenary je vetézovka, coz od-
povida latinskému vyrazu catena, ze kterého je nazev odvozen a znamena
témeér totéz. Tento nézev vznikl proto, Ze fetéz zavéseny na obou koncich
zaujme tvar odpovidajici této kiivce. Piivodné se méla tato diplomova prace
zabyvat i timto zajimavym a souvisejicim problémem, ale cile byly pirecenény
a zpracovani obou problémi presahuje rozsah této prace.

Problematikou minimalnich povrchii i nasim povrchem mydlové bubliny
se zabyva mnoho knih a dokumentt, ale vétsinou se tento problém nefesi
dikladné a Teseni je jen naznaceno nebo velmi nepiesné odvozeno. Napr.
faktem, ze pro dané parametry vzdalenosti a poloméru ramecku vyjdou dveé
fetézovky, se z nalezenych zdroji zabyva jen [8] a to jen okrajoveé.

Cilem této prace bylo vyfesit stanoveny problém a pouzit k tomu cisté
matematické prostiedky a neuvadét tvrzeni bez dikazl, na rozdil od zminé-
nych publikaci. Problém byl v ramci moznosti této prace vyfesen, ale muze
byt nadale zkouméan jesté do vétsi hloubky. Teoretické vypocty jsou podlo-
zeny praktickymi pokusy s mydlovou blanou. Na CD pfilozeném k této praci
jsou dalsi fotografie a kratké video znazornujici chovani této blany v zavislosti
na zvétsovani vzdalenosti ramecki.

V zavislosti na hloubce zkoumani tohoto problému Ize nékteré ¢asti vyuzit
i pro zvidavé studenty na stiedni skole.
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Priloha A

Cauchy-Schwarzova nerovnost

Pro reélné funkce f(z), g(z) a redlny parametr ¢ plati: Existuji-li integraly

[ swsar, [ an [ 2 a

—a

([ ) < [ ar [ g a

/ " (F(@) — tg(x))? do = 0

po umocnéni dostavame

pak

Dikaz.

/_ " (F@)? — 265 (2)g(a) + (g(x))? dz = 0

a po uprave

a

/_i (f(x)? dz — /_Z 2t f (x)g(x) dw + /_a 12 (g(2))? da = 0

e[ @) a - [ 2p@o@des [ @) ao

a

diskriminant D

D=4 ( | f(fv)g(af)dx)2 4 [ e ar [ (@) a
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PRILOHA A. CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

Diskriminant D <0

( / Zf(w)g(fc)dx)Q < [ @ ae [ (@) e
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Priloha B

Konference

Na mezinarodni konferenci Prezentace matematiky poradané Katedrou
matematiky Technické univerzity v Liberci, kterd se bude konat ve dnech
20.-23.9.2005 v budové H univerzity, predvede vedouci této diplomové prace
RNDr. Martina Simfinkova, PhD., jak spo¢itat v Poincarové nerovnosti mensi
konstantu, nez nam vysla zde (viz strana 32).

Poincarova nerovnost je nerovnost ve tvaru

/ (by(x))* dz < ¢ / (6y/(2))* da (B.1)

My jsme tuto nerovnost odvodili elementarnimi prostfedky a tim nam vysla
velkéd konstanta c. Lze ale dokazat, ze tato nerovnost plati i pro mensi ¢ a je
otazka, pro jaké minimalni ¢ tato nerovnost plati. Toto odvozeni ale presahuje
moznosti této prace.

Na zminéné konferenci bude konstanta ¢ vypocitana numerickymi meto-
dami a v nasem pfipadé pro hrani¢ni bod a/c vyjde rovna jedné a je vypo-
¢itana jako vlastni ¢islo urcéitého integralniho operatoru

/_ " K (w0 ()t

kde K(z,t) je jadro tohoto integralniho operatoru. Na této konferenci bude
predvedeno, jak toto jadro vypada a bude spocitano, ze konstanta c je rovna
nejvétsimu vlastnimu ¢islu tohoto operatoru a vyjde 1. Aproximace odpovi-
dajici vlastni funkce

Sy = (105 + 202% — 2*)(a® — 2?)

byla pouzita v této praci na testovani (viz strana 30).
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