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Abstrakt

Tato bakalarska préace se zabyva rekonstrukei distribucni funkce
nadhodné veli¢iny s pouzitim zobecnénych statistickych momenti.
Jejich hodnoty jsou ziskdny pomoci vicetiroviiové metody Monte-
Carlo. Sledovanymi ndhodnymi veli¢inami jsou vysledky kone¢né-
prvkovych pocitacovych simulaci s ndhodnymi prostorovymi para-
metry.

K vyfeseni zkoumaného problému je pouzitd metoda maximélni
entropie, kterd zde slouzi k nalezeni nejvhodnéjsi funkce hustoty
pravdépodobnosti, respektive distribucni funkce.

Navrzeny algoritmus je aplikovan na redlnou simulaci proudéni pod-
zemni vody. Tuto simulaci realizuje program Flow123d. Cilem je
ur¢it mnozstvi vody, které vytece z pozorované 2D oblasti. Vstup-
nimi daty simulaci jsou Gaussovskd nadhodné pole hydraulickych
vodivosti.

Klicova slova: metoda Monte-Carlo, vicetiroviiovd metoda Monte-
Carlo, metoda maximélni entropie, aproximace distribu¢ni funkce



Abstract

This bachelor thesis deals with the reconstruction of the distribu-
tion function of the random variable using generalized statistical
moments. Their values are obtained using the multilevel Monte-
Carlo method. Observed random variables are the results of the
finite element computer simulations with random spatial parame-
ters.

The maximum entropy method is used to solve the defined pro-
blem, this method is used here to find the most suitable probability
density function or distribution function.

The proposed algorithm is applied to real simulation of under-
ground water flow. The simulation is realized by Flow123d soft-
ware. The goal is to determine the amount of water flowing out of
the observed 2D area. Simulation input data are Gaussian random
fields of hydraulic conductivity.

Keywords: Monte-Carlo method, multilevel Monte-Carlo method,
maximum entropy method, approximation of the distribution
function
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1 Uvod

Cilem této bakalarské préace je aplikovat algoritmy pro vicetroviiovou metodu
Monte-Carlo a rekonstrukei distribu¢ni funkce nédhodné veli¢iny. Vytvorené feSeni
nachézi své uplatnéni zejména pii modelovani komplikovanych procest s ndhodnymi
parametry. Konkrétni zkoumanou tlohou je proudéni podzemni vody v prostiedi se
stochasticky generovanou hydraulickou vodivosti. Sledovanou veli¢inou je mnozstvi
vody, které vytece z pozorované oblasti za jednotku casu.

Néahodnymi veli¢inami jsou v rdmci této prace oznacovany vysledky konecnéprv-
kovych pocitacovych simulaci, do kterych vstupuji ndhodné data.

Pocitacova simulace nahrazuje skuteény systém jeho matematickym modelem
s podobnymi pravdépodobnostnimi charakteristikami. P vytvareni simulace je za-
kladem analyza procesu, ktery mé byt simulovan. Nasledné se vytvori predpisy, které
popisuji chovani zkoumaného systému. Nejcastéji maji podobu matematickych rov-
nic. Nahrazovani realnych déji jejich pocitacovou simulaci s vyuzitim ndhodnych
dat je stale pouzivanéjsi technikou v celé radé védeckych oblasti. Siroce se aplikuje
v ekonomii, biochemii, fyzice a dalsich oborech.

Pro ziskani ndhodnych dat je zapotiebi hardwarovy generator, ktery tato data
generuje jako vysledky ndhodnych fyzikalnich procesii. V ramci této prace jsou jako
nahodné data oznacovana pseudonahodné data. To jsou data, ktera vytvareji zdan-
livé ndhodnou posloupnost, ovsem jsou generovana deterministickym algoritmem.

Pri pouziti ndhodny dat jsou vysledky simulace proménlivé, k ziskani dobrého od-
hadu presnych hodnot je potfeba pocitacové simulace opakovat. V takovém piipadé
se jiz hovoii o metodé Monte-Carlo (MC). Pro stanoveni vhodného poc¢tu opakovani
je mozné vyuzit rizné varianty této metody, né€které z nich jsou podrobné popsany
v dalsich ¢astech této préace (viz sekce 2.5), dalsi piistupy predstavuje M. Giles [6].

Provedenim klasické (jednouroviiové) MC metody lze ziskat odhady parametri
rozdéleni, sestavit empirickou distribu¢ni funkci a urcit kvantily rozdéleni. Znacna
nevyhoda této metody tkvi v pomalém priblizovani odhadovanych a skutec¢nych
parametri nahodné veli¢iny. K dosazeni vysledkii s malym rozptylem je tfeba provést
velké mnozstvi opakovani simulace.

Vychodiskem se jevi pouziti viceturoviiové metody Monte-Carlo (MLMC). Tato
metoda umi na zakladé redukce rozptyli vhodné stanovovat poc¢ty provedeni simu-
laci. V disledku toho lze odhady parametru ziskavat efektivnéji nez pri pouziti kla-
sické MC metody, pfesnost pritom zustava stejné. Prostfednictvim MLMC je mozné
odhadnout pouze stfedni hodnoty charakteristik nahodné veli¢iny. Nelze piimo ur-
¢it kvantily rozdéleni, funkci hustoty pravdépodobnosti nebo distribu¢ni funkci. Pro
tento ucel je tfeba vyuzit jiné pristupy. V této praci byla zvolena metoda maximalni
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entropie, ktera je pouzita pro rekonstrukci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti pfi
znalosti statistickych momenti. Vytvorené feSeni vychazi z prace Wenhui Gou [7].

Zkoumanym problémem je pohyb podzemni vody horninou s vlivem blizkého
podzemniho ulozisté jaderného odpadu. Ochrana pred tnikem radiace se sklada ze
dvou ¢asti. Primarni obalovy soubor je tvofen z ocelovych kontejnerti a specialniho
tésniciho jilu. Tato izolace je navrzena na dobu 10 az 100 tisic let. Po uplynuti této
doby bude dochézet k pomalému uvoliiovani kontaminantu do geosféry, ktera diky
nizké vodivosti a velkému redéni predstavuje sekundarni a hlavni bariéru. K prenosu
kontaminace do povrchovych vod by nemélo dojit diive nez za milion let, v té dobé
bude jiz radioaktivita kontaminantu zanedbatelné.

Vzhledem k tomu, Ze nelze provadét experiment v trvani milionu let, tak prichézi
na fadu matematické modelovani a vytvoreni poc¢itacové simulace. Ta umozni na za-
kladé matematickych rovnic popsat proudéni podzemni vody v horniné. Parametry
simulace neni mozné urcit presné, proto se s vysledky simulace pracuje jako s na-
hodnou veli¢inou. Pro ziskani stfednich hodnot charakteristik této nahodné velic¢iny
lze pouzit metody MC. S ohledem na néro¢nost podobnych simulaci neni vhodné
volit klasickou MC metodu, ale lze aplikovat MLMC.

Text této prace je rozdélen do nékolika vzajemné souvisejicich ¢asti. Nejprve je
v kapitole 2 podrobné popsana metoda Monte-Carlo a jeji vicetiroviiova varianta. Ka-
pitola 3 poskytuje vysvétleni metody aproximace funkce hustoty pravdépodobnosti,
respektive distribu¢ni funkce, pfi zndmych momentech rozdéleni. Nasleduje popsani
struktury vytvorené knihovny. Teoretické poznatky jsou poté otestovany na umélé
nahodné veli¢ing, kterda méa podobu lognormalniho rozdéleni (viz ¢ast 5). Kapitola
6 ukazuje pouziti popsanych principi s realnou simulaci proudéni podzemni vody.
K tomuto ucelu je pouzity program Flow123d, ktery kromé modelovani proudéni
podzemni vody umi fesit také ulohy transportu rozpusténych latek v podzemnich
vodach a dalsi.
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2 Metoda Monte-Carlo

Metoda Monte-Carlo je velmi uzite¢nym néastrojem pro odhady statistik ziska-
nych ze stochastickych simulaci.

Princip fungovani metody Monte-Carlo, ktery je zalozeny na centralni limitni
véteé, je znam pomeérné dlouho. Prvni priklad pouziti se datuje jiz do 19. stoleti.
Jednalo se o tzv. Buffonovu tlohu, tedy zjistovani hodnoty m pomoci hazeni jehly
na rovinu pokrytou rovnobézkami. Diilezitou roli méla tato metoda také pro vyvoj
atomovych bomb. V americké Narodni laboratoii Los Alamos byla pouzita pro si-
mulace $tépné reakce. Velké rozvoj nastal az s nastupem vykonnéjsich pocitact na
konci 20. stoleti.

Podobné jako u pocitacovych simulaci i samotna metoda Monte-Carlo nachézi
vyuziti v mnoha védeckych oborech. Nepouziva se jen pfi TeSeni simulaci, ale 1ze
ji nasadit naptiklad i na numerické integrace. Velkou oblasti aplikace je finané¢ni
modelovani. Rada autori se zabyvéa naptiklad problémy stanovovani ceny finan¢nich
derivatua [4].

Existuje nékolik aplikaci metody Monte-Carlo. Jednoturoviiova metoda MC na-
chazi vyuziti predevsim u jednoduchych simulaci, které rychle a presné aproximuji
realné feseni. Pro dosazeni dostatecné presného a nestranného odhadu stredni hod-
noty je nutné ¢asto vykonat mnoho simulaci, to s sebou nese velkou vypocetni cenu.

Pojem wvypocetni cena je v kontextu této prace chapan jako celkovy pocet vypo-
¢etnich operaci.

S cilem zmenSeni vypocetni ceny a zachovani presnosti nalezené stfedni hodnoty
byly vyvinuty dalsi varianty Monte-Carlo metody.

Jednou z nich je Quasi-Monte-Carlo metoda, ktera nepouziva jako vstupy do
pocitacové simulace ndhodna data, ale misto toho jsou vstupni data generovana
deterministickymi algoritmy, které jsou navrzeny tak, aby zarucily zmenseni chyby
simulace. Tento pristup nachézi uplatnéni predevsim ve finanénim modelovani.

V pripadé, Ze je nutné pouzit pro simulace ndhodna data, tak optimalnim feSe-
nim je aplikace vicetiroviiové metody Monte-Carlo (MLMC), ktera efektivné snizuje
rozptyl stfedni hodnoty.

2.1 Jednodrovnova metoda MC
Jednouroviova Monte-Carlo metoda je zaloZena na jednoduchém principu. Cilem

je ziskat nestranny odhad stfedni hodnoty E(P(x)), kde P reprezentuje vysledek
pocitacové simulace, do které vstupuje nahodna veli¢ina X. Odhad stfedni hodnoty
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je vypocitan jako aritmeticky pramér z hodnot P(x), pro N nezavislych realizaci
x 7z X. Podle centralni limitni véty mé rozlozeni priméru asymptoticky normélni
rozdélent:

P~ ,— |, 2.1

(%) (2.)

kde p je stiedni hodnota a o? je rozptyl nahodné veli¢iny P, smérodatna odchylka

prumeéru pak je:

€= —=. 2.2

VN 22)

Z rovnice 2.2 je patrné, Ze snizeni odchylky napiiklad o jeden tad je mozné

dosdhnout pouze zvySenim poctu vykonani simulace o dva fady. Takovy postup

je neefektivni a pro slozitéjsi simulace témér nepouzitelny. Vhodné je proto vyu-

zit vicetroviovou variantu metody Monte-Carlo, kterd umoznuje efektivni snizeni
smérodatné odchylky a rozptylu.

2.2 Dvoulrovhova metoda MC

Dvoutiroviiovda MC metoda je nejjednodussi variantou MLMC. Jeji princip je
zaloZen na redukei rozptylu [6]. Jsou dany nahodné veli¢iny g a f, g ma znamou
stfedni hodnotu E(g) a dobie koreluje s f. Pak hledany nestranny odhad f pro E(f)
lze vypocitat néasledujicim vzorcem:

F- Ni { @) =2 (st2) -5 0)) | (23)

kde jednotlivé hodnoty z,, jsou na sobé nezéavislé. A je vhodna konstanta.

Obecny predpis 2.3 je mozné aplikovat jako dvoutroviiovou metodu MC. Snahou
je spravné urcit E(P;). Existuje Fy, kterda aproximuje P, a jeji simulace je méné
vypocetné naro¢na. Pak lze pouzit Py k vypoctu stfedni hodnoty P,

E(P) = E(R) + E(P — ). (2.4)

Odtud je ziskan nestranny odhad stfedni hodnoty pro dvé trovné:

n=1 n=1

Ny a Nj jsou pocty vykonéani simulaci na nulté a prvni trovni, do kazdé nové vy-
konavané simulace vstupuji nova ndhodna data x. Prvni a druhy ¢len z rovnice 2.5
pouzivaji jako vstupy do simulaci vzajemné nezéavislé hodnoty.

V ramci druhého ¢lenu z rovnice 2.5 jsou vstupni data do Fy i P; vzajemné
zévisla. Predpoklada se, ze rozdil Py (x,)— Py(x,) ma maly rozptyl. Hlavni odlignosti
oproti obecné metodé redukce rozptylu (predpis 2.3) je to, ze E(F,) neni predem
znama a musi byt také odhadnuta.
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Celkova vypocetni cena C je déna souctem vypocetnich cen na jednotlivych
trovnich. V tomto ptipadé
C= Nono + Nlnl, (26)

kde ng je pocet vypocetnich operaci Fy a ny je pocet vypocetnich operaci P, — Fj.

Jestlize Vj je rozptyl Py a Vi je rozptyl P, — Py, pak celkovy rozptyl je
Vo= Ny'Vo+ Ny (2.7)

2.3 Vicelrovnova metoda MC

Na stejném principu, ktery aplikuje dvouturoviova metoda MC, je postavena i
viceuroviiova metoda MC. Zde je dana sekvence nahodnych velic¢in {P, ZL:’Ol, které
s ruznou presnosti aproximuji Pp. S narustajicim [ se zvySuje presnost priblizeni P
k Py, ale rovnéz nartsté vypocetni cena.

Stredni hodnota P, je ziskdna postupnym sec¢tenim stfednich hodnot z rozdila
vysledki simulaci na jednotlivych trovnich:

E(P) =E(R) + ZE(PZ — D). (2.8)

=1

Odtud lze vyjadrit nasledujici nestranny odhad stfedni hodnoty:

B, - Nolipom%) ¥ z{Ni (A=)} @9

n=1

L je celkovy pocet tirovni, N; je pocet provedeni simulaci na dané drovni [. Za vy-
pocet jedné trovné je povazovana realizace N; rozdila P, — P,_;. Vstupni ndhodné
data 2! do jednotlivych simulaci jsou pro simulace na stejné trovni (P, P_;) vza-
jemné zavisla. Lisi se pocet jejich hodnot v zavislosti na poc¢tu vypocetnich operaci
simulace. Vstupni data do simulaci na odlisSnych drovnich jsou vzajemné nezavislé
nahodné velic¢iny.

Jelikoz jsou vysledky ziskané na jednotlivych trovnich také vzajemné nezéavislé
nahodné veli¢iny, tak pro celkovy rozptyl V plati:

ZL %
l
=0

kde N; je pocet vykonani simulace na dané trovni, V; je rozptyl hodnot na trovni I:

Vi =V[P - Pi_i).

Vypocetni cenu na jedné drovni je mozné vyjadrit jako

C; = Ny,
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n; je pocet vypocetnich operaci simulace na drovni /.
Celkova vypocetni cena MLMC:

C=> G (2.11)

2.4 Vypocet momentti pomoci MLMC

Stejné jako 1ze pomoci MLMC odhadnout stfedni hodnotu nahodné veli¢iny, tak
je mozné odhadovat také stfedni hodnoty vyssich momenti. Tato vyhoda je vyu-
zita napiiklad pro algoritmy, které slouzi k rekonstrukei hustoty pravdépodobnosti
a distribu¢ni funkce (viz kapitola 3). Tyto algoritmy vyuzivaji hodnoty tzv. zobec-
nénych momentii ndhodné veli¢iny. Nelze hovorit o klasickych momentech, protoze
pro vypocet téchto zobecnénych momenti mohou byt pouzité ruzné funkce. Plati
nasledujici rovnice

E[¢(X)] = / o(2)px (x)d, (2.12)

kde ¢(x) je funkce pro vypocet zobecnénych momentu a px(z) je funkce hustoty
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

2.4.1 Vyber funkci momentii

Pro vypocet zobecnénych statistickych momentii je dulezité vybrat vhodné funkce

v

{9}, kde R je o jedna mensi neZ pocet momenti. Nejptirozendjsi je volit funkce,
které odpovidaji klasickému vypoc¢tu momenti nahodné veli¢iny (n.v.):

pr(X) = EX* pro k-ty obecny moment n.v. X

pe(X) = E(X — EX)* pro k-ty centralni moment n.v. X.

Pro lepsi podminénost tulohy je vyhodné pouzit centralni momenty. V dalsim
textu se vzdy pojmem momenty oznacuji zobecnéné centralni momenty nahodné ve-
li¢iny.

Prvni volba funkce pripadla na monomialy:
or(z) = 2. (2.13)
Pouzité jsou v podobé centralnich momenti:

$o(x) = (2.14)
or(x) = ¢p(x — 1), pror =1,..., R. (2.15)
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Dalsi moznosti je zvoleni Fourierovych funkei:

¢o(x) =1 (2.16)
Gor—1(x) = sin(ty) (2.17)
¢or(x) = cos(ty), (2.18)

kde ¢ se voli jako |(r+1)/2],r=1,...R, y =2 — p.

2.5 Optimalizace MLMC

Klicovou vlastnosti efektivni MLMC jsou odli§né poc¢ty vykonani simulace na
jednotlivych arovnich (V;). Hodnoty N; lze uréit jiz pred spusténim MLMC. V ta-
kovém piipadé je ovSem témér nemozné odhadnout je tak, aby byl nalezen vysledek
s dobrym rozptylem a zaroven s co nejmensi celkovou vypocetni cenou.

Aby se dalo hovorit o efektivni MLMC, tak je nezbytné optimalizovat vypocet N;.
Prvni moznosti je minimalizovat vypocetni cenu C' pii zadaném celkovém rozptylu
V' (viz sekce 2.5.1). Druhou variantou je naopak zadani vysledné vypocetni ceny C'
a minimalizace celkového rozptylu V' (viz sekce 2.5.2). Oba tyto piipady vedou na
problém vazanych extrémi.

2.5.1 Cilovy rozptyl

Snahou je najit N; tak, aby byla pro zadany celkovy rozptyl V' minimalizovéina
vypocetni cena C'.
Hleda se minimum funkce

L
C = ZNZTU, (219)
=0

za podminky
L

Vi
Loy 2.20
12; N =" (2.20)

pak vyjadreni Lagrangeovy funkce:

L(N) = i]\fml +A(iﬁ), (2.21)

oL —V
N — A —
oN, n; + NIQ 0
AV,
N2 =22 (2.22)
ny
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dosazeni do vazebné podminky:

L
> v =V, (2.23)
[ AVL
=0
ny
1 1%

\/X a ZIL:O val’

nasledné dosazenim A do rovnice 2.22 lze ziskat vzorec pro vypocet N;:

L
N, — Vi 2o Vi (2.25)
n; V

Mozné je rovnéz optimalizovat vypocet MLMC na zakladé rozptylu momenti.
Pak jsou N; ur¢ovany nasledovné:

L
r VT

NT = /V_zzloT VI o, LR, (2.26)
l T

n

(2.24)

kde V, je cilovy rozptyl pro konkrétni moment, V;" je rozptyl r-tého momentu na
urovni [:

V"=V (x) — i (2)].

Hodnoty N; jsou vypocitany jako maximum z NN}

Ny =max N/ ,r=0,..., R. (2.27)
Pro aplikaci nejsou znamé presné hodnoty V;" a pouzivaji se tak jejich odhady
&
N ‘77 ZZL:O \ ‘//\Ynl R
Py L= Y . =0,.., R 2.28
l ny V. r ( )
N, =maxN/,r =0,...,R. (2.29)

2.5.2 Cilova vypocetni cena

Zde je ulohou najit N; tak, aby byl minimalizovan vysledny rozptyl V' pii zadané
celkové vypocetni cené C'.
Oproti predchozi ¢asti 2.5.1 se hleda minimum funkce

Vo=> ﬁ, (2.30)

tentokrat za podminky

> Ny =C, (2.31)
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postup feSeni je analogicky s variantou minimalizovani celkové vypocetni ceny pii
zadaném cilovém rozptylu, vysledné N; je uréeno nasledujicim predpisem:

oA
N=—-+" (2.32)
Zleo v Ving

Tato varianta neni v ramci tohoto textu pouzivana, avSsak vyvijené feseni pro
vypocet MLMC dokaze ur¢ovat N; podle rovnice 2.32.

20



3 Aproximace funkce hustoty pravdepo-
dobnosti

Pro jednozna¢né urceni rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny je nutné
ziskat jeji funkci hustoty pravdépodobnosti. Z ni je nasledné mozné integraci vy-
pocitat distribucni funkci. Pro nalezeni pfiblizné hustoty lze vyuzit vice metod.
V nésledujici kapitole je popsana metoda maximalni entropie. Jeji podrobné vysvét-
leni je predstaveno v [7]|. Dalsi pristupy k aproximaci distribu¢ni funkce a hustoty
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny popisuje napiiklad Michael B. Giles [5].

3.1 Metoda maximalni entropie

3.1.1 Shannonova Entropie

Pojem entropie neni ustéleny, v raznych oborech védecké ¢innosti se 1ze setkat
s vice ¢ méné rozdilnymi definicemi tohoto pojmu. Obecné lze definovat entropii
jako miru neurcitosti systému, ktera roste s klesajicim mnozstvim informace. Za
pravdépodobnostni rozdéleni s nejvétsi entropii je povazovano normélni rozdéleni
s danou stfedni hodnotou a rozptylem, naopak nejmensi entropii maji rozdéleni
zalozend na prahové funkci. Shannonova entropie [8] je pro hustotu p nédhodného
rozdéleni dana nasledujicim pfredpisem:

b
S :—/ p(x) In(p(z))dz. (3.1)

3.1.2 Aproximace hustoty pomoci MME

Cilem je aproximovat funkci hustoty pravdépodobnosti p nahodného rozdéleni.
Za predpokladu, Ze jsou zndmy hodnoty momentti pravdépodobnostniho rozdéleni
a také funkce, které byly na vypocet momenti pouzity.

Matematicky lze tuto myslenku zapsat nasledovné:

/ or(x)p(x)de = p., r=0,.., R, (3.2)

kde {u,}, jsou statistické momenty a {¢,}%, jsou linearné nezavislé funkce [1]
pouzité pro vypocet momenti.
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Rovnice 3.2 mize mit nekonecné mnoho reseni nebo zadné feseni. Pokud existuje
vice TeSeni, tak za nejobjektivnéjsi se povazuje takova funkce hustoty pravdépodob-
nosti, kterda ma minimalni dodatecnou informaci, takze méa maximalni entropii.

Shannonova entropie pro zadanou hustotu p je definovana

b
E[ In(p(X))] = - / plx) In(p(x))d. (3.3)

Ziskani maximalni Shannonovy entropii mé podobu optimaliza¢niho problému s cile
maximalizovat

—/ p(x)In(p(x))dr za podminky

/ or(x)p(x)dr = ., 7=0,.., R. (3.4)

Predpoklada se znalost pfesnych momenti {ur} _o» ovSem v ramci aplikaci jsou
pouzité momenty {/Lr}fzo aproximované pomoci MLMC (viz sekce 2.4).

Odhad funkce hustoty pravdépodobnosti lze vyjadrit jako:
Pr(z) = exp [ Z PWONE: ] , (3.5)

R
kde {)\T} jsou odhady Lagrangeovych multiplikatort, které jsou ziskany vytese-
r=0

nim nésledujici soustavy nelinearnich rovnic

b R
/ or(T) exp [— Z/)\\Sqﬁs(:v)] dex =Ji,, 7=0,...,R. (3.6)
a s=0

3.2 Popis algoritmu

Pro feSeni vysSe popsaného problému nalezeni nejlepsi aproximace funkce hustoty
pravdépodobnosti byla pouzita Newtonova metoda (oznacovana také jako metoda
tecen).

3.2.1 Newtonova metoda

Jedné se o itera¢ni numerickou metodu, kteréd slouzi k nalezeni priblizného fe-
Seni nelinearnich rovnic. Je dana rovnice F(z) = 0, kde F'(x) je nelinearni spojité
funkce x s prvni a druhou derivaci, které je nahrazena posloupnosti linearnich rov-
nic Lig(x) = 0,k = 0,1, ... takovych, Ze jejich FeSeni konverguje k feSeni puvodni
rovnice F'(x) = 0. Nezbytnym predpokladem je znalost poc¢atecni hodnoty xg, ktera
je stanovena jako hruby odhad kofene rovnice F'(x). Déle je zvolena pfesnost € pro
vysledné TeSeni.

V piipadé, ze se jedna o FeSeni nelinearni rovnice f(x) = 0 v roviné, tak méa
Newtonova metoda podobu hledani tecen k funkci f(z). Postup je nasledujici:
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1. Nalezeni tecny funkce f v dobé [zy, f(x)], smérnice tecny odpovida f’(xy)

2. Vypocteni hodnoty x pro dalsi iteraci algoritmu:

f(z)

T )

Kroky 1 a 2 se opakuji dokud neni nalezena hodnota xj, se stanovenou presnosti ¢.

Newtonova metoda je nejefektivnéjsi metodou pro numerické feseni nelinedrnich
rovnic, ovéem nemusi vzZdy konvergovat. Podrobné vysvétleni lze nalézt v [3].

P1i vypoctu klasické Newtonovy metody muze dochazet k "prestieleni" - nova
hodnota zj, je nadhodnocena. Tato situace nastéava pokud je f'(xy) blizka 0. Regenfm
muze byt volba jiného pocate¢niho bodu, ve kterém nebude prvni derivace funkce f
blizka nule. OvSem zpiisob FeSeni, ktery se pouziva nejcastéji je nastaveni takzvaného
relaxacniho koeficientu d € (0, 1]. Vypocet nové hodnoty z; mé pak podobu:

f(xr)
frlaw)

Relaxacni koeficient byva obvykle na pocatku stanoven na hodnotu 1. Jestlize
nedochazi k dobré konvergenci Newtonovy metody, tak se relaxacni faktor snizuje, a
to obvykle na polovinu ptivodni hodnoty. Takto se postupuje dokud nedojde k dobré
konvergenci.

Tpp1 =T — d

3.2.2 Popis algoritmu metody maximalni entropie

Na pocatku je A empiricky stanovena jako vektor hodnot 0 o délce R+ 1. Do al-
goritmu vstupuje rovnéz vektor momenti g odhadnutych pomoci MLMC. Samotny
postup Newtonovy metody je nésledujici:

Nejprve se vypocita vektor aproximovanych momenti

b R
Gy (A) = / or(z) exp [— > )\sd)s(a;)] de, r=0,...,R, (3.7)

G(M) = [Go(N), ..., Gg(A)]. Cilem je aby hodnoty v G(X) odpovidaly hodnotam g.

Poté je vypoctena Jacobiho matice pro aktualni A

H(\) = 8%;;/\0\), r,s =0,..,R. (3.8)

Matice H je symetricka a jeji prvky jsou urc¢eny nasledujicim integralem

b R
hys = hgy = —/ Or(2)ps(x) exp [— Z )\pgbp(ac)] dr, r,s=0,..,R. (3.9)
a p=0

Poslednim krokem je stanoveni novych hodnot A pro nésledujici iteraci Newtonovy
metody:

AT = A"+ dH(A™) " (5 — G(A™),
kde d je relaxacni faktor.
Nasledné se z vypocitané funkce hustoty pravdépodobnosti integraci obdrzi distri-
buéni funkce hledané ndhodné veli¢iny.
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Popsany algoritmus Ize vyjadrit v podobé nésledujictho pseudokodu:

Algoritmus 1: Maximalni entropie - Newtonova metoda

1 nastaveni ¢, monomialy nebo Fourierovy funkce
2 nastaveni integra¢nich mezi (a, b)

3 nastaveni po¢tu kvadraturnich bodt na (a, b)

nastaveni maximéalniho poc¢tu kroku a tolerance

5 zvoleni damping faktoru

6 A — Ao

7 while chyba > tolerance* and pocet kroku < maximalni pocet kroku do
8 vypocet G(A)

9 vypocet H ()

10 dX = damping x H(A) (@ — G(N))

11 chyba = 0

I

12 for r in pocet momentu do
18 || chyba+= ((fir — Go)/(fir +1))?
14 end

15 A=dA\+ A

16 pocet kroku +=1
17 end

18 vypocet hustoty p

K numerickému vyjadieni vzdalenosti dvou distribuc¢nich funkei je v ramci této
préace zavedena aproximace L? normy:

D =[p — p2||%2(a,b) ~ Z(Pl(qz‘) — pala:)?,

qi

¢; je rovnhomeérné rozprostiené na intervalu (a, b).
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4 Knihovna MLMC

Vyse popsany princip fungovani MLMC spolu s rekonstrukei distribu¢ni funkce
byl implementovan jako modul pro jazyk Python. Konkrétné se jedna o Python ve
verzi 3.6.

Knihovna pro MLMC byla navrzena tak, Ze je nutné vzdy pred spusténim zadat
celkovy pocet trovni L a rozsah vypocetnich operaci (ng,nr), np > ng. Kde ng
je pocet vypocetnich operaci pro simulace na prvni drovni. Jedna se o nejhrubsi
simulace, jejich vysledek mé v kontextu celé MLMC nejvétsi rozptyl. Oproti tomu
ny, je pocet vypocetnich operaci pro nejemnéjsi simulace na nejvyssi trovni L. Na
této trovni jsou ziskavany nejpresnéjsi vysledky s nejmensim rozptylem.

Jednotlivé hodnoty n; jsou pro vicetroviiovou variantu vypocitdny pomoci inter-

polace:
- _
n; =n, n, ', L>1,1=0,...,L—1.

V zavislosti na konkrétni simulaci mize byt misto rozsahu vypocetni operaci
zadana dvojice velikosti nejvétsiho a nejmensiho simula¢niho kroku. Takovy zptsob
je vhodny zejména pokud se pro vypocet generuje sit konecénych prvku. Zaroven
je ovSem nezbytné urcit pro konkrétni velikost simula¢niho kroku také pfislusné
mnozstvi vypocetnich operaci simulace. Bez toho by nebylo mozné efektivné spoustét
MLMC.

Na kazdé turovni je vzdy vykonén stejny pocet hrubych i jemnych simulaci. Na
prvni drovni je vykonana pouze jemna simulace, hruba simulace zde neexistuje.

Aplikovany algoritmus dovoluje zadéani pevného poctu vykonéni simulaci N;.
Tento pristup miize byt pouzit predevsim pro testovani a hrubé odhady vysledkii na
zékladé znalosti chovani zkoumané simulace. Rovnéz lze u nestabilnich simulaci pre-
dem odhadnout hodnoty N; z velkého mnozstvi simulaci. Takovy pfistup neumoznuje
univerzalni pouziti MLMC s libovolnou simulaci bez znalosti jejiho chovéani.

Knihovna umoziuje zadat cilové rozptyly zobecnénych momentu. Na jejich zé-
kladé se vypocitaji vhodné hodnoty N;.

Vzdy pii vytvoreni nové drovné je provedeno 10 realizaci prislusnych simulaci.
To znamené, Ze na kazdé trovni je /N; minimalné 10. Tento postup je zvolen z toho
divodu, aby bylo mozné odhadnout rozptyly vysledkii simulace a nésledné optima-
lizovat vypocet MLMC.

Modul je napsan zptsobem, ktery umoznuje spoustét simulace paralelné. Tato
vlastnost najde své vyuziti zejména pfi realizaci naro¢nych simulaci, jejichz feSeni
je vypocetné narocné.
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Main

Distribution
Mime - Level

FourierFunctions Simulation

Moments <1

Monomials

Obrazek 4.1: Diagram tiid

Diagram 4.1 ukazuje zakladni schéma jednotlivych tiid programu a vazeb mezi
nimi. Main je hlavni tfidou, ze které je spousténa jak cela MLMC, tak i metody
pro rekonstrukci distribu¢ni funkce, které jsou ve tiidé Distribution. Obé zminéné
tridy je mozné obsluhovat nezavisle na sobé. Lze spoustét MLMC i bez rekonstrukce
distribu¢ni funkce. Kazda troven ma vlastni objekt, ktery je instanci tiidy Level.
Tato tiida pracuje se simulacemi, kazda z nich je realizoviana jako instance samo-
statné tridy Simulation. Vypocet momentu je aplikovan v tiidach FourierFunctions
a Monomials, které dédi zakladni funkcionality od tiidy Moments.
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5 Testy pro umeéelou ndhodnou velicinu

Spravnost fungovani algoritmi MLMC spolu s rekonstrukei distribu¢ni funkce
byla nejprve otestovana pro jednoduchou simulaci, které reprezentuje ndhodnou ve-
licinu s lognorméalnim rozdélenim:

1
Y, = - +Y,Y ~ LN(0;0,5).

Pro tuto simulaci byl zvolen pocet vypocetnich operaci v rozmezi od ny = 2 do

V nasledujicich ¢astech této kapitoly jsou otestovany piistupy k optimalizaci
MLMC s pouzitim vypocitanych momenti, které jsou odhadnuty nejdiive pomoci
monomiali a poté prostrednictvim Fourierovych funkci. Déle je zde pro obé varianty
momentli otestovana metoda maximalni entropie.

5.1 MLMC - odhad momentu

~

Cilem je ziskat pomoci MLMC odhad stfedni hodnoty (V') a také dostatecné
presné odhady dalsich momentt (jz,). Nachazi se zde porovnani jednouroviiové az
pétitroviiové metody MC. Testovanou variantou je optimalizace vypoc¢tu MLMC pri
zadaném pevném rozptylu momentu (podle sekce 2.5.1). Snahou je urcit NV, tak, aby
byla pro zadané rozptyly momentti V, minimalizovana celkova vypocetni cena C.
Oproti klasickému ptistupu, ktery vyuziva k této optimalizaci pouze rozptyl stfedni
hodnoty, se zde pracuje i s vySSimi momenty, které jsou tak obdrzeny s dostateénou
presnosti a je mozné s nimi dale nakladat.

5.1.1 Monomialy

V této ¢asti jsou hodnoty zvolenych momentti odhadnuté pomoci funkci mono-
mialtu. Vzhledem k tomu, Ze tloha s témito funkcemi je Spatné podminéna, tak bylo
nutné nejdrive zjistit, zda se dari dobre stanovovat vychozi rozptyly momenta V)",
které se pouzivaji pro vypocet N, (viz rovnice 2.28).

Obréazek 5.1 zobrazuje vyvoj YA//’ podle toho z kolika opakovani simulace (Ny)
je odhadnuty. Provedena byla jednotiroviiovd metoda MC s pevnou volbou riizné
velkych N;. Jak bylo uvedeno v ¢asti 4, tak vychozi hodnota pro Nj je stanovena na
10. Ukazuje se, ze pro monomiély tento pocet neni dostacujici a k ustéleni rozptyla

momentu dochazi az pri N; > 100.
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Obrazek 5.1: Zavislost XA/ZT pro vybrané monomialy na poc¢tu vzorka

Jelikoz hlavnim piinosem vicetroviiové metody MC mé byt snizovani rozptylu
stfedni hodnoty v zévislosti na rostouci trovni, tak je dobré tuto zakladni myslenku
ovérit v praxi. Na obrazku 5.2 je mozné vidét jak se snizuji hodnoty rozptyla vybra-
nych momentu s nartstajici irovni. Pro tento test byla provedena patnactiaroviova
metoda MC, N; = 1000, pro [ =1, ..., 15. Nasledné byly zjistény pro kazdou troven
odhady rozptyli jednotlivych momentt V.

Je patrné, Ze se zvySujicim se momentem nartistd rozptyl na vsech trovnich.
Pro malé momenty, priblizné do r = 3, klesa rozptyl bez vétsich vykyvi. U vyssich
momentu 1ze pozorovat vykyvy rozptyli mezi trovnémi.
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Obrazek 5.2: Vliv trovni na rozptyl momentt - 1000 N

Oproti predchozimu piikladu, kde jsou rozptyly urceny z tisice opakovani, tak
na obrazku 5.3 je pro stejnou tlohu zvoleno deset tisic opakovani (N, = 10000, pro
[ =0,...,15). Ukazuje se, ze zvySenim poctu N, lze dosahnout hladkého snizovani
rozptylu pro vice momentii nez tomu bylo v pfedeslém pripadé. Konkrétné pro paty
moment je kiivka vyvoje rozptylu podobna kfivce pro tieti moment. Naopak pro
osmy moment neni ani tento pocet vykonani simulace dostatecny a bylo by treba

ho dale zvysovat.
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Obrazek 5.3: Vliv tirovni na rozptyl momentu - 10000 N




7 vyse zobrazenych grafi vyplyva, ze vyssi momenty maji vétsi rozptyl \A/l’”. Pro
nalezeni dobrého odhadu V;" je nutné simulace mnohokrat opakovat.

Lze konstatovat, ze se zvysujici se irovni dochézi k o¢ekdvanému snizovani roz-
ptylu momenti. Zaroven se u vyssich momenti vyrazné projevuje $patna podminé-
nost tlohy pfi pouziti monomiali. Z tohoto divodu bylo pro dalsi pouziti vybrano
vzdy maximélné prvnich 5 momenti.

Efektivni ziskavani vysledki je zaruceno, pokud je zvolena néktera z metod opti-
malizaci MLMC (viz ¢ast 2.5). Jejich prostfednictvim jsou vypoéitany ;. V tabulce
5.1 jsou pro jednotlivé tirovné (L = 5) a momenty (R = 4) urceny ]\Aff. K jejich ziskani
byla pouzita optimalizace s pevné danymi rozptyly momenti (podle sekce 2.5.1).
Vysledky v tabulce jsou praméry z 10 opakovéani. Cilové rozptyly momentu byly
stanoveny na: V., = 0,01;7 = 0,..., R. N; je rovno nejvétsi hodnoté N/',r =0, ..., R.
Lze vidét, ze touto hodnotou je vzdy NZR. Tento fakt je zptisoben tim ze vySsi mo-
menty maji vétsi rozptyly.

V diusledku tohoto zjisténi lze pro nékteré tlohy usetfit vypocetni vykon. Neni
nutné pocitat rozptyly (pfipadné i hodnoty) vSech momenti, ale sta¢i vypocitat jen
rozptyl nejvysstho momentu a na zakladé néj poté urcit ]\71.

Tabulka 5.1: VIiv momentt na Nl"

N/ statisticky moment ()
aroven (1) |0 | 1 2 3 4
1 0 | 3132 | 19493 | 68836 | 204155
2 010 562 1750 | 15519
3 010 273 1776 | 7060
4 010 116 728 2828
5 010 39 240 911

Po provedeni nékolika opakovani MLMC je mozné zjistit zda jsou Nl presné a
nebo jsou pocitany s velkym rozptylem. V tabulce 5.2 jsou vypsany pocty vykonant
simulaci na jednotlivych arovnich (V;). Jedna se o 11 realizaci pétitroviiové me-
tody MC. Nl jsou stanoveny na zakladé pevnych rozptyli momenti. Tyto rozptyly
jsou obdrzeny provedenim vychozich 10 opakovani simulaci na kazdé trovni. Cilové
rozptyly pro vSechny pouzité momenty: V, = 0,01,r» =0, ..., R.

Ukazuje se, Ze pri pouziti monomialu dochazi k velkym rozdilim v ramci jednot-
livych N, nejen na prvni drovni (viz obrazek 5.1), ale i na dalich tirovnich. MoZnosti
feSeni tohoto problému by bylo zvétseni poctu vychozich ;. Tato moznost neni efek-
tivni, protoze cilem je zachovavat na vyssich trovnich co nejméné realizaci simulaci.
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Tabulka 5.2:

Pocet vykonani simulace

1. Groven | 2. tiroven | 3. roven | 4. Groven | 5. tiroven
1567372 7221 1017 486 673
13893 1286 121 43 14
7382 745 511 222 94
13647 167 171 52 24
58711 1017 196 1087 148
5120 220 124 103 44
705 98 21 30 10
59286 1259 277 200 40
125685 1625 471 127 160
13671 1256 597 178 80
507 194 145 6 9

Nésleduje prehled jednotlivych variant metod Monte-Carlo. V tabulce 5.3 se

nachazi porovnani jednoturoviové az pétidroviiové metody MC. Hodnoty Nl byly

opét stanoveny s cilem minimalizovat C' na zakladé zadanych V,, = 0,001, =0, ..., 3.
Pouzité byly 4 momenty. Vypocitané hodnoty v této tabulce jsou urceny jako prameér
z dvaceti provedeni kazdé MC metody.

Tabulka 5.3: Monomiély - porovnani metod MC

n;—1 ny ]/\?l ‘7 i} ﬁ 6’ CAZ'/'nL
Jednotroviiova metoda

0 | 100 | 74169 | 0,0000505 | 1,1437 | 0,007106 | 7416900 | 74179
Dvoutiroviiova metoda

0 2 46155

5 100 1048 0,0000337 | 1,1433 | 0,005805 | 197110 | 1972
Trojarovinova metoda

0 2 13513

2 14 2194 | 0,0000411 | 1,1469 | 0,006411 | 70642 707

14 100 | 129
Ctyrarovinova metoda

0 2 10544

2 7 1628

- 57 1301 0,0000541 | 1,1384 | 0,007355 | 40511 406

27 100 | 26
Pétitroviiova metoda

0 2 5594

2 5 973

5 14 | 242 0,0000809 | 1,1381 | 0,008994 | 22934 230

14 27 |59

27 100 | 19
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Jak je patrné ze sloupce ‘7, tak vysledny rozptyl odhadu stfedni hodnoty Y
dosahuje pro vSechny zkoumané metody réadové nizsich hodnot, nez bylo zadané. To
je zpusobeno tim, ze nejvétsi vliv na vypocet N; ma rozptyl nejvyssiho momentu
(viz tabulka 5.1). V disledku toho dojde k provedeni vyssiho poc¢tu simulaci nez by
bylo nezbytné nutné k dosazeni zadaného rozptylu pro prameér.

Sloupce ny;_1 a ny obsahuji pocet simulac¢ni krokt hrubé respektive jemné simu-
lace na dané tirovni [. Na prvni Grovni neexistuje hruba simulace, proto se zde udéva
pocet simulacnich kroku 0.

Hodnoty ve sloupci IN; dobfe ilustruji, jak s pribyvajici irovni klesa prislusny po-
¢et provedeni simulace. To nastavéa vlivem snizovani rozptylu pri nartstajici drovni.

Ve sloupci \/5 jsou zobrazeny smérodatné odchylky, které udéavaji prumérny
rozdil mezi jednotlivymi pozorovanimi a Y. R

Jednotroviiova metoda ma nejvétsi vypocetni cenu C. Tato cena, podle oc¢eka-
vani, vyrazné klesé pro viceuroviiové varianty metod MC. Nejvétsi pokles je patrny
mezi klasickou metodou MC a dvoutroviiovou metodou MC. Zde se ukazuje opod-
statnéni pouziti MC metod s vice tirovnémi. R

Efektivnost vicetroviiovych metod podtrhuje posledni sloupec tabulky C'/np,
ktery znazoriuje pocet jednotroviovych metod, ktery by stacilo provést, pokud
by klasickd metoda MC dosahovala stejné presnosti jako vykonana vicetroviova
metoda. Jako nejefektivnéjsi je vyhodnocena pétitroviova metoda MC.

Stejné jako rozptyl stfedni hodnoty jsou i tieti (fi3) a ¢tvrty (f14) moment ziskany
s pozadovanou presnosti (tabulka 5.4). Tyto momenty maji vyznam Sikmosti, resp
Spicatosti rozdéleni.

Tabulka 5.4: MLMC - hodnoty vyssich momentt

s V(es) | Ha V(p4)
Jednotrovinova metoda | 0,369146 | 0,000253 | 0,389648 | 0,003545
Dvoutrovihova metoda | 0,365321 | 0,000100 | 0,390128 | 0,001877
Triaroviiova metoda 0,363744 | 0,000249 | 0,390145 | 0,003930
Ctyrarovinova metoda | 0,368547 | 0,000182 | 0,387713 | 0,001423
Pétitroviova metoda 0,367132 | 0,000078 | 0,384532 | 0,000223
Piesné hodnoty 0,364696 0,385462

5.1.2 Fourierovy funkce

Oproti predeslé ¢asti 5.1.1 zde momenty vypocitané pomoci Fourierovych funkei
neaproximuji skutecné statistické momenty a nelze v nich na prvni pohled najit
ukazatele, které charakterizuji tvar rozdéleni pravdépodobnosti. Pfesto jsou uzitecné
a nachazi své uplatnéni napiiklad v algoritmu pro rekonstrukci distribuc¢ni funkce.
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Obrazek 5.4: Zavislost 17[ pro vybrané Fourierovy funkce na poc¢tu vzorku

Z obrazku 5.4, ktery popisuje vyvoj ‘7}’“ s ohledem na velikost Ny, lze vy¢ist, ze
pro dobré stanoveni ‘A/f sta¢i N; = 10. Zde se ukazuje, ze rozptyl takto odhadnutych
momentt ma mensi rozptyl nez v pripadé monomiali.

Obrézek 5.5 ukazuje vyvoj rozptylu momentt V;" napfi¢ trovnémi. Realizovana
byla patnactiiroviiova metoda MC, N; = 1000, pro [ = 1,...,15. Stejna tloha byla
feSena i pro monomialy (obrazek 5.2). Oproti nim je pro Fourierovy funkce klesani
rozptyli hladké a nenf nutné zvysSovat vychozi N; nebo jinak upravovat vypocet.
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— 3. moment
—— 5. moment
—— 8. moment

Obréazek 5.5: Fourierovy funkce - vliv drovni na rozptyl momentt

V tabulce 5.5 jsou zobrazeny vysledky jednoturoviové az pétitroviiové metody
MC. V tomto piipadé bylo pro optimalizace MLMC pouzito 10 momenti. Vysledné
hodnoty jsou vypocitany stejné jako pii pouziti monomiali z dvaceti realizaci kazdé

MC metody.
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Tabulka 5.5: Fourierovy funkce - porovnani metod MC
mn;—1 n ]/\71 ‘7 i} V ‘7 é 6’ / nyg,
Jednourovinova metoda

0 |100] 6720 | 0,00063816 | 1,1441 | 0,02526 | 672000 | 6720
Dvoutiroviiova metoda

0,0002536 | 1,1443 | 0,01592 | 191254 | 1913

0 2 6627
2 100 | 1780

Trojarovinova metoda

0 2 3606
2 14 | 2427 | 0,0001008 | 1,1423 | 0,01004 | 55690 557
14 100 | 145

Ctyrarovinova metoda

0 2 3214

2 7 2582

. 57107 0,0001133 | 1,1416 | 0,010644 | 41091 411
27 100 | 56

Pétitroviiova metoda

0 2 2888

2 5 2471

5 14 | 627 0,0001265 | 1,1442 | 0,011247 | 34224 343
14 27 | 145

27 100 | 34

Pro cilové rozptyly vSech momenti byla zvolena stejna hodnota V, = 0,0001,
pro r =0, ..., R. Tento rozptyl byl vybran s ohledem na dalsi pouziti vypocitanych
momenti. U vSech metod se podarilo fadové dosdhnout zvoleného rozptylu.

Celkova vypocetni cena C' také klesa podle predpokladii. Jeji nejvétsi pokles je
zaznamenany mezi jednouroviovou a dvoutdroviiovou metodou. I v pripadé pouziti
Fourierovych funkci je nejefektivnéjsi pétiaroviova metoda MC.

MLMC umoziuje ziskat dobré odhady momentt pfi pouziti monomiéli i Fou-
rierovych funkei.

5.2 Testy aproximace hustoty pravdepodobnosti

Pomoci metody maximalni entropie lze aproximovat funkce hustoty pravdépo-
dobnosti, respektive distribuéni funkce ndhodné veli¢iny (viz kapitola 3). Pro feSeni
jsou pouzité zobecnéné funkce momentii - monomialy, Fourierovy funkce. Hodnoty
momentu jsou odhadnuté pomoci MLMC. V tomto pfipadé se jedna konkrétné o pé-
tiaroviiovou metodu, kterd byla na zakladé testi vyhodnocena jako nejefektivnéjsi
z pouzitych vicetroviiovych metod MC. S ohledem na co nejpresnéjsi ziskéani hodnot
momentt jsou IV; vypocitany pro pevné zadany rozptyl (sekce 2.5.1).

Pro pouzitou metodu maximélni entropie je nutné vhodné stanovit optimalni
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pocet vybranych momenti (= R+ 1), ten se lisi v zavislosti na funkci zobecnénych
momenti. Pro pfesné feSeni je tfeba rovnéz zvolit spravny interval, na kterém se
nachézi hledana funkce hustoty pravdépodobnosti.

5.2.1 Monomialy

Prvni variantou je rekonstrukce distribu¢ni funkce na zakladé momenti vypoci-
tanych pomoci monomiala (viz ¢ast 2.13). Vybréano je prvnich 5 momentu (R = 4).
Cilové rozptyly pro optimalizaci MLMC: V,. = 0,00001, pro r = 0, ..., R. Interval, na
kterém je hledana hustota, byl stanoven na [0, 6].

Obréazek 5.6 zobrazuje ziskanou funkci hustoty pravdépodobnosti a distribuc¢ni
funkci, pro porovnani je vykreslena také presna k¥ivka hustoty pravdépodobnosti a
distribu¢ni funkce. Jiz na prvni pohled je patrné, Ze se hustoty ani distribu¢ni funkce
zcela neshoduji.

—— presna hustota 1.0+

—— aproximovana hustota
0.8

0.8+

0.6 4
0.6

fily)
Fy)

0.4 4
0.4

0.2 4

0.2 1

—— piesna distribucni funkce
0.0 4 —— aproximovana distribuéni funkce

0.0 A

T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 4] 1 2 3 4 5 6
y y

(a) Hustota pravdépodobnosti (b) Distribuéni funkce
Obrézek 5.6: Aproximace distribuce LN (0;0,5)

Ptesné lze tuto skutecénost znazornit na Q-Q grafu (obrazek 5.7), ktery zobrazuje
kvantily rekonstruované distribu¢ni funkce a presné distribu¢ni funkce. V pripadé
shody téchto funkci by byly hodnoty kvantila v jedné pfimce. To se zde nedéje, takze
dané distribu¢ni funkce se neshoduji.
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Pozorované kvantily

0 1 2 3 4
Teoretické kvantily

Obrézek 5.7: Q-Q graf - monomialy

Se snahou najit presné feseni byly otestovany ruzna nastaveni R, rozsah intervalu
integrace (a,b) nebo velikosti rozptyli jednotlivych momentt. Ani pro extrémné
velka N; (fady milionti) nedochézelo ke zlepseni aproximace hustoty, resp. distribu¢ni

vvvvvv

vvvvvv

Zvysovat R je mozné s ohledem na konkrétni o jen do hodnoty R = 7. Pro vétsi R
se jiz Jacobiho matice (viz sekce 3.2.2) blizi singularni matici.

Na zékladé mnoha testt 1ze konstatovat, Ze rekonstrukce hustoty pomoci funkei
monomiali neni vhodné pro vsechny typy lognormélniho rozdéleni. Problém nastéva
v pripadech kdy roste ﬁlprl a je velkd hodnota VZR’l. 7 provedenych pozorovani
vyplynulo, Ze se vzrustajicim o klesa presnost aproximace distribuce - v zavislosti
na o roste i pg (Sikmost), coz je v tomto pripadé nejvyssi moment. V tabulce 5.6
lze vidét, Ze v pripadé realizace metody maximalni entropie s pouzitim monomiéli
jsou vzdalenosti pfesné a aproximované hustoty D (viz sekce 3.2.2) odligné s vlivem
velikosti fu3.

Tabulka 5.6: Monomialy - vliv u3 na presnost aproximace

o | U3 D

0,2 | 0,005377 | 0,1598
0,4 | 0,281306 | 0,5899
0,6 | 1,106295 | 5,0008
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Pro nézornost je rekonstruovana funkce hustoty pravdépodobnosti a distribuc¢ni
funkce i pro Y ~ LN (0;0,2) (obrazek 5.8). V tomto piipadé se aproximace podafila.

20 —— pfesna hustota 104
. —— aproximovana hustota
0.8
1514
0.6 4
210 E’
0.4 1
0.5 4
0.2 4
—— pfesna distribuéni funkce
0.0 1 0.0 1 —— aproximovana distribuénf funkce
0 1 2 3 2 5 5 0 1 2 3 2 5 6
y y
(a) Hustota pravdépodobnosti (b) Distribuéni funkce

Obrazek 5.8: Aproximace distribuce LN (0;0,2)

Mohlo by se zdat, Ze se nedari aproximovat hustoty, které jsou siroké. Proto byla
provedena rekonstrukce distribuce pro normalni rozdéleni (obrazek 5.9) se stejnymi
parametry jako mé vychozi lognormalni rozdéleni, Y ~ N(0;0,5). Pro toto rozdéleni
funguje aproximace dobfe a to i pro ruzné zvolena o. Toto je dano tim, Ze pro
norméalni rozdéleni je puz = 0. Timto je ukazéno, ze aproximace nezavisi pfimo na
tvaru hustoty, ale na konkrétnich hodnotach rozptyli momenti V.

0.8 —— piesné hustota 1.0 1 — presna distribuéni funkce
—==- aproximovana hustota —=—- aproximovana distribu¢ni funkce

0.7 4

0.8
0.6

0.5 4 064

0.4 4

fly)
Fly)

03 0.4+

0.2
0.2 4

0.1 A

0.0 4

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0 -20 -15 -l10 -05 0.0 0.5 10 15 2.0

y y
(a) Hustota pravdépodobnosti (b) Distribu¢ni funkce

Obrézek 5.9: Aproximace distribuce N(0;0,5)

5.2.2 Fourierovy funkce

Lepsi feseni by mély poskytnout Fourierovy funkce. Vypocet hustoty je proveden
pro 20 momentt, s cilovymi rozptyly V. = 0,00001, pro » = 0, ..., R. Interval byl
stanoven stejné jako pro monomialy na [0,6]. K témto zvolenym parametrim se
doslo na zakladé testovani riznych moznosti.
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Na obrézcich 5.12 lze vidét pfesnou a aproximovanou hustotu, respektive distri-
buéni funkeci. Jiz na prvni pohled je patrné, Ze se podafilo dobfe aproximovat jak
hustotu, tak distribu¢ni funkci. Pfesny zévér lze ucinit na zédkladé Q-Q grafu 5.11.
Z néj je ziejmé, ze hodnoty kvantili aproximované a presné hustoty jsou totozné.

—— presna hustota 1.0+

—— aproximovana hustota
0.8

0.8+

0.6 1
0.6

fly)
Fly)

0.4 4
0.4 4

0.2 4 024

—— presna distribucni funkce
0.0+ —— aproximovana distribuéni funkce

0.0 A

T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
y y

(a) Hustota pravdépodobnosti (b) Distribu¢ni funkce

Obréazek 5.10: Aproximace pfi pouziti 20 momenti

Pozorované kvantily

0 1 2 3 4
Teoretické kvantily

Obrézek 5.11: Q-Q graf - Fourierovy funkce

Diilezitost spravného zvoleni R je demonstrovana na obrazku 5.12a, kde bylo
pouzito, stejné jako pro vypocet s monomialy, R = 4. Pro tento pfipad by vysledek
vySel velmi nepresné. Ukazuje se také dulezitost spravného stanoveni intervalu, na
kterém se hleda funkce hustoty. Obrazek 5.12b ukazuje jak by vypadal vysledek pro
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interval [0, 10]. Vlivem periodi¢nosti Fourierovych funkei nartsta se zvétsujicim se
intervalem pocet vykreslenych ,hustot”. Ty maji také tmérné zmensené parametry.

—— pfesna hustota
——— aproximovana hustota

—— piesna hustota
——— aproximovana hustota

0.8 4 0.8+

0.6 06

fly)
fly)

0.4 1 041

0.2 4 024

0.0

0.0 4

T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 4] 2 4 6 8 10
y y

(a) 5 momentu (b) Interval [0, 10]

Obrézek 5.12: Nevhodné zvolené parametry

Metoda maximalni entropie s pouzitim Fourierovych funkci provadi pfesnou
aproximaci pro libovolny tvar hustoty pravdépodobnosti lognormalniho rozdéleni.
V tabulce 5.7 jsou pro ilustraci vybrany tfi hodnoty smérodatné odchylky o a k nim
vzdalenost D od presné hustoty. D je primér z péti pozorovani. Je jasné patrné, ze
sikmost, jakozto klasicky statisticky moment, nijak neovliviuje D.

Tabulka 5.7: Fourierovy funkce - vliv Sikmosti na presnost

o | sikmost | D

0,2 | 0,005377 | 0,002478
0,4 | 0,281306 | 0,005641
0,6 | 1,106295 | 0,003670

7 provedenych testi se ukazuje, ze pouziti Fourierovych funkci pro aproximace
distribuc¢ni funkce je pro lognormalni rozdéleni lepsi volbou nez pouziti monomiélu.

Avsak aproximace s pomoci monomiali nachazi také své uplatnéni. Vzhledem
k mensimu poc¢tu momenti, které jsou nutné pro spravnou aproximaci, dokaze
rychleji provadét algoritmus MME. Na druhou stranu nelze efektivné aplikovat na
vSechny typy tvart hustot rozdéleni pravdépodobnosti.
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6 Aplikace pri pouziti realné simulace

6.1 Flowl123d

Po otestovani funkénosti nasleduje nasazeni MLMC a aproximace hustoty dis-
tribu¢ni funkce pri pouziti realné simulace. K tomuto tucelu je pouzit program
Flow123d, ktery se vyviji na Fakulté mechatroniky, informatiky a mezioborovych
studii Technické univerzity v Liberci. Jedna se o simulator toku podzemnich vod
a procesu transportu. Software neslouzi jen k modelovani d&ju ve spojitém objemu
horniny, ale také v puklinach a podobnych plosnych strukturéch.

Program dale podporuje vypocty na komplexnich sitich, které se skladaji z jedno-
duchych prvki riznych rozmeéri. Je schopny tesit tlohy v 1 - 3 rozmérném prostoru.
Podrobnou dokumentaci lze nalézt zde [2].

6.1.1 Fyzikalni podstata dlohy

V ramci této bakalarské prace je pocitdna tloha proudéni ve 2D oblasti jednot-
kového ¢tverce. Jedna se o proudéni podzemni vody v poréznim prostiedi. Resf se
néasledujici problém:

—div(K(z)Vp) =0, (6.1)

K je hydraulicka vodivost (vyjadiuje schopnost prostfedi vést vodu, udava se jako
rychlost v m/s), p je tlak. Na horni a dolni strané oblasti je uvazovan nulovy tok,
na levé strané je p = 1 a na pravé strané oblasti je p = 0, pak

—KVp-1n=0, (6.2)

7 je normalovy vektor. Vysledny celkovy prutok Y oblasti je dany integrélem:

- /O —KVp- (1, y)dy. (6.3)
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Obréazek 6.1: Nacrt fesené tlohy

L

- K — 1m
{//////////////////ﬁ

im

Na vstupu do zkoumané oblasti je tlak roven 1, na vystupu z oblasti je tlak
0. Voda proudi oblasti ve sméru od tlaku F, do P;. Hodnoty vodivosti K jsou
modelovany jako Gaussovska nahodné pole s lognormélnim rozdélenim LN (0;0,5).

6.1.2 Diskretizace ulohy

Aby bylo mozné vyse popsany systém fesit numerickymi metodami, tak je nutné
jej prevést ze spojitého prostiedi na diskrétni model. K tomuto ucelu je pomoci
programu Gmsh vygenerovana sit elementii. V zavislosti na zvolené dimenzi pro-
storu jsou elementy tusecky, trojihelniky nebo ¢tyrstény. V tomto pripadé je feSena
tloha ve 2D, takze elementy maji podobu trojuhelnikii. Sit byla vytvorena na ¢tverci
o strandch 1x1 metr. Podle stanoveného poc¢tu simulac¢nich kroki se lisi pocet ele-
mentli v siti. Na obrazku 6.2 je mozné vidét piiklad vytvorenych siti pro délky
simula¢niho kroku 1 a 0,005.

(a) Délka kroku — 1 (b) Délka kroku = 0,005
Obrazek 6.2: Vypocetni sité

42



6.1.3 Spousteni alohy

Vzhledem k naroc¢nosti simulaci, které realizuje Flow123d by bylo ¢asové naro¢né
spoustét tento program opakované na klasickém stolnim pocitac¢i nebo notebooku.
Pristoupilo se proto v tomto pripadé k realizaci celé MLMC na vypocetnim clusteru
Charon, ktery je provozovan v ramci sdruzeni CESNET. Tento cluster nabizi celkem
400 jader (20 uzli po 2 CPU po 10 jadrech), 96GB RAM na uzel (4,8 GB na jadro),
480GB SSD na uzel.

Cluster poskytuje moznost vyuziti predptipravenych aplikaci (moduli) s knihov-
nami, které by se musely za normalnich okolnosti samostatné instalovat. Vzhledem
k tomu, ze vytvoreny program je napsan v programovacim jazyce Python a vy-
uziva nékteré knihovny, které nejsou soucasti standardni distribuce tohoto jazyk
(napt. SciPy), tak bylo tfeba na clusteru na¢ist modul, ktery nabizi vechny pouzité
knihovny. Jako nejvhodné;jsi byl zvolen modul python36-modules-gcc.

Spousténi tloh probihé pres davkovy systém PBS (Portable Batch System),
jedna se o moderni otevieny systém pro planovani tloh. Pro specifikaci parame-
tri spousténé tlohy je vhodné vytvorit PBS skript, ktery se poté spousti piikazem
gsub.

Lze nastavit pocet procesorii a tzv. ,chunks‘. Chunk je dale nedélitelnd mnozina
zdroju, které jsou pridéleny tloze na jednom fyzickém uzlu. Zde jsou vyjmenovany
nékteré ze specifikaci zdroju, které je mozné nastavit v ramci hlavicky PBS skriptu:
select (pocet chunki), ncpus (pocet procesort), mem (velikost pridélené paméti),
nodes (pocet uzli na kterych bézi tloha), walltime (maximéalni ¢as pro vykonani
tlohy).

Rovnéz je mozné nastavit frontu, ve které bude uloha zpracovavana, v tomto
piipadé byla nastavena fronta charon. Dale muze uzivatel zvolit presmérovani sys-
témovych vystupi nebo odesilani zprav na email.

Béhy jednotlivych PBS skriptii jsou na sobé nezavislé a mohou byt vykonavany
paralelné. Vysledny program byl proto upraven, tak aby bylo mozné jednotlivé si-
mulace programem Flow123d spoustét nezavisle na sobé.

Sva specifika ma tato tloha i pro pouziti MLMC. Pii realizaci této metody je
vzdy stejna sit pouzita pro simulace se stejnym krokem, ale na dvou odlisnych
trovnich. Napiiklad jemna simulace na prvni drovni sdili sit s hrubou simulaci na
druhé drovni, takto lze pokracovat pres vSechny pouzité trovné. Jako vstupni data
do hrubé a jemné simulace na stejné trovni byla zvolena vzajemné korelovana pole
z lognormélniho rozdéleni LN (0;0,5). Korela¢ni délka byla nastavena na 0,5.

6.2 Vysledky

V této casti textu jsou popsany vysledky pouziti viceuroviové metody Monte-
Carlo a metody maximélni entropie pro simulace pomoci Flow123d. Pro MLMC byl
zvolen rozsah délek simula¢nich krokt jako 1 - 0,08, to odpovidé poctu vypocetnich
operaci ng = 4 a ny = 452. Jako funkce pro vypocet zobecnénych momenti byly
pouzity Fourierovy funkce. Vzhledem k tomu, Ze K mé lognormalni rozdéleni a
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je predpoklad, Ze i vysledné veli¢ina Y bude mit logaritmicko-normalni rozdélent,
tak Fourierovy funkce jsou podle predeslych testi v tomto pripadé vhodnéjsi nez
monomialy.

6.2.1 MLMC

Podobné jako pro testy umélé simulace (kapitola 5) jsou i zde J/\\fl pocitany s ci-
lem minimalizovat vypocetni cenu pii zadanych cilovych rozptylech zobecnénych
momentu V,. = 0,00001, pro r = 0, ..., 19. Zvoleno bylo 20 momentt z duvodu toho,
ze prave tento pocet se jevi jako nejvhodnéjsi pro algoritmus rekonstrukee distribuéni
funkce. R

Na obrazku 6.3 je mozné pozorovat vyvoj rozptylu momenti V;” napfi¢ trovnémi.
Provedena byla sedmitroviova metoda MC, N; = 1000, pro ! = 1,...,7. Obdobny
graf byl pofizen také pro umélou simulaci (obrazek 5.5), oproti nému je zde pii
stejnych parametrech krivka snizovani rozptylu méné hladka. Ukazuje se, Ze presnost
V)" zéavisi na pouzité simulaci.

107 +
] —— 3. moment
L] —— 5. moment
107" 3 —— 7. moment
1072 4

A0—3_;
Vi

1074 4
1075 4

1075 4

10-7

Obrazek 6.3: Flow123d - vliv tirovni na rozptyl momenti

Tabulka 6.1 zndzornuje jednotiroviiovou az pétitroviiovou metodu MC. Vzhledem
k vypocetni ndroc¢nosti jsou vysledky v tabulce priuméry ze 4 opakovani prislusnych
metod.
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Tabulka 6.1: Flow123d - porovnani metod MC

n; 1 ‘ n; ‘ Nl ‘ \ %4 ‘ Y ‘ C ‘C/'I’LL
Jednoturovinova metoda

0 | 45266751 | 0,0000218 | 1,3424 [ 30171452 | 66751
Dvoutiroviiova metoda
0 4 ]65777

0,0000382 | 1,3596 | 3613784 | 7995

4 452 | 7413

Tritrovihova metoda

0 4 26667
4 40 | 8553 | 0,0000671 | 1,3521 | 598852 1325
40 452 | 332

Ctyrarovinova metoda
25941
4 28 | 10441
28 104 | 692
104 | 452 | 94

ja=)
e~

0,0000785 | 1,3571 | 510568 1130

Pétiaroviova metoda
0 4 21370
4 16 | 8108
16 40 | 1130 | 0,0000864 | 1,3591 317228 702
40 124 | 327
124 | 452 | 36

Stejné jako pro predchozi umélou simulaci lognormalniho rozdéleni i pro tuto
simulaci funguji metody MLMC podle o¢ekavani.

Primeérné hodnoty Y dosahuji fadové pozadovaného rozptylu. Také ostatni hod-
noty vykazuji stejné tendence jako tomu bylo v piipadé pouziti Fourierovych funkci

v

pro umélou simulaci (tabulka 5.5). Vyrazné nejefektivnéjsi je pétitroviiova metoda
MC. R
Na zakladé provedenych pozorovani Y = 1,35 m?/s.

6.2.2 Aproximace distribucni funkce

Poc¢et momentii pro aproximaci distribu¢ni funkce byl po otestovani vice variant
stanoven na 20. Cilové rozptyly: V,, = 0,00001, pro r = 0, ..., 19. Na zakladé hodnot
momenti vygenerovanych pomoci MLMC byl rekonstruovan pribéh funkce hustoty
pravdépodobnosti a distribucni funkce.

Obrazek 6.4 ukazuje vypocitanou hustotu pravdépodobnosti a histogram z vy-
sledki jednotroviiové metody MC (N = 310000, n = 452). Je zfejmé, ze aplikovana
metoda pro aproximaci hustoty, v tomto pripadé, neposkytuje presné feseni. Nachazi
se zde hodnoty mensi nez nula, takové hodnoty nemohou, z fyzikalni podstaty ulohy,
nastat. To potvrzuje také zobrazeny histogram.
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—— hustota pravdépodobnosti

0.7 1

— 0.4+

fly

y(m?/s)

Obréazek 6.4: Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 6.5 znazoriiuje aproximovanou distribu¢ni funkei (ziskanou z hustoty na
obrazku 6.4) a empirickou distribuéni funkei z vyse zminéné jednotiroviiové metody
MC. Obé¢ distribu¢ni funkce jsou na znacné cCasti zobrazeného intervalu velmi po-
dobné (viz Q-Q graf 6.6). Tvar empirické distribuéni funkce je ovlivnén, pfiblizné od
hodnoty y = 3, zmensujicim se poctem pozorovani.

1.0

0.8 4

0.6
=
g

0.4 1

0.2 4

—— aproximovana distribuéni funkce
0.0 - —— empiricka distribu¢ni funkce
T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

ylm?/s)

Obrazek 6.5: Aproximované a empirickd distribu¢ni funkce
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Kvantily rekonstruované distribuce

Obrazek 6.6: Q-Q graf - porovnani kvantilii empirické a aproximované distribuce

2

3

4

Kvantily empirické distribuce

Tabulka 6.2 predstavuje vybrané kvantily x, aproximované distribu¢ni funkce a

kvantily y, empirické distribu¢ni funkce.

Tabulka 6.2: Kvantily aproximované a empirické distribu¢ni funkce
p | 0,25 0,4 0,5 0,6 0,75
zp | 0,5922 | 0,8254 | 0,9979 | 1,2090 | 1,6655
yp | 0,5941 | 0,8227 | 0,9995 | 1,2117 | 1,6736

K ziskani presné hustoty pravdépodobnosti bude potieba déle vyvijet algoritmus
pro rekonstrukei hustoty a distribuéni funkce (sekce 3.2.2). Moznosti jak dosahnout
zlepSeni feSeni by mohlo byt zohlednéni intervalu hodnot, kterych mize dana na-
hodna veli¢ina nabyvat. V tomto pripadé by bylo urceno, Ze hodnoty mohou byt

pouze kladné.
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Tato prace se zabyvala rekonstrukei distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny se zna-
losti momentti odhadnutych pomoci MLMC. Navrzeny algoritmus byl aplikovan na
tlohu proudéni podzemni vody.

Klasicky ptistup optimalizace vypoc¢tu MLMC, ktery pro urc¢eni N; vyuziva pouze
rozptyl stfedni hodnoty, byl rozsifen i na pouziti rozptylu dalsich momentu. Apli-
kovany byly tzv. zobecnéné momenty, jejichz hodnoty jsou vypocitany pomoci mo-
nomialtt nebo Fourierovych funkci. Ziskané zobecnéné momenty byly pouzité pro
algoritmy rekonstrukce funkce hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce.

Na zékladé provedenych zkoumani bylo zjisténo, ze vicetiroviiova metoda Monte-
Carlo poskytuje dobré odhady stfednich hodnot, a to za nizs§i vypocetni cenu, nez
je tomu u jednotdroviiové metody MC. Pritom presnost odhadi je velice podobné.
7 aplikovanych metod byla jako nejefektivnéjsi vyhodnocena pétitaroviova metoda
MC.

Podarilo se zjistit, ze funkce monomiélu zpusobuji Spatnou podminénost zkou-
manych tuloh, protoze vys$si momenty maji velky rozptyl. Pii pouziti Fourierovych
funkci tento problém nenastéva.

Spravnost fungovani algoritmu rekonstrukece distribuéni funkce byla nejdiive otes-
tovana pro umeélou simulaci lognormalniho rozdéleni. Zjistilo se, Ze pro toto rozdé-
leni neni vhodné aproximovat distribu¢ni funkci pomoci monomiali. S pouzitim
Fourierovych funkei se dosédhlo velice dobrého piiblizeni k pfesné distribu¢ni funkci.
Optimalni pocet pouzitych momentt byl stanoven na 20.

Nésledna aplikace MLMC s realnou simulaci proudéni podzemni vody byla pro-
vedena pomoci programu Flow123d. Cilem bylo zjistit kolik vody vytece za jednotku
¢asu ze stanovené 2D oblasti jednotkového ¢tverce. Na této oblasti byla ndhodné vy-
generovana hydraulickd vodivost. Nahodna data byla v ramci jedné tirovné vzajemné
korelovana. Vysledny vytok je 1,35 m?/s.

Rekonstruovana funkce hustoty pro ulohu proudéni nebyla urcena zcela presné.
Objevuji se zde hodnoty mensi nez 0, které nejsou z fyzikalni podstaty tlohy, mozné.
Ukazalo se, ze pro specifické piipady bude nutné upravit algoritmus aproximace
distribuce s ohledem na predpokladany rozsah hodnot a parametry rozdéleni na-
hodné veli¢iny. Vysledné distribu¢ni funkce byla v porovnéani s empirickou distri-
bu¢ni funkei obdrzena témér shodné.
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