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Cil prace: Poslucha¢ prostuduje prvni znamou &eskou ucebnici diferencialniho poctu pro stredni Sko-
lu, Simerkiv text s nazvem ,Dodatek k algebfe* vydany r. 1864. Ucebni text bude stru¢né charakteri-
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poctu (alespon dvé u&ebnice uréené pro ruzné cilové skupiny). Je tfeba se zaméfit na vyklad zaklad-
nich pojmu diferencialniho poétu, jako jsou napf. funkce, spojitost, limita, derivace, diferencial. Oceka-
va se, ze autor v duchu metody ontogenetické a fylogenetické paralely pojmotvornych procesu vyuzije
i zdroju z historie matematiky a pfipomene struéné i Newtonovu a Leibnizovu roli pfi zrodu diferencial-
niho poctu. Soucasti diplomové prace bude komentovany soubor pfikladi a situaci vybranych
z historické ucebnice, které by bylo mozné vyuzit i pfi vyuce v dnesdni stfedni Skole. Pfedpoklada se i
prakticke ovéreni nékterych uloh na vybrané stfedni Skole.

Pozadavky: Dobra orientace v matematické analyze v rozsahu vysokoskolského kurzu na FP (realna
funkce jedné realné proménné), hlubsi vhled do zakladnich pojmi jako limita, spojitost, derivace.
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DIFERENCIALNI POCET VE SKOLSKE MATEMATICE

Mgr. Pavel Kolir DP-2008 Vedouci DP: RNDr. Alena Kopackova, Ph.D.

Resumé:

Tato diplomova prace se zabyva nejstarsi ¢eskou stiedoskolskou ucebnici diferencialniho
poétu vytvoienou v roce 1861 Véclavem Simerkou nejprve jako souédst ucebnice ,,4lgebra,
cili poctarstvi obecné* a o dva roky pozdéji vydanou samostatné pod nazvem ,Pridavek
k Algebre pro vys§si gymndzia“. Prace se sklada z Sesti ¢asti. V uvodnich dvou Castech se
zabyvame historii diferencialniho po¢tu na pozadi vyuky matematiky prevazné v Ceskych
zemich. Hlavni ¢ast komentuje a rozebira uvedenou ucebnici. Ve tieti ¢asti nabizime vhodné
piiklady k aplikaci na stiedni Skole. V predposledni kapitole srovnavame text ,.Pfidavku® se

souc¢asnymi u¢ebnicemi a na zavér cely ,,Pfidavek* hodnotime.

DIFFERENTIAL CALCULUS IN SCHOOL MATHEMATICS

Summary

This diploma work engages in the oldest Czech secondary school textbook of the differential
number made in 1861 by Véclav Simerka at first as a part of the textbook, Algebra or the
universal counting®, and two years later published independently under the title ,Addition to
the algebra for the higher grammar schools.* The work consists of six parts. In the
introductory two parts we are engaged in the history of the differential number at the
background of teaching of mathematics above all in the Bohemian regions. The main part
comments and analyses the introduced textbook.In the third part we offer suitable exemples to
the application at the secondary school. In the last but one chapter we compare the text of the

,Addition‘ with the actual textbooks and to the close we evaluate the whole ,Addition®.




DIE DIFFERENZRECHNUNG IN DER SCHULMATHEMATIK

Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit befasst sich mit dem iltesten tschechischen Mittelschullehrbuch fiir
Differenzialrechnung geschaffen im Jahre 1861 durch Véclav Simerka zuerst als ein Einzelteil
des Lehrbuches ,,Algebra oder Gemeinrechnen und zwei Jahre spiter herausgegeben
selbststindig unter der Bezeichnung ,, Eine Zugabe zur Algebra fiir héhere Gymnasien®. Die
Arbeit besteht aus sechs Teilen. In zwei Eingangsteilen befassen wir uns mit der Geschichte
der Differentialrechnung auf dem Hintergrund des Mathematikunterrichts vorndhmlich in den
Bohmischen Léandern.

Der Hauptteil kommentiert und analysiert das angegebene Lehrbuch.Im dritten Teil bieten wir
passende Beispiele zur Anwendung an der Mittelschule an. In dem vorletzten Kapitel
vergleichen wir den Text der ,,Zugabe* mit den gegenwiirtigen Lehrbiichern und zum Schluss

wird die ganze ,,Zugabe™ bewertet.
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Pavel Koldr: ,, Diferencidlni pocet ve Skolské matematice”
1. Z HISTORIE MATEMATIKY V CESKYCH ZEMICH

Historie osidleni stiedni Evropy saha podobné tak jako jinde ve svété do pravéku pred
1.7 milionu let. Na nagem tzemi lze nalézt poziistatky z doby kamenné, doby bronzové i doby
zelezné. Uzemi v povodi Labe a Moravy obyvali pivodné Keltové, potom Germéni a v 3.
stoleti pi st¢hovani narodt se zde usidlili Slované. Prvni informace o skolach se vazou
k existenci Velké Moravy. Po prichodu Cyrila a Metodéje vroce 863 doslo k zaloZeni
knézskych §kol, kde ale hlavni a v podstaté jedinou naplni byla vyuka teologie v latin¢ a
staroslovénsting, eventualné ¢teni a psani (po roce 906 je dolozena prvni cirkevni latinska
skola na Bud¢i, po zalozeni biskupstvi v Praze v roce 973 existuje katedralni Skola, po roce
993 klasterni i farni $koly, atd. ). Matematika se tak do $kol dostava az za panovani Karla I'V.
(po zalozeni Karlovy university). Je tfeba ale poznamenat, Ze absolutni nezajem o matematiku
panoval po padu Zapadorimské fiSe prakticky po celé Evropé, nejenom na nasem uzemi.
Z matematické latergie vybocovala ¢innost snad jen Bedy Ctihodného, Theodosia a nebo

Alkuina' .

1.1. Stredoveék

V obdobi vrcholného stiedovéku se na naSem tizemi s rostoucim poétem mést objevuji
kromé ryze cirkevnich Skol i Skoly méstské (nékdy nazyvané partikulérni). V t&chto $koléach,
které hmotné zajistovala méstska sprava a u¢itele dosazovala cirkev, se objevuje vyuka i
v CeStiné. Jinak se ale vyuka neustale soustiedovala pouze na latinské texty, vesmeés
nabozenské. Matematika neni sice nikde zmifovéana, ale da se predpokladat, Ze nékteré
zakladni pocetni dovednosti se v téchto skolach objevuji (potieba vypoCti v zemémeéiictvi,

dang, apod.). Prvni vyrazny zlom nastavé v roce 1348 po zalozeni Karlovy University.

1 . . &
O Alkuinovi jsem napsal diplomovou préci v roce 1998, kter4 se zabyva latinsky psanou sbhirkou p

' adesati uloh
pro bystfeni ducha mladeze ,,Propositiones* (TU Liberec).




Pavel Kolar: ,, Diferencialni pocet ve skolské matematice ™

Na université se na artistické fakulté kone¢né vyuéovala také matematika. V roce 1393
byl vydan prvni matematicky spis ¢eského autora Jana z Bieznice ,, Comptus clericorum”.
Obsahuje cykly a epakty (¢islo udavajici pocet dni od posledniho dne novoluni v roce do 1.
ledna nésledujiciho roku) vypoétené na nékolik let a navod, jak vypocitat tato ¢isla dilezita
pro uréeni pohyblivych svétki. Za zminku stoji i jméno rektora artistické fakulty Kfistana
z Prachatic, pritele J. Husa, matematika, ktery napsal na pocatku 15. stoleti , Algoritmus
prosaycus”. Do uvedeného obdobi vzniku a poc¢atku Karlovy university patfi i Mistr
Bartoloméj Klaret, ktery se snazil feSit problémy s latinou nalezenim ceskych slov pro
latinské védecké nazvy (napiiklad matematik = vtipnéi, [18]). Rozvoj university pfibrzdily
husitské boufe i neutéSena socialni a politicka situace celého 15. stoleti .

Z dalsich &eskych matematikii doby predbélohorské uved'me Ondfeje Simkovice,
autora prvni Ceské ucebnice matematiky ,, Nowe knizky wo pozctech na cifry a na liny “z roku
1530. Déle pak BeneSe Optata z Telce, autora knizky ..Isagogikon®. V této knizce je popsano
jak nové pocitani s arabskymi Cislicemi, tak pocitani s fimskymi ¢islicemi na abaku. A
kone¢né jméno Georg Goerl z Goerl$tejna, ucitele poc¢th v Praze, ktery napsal knihu ,.Ein
Nutzlich und kiinstlich Rechenbuch™, kterou vénoval cisafi Rudolfu II., za coz byl povysen do
Slechtického stavu. Kniha je rozdélena do tii ¢asti. V prvni popisuje jak poéitani na linach, tak
s arabskymi ¢islicemi. Druha ¢ast je vénovana zakladim algebry a posledni ¢ast je vénovana
problémim kupecké praxe. Pozd€ji pfipravil knihu v ¢eském jazyce, ktera byla obsaznéjsi a
dikladnéjsi.




Pavel Koldr: ,, Diferencidlni pocet ve $kolské matematice

1.2. Doba pobélohorska

Nepodaiené stavovské povstani z let 1618-1620 uvrhlo ¢eské zemé pod nadvladu
piisné katolickych Habsburki. Mnoho védecky aktivnich lidi opustilo vlast, Karlova
universita byla ponéméena (pfejmenovana na Karlo-Ferdinandovu). Vliv a kontrolu nad
skolstvim ziskali jesuité. Pokud se dalo hovofit pfed Bilou Horou o jakémsi rozvoji védy a
tedy i matematiky, nastiva pod spravou jesuiti navrat k aristotelovské matematice, Ceské
ucebnice jsou paleny a nepouzivaji se. Vyjimku v tomto obdobi tvofi dvojice autort. Josef
Wenceslaus Pelikan, ktery v roce 1712 publikuje ,, Arithmeticus perfectus ", text, ve kterém se
objevuji algoritmy pro vypoéty ve dvojkové soustavé. Druhym matematikem je Josef Véclav

Vesely, ktery v roce 1734 prelozil do &estiny némeckou ucebnici G. C. Stahla pod nazvem

,, Ceskd ucebnice matematiky pro samouky .

1.3. Narodni obrozeni

Vyrazna zména ve vyvoji matematiky u nas nastala v dobé vlady Marie Terezie a
Josefa II. Oba panovnici pochopili, Ze rakouska monarchie mize udrzet krok s rozvijejici se
Evropou pouze tehdy, provedou-li nezbytné ekonomické i socidlni reformy. A tak je v ramci
Skolské reformy zroku 1774 zavedena na vSech Skolach povinné i matematika. Nejnizsi
stupen trividlnich tfid (zpravidla 2 tiidy) uz obsahoval zaklady pocti. Na téchto $kolach se
navic uCilo Cesky. Na dalSich stupnich (od roku 1775 po reorganizaci stfednich kol
existovala 1 Sestiletd gymnazia, na néZ navazovala dvouleta lycea) uz méla matematika své
misto. V roce 1763 byla na Karlové université zfizena poprvé i profesura vy$$i matematiky a
tak se i na naSem zemi miZeme sezndmit se zaklady infinitesimalniho poétu a newtonovské
mechaniky. Nejzndméjsim a hlavné nejtvofivéjsim na$im matematikem této doby byl
Stanislav. Vydra. Kromé Vydry je tfeba se zminit i o J. Steplingovi, ktery vydal
dvoustrankové . Aritmetické tabulky”, v nichz je vzdy ke kazdému heslu vyieSen jeden
piiklad. Na universitu se infinitesimalni pocet dostal pomoci prednasek J. Tesanka a jeho
nastupce F. J. Genstera. Béhem 2. poloviny 18. stoleti pfinesl tedy tlak videfiské vlady
podstatné zlepSeni pozice matematiky. Jak jiz bylo uvedeno, nejtvorivéjsim a asi
nejznaméj$im Ceskym matematikem této doby byl Stanislav Vydra, Vénujme mu nasledujici

odstavce.
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Narodil se 13. listopadu 1741 v Hradci Kralové. V osmi letech pfisel na jezuitské
gymnazium tamtéz. V roce 1757 vstoupil do jezuitského fadu a byl posldn na dvourocni
noviciat do Brna. V letech 1762-64 studoval v Praze na univerzité filozofii a matematiku.
Jeho uciteli byli jiz zmifiovani J. Stepling i J. Tesanek. Ur¢itou dobu uéi v Ji¢iné, v roce
1772 je jmenovan profesorem matematiky na prazské université. Pozd¢ji se stava dékanem
filosofické fakulty a dokonce i rektorem celé¢ University. V roce 1803 oslepl a kratce na to
(v roce 1804) umira.

V povédomi &eského naroda se po celé 19. stoleti pfipominalo vlastenecké pisobeni
profesora S. Vydry, ktery si vyslouzil titul ,.,cordatus Bohemus (srdnaty Cech)“. A¢koliv byl
¢lenem jesuitského fadu, jako jeden z mala Ceskych jesuitd si po cely sviij Zivot zachoval
hrdost na slavnou minulost naroda a viru v jeho obrozeni a tu také v§tépoval svym studentiim,
mezi néz patfili vSichni universitné vzdélani buditelé Jungmanovy generace. Vydrovym
zdkem byl i znamy matematik Bernard Bolzano, ktery se zabyval problémy s limitami,
funkcemi, tivahami o infimu i supremu (nékteré Bolzanovy uvahy pak nezéavisle na sobé
zformuloval a zvetejnil Cauchy, napfiklad Bolzanovo-Cauchyho Kkriterium konvergence
posloupnosti).

Stanislav Vydra vydal v roce 1783 prvni vysokoskolskou ucebnici diferencialniho a
integralniho poctu u nas pod nazvem ,, Elementa calculi differentialis et integralis . V Gvodu
se autor po svém vyrovnava s namitkami proti infinitesimalnimu poc¢tu a proti matematice
viubec ze strany cirkve. Ucebnici lze rozdélit do dvou casti, na 63 odstaveu zékladd
diferencialniho poctu a jeho aplikaci a na 34 odstavcl zabyvajicich se integralnim poétem.
Podobné jako pozdéji Simerka i Vydra za¢ina vyklad diferencialem jako nekoneén& malou
veli¢inou a postupné se propracovava k diferencidlim dalSich funkci jedné, dvou i ti
proménnych. Nikde vSak nepracuje s exponencialnimi, logaritmickymi ani goniometrickymi
funkcemi. V ¢asti o integratnim poctu nepracuje s integraéni konstantou, vypocitava vzorce

pro obsahy a objemy a fesi jednoduché diferencidlni rovnice pomoci separace proménnych.
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1.4. Obdobi druhé poloviny 19. stoleti aZz do vzniku CSR

Uvedené obdobi lze charakterizovat velkou roztif§ténosti Skolského systému
rakouského mocnéistvi. Velky vliv na vyuku méla po roce 1848 (v obdobi Bachova
absolutismu) opét cirkev na zakladé dohody statu a cirkve (konkordatu). Cirkev schvalovala
ucebnice, dosazovala ugitele, vyucovani i pedagogické porady zacinaly modlitbou a
cirkevnim zpévem atd. Prvni zména nastala v roce 1869 vydanim nového fisského skolniho
zakona. Byla jim zavedena povinna osmileta $kolni dochazka a dozor statu nad Skolstvim.
Dosavadni trivium (&teni, psani, po¢itani) bylo rozdifeno o pfirodopis, zemépis, d€jepis,
métictvi a télocvik. Vzdélavani bylo dvojiho typu. Za prvé vzdélavani, které mélo hlavni cil
v rozvoji rozumovych schopnosti, pfedstavivosti, paméti, pozornosti a pfesnosti. Tento typ
vyuky byl hlavné na gymnéziich a nasledné na vysokych $kolach a universitich. Druhy typ
vzdélavani byl reakei na rozvoj primyslu a techniky ve druhé poloviné 19. stoleti. Skoly
tohoto zaméfeni pfipravovaly u¢né pro délnicka povolani, femesla a obchod. Pfiprava
stfednich technik na odbornych $kolach byla zaméfena na potieby oboru, pro ktery se zaci
pfipravovali. Na mésStanskych a obecnych $kolach, uréenych pro déti rolniki, délniku,
femeslniki a drobnych obchodniki, se vyucovani (i v matematice) omezovalo na poznatky
potiebné pro prakticky zivot. Diraz se kladl na mechanické ovladnuti dovednosti, tieba bez
porozuméni, bez dikazu a casto viibec bez vysvétleni. Oba typy vzdélavani se postupem Casu
od sebe stale vice vzdalovaly.

Objevovaly se ale i pokusy opaéného razeni, tedy 3koly, hlavné realna gymnazia
(prvni vzniklo v roce 1860 v Tabofe) a realky (o rok krat3i vyuka nez na gymnaziu, student
nemohl pokracovat ve studiu na université), které preferovaly vyuku matematiky, deskriptivni
geometrie, pfirodnich véd a kresleni, tedy pfedméti potfebnych pro piipravu budoucich
inZzenyru.

UrCeni obsahu a rosahu uciva pro jednotlivé typy $kol tedy zaviselo pouze na stupni
uzitecnosti pro zivot. Na jedné strané byla klasicka gymnazia s latinou a fe¢tinou a formalni
matematikou a proti nim staly ¢isté praktické méstanské nebo pokracovaci Skoly. Na tento
rozpor poukazovali ke konci 19. stoleti mnozi didaktici matematiky v riznych evropskych
zemich. Syntézou obou krajnich smért pak byl na po¢atku 20. stoleti tzv. meransky program,
vypracovany pod vedenim prof. Felixe Kleina. Tento program uzndval vyznam
matematického vzdélavani pro rozvoj rozumovych schopnosti a logického mysleni, ale

pozadoval vypusténi kapitol, které nebyly vhodné k praktickému VyuZiti.
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Naproti tomu vyzadoval rozvijeni schopnosti chapat matematické vztahy v realit¢ a
v kontextu dalsich prirodovédnych predméti. V duchu téchto zasad pak vydavala na nasem
uzemi Jednota &eskych matematikii a fyziki (zalozena 1862 v Praze) své ucebnice
matematiky, coZ ¢ini dodnes (ve spolupréci s nakladatelstvim Prométheus).

Jak jsme uvedli v Gvodu této kapitoly, existovalo na nasem Gzemi velké mnozstvi
velmi ¢asto vzijemné neprostupnych typti §kol. V nésledujici schématu z ([18], str. 8) je
zobrazena ,,Skolské soustava CSR po roce 1932, ktera se téméf nelisila od stavu na pfelomu

19. a 20. stoleti.

ro¢nik
13 ODBORNE 4 8
‘J STREDNI
12 SKOLY 3 7
11 83i (Gtyfleté 2 6
Vassl EyTEs) SKOLY
10 | pokracovaci niz8i (dvou az trilete) 1 5
9 |skola jednoroéni u¢ebni kurz GYMNAZIA 4
8 REALNA GYMNAZIA 3
o 7 MESTANSKA SKOLA 2| REFORMNI REALNA GYMNAZIA 2
N
P 6 1 REALKY 1
3
° 5
2 4
*‘5" 3 OBECNA SKOLA
£ 5
o
1

1.5. Obdobi po vzniku CSR

Obdobi do roku 1948 se piili§ nelisilo od systému zavedeného jesté za Rakouska-
Uherska. Projevovaly se nékteré reformni sméry, napf. protiherbatovsky proud (herbatismus
byl smér, ktery délil vychovu na vedeni, vyu¢ovani a vychovu mravni, kdy vnéjsiho ukaznéni
jako vysledek vedeni se mélo dosahnout dozorem, piikazy a zakazy, ale i laskou uéitele) nebo
pedagogicky reformismus (v pokusnych Skolach vyuzival napiiklad vyucovani pomoci

projektu, ale opomijel vychovu).
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Uved'me si pro ilustraci obsah u¢iva matematiky na tehdejsich Skolach. V 1.-5.
roéniku obecné ¥koly se vyutovala aritmetika pfirozenych ¢isel z darazem kladenym na
zb&hlost v provadéni pocetnich ukond. Dale se fesily slovni ulohy a probiralo se velmi malo
geometrie. V 6.-8. roéniku obecné §koly se v aritmetice piidaly zlomky, desetinna Cisla,
procenta a feSeni typovych slovnich dloh, eventudlné tlohy na aplikaci matematiky
v obchodé, femeslech a podobné. Na m&itanskych skolach se uéivo zaméfilo na jisté a hbité
feseni praktickych wloh, v geometrii §lo o to, vitipit Zakim zdkladni poznatky rovinného i
prostorového méfictvi se zaméfenim na prakticky zivot. K eventualnimu postupu na odborné
stfedni §koly slouZil roéni ,,vyrovnavaci kurz.

Pojeti vyucovani matematice na stfednich $kolach bylo diametralné odlisné od vyuky
na . mé§tance*. Hlavnim cilem bylo osvojeni si matematického mysleni. Hodinové dotace pro
matematiku nartistaly (nékteré skoly mély dotaci dokonce az kolem 15% z celkové hodinoveé
dotace). Témata uciva matematiky délena standardné na aritmetiku a kresleni obsahovala
v podstaté viechno ucivo tak, jak je uvedeno v soucasnych ramcové vzdélavacich programech
(rozsiteno bylo napfiklad o priblizné grafické metody feSeni rovnic nebo jednoduché rovnice

vyssiho fadu). Co se tyka diferencialniho poctu, byl vyucovan hlavné na redlnych gymnéaziich.

1.6. Obdobi po 2. svétové valce do soucasnosti

Po tnoru 1948 doslo ke vSeobecné znamym spoleCenskym zménam. Rovnéz tak
listopad 1989 zménil vyvoj nasi zemé. Neni smyslem ani cilem této prace vénovat se rozboru
vyucovani v téchto naSich historickych epochach. Poznamenejme jen, Ze po druhé svétové
valce doslo k nékolika Skolskym reformam (1949, 1953, 1960, ... 1991, 2005). Prvni reformy
odstrafiovaly dvojkolejnost Skolského systému prvni republiky (jednotna néarodni §kola,
pozdeji osmileta a jedendctiletd stfedni skola, zakladni deviti a pozdéji osmileta $kola, atd.) a
tim se odstranovala Casta neprostupnost z riznych typt §kol. Ménila se délka povinné skolni
dochazky (snaha o pfizplsobeni se potfebam primyslu), vznika uétiovské skolstvi. Systém
struktury Skol byl a koneckoncii je vice méné jednotny. Povinnou §kolni dochazku absolvuji
zaci na stejném typu Skol, diferenciace je az na stfednich kolach. Prostupnost pro studium
neni téméf omezena. Z pohledu obsahu vyuky matematiky se ustupuje od nékterych
nepouzivanych témat (fetézové zlomky) a pevné se v ucivu stiednich kol (hlavné gymnazii a

prumyslovych Skol) usazuji zéklady diferencidlniho potu.
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2.

Z HISTORIE INFINITESIMALNIHO POCTU

Na konci 17. stoleti prodélala matematika asi nejvétsi skok ve své historii. Nezavisle
na sobé objevili Issac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz zaklady nového kalkulu,
pocitani s nekoneéné malymi veli¢inami, infinitezimélni po¢et. Oba matematici se znali,
korespondovali spolu a dokonce se i v roce 1672 v Londyné osobné setkali.

Newton uskute¢nil sviij objev o 10 let diive. V letech 1665-1667 zachvatila morova
epidemie Londyn a mlady Newton opustil studium na Trinity College v Cambridgi. Odjel
na venkov na rodny statek, kde v nasledujicich dvou letech (ve svych 22 letech) vytvoril
svij ,fluxionovy™ pocet, piedstupent pozdéjsiho infinitezimalniho poc¢tu. Tento pocet byl
reakci na v té dobé novou fyziku reprezentovanou napiiklad Galileem, ktera byla zaloZena
na popisu ¢asového prubéhu piirodnich jevii. Pro vypocty v takové fyzice bylo tfeba
vytvorit novou ,,dynamickou* matematiku (jiz se nedalo vystacit s feckou matematikou,
ktera mohla popisovat jen statické jevy). Newton si predstavil, Ze matematickd kfivka
vznika tak, ze se bod pohybuje béhem uréitého ¢asového intervalu. Nahradime-li bod
télesem, mame pohyb télesa v case. Veli¢inu zavislou na case pozdé€ji nazval fluenta a
zménu s casem fluxion. O Ctyfi roky pozdéji se v dopise Leibnizovi zminil o metodé
Sfluxionii a kvadrature. Po cely svilij Zivot Newton zachovaval osobity zptlisob publikovani
svych objevi. Nékteré publikoval az po létech, jiné vibec. V korespondenci s kolegy,
pokud s nimi viibec komunikoval, své napady a myslenky opakované Sifroval. To vSe pak
vedlo k tomu, Ze Casto vedl ostré spory skolegy, vnichz se navzijem obvifovali
z plagiatorstvi. Tak byl napiiklad ve sporu s R. Hookem o prioritu objeveni gravitaéniho
zékona a nebo pravé s G. W. Leibnizem o to, kdo prvni vytvoril diferencialni a integralni
pocet. Rozhodnuti padlo v obou pfipadech tim, Ze jeho sokové zemfeli. Newton piezil
Leibnize o 11 let. Dosdhl velkého uznéni jak védeckého (hlavné za vydani komplexniho
dila popisujici fyzikdln¢ i matematicky celou mechaniku Philosophiae naturalis
mathematica), tak spolecenského (stal se “Master of the Mint“ v krdlovské mincovné, coz
odpovida ptiblizné dne$nimu ministru financi). Zemiel ve véku 84 let a byl pohiben ve

Westminsterském opatstvi s téméf kralovskymi poctami.
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Leibniz patii dodnes k nejvétsim némeckym filosofiim. Ackoliv jiz jako dvacetilety
ziskal doktorat na université v Altdorfu, odmitl védeckou drahu a dal se spiSe na
politickou kariéru. Tak se ve sluzbich mohuéského kurfifstského rady Boineburga dostava
do Paiize na dvir Ludvika XIV. Tam se setkiava s Newtonem i s Huygensem a praveé diky
jim pronikd do taji matematiky. Jeho matematické zapaleni vyvrcholilo vytvofenim
zékladi diferencialniho po¢tu. Roku 1876 odchazi jako vévodsky knihovnik do
Hannoveru. Tam pracuje zejména jako pravnik a historik. Na jeho popud byla zaloZena
Berlinska akademie véd, sbliZil se s ruskym carem Petrem Velikym, hodné cestoval,
napsal rozsahla filosoficka, historicka a teologicka dila, udrzoval korespondenci
s pfednimi evropskymi védci, atd. Na sklonku Zivota upadl v nemilost, vedl ostry spor
s Newtonem, a tak v roce 1716 opustény a zahotkly, umira. Muz, jenZ patrné naposledy
v evropskych duchovnich déjinach ovladal vSechny védy a téméf ve v3ech dosahoval
vynikajicich vysledki, byl pochovan bez slavnostnich obfadtl, jen francouzska Akademie
véd mu vénovala distojny nekrolog.

Priblizili jsme si osudy dvou strijeii diferencialniho poctu. Spor o prvenstvi objeveni
tohoto kalkulu je dnes jiz vyfeSen, vyhrdli oba. Vénujme se tedy nyni konkrétnim

matematickym postuptim jak Newtona, tak Leibnize ([2], str.157).
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2.1. Newtonova metoda

Jak jiz bylo uvedeno vyse, zakladnim impulsem pro vznik infinitezimalniho poctu
u Newtona byl problém fluxionii, tedy feSeni pohybu hmotného bodu (télesa) v Case, specidlné

pak popis okamzité rychlosti pfimo¢arého pohybu. Ukazme si ji.

Uloha o pohybu:

Piedpokladejme, Ze pohyb hmotného bodu po pfimce je popsan funkcis = f(7), kde ¢ znaci
Cas, ktery méfime od uréitého pocateéniho okamziku, a s znaéi drahu, kterou urazil hmotny
bod po ptimce od uréeného okamziku. Oznac¢me As prirtstek drahy s za dobu Ar od okamziku

tp do okamziku 7, + At .
Pak pro prirtstek drahy mizeme psat As = f(1, + At) — f(t,) . Podil
As _ flty+ A0~ £(t)

v=—

At At

(1.1.)

oznaCuje prumérnou rychlost pohybu bodu po pfimce v ¢asovém intervalu (ro;!0+At>,

ZmenSuje-li se At, charakterizuje podil (1.1.) stale lépe uvazovany pohyb v okamziku t,.
Limita primérné rychlosti v pro At—0 definuje tzv. okamzitou rychlost vy pohybujiciho se

bodu. Je tedy

= lim f(tl] +Ar)—-f(!0)

M0 Af A0 At (.23

17




Pavel Koldr: ,, Diferencidalni pocet ve Skolské matematice ™

2.2. Leibnizova metoda

Jestlize hlavni myslenkou Newtonova postupu u zavedeni infinitezimalniho poc¢tu byla

dloha z mechaniky, u Leibnize jde o geometricky problém. Ukazme si jej.

Uloha o tecné:
Oznaéme C graf spojité funkce y= f(x) (viz obr.l). Chceme najit tenu grafu
v bodé P[x,: f(x,)]. Bude uréena timto bodem a smémici k = tga . Miizeme ji definovat jako

primku, ke které se ,,blizi se¢ny grafu C, prochdzejici bodem P. Smérnice se¢ny PQ grafu C

je dana jako
A (x, + Ax) = f(x,)
;gﬁ:_y*z.f__ﬂ__ﬁ_j_ﬂ__ (13)
Ax Ax
Smérnice tecny k = tg @ pak bude limitou smérnicerg f seny pro Ax—0, tedy
s ) o) L) (1.4)
Ar—0 Ay Ax—0 Ax
y/
(Obr.1.1.)
X
0 e

Je vidét, Ze po matematické strance vedou obé& uvedené ilohy na stejnou limitu (1.2.) nebo
(1.4.). Nahradime-li v symbolice x=f a y=s, lze obr. 1.1. pouZit i pro ilohu z mechaniky. Na

zaver uz jen dodejme, Ze pro svou dilezitost ziskala tato limita specidlni nazev, derivace
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3. VACLAV SIMERKA

3.1. ZIVOT A DILO VACLAVA SIMERKY

Vaclav Simerka (nékdy také Wenzel Schimerka) se narodil 20. prosince roku 1819 ve
Vysokém Veseli (15 km jizné od Ji¢ina), kde byl jeho otec Petr nejprve bednafem a pozdéji
obchodnikem s piedivem. Do obecné Skoly chodil ve svém rodisti, pak v Lowenberce
v pruském Slezku a kone¢né v Ji¢ing, kde také vystudoval gymnazium u profesora Kudrny a
profesora Machacka. jeho studium pokracovalo v Praze na filosofii a nasledné v Hradei
Kralové na theologii, kde byl taky v roce 1845 vysvécen na knéze. Stal se kaplanem ve
Zlunicich u Ji¢ina, kde se se svym postojem (ve prospéch obyéejného lidu) dostal do prvnich
sporii s nadfizenymi. Je§té jako kaplan ve Zlunicich slozil statni zkousku z matematiky pro
gymnazia a kvuli pretrvavajicim sportim s nadfizenymi odchazi vroce 1852 do Prahy
studovat fyziku u proslulého profesora Petfiny. Po slozeni statni zkousky z fyziky je poslan na
jih Cech do Ceskych Budéjovic jako suplujici profesor na tamni gymnazium. Jeho
pedagogicka prace sklizela uznani hlavné u studenti. Béhem tohoto pusobeni sepisuje
ucebnici ,,Algebra, cili poctarstvi obecné®, jejimz dodatkem o diferencialnim poctu se v této
praci zabyvame. Po deviti letech vyucovani (v roce 1862) bez moznosti na jakykoliv postup
(pry mél opét spory s nadiizenymi) odchazi jako farar na faru do Slatin u Vamberka. Od roku
1866 pusobi celych 20 let jako farat v JenSovicich u Vysokého Myta. Na posledni necelé dva
roky zivota odchazi na penzi na rodné Hradecko, do obce Praskacka, kde 26. prosince 1887
umird. O dva roky pozdéji 1. listopadu 1889 mu Jednota ceskych matematiki a fyzikd jako
jednomu ze svych prvnich ¢lent odhalila v Praska¢ce pomnik (ackoliv bylo velmi nepiiznivé
pocasi, seslo se na svéceni velké mnozstvi lidi, napfiklad predseda Jednoty M. Pokorny,
basnik E. Mifiovsky, profesor gymnazia v Hradci Kralové J. Hron, studenti, sokolové a dal3i).

Vaclav Simerka se, jak jiz bylo uvedeno, vénoval kromé sluzby cirkvi i matematice.
Prvni jeho matematickou publikaci vydala Videnska akademie véd r. 1858 s nazvem . Die
Perioden der quadratischen Zahlformen bei negativen Determinanten®. Tato prace se ale
nedockala kladného piijeti (dokonce byla jesté pred vydanim odmitnuta Kralovskou ¢eskou
spolecnosti nauk a Simerkovi bylo doporu¢eno profesorem Kulikem, jednim ze zakladatelt
Jednoty, aby tuto praci vydal spiSe v eském jazyce, coz neucinil). Taz akademie vydala jiz
s vétsim Gspéchem nésledujici rok ,, Losungen zweier Arten von Gleichungen a pak ,, Die
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trindren Zahlformen und Zahlwerthe*. V roce 1862 vydala Kralovska ¢eska spole¢nost nauk
jeho , Prispévky k neurcité analytice™. O rok pozdéji vychazi v Praze jeho ucebnice
matematiky ,,dlgebra, cili poctdrstvi obecné®, které se budeme v této kapitole jesté¢ vénovat.
7 dalsich publikovanych praci uved'me napiiklad ,.Die rationalen Dreiecke uvefejnénou
v roce 1869 v Grunertove ,,Archiv der Mathematik und Physik".

Do ..Casopisu pro péstovini mahtematiky a fysiky prispél néasledujicimi ¢lanky:
WSoucty celych v lomené arithmetické posloupnosti** (ro€. V.); wRetézové pravidlo u shod*
(ro¢. VL.); ,Jednoclennd perioda zbytkii z mocnin bez predchozich clenii, 1. j. reSeni shody
C? =C(modM)“ (ro¢. VIIL); ,Jednoclennd perioda zbytkii z mocnin s predchdzejicimi
cleny “ (ro¢. XIIL.), ..Zbytky z arithmetické posloupnosti* (ro€. XIV.).

Dal3i z jeho aktivit tykajicich se matematiky byla kalkulace vyse ¢lenskych pfispévki
a penze pro pensijni spolek sv. Josefa u Sv. Trojice v Praze pro svétské knéze v Cechach,
kterd dle vlastnich Simeckovych slov byla ,0btiznéjsi nez sepsati néjaké obsirné dilo
védeckeé™.

Dikazem Simerkovy viestrannosti je prace ,.Sila presvédceni - pokus v duchovni
mechanice vydana v roce 1881 Cesky a o dva roky pozdéji némecky. Slo o prvni pokus o
aplikaci matematiky v psychologii. Tato prace mize byt povazovana za piedchidce teorie
subjektivni pravdépodobnosti, ktera se rozvijela ve 20. a 30. letech 20. stoleti dily Ramseye a
Finettiho a zejména v 50. letech praci Savageho. Subjektivni pravdépodobnosti se rozumi
redlny stupeii viry, u Simerky pojem pfesvédienost, do kterého zahrnuje tuSeni, domnénku,
moznost, pravdépodobnost, hypotézu, viru, védéni a jistotu. Matematickymi vztahy se zde

vyjadiuji pojmy jako vira, jistota nebo pfesvédéeni. Ukazme si jednu tlohu:

Je-li divéra ve vlastni brannou moc zndma (v), s kolika muzi svého vojska x rozumno pak se

odvdziti na ¢ neprdtel?

- c(l-v
vwplyva pro x = -1 a tak pro divéru o velikosti v=E

X+C v

Ztoho, Ze v-=

(pravdépodobnosti vyjadfena vira ve vlastni brannou moc) a 30 000 neprdtel staci x=12 000

muzi naseho vojska.
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O vaznosti, které si toto téma ziskalo, svéd¢i i Simerkova korespondence s T. |Gy
Masarykem. Ta se tyka pravé ,Sily presvédceni* a Masarykova zdjmu o pocet
pravdépodobnosti. V zavéreéné &asti tohoto spisu Simerka napsal (tento vyrok bychom mohli
pokladat za jeho odkaz): , Nejednd se tu o nic vice ani méné, nez o silu pravdy. A kdoz by
mohl mohutnost jeji popirati? Piisobi nejen v soukromych rozmluvdch, ve Skolach, spisech a
na recnistich, ale ozbrojuje i paze, proléva krev na bojistich, a nelekd se ani smrti na
popravisti, védouc, Ze télo sice zmareno byti miize, duch ale nikoli*.

Posledni odstavec této kapitoly vénujeme Simerkové uéebnici ,,Algebra, ¢ili poctarstvi
obecné“ (190 stran). Jak jiz bylo uvedeno, sepsal ji pfi svém pulsobeni na gymnaziu
v Ceskych Budéjovicich a vydal v roce 1863 v Praze (celkem 3 vydani). Tato uéebnice byla
schvalena ministerstvem kultu a vyucovani habsburské monarchie jako uebni kniha pro
Ceské stiedni Skoly. Soucasti tohoto textu byl i prvni piehled zakladu diferencidlniho a
integralniho poctu v nasich stiedoSkolskych uéebnicich ,,Pridavek k algebre”, ktery pak V.
Simerka vydal nasledujici rok i samostatné pod nazvem . Pridavek k Algebfe pro vyssi
gymnasia®“. Vénujme se ale nejprve ,Algebre”. V predmluvé vyjadfuje autor potéSeni
z kladného pfijeti ucebnice a dékuje za zaslané pifipominky, o néz sam zadal. Za hlavni a
nejdilezitéjsi ucivo povazuje rovnice a jak sam uvadi: ,, Cim pak ddle v predmétu tom badam,
tim vice prichdzim ku presvédceni, Ze rovnice jsou to pro celou matematiku, co shoda obrazcii
pro geometrii . Uvedena ucebnice ma 5 ¢asti:

1. O ¢tveru pocetnim. S¢itani, odniméni, nasobeni, déleni.

2. Nasledky déleni. Délitelnost ¢isel. Zlomky obycejné. Zlomky desetinné. Poméry a
srovnalosti.

3. Upotiebeni ¢tvero druhu pocetného. Néktera zvlastni pocetna pravidla. Ur€ité rovnice
prvniho stupné. Neur€ité rovnice prvniho stupné. Retézce (fetézové zlomky).

4. Nasledky umocinovani. O mocnostech zvlasté. Veli¢iny kofenové. Rovnice druhého
stupné. Logaritmy.

5. Upotiebeni veli¢in  mocnostovych. Rady v&etné posloupnosti.  Skladna

(kombinatorika). Premistovani. Sestavovani.

Na zavér této kapitoly citujme Augustina Panka, ktery v ([12], str. 256) uvadi: ,, Simerka byl
muZ povahy veskrze §lechetné, primé a srdecné, a milym i vyznacnym zjevem v ndrodnim
Zivoté naSem, naleZeje ktém ceskym a moravskym knézim, kteri rozuméji velikym idedm
modernim a kteri s lidem citi, jsouce hotovi, za svobodu a prdava jeho i Zivot v obét’. Velice Jest
litovati, Ze Simerkovi nebylo dopidno, domoci se piisobisté, mathematickému talentu Jjeho
priméreného, ¢im by jisté ceskda literatura mathematickd od ného jesté vice byla ziskala .

21




Pavel Koldr: , Diferencidlni pocet ve Skolské matematice’

3.2. PRIDAVEK K ALGEBRE PRO VYSSI GYMNASIA

Pridavek” nebo téz nékdy uvadén jako ,.Dodatek” je prvni stiedoskolskou ucebnici
diferencialniho poétu u nas. Tato udebnice ma 56 stran a 6 kapitol véetné osmi obrazcu na

zavér’. Nejprve si uved'me jeji obsah:

I Differencialy danych tikonii.
1. Pojem a vlastnosti nekonecné malého. 2. Differencialy obecnych funkci, pak 3. soucti, 4.
soucinii a podilii, 5. mocnosti a korenii, 6. logaritmii a exponencialnych velicin. 7.
Differencialy vyssi.

11 Promériovani ukonii v Fady.

§ n
8. Rada Mac-Laurinova. 9. O rovnych raddch téz proménné. 10. Vlastnosti veliciny ( J
¥

11. Obecny diikaz na poucku binomickou. 12. Rada logaritmickd. 13. Rady exponencialné.
III.  Ukony trigonometrické.

14. O funkcich sin x, cos x. 15. Rovnice pro sin (x £y ) a cos (x £y ). 16. Vyznam funkci téch

ve kruhu. 17. Co znamena log ( -M ) a \/—_lv_l ? 18. Pomocné funkce trigonometrické. 20.
Differencidly funkci téch. 21. Rada pro arc tg x.
V. Taylorova poucka a jeji nasledky.

22. Rada Taylorova. 23. Ukony v % prechazejici. 24. Nejvétsi a nejmensi hodnoty vikonii.  25.
Reseni urcitych rovnic o jedné nezndmé. 26. Rovnice tietiho stupné.

Ve Zaklady poctu integralného.
27. Obecné véty integralné. 28. Formule integralné zvidsmi. 29. Integraly slozité.
30. Integrovani v iikolech. 31. O pohybu v primkdch. 32. Integrace zakuklend.

VI Upotiebent poctu nekonecného v geometrii.

33. Rovnice nékterych car v roviné, zvlasté pak cykloidy. 34. Priklady na maxima a minima.
35. Veliciny tangencialné. 36. Kruhy kifivné. 37. Evoluty. 38. Délka obloukii u kiivek.

39. Plochy krivocarnych obrazcu.

? Cely ,,PFidavek k Algebre pro vyssi gymnasia* je ptilohou této prace
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Pavel Kolar: ,, Diferencialni pocet ve skolské matematice

Vénujme se nyni vysvétleni nékterych matematickych pojmu, které Véclav Simerka
pouziva a jejichz tehdejsi pojmenovani by se nam dnes mohlo jevit jako nesrozumitelné.
Tedy:

lisné (pocinek) = diferencial
wkon = funkce

odvozeny uikon = derivace
pomysiné = imaginarni

cisla sprezita = komplexni ¢isla
celeni = integrovanti

abscis = kladna poloosa x
ordinanta = vzdalenost na osa y
koordinanty = souradnice
schodnice = elipsa

rozchodnice = hyperbola
stejnice = parabola

trapéz = lichobéznik

tangenta = te¢na

krivny kruh = oskulacni kruznice

Poznamenejme jeSté¢, Ze komentaf, souCasna zavedeni a souCasné definice a véty
budou psany normalnim pismem. Oproti tomu, pokud budeme citovat Vaclava Simerku
z jeho ,,Pridavku*, bude mit text formu kurzivy.

Vénujme se tedy dale rozboru, komentafi a porovnani jednotlivych kapitol s dirazem

na oblasti tykajicich se diferencialniho poctu.
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Pavel Koldr: , Diferencialni pocet ve skolské matematice

3.2.1. Differencialy danych ukonu

Uvodni kapitola se zabyva vyluéné pojmem diferencial, ktery je zde chapan jako
hlavni a zdkladni stavebni kdmen diferencialniho poétu. Neobjevuje se ani pojem limita
funkce, spojitost funkce nebo derivace. Diferencidl zde zavadime jako ([20], str. 1).:
Nesmirné cili nekonecné malou dst, o niZ spojitou proménnou velicinu (x, y, z atd.) risti
nechdvdme, jmenuje se differencial veliciny této, a znamend pismenou & pred velicinu onu
postavenou (&, oy, oz, atd.)

Diferencial zde tedy chapeme jako velmi malou veli¢inu nachazejici se mezi nulou a

nejmensimi zlomky, jaké lze kdy v praktickém poctu vibec pouzit. Veli¢inu x pak diferencial
ani nezvétduje, ani nezmensuje. Tedy, ve vztahu x +dy, kde dy = IOL"’ , pak pro velmi velké

m lze z tvodniho vztahu uvazovat pouze veli¢inu x. Tato intuitivni myS$lenka se pak neustéle
opakuje v odvozovani pravidel pro pocitani s diferencialy. Samotny diferencial je odvozen ze

vztahu pro obecnou funkci proménné x a to nasledujicim zptsobem:
=7
y+d&y = f(x+8&)
y=f(x+d)-y
a odtud uz samotny vztah pro diferencial
& = flx+8)- fu 2.1).

Pro takto zavedeny diferencial pouziva ve viech svych dalsich uvahach zabyvajicich
se diferencialy a nebo jejich aplikaci nasledujici intuitivni pravidlo: ,,Mocnosti vyssich stupnii
diferencialu mizeji pricteny neb odejmuty k mocnostem nizich stuprii. To plati i u soucinii
majicich za Cinitele vice diferencialii ([20], str. 2). Vyjadfeno rovnicemi dostaneme

adx +b(6)’ = d(a+bdk)=adk  (jelikoz bdx proti a zmizi)
a podobné tak
adx £ bdx -6y = ox(a t body) = adk (jelikoz by proti a zmizi)”,
Toto pravidlo se dnes muZe jevit jako zvlastni. P¥i zanedbani ur¢itych, byt’ velmi malych &asti
funkce bychom ocekavali, Ze nedojdeme k presnému vysledku. Ale i s pouzivanim tohoto

intuitivniho pravidla dosdhneme nakonec spravnych zavéri.
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N
4 v y=1(x)
T(h) “—E
Ah [ 2
__________ ! d,
G | <
! i % Obr 2.1.
X x+h X

Uved’'me nyni, jak vnimame pojem diferencialu funkce v soucasnych ucebnicich ([8],
str. 96). Jak je vidét na obr. 2.1, z geometrického pohledu jde o nahrazeni grafu funkce y=f(x)
grafem linedrni funkce, tj. pfimkou y=Ax (pfimka se smérnici 4). Déle postupujeme tak, Ze se
snazime nalézt smérnici 4 takovou, aby chyba r(h) byla pro 4 — 0 daleko mensi nez veli¢ina

(h)

1 h :
h, ptesnéji, aby pro A — 0Ose podil i;I-—bll’ill k nule. Po téchto tvahach uZz miazeme zavést

diferencial.
Funkce f ma v bodé x diferencial, jestlize existuje Cislo 4 takové, ze pro funkci r(h)

definovanou vztahem

J&x+h)-f(x) = Ah+ r(h) (220
plati

. r(h)

lim . 0 (2.3).

Diferencialem funkce /v bodé x pak rozumime linearni funkci 4A, tedy funkci proménné A,
kterou oznacujeme df{x), nebo jesté podrobnéji df(x,h) = Ah.
Pro vypocet diferencialu dnes pouzivame naptiklad nasledujici vétu:
Funkce f ma vbodé x diferenciél tehdy a jen tehdy, ma-li v bodé x derivaci (vlastni).
Konstanta A4 z definice je pak jednozna¢né urcena a plati

A= Fi(x) (24.).

Uvedenou vétu si dokazeme ekvivalenci dvou podminek, dikaz bude mit proto dve ¢asti.
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1. Podminka (2.4.) je nutna, tedy plati A= f"(x). Vychazime ztoho, Ze existuje
diferencial, tedy &islo A splitujici vztahy (2.2.) a (2.3.). Vyraz (2.2.) vydélime ¢islem h

a dostaneme

fath=fG) _ 1)
h h

Nyni piejdeme k limité¢ 4 — 0. Zlomek v pravé &asti se blizi k nule dle (2.3.), limita
pravé strany tedy existuje a je rovna &islu A. Navic limita levé strany piestavuje
derivaci f'(x).Pak evidentné plati 4 = f'(x).

2. Vyjdeme z toho, Ze existuje derivace f'(x). Zvyrazu (2.2.) vyjadiime r(h). Misto
Ah pisSeme f'(x)h. Mame pak

r(h) = f(x+h)= f(x)= f'(x)h.
Vyraz vydélime ¢islem h a prejdeme k limit¢ 4 — 0. Dostaneme

S k) )
h—=0 h h—0 h

=" @)-f'(x)=0.
Je ziejmé, Ze je splnéna podminka diferencovatelnosti v bodé x s konstantou 4 = f'(x).Tim

jsme uvedenou vétu dokazali. Z ni vyplyva, Ze pfimka nahrazujici kiivku je tecna (coz jsme

predpokladali) a proto diferencial znamena pfirtstek na te¢né.

Mohli bychom oéekavat, ze Simerkovo nerozlisovani skuteéného piirtistku funkce
Ay = f(x+dx)— f(x) od piiblizného pfiristku daného diferencidlem &y bude mit
v konecném dusledku za nasledek chybné zavéry. Neni tomu tak. Porovnejme napiiklad

Simerkuv vztah pro diferencidl soucinu funkei se vztahem pro vypocet derivace soudinu

funkei.
Pro diferencial soucinu riiznych funkci ¢, u l1ze podle gimerky psat ([20], str.3 ):
O(tu) = (1 +0t)(u +ou) —tu = tu +t6u + udt + tSu — tu
Ponévadz pak otou k udt pricteno mizi, bude
O(tu) = udt + téu (2:3))

Srovnejme (2.5.) se vztahem pro derivaci sou¢inu dvou funkci @-v) =u'v+uv' .
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Podobné porovnejme vztah pro diferencidl podilu dvou funkei s derivaci podilu funkei ([20],
str. 4).

A 2 X x £ 3 ! g
Co se differencialu zlomku — tyce, postavme — = z , tedy x=yz, kterdz rovnice diferencovana

dle formule (2.5.) Dale pak & = z8y + yéz , tedy ydz = & — z0y pak

T e i SIEEY
¥ Y 87
cili
5i=lf&__2@ (2.6.)
3 1

Opét po porovnani uvedeného vztahu se vzorcem pro derivaci podilu funkei

i !
u wv=uv .. s 2has .
(—v—) = L B miizeme za predpokladu u = x, y = vatimi ' = &x,v' = dy potvrdit shodu.

Podobné jsou v této kapitole odvozeny i vztahy pro diferencial souctu, rozdilu,

mocniny a odmocniny funkci. Dostavame tak vzorce pro diferencialy totozné se vzorcei pro

derivaci. Tento vysledek je srozumitelny, nebot derivaci vnimame jako y' =Q a odtud

snadno dostaneme &y = y'dx. Podobné lze rozumét i dal§im vztahii uvedenym a odvozenym v

[20] na starnach 4 a 5 (vztahy 2.7.-2.9.).

S(t+u+v+atd)= 5t +6u+ov+ard. (2.7.)
S(x") = mx" 6 8.
ST = T 2.9

{ i
Miizeme namitnout, ze vztah 2.9. je jen jinou podobou vztahu 2.8.. Odvozeni vztahu

2.8. je u Simerky provedeno jako opakované nisobeni diferenciali. Oproti tomu vztah 2.9. je

m

odvozen nejprve umocnénim obou stran vztahu y =x’ a néaslednym diferencovanim obou

stran. Ukazme si naznaceny postup:

m

== ks - A M= r w . . r -1 -]
Nalezneme z x" =y zmochovdanim x" = y", coz differencujice mx" & = ry"'éy.

m

Z tohoto vztahu je vyjadieno 6y , coz pri S’ = oy a po Upraveé dava vztah 2.9..
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Vypotet diferencialu slozené funkce je zde ukézan pouze na dvou konkrétnich
tlohach (chybi obecny algoritmus). Vzhledem k tomu, Ze v dalsich kapitolach se s vypocty

slozenych funkei setkavame, ukazme si Simerkovo feseni uvedenych uloh ([20], str. 5).

Pouzijeme-li formuli (2.9.) pro vypocet & Jx , dostavame nasledujici:

1 1 - ox T :
Prin=—,0Vx=—x 2 , Cili Sx = ——, a postavime-li a+bx misto x
fin=sioli=g T

box
gy =—— 210
faT 2+ a+ bx

nechame-li pak jesté nad to x ve X’ prejiti, bude

Sa+bx’ S0 @)
va+bx’

Opét se zde setkavame s téméf intuitivnim vypoétem. Ackoliv v nékterych piipadech
postupuje Simerka krok po kroku, aby byla idea tprav Gplné zfejm4, v tomto piipadé bez

jakékoliv poznamky ukazuje pouze vysledek. Vhodnéjsi by se nam jevil postupny vypocet

sarpeodlatbx)  da+bdk  box ede o mizd.
2 larby  2Ja+br  2Ja+bx

V zavéru jsou pak vyfeSeny diferencialy logaritmu a exponencidlu. Vzhledem k tomu,

ze v dalSich castech ,,Pfidavku® se k uvedenym diferencialim ¢asto vracime, ukazeme si zde
opét jejich odvozeni ([20], str.5-6). Poznamenejme navic, ze Simerka oznacuje pfirozeny
logaritmus ¢isla x feckymi pismeny, tedy tvarem Aoy x. Dekadickému logaritmu ponechava
tvar logx .
Differencial logaritmu dad se nejsndze ndsledovné naleznouti: Budiz S logx = fx-6x, kdez fx
neznamy posud iikon udava, dosadme do rovnice té x" misto x, a obdriime z ni

ologx" = f(x")5(x") ;
cili

nslog x=nmx" f(x") & ; fode=x"f(x") &,

tedy i
xfx=x"f(x").
Ponévadz n libovolné vzatda velicina jest, mize vidy x"=a, tedy i afa=A postaviti, z ceho?
A
== " 5logx=@ jde.
X X
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Logaritmy, u nichz A=1 vzato, nazyvaji matematikové’ prirozenymi , z té priciny jest pak
: ox
O Aoy x=— (2. 12.):
x

Pro srozumitelnost postupu poznamenejme, Ze pii piechodu ze vztahu
nologx = nx"_‘f(x” )rit na fx-dx=x"" (x" ) & jsme obé strany rovnice podélili » a misto
& log x dosadime vztah fx-dx. Pak uz jenom rovnici roziifime x. Dopliime jesté, Ze pro jiny

nez piirozeny logaritmus plati podobny vztah

Slogx = (2:13.)

HOX
X
kde u (u=A) je modul jakékoliv jiné soustavy logaritmi. Tento modul vzajemné spojuje
logaritmy mezi sebou a tedy i dekadicky logaritmus s pfirozenym logaritmem, kdy pro u=1/
dostaneme z dekadického logaritmu logaritmus prirozeny.

Nyni k vypoctu diferencidlu exponenciélu (54" ).

Hledajice ndpotom &a*, postavme a* =y, to dda logaritmovano x Aoy a = Aoy y a diferencovdano
g
Aoya-8x=— , Cili &y = Aoya- yox
y

tedy
oa* =Aoya-a* &, (2.14.)
a dosadime-li misto a zaklad prirozenych logaritmui e, kdez tedy Aoye =1, nalezneme

e’ =e"-ox (213 %

Uvedeny vypocet neni tfeba nijak komentovat. Ve zbytku kapitoly jsou odvozeny
vztahy pro diferencidly vy3Sich radu, stejné tak i pro funkce vice proménnych a polynomy.

Na zavér prvniho kapitoly ,Pridavku k algebife” shrneme vyse uvedené. Vaclav
Simerka zde jako hlavni a nosné téma stavi diferencial, derivaci vnima pouze jako .,ukon
odvozeny*. Zavedeni diferencialu je zaloZeno na intuitivnich infinitesimalnich kalkulacich
bez pouziti pojmu limita. Chybi jakykoliv obrazek a tedy i jakykoliv geometricky vyznam
zavedenych pojmi. Vysledné vzdy odvozené vztahy pro vypoéty s diferencialy (vyuzivajici
téméi pokazdé zanedbani velmi malych priristki funkce) jsou totozné s dnes pouzivanymi
vzorci pro derivovani. Pro porovnani piistupu k zavedeni ur¢itého matematického pojmu

,tehdy* a ,,nyni* jsme si ukazali na strankach 24-26 této prace zavedeni diferencialu.

7 Simerka zde pise ,matematikové®, ackoliv bychom vzhledem k dobé& psani tohoto textu ocekavali spise zapis

,matematikové*
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3.2.2. Promériovani ukonu v rady

V této &asti , Pridavku je jako jedna z aplikaci diferencialti ukazana pfeména funkce
na Mac-Laurinovu fadu, je zde uvedena a dokazana (pfes Mac-Laurinovu fadu) binomicka
poucka a na zavér jsou odvozeny nékteré fady a ukéziny vypocty odmocnin, logaritmi a
exponencialu.

Mac-Laurinovu fadu vnimame jako specialni piipad Taylorovy fady pro piipad ¢=0 (¢
je stied rozvoje). Samotnou Taylorovu fadu v3ak Simerka uvadi v samostatném oddile 1V.,
kde jsou popsany i jeji aplikace. Vénujme se tedy pouze fadé Mac-Laurinové s tim, Ze
v odstavei 3.2.4. ,,Taylorova poucka a jeji nasledky” splnime dluh a podrobné porovname
ideu a aplikaci Taylorovy fady z pohledu dnesnich uéebnic a Simerkova ,,P¥idavku‘.

Zakladni myslenka Mac-Laurinovy fady je podobna jako u diferencialu, tedy nahradit
libovolnou slozitou funkci v bodé x funkei jednodussi, a to mnohoclenem nejvySe stupné n.

Specialné pak pro x=0 ma tato funkce tvar:
: ; s X , ki
)= FO+ 3 1 O+ S /@ 4 ot f O 0) 41, (0) (2.16))

kde 7,,,(0) je chyba, s niz nahradil polynom ptvodni funkci. Odvozeni vztahu (2.16.) je
provedeno pozdéji v kapitole 3.2.4. ,Taylorova poucka a jeji nasledky*.

Ukazme si nyni postup Véclava Simerky:
Mnohé iikony proménné x daji se naznaciti Fadou dle mocnosti z x postupujici, totiz
o= Ay + Ax+ Ax* + Ax + . A X, kdeZ Ao, Ay, Ay, As, ... A, stdlé, posud viak nezndmé
veliciny jsou. Ma-li Fada tato miti obecnou platnost, musi byti pravou i pro nesmirné malé x,

tedy i pro x=0, zcehoZ potomA,= f0 jde. Diferencujice vwraz onen, obdriime

! v - ¥
= [ 'x, protoz bude prvni odvozend funkce

flx=A +24,x+34,x% +....rd x"

Jjezto pro kazdou hodnotu Cisla x plati. Vezmeme-li i zde x nekonecné malé cili x=0
nalezneme A, = 1'0.
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Timto zptisobem postupuje Simerka dale, postupné opakované diferencuje uvedenou funkei a

dostava tak f2x =24, +2-34,x+3-44,x% +..+(r —1)rd, x', pfi x=0 bude f’x=2!4,,

tedy 4, = % Podobné f’x=64,+2-3-44,x+...+(r=2)(r-1r4, x"?, pfi x=0 bude

~3
flx=314,,tedy 4, = f—gro- Pokra¢ujme nyni opét tak, jak je uvedeno v ,,Pridavku®:

odkudz snadno nahlédneme, Ze vithec A, = l! [0 plati. Takto jsme obdrZeli
r

fo= f0+%f'0+%!fz()+§!f30+atd.ard.x—!f’0 AP,
i

Navodu toho bude tedy vidy a jen tu lze pouZiti kdykoli se Zadna zvelicin
10, £'0, £20,atd. f"0 nestdva nekonecné velikou.

Je ziejmé, aCkoliv to zde neni vyslovné uvedeno, Ze pii nahrazeni funkce
mnohoélenem Simerka neuvazuje Zadnou chybu, respektive malou chybu v iadu (r+1)
zanedbava. Jde tedy opét o dalsi z intuitivnich uprav.

Druhou odli$nosti je koncovy tvar, kde faktorial figuruje vedle zlomku, ackoliv ho
pozdéji pouziva pouze ve jmenovateli. V tomto piipadé se domnivam, Ze jde nejspis o
tehdejsi dohodu v zapisu. Pokud bychom uvazovali oznaceni faktorialem pro cely zlomek,
dostali bychom se do potizi se zavedenim samotného faktorialu, nebot’ jak pozdéji v této
kapitole i Simerka uvadi pfi vypottu kombina¢nich &isel podle  vztahu

Ay n(n=l): n-rtl)
Pl 2 8aiir

, uvazuje r pouze jako celé kladné cislo, ale » muze byt

raciondlni nebo i zdporné. Oznacenim soudinu 1-2-3-..7=r! dostavame faktorial jako
sou¢in celych kladnych &isel. Faktorial zlomku neni definovan (¢len v Simerkou udané fadé
by byl fesitelny pouze pro celoCiselné x, nemluvé o zméné smyslu a neplatnosti odvozeni
uvedené fady).

Treti odliSnosti je absence mocnin proménné x tfetim ¢lenem poéinaje a (r-1)-tym
¢lenem konce ([20], str.8). V tomto pripadé jde o chybu.

V dalsi ¢asti této kapitoly je dokazana binomicka véta pies Mac-Laurinovu fadu.
Pfipomernime si nejprve zplsob odvozeni a vlastné i dokdzani binomické poucky v takové

podobg, jak se s nim mohou setkat soucasni stfedoskolsti studenti napiiklad v [11], str. 77.
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Pro (a+b)2=(a+b)(a+b)=a"+¢:1£:o+b4:z+£:-2 maji viechny soudiny tvar aa, ab, ba, bb (coZ jsou
vlastn& viechny usporadané dvojice z prvkii a, b) a protoze ab+ ba=2ab dostavame tvar
(a+b)’= d’+2ab+b’.
Podobné tak pro (a+b)’=(a+b)(a+b)(a+b) —a’+a’h+2a°b+2ab’ +ab’+b’ maji viechny
soudiny tvar aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb (coz jsou viechny usporfadané trojice
z prvku a, b) a protoze aab +aba+baa=3a’b ; abb +bab+bba=3ab’ dostavame
(a+b)3=aj+3a2b+3ab2+b3.
V obecném piipadé sou¢inu » dvojclenti dostaneme
(a+b)(a+b)...(a+b)=(a+b)".
Jednotlivé souciny vzniklé roznasobenim piedstavuji uspofadané n-tice sestavené z prvki a,
b. Dale je diilezité si uvédomit, kolik n-tic obsahuje stejny pocet prvkii a a stejny pocet prvkii
b, nebot’ pouze souciny odpovidajici témto n-ticim lze sloucit (secist). Vzhledem k tomu, Ze
se jedna o n-tou mocninu, bude platit, Ze pokud se prvek a bude v uspofadané n-tici opakovat
k-krat, pak se prvek b bude opakovat (n-k)-krat. Uved'me si nyni n€které n-tice a to tak, ze
jednotlivé ¢leny a, b odlisime indexy. Mame tedy
lai, az, ..., Gk1, by, by, bp, 4],

lar, az ..., ax'by, b3, ... bas ai il

[ak, o b,:, bg, ...bn_k, a;],
Pocet vSech takto usporddanych n-tic je vlastné permutace slozena z n prvki, tedy P(n)=n!.
Odstranime-li dale v téchto permutacich indexy u prvku a, jejich potet se zmensi k/-krat.
Provedeme-li totéZ u prvki b, zmensi se navic tato permutace jesté (n-k)/-krat. Oznacime-li

hledany pocet vSech uspofadanych n-tic, v nichz se jeden ze dvou danych opakuje k-krat a
druhy (n-k)-krat, symbolem P ,.x), dostaneme

n!
kl(n—-k)

B n) - n!
o LR (m-R)R

n
F’(,{-Jr—&'} = C.-{'(.*rj = [k)
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n o L B pess
Vynasobime-li tedy n dvojélenti (a+b), dostaneme pravé (J soudinti a"'b (existuje pravé
n g : ) J F n
1 uspofadanych n-tic sestavenych z (n-1) prvki a z jednoho prvku b), dale pak pravé 5

o s . e oy g - i
soucinti @b’ atd. Obecné dostaneme praveé [k} sou¢inii @"*b*. Pro n-tou mocninu dvojélenu

(a+b) tak dostavame vysledek formulovany v tzv. binomické vété:

Pro libovolna ¢isla a, b a pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

@+ =| " la" +| "o+ | Tl | T et | 7 e |
0 1 2 k n-1 n

Viclav Simerka zde pouZiva binomickou formuli pro ukazku vypoc¢tu odmocniny, jeji

platnost tedy rozsifuje i pro racionalni n. Nejprve se vénuje vypoctim kombinaéniho &isla

3 n(n=1)(n-2)..(n—r+1)

5 a ukazuje vypocet tohoto ¢isla pro jakoukoliv

podle pravidla [n]
r

hodnotu ¢isla » a dokonce i pro zaporna r. Vzhledem k tomu, Ze operace s kombina¢nimi
¢isly nejsou namétem této prace, nebudeme se jimi zde dale zabyvat'. Dikaz binomické
poucky provadi pfifazenim n-t¢ mocniny dvojélenu (a+x)" funkci a nésledné ji prevadi na
Mac-Laurinovu fadu. Tedy ([20], str. 11):

Pro fx=(a+x)" bude f(0)=a", pak f'x = n(a+x)"", tedy f'0 = na"",

jakozi fPx=n(n-1)(a+x)""af’0=n(n-1)a">,

addle f’x=n(n-1)(n-2)a+x)"" f0=nn-1)(n-2)a">atd

Kazdym novym odvozenim zmenSuje se exponent veliciny (a+x) o jednic¢ku, protoz bude u
J'x,(a+x)"". Soucinitel potence této jest soucin, jenz pri kazdém odvozeni o jednoho
Cinitele roste; ponévadz pak Cinitelové tito n, n-1, n-2 atd. jsou, bude rty z nich n-r+1, tedy
frx=nn-D)n-2)..(n-r+)a+x)"" a f"0=nn-1)n-2)..(n-r+1)a"" Zpisobem

n(n-1) nn—=1)..(n—r+1) a" "

timto jsme nalezli (a+x)" =a" an.af”*'x+—‘Fg'—f:r”“zx2 atd. ; X gl
! r!
n n h n-1 h Bt
(a+x)'=a" + i a x+..+| lat°'x (2.18)),
r

at'jiz n jakékoli ¢islo znamena.

“ Toto téma by bylo zajimavé jako rozsiteni operaci s kombina¢nimi &isly na stfedni §kole
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Je viditelné. 7e Simerkovo ,.dokézani“ binomické poucky sleduje jinou myslenku
(rozklad pfes Mc-Laurinovu fadu), nez s jakou jsme se setkali ve vyse uvedené stiedoskolské
ugebnici (odvozeni pres témata kombinatoriky). Je tomu bezesporu proto, ze zde binomickou
formuli definujeme pro libovolna n.

Aplikaci binomické pou¢ky si ukdZeme a porovnime na vypoCtu J101 pies
Mac-Laurinovu fadu sou¢asnym zptisobem ([8], str. 303 a [11], str.129) a metodou uvedenou
v Pridavku* ([20], str. 13).

K vypoétu uvedené odmocniny pouZijeme Mac-Lauriniv rozvoj funkce
f(x)=(+a)” O ¢isle @ predpokladame, Ze je realné, specialngé mize byt i pfirozené. Pro
k-tou derivaci této funkce plati vztah 7*)(x)=a(a —1)..(a -k + 1)1+ x)*™*. Dosadime-li do

vzorce (2.16.), dostaneme

a(a—1) g a(a-1..(a-n+l) ST ().
2! n!

1+ x)" :1+%x+

Zavedenim  binomickych koeficientd [3]:1,(GJ = (G’J:a(a—l) a obecné

1)- 1 2 2

dostavame hledany binomicky rozvoj

a) a(a-1)..(ax-k+1)
2 k) k!

(1+xf =1+ [T}r + (j]xz + ...((:Jx" 7 (%) (2318

Podobné jako Simerka i my vzhledem k velmi malé velikosti ro+1 tento zbytek zanedbame.

Nyni se uz miizeme vénovat samotnému vypoétu 101 .

|
V101 = 100*1,01 = 10,/(1+0,01) = 10(1 + 0,01)?

1
K vypoétu (1+0,01)? vyuzijeme binomicky rozvoj (2.19.) dosazenim x=0,01 pro n=3.

1 1 1 1
(1+0,01)2 =1+ 2]-0,01+ 20,01+ [-0,01° =
] 2 3
(A
=14+2.102 42\ 2 -IO“’+2 N 2
1 172

107 =
172%3

1 1

—
200 80000 48000000

=1,004988
Tedy v101 =10,04988.
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Proved'me vypoéet stejné odmocniny metodou uvedenou v ,,Pridavku**. Podobné jako
v piedeslé tloze si nejprve odvodime vhodnou formuli a pak provedeme konkrétni vypocet.

Vyjdeme ze vzorce (2.18.), kdy ¢leny binomického rozvoje nahradime ¢leny A,, tedy:

(a+x) =4 +4 +4,+..A+4, +..,

: e n A n-r{ny .. - R )
Jest Ar=( }a” WA :[ l)a" rElypt il = [ ]a" "x" — z dehoZ
T r+

pak

Ut 2 3 2=l A
WO Tkl B 2042 B
) & 1 i Y4ig
ztoho jde  pri r=0;A,=—5-%, r=1,A2=—ﬁ-z—3.r=2;A3=—m-i7
r=34, = —l—gi atd., z cehoz dalsi postup seznati; protoz jest
FEETATE o e i s gttt
. 2 . . 3 - - - s
R e L (2.20.)
2 b 2:45b 2:46 b 2-46:85b

V odvozeni vyse uvedeného vztahu pouziva Simerka rekurentni postup. Jak sam uvadi
([20], str. 11): ,, Mnohdy, zvldsté, je-li n zdporné neb lomené, byva prospésno ndsledujici
cleny Fady této (mysleno binomické tady) z predchazejicich vyvinovati, kteryz zpusob poéitant

se ndvratnym (rekurrirend) jmenuje”. Je tieba jen pro plné porozuméni zpusobu odvozeni

St : : ¢ o W ISR S -
doplnit, ze nahrazenim ve formuli4,,, =——| |@"'x"— ¢&len 4, =| |a""x" dostaneme
r+l\r a E
n—r x S o : o 1
—— =+ A . Ve vztahu pro odmocninu jsme pak do vyse uvedeného dosadili n = —

A =
N TR a3

x=-y, a=b". Nyni k samotnému vypoétu v101 pomoci piedpisu (2.20.).

r—PIOO_(_D210_(_;__(—1)+ 11 (D s .(-1)-‘}

10 :2:4=10" 2.-4.'6 16°

1 1 3
=lfl=| =—r =
20 800 4800000

] =10,04875
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Poznamenejme, ze Simerka uvadi v piikladech na procvideni jiny vysledek, ke kterému se
dostava nasledujicim zptisobem:

1
J101 = 4/100*1,01 = 104/(1+0,01) =10(1 +0,01)*

1

A volbou b =1,y =—0,01 pro (1+0,01)? dostava

(100D 1¥1 (00D 1*1%3 (0017 _
[1—(_0’01)F:1{5*(1 oS e

T U ]=1,004988
200 80000 48000000

tedy

J101 =10,04988,
(oba vysledky se nyni shoduji). Da se ukazat, Zze libovolny ¢len binomické fady je shodny
s libovolnym ¢lenem Simerkou uvedené fady (Simerkiiv rozvoj (a+x)" prejde pro volbu a=1
na nami pouzivany rozvoj (/+x)" ). Nespornou vyhodou naseho zpiisobu je pouziti pro

jakoukoliv odmocninu, zatimco v ,Piidavku“ je pouze odvozeni pro vypocet druhé
odmocniny. Je zajimavé, Ze ackoliv je zde uveden vzorec pro vypotet /b* —y , tak se pfi

konkrétnim vypoctu dostavame vhodnou upravou ke vztahu /1-y,, kde y; je hodnota

proménné y po vhodné upravé. Rozdil ve znaménku uvniti dvojélenu je pak samoziejmé
kompenzovan zménou znaménka v koncové formuli (2.20.).
Predposledni oddil této kapitoly fe$i otdzku vypoctu logaritmi. Odvozeni vztahu si

nebudeme uvadét, poznamenejme jen finalni tvar

I
Aoy y = [Aoy(y=1)-20y(y + D]+ (2:21),
kde

1 | I
= + + +i
2y° -1 32y’ -1 502)*-1)°

fy (222,

V odvozeni Simerka pfimo nenahrazuje logx Mac-Laurinovou fadou (ono to ani nejde,
nebot’ pro x=0 neni logaritmus definovan, co? zde neni ani zminéno), ale vyuziva rozvoj

Aoy(1+x)=Ax+Bx* +Cx* +... .
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Pro vypocet logaritmii vyuziva hodnotu &isel Aoy2 a Aoy3 a postupné dalSich
dopocitanych logaritmii. Ukazme si nyni vypocet pravé Aoy2 a Aoy3 ([20], str. 14). Nejprve
si dosazenim do (2.22.) vypoéteme hodnoty f2=0,14384 a f3=0,05889. Dale pak s pouzitim

(2.21.) dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, jejimz feSenim jsou hledané

logaritmy. Aoy2 = %(Ao;v?a + Aoy1)+ f2= %Aoy?, + f2 a odtud 2A0y2-Aoy3=2f2

1
Aoy3 = E(loyZ + /on4)+ e %(Aoﬂ + 210y2)+ f3 a odtud -310y2+240y3=2f3

Dofe$enim vyse uvedené soustavy dvou rovnic o dvou neznamych dostaneme
Aoy2=4f2+2f3=0,69315
Aoy3=6f2+413=1,09861
K vypoétu dalSich logaritmi se pak vyuziva vét pro soucin, podil a mocniny argumentu
logaritmu a vyuzivame samoziejmé hodnot logaritmu jiz diive vypocitanych. Uved'me si

napiiklad vypocet Aoy5.
Aoy5 = %(/loy4 +Aoy6)+ f5= %(2/10}/2 +A0y2+ Aoy3)+ 5 =1,60944.

Poznamenejme jen, tak jak jiz bylo uvedeno v piedchozi kapitole, Ze pod zapisem Aoy x dnes
rozumime pfirozeny logaritmuslnx. Jiné neZ pfirozené logaritmy fesi Simerka pomoci
prevodovych modulii pt (zminili jsem se o nich v minulé kapitole).

V posledni ¢asti je pak ukazan vypocet a” opét rozvojem pies Mac-Laurinovu fadu na
1 1
a’ =1+An+ 5!()m)2 + El(ln)l +..., kde se opét setkame s problémem faktorialu zlomku,

ktery jsme si uz jednou v této kapitole vysvétlili. Specidlné je pak v uplném zavéru
vypocitana hodnota e. K tomuto rozvoji se budeme odvolavat hned v nasledujici kapitole,
proto si jeho odvozeni uvedené v , Pridavku® nyni ukdzeme([20], str.15).

Vezméme funkci f(x)=a"f(x)=a" a s pouzitim vztahu (2.17.) vyjadieme uvedenou
funkci jako fadu. Poznamenejme jesté, ze Vaclav Simerka zde pro zjednoduSeni zapisu
pouziva Aoya= 1.

fir— Ad*, fox = 2, fx = fa",...ard...f’x —
tedy

a* = Ve dx+ ) + 1)+ 1)
5
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Pro pochopeni tvaru fady jen piipomefime, Ze Ax=Aoya-x (sou¢in x a [na) a pro
Mac-Laurinovu fadu bude a* =1. Je-li navic a zaklad dané logaritmické soustavy, budeme
moci pro libovolné &islo » psat n =log, X' a odtud X =d". Nyni zpét k postupu uvedeném v

~Pridavku®.
X=a"=1+ 1n+%!(1n)2 +-;~!(An)] o s

Dosadime-li za a basis pFirozenych logaritmii, jde z toho pri A = Aoy e =1 Fada

) |
e’ =1+x+l!x-+l!x3+—!x“+... 2,230,
2 3 4

z ¢ehoz pri x =1 nalezneme e =2,71828183.

Shriime si nyni celou tuto kapitolu. Vaclav Simerka zde zavadi pojem Mac-Laurinovy
fady a ukazuje jeji aplikaci na vypocty odmocnin (pfes binomicky rozvoj), logaritmi a
exponencialu. Vibec se nezminuje o Taylorové fadé, ackoliv pravé Mac-Laurinova fada je
zvlaStnim tvarem Taylorovy fady. Opét se objevuji intuitivni Upravy, kdy je urcita funkce
nahrazena pribliznou fadou tak, jako by se fada a funkce sobé rovnaly (nezmiriuje se o zbytku
fady). Samotnd postupna odvozeni jednotlivych formuli jsou ¢asto obtizné pochopitelna,
(napf. vypocet logaritmu), objevuji se zde zdanlivé bezucelné upravy, které se pak v zavéru
ukazou jako vhodné (napf. pfi odvozeni vypoétu logaritmi se pouziva substituce

1+ x =

4 ey : S : : : e s . c
] e ). Pfidame-li k vySe uvedenému i pro nas neznamé nebo spide nesrozumitelné

e1 % B 1 e : N . .
formy zapisu (faktorial zlomku —! chapeme jako —'), jevi se tato kapitola jako obtizné
X Xt

pochopitelna.
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3.2.3. Ukony trigonometrické

Tieti kapitola ,,Pridavku* se zabyva goniometrickymi funkcemi, respektive rozsifuje
jejich zavedeni nejen pro uhly zintervalu [O%J tak jak je zavedeno jiz dfive

v trigonometrii’, ale na celou mnozinu R. Postup tohoto rozsifeni vyuziva porovnani jiz dfive
zavedenych pravidel (funkce souétu, rozdilu a dvojnasobného argumentu u funkei sinus a
kosinus) s pravidly odvozenymi nyni. UkaZme si a okomentujme tento postup ([20], str. 15).

K odvozeni vyuzijeme Mac-Lauriniv rozvoj funkce e* (2.23.) z predeslé kapitoly.

Dosadime-li do uvedené rovnice ix ¢ili xA—1 misto x, obdriime oddélivse cast redalnou od
pomysiné

1 1 1 1 1 1
e =1-—=1x*+0%t ——Ix® . il x—=12) +Ix° —=Ix" +ard |,
2 4 6 3 4

a uvedeme-li do formule této hodnoty

Sige—ro e —;—!xT + .o (2.24)

Cosx =1—%!x2 +—Ix* —%!xé #ivz (2.25.),

kdez prozatim pro rozeznavani od trigonometrickych sinii a cosinit velkého S a C uzivati, a
vyrazy ty za pouhé algebraické funkce povazovati miizeme, bude
e" = Cosx + iSinx (2.25.).
Ve zbytku tohoto oddilu a i v néasledujicich dvou oddilech odvozuje Simerka nékteré vztahy
pro sinus a kosinus pomoci formuli (2.24.), (2.25.) a (2.26.) a porovnava je se vztahy
uvedenymi v kapitole ,,Trigonometrie® uc¢ebnice ,,4lgebra, cili poctdrstvi obecné*. Ukazme si
je:
a) dosazenim do (2.24.) a (2.25.) dostaneme Sin(-x)=-Sinx a Cos(-x)=Cosx

x 0

b) zaménou ix za —ix dostaneme z (2.26.) e = Cosx —iSinx,pak e”" -e ™ =¢" =1 a

tedy €® = Cos’x —(iSinx)’ &li Cos’x + Sin’x =1

) ; Aol e T
5 Goniometrické funkce, respektive vztahy pro vypoéty s nimi, na intervalu (0;5] Jjsou zavedeny v oddile XII.

Simerkovy ugebnice ,,Algebra, ¢ili poctafstvi obecn&*
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c) z predeslého plyne Sinx = ++1- Cos*x a Cosx = +\/1-Sin’x a odtud plyne, Ze
jak Sinx tak i Cosx vidy <1 byti musi
d) protoze mdme zavedeno e” = Cosx +iSinx, zavedeme i e” = Cosy +iSiny a odtud
pro soudin dostavame e" -e” =™ =(Cosx +iSinx)-(Cosy +iSiny), coz po
rozndsobeni a rozdéleni na realnou a imaginarni slozku  dava
'Y = CosxCosy — SinxSiny + i(SinxCosy + CosxSiny) . Odtud uz dostavame
VZOrce: Sin(x + y) = SinxCosy + CosxSiny ;
Cos(x + y) = CosxCosy — SinxSiny .
S vyuzitim pravidla @) uvedeného na piedchozi strané a pfi dosazeni (-y)
dostavame: Sin(x — y) = SinxCosy — CosxSiny
Cos(x — y) = CosxCosy + SinxSiny .
e) s vyuzitim pfedchoziho sou¢tového vzorce dosazenim x za y dostaneme
Sin2x = 2SinxCos x

e
Cos2x = Cos*x - Sin’x

f) zvolime né&jaky uhel ¢ , pro n€jz plati Sing = i(\/g S ) a nalezneme pomoci

pravidla ¢) uvedeného vyse Cosg = Z(\B A ) ) Odtud pak vyuzitim pravidel pro

dvojnasobny uhel a sou¢tového pravidla dostaneme:

Sinbp =1; Cos6p =0
Sinl2¢ =0 ; Cosl12¢ = -1
Sin24¢ = Sin0 =0 ; Cos24¢p = Cos0 = 1
Iyto a svrchu udané viastnosti funkci Sin x, Cos x okazuji, Ze iikony ty zde to samé znamenaji,

co v trigonomelrii, takze napotom 24 souhlas s 360 cili ¢ s 15ti Stupni; protoz budeme i

misto Sin x, Cos x moci pouze sin x a cos x psdti.
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Srovnanim pravé odvozenych pravidel s pravidly odvozenymi v trigonometrii
(pfesnéji jde o shodu pravidel v obou zminovanych piipadech) vyvozuje Simerka zavedeni

sinx a cosx pomoci formuli (2.24.) a (2.25.). Bylo by vhodné doplnit, jak se nam podari ze

1
Sing = (\[g - \/5) pomoci  Cosx =+y1-Sin’x ur€it hodnotu Cos¢ = Z(x/g + \/5)

1
4
s y g , . 2-43 :
Ackoliv je zde pfimo navrzen postup (vedl by k vysledku Cos x = 2 ), nalezeni tvaru

Cosp = %(\/E + \/5) vychazi z vyuziti (a+b)a—b)=a’ —b’. Nabizi se dale otazka, proc

byla zvolena velikost uhlu ¢ pravé 15°. Ziejmé se jedna o umyslné zvolenou velikost thlu
tak, aby se jeho sinus a kosinus dal vyjadfit vhodnymi ¢isly.

Citujme jesté jednou Vaclava Simerku tak, jak uvadi v pozndamce k pravé probrané

¢asti kapitoly ,,Ukony trigonometrické® ([20], str. 17):
, Rovnice 8., 9., 10., 11. (formule uvedené v d) ) jakoz i véty tuto co jejich nasledek uvedené
nejsou, ac o nich téz trigonometrie jedna, zde zbytecné umistény. V trigonomeltrii nelze je totiz
viplné jich obecnosti provésti, jelikoz tam x, y pouze za kladné plati a x+ y(90° neb
nanejvys =90° jest. Za to vsak zde pouzito pomysiného, jehoz se posud mnozi algebraisté stiti;
avsak velicina i = -1 slouzi tuto Jen ku zkraceni ditkazu, jez i bez ni ovsem Ze dosti obtizné
provést lze ™.

Uvedena citace ukazuje, s ¢im se potykali mnozi matematici ve vztahu ke svému
odbornému okoli. Zavadéni novych metod (nemluvé o novych tématech v matematice) vzdy
narazelo na nedtivéru nebo dokonce neochotu (v nasem piipadé se néktefi algebraisté ,.Stiti
komplexnich ¢isel a to uz se ve vySsi matematice pouzivaly témer 100 let).

Dalsi kapitola navazuje na vypocty sthlem ¢. Nejprve je zde zaveden pojem

,dopliikové thly*, coz jsou dva uhly, kde sinus jednoho je roven kosinu druhého a jejichz

soucet dava % (Simerka uvadi 6¢). Pro dopliikovy tihel a pak evidentné plati:

ol o T
sinf ——a |=cosa )jakoZzi cos| ——a
(2 ) [2 ]
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Opét podobnym zpusobem jako pii vypoctu s uhlem ¢ ukazuje Simerka (s pouZitim

vzorcl pro souéty a rozdily argumentu sinfl a kosinti a vztahu pro dopliikové thly) jejich

T X 15
vzdjemné vztahy postupné pro —*a;7ta,27 +a, 47 +a aztoho obecn€ vyvozuje:

sin(27rr+a)=sina , cos(27t +a): cosa 2219

pro jakékoliv celé &islo t. Timto zpusobem se zde uvadi dalsi vlastnost goniometrickych

funkci sinus a kosinus — periodiénost s periodou 27 (Simerka nemluvi o periodi¢nosti a

periodg, ale pouziva pojem ,,model obloukt 27).

V tomto odstavei si ukazeme dva zajimavé vysledky, logaritmy zapornych ¢isel a tvar

&isla i' ([20], str. 17). Nejprve si zvolime ve vztahu (2.27.) za a = % a dostaneme

sin[Z:rH£ = ;cos[2xt+£] ={0l.
2 2

. AT T T Z(41+1) Lo
Vezmeme-li vrovnici (2.26.) x= [2:” +E] = 5(4.? + 1), dostaneme e’ —04lr=1}
Kdyz potom uvedenou rovnost logaritmujeme, dostaneme

%wm

(2 =1

%(ZH +1) = Aoy~/-1

in 1

—(@+1)=—Aoy(-1

> (41 +1) > sl

Odtud potom Simerka vyvozuje vztah
Aoy(=M) = AoyM +in(4t +1) (2:28.),

auvadi: ,, Logaritmy velic¢in zapornych jsou cisla preZita*.

A o g i 1 o
Neni zfejmé, jak se ze vztahu ?(4r +1) = Eioy(~1) dostal Simerka k vyrazu (2.28.).

Pravdépodobné, jak uz bylo nékolikrat ukazano, rozsifil Simerka odvozeni pro ioy\/—_l na
odmocninu z jakéhokoliv zaporného ¢isla aniz by cokoliv dokazal. Piedpokladame, 7e
zobecnéni bylo provedeno intuitivné a pomoci znalosti z ptedchazejici uéebnice, jejiz je nas
Pridavkem® dodatkem (neni tady dokonce ani zadny dikaz naznaden, neni zde zadné
odvoléani na latku dfive probranou). Dikaz uvedeného by studenti mohli provést asi pies
komplexni ¢isla, respektive pfes jejich exponencidlni tvar (vzhledem k tomu, Zze komplexni
Cisla byla tehdy novinkou a néktefi algebraisté se jich dokonce ,»Stitili, je nase Givaha pouze

dohad). Dokazme si tedy nyni platnost vztahu (2.28.).
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Nejprve si vyjadiime v~ M jako komplexni &islo v goniometrickém tvaru a nasledné
v exponencialnim tvaru (viz obr.2.2.).
p=n,tedy - M = M[cos(:r + 2tr)+isin(r + 2m)] pro teZ

a odtud s pouziti Moivreovy véty

ﬁ+2mJ

v-M = m[cos :r+22r;r +isinZ +22mj =M *e’( 2 ) =M *e?{zm) = M # ™)

Budeme-li uvedenou rovnost logaritmovat, dostane téméf Simerktv vztah (u nas vychazeji

vSechny liché nasobky iz, v ,,PFidavku* jen ob liché nasobky iz ).

‘\/—M = \/M *e.-Jr{EHI)
InvV-M =InvVM x¢™C?"*D

1 1

“1 ___M ="ln M* im(2t+1)
JIn(-M) = JIn(M + ")

lln(—M) = llnM 0 llne”’(z””
2 2 2

In(-M) = InM +irx(2t +1)
Divod, pro¢ se v koncovém vztahu lidime v nasobcich, bude pravdépodobné, Zze pro Simerku

je kofenem +/—1 pouze i, nikoliv #.

AN imaginarni osa
, i > realna osa
-M
Qbr. 2.2,

Neni bez zajimavosti, Ze je zde sice nepiimo zminén jeden z nejzajimavéjsich vztaht
matematiky ¢ +1= 0, ktery vychazi uz z Eulerem znamym a Gaussem dokézanym fesenim

rovnice x°+ /=0 mimo obor realnych &isel®. Hleddme-li feseni uvedené rovnice, dostivame se

ke vztahu x=++/—1, ktery jsme jiz vySe zminili.

°Jiz dvakrat jsme se zminili o zvla§tnim vztahu ke komplexnim ¢islim a nyni tak u¢inime naposledy, kdy jen pro
posouzeni pozice komplexnich ¢isel uvadime,ze takovy matematik, jako byl Leibniz, je nazval ,kiizenci mezi

bytim a nebytim*
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Ukame si nyni vypodet &isla i' tak, jak je uveden v ,,Pridavku®. VyuZijeme vysledku

ziskaném v piedchozim odstavei.

Postavme i'=u, bude Aoyu=iAoyi a ponévadi Aoyi= AoyN-1 ——-—-(4r+l) obdrzime

-2 () i e
Aoyu = ——(4t +8) fedyu=i =¢* , at'jiz t jakékoli celé cislo jest

o . /1
Opét by se nas vysledek lisil pouze v ndsobku ——.

V oddile 18. jsou zavedeny dalsi goniometrické funkce

COS 2 1
1gx= ;cotx =— PSECX = jcosecy —— g
COSXx Sin x COSX sinx

Pro funkci tg x se odvozuji vztahy pro soucet a rozdil argumentti a pro dvojnasobny argument.

. o : sin x
Odvozeni se provadi dosazenim rgx =
cosXx

a pouzitim dfive uvedenych vzorct pro sinx a.

cosx. Poznamenejme, Ze tehdej$i oznaceni cotxje shodné s dneSnim cotgx. V dalSim

oddile jsou zavedeny inversni funkce ke vSem uvedenym goniometrickym funkcim
(cyklometrické funkce).

V poslednich dvou ¢astech jsou odvozeny diferencialy nékterych goniometrickych
funkei a je ukazan i jejich vypocet. Ukazme si je ([20], str. 21):
Diferencujeme-li vztahy (2.24.) a (2.25.) obdrzime

Ssinx = (1 —%!x2 il _l!x".....)&c,
b s I
§cosx=—(x—§!x e —=—Ix". ),
z cehoz jde
dsinx = cosx & (2.29)

O COSX = —sin x Ox (2.30.)

Ten samy vysledek poddvd i diferencovdni rovnice (2.26.). Ddle Jde z clanku predesiého

sinx  cosx & sinx — si ( 2 o )cir
dgx =6 - sinxdcosx _ (cos’ x +sin’ x
COSXx coszx

2
Cos Xx

.

e (231
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sin x o
rozsifen cosxa pak byl

Pro plné porozuméni tpravy dodejme, Ze nejprve byl vyraz
COS X

v ¢itateli pouzit vztah pro soucin diferencialti z prvni kapitoly. Dali upravy jsou ziejme.

Ddle pak Scotx = 5255 — _ sin’ bl 28 x)‘&, tedy
Sin x SIn” x
ocotx =— &: (2:32))
Sin- x

Podobnym zplsobem, tedy s pomoci vztahii odvozenych v predeslych kapitolach jsou zde

ukazany formule pro vypocty diferenciali cyklometrickych funkei a to proarcsinx, arccosx

a pro arctg x Ukazme si pro ilustraci vypocet diferencialu napriklad arcsin x :

: : ox
Je-lisiny =x, budecosy-dy=0 a cosy= ‘\/1-‘511'12 = \/l—x"! , tedy Oy = A
1-x
protoZe arcsinx =y bude
o arcsinx = & {2.33.).
v1-x’
Z dalsich  diferenciald  jsou v této  Casti odvozeny jest¢ dva. Nejprve
ologsinx = £ (_S'Slnx =H cc?sx o a odtud pak dostaneme
sin x sin x
dlogsinx = u-cotx-dx (2.34.).

pooigx  p-dx _ pedx
1gx tgx-cos’ x sinxcosx

Podobné odvodime i1 & logtgx = a s pouzitim vztahu pro

sinus dvojnasobného thlu sin2x = 2sin x cos x dostaneme

2u -0
sin 2x

Ologtgx = (235 )

Posledni ¢ast celé kapitoly se zabyva vypoctem cyklometrickych funkei rozvojem pies
Mac-Laurinovu fadu. Opét je ukdzdn pouze rozvoj funkei arcsinx a arctgx, kdy se
predpoklada, ze zbyvajici cyklometrické funkce si student odvodi sam. Piislu$ny vypocet je
ukazan na konkrétnich piikladech (x vyjde v radianech).

Tak, jako v pfedchozich kapitolach, shrneme vSe vyse probrané. Cela kapitola, tak jak
jeji nazev napovida, se zabyva goniometrickymi a cyklometrickymi funkcemi. Dochazi
k rozsifeni pole pusobnosti téchto funkci z trigonometrie do dalSich ¢asti matematiky. Za
zvlastni zminku stoji urcité aplikace komplexnich ¢isel pro zavedeni sinu a kosinu proménné

i
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3.2.4. Taylorova poucka

Ctvrta kapitola pojednavéa o Taylorové fad¢. Jak Vaclav Simerka uvadi: ,, Poucka tato
se nazyvd dle svého ndlezce Taylor'ovou, jest pak jedna z nejduleZi j§i
differencialném™ ([20]; str. 24). O¢ekavali bychom, uz pro jeji zminénou dulezitost, ze zde
najdeme jeji odvozeni i s dikazem, Ze se objevi i jeji geometricky vyznam, ale neni tomu tak.

Podobng, jako v kapitole 3.2.2. (,,Promériovani iikonii v Fady™), je zde uvedeno odvozeni se
0
zanedbanim zbytku fady a nasleduji aplikace uvedené fady. Jde o vypocty Cisel ve tvaru 0’

vypodet maxim a minim funkce a vypocet rovnic vyssich nez kvadratickych fadu, specialné
pak kubickych rovnic.

Ukazme si nejprve odvozeni Taylorovy fady uvedené v nasich ucebnicich ([11],
str.124) a nasledné v ,,Pridavku‘.

Vyjdeme ze stejné uvahy, jako pfi zavedeni diferencidlu na str, 24 této prace. Né&jakou
slozit&jsi funkei f(x) v nejbliz§im okoli bodu ¢ nebudeme nahrazovat pouze linearni funkei,
tedy f(x)=4,+4(x-c), ale obecnym polynomem nejvyse stupné n ve tvaruP,(x).
Prislusny ,,nahradni* polynom, ktery se nejlépe pfimyka v nejbliZsim okoli bodu ¢ k pavodni
funkci f(x) ma tvar

P(x)=A + A(x~c)+ 4, (x—c) +...+ A (x—c)".
Odtud tedy pro pivodni funkci f(x) plati vztah
fx)=B(x)+r, (x)=4,+ A=)+ A (x—c) +...+ 4,(x—c)" +71,,,(x),
kde 7, (x) je chyba, kterou udéléme, nahradime-li funkci 7(x) hodnotou P (x) (viz
obr.2.3.). Chyba by méla byt co nejmensi. Tento pozadavek vyjadiime podminkou

1 rri+l(x)
l‘fﬁ——(x_c),. =9, (2.36.)

]
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Myslenka , ktera se za podminkou (2.36.) skryvd, je pIné srozumitelna, uvédomime-li
si, jaka je vzajemna velikost funkénich hodnot funkei 1;(x —c¢);(x —¢)’;....(x—¢)" v okoli
bodu ¢. Je-li jx —c’ <1, pak se absolutni hodnoty mocnin (x—c)* se vzristajicim k zmen3uji.

Uzijeme-li proto vech mocnin az do n-té, pak by mohlo byt docela dobfe mozné, Ze pfi

vhodné zvolenych konstantach A4, 4,, ...4, bude rozdil f(x)-P,(x)=r,, (x) mensi nez

posledni pouzita mocnina, kterou je (x —c¢)", a ktera je ze viech pouzitych mocnin v blizkosti
bodu ¢ skute¢né nejmensi. UkaZme si, Ze konstanty A, A, ...A, jsou podminkou (2.36.)
jednoznaéné urCeny.

Necht existuje n-ta derivace f")(c), kone¢na. Pak existuje pravé jeden polynom P, , tj.
konstanty Ag, A}, ...A,, ze funkce r,.;(x) spliiuje podminku (2.2.4.1.). Konstanty, které jsou

tedy jednoznac¢né urceny, jsou rovny

A4, = f(c); 4 = m;AZ = '_fi(ﬂ;...;An = f[ﬂ)(c) .

I! 2! n!
Pokra¢ujme dale diikazem Taylorovy véty ([8],str. 126).
Dikaz si ukazeme pro polynom stupné n=2. Funkce by vtomto pfipadé byla

nahrazena polynomem P (x) = 4, + 4,(x—c)+ A4,(x—c)*, tedy podminka (2.36.) mé tvar

llm ?‘3(JC) :_llmf(x)_AU _Ai(x_c)_Az(x_C)z _
x—c (x—C)Z x=¢ (x_c)z

f(e)— 4
0

0. (237

Dosadime-li x =c¢, dostaneme zlomek . Pokud by 4, # f(c), byly by limita

(2.37.) nevlastni. Jelikoz ale ma byti nulovéa, musi byt 4, = f(c). Dosadime-li tedy opét do té

e " v . . 2
samé limity, dostaneme lim RGP AC) (A'(x )f) il
X=*C x-—-.c

=0. Odtud znovu po

0 Py . :
dosazeni za x=c dostaneme tvar e Na limitu tohoto tvaru mtizeme pouzit I'Hospitalovo

pravidlo. Dostaneme pak

P fl(x)— 4 -24,(x~c) :
x->¢ Ax—r)

(2.38.)
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f'(c)- 4,

Existuje-li tato limita, musi byt rovna nule. Dosadime-li x =c, dostaneme - 5 A

opét: bylo-li by 4, # f'(c), byla by limita (2.38.) nevlastni a protoze musi byt nulova, musi
byt 4, = f'(c). Dosadime-li za 4, do (2.38.), budeme mit

e B G0, (2.39.)
x—¢ 2(x-c)

0 . . O W o w F
Dosadime-li x =c, dostaneme zlomek 5 Na limitu tohoto tvaru muzeme op€t pouzit

I'Hospitalovo pravidlo. Dostaneme pak

If =
i)~ 24, (2.40.)
x> 2N
Existuje-li tato limita, musi byt rovna nule, nebot” pfedchozi vyrazy musi mit tutéz limitu a o
" (c)-24,

(2.37.) vime, Ze mé byt nulova. Dosadime-li v (2.40.) x =c, dostaneme lim- >
Tato limita bude nulova jen v piipadé, kdyz 4, = f2 . Tak jsme zjistili, Ze plati-li (2.37.),

, k=0, 1, 2. Tim je Gvodni tvrzeni pro n=2 dokazané. Nyni uz

T
!

plati nutné 4, =

muzeme zformulovat ,, Taylorovu vétu*:

Necht existuje f”(c), kone¢na. Definujeme-li funkci r,,,(x) predpisem

17 (n)
T,,(x)-f(c)+”)( a9+ LDt s L0 . @
n
pak plati
Ilm rnrl(x) =t
x—c (X s C)”

Je tieba si uvédomit, ze vhodnou aproximaci funkce 7T, (x) Taylorovym polynomem

provadime v nejbliz§im okoli bodu c. (pfislusna ,,nahradni* funkce neaproximuje puvodni

funkci na jejim celém definiénim oboru, ale jen v nejbliz§im okoli bodu c). Pro plné
porozumeéni Taylorovy fady si zde ukaZme napiiklad funkci f(x)=+1+x, kterou si

nahradime v bodé c¢=0 postupné polynomem stupném 1,2.3 (tuto funkci jsme pouzivali

v kapitole 3.2.2. | Proménovani iikonii v Fady”). Dostaneme tak nasledujici Taylorovy

polynomy:
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i B L RS A e obr. 2.4
£yt
T2=14—==— . riiiiirinenns obr. 2.5
8
Toaar i
T3=1l4———4—. . . iiiinu obr.2.6
28016

7 = V(1 + =)

Obr.2.4.

Obr.2.5.
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Obr.2.6.

‘.-a-n

Obr.2.7.

Nyni se vénujme zavedeni Taylorovy fady tak, jak je uvedeno v ,,Pridavku* ([20], str. 23).
Kazdou  funkci proménné x miiZeme naznaciti rovnici  fx = Ax" + Bx" + Cx“....
Dosadime-li sem x+h misto x, bude f(x+h)=A(x+h)"+B(x+h)’ +C(x+h)...a

vyvineme-li dvoucleny (x+h)*,(x + h)’,(x + h),atd. objevi se

Jx+h) = Ax° + adx""'h + [;JAJC"'EK +[§]Ax"_3h3 atd

b
Bx" + bBx""'h + [2J3x”'2h2 + {zJBx“E atd.

Cx® +cCx'h+ [;}Cx"zh2 + (;JCxHhs atd.

atd. atd. atd. atd. atd. 1
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V obrazci tomto jest viak prvai sloupec = fx, na druhém snadno poznati, Ze jest =hf'x,

v o v - h2 2 T = 1 3 3 N o ’ ’ )
podobné jest treti = —2—f X ety = E!h f’x atd., protoz obdriime po dosazeni vyrazu
téchto

2 3 4
f(x+h)y= fi+hf'x+ %f?‘x-r%fjx +%f“x atd. atd. (2.42)

Je zde pripomenuto, ze dosazenim za x =0 a h =y dostaneme Mac-Laurinovu fadu.

Viimnéme si, Ze zde poprvé vkoncovém tvaru uvadi Simerka oznaceni faktorialu ve
jmenovateli a ne vedle zlomku, tak jak tomu bylo v piedeslych situacich. Zde by totiz mohl
vzniknout mylny dojem, Ze je tieba vypocitat i faktoridl h(v pfedchozich pfipadech se
faktorial psal za zlomek s ¢itatelem rovnym 1). Porovnejme nyni nejen postup odvozeni, ale i
kone¢ny tvar posuzované fady. Rozdily v odvozeni jsou patrné. V prvnim pripadé jsme se
zaméfili na nalezeni tvara konstant Ay, 4y, ...A,, zatimco v ,.Pridavku* , jako uz po nékolikaté,
jde o intuitivni odvozeni, kdy ze shody nékolika prvnich ¢leni je vyvozen obecny zavér. Na
prvni pohled se zda, ze v Simerkou ukazané Taylorové fadé jsou Castecné jiné ¢leny, nez
v (2.41.). Vzhledem k tomu, zZe jde o tutéz fadu, méli by se libovolné ¢leny ,.tehdy* a ,,nyni*
sobé rovnat. Porovnejme je tedy. Nejprve je uvedena fada z ,,Pridavku™ (2.42.) a pak fada
(2.41.):

2 3 4
f(x+h)=ﬁc+hflx+%flx+%f3x+%f4xatd.atd.

+ rn+l(x)

a f(x)=f(c)+£1€l(x—c)+i2(f'l(x—c)2+...+

/)
It !

n

hm rm—l(x) :0
x—=c (x = c)"

s podminkou

Da se celkem snadno odhadnout, Ze rozvoj funkce se provadi v okoli bodu x (v nasem
piipadé v okoli bodu c¢), tedy A= f(c);f'x=f"(c);f’x=f"(c) atd. Zbyva objasnit
h=(x-c). Podle poznamky o Mac-Laurinové fad¢, kdy x=0 a A=y, nahrazujeme A
funkénim vztahem pro y. Dvojclen (x—c) popisuje blizké okoli bodu ¢, vyraz h
pravdépodobné znamend funkci proménné x popisujici priristek funkce v okoli bodu x, tedy
to samé. Obé fady tedy popisuji totéZ (coz jsme predpokladali). Je tieba jesté upozornit na
chybu v zapisu, respektive v rozvoji fady do sloupcti chybi znaménko poéetniho tikonu mezi

jednotlivymi fadky (chybi doplnéni ,.+%).
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Z aplikaci Taylorovy fady (neuvaZujeme aplikace Mac-Laurinovoy fady uvedené
i . 0
v kapitole 3.2.2. ,Proménovadni ikoni v Fady™) jsou zde uvedeny vypocty zlomku tvaru = a

dikkazy urovani maxim a minim funkce. Malou Cast fady (pfi zanedbani clent

4
5 & 3x;%f 'y a vySSich) pak vyuziva k vypoétim algebraickych rovnic vyssich

h2
2

3
fzx;h

0
tada. Vénujme se nyni vypoétu &iselnych hodnot vyrazii vedoucich ke tvarua ([20], str. 24 a

23).

: ; 0
Hledame feseni podilu funkef 0 pii pouziti x = a, které vede ke tvaru o LS =—.
o ga 0
Obe funkce rozvineme na Taylorovu fadu
1 1
1 2 p2 3.3
) : fx+hf x+5!h i x+§!h f'x+atd.
p(x+ h)

1 1
ox+ho'x + —2—!h2¢12x + §!h3¢33x +atd.
apfi x =a: fa = pa =0 a pii zkraceni vyrazu proménnou 4 dostavame

| 1 2 1 2 r3
fla+h) fa+5!hf a+§!h fla+atd.

pla+h)

2

1
¢'a+ E!hqoza + %!hzqo"a +atd.

z ¢ehoz pii h=0 dostavame
Ja- /g
pa  ¢pla
Déle pak podobné, bylo-li by f'a = ¢'a = 0, mizeme stejnym postupem dojit k
Y 1
pa  ¢’a
a opét, pokud by bylo f'a=¢@'a =0, dostaneme

E = 'f;a atd.

pa @a

Situsci., kdy 2= =22 =2 yoiestne oievod fedchazejic
: S y ¢ prevodem na pfedchézejici tvar vydélenim ¢itatele i

jmenovatele soucinem fa - ga.
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Pak tedy
1
RV L AR S
o @a o _] 0
fa

ReSeni vyrazu ve tvaru 7 Jsme si ukazali vyse.

258 o0 g ) e e
Podil E nebo — nema smysl, mizeme se s nim setkat v pfipadé vypoctu limity
(v o]

fx

funkce. Je otazka, z jakého divodu ji zde Simerka uvadi. Kazdopadné limitu funkce ~— .,
ox

S e 0 0 . ; :
ktera pfi x —> a dava tvar it eventualné —, dnes feSime tzv. I'Hospitalovym prav1dlem7.
o0

Toto pravidlo zni:

Necht' funkce f(x),g(x)maji derivaci v prstencovém okoli bodu a€ R a necht

lim f(x)=limg(x) =0 nebo limlf(x)[=lim[g(x)‘=+oo. Existuje-li limita (vlastni ¢i

fi(n) J(x)

nevlastni) lim=———, potom existuje i limita lim=—— a plati rovnost
x=a g (x) x—a g(x)
!
lim&)- = lim& (2.43.)

=ag(x) *eg/(x)

Je ziejmé, ze ob¢ pravidla jsou v podstaté shodna, tedy pokud nelze vypoéitat podil
dvou funkci v konkrétnim bodé a (vyjde ném-gnebof), pak lze obé funkce derivovat
(s8]

respektive diferencovat, a to i opakované, dokud nelze podil obou funkei vypoéitat. Rozdil je
samoziejmé v pouziti limity. Dodejme jen, ze v celém ,,Pridavku* neni pouzita ani jedna
limita, a¢koliv pravé limita je dnes jednim ze zékladnich pojmi diferencialniho poétu.

Dalsi oddil se nazyva , Nejvétsi a nejmensi hodnoty iikoni (Maxima et minima) .
Maximum a minimum se zde zavadi pro jakoukoliv funkci f(x)pii x =a a pro jakékoliv
velmi malé h jako f(a), které spliiuje nerovnosti

f(a—h)< fa> f(a+h)... pro maximum

J(a=h)> fa< f(a+h)... pro minimum

7 Je pojmenovano po francouzském matematiku G.F.de I'Hospitalovi, ktery se zaslouzil v roce 1696 o jeho

publikovani, ackoliv jeho skute¢nym autorem byl Svycarsky matematik Johann Bernoulli
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K uréeni lokalnich extrémil (maxim a minim) se zde uvadi dnes bézné uzivané pravidlo([20],
str. 27):
Postavime-li f'x =0 ¢ili dfx =0, a dosadime napotom hodnotu nezndmé x = a z rovnice (¢
nalezenou do daného tikonu, stavd se fa maximum, je-li f’a zaporné, minimum, je-li f ‘a
kladné.

Diikaz uvedeného pravidla se provadi opét pres Taylorovu fadu, ukazme si jej:

f(x+h)=ﬁf+hf'x+ fx+h fx+——f x atd. atd.

I 4
f(x—=h)= fx- hfx+ f x———'f3x+%f4xatd.atd.

n’ : af Al Uk,
(v ,,Pridavku” je v rozvoji f(x —h) u Clenu gf}x znaménko ,,+, ackoliv ma byt a bylo jiz

diive pouzito ,,-, jde o chybu). Pokud vezmeme 4 velmi malé, mizeme ¢leny s W a vyssi
zanedbat. Obé fady pak maji tvar f(x+h) = fi+hf'x a f(x—h)= fx—hf'x. Bylo-li by h
kladné i f'x kladné, pak f(x—h)< fx < f(x+h)f Pokud by bylo f'x zaporné, pak
f(x—h)> fx> f(x+h). V téchto ptipadech nemuze ale nastat ani minimum, ani maximum.
A odtud: ,Md-li se fx nejvétsim neb nejmensim stdti, f'x ani kladné ani zdporné byti
nesmi, coz pouze pri f'x =0 ¢ili dfx =0 mozno jest. "
Dale postupujeme tak, 7e zpodminky f'x=0 nalezneme takové a=x, které

podminku spliuje. Dosadime-li do uvodnich fad a za pfedpokladu prvni derivace nulové

dostaneme

f(a+h)—fa:%fza —f a+h f'aatd. atd.

f(a'—)‘1)~)?1—'L"—l)r21:1—h—3)“3 +h4 ‘aatd. atd
: : - 3 a 4!faat .atd. .

2
e Ly 3 g

A vezmeme-li opét s tak malé, ze ¢leny s 4 a vys§i zmizi (Simerka uvadi, Ze ¢len L fla
!

ostatni cleny pfevySuje), dostaneme pfi f’a zaporné nerovnost fla=h)< fa> f(a+h),

tedy faje maximum. Bude-li f’a kladné, dostaneme f(a - h) > fu < fla+h), tedy fa je

minimum. Tim je pravidlo dokazano.
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Za nekterymi odstavei piislusnych kapitol jsou umistény piiklady na procvicovani. Jiz
diive jsme si nékteré Glohy, respektive jejich feseni ukdzali. Uved'me zde na ukazku dalsi
alohu

Kupec jeden veze a korcii obili do ciziny, naléza pak, Ze kazdym dnem, o néjZ ddle
jede, na korci b zl. ziskda. Dovoz stoji viak prvni den c zl., a v kazdém z nasledujicich dnit o d

zl. vice, nez den predtim. Jak daleko bude moci obili to vézt, by co mozno nejvic vydélal?

Je-li x pocet dni, bude zisk obndseti abx zl., dovoz ale stoji za onéch x dni
c+(c+d)+(c+2d)+...+[c+(x-1)d]= %[2c+(x-l)d],
protoZ ma cistého zisku
X
fx = abx - E[2c +(x-1)d],

kteryzto vyraz se stava maximum pri

1
Je-li a=100, b= = c=21, d=2, jest x=15, a cisty uZitek f15=225 zl., kdez pouze f16 pouze 224

zl. obndsi.

Posledni dva oddily této kapitoly se zabyvaji dalsi aplikaci Taylorovy rady, a
to feSenim ,, kazdé urcité rovnice o jedné neznamé, v niZto pouze zvlastni cisla prichdzeji*
([20], str. 30) a feSenim rovnic tfetitho stupné o jedné neznamé pomoci tzv. Kardanovy
formule.

Tato formule je zde odvozena pro rovnici y3+Ay2+By+C =0 pomoci substituce

A i : o
y=x- = a nasledné vhodnymi upravami dostavame pro x vztah

X = —“i/%(bwtc) ~3\/%(b—c) :

2 3 3
a:B_i—;b=2A —lAB+C;c= bz+j4-£—.
3 efts 3 27

kde

Zpusob odvozeni zde uvadét nebudeme, nebot’ to pfimo nesouvisi s tématem této

i |
prace. Jen podotknéme, ze pokud by a <0 a ziroven by b%%, tak by ¢ vyslo jako
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A [ I
komplexni &islo. Pro uréeni x bychom pak museli ¢leny 3 E(b +c) a } E(b — ¢) rozvinout na

binomickou fadu (zde je pravé zminhovana aplikace Taylorovy fady), coz je casto velmi
obtizné.*

Reseni ,, urcité rovnice o jedné neznamé, v nizto pouze zvlasini Cisla prichazeji”si
ukazeme na jedné ze ti uloh zde uvedenych. Vypodet rovnic tohoto typu oznacuje Simerka
ptimo ,, makdnim, jemuz se viibec pri vyssich rovnicich vyhnouti nelze . Okomentujme postup
pro feSeni rovnice 6x' —13x’ +2x* +8x-9=0.

1. Rovnici nahradime funkci a vypocteme funkéni hodnoty tak, abychom se co nejvice
piiblizili tvaru f(x) =0 (praseciky funkce f(x)=0 s osou x je feSenim rovnice)
f0=-9; f1=-6; f2=+7;, f1,5=-6; f18=-0,9504; f19=2,4456

2. Vyuzijeme Simeckav tvar Tayloriiva rozvoje

% 3 4
f(x+h)=_;Sc+hf‘x+%_f'2x+};—‘f"xjt%f"xatd.atd.,

2 3 4

kdy ¢leny g_f'zx;ﬂ:ﬁf 3x;—4—! f*xatd.atd. jako velmi malé neuvazujeme, dostaneme za

predpokladu, ze f(x+h)=0 atedy 0= fx+hf'x pro h vztah

et
i

Vypoctéme si jesté f'x = 24x’ —39x” +4x +8. Nyni bude dalsi vypodet ziejmy:
f18=28808 atedy h=033, pak
f1.833=0,054107, £'1,833 =32,104566, h =-0,001685

/1831315 =0,00015767, f'1,831315=31,9313794, h = -0,00000494
f1,83131006 = -0,00000038
a tedy

x =183131006

R % r
Simerka uvadi, Ze se tento tvar nazyvi ,casus irreducibilis*, tedy ,,pad nezvodny* ([20], str. 33)
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Na zévér této kapitoly shrneme vyse uvedené. Vaclav Simerka na adresu Taylorovy
fady sam uvadi: ,,Poucka tato jest pak jedna z nejdilezitéjsich v poctu differencialném*
([20]; str. 24) a ukazuje zde i celkem Sirokou aplikaci této poucky. Ackoliv se zde poprvé
v ,Pridavku* objevuje diikaz jedné z vét, neni to dikaz véty Taylorovy, ktery bychom pro

jeji dulezitost ocekavali. Misto dikazu je zde opét odvozeni na zakladé zanedbani

nékterych casti rady.
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3.2.5. Zaklady poctu integralného

Piedposledni kapitola ,,P¥idavku® je zcela vénovéna zavedeni integralu jako ,,uvadéni

nekonecné malych velicin na konecné . Symbol pro integrovéni (celeni) je bran jako znak

pro sumu I . A protoze se zde integrovani a diferencovani povazuje za , vykony
protivné “(mysleno opatné operace) k diferencovani, 1ze psat J&z = z. Nejprve je ukazano

integrovani souétu funkci, pak je zminéno vytykani konstanty pied integrovani a nakonec
je uvedena nutnost piiddni do vysledku stalé veli¢iny c. Hodnota ¢ se urCuje , ze
zvlastiho kteréhosi padu, jejz obecny tikon v sobé obsahuje* (z po¢ate¢nich podminek).
Nasleduje zavedeni 23 vzorcl pro integrovani s tim, Ze vzorce pro integrovani jsou jen
obracenou formulaci vzorct pro diferencialy uvedené v diivéjSich kapitolach.

Z integracnich metod jsou pak v oddile 29 na konkrétnich pfikladech bez jakékoliv
obecnosti a odvozeni ukazany metody vypoctu pies rozklad na parcidlni zlomky a
nasledné i per-partes (ani jedna z téchto metod neni nijak pojmenovana, uvadi se jen, Ze
pokud bychom nevysta¢ili s 23 vzorci, Ize postupovat jesté takto). Ukazme si obé ulohy,

tak jak jsou uvedeny v ,,Pridavku* ([20], str. 38) .
= 2y x’ o : . :
Vypocet j(—,—)z' provedeme rozkladem uvedeného vyrazu na parcidlni zlomky tak,
x =1
abychom mobhli jednotlivé ¢asti integrovat.

Ponévadz (x* —1)* = (x—1)’(x+1)? , miizeme postaviti

2
X ! u v W

= +—+ - '
(P-1f b= x= (x+]} x4+l

cili
Tk 2 ;
X =1+ 2x+ D+ u(X +x* - x =)+ v(x? = 2x +1) + w(x’ - x? -x+1)
2 3
X*=UA+wW)x +(+u+v-w)x’ +H(2U-u-2v-Wx+t—-u+v+w.
Postavime-li ohledné urceni neznamych t,u,v,w

u+w=0;f+u+v—w=l;2t-uﬂ2v—w=0;r~u+v+w=0

I I 1
U=—V=— W= ——,
4 4

4

ucinime tim posledni rovnici zadost; pak jest t = L
4
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Z toho jde

x’ o 1 ox Ox X ox
I(F:F:Z ol IxH}

Dle horejsich formuli (jiz zminéné obracené vzorce pro diferencialy) nalezneme

J-d‘r lfﬁr 1

RN T R
pak dle dalsi formule
o ox
——— = Aoy(x-1), |—— = Aoy(x +1).
Sy = terts ) [y = Aer 4D
Protoz obdrzime
x 1[1 1 I Zx x+l]
e 8 i L aw(x ~ 1)V Aar(x+ 1) === o oy B
I(J.cz_ly AR R )] 4[x2—1 =1

Cely postup je plné srozumitelny, pfipomenme jen, Ze zapis Aoy odpovida oznaceni
prirozeného logaritmu. Vénujme se nyni okomentovani postupu pifi feSeni integralu

soucinu funkei ([20], str. 39).
Vypoctéme J\mz —x? * & . Vyuzijeme véty (2.4.), tedy &(tu) = udt + téu, odkud po
integraci obou stran dostaneme fu = Iu& + I{&l , ¢ili _[rc‘}u =tu — Iu&, coz je nami

pouZivany vzorec pii aplikaci metody per-partes. Simerka postupuje nasledovné:

XOx

Polozme &x=1du, tedy u=x; t= Na- =4 tedy ot = ——, pak obdrzime
a -x
x2&x

I&Jaz—xz —x\/a2~x2 +I
a—-x
2 2 2 2 2
’ Y X a —x a a e
Dile rozlozime —— = ——t —— =—Va’ - x* + ————, z &ehoz pii
a -x \/a -X \/a -x &= xt

pouziti dfive odvozenych vzorcu dostaneme

T
=—I&r\fa2—x2+a va* —=x* +a*arcsin= .
a

2
X0 2 X
Bt St S iR
R =
Dosadime-li pak do tivodniho zadani vypoc¢itané ¢asti ulohy, dostaneme

I&Jaz o I&xwlaz -x’ +a2arcsin£,
a
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7 ficteni |oxva® —x° & : ice a nasledné rozsifenim rovnice —
coz po pricteni be a’ —x* k obéma stranam rovnice a nasled :

dava vysledek
2
I&xq/az —xt = %\}al =% +-a§-arcsin£.
a

Domnivame se, e jako vzorové tloha na integral soucinu dvou funkci jde o velmi
obtizny piiklad. Na druhou stranu je ale pravda, Ze se Vv Piidavku® pied vypocty
poslednich dvou tloh pfimo uvadi : “Formule integralné svrchu uvedené vystaci ve velmi
mnoha pddech, a kde se to nestdvd, daji se z nich odvodit jiné, jez poZadavkim zadost
¢ini, a viak odvozovani takové poZaduje casto mnoho divtipu. Co se obycejnych potreb

tyce, posrac’ujicf jesté ndsledujici dodati* ([20], str. 38). A pak jsou uvedeny obé tlohy,

tedy I )Z Haz —x* *&x. Lze pochopit, ze tyto tlohy jsou jen ukazkou dalSich

metod feSeni.

V oddilech 30 a 31 je pak dale odvozena Newton-Leibnizova véta pro vypocet

b
ur¢itého integralu IFx-&z fb— fa. Vsimnéme si opa¢ného (nez jak je tomu dnes)

oznaCeni funkce a primitivni funkce. Diivodem je zavedeni integrace jako inversni
operace k diferencovani ([20], str. 41) a opét myslenka zanedbani souc¢inu diferencialq.
S ohledem na téma této prace, tedy na porovnani a okomentovani diferencialniho poétu
v soucasnych ucebnicich a v ,,Piidavku®, se nebudeme o této kapitole jiz vice rozepisovat.
Presto ale uvedeme jeden piiklad z mechaniky, ktery ukazuje feseni ulohy bez pouziti i s
pouzitim integralu ([20], str. 41-45). Tento neintegrilovy postup nazyva Simerka

wzakuklenou integraci*. Priklad zni:

Teleso kterési puzeno silami jakymis opisuje v ¢ase t primku s (stop) dlouhou, a
dosahuje na konci casu tohoto rychlosti v, tj. kdyby po uplynuti ¢asu t sily ony ucinkovati
prestaly, opisovalo by dané téleso v kazdé ndsledujici casové Jjednosti (sekundé) drdahu v
(stop) dlouhou. Jakd souvislost se naléza mezi velicinami témito. Jak tomu bude pri

kolmém vrhu doli.
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Nejprve jsou zde odvozeny vztahy srovnanim vySe uvedeného pohybu pfi velmi

malych zménach Casu, drahy a rychlosti (7+ dt;s+ ;v + v ) s pohybem rovnomerné

pfimo¢arym. Pfi zavedeni zrychleni (acceleratio, oznaeni ¢) dostaneme rovnice
popisujici vySe uvedeny pohyb a to
o5 = vot (2.44.)

oV = ot (2.45).
Pokracujme tedy konkrétnim feSenim pro kolmy vrh dolu.

Tak pri kolmém vrhu dolii v prostoru vzduchu prdazdnou roste rychlost v stejnych
dobach o tutéz veli¢inu, a sice u nds v kazdé sekundé o g=31,03 videnskych stop.
Ndsledkem toho dava rovnice druhda v = gét, tedy

v=c+tgt, (2.47.)
kdez konstanta ¢ pocdtecnou vrhem télesu sdélenou rychlost znamend. K tomu dava

rovnice prvni ¢ili & = (¢ + gt)ot , tedy
= ct+%gt2, (2.48.)

Kdez se Zadna konstanta nepripisuje, jelikoz z iikolu patrno, zZe prit = 0,s = 0 vziti tFeba.
Dopliime jen, Ze zrychleni dnes oznaCujeme a, nikoliv ¢. Podobné bychom
prirtstek rychlosti za 1 sekundu oznaceny g uvedli v jednotkach odpovidajicich zrychleni
a ne v délkové jednotce , kdy (,,v kazdé sekundé o g=31,03 videnskych stop™)’. Mize byt
trogku usmévné, Zze Véclav Simerka, a¢ jeden z pokraGovateli vlasteneckého profesora
Vydry, pouziva jednotku ,videniska stopa®, byt mohl pouzit ,Ceskou stopu® (1 Ceska
stopa=29,6 cm). Je samoziejmé mozné, ze ,,videnska stopa™ byla oficialni Skolni jednotka
(zakladni jednotky SI a jejich zavedeni do Skolskych ucebnic je otazkou az druhé poloviny

20. stoleti). Posledni pozndmka k uvedenému piikladu se tyka koncového tvaru hledanych

vztaht. Je ziejmé, ackoliv to zde neni uvedeno, Ze je-li ov = gor, pak v = I got =c+gt

2

1
Stejné tak z Os :(C+gf)& plyne §= I(C‘Fgf)& :’:f‘i"-’)—gf“.

%1 videfiské stopa, téZ strevic=31,6081 cm
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Ukazme si nyni feSeni bez pouZiti infinitezimalniho po¢tu. Nejprve si dobu pohybu

rozd&lime na velmi malé ¢asové intervaly 7, tedy 1 =nt. Bude-li po¢atecni rychlost ¢ a

poroste-li pfi kazdé zdob 7 pravé o % budou pro drdhu pii kolmém vrhu dol platit

vztahy
s>cr+(c+y)T+(c+2y)r totle+(r-1pk=4

a zaroven
s<(c+y)r+(c+2y)r+..+(c+ny)r=B

(na vysvétlenou uved'me, Ze pii malych ¢asovych tsecich 7 lze uvazovat uvedeny pohyb

za rovnomérny piimocary a protoze rychlost ¢ stale roste o y bude vztah B> 4, nebot’

(c+ny)t >et .

Pii roznasobeni a vhodné tipravé a pficnt = cr dostaneme fady 4 i B ve tvarech
n(n—1)

A=cnr+[0+1+2+...+(n—1)]yr=cl+ yT

a podobné

B=d+n(n+l) T

(opét na vysvétlenou, ¢len [0 +14+2+...+(n- ])] je aritmeticka fada pro jejiz soucet plati

nn—1)

vztah S, =g(a1+a,,)a po dosazeni za a, =0,a, =(n—1) dostaneme ).
Oznacime-li déle g jako pfiristek rychlosti za 1 sekundu, bude pro poméry piirastka

l . 1
rychlosti platit £ _ 2 aodiud y = gt dale pak ny = ngr = gr. Odtud obdrzime
Yoy 7

AZCI"F'I“P?E}/T—ln}/T‘Cf-Fl 7 1 1T
2 5 e g
B’—cr+1n2yr+lnyr ce‘+1 r3+1 t
e —_ — — _— e r
> 2 i
(pro plné pochopeni ukazme vyse uvedenou tpravu n’yr = ntgnt = (nt)’ g = gr?).
A d B lisi velmi : 7 i
se 0 151 velmi malou veli¢inou S gtt, kterou kdyZ vynechame , dostaneme vztahy

(2.46.) a (2.47.) bez pouziti integralniho po¢tu. Simerka zde na okomentovani tohoto
postupu uvadi ([20], str. 45): ,,Ostatné videti, Ze zde t tolik co & a ¥y co Ov znamenad.
PFiklad tento slouzi spolu k objasnéni vety, Ze integrovani nenti le¢ scitdani velicin, jez jsme

s§i nekonecné malymi ucinili .
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Této kapitole jsme se vénovali vyrazné méné, nez kterékoliv predtim. Divodem je, Ze

znalna Cast této kapitoly jen v obraceném poradi odvozuje vzorce pro integrovani ze

vztahu pro diferencial a i téma této kapitoly &asteéné vybocuje z tématu celé diplomové

prace.
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3.2.6. Upotrebeni po¢tu nekonec¢ného v geometrii

V tvodu posledni kapitoly citujme Simerku ([20], str. 46): ,, DuleZitost poctu
differencidlného okazuje se zvlasté v méfictvi, kdez jim mnozstvi ukolu dle stalych
pravidel Fesiti lze, coZ jinak bud  velmi nesnadno neb zcela nemozno jest". Tato
formulace ukazuje, jakou vaznost a potiebnost ziskaval diferencialni pocet na konci 19.
stoleti i ve vyuce uz na stiednich $kolach, nejenom na universitach a polytechnikach.
Aplikaci diferencialniho poétu je velké mnozstvi. ,,Pridavek™ se omezil pouze na vyuZiti v
geometrii, tedy vyjma mechanické tlohy v minulé kapitole se z fyzikdlnich aplikaci
diferencialniho poétu v ,.Pfidavku® neobjevuje nic. I geometrickych aplikaci je relativné
malo.

Tuto kapitolu 1ze rozdélit do tfi rozdilnych ¢asti. Prvni, nejkratsi a Gvodni, analyticky
popisuje bez odvozeni a geometrického vyznamu nékolik kiivek a to piimku, kruh,
parabolu, elipsu, hyperbolu a obycejnou cykloidu. Druhy, mensi (oddil 34), vyuziva
moznosti urCeni extrému funkci pomoci infinitezimalni poctu. Treti pak ukazuje sestaveni
rovnic pro te¢ny (tangencialy) a normaly, poloméry kiivosti a evoluty nékterych vyse
uvedenych kiivek. V poslednim oddile jsou pak ukazany k uvedenym ktivkam i vypocty
jejich oblouki a obsahti. Poznamenejme jesté, ze vSechny zde dale uvedené obrazky, tedy
obr. 2.8. az obr. 2.16. bez obr. 2.11., jsou obrazky uvedené v zavéru . Pridavku®.
Umyslng jsme ponechali pivodni oznadeni, i kdyz bychom asi dnes nékteré udaje
oznaCovali jinak a pfehlednéji. Vénujme se nyni prvni skuping, tedy analytickému

zavedeni zminovanych kiivek.

. Nemohouce zde obsirné o méFictvi zvlasté pak analytickém Jednati, musime hlavni
zdsady z ného co zndmé predpokldadati. * ([20], str. 46). Zavedeme tedy rovnici piimky
y=ax+b, (2.49.)
kde a udava tangentu thlu nad osou abscis (kladna poloosa x), b je ordinanta v poatku
(pfi x =0).
Dale zavedeme rovnici kruhu
(x-t)*+ (y-u)’ =1, (2.50.)

kde 1, u jsou koordinanty (soufadnice) stiedu a r je polomér kruhu.
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Pro stfedovou rovnici schodnice (elipsy) dostaneme

bz oy 2
yz :—z(a'—x“)_ (251)
a
kde a je vétsi a b je mensi poloosa. Jednoduchou tpravou (odstranit zavorku, pievést ¢len

s x na levou stranu rovnice a rovnici podélit °) bychom se dostali k nami pouzivanému

2 2

Vi ==+ B =1. VS§imnéme si, ze stfedova rovnice kruhu umoziuje volbu stfedu mimo

a
pocatek soustavy soufadnic, zatimco u elipsy je stied umistén do bodu [0;0]. Stejné tak je
tomu 1 u dalSich krivek.

Stredova rovnice rozchodnice (hyperboly) ma tvar

b2
y' = ?(x2 ~a’), (2.52.)

kde a,b jsou poloosy hyperboly.
Rovnice obycejné cykloidy maji tvar

x =r(p-sing); y = r(l-cosp) = 2rsin’ %qp : (2.53.)

Po vhodné upraveé pak dostaneme nepfilis ¢asto pouzivany tvar

r—
x = r*arc cos—2 - 2ry -y’ .
i

Na zavér této &asti dodejme, Ze kromé cykloidy se Simerka zmifiuje i o epicykloidé a
hypercykloidé, ale vice k nim jiz neuvadi.
Rozeberme si nyni druhou ¢ast, ktera obsahuje celkem 5 fesenych uloh a dvé neresené

ulohy, u kterych neni uveden ani vysledek.

1. dloha ([20], str. 47)
Mdame danou primku AB (obr.2.8.) a mimo ni body M, N, ma pak se naleznouti bod X, pri

némz by vzddlenosti MX a NX co nejkratsi byly.

M
N
A Q B
P X
Obr. 2.8.
Nf
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Ozna¢ime-li v uvedeném (obr.2.8.) vzdélenosti'MP'=a;|NQ]=b;|PQ‘:c;|PX‘:x,
dostaneme pro hledanou velikost & lomené tisecky MXN  nasledujici vztah

h=f(x)=va’ +x + (b +(c— x)? (odvozeni pomoci Pythagorovy vety ptes pravouhlé
trojuhelniky MPX, XON). Pokud vyuzijeme vztahii z kapitoly 3.2.4. pro maxima a minima

funkei, tedy polozime prvni derivaci vztahu pro 4 rovnu nule, nalezneme extrém. Tedy:

,*"1=f(x)=\/a'2+x2 +\/? +(c=x)*

cC—X

Al X - ~0
Je «./az+x2 \/bz+(c~x)2

.. S AL N ac e ’ X ] o iers G
Simerka uvadi feSeni x = = atkoliv uvedena rovnice ma dvé feSeni, a to
a+

9€ . =9 1kdyz zde neni nijak uvedeno, pro¢ by pravé kofen x, nemohl byt

a+b’ a-b

X =

minimem uvedené funkce, Ize si celkem snadno ukdzat, pro¢ pravé jen x; bude minimem.
Predpokladejme, ze bod X lezi nékde mezi body P, Q, tedy x <c(pokud by lezel
mimo tuto oblast, nemizeme hovofit o minimu, ale s rostouci vzdalenosti od bodla P, Q

poroste 1 velikost lomené ¢ary MXN az do nekone¢na). Odtud pak pro oba kofeny :

¢ :
<c,tedy a<a+b ,cozZ plati,

D

ac

2) <c,tedy a<a-b ,cozneplati.

A
Uvazujme tedy pouze prvni kofen (pokud bychom chtéli postupovat standardnim

zpusobem, tedy urcit hodnotu druhé derivace pro oba kofeny, bylo by to pocetné

e

jsou shodné. Vyuzijeme-li jiz dfive zavedené oznaceni [QX‘=(c—x)v0br.2.8.,

dostaneme pro tangenty Ghli MXP a NXQ:

T e e A b
ol PR R
a+b
T . S A B
L ca+ch-ac cbh 0
a+b a+b a+b

odpovéd na uvedenou tlohu zni: ,.Chtice tedy bod X naleznouti, prodluzme NQ az jest
N'O=NQ a spojme pak M s N’
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Tato dloha by se dala geometricky a nasledné i pocetné fesit vyrazné snadnéji.
V osové soumérnosti s osou AB bychom nasli bod N’ vzdalenosti XN a XN’ jsou shodné
(to plyne napfiklad z vlastnosti osové soumérnosti). Jaka je nejkratdi vzdalenost dvou
bodu, tedy bodi MN”? Je to tse¢ka MN’. Odtud uz lehce uréime a eventudlné vypocteme

(pfes podobnost trojuhelnika MXP a N ’XQ) hledany bod X.

2. dloha: ([20), str. 48)

Do daného trojiihelniku se md vepsati co nejvétsi obdélnik (obr.2.9.).

&

A S Lt el Obr. 2.9.

Podobné jako v tloze 1 (stejné tak i v dalSich ulohach) si nejprve zavedeme funkei f(x)
popisujici velikost obsahu obdélniku POMN. Tentokrat vyjdeme z podobnosti dvou dvojic
trojuhelnikt, tedy AADC = AMEC a AABC = AMNC . Obé dvojce trojihelnikii budou
podobné ve stejném pomeéru (ADC je ¢asti ABC a stejné tak MEC je &asti MNC).
Oznacime-li CD=b jako vysku, AB=a, CE=x, MP=DE=b-x, pak z podobnosti vySe

vellenveh Boiahelnlel plye s e ph = X e e i P
AB.HCD gia it h b
hledanou funkci obsahu obdélniku dostaneme:
ax
f(x) =|MN|*|DE| = ?(b - x).

Odtud pii f'(x) =0 mame f'(x)= 5‘1-’% =0, coz vede k

b
T
2

Nasledné pro obsah obdélniku dostaneme P = f[ b] =aTb. Hledany obdélnik bude mit
2

nejvyse obsah rovny poloviné obsahu trojahelniku.
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3. uloha: ([20], str. 48)
Ktery ze ctyfiihelnikit majicich tytéz strany jest nejvétsi (obr.2.10.)?

B

A (Obr. 2.10.)

Zadani je tieba chapat tak, ze méame dany Ctyfi strany obecného étyfuhelniku a mame
nalézt takovy Gtyfuhelnik, ktery bude mit ze vSech moznych ten nejvétsi obsah. Je jasné,
7e tvar Gtyfahelniku bude zéviset na volbé jednoho z uhli. Je-li na uvedeném obrazku

AB=a, BC=b, CD=c, AD=d a je-li uhel ABC=x a thel ADC=y, bude plocha uvedeného
obrazce P = f(x)= %ab sinx+lacd sin y. Plocha ¢tyfuhelniku je vyjadfena funkei se
dvéma proménnymi. Ukazme si, jaké feSeni uvadi Simerka:

Plocha bude P = f(x)= —;-absinx+%cdsiny. K tomu nam dava Carnotova poucka

AC? =a’ +b* -2abcosx =c* +d* —2cdcosy. Z &fx = 0 jde

3 abcos x

ox cdcosy
a z rovnice druhé

X _cdsiny

& absinx’

nasobenim obdrZime
Sinxcos y +cosxsiny = sin(x + y) = 0 ¢ili x+y=r,
1J. Ctyruhelnik, kol néhoz kruh opsati lze, jest nejvétsi,
Uvedeny postup je velmi nesrozumitelny, proto si ho postupné rozeberme. Nejprve

poznamenejme, Ze Carnotovu poucku zname jako kosinovu vétu, '’ Nyni k samotné uloze.

10 . .
Lazare Nicolas Mrguérite Carnot byl francouzky matematik prelomu 18. a 19. stoleti, ktery tuto vétu uvedl

pravdépodobné v dile ,,Geometrie de position* a proto ji zde Simerka uvadi jako poutku nesouci jeho jméno.
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Budeme-li diferencovat formuli f(x) popisujici obsah Etyfuhelniku a poloZime-li

uvedeny diferencial roven 0 (kvili uréeni extrému), dostaneme
1
Eabcosx-&r+é—cdcosy-c‘r:|z =0

a odtud

& _ abcosx

&  cdcos 9
Podobné budeme diferencovat kosinovu vétu a dostaneme

2absinx - & = 2cd sin y - &y

a odtud
o cdsiny
& absinx
Protoze nasobeni o =1, lze psat
dx oy

abcosx cdsiny

11

cdcosy absinx
cili
sinxcosy+cosxsiny =0
a tim dostavame uvedenou podminku sin(x + y) = 0, coz dava pii x+ y =180°.

Nyni si dokazme tvrzeni ,,pokud je ve vypuklém ¢tyfthelniku soucet protilehlych uhla
roven 180°, pak se jedna o ctyithelnik tétivovy™ (obr. 2.11. ukazuje rozdil mezi
vypuklym, dutym a tétivovym ¢tyfihelnikem). Tato véta je zde uvedena bez jakéhokoliv
odvozeni, dikazu nebo poznamky, kde v ucebnici ,,Algebra, ¢ili poctarstvi obecné* l1ze

uvedenou formuli nalézt."' K dikazu vyuZijme vztah pro vypocet poloméru kruznice

opsané trojuhelniku ABC, kdy r = (tento vztah zde nebudeme odvozovat, je

2sina
uveden ve stiedoskolskych matematickych tabulkach a lze ocekavat, ze by jej studenti
vyuzili). Pro na§ konkrétni piiklad z obr. 2.10. budeme posuzovat, zda poloméry opsanych

kruznic trojuhelnika ABC a ACD jsou stejné.

'I'v drivéjsich kapitolach, pokud se pouZila néktera dfive neukézana véta, se Simerka odvolaval na véty uvedené

pravé v ,Algebre, cili...*.
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g

Vzhledem k predpokladu, e x+y=180°, pak y=180°-x, lze psat r = Y
L inx = sin(180°—x).  Spravnost
== 1 __ Odwd’ z7 =7, dostaneme ;sinx = sin( x). Spravnos

" 2sin(180°—x)

uvedeného vztahu dokazeme lehce napiiklad pomoci jednotkové kruznice nebo pouZzitim

souétovych vzorei pro goniometrické vzorce (kapitola 2.2.3.“Ukony trigonometrické®).
Na zavér uvedeného piikladu poznamenejme, Ze feSeni uvedené ulohy je obtiZné.

Pokud bychom postupovali pies derivovéani funkce obsahu ¢tyfuhelniku udané vztahem

P=flx)= larb sin x + lca’ sin y, museli bychom derivovat (diferencovat) funkci dvou
“ o

proménnych. Pokud bychom chtéli postupovat jinak, je tfeba si uvédomit nasledujici.
Hleddame takovy ¢tyiihelnik zadany étyfmi stranami, ktery bude mit co nejvétsi obsah.
Vzhledem ktomu, Ze takto zadany c¢tyfuhelnik je nesestrojitelny, respektive pro
jednoznacnost zadani je tieba znat jesté jeden thel. Kdyz bychom se tedy pokusili vyjadiit

obsah uvedeného obrazce pravé pomoci jednoho proménného 1hlu, dostaneme se

o : : 1758 1 , o,
s pouzitim kosinovy véty a vzorce S = —z—ab sinx + ECd sin y ke slozitému vztahu

1 1 . > +d*—a’-b*+2abcosx
S = —absinx + —cd sin arccos X
2 2 2cd

coz se nejenom bude Spatné derivovat, ale i rovnice, ktera by vysla po pouziti véty pro
extrém funkce f'(x)=0, by byla obtizn& fegitelnd. Uvédomme si navic, ze Simerkav
vysledek uvazuje zéavislost uhlu y na velikosti proménného whlu x (y = 180°~x), coz

vtomto piipadé nedostaneme. Jestlize bychom chtéli zvolit jiny postup, treba vyuzit
Ptolemaitiv vzorec

actbd=uu;
nebo vztah pro obsah tétivového &tyfihelniku

g & :
S = E.ulu2 siny,

kde figuruji uhlopficky &tyrihelniku, dostali bychom se do podobnych potizi.
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D D
vypukly duty tétivovy
Ctyftuhelnik Ctyruhelnik ¢tyithelnik
(Obr. 2.11.)

4. tiloha: ([20], str. 48)

Ma se do daného krivocarého obrazce vepsati nejvétsi obdélnik (obr.2.12.).
/ D
7 S

A P E (Obr. 2.12.)

Pokud na uvedeném obr. 2.12. bude BD oblouk dané kiivky, AE =m abscisa (x-ova
soufadnice) bodu D, dale AP = x,PM =y pak pro hledany obsah obdélniku EPMS (opét
se zde utvary oznacuji po sméru hodinovych rucicek, tedy obracen¢, nez dnes) bude platit
P = f(x,y)=(m—x)y. Pak podobn¢ jako v pfedchazejici uloze dostaneme pfi Jfx =0

tvary (-—y)-c%r=0,(x—m)-®=0aodtuddostanemegy—z K B
& m-x

Pokud by uvedena kiivka byla parabola dana rovnici y*=2px, pak by stejnym postupem

bylo 2y-6y=0,2p-6y=0, odkud %:E. Z rovnosti é‘y_:_y__zf_ dale plyne

% & m-x y
y* = (m—x)p . Odtud po odecteni rovnice paraboly od ziskané rovnice

y* =mp— px
-y =-2px

dostaneme vhodnou tupravou pro hledanou pozici bodu P jako pocateéniho bodu

m
maximalniho obdélniku vztah x = ?
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Opét pro porovnani uvedeme feseni v Pridavku*. Piesko¢ime zadéani a srozumitelné
vytvoreni funkce f(x)= (m = x)y f(x)=(m-x)y.
Simerkovo fesen:
Z &fx =0 jde pak
) Y

§=m~.r'

Jiny vyraz pro % plyne z rovnice dané krivky. Tak nalezneme u paraboly z v =2px,

&
tedy

Co se tyka dalSich kfivek, nabada Simerka ¢tendie k tomu, aby: ,, Co plati o tom u

kruhu, u elipsy, hyperboly a cykloidy, a pri kterych hodnotdach veliciny m obdrZime zde
zajimave vysledky? “.

3. wuloha: ([20], str.49)

Jak se vdaném kFivocarém obrazci nalezne nejvétsi lichobéznik (trapez) DEMP

(obr.2.13.)
D
2 /

|
A P E
(Obr. 2.13.)

Oznacime-li AE=m, DE=n, AP=x a PM=y, dostaneme pro funkei obsahu lichob&zniku:

. ]
Tix )= §(n+y)(m—x) , tedy %: :;:};
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rEl y

Vpisujeme-li trapez takovy do kruhového quadrantu, bude m=0, n=r tedy —g— =-

ik 3 it A X
rovnice x’+y’ =’ ddvd 24 Sty

A
Z toho jde

r T
Chi
4 2 2
Po pfedchozich ulohach je jiz postup téméf srozumitelny, piesto si ale vysvétleme

koncovy zapis ulohy, tedy ..z toho jde y = %;x = %ﬁ “. Porovnanim podila diferencialt

funkce obsahu a kruznice dostaneme po tpravé x° = y(r+y). Spole¢né s rovnici
kruznice dostaneme soustavu dvou kvadratickych rovnic, jejimiz kofeny jsou [0;—r] a

[% e ,%] . Prvni kofen ma zaporné y, uvazujeme tak pouze druhy koren.

Posledni casti této kapitoly jsou odvozeni tangenty (tecny) a vypocet jeji velikosti,
subtangenty, normaly a subnormaély, dale pak poloméru kiivosti a evoluty a na zaveér
uvedeni vzorci pro oblouk a pro obsah probiranych kfivek. VSechna odvozeni pro
tangentu, subtangentu, normalu a subnormalu se vztahuji k obr. 2.14..UkaZme si tedy
odvozeni uvedena v ,,Pridavku’ (jsou celkem srozumitelna, tak je nebudeme opisovat, jen

je okomentujeme).

B

(Obr. 2.14.)
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Mgjme oblouk BH jakékoliv kfivky, M bude jeji libovolny bod se soufadnicemi

R v i o 4
[x; )] Nechame-li pak x=AP o nesmin¢ malou cast PP =ov - rast, bude

x+§’c=A)f’i,y+c?[y=M’rP,kdeM’fN’r =y

Tangenta (tecna): ([20], str.49)
Body M, M’mohou byt tak blizko sebe, ze téméf v jeden splyvaji a proto pfimka 7MM’se
kiivky pouze dotyka, ¢ili je jeji tangentou. Je-li pak y=ax+b jeji obecna rovnice, bude
rovnéz y+ 0y = a(x + &) +b. Z obou rovnic vyplyva

a= .
Postavime-li thel MTP = v dostaneme (s vyuzitim podobnosti trojuhelniki M7TP a M’MN”’
nebo pies trojuhelnik MTP)

oy

fgyv=—,
i

tedy rgv=a. Je-li pak dand kiivka kruh s rovnici (2.50.), obdrzime po diferencovani
Xi—1
y-u

zde neuvadi, jeji hodnota je uvedena v tivodu kapitoly jako velikost AE. Specialné se zde

(x — 1) + (y —u)dy = 0, odkud snadno urime a =r1gv =— . Jak ziskat hodnotu b se

navic uvadi situace (x~¢)=0, tedy bod M ma x-ovou soufadnici shodnou s x-ovou
soufadnici sttedu x =17, €ili 1gv =0 a tim padem bude tangenta rovnob&Zna s osou abscis
(0sa x). Podobné tak situace (y —u)=0, tedy 7gv = a odtud bude tangenta rovnobézna

s ordinantou (osou y). Je zajimavé, Zze se zde odvozuje vzorec pro vypodet velikosti
tangenty jako velikost usecky TM, tedy tangenta nebyla vnimana jako pfimka, ale jako

usecka mezi teCnym bodem a prisecikem s osou x. Pro velikost tangenty tedy plati vztah

MT ik
sinv
v i -_ : !
Dalsi zde uvedend tprava vychazi ze vztahu sinv = —2>  Jeho platnost lze potvrdit
JI+1gy

siny 1

relativné jednoduchou tpravou, kdy sinv =—C98V__ 5 odiud | = €08 Y
I+__sin_t_i cos’ x +sin’ y
cos’ v cos’ v
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Dosazenim do siny = ——5" Y dostaneme po polozeni & = J&E+ 6y

za Igv=—
J1+1g'y dx

kone¢ny tvar pro velikost tangenty

Subtangenta:

Subtangentou rozumime uselku PT a jeji velikost uréime ze vztahu MP=PTigv, tedy
_Yox

&

ol &

Normala:

Normala je na obr.2.14. piimka MN jdouci kolmo na tangentu. Neuvadi se zde jeji obecna
ani zadna jina rovnice, pouze se pocita jeji velikost ze vztahu MN = MT -tgv (opét
Simerka nevnima normalu jako pfimku, ale jako tusecku), &ili

MNzﬂ.
ox

i By )

P
i

(obr.2.15.)

=V
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Subnormala:
Usetku NP nazveme subnormélou. Jeji velikost urCime z AMNP ~AMTP , odkud

f’l = @ apii MP =y dostaneme

MP NP

A
ox

Podobné jako u piedchozich zavedeni i nyni zde neni uveden zadny konkrétni priklad, jen

NP

se uvadi koncovy tvar pro cykloidu a parabolu.

Polomer krivosti:

Pfipomefime si nejprve zavedeni polomé&ru kiivosti v ([11], str. 131-132). Vyuzijeme
stejnou myslenku, jako u Taylorovy fady. K dané funkci f hledime mezi vSemi
polynomy stupné nejvySe n takovy, ktery by funkci f v okoli bodu ¢ co nejlépe
aproximoval. V naSem piipadé budeme aproximovat pomoci kruznice. Hledana kruznice
by méla ur¢ité prochazet bodem T[c;f (c)], ktery samoziejmé lezi i na aproximované
kiivce. Jisté se miZeme domnivat, Ze by takova kruznice méla mit v bodé 7' s kiivkou
spole¢nou te¢nu. Proto by stfed hledané kruznice meél lezet na normale krivky (viz.
obr.2.15.). Takovych kruznic je ovSem nekone¢né¢ mnoho. Vznika otazka, kterd je pro
aproximaci nejvhodnéjsi. Kazdou kruznici lze v okoli bodu ¢ popsat rovnici y = g(x),
kdy f(x)=g(x)+r(x) a r(x) je chyba vzniknuv$i nahrazenim kfivky kruznici. Co
muZeme fict o chybé r(x), jestlize kruznice ma s kfivkou spole¢nou te¢nu? Patrné totéz,

co v pfipad¢ diferencidlu, Ze totiz chyba je mensi nez (x —c). Podminka lim 46
x—c (x == C)

=0

nam tedy neur¢i nejvhodnéjsi kruznici, nebot’ plati pro vechny tedné kruZnice bez
vyjimky. Proto zkusime pozadavek zesilit. Hledejme takovou kruznici, aby v okoli bodu ¢

byla chyba r(x) mensi nez (x - c)z, tj.

lim f‘(X) = llm f(x)—g(x) i

x—=¢ (X‘—C)Z X—C (x_c)2

0. (2.54.)

Pokud takova kruznice existuje, nazyvame ji oskulaéni kruznici ke kiivce f(x). Funkce

g(x) musi navic spliovat podminky (dtikaz se provadi I"'Hospitalovym pravidlem)

8()=f(c).g'(c)= f'(c).g"(c) = f"(c)glc)=fc) (2.55.),

prirozené za predpokladu, Ze uvedené derivace v bodé ¢ existuji
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Mf!

N

(Obr.2.16.)

A NP 0L sk

Po stanoveni vySe uvedenych podminek je jiz oskulaéni kruznice jednozna¢né urcena. Je

déana kruznice se sttedem S[t,u] o poloméru r a na ni bod 7[x;y], kde y # b . Rovnici
kruznice je definovéna funkce, jejiz graf prochazi bodem 7. Oznaéme y(x),y’(x).y" (x)

hodnotu této funkce a jejich derivaci v bodé x. Mame nalézt vztah mezi y(x),y’ (x),y” (x)

a konstantami #, u, r. Vztahy nebudeme odvozovat, jen je pro porovnani uvedeme:

+y' 1+)y?  JA+y?) (2.56)

fe Rl i E e ]

Simerktiv postup se pochopitelné lisi, nebot’ nepouzil a ani nepouziva v .. Pridavku*
limit. Ukazme si jej ve stru¢nosti ([20], str.51):
Jak zndmo, Ize kterymikoliv tFemi body, jez nelezi na primce, kruh vésti. Mame-li tedy v
obr. 2.16. obecnou krivku BH a v ni body M, M’, M”, z nichz prvni je ddn koordinantami
x, y, druhy pak x' = x+&,y' = y+ 0 a treti

' =x' + & =x+2&+6x, Yy =y +&H=y+25+ 6%y,

bude se kruh body témito vedeny krivky pouze dotykati. Kruh takovyze pak nazyva krivaym
(Kriimmungskreis), jelikoz se cdara BH tim vice kFivi, ¢im mensi jeho polomér jest.
Budou-li 7=4G, u=GO koordinanty (soufadnice) stfedu O, a R = MO polomér kruZnice,
pak lze nalézt neznamé ¢, u, R ze tfi nasledujicich rovnic:
- rovnice kruhu (2.50.) fx,y)=(x-t) +(y-u) = R?
- diferencovanim rovnice kruhu dostaneme  f(x',y") = (x =)o + (y —u)éy = 0
- dalsi diferencovani mame fG" Y =(x-1)8"x+6*x+(y-u)s2y+ 62y =0
7 téchto rovnic bez jakéhokoliv vypoctu nebo odvozeni vyslovuje Simerka nasledujici

VZOrce:
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2 i |
x‘_r:&y&sl : x—u=§t& : R=§~ ; (2 1)
Al A A
pii zavedeni & =& +&" (jiz jsme zavedli u fangenty) a A= HO’x -5’y .

\ 1 A SN vrayi e e
Odvozeni ale neni nijak sloZité, sta¢i z druhé rovnice vyjadfit (x—¢) = T
dosadit do tieti a vyjadiit tak dvojélen (y—u). Pak jen dosazenim vysledku urcime
(x—1) anasledné i R (jde o soustavu 3 rovnic o tfech nezndmych).

. w r w LA ~r 13

Srovnali jsme ideu oskulaéni kruznice v soucasné ucebnici [11] a v ,Pridavku™.
Srovnani vyslednych vzorcil je numericky naroéné, ukazme si ale, jaké stiedy a polomér
kfivosti by méla parabola dana vztahem y* =2px. Odvozeni provedeme nejprve tak, je

uvedené v ,,Pridavku a po té s pouzitim vztaht z [11].

1 1
= 1 = / + 2%
U paraboly jest y=.2px*, tedy &= E,ﬂpx & 05 = Ox - p2x ;

3
&y = _idsz 260>, A=—6x-6y tedy

» o pH 2 |
p

Prislusné vysledky nastanou v okamziku, kdyz polozime §°x =0, coZ je v souladu
s mySlenkou z kapitoly 3.2.1. Differencidly danych tikonii , kdy diferencialy vy$sich tada

Jsou tak malé, Ze je miZeme zanedbat.

: e St YA+
Nyni vypo¢téme polomér kiivosti podle vztahu r =Y~ 7

J 7 uvedeného vyse
Y

([11], str. 131-132). Méame tedy

1
f(x)=y=42px?,
1

: 1
T =y a 2px 2,

i ] _:]
[f(x)=y" =—z\/2px :

Odtud dosazeni a Gpravou dostaneme
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Je ziejmé, Ze vysledek uvadéni Simerkou je totozny s vysledkem ziskanym pouZitim

vzorcu z [11].

Evoluta:

Evoluta je mnozina vSech stfedii oskula¢nich kruznic kiivky, kterou aproximujeme.
Rovnici evoluty jsme si v podstaté odvodili v pfedchozim odstavci. Hledanou rovnici
dostiva Simerka tak, Ze zprvnich dvou vztahii vzorci 2.57. vyloudi veliGiny x ..
Z naSeho pohledu bychom pro rovnici evoluty pouzili prvni dva vzorce ze vztahu 2.56. a

ziskali tak parametrické vyjadreni evoluty.

Oblouk:

Pro uréeni vztahu k vypoctu délky oblouku vyuziva Simerka nejprve obrazek 2.14., kde

pfi oznadeni PP’ = MN' = & miZeme uvazovat 8x tak malé, Ze oblouk MM’ splyne

s pfimkou. Z uvedeného obrdzku pak plyne MM’ = MN'> + M'N'? = \/&rz +6y* . Pro
oblouk kiivky pak dostavame vztah

O ="+ . (2.58.)
Stejny vyraz dostava Simerka odvozeni pomoci obrazku 2.16. a postupu uvedeného u

poloméru kfivosti. V uvedeném obrézku je stied kiivosti zadan S[r,u], pak plati

g MOJ =2"2: tgM'0J' € Jokiigt
t—x t—x—&

Vyuzijeme-li vztah, kdy 1g MOM' =1tg(M'OJ' = MOJ), tedy tg MOM' = E?T Pak pro

velikost oblouku MM’ plati

3
MM =R *tgMOM’= 5;:— A B

dgl

F)
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Dile je zde podobnym zpusobem jako u poloméru kiivosti uréena délka oblouku pro

parabolu a nasledn¢ i pro cykloidu. Vzhledem k tomu, ze uvedeny postup vede

k integrovéni (coz neni tématem této prace), nebudeme jej zde prezentovat.

Plocha: ([20], str.53)
Plochou P rozumi Simerka plochu mezi obloukem, abscisou x a ordinantou y. Pouzijeme-

li k vysvétleni obrazek 2.14., pak elementarnim prvkem plochy pod obloukem rozumime

obsah obrazce MM 'PP', &ili 6P. . Odtud Ize psat
6P >PM -PP' =y &

P<M'P-PP =(y+8) Sx=y G+ &
Obé tyto nerovnosti davaji pak dohromady s pouzitim jiz nékolikrat uvedencho zanedbani

S -6y, (Gili & -6y = 0) rovnost mezi obéma nerovnostmi a odtud uz dostaneme vztah pro

velikost plochy ve tvaru:

OP=ydx, (2.59.)
tedy

F= I yox .

Je evidentni, Ze se jedna o bézné pouzivany vzorec pro vypocet plochy s tim rozdilem,
ze zde neni pouzit urcity integral (Newton-Leibnizova véta). Duvod nepouziti urcitého
integralu je pochopitelny, nebot” plocha pod kfivkou je jiz v zadani omezena kladnou
poloosou x (abscisou) a osou y (ordinantou). Tim ziskavame jednu mez integralu. Druha
mez se pak uruje z konkrétnich podminek pfislusné ulohy. Tak naptiklad pro vypocet
plochy pod elipsou feSime integral na intervalu (0,;a), kde a je hlavni poloosa. Je ziejmé,
ze s pouzitim Newton-Leibnizovy véty bude hodnota primitivni funkce F(0)=0. Integral
se pak fesi obecné a vysledek se ziska dosazeni hodnoty a. Tak je tfeba rozumét i
Simerkovym vypoétim. Timto naznacenym zptsobem (i s odvolavanim na integra¢ni
vzorce uvedené v 3.2.5.) jsou odvozeny vzorce pro obsah elipsy, kruhu, hyperboly,
paraboly a cykloidy.

Hodnoceni Simerkova ,,Pridavku®, porovnani obsahu s obsahem v soucasnych
stfedoskolskych ucebnicich, eventudlni vybér vhodnych tloh pro zpestreni vyuky
diferencidlniho poctu na soucasné stfedni $kole bude proveden v dalSich ¢astech této

prace.
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4. SROVNANI ,PRIDAVKU“ SE SOUCASNYMI
UCEBNICEMI

Porovnejme nyni zkoumany ,,Pridavek™ se sou¢asnymi ucebnicemi ([7], [1]. [11]).
Prvni dvé ucebnice jsem vybral po provedeni prizkumu mezi svymi kolegy na 8 stfednich
skolach ve Sluknovském vybézku (gymnazia, obchodni akademie, primyslové Skoly-
strojirenstvi, polygrafie, VOS). Nejpouzivanéjii stfedoskolskou uéebnici pro vyuku
diferencialniho poctu byla podle ofekavani ,Matematika pro gymnazia“ ([7]) vydana
Prométheem (je zpracovana ve spolupraci s JOMF). Druha uéebnice [1] se pouZiva jen jako
doplnéni uCiva na gymnaziu. Tieti uéebnice je vysokoSkolské skriptum pouzivana na
Technické université v Liberci. Divod volby téchto skript do srovnani s ,,Pridavkem* je
nasledujici. U¢im na technickém typu stfedni Skoly se zaméfenim na strojirenstvi a tak se mi
jdou zna$i Skoly studenti studovat na vysokou $kolu, odchazeji zpravidla pravé na TU
Liberec. Podivejme se nyni velmi stru¢né na skladbu a napln uvedenych uéebnic. Pro

srovnani uved’'me 1 ,,Pridavek®.

1. ,Pridavek k Algebre pro vyssi gymnazia* [20]:

Jak jiz bylo nékolikrat uvedeno, zdkladnim pojmem je diferencidl zavedeny jako:
Nesmirné cili nekonecné malou cast, o niz spojitou proménnou velicinu (x, y, z atd.) rusti
nechdavame, jmenuje se differencial veliciny této, a znamend pismenou S pred velicinu onu
postavenou (&, oy, oz, atd)“([20], str. 1). Po zavedeni diferencidlu nasleduje odvozeni
vzorci pro diferencialy mocninnych, logaritmickych a exponencidlnich funkci. Rovnéz je
odvozen vztah pro diferencial souctu, soucinu a podilu funkei a diferencialy vyssich fadu.
Nyni jiz nasleduji aplikace diferenciali. Nejprve je zavedena Mac-Laurinova fada a nasledné
je sjeji pomoci odvozena binomickd fada. Ta se pak vyuZivd k vypoftim odmocnin a
logaritmi. Déle se opé&* pres fady zavadéji trigonometrické funkce (sinus, kosinus, tangens,
kotangens, sekans a kosekans) a jim odpovidajici cyklometrické funkce. Je zajimavé, ze zde
Simerka udava i funkce sekans a kosekans, se kterymi se dnes jiz v u¢ebnicich nesetkavame,

dokonce ve viech tfech posuzovanych ucebnicich nebyly uvedeny ani v poznamce.
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Tipomenme si defini¢ni vztahy obou funkei:

| I
Secx = —, COSecCXxX =—.
COS X 51N x

Samoziejmosti je odvozeni vzoreil pro diferencialy uvedenych funkci. Teprve nyni se
avadi Tayvlorova fada a sjeji pomoci pak poucka, kterou dnes zname pod nazvem
Hospitalovo pravidlo. Daldi aplikaci Taylorovy fady jsou algoritmy pro urceni extrému
funkei a priblizné fedeni algebraickych rovnic vys§ich fada, které jsou jinymi zpusoby velmi
sbtiznd feditelné (dnes bychom je fedili riznymi piibliznymi metodami nebo tieba
poditatovymi programy, napi. Derive).

Predposledni ¢ast ucebnice se zabyva vzorci pro integrovani vybranych funkci. V
posledni &asti jsou uvedeny nékteré aplikace vySe probraného hlavné pii urcovéani teCen,
normal. evolut, polomért oskula¢ni kruznic, délek obloukti a obsahti regularnich kuzelosecek
a cvkloidy. Dalsi aplikaci jsou vypoéty extrému funkci, respektive urovani nejvétSich
obsahu. nejkratSich vzdalenosti, atd., ve vybranych obrazcich (celkem 8 uloh). Za zminku
stoji 1 fyzikalni vyuziti integralniho poctu pfi kolmém vrhu (nahoru i dolt) v prostedi bez i
s odporem vzduchu. Tyto ulohy jsou ale jedinou fyzikalni aplikaci diferencialniho poctu zde
uvedenou. V celé sbirce se objevuje vice nez 40 feSenych a pfiblizné stejny pocet nefeSenych
uloh
2. ,Matematika pro gymnazia - diferencialni a integralni pocet* [7]:

Pravdépodobné nejpouzivanéjsi stfedoskolskd wucebnice infinitezimalniho poctu
znamych a v pedagogické vefejnosti popularnich ucitelt matematiky Daga Hrubého a Josefa
Kubata % je uéebnice [7]. Uved'me jeji tematickou strukturu. Nejprve piipomina zakladni
vlastnosti funkci a udava prehled elementarnich funkci. Nejprve je definovana spojitost
funkce pomoci okoli bodu (uvadi se i Weierstrassova véta) a navazuje zavedeni pojmu limita
funkce v bodé (veetné limit zprava a zleva, nevlastni limity, atd.) i s jeji aplikaci pfi vypoétu
asymptot funkce. Jesté v kapitole o limitich je zavedena te¢na ke grafu funkce v bodé
Ilx,:y,] a to jako pfimka y- yo =k, (x~x,), kde pro smérnici této piimky plati vztah

b = tim L0+ A2 7(x,)

fax —+{)

. Teprve nyni nasleduje kapitola nazvana ,.Derivace funkce®.

" nékolikrat ysem mél moznost vyslechnout jejich prednasky na celé spektrum témat z matematické analyzy a z

peometnie ph kazdorotnim setkani stiedoskolskych uditeli nazvaném | T dny s matematikou*
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Podobné jako ve viech textech o infinitezimalnim po¢tu i zde jsou ukazany obé historické
ulohy (Newtonova i Leibnizova) a nasledné pak zavedena derivace (v¢etné jeji geometrické
interpretace). Uved’'me si definici derivace funkce uvedenou v [7], str. 85:

Méjme funkci f definovanou v jistém okoli bodu x,. Existuje-li

lim f(xo T Ax)" f(xu) .
Ax—0 Ax

Nazyvame ji derivaci funkce fv bodé x,.

Dale jsou pak uvedeny véty pro derivace zprava a zleva, pro derivaci na intervalu a
souvislost derivace se spojitosti funkce. Nésleduje odvozeni a diikazy vztaha pro konstantni,
mocninné, goniometrické, exponencialni a logaritmické funkce, stejné tak jako pravidla pro
derivaci souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkci. Nechybi ani algoritmus pro derivovani
slozené funkce. Velka ¢ast této kapitoly (25 stran) je vénovana pribéhu funkce, respektive
vyuziti diferencialniho poctu k vySetfovani pribéhu funkce. Z geometrickych aplikaci
diferencialniho poctu jsou zde uvedeny dva typy tloh: pfi daném obvodu najit utvar
s maximalnim obsahem a do daného utvaru vepsat jiny utvar maximalniho obvodu.
Z fyzikalnich aplikaci se uvedena ucebnice zminuje o sledovani ¢asovych zmén a o vypoctech
extrémnich hodnot ur¢ité veliciny. 1 vintegralnim poctu je nejprve definovan pojem
primitivni funkce ([7], str. 135:

Méjme ddany funkce F, f definované na otevieném intervalu J. Jestlize pro vSechna x €J

plati
Fl(x)= f(x),
Fikame, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f v intervalu J.

Celkem je zde pak dale uvedeno jedenact integralnich vzorct pro konstantni, mocninnou a
1

lomenou funkei (tvaru f(x) = y = —), dale pak pro funkce y =e* a y =a" a nakonec pro
x

1 1
5~ & =g
cOs” X sin” x

goniometrické funkce sinus a kosinus, respektive pro y =

integracnich vzorci spada i integrace souctu funkci. Z integra¢nich metod jsou uvedeny
metody per partes a substitu¢ni. Nasledné se zavadi urcity integral véetné geometrického
vyznamu . V aplikacich integralniho poctu jsou uvedeny pouze geometrické, tedy obsah

rovinného utvaru a objem rotacniho télesa.
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3. ,Matematika pro IV. ro¢nik gymnazii [1]:

Tuto utebnici zde uvadim ze dvou divod. Za prvé je skladba kapitol rozdilna od

dvou piedchazejicich ugebnic a za druhé to je jedind jina uc¢ebnice nez [7], kterou vyuZivaji

kolegové utitelé matematiky u nas ve Sluknovském vybézku. Uvedeme jen sled kapitol, na

némz bude znatelna odlisnost od [7]:

j
2.

- S

10.

il
12.

Teéna (intuitivni zavedeni limity jako .,...jestlize se blizi... ,, [(1), str. 14])

Limita (zavedeni limity v bodé pomoci okoli bodu)

Derivace (bez Newtonovy a Leibnizovy tlohy, derivace je smérnice tecny, vztah pro
derivaci konstanty a mocninné funkce)

Pfiblizné feSeni rovnic (najit prusecik vhodné zvolené te¢ny k funkci)

Derivace a monoténnost, derivace a spojitost

Extrémy (lokalni 1 globalni)

Derivace goniometrickych funkei, soucinu a podilu, slozené funkce, exponencialni a
logaritmické funkce a znovu derivace mocninné funkce (hlavné iracionalni)

Derivace funkce zadané implicitné

Pfehled vySe probraného

Primitivni funkce (zakladni vzorce navic i pro tg x, cotg x, bez odvozeni, s odvolanim
na pfehled derivaci respektive na odbornou literaturu)

Urcity integral a jeho vypocet

Aplikace ur¢itych integrali (objem t&lesa, driha jako funkce rychlosti, prace

proménlivé sily)
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4. Matematika I [11]:

Tyto vysokoskolska skripta ma tii ¢asti, funkce a grafy, diferencialni pocet a integralni
poet. Uvedeny text je vytvofen dnes béznym zpusobem (podobny sled maji i dalsi
vysokoSkolské ucebnice [2], [8]). Po zavedeni elementarnich funkci definuje spojitost funkce
vbodé pomoci okoli tohoto bodu. Nasleduje pojem limita (s dirazem na vzidjemnou
propojenost pojmu limita a spojitost funkce v bod€) a pred zavedenim derivace ukazuje jesté
vztahy pro asymptoty grafu funkce. Derivaci pak zavadi znamym zpusobem jako

S (xo +A%) = f(x,)
Ax

f(x)= lim . Déle jsou zde uvedeny zakladni vzorce pro derivovani a

odvozeni obecnych pravidel pro derivovani. Teprve nyni nasleduje (u Simerky Gvodni a
hlavni pojem) diferencidl. V dalsi ¢asti této u¢ebnice jsou ukdzany vypocty vyssich derivaci a
vypocty derivaci funkei zadanych implicitn€, parametricky a v polarnich soufadnicich. Dale
pak uz ukazuje aplikace diferencialniho poltu na vété o prirastku funkce, 1'Hospitalové
pravidle a na vySetfovani pribéhu funkce. Posledni ¢asti kapitoly zabyvajici se diferencialnim
poctem je Taylortiv rozvoj a jeho specialni tvar tzv. Mac-Laurintv rozvoj (pii volbé stredu
rozvoje ¢=0) a jeho vyuziti k vypoltim nékolika funkci stejné tak i vyuZziti zminéné
Taylorovy fady k vypoctu parametri oskulacni kruznice (soufadnice stiedu a polomér).
Posledni casti této ucebnice je integralni pocet. Po zavedeni neurCitého integralu
prostiednictvim primitivni funkce jsou ukdzany zakladni integracni metody: substituce,
integrace po Castech (per partes), rekurentni vzorce, rozklad na parcialni zlomky. Posledni
¢asti je pak Riemantv integral se vSemi vétami (Newton-Leibnizova, o stfedni hodnoté, atd.)
a snim souvisejici matematické aplikace: funkce gama, délky kiivek, obsahy rovinnych
ploch, rotaénich utvart a valcovych ploch. Zvelkého poc¢tu fyzikalnich aplikaci

infinitezimalniho poctu jsou zde uvedeny prace proménlivé sily, hmotnost tyce, vypocet
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Pokracujme tedy dale ve srovndvani Pridavku® s [7], respektive [11], ucebnici [1]

vynechdme. Nejprve je tieba si uvést, pro jakou cilovou skupinu napsal Véclav Simerka svijj

PFidavek k Algebre pro vyssi gymnazia
pii svém pusobeni na gymnaziu v Ceskych Budgjovicich ucebnicl

obecné®, kterou vydal az v roce 1863 v Praze, tedy po svém odchodu z Budéjovic. Soucasti

« Jak jsme jiz uvedli diive, Véclav Simerka napsal

LJAlgebra, cili poctarstvi

této utebnice byl i nas ,, Pridavek*, ktery vySel pozdéji (v roce 1864) samostatne. Muzeme se
jen dohadovat, zda byl uréen pro studenty gymnazia, nebo zda je vysledkem Simerkova zajmu
0 nové sméry v matematice, a je tedy jeho piispévkem k diskuzi o zavedeni infinitezimalniho
po¢tu do vyuky na stiedni $kole. Tak ¢&i onak, budeme uvazovat, Ze je uren pro studenty
zavéreénych roénikii gymnazii (tehdejsi studenti odpovidaji délkou studia 13 let dneSnim
studentiim zavére¢nych ro¢niki stiednich $kol, tedy i gymnazii) eventualné pro studenty na
rozmezi stredni Skoly a university.

Shriime tedy zékladni odlisnosti mezi ,,P¥idavkem* a sou¢asnymi ucebnicemi [7] a [1].
Rozdilt je velké mnozstvi. Pomineme-li pochopitelnou odlisnost v jazyce, tak 1ze odliSnosti
charakterizovat dvojim zpusobem.

Prvni rozdil je v pofadi probirané latky. Nejprve si ale uvédomme, ze Simerkiiv pojem
diferencialu mizeme po jednoduché tpraveé ztotoznit s nami pouzivanym pojmem derivace
(dikazu je nékolik, pfipomefime napfiklad odvozeni integra¢nich vzorcu jako obracenych
vztahti pro diferencial, atd.). Nyni jiz popiSme obsahovou strukturu posuzovanych ucebnic.
Na jedné strané mame intuitivni zavedeni plné ,zanedbani velmi malého* v potadi:
diferencial (derivace) a jeji aplikace (Taylorova a Mac-Laurinova Fada) — integrdlni pocet
— uziti obého hlavné v geometrii. Na druhé strané mame systematické zavedeni sledujici
linii: funkce — spojitost funkce — limita — derivace a jeji aplikace — integralni pocet a jeho
aplikace. Je viditelné, Ze nejvetsi rozdil je pravé v zavedeni derivace, respektive v nezavedeni
pojmu limita v Simerkové ,,Pridavku®. Je tieba ale dodat, ze k vyrazn&j§imu pronikani
zdkladi analyzy a funkéniho mysleni do vyucovéni matematiky na stiednich gkoléch

dochazelo az na pocatku 20. stoleti. Prvni pokusy zavadéni tohoto uciva byly pravé bez

pouzivani limit, nebot’ definici derivace jako lim —i—i zavedl az D'Alambert (v 18. stol.) a
Ax—0 i 4

dnes obvyklou &-& definici limity zagal pouzivat az Weierstrass (v 19. stol.). Je tedy
ziejmé, Ze ve druhé poloviné 19. stoleti byly znalosti zékladi diferencialniho poctu ve znaéné
mife zaloZené pravé na této intuitivni predstavé. V téchto souvislostech se jevi 1 piipadna

kritika Simerkova dila kvili absenci pojmu limita jako neopodstatnéna,
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Dalsi odlisnosti je pofadi uvedeni Maclaurinovy a Taylorovy fady. Dnes povazujeme
Mac-Laurinovu fadu za specialni piipad Taylorova rozvoje, oproti tomu zavadi Simerka
nejprve jako jednu z moznych fad Mac-Laurinovu a teprve o dvé kapitoly pozdéji je uvedena
Taylorova fada. V této souvislosti si pfipomenime, Ze Taylorova fada ma velké uplatnéni
v diferencialnim poc¢tu a pravé u Simerky je jeji aplikace plné patrna. Zatimco v [11] ji

vyuzivame jen krozvoji funkci y=e",y=cosx,y=sinx,y= (1 i x)" , v L Pridavku® ji
S L ale e J% ; vk 0 0 ) :
vyuzivame k vypoctim podilii “— | kterd po dosazeni davaji tvar b nebo — (I'Hospitalovo
(v 0]

pravidlo), kurCovani extrémi funkci, k piibliznému vypoétu jinak tézko fesitelnych
algebraickych rovnic vyssich radu, atd.

Druhym rozdilem posuzovanych uéebnic je obsahova odlisnost. V . Pridavku™
z dneSniho pohledu asi nejvice postradame téma funkci (spojitost), limit a aplikaci
diferencialniho po¢tu na funkce (vySetfovani pribéhu funkce). Divod této absence jsme si jiz
uvedli vySe. Dalsi obsahovym rozdilem je velmi malé mnozstvi fyzikalnich aplikaci
infinitezimalniho po¢tu. I zde se mizeme domnivat a to i s ohledem na neuvedeni Newtonovy
mechanické tlohy'’, Ze tyto aplikace je§té nebyly rozsifené. Poslednim zavaznéj$im
obsahovym rozdilem je malé mnozstvi uloh na procvicovani (zejména téch jednodussich).
Vzhledem k tomu, Ze v Simerkové uéebnici ,.4lgebra, cili poctdrstvi obecné” je tloh na
procvicovani dostateCny pocet, mize vést tato skute¢nost opét zpétné k otazce, zda je
~Pridavek*opravdu urcen pro studenty zavérecnych ro¢niki gymnazii.

Za samostatny komentar stoji symbolika pouzivana v ,,Pridavku™. V uvodu kapitoly
3.2. jsme uvedli maly slovnik ukazujici odlisSné pojmenovéani matematickych pojmu (str. 23).
Daéle pak Simerka pouzivd v nékterych situacich symbol pro nasobeni .- a jedté v témze
piikladu jej vynecha bez zjevného divodu. Zapis pak budi dojem, Ze symbolem pro nasobeni
mélo byt néco zduraznéno, ale neni tomu tak. Tento formalni nedostatek je pak vyrazné
viditeln&jsi v zapisech funkénich hodnot (napiiklad zapis afa bychom sou¢asnou symbolikou

zapsali a- f(a)), kde navic i absence zavorek v zapise fla) muZe vést ke $patnému
porozuméni celého zapisu. O tvaru 5!, tedy o faktoridlu zlomku jsme se jiz zminovali

v kapitole 3.2.2. a podobné tak i o zapisu ptirozeného (Aoy)a dekadického (log) logaritmu
(kapitola 3.2.1.).

'3 Neni zde uvedena ani Leibnizova geometricka idea o te¢né
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; RT3 arech f', 12 f-w i
Stejné tak i zdpis pro diferencovéni funkce vyssich fadi ve tvarech f°, /7, /",...f

we o X : ol (n) - o x . tiklad zévis or
nepouziva soucasnou symboliku 17, /", ..f". Tak mize byt nap pis pro
.

jednotlivé ¢leny Taylorova rozvoje _;g_rf ’x pro soucasného Stenafe hiife pochopitelny. Oproti

tomu je v kapitole 2.2.6. pro soufadnice bodu na obecné kiivee k uréeni jejiho poloméru
kfivosti uveden zapis x' = x + & a nasledné x” = x' + &' = x+28 +6°x, ktery budi dojem
soucasného zapisu i vypoétu derivace, ale neni tomu tak. Jde o odvozeni plynouci z obrazku
2.15. V zavéru celé ucebnice je uvedeno osm obrazcl pouzivanych hlavné v zavérecné
kapitole. Odlisnosti oproti nasi symbolice je pravoto¢ivé oznacovani vrcholl obraze.

Mohlo by se zdat, ze pravé odlidnosti ve formé& zapisu budou v ucebnici z 19. stoleti
nejvétsim problémem k plnému pochopeni uvadéného matematického textu. Obzvlasté,
popisuje-li  oblasti dnes bézné pouzivané jak ve stfedoSkolské tak ve vysokoskolské
matematice. Po ,zvyknuti“ si na odliSnosti se nam ale jako nejvétsi problém jevila
nerovnomernost zpisobu vypocti a odvozovani. Nékteré vztahy a priklady byly odvozovany
srozumitelné, ,krok za krokem®, u nékterych naopak ztvodni dvahy vystoupi rovnou
vysledny vzorec. Typickym piikladem je feSeni ulohy 3 (uréeni, ktery z konvexnich
¢tyruhelnik ma nejvétsi obsah pfi pevné zadanych stranach) z kapitoly 3.2.6. (str. 68).

Samostatnou kategorii , gitelnosti ,,Pfidavku® jsou intuitivni tpravy (zanedbavani
diferencialii vyssich tadu, atd.), které se ob&as v nékterych odvozenich objevuji (napftiklad
odvozeni vzorce pro polomér kfivosti paraboly v kapitole 3.2.6, str. 78). Pravé tyto intuitivni

upravy nam Cinily pfi ovéfovani Simerkovych postupti a vysledki urc¢ité problémy.
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5. SBIRKA ULOH

Jednim z cilt diplomové price bylo vytvofit sbirku vhodnych tloh a nasledné ovéfit
jeji pouzitelnost na stfedni Skole. Polozme si nejprve otazku, jak by takova sbirka méla
vypadat, jaka kritéria by méla spliovat. Domnivame se, Ze by takova sbirka méla byt
zpestienim pro studenty, méla by byt zajimava jak jinym jazykem, tak i tématem uvedenych
aloh. DalS$im omezujicim kritériem sbirky je zaméfeni tloh. Vzhledem k zadani diplomové
prace a i s ohledem na ovéfeni téchto uloh v praxi jsme se soustfedili na lohy pouzitelné na
stiedni Skole.

wPridavek™ obsahuje celkem 87 uloh, nékteré feSené, jiné pouze s vysledkem.
Stredoskolské ucivo obsazené v Simerkové uéebnici (derivace, extrémy, integrdl, obsah
kiivek) je zastoupeno mensi Casti téchto piikladd. Déale nebudeme uvazovat ulohy typu

a-rx

) , tedy ulohy na numerické procviceni probrané latky, nebot’ kazda dnes pouzivana

a-x
sttedoskolska ucebnice doplnéna vhodnou sbirkou uloh obsahuje dostate¢né mnozstvi uloh
tohoto typu. Zbyva tedy 15 uloh, které by bylo vhodné pouzit. Nékteré jsou ale velmi obtizné
(napriklad uloha 3 ze strany 68 této prace, kterou jsme v uvedené ¢asti rozebrali). Nakonec
jsme vybrali nasledujici 4 ulohy, respektive 8 aloh. Déle uvadime i jejich ¢asteéné upravené
feSeni tak, jak je uvedeno v ,,Pridavku* (pokud bylo uvedeno). Prvni 4 pfiklady jsem pak
zadaval jako dobrovolny domaci kol studentim SST Varnsdorf, obor mechanik sefizovag, 4.
rocnik vramci predmétu ,,Cviceni z matematiky” (volitelny predmét pro studenty

zavére¢ného ro¢niku, ktefi uvazuji o studiu na VS).

Priklad 1 ([20], str. 28):
Cislo a ma se rozvrhnouti ve dvé casti tak, by jejich soucin co mozna veliky byl (feSte obecné
a nasledné zvolte a=20).

Komentované feSeni:

Cislo a rozdélime na dvé ¢asti, mame tedy a, (a-x). Funkce popisujici zavislost velikosti

soucinu na jeho Cinitelich a, (a-x) ma tvar i) = x(a - x). Odtud f 4 (x) =a-2x, coz dava
- w r r . a ~r ot w . r I3 .
pfi poloZeni prvni derivace rovno nule x = . Lze tedy fici, Ze maximalni sou¢in nastane,

pokud mezi sebou vynasobime poloviny ¢isla a (10-10>9,9-111>...).
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Viétdina studentd dlohu vyfesila, néktefi vynechali obecné feseni. Pfi rozboru ulohy

jsem vyslovil dotaz, zda jde 0 maximum nebo minimum funkce. Vzhledem k tomu, Ze druha

derivace je zaporn, jde o maximum. Po napovédé prisli studenti na to, ze uvedena funkce je

kvadratickou funkei se zdpornym kvadratickym ¢lenem a ta muze mit pouze maximum,

Uvedena uloha by se dala lehce prevést na ulohu typu LUréi rozméry obdélniku daného

obvodu tak, aby mél co nejvétsi obsah®.

Piiklad 2 ([20], str. 29):

Kupec jeden veze a korcii obili do ciziny, nalézd pak, Ze kazdym dnem, o néjz ddle jede, na
korci b zl. ziskd. Dovoz stoji viak prvni den ¢ zl., a v kazdém z ndsledujicich dnit o d zI. vice,
nez den predtim. Jak daleko bude moci obili to vézt, by co mozno nejvic vydélal (feste obecné,
pokud to zvladnete a pak konkrétné pro a=100; b=0,5; c=21; d=2).

Komentované feSeni:

Zvolime x poéet dni. Zisk z pfepravy bude dan vztahem Z=abx. Néklady na dopravu prvni

den budou ¢, druhy den c+d, tieti den c+2d, atd. Odtud pro celkové naklady dostaneme vztah

N=c+(c+d)+(c+2d)+..+[c+(x-1)d]= %[26 +(x—1)d] . Nasledné pro funkei &istého

zisku dostaneme vztah: fx =Z - N = abx — -3—[20 +(x— l)d]. Vypocitame-li prvni derivaci a

b — 1
g 5e +5‘ Po dosazeni vyjde x=135,

polozime-li ji rovnu nule, dostaneme pro x tvar: x =

tedy nejvhodnéjsi je vést obili /5 dni cesty a vydélame tak 225 zlatych (pro /6 dni by byl
Cisty zisk 224 zlatych, pro /4 dni rovnéZz 224 zlatych).
Tuto ulohu jsem rovnéz zadal studentim jako dobrovolny domaci ukol. Nikdo

z oslovenych studentli ale ulohu nevypracoval. Nejvétsim problém bylo vyjadrit funkci pro
zisk, nikdo ,,neoddhalil* v zépisu ¢+ (c+d)+(c+2d) +..+[c+ (x~1)d] = Z[2¢ + (x - 1)d]
2

soucet aritmetické fady. Ulohu jsme nakonec fegili spole¢né. Po vétsi napoveédé pak nékolik
studentt (jen 2 studenti) dokézalo sestavit funkci zisku. Naslednou derivaci a ur€eni maxima
funkce jiz zvladla vétina studentti samostatng (studenti odstrafiovali zavorky, nederivovali
jako soucin). Opét jsme diskutovali o extrému. Po roznisobeni funkce, podobné jako
v pfedchozim piikladé, dostaneme kvadratickou funkei se zapornym kvadratickym ¢lenem,

extrém je tedy maximem (coZ je patrné i z vypoctu zisku pro /4 respektive 16 dni).
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Priklad 3 ([20], str. 47):

Mdme danou primku AB (obr. 2.8.) a mimo ni body M, N; md pak se naleznouti bod X, pri
némz by vzdalenosti MX a NX co nejkratsi byly.

Komentované reseni:

Uvedenou ulohu jsme vyfesili a okomentovali na strané 65 této prace. Doplime jen, Ze
vyjadieni a naslednd derivace funkce délky lomené &ary MXN byla pro studenty velmi
obtizna, nakonec jsme je vyfesili spoleéné u tabule. Nikoho ze studenti nenapadlo provést
feSeni pomoci osové soumérnosti (vzhledem k tomu, Ze jsme procvicovali derivace, dalo se to

ocekavat).

Priklad 4 ([20], str. 48):

Do daného trojiihelniku se ma vepsati co nejvétsi obdélnik (obr. 2.9.).

Komentované feSeni:

Uvedenou ulohu jsme rovnéz vyfesili a okomentovali na strané 67 této prace. Podobné jako
v pfedchozi tloze byl nejvétsim studentskym problémem vyjadieni funkce obsahu obdélnika.
Samotna derivace i nasledna diskuze o extrému uz probéhla bez obtizi. Studentim jsem

napovédél dvojici podobnych trojihelniki a nechal je ulohu dofesit doma.

Asi bychom ocekavali, ze vhodnych tuloh bude vyrazné vice. Pfipomenme si ale, co by
mély vybrané priklady spliovat. Mély by byt pro studenty stfedni Skoly a mély by zpestfit
vyuku pomoci zajimavého jazyka i netypického zadani. Uz vySe jsme uvedli, ze vétsi cast
tloh neni stfedoSkolska. Dalsi ¢ast je ,jen” na numerické procvicovani. Zbyva tedy azka
skupina piikladi zaméfena tématicky na vypocet extrémii funkei (hledani obrazet vepsanych
do jinych obrazct s maximalnim obsahem, atd.) a pak na aplikaci integrali (vypocty obsahu
kuzelosec¢ek, apod.). Z prvni skupiny jsme vybrali 4 ulohy. Dalsi jsou obtizn&jsi (hlavné na
vyjadieni funkéni zavislosti a vypocty f '(x)=0) a domnivam se, Ze by uz vyuku prilis
nezpestfily. Pfesto je zde uvedeme, ale bez komentovaného feSeni (studentim jsem je

nezadaval):

Priklad 5 ([20], str. 48):

M se do daného kirivocarého obrazce vepsati nejvétsi obdélnik (obr. 2.12.)

Reseni je na stran& 71 této prace.
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Piiklad 6 ([20], str. 49):

Jak se v daném kfivocarém obrazci nalezne nejvétsi lichobéznik (Trapez) DEMP (obr. 2.13.)

Regeni je na strané 72 této prace.

Priklad 7 ([20], str. 49):

Ktery z obdélnikii do trojiihelniku neb do kfivocarého obrazce vepsanych ma nejkratsi

diagonalu?
Reseni je podobné piikladu 4 uvedeného vyse. Misto funkce plochy s pouzitim Pythagorovy

} : zaxEN'ld'd'
véty vyjadiime funkci délky Ghlopficky jako f(x)=,[(b—x)" + i asledna derivace,

respektive vypodet extrému pii f'(x) = 0jsou numericky naro¢né.

Priklad 8 ([20], str. 49):

Ktery do primého kuZele vepsany vdlec jest nejvétsi? Ktery ma nejvétsi povrch? Ktery nejvétsi
pobocnou plochu?

Reseni je podobné opét tloze 4 uvedené vyse. Vyuzijeme obr. 2.9. a nasledné¢ podobnost
trojuhelnikt, kdy AADC = AMEC a AABC = AMNC . Objem, povrch i plast vepsaného

vilce do kuZele budou zavislé na vysce valce (|[MP|=b-x) a na priméru podstavy

(|MN| z%). Postavme tedy funkce s proménnou x pro objem, povrch i plast. Pfislusné

funkce derivujme a polozme prvni derivace rovno nule. Vyjma objemu budeme mit pouze

jedno feseni. V pfipadé objemu bude minimum pro x=0 (vélec ani nevznikne) a maximum pro
a’r
X e . Ve zbylych ptipadech je postup podobny.
Dalsi zajimavé tilohy jsou vypoéty obsahli kuzelose¢ek. Studenti se napfiiklad u elipsy
seznamuji se vzorcem pro vypocet jejtho obsahu, ale mohlo by byt pro n& zajimavé, odvodit
si uvedeny vzorec s pouzitim integrdlniho poétu. Podatedni zaujeti touto mySlenkou je ale

2

zahy zchlazeno vyslednym integralem, jehoz tvar _[ b—fa—dx po vhodné tpravé muzeme

vyfesit pomoci tzv. Eulerovych substituci. Pro studenty stiedni $koly jsou tyto wilohy bohuzel
nevhodné.
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6. ZAVER

Cilem diplomové prace bylo prostudovat nejstarsi ¢eskou stiedoskolskou ucebnici
diferencialniho po¢tu nazvanou ,Piidavek k algebie®. V zadani této prace byly stanoveny
nasledujici ukoly:

a) piipomenout historii diferencialniho poétu

b) stru¢né charakterizovat uvedenou uc¢ebnici

¢) porovnat tuto ucebnici se souc¢asnymi uéebnicemi

d) vytvofit sbirku historickych tloh a prakticky ovéfit jeji pouzitelnost na stfedni skole

Na prvnich osmi stranach jsme se vénovali historii diferencialniho poctu na pozadi
historie vyuCovani matematice prevazné na naSem uUzemi. Pfi psani tohoto textu jsme
vychazeli z literatury [10], [15], [16], [18] a [19]. Pokusili jsme se ukazat jednotlivé etapy
vyvoje vySe uvedeného s diirazem na obdobi narodniho obrozeni, respektive s dirazem na
osobnost Stanislava Vydry, ktery se stal pravdépodobné odbornym i mentalnim zdzemim
Viaclava Simerky pii tvorbé jeho matematickych praci. Rozsah uvedené kapitoly byl
nékolikrat upravovan, nebot’ tento historicky uvod mél byt pouze uvedenim do problematiky a
doby, nikoliv odbornou historickou praci. Podobny pfistup jsme zvolili i u struéné historie
diferencialniho poctu (literatura [2], [3], [9], [17], [21]). Podrobnéji jsme se zaméfili pouze na
osobnost Véclava Simerky (literatura [6], [12], [18], [20]).

Hlavni &asti této diplomové prace (59 stran) byl rozbor a komentai dodatku Simerkovy
uéebnice . Algebra, cili poctarstvi obecné” pod nazvem ., Pridavek k Algebre pro vyssi
gymndsia®“. Pivodné jsme si stanovili vybrat z jednotlivych kapitol jednu ulohu nebo jedno
téma o provést jeho (jeji) rozbor a komentai. Uvedeny postup se ale velmi zahy stal
nedostateénym, nebot’ v celé Simerkové ucebnici spolu jednotliva témata a piiklady uzce
souvisi, feSené ulohy se ¢asto ,,odvolavaji na ,,dfive ukazané* a tak by uvedené komentaie
ztratily kontinuitu a srozumitelnost. Nakonec jsme vynechali jen nékolik uloh (napr.
v kapitole 3.2.5. ,.Zdaklady poctu integralného* jsme vynechali ulohy na vrhy s odporem
prostiedi nebo v kapitole 3.2.6. ~Upotrebeni poctu nekonecného v geometrii** jsme neukazali
vztahy pro polomér kiivosti, evolutu, oblouk a plochu u cykloidy). U nékolika piikladi jsme
ukazali jen koncové vztahy bez odvozovini, nebot' pravé neuvedené odvozeni sledovalo
stejnou ideu jako jiz dfive ukazané Glohy. Lze tedy fici, Ze tato ¢ast diplomové prace v

podstaté rozebira a komentuje celou uebnici ,,Pridavek k Algebre pro vyssi gymnasia*.
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Sbirka tloh obsahuje pouze 8 wloh. V této &asti jsme se nejvice odchylili od cilq
diplomové prace. Divodd je nékolik. Piedné obsah Simerkova ,,Pridavku® je z vétsi ¢asti
udivem vysoké koly. Dale mnohé ulohy pouzitelné na stfedni $kole jsou obtizné. Vzhledem
k tomu, Ze jsem uvedené tlohy zadaval studentim na volitelném predmétu Cvideni
z matematiky (tento dobrovolny predmét navstévuje jen 6 studentil) pouze ve Skolnim roce
2007/2008 a nikdo ze studentii Zadnou z uloh samostatné nevyiesil, neuvadim v priloze
zadnou ze studentskych praci. Jedinou piilohou diplomové prace tak ziistdva kopie ucebnice
s ndzvem ,,Pridavek k Algebre provyssi gymndsia“ poskytnuta RNDr. Alena Kopackovou,
Ph.D, za coz ji jesté jednou toutou formou dékuyji.

V zadani této diplomové jsme si stanovili urcité cile. Nékteré jsme naplnili zcela,
nékteré jen z &asti. Kazdopadné mtzeme na zavér prohlasit, ze Simerkova ucebnice je
netypickou ucebnici uvedeného tématu (ze souc¢asného pohledu na ucebnice matematiky) a ze
by pro souasné studenty byla obtizné ¢itelna. Oproti tomu se ale domnivam, Ze je zajimavou
sondou do historie vyu€ovani matematice a Ze alespoii n&které jeji Gasti mohou byt svym

intuitivnim pfistupem piinosem pro studenty matematiky a podobné tak i pro soucasné nebo

budouci utitele matematiky.
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Gili  + dy pouze x briti miZe. Kdyby se
e LT
10=
Pl m = 100 velikym zddlo, vezine se m véts(, tedy dy jesté
mensi. Differencialy jsou tedy velitiny nalézajici se mezi
nullou a nejmensimi zlomky, jaké kdy v praktickém poltu
prichdzeji.
Mezi schou molou viak differencialy koneéné pownéry miti.
¢) Z té samé piftiny mizeji mocuosti vySsich stupfii z diffe-
renciald k mocnostemn miZsich - stupiit piitteny neb od wich
odejmuty; tak dévd na pk.
- adz + b (62)* = 6z (a + béz)
jelikoZ bdx proti @ zmizi. Neb
9(02)* + h(dz)® = (82)* (¢ + hdz) = g(du)*.
To plati i u souéind majicich za 2:.83 vice differencialil,
na pi.
adr = bdz. 80y = dz (a + 5%3 = adz.
Pommamendni. PonévadZ & pouze “@konové znamenf jest,
plati dz® za tolik co (dz)*; podobué jest i dzdy = (d2) . (dy).

S

adzx,

2 U0

Méme-li tu jakykoli ukon y = fx, kdeito f obecui zndmla
funkce jest, wisto niZ se téZ v éas potfeby F, @, ¢ a p. pise,
ménf se y, pakli x ve x -4~ dr prechdzi. Znamendme-li nekoneéné
walou zménu, jiZ y pii tom béfe, vyrazem dy, bude

y + dy = flz + dax),
tedy dy = flz 4 dz) — g tili d8fxr = flzr 4 dz) — fz; (1)
differencial funkee kafdé nalesneme tedy, kdys od sménéné funkece
piivodni tikon odejmeme.

To se té2 stivd u ?:w& 0 dvou proménnych, na pf. z
= flz, y) jde u + du = flz + dz, y + dy),

du = flx 4+ dz, y + dy) — w,

protoi
iz, y) = flz + 0z, y + dy) — fl=z, y); (2
a viibec
df (z, y, 2, atd.) = flz 4 dx, y 4 dy, 2 + dz, atd).
— flz, y, &, atd.) (3).

Vyznam spon a &irek jest zde tentyZ, ktery ¢l. 8. 4) udavi.

3. [

Je-li fr = a4 bz, bude flz + d2) = a 4 b (# 4+ dz),

tedy dle formule 1) d(a + bx) = a + bz + bdz — (i + bz)
s da + bz) = bdzx. (4)

Z toho jde dvoje, a sice pH b = 0, da — 0; L.

velidiny stdlé nemaji Zddnych differenciali; napotom mi o=

dbz = bdz; coi okazuje, Ze pri mgﬂnﬁnannga. stdli ¢initelové
pred enameni differencialné vyjimdni byjti mohou. _

Z rovnice 3) nésleduje
mﬁu+=+cnﬁ.vﬂ“+qu+=+q:+a+ v atd.
— (¢ 4+ v - v atd.)

tedy
O + u 4+ v atd) = & + du 4 dv atd. © (5)
Differencial souétu z vicera velidin neb funkei rovnd e souctu
differencialit séitanci.

4.
Dle formule 2) jest i

& (tu) = (¢ + 0t) (w 4 du) — tu = tdu -+ udt | dtdu ;
ponévadZ. pak dle €. 1. ¢) didu k udt pritteno mizi, bude

d (tw) = udt + tdu, (6)
tim# differencial soudinu z dvou proménnych velicin &ili funke
najiti lze. Postavime-li zde wv misto w, bude L

mﬁh:cvlze_whn*u“m?eulne& |T?¢_=+»m
podobné nalezneme j

d (tuvz) = wvzdt 4 tvrdu + tuzdv 4 tuvdz _

a jeli viibee X = twvays atd., objevi se
%Mu%&.v N%+|% _
M M.
+ —— dz 4+ —— dy atd. atd., | (D

odkudZ differencial ..S:m.:.._ z _HE&S proménngch
funkel plyne.
Co se differencialu zlomku

veljdin neb

tyle, postavme




‘yampn

(D) Jix = zp x| ‘zp(2))1-s2u = x b0 pu

y LY
‘(«2)e (w)) = b0y 9

U 2 QWZIPQ0 ® ‘T ojSpm L2 9) P0TUAOL Op ampesop

goyy pnsod fampuzau x) gapy ‘zp - z) = =z bop g zipng

‘fuouzafen QuAopasya Izyusfou as yp nunredo] (USR]

(ro)

(o1)

g pFo
Hi) may

9
%9 40 .z T
e — = ———————p g
| PO 24 + v )
L W e ;
zph —hpx . A+ z/\? T
fiz ARz P
e PR
pr — zph T
¢ sfx—1) _ z—0 .
rpog T = L
‘TP — @) = (@ — 2+ 0)p 1
Aperarig
20 + o
ol = s, _
apnq ‘mifexd .z ax x 0y peu pygel yud 1[-amggau
i dn 5§ 8
T - e e :
‘r oosm 79 4 » -eumAwsod
EFAT _ i
F AP

‘P sF —xfp = 1

ud wmojoden’ o!. ju z -mjuauodxs
ud saqua (6 emuuoy perd ‘EIWZ [pzol 9% ‘97] nan
MIO[7 A[Iud0m RUIWSIN oNppzey 03 puu yed gpeaguod

= % ud uoupal wezeifs wyslajoy s wApuACIS ag 2..50

n -

ud gynip od e _

ouzIpqo
p
zp IIn..a.. S ira ﬂ”_ -

I
g y—afis = xp;_orws ov)lnovaxepip zoo ‘A = oz WTFAOYI0MZ
8 =,z

. 4 ; 4
Hb—u_l.nha.y - ﬂw = jfi: nhﬂ.lsﬂ — = fig

: Z AWANZA[BU YUOPO]
PATP TP T — =0 Tp [ ) ‘TP, aozw— = fip
YTP, T — = TPy o T — == 30, oA — = fip.T
fhp et + (<X)pf = o OUBAODURIAHTD
300 ‘fx— d apnq ‘A= a7 Mo -empazisod ¢ fuauodxa
Tufuamoy v nufurodyz 98 pEoudom n 1 HugA ned (6 somuAoy
Jam pilngesqo  pE exp ‘xp Lo (0 '1 °o[p zopy ‘jEeyoasd

‘PIC TP Wt ﬁ m v 4 $BPe—at ﬁ M v + zp;_ru = (.3)p

2 (991 'R m__u 200
W — (T + 7) = (W)p .
ud ([ epmao: zt opl ures 3..

(6) © O Epearu = (u2)p ; g
. 4 URE ¥ wyupep] wypzey ud swym gojoxd
A T !
LA e L e a, = X¢

apnq
2 i Euh.:l.lh.la|a.|u ] -

Ap9} ‘ppEymy gofufels v z upnos y NIIIAS 1-2namspaly

g
3 “oukd
i fp+K &
WS e mp i b I.a.%..
z 1 (g s[nmioj o[ Mapasfa ojzfiogy
( X oM Lo ek

8) fipr — T R T L
: I
SRy £ LTV a =90 e

ed fApr — xp = w,?\.. Lpxy ,nba + fpr = xp

(9 'mIop o[p ya¥p vUEAOIUALID FoTmAC A ‘#h =z fpey

¥




6

tedy i s ="z f(z).
PonévadZ n libovolnd vzati velitina jest, miZeme.vidy == = q,
tedy i afa = 4 postaviti, z ¢choz
A : Adzx
.mh”ﬂ_ a m?wal%
Logaritmy, u nichZ 4 — 1 vzato, nazyvajl matematikové pfiro-
zenymi; z té pFidiny jest pak

jde.

d doy x = |mhh (12)
Je-li dile g modul jakékoli jiné na pi. Briggické soustavy
ohledem logaritm@ piirozenych (&l 185. d), jest log x = p Aoy z,
8 logx = pd doy x tj.°
& log z = % 5 (13)
horejsi 4 jest tedy modul g.
Hledajice nipotom da*, postavme a* = y, to dé logarit-
movino =z Aoy a = Aoy y a differencovino

Aoy a.dz = |w,ﬁ i dy = Aoy a.ydz
tedy da* = loy a.a* dzx, (14)
a dosadime-li misto « zdklad pfirozenych logaritmi e, kdeZ tedy
Aoy ¢ = 1, mnalezneme

det = . dz ﬁ_.mu.
Pifklady.

e

%z + Vo) '
1 X 2dz

2. dloy .,..FHlu] A e

1. diox(l + VvV 2) =

3. 8doy (z+ Va+ 29 =

4. dr* = z* (1 4 Aoy z) d=x,

5 dof = art (ydx + z doy z.dy).
TE

Nic nevadi, proé by se differencial kterys nemohl opét diffe-
rencovati, &m# pak druhy, treti atd. atd. rty differencial obdriime,
jez vyrazy &%y, d'y, atd. atd. d*y naznaliti lze.

7

V pfipadu takovém zastupuje jedna proménna na pi. ly funkci
kierous druhé ¢ili =, pii ¢emé si myslime, Ze = o Castky nekonedné
malé a viak stejoé roste, tedy dr stilé a protoZ

2 =10 {0z) =0
jest. Tak na pf. z y = 4 + Bz + Cc* 4+ Dz?® 6bdriime
dy = (B + 20z + 3Dz*) dz, d*y = (2C + 6Dz) dz2,
'y = 6D dz3.
Podobné diva y = \ =,

dx dz? 3dp?
dy = — Sy - gy = —— -
Y vz d*y Vo , 4y 8 Yz
15 dz*
4 —_—— e —
My = 6 ve atd. atd.

Je-li vilbec y = fz, obdrZime posloupnym differencovinim
dy = 'z . de, O = df'z.dz = f*z . dz®
dy = df*z . dz* = fiz.dz? atd. atd.

ai Oty = fx. 0
a jednotlivé z podild

dy d2y d3y dry =7

e S i B o IR0 i 1

Mz, iy i ST Jmenuji
se potaZné prvnim, drubym, tfetim atd. rtym odvozenym |dkonem,
ohledné Eehoz se pak fr dkouem piivodnim nazyvi. Tak|z

fr = Aoy x

Je SR =l T et P =21
flz. = — 3lz ald. atd. frz = (— Dt (r — 1) g—=.

Kde tedy o funkcich odvozenych feé jest, vyrozumivaji se

vidy differencovinim povstalé. .
Ze se pri jednini tomto y &ili fr obecnému élenu fad v od-
délen! XVIL. podobd, kdeito z s ukazovatelem,
'z, Pz; Pz, atd
§ obecnym Elenem prvnf, druhé, tietf atd. rozdilové Fady
patrno samo selou. .

Otdzka: Jaky jest vozdil mezi
f @), (), frz, frz, fr.

souhlasf,

ili
& (=), dzr | &z, drz, 8z, 7
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10 11
b) z ; 11.
* N :?Iu:,...?lwlTS n—r . S
A r+41 \- B Gl R T e AT Obecny ditkaz na poutlu binomickou (&l. 166. 4) lze nejsnize
jde provésti takto:
ﬁ n u_l F " w Wi Postavime-li v fadé Mac-Laurin-ové (¢l. 8.)
o el T A fr = (a + z)* bude f0 = a®
”. &H) . pak ’
b Aav ks H " r=1 filz = nla + z)*=! tedy f'0 = na*—!,
: . SRt P Ay Lt S jakoz i -
: pro jakoukoli hoduotu &sla n. Z toho pak plyne fz=nn— 1@tz a f0=nmn—1)a—2
ﬁﬂvnzﬁ ﬁmuuu_ﬁlﬁwvﬂo, ;i . adile
< Pz =nn—1) (n—2)(atz)*—* , * fFO=n(n—1)(n— 2)a** atd.
¢) Dile jde z A Kazdjm novym odvozenim zmenSuje se exponent | velidiny
A » v cacl SHR) s e BB D SR (a + ) o jednitku, proto bude u f*z, (@ 4 z)*—*. Souinitel
gy e i potence této jest soufin, jenZ pfi kaZdém odvozeni o|jednoho
A o v = e ) OB TR ) T B tinitele roste; ponévadz pak linitelové tito n, n — 1, n 12 atd
£ a4 % i jsou, bude rt§ z nich # — r 4 1 (&l 143. 4), tedy
d) monowum Euﬁmzn . S _ fr=an—1n—2)....(0—r 1) (@fzp—
n — = - = =
ﬁ % U +ﬁ1..|.u = ¢.|_UA = |T~u a fO=nn—1Dm—2....n —r 4 1) a>—.
: ' W -Zpisobem timto jsmeé nalezli
- : : ute; A__. bl (a .1+| 2P = a* 4 nat—iz + .a?..“_| 1) ar—2z2
i : y 2!
n = n—1 n— 1 nn—1)(m—2) _ n(n—1)(n—2)....(n—r=-1) il
(2 Ja0n)- + B e 5 az,
Pli n = — 5, r=4 jest na pi dili
s 5 ME— G — ili = 126 — 56. ;
2 5 ik = .L .w_b. 70 1 QuuTﬂ-Ha-..Tﬁﬂva-lnHvTHMvﬁulnHulT....HWW_E-I-H...
okusteZ se o to dokdzati, Ze jest ’ s ;
i af jiz n jakéloli éislo znamena.
1) ﬁ w.u S Co se celého kladného n tyte, podotimuto pii €l.|166. 4;
-2 _ . 1 . neni-li n celé neb kladné, stivi se fada binomicki neKonetnou,
2) ﬁ 1v =1l b [ o b Obyéejué jest shihavou (¢l 77.4) neb mdze takovou udélina byti,
— g r=+ 2 vidy ale neni tomu tak.
=(—1) 3 B ;
3) ﬁ = u (=1} ﬁ 9 v Mnohdy, zvI4sté je-li n ziporné neb lomené, byvi prospésno
" —_—n Sy ntr—1 nisledujfcf ¢leny fady této z predchdzejicich és:oé__.y. kteryz
v o — ‘t 1 ) n nl\ £z ’ . - P - ¢ " =
; zplisob potitani se ndvratnym (rekurrirend) Jmenuje; wame-li ted
: G e ) ] 1 y
_....v A ..w v — AIIHvT. 5 y ohledné toho : _
’ SRS @+2Pp=do+d, + 4+ . ... At Ay ..
a vibec jest
; = m(n—m)(2n—m)(3n—m) atd. [(r—1)n—m] _ () .. —
€) A”.VHTIST__ n. 2n. 3n. 4n. atd nr : A, = A‘.v ar m
]
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Postavime-li zde

1 e )
=== ==y
bude T dois
2yt —1 °

protoz mime

dop L =2y y —doy (4 — 1) — dep v+ Y =

1 3 1 il
=2 [ap 1 + Sr o + sy ]
a je-li pro kritkost

1 1 1
fy=

-1 Tige—np tw ;T
obdrZime
toy y = iAoy (y — 1) + Aoy (y 4+ 1)] + fv.
Z toho plyne dile
2 = 014384 10362
jakoZ i
dop 2 =4 doy3 42 tj 21dop2 — Aoy 3 =232
doy 3 =L (Roy 2 + 2 doy 2) 4 3
Gl — 3 loy 2 4 2 doy 3 = 2f3;

f3 = 005889 15178

i doy 2 — 4f2 4 2f3 — 069314 71804
Zoy 3 — 6f2 + 4f3 = 109861 22884.
Potom snadno z fady hofejsi pfirozeny logaritmus kaZdého
prvoétu najiti, takt pro'y = 5 jest
doy 5 = L (Roy 4 + Aoy 6) + f5 = 160943 79121
a loy 10 = 2-:30258 b50925.

Z té plitiny jest dle €l.135. 4) p* = 230258 50925 modul, j{mz
se Briggické logaritmy v pfirozené proméfiuji. Podobué naleznem

= ———— = 004342 9448
co modul, jimZ se piiroz. logaritmy previdéjl v waw.mmow.w,

13.

a) Vezmeme-li v &. 8) fr = a*, bude, pakli pro kritkost
Aoy a — A stavime, dle &l 6. fm. (14).

flx —Qda, P =, P00, il re= 18 o=

15
tedy o*= 1 o4 2z + 11 @2)® + I (Rz)? . .
1
10z,
fada, kterouz z daného logaritmu &islo naleznouti lze, jemuz lo-
garitmus ten ndlezi; je-li totiz a zdklad dané soustavy, jde z
o —log X Sal — %

tedy
i sl L 1 (An)* 4 L1 (An)3 . . ._ i
1) Dosadime-li za a basis pfirozenych logaritnd, jde z |toho pri
A= ldoy e = 1 fada
e— lish o-f Tl 11y o o I o [
z tehoZ pfi # = 1 nalezneme ¢ — 2-7182 8183 (1. 135, 4).

1L Ukony (rigonometrické.

14.

Dosadime-li do rovnice pro ¢ v tlinku predeilém ix gili
zV =1 misto 2, obdrime oddélivie &ist realnou od

pomyslné
.»._n_HH[.h.%.a»rT..,._H..lh_RnuT....
i@ — flad 4 1] a2t — 31 x7 atd),
a uvedeme-li do formulé této hodnoty )
mﬂ.u,R”hnl.h._&urTh_Hul“._an_u... (1)
Qo.qHH_.I.a_._Hu..T»_H..Ih_Hn.T.,. (2)

kdeZ prozatim pro rozeznavin{ od ‘trigonometrickych sinusd a co-

sinusll velikého S a C uZlvati, a vyrazy ty za pouhé algebraické
funkee povazovati miizeme, bude

e = Cos x 4 ¢ Sin z. (3)
Vezmeme-li v (1) a (2) = = 0, jest
Sin 0 =10, Cos 0 = 1; 4)
4 udélame-li = zdpornym, bude
Bin —2 = — Sina, Ois— 2= Cosz (5)

t. j. Sinus méni s z znameni, Cosinus viak ne.
Zménfme-li v (3) dle & 120. d. ) znameni u i, jest

: e — Cos z — i Sin z,

coZ s formull (3) nésobeno divd :
e = Cos®x'— (i Sin x)* &li Sinz + Gos*z = 1, (6)

jednu to z nejdfilezitéjsich vlastnost! dkonit téchto, z niZ pak dile
Sinz =4 V1 — 0oz, Cosz = + V1 — S (M
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a) P
ey
davaji posledni z hofejsich roymic
in ( S B A e : Booyesdn
u.aﬁwah + .WU = naﬁwﬂ_ -+ leu ="
vezmeme-li tedy v rovnici (3) &l 14)
_ = Gl
: R|w5+.m == m?un_nc
bude :
: _..l..
-3 W4y

=,

cok _omwu_zu:.__nm ocnaﬁm

4@.« C = doy i = hnw V- »&\ (— 1,
tedy »3%|S = Q%E.nTaaﬁp«rT 1
logaritmy vclicin zdpornych jsou tedy disla spfeditd.

b) Ce znamend as ¢ ?
H,omﬁ:_uua @ = u, bude »3_. g — loyiiya ug:m;&

Aoy i = Iml_ (4¢ + .5_ obdriime »&.:H'q.?n =+ 1),

tedy
"= a|!.=+:
wn JiZ h upwmwor celé tislo jest.

: e s
¢ a) Z e__ﬁ.En__ c._mannﬁngnrqnw funkel jsou ditlezitéjsi:
gz = niﬁv coft z = na,_.mu.l_ sec R”|~ .
CO05 T L sin T cos T
1
00860 T =~

7 wSQo_;__a rovuic yiechuy ._m._:“w vlastnosti a poméry od-

voditi lze. Tal nalezneme : J

e L gin(x ..T.eu _ Sih x cos y - cos x siny
_E_.A..auT.eu — cos(z +.) T n&.h.uonw.l_un__.:auma@__

a aw_:.nn. ‘lj - Eftatele i ._ menovatele u.__.._sw: toho vyrazem
cos p. cos y, bude )

19
sin x sin ¥
cos T r €os y .
L AAE R sin sin y
£ ez cos &  cos-y
. tg = tg
£ tang (x 4 y) = JMI;UM#M% (14)
Z toho jde pii z =y,
: ANy
tg 2z = 1=tz £ (15)
pals, ponévadi ’
S S R S
Y= T cos ¥
tli tg —y = — tg y, bude kdyZ v (14) — misto’ Y
dosadime
AL Lo
tg (x — y) = Ty (16)
Pifklady.

1. Je-li tya =4,.tyg b =1, 'munoho-li bude |obniSeti
ty (2a + &)7?

Zde jest
. 2tga
e = 1— igia =4
pak
__ tg2a—4tgd " 34 L
A e s e T
protoZ i tg (2a 4+ b)) = 1.

2. Mnoholi obndsi v . 16) tg @, fg 29, ty 39, fg 6p atd.
ok jak veliké jsou cotangenty, sckanty a cosekanty téch
obloukii ?

b) Délime-li fadu pro sin z (& 14. 1) fadou pro x, na-
lezneme

gz =z 4 §3° + {2° + 2 + 383,20 ad. (17)
Dle #isad trigonometrickych ._om_. v obrazci I

MP = sin z, AT'= tang x;
vezmeme-li tedy = tak malé, Ze z%:a protoZ i z%, z' atd. zmizi,
obdrzime z rovn. (1) a (17) sin & = 19 & = z; protoz |miZe ve
funkeich téchto = nejen pii malych, nybrZ pii véech vibec hodno-
tich pouze oblouk AM znamenati, jakZ v &l. 16) podotknute.
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a jelikoZ y = arc tg z jest, bude
dz
1 4 =z*
Jedna z funke{ CZastdji prichdzejfcl jest téz log sin = t. j.
logaritmus ze sin x; ohledné té bude

darc igz = (23)

i d x
& log. sin g = LML B i g o
) sin sin T,
tedy & log sin x = p eot z Oz : Y (24)
Podobné plyne ze dlog tgz = ;
uwditgx - pdx P udx o
tg = T T T TR I e R T T B
a jelikoZ sin z cos = L sin 2z jest, obdriime
2udzx
= —— 25
é log ty x = = Av.
Piiklady.
1) d sec x — tg z sec = & x,
9) & cosec £ — — cot % cosec T 0 z,
dr g
3) & arc sec x = 7 T g L
dz |
4) & are cos C —ip) = Vo st
5) dlogcos £ = — p lg x & z,
1+ sinz . _ dx
6.9, dox < 1 —sinzx = cos T
i 21.

Differencujeme-li rovnici

arc tg * = Az -+ Bz* + Cz® 4 Dz* 4 Ez® atd
obdriime dle 20. 23) : : .
— A + 2Bz + 3Cz® + 4 Dx* + 5Ea* + .
: =1—2* fxt—z't . . . . '
protoZ bude -
y A=1,B=00=—4,D=0,E=4,.". ..
ndsledovné - )
= .us.n@ﬂ”unl._*.au.._:.wanl.vhuir

1
14 a?

23

Z té pHéiny nalezneme

1 1

333 - T atd. = 0°3217. 50554

% 1 1

b e e L0 e o e
Dle ¢l. 19. pi. 3) jest viak

‘arc tg 1 = 2 arc tg } + arc tg |

tedy arc ty 1 = 0-7853 98163. Cl 16) poddvé k tomu
sin 3 :cos 39 = tg 3 = 1, tedy 3¢ = arc g 1,

a protoZ ¢

arc g L = § —

— atd. = 01418 97055

12 9 = = 4 arc ig 1 = 3-1415 92652,
jakZ svrchu v 16) udéno.
Kdybychom dle 14) a 18. b) chtéli sin 1°, cos 10, #g 10
hledati, bude tfeba z = = : 180 = 001745329 vaiti.
Na podobnj zpfisob nalezneme téz

el a = bt %
=" e
arc siInT =& 4 1 ~Tg .+.m..m A 5
1.3.58 x?
st 2.4.6 ° i S
Z toho jde pFi : .
cz=4, are .&ahu.ﬂ|m| = oblouk 30°.

IV. Taylor’ova poucka a jeji .:.-n-ej_nw.
22.

Kazdou funkei proménné z miZeme naznaliti rovniél
fo = A2 "+ Br* + Ces 4. . ...
Dosadime-li sem = 4 A misto z, bude
e+l =A@+ +B@+h +Ca+he+.{ | . . )
a vyvineme-li dvoulleny (z + k), (z + ), (= + h)e| atd. ob-
jevi se i
fe+h= 42 tadetht () a4 (5) dab—i ata.
B2 +8a-0+ (B2 + (3) oo

ot eCa—tht (§) Camhe + (5) o ata.
" atd. atd. atd. atd. af

td.
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Zde mime - 2 i :
[a= an = aB S pul = G a ey S i = e I
b e L e
protoZ : ]
II&.ﬁ e _\,_ = |@H~|| = i qm—o,
' [ A vip o ng*-1 n
2) Co dive —F" 21" pig = a?
: L =
NM_R = a* lop a — az*?,
)
g'z =1jde .:mm . Ev._mm| =a* (Aoya —1).
3) P vrchn _SE_GE v prostofe vzduchem napluéné pfichdzi
rovnice ; :
e Mﬂ Aoy m.l.T.o.n.& s
uww velké jest H H_m_ Ze== 07 ;
canoqmq
= o
= %
4) Platf soudet geometrické posloupnosti (¢l. 150. b. 4) totiz
o L by
g— 1

i pHi g = 1, &ili nic?- :
5z? — 11 z* 4 7z — 1

e S R
uwﬂlﬂnpqp._ﬁ_n.f:unl.mwn:_nq gz — 2z — 3,
tedy : !

FATR et F.
Gl e

. protoz se hleds dile
"z = 30 z — 29, ﬁal.m?w?ﬁ

FEN ek B 4
G
& ty 2z
5 o +9)
davk pii e
L Qo |
Ty PR
4 oo "

e ; :
e =] iy A...»I||Tp.v @lz = — 2 : sin

postavme? tedy

“(+9)

cot 2 =

a bude

profeZ jest vysledek = 4.

) SRS = O TeaT ﬁmhw.u.l rovno a?

8) Pii = = 0 jest h_w.clat rovao .r_w b

9 PH x=a jest ﬁml{ﬁ_mm.. Hﬂn = 3.§°
2.

Nejuétsi a nejmensi hodnoty vikond. (Maxima et mi
Kdyz dkon kterysi na pi. fir piHi = = a v&td hod
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umﬁ_

ﬁ\ L
2a -

ima.)

otn i

nei fle — k) a fla—+ 1), kdez A jakékoli, obylejné viak |[jen malé
tislo znamend, fikime, Ze se pii £ = a stivi fr nejvétdhm &l

maximum. V pidu tom jest tedy f(a — k) << fa = fi

Podobné-mé fz nejmensi hodnotu &ili jest minimum, pakdi

: - fla—W>fa<fla+ k)
uzaaﬁruie‘:géuweum

a -+ h).
tu

fla — k) < fa<<fla+ k) npeb fla — h) > fa>f(a 4 k),
nemiZe tu 0 maximu neb minimu Fedi byti. Ostatné sé slovy: fu
iest maximum neb minimum, jeitd nad to vyromunivi, ¢ velidina

tato koneénd jest. Tak mé sin z maximum pEi
z= 90° ‘&l ——

minimum véak u z=270°; ¢y z, F.n z nemaji viak pni jedno

ani druhé.

Co do urdovini nejvét&ich a nejmensich. hodnot ?.Ea platf
:pm_maEE _.E.Ea_c .mu%unerzn Ui 'z = 0 &Gl dfr = , a do-

r = a =z rownice 1é halesenou

do ma:aqs tilionu, stavd se fa mbzimum, je-li f*a nam&v.&. a mi-

nimum, je-li f*a kladné.
Dle’ Taylorovy poulky jest totiZ

e+ 0=z + Wz + {1hPz + 1Pz 4 .|, . .

flx —h)=fx — Mz + L1h*frx 4 RN b e TR D
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6) fr = a4 bx — cx* diva pri

x = 2 maximum = a + .%|
2¢ 1
0 wetle — @ + Dl i pi
g = S daindly i
3n—+1) 27(n—-1)*

8) fr = sin  + cos x divA max. = V2.

25.

Taylorova poutka podivd ndm téz prostiedek, jimZ kazdou
uréitou rovnici o jedné nezndmé, v niZto pouze zvliitni Eisla pri-
chizeji, fediti lze.

Dejme totiZ rovnici takové podobu fiu = 0, pak vyhledejme
dvé &sla m, n, pfi nichZ fm a fn nestejud zoameni md. Népo-
tom se bude s velmi Fidlkymi vyminkami mezi m a u alespoil jeden
loifen roynice té nalezati. Vezmeme-li totiZ za x hodnotu m' mezi
m 4 n le#fel, da ndm fm’ bud 0, a pak jest m‘ hledanym Lkofenem
rovnice té, neb mime Kladny ¢&ili zdporny vysledek. Tim jsme
vadli dvd jina blizsi &isla, u nichZ fir nestejnd znameni divd, tak
#e kofcn v uZ&i hranici sevien. Pokradujeme-li takto dile, prijdeme
jednou va hoduotu =, kterfZ fz téméf neb Gplné =0 tinf, a u niz
s¢ pak .znomenf méni; hodnota takovd jest ndpotom hledanym
kofenem.

~ Takto jednajice nenalezneme koren toliko tenkrite, kde fi tim
vice roste, &im vice se hodnoty m, n sobé Dlizi. Pak prichazi
mezi m, n velitina a, pi niz se fu = co stivi, kdeZ ndsledkem
rovuic 1
DOl= s —i s = =00
znameni zinénu berou. To plati na pi. v rovuici
i 1 e (Rl

kdeZ pii
£ £
ity A
jest fr kladng, pii
T = N viak zdporné, mezi Chuz se z — .N
nalezd, cof fz = =k oo, Cinlk

Ustatng jest vidy z dané rovuice vidéti, prihod(-li se tento
druhy pid &ili nic.
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KdyZ tedy z takovymto makdnim (&l 151. 4. Pozn.), jemuZ se
viibec pii vy&ich rovnicich ‘vyhnouti nelze, ponélud urfeno jest,
a mime-li fz = r, bude ndm do pravého kofenc chybéti jakdsi
mald velitina &, tak Ze flz 4+ &) = 0 vziti miZeme. Dle Taylo-
rovy poutky jest pak -

flz+ %) = fzr+ W'z 4 3fz 4+ LWz 4 .} o,
a kdyZ na Eleny 1h%*f*z, 1143z atd, co velmi malé ng¢hledime,
bude 0 = fr -+ Af'z, tedy h = — fz : f'z, &lmz hodnotu =

opraviti lze. Opakovinfm vykonu tohoto nalezneme x jak lipo apiné.

Piiklady.
1) 6z4 — 132® + 2z* + 6z — 9 = 0. Zde mime
___dnlm. :”l&. _\MH‘.T.“__. H~.m.l..|m.
f1'8 = — 09504, 10 = 2:4456.

Pii hodnoté 1'8 miZeme se zastaviti. Ze
flz = 242® — 392° 4 4z + 8 jde f'1'8 —=28:§08
tedy A = 0033 pak
f1-833 = 0:054107, f'1'633 = 32104566, & = — 0001685,
f1:831315 = 0-0001576, f* 1'831315=31"9313794, = —0°(0000494
183131006 = — 0-00000038 tedy =z = 1-831310D6.
2) #* — 2 — 2z 4+ 1 =0. Zde mime sice f0|=1,
fl = — 1, tedy mezi 0, 1 jeden kofen; jest viak i
f2 =1, protoz 1 << z << 2. Déle nalezneme
Pz=23z* — 2 — 2 tedy 2 =G,

¢ CehoZ jde h=—1 : 6 = — 017, tedy_kofen pifbl. 1-83;
dile jest

{183 = 011196, {'1'83 = 438, h = — 00273,

f1-B027 = 00031561, f'1-8027 = 4-1438, h = — 9000761,

+ f1-801939=0-0000051, f'1'801939=4-137075,4= —0pouou12,
f1:8019378 = 0, protoz =z — 1-8019378.
Delime-li horejsi rovnici Cinitelem kofenovym (&l 127. A)

x — 18019378 bude x* 4 0-8019378x — 0'5549581 — 0
z CelioZ se dile x — 04450395 ‘& — 1-2469773 ;
3) 10z 4 log = — 100 = 0. V rovnici této jost
fl=—290, flo =1, &= — 90457575
pak ;
fiz=10 + & — 107+ 04342945
x x L

nulezne.
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: b i 2 275
X e —
k. dandy=—0  HI sedy=| -

podivd, z CehoZ se, pondvadi 4a® = 278 Jjest, vidy y,

tedy i
: a
= . —_
T siny .f\.w

nalezne. JelikoZ pak

sin 3y = sin (180° — 3y) = — sin (180% 4- 3y),
obdrZime ostatnf dva kofeny z
a' = 2 sin (60° — ) @\ﬂu £ = — 9 sin (60" 4 4) <=m
Takt jde z
2 — 3z 4 =0, ¥ =2yl
sin8y = V., tedy y = 11°19'45“4 pak =z = 01757077
' = 06716491, ' = — 0°B47357.

V. Zaklady podiu integraluého.

27.
Uvéadéni velidin nekoneéné malych &ili Gkond differencialnych

na konetué nazjva se integrovdnim (celenim), a protoz jsou diffe-

rencovini a integrovani vykony protivné. Za znameni integralué
vzato f° (Summa), které se tedy se snamenfm d, kdykoli obé po
sobé piichdzeji, ruli; tak jest na pf. f'dz — ¢ neboli
dfady = ady.

Dle toho miZeme se m»& differencovanim presvédéiti, zdali
dobfe integrovéno.

Funkce vykonem timto nw_w;ub._ﬁwn_.ca se ntegral, a proto
se na pf. Jffr.dr — Fr {&te: Integral z fx . dz &inf Fir.

Z pojmil téchto plyne dle vyrazu adz = d(ax + ¢), jeji
v ¢l 3. rovn. 4) podiva

Jadz = fd(ax 4 ¢) Cili Jadz = ax + ¢ (63

Z toho pak ndsleduje dvoje, a sice lze jednou veliliny stilé,
jeZ co ndsobitelé proménnych pfichézeji, pfed znameni integralné
vyjmouti, nebot Jfadz = ax = afdz; za druhé tieba ku kaz-
dému integraln konstantu &ili stdlou velitinu ¢ pridati, jez diffe-
rencovinim byla zmizela. Konstanta takovd urfuje se ze zvliitniho
kteréhosi pidu, jeji obecny filkon v sob& obsahuje. Tak by se
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na pf. integrovénim objevila rovnice y — az* 4 ¢, &|bylo by
znfimo, Ze se pfi  — m stivi y — n, pak obdriime
n—=am® 4+ ¢ tedy ¢ =n — am?®.

Déle jde z &. 3. rovn. 5)

J(0t 4+ du 4 dv atd.) = ¢ +u + v atd,; (2)
da-li se tedy dkon differencialny rozloZiti ve vice Cdsti, \midZeme
kaZdou z nich zvlaSté integrovati.

Podobné obdrzime dle &l 4. rovn. 6)

tu = Sudt 4+ ftou Eili  Sidu = tu — Sudt,| (3)
LteryZto vykon se pofistnym integrovinim nazyvd. Tim lz¢ funkce,
jez nesnadno integrovati, mnohdy uvesti va jiné, u nichZ se to
lehéeji stavi.

28.

Dosadime-li do rovn. 9) v &. 5. n -4 __ misto n,| bude
(n + 1)z* dz = dz°+' coZ dava

e e B-Tn
.\,&%ai[llu‘TTw“ (4)
z toho jde pii zdporném p
iR 1
J = T mana (5)
Podobné plyne z rovn. 10)
dx £ A
e = i v = 3 V¥a+t iz (6)
a z rovoice 11)
xdz 1
e ~ iy SUCERL R S

V é&lanku 6. dévd rovn. 12)
S .I_WW. = Aoy =z,
a pakli mnE a -+ bz misto z nombEu._o bude

w.\.ﬂ.ﬂuamf = doy(a—-ba), tedy JS'——— a+a& J.iaou.? bz), (8)

cof ndm, kdyZ z* za z ﬁanBn ddva
zdz

ST = r 6+ ) ®
Z rovoice 14) & 6. jde
L —

»S.n , 10)
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-z tehoZ |.w_“- — = misto r vezmouce,  mnalezneme
. dzx x— 9%
e e e
s Y tg . (23)
29.

Formule integralné svrchu uvedené vystad! ve velmi mnoha
péidech, a kde se to nestivd, daji se z nich odvoditi jiué, jez po-
Zadavkiim zadost &nf, a viak odvozovan! takové poZaduje dasto
muoho divtipu.

Co se obytejnych potieb tyle, postadi jesté ndsledujici dodati:

a) oEa%B integrovan( d..ﬁ:
zidx
ErEl
rozvrhnéme si zlomek g
x
ey

© v soudet z vice jinych, by se pak s kaZdou &4sti zvlasté

jednati mohlo. Ponévadz (2% — 1)* = (z — 1)* (z 4 1)*,

mifeme postaviti 3

L t u“ v w
@—1)3? = @E—1)F Rl @+1)° g S S T

coi divd

z* =z + 224 1) +u(z® +2°* —2— 1) +v(z? —%2+41)

+w(z? —z* —z41)

il
=u~+w z? +(I+u+v—wjz? 4 (2 — us—2v—w)z
- t—tu—v—4w.
‘Postavime-li ohledné urfeni neznimych ¢, u, v, w
utw=0, t+utv—w=1, 2t—u—2W—w=o, t—utvtw=o,
utinime tim posledni rovnici zadost; pak jest
I

=L wu=4L v=4 w=— {

Z toho jde
z*dx

Sy q
dz T
.T.@!c.+ e .\.?..T:, C s, J:

Em 5té z hofejsich ?-.En: nalezneme
dx 1

alw..\, @Dy T T

e

'\u HB e :» i
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pak dle 8mé fm.
dz oz
S =ity — ) T T e g
ProtoZ obdriime
zidx
o\& AHM o wvu
1 ¥
=—ilomr + 541~ E—D+ Joy (x4 1] .5
zidz 2z z+1
S =i a2t ) Loy
) Mi-li se dz V'a* —2* integrovati, postavme svrchu ve frm. 3)
=2z t= Val —_ 27 tedy
i Sl iz
V=g
pak obdriime
SJzVa ——zVa—2¢ 4 f _.\I]Buqm|.|l
a* — 2z
A viak
z? a? — z? a
e P =t Viar- s
an
== Y& -2 + Vg "
z dehoZ :
iz dz
.\.M\..n.ueﬂ..ﬂu =—fdx Va*—z* | a2 p Vol s
= — Sz Va*—z® 4 a* arcsin =
a
dle fm. 16. jde. To dosazeno davi
i dzV a? T2 = zV o — 2@ _ JozV g3 53
£ T
-+ a® arc sin e
tili
S oz Var— 27 = T c a* —z* 4 are sin — (25)
?nau&ﬂ: %Eocsn nalezneme dle .,25 3)

3z

S0V —gf = zVzi_g — f—= L

=R I'.\..WRT\ 3 g

— gl {.Hh |||H4

¥ —ag
u a?
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by dané téleso v kaZdé ndsledujici Easové jednosti (sekundé) drihu
v (stop) dloubou. Juké souvislost nalezd se mezi velitinami témito?

Zde tfeba Ik velitindm s ¢ v piibrati jesté @, udivajici zrych-
leni (acceleratio), totiZ rozdfl mezi rychlosti pa kouci tasu ¢
a ¢+ 1, tak Ze lladné @ vzriist a zdporné dbytek rychlosti
uddvd, a omw proménné byti miZe.

V dkolu tomto bude nejlépe s v ¢ wszﬁ_u;u za funkce
z tasu ¢; mohlo by se téf na pi. s ¢ 4 brati za fuokei z v
avak v poftu éinilo by to obtiZe.

Ku konci Gasu ¢ jsou tedy prostora a rychlost s, v, po
uplynuti nesmirné malé &asové doby d¢ totiz lku .konci Easu
t + dt jsou potaiué s + ds, v~ dv, o vzrostly proto o ds, du.
Pohybovini v dobé &t mieme vziti za jednostejné (gleichformig),
kdeZ jest nipotom prostora probéhnutd rovna souéinu z rychlosti
a Casu, jako ma pf. u parntkdl pfi tichém mofi; pak ale bude

ds > vdt, ds << (v + dv)dt = vdt 4 dv . dt
t. J. vezmeme-li rychlost z potitku doby d¢, nalezneme prostorn ds
ponékud malou, vezmeme-li ji. viak z konce doby té, bude vysledek
0 nlco vétdl nei ds; jelikoz ale dvd! proti vdé mizi, mame
ds = odt
co prvni rovnici pohybu.

Jako roste rychlost v use d¢ o dv, tak voste i zrychlovini
0 dp. Varist rychlosti miZeme podobué v ckamZeni d¢ za jedno-
stejny brati, a protoZ nalezneme ]

dv > @dt, dv << (p + dp)dt = @dt + dp . d¢
t. j. j dv = @dt
co rovnici druhou; z obou plyne pak déle
pds = vly,. ds = @di3.

Z rovnic téchto daji se ndpotom vSechny druhy pohybu
v piimkich rozpotisti, pakli se jen nékterd z proménnych onéch
blize uréf.

a) Tak pii kolmém vrhu doli v prostoru vzduchu prizdnou roste
rychlost v stejnych dobdch o tutéZ velitiou, a sice u nds

v kaZzdé selundé o gy — 3103 videhslkych stop. Nésledkem

toho divd rovnice druhd

= gdt, tedy v = ¢ + gt,
kdeZ konstanta ¢ poddtetnou vrhem télesu sdélenou rychlost
znamend. K tomu dévd rovnice prvni é&ili
ds = (¢ + gt) o, s = ct -+ Lgi*,

43

kde? se Zadni konstanta nepfipisuje, jelikoz z dkoly patrno,
fe pii t = 0, s = 0 wvziti trela.
b) Pii prostém padu v prostofe vzduchu prizdné jest pplilecnd
rychlost ¢ = 0, tedy v = g, s = = gi*.
Totéz plati o pohybovéni na hladké 3ikmé plode a na pado-
stroji, tolilo Ze tu g jiné hodnoty md.
¢) Pii kolmém vrhu vzhirn v prostoru vzduclu prizdnou pa-
sobf tife proti podateéné sile vrhu, protoz treba zrychleni
“6ili g zdporné vuiti, &mz se v = ¢ — gt, s = ct — 1 gi*
objevi.
Kdyz t8leso pii vrhu takovém mnejvySitho mista dosiline,
jest tam v = 0, coZ diava as vystupu

a vyblu vystupu

Ten samy vysledek podiva maximum velitiny s.
Koule délovi rychlosti 2300 stop kolmo vzhirn vystrelend
dosihla by dle toho vySky as 85300 t. j. 3! mile; cof ovicm
znamenité mendi d_ﬁﬁue ponévadi trenf se fb:ﬁrﬂE r_ veliky
odpor &ini.
d) Byloliby téleso na hladkou obzornou rovinu na pf. |led vrh-
nuto poiteénou rychlosti ¢, nepisobi nad tiZe, ale|tfeni se
vzduchem a ledem ¢ini pohybu odpor, ten pak berou me-
chanilkové co pomérny &tverci rychlosti, tedy ¢ =|— mo?,
jelikoZ se jin béh umensuje. Z té pritiny. mime

dv = — mordl, tedy ——— = — mdt,

coZ ddvi — |“ = ik @

Plit = 0jest v =¢
.. 1 [
tedy C = —
2 ¢ Cemi 1
Z toho jde déle

ds = I.|mhwm|.

emt 1 "
a dle rov. 8 ¢&l. 28)

8= Aoy (1 + cmi),




3 (q '8 T you
YR} mupn mfjEm qugenoyeu 15 owsl gel ‘mpmes jyuwps oy

yeu juyroidejum o ‘Lga juguselqo 3 npods gno[s ojudy pepiMg

judmELZ ap 00 4 v ‘29 00 IO} 2 APz AF ‘MIPWA JWWSQ

96 4+ 2 = a 1 2uzapen 98 guqopoq
:26F + © = s opnq ‘smygoouis zdpy m =
‘b nuREA nopm gugaunoyeu o sznod g po Apay IS 98
O 4 6T 4 0 = 2ub f Ut + p = g
WY — Wbt + 9 = e} — adewt + 0 =y
uEHJr_Bo fupud ;3 7 26 = aubf = du 1 goqel ‘26 = 4
Lpay J_” 1 = 4: 6 ‘%soa gulsoupal jsogoda v “4sal 2 gqop 4
yspaza 4| zpuaguod ‘apnq ‘gaosep nsoupal A msopyddn jspaza 6 g-ap

- g =
ol = Tt
guqopod =
‘Mt e = d@—w - st 4o0) +oaw =
183l ‘neuzod oupeus zxel
‘¥ PRy YW 04Q 9mse[A zou ‘j$iga dogu o ¥epersda jpdo epnq
T R ‘dg + 2 ‘dg + o2 ‘4 4 2 Zno0}
‘qop yofuapainpwn z gpzey A PUYAWOY JSOMILI eSA 95 I[[-9WZaA
‘pafqud| orys psoryafs gojral ‘jgusw oogu o Napajsfa apnq
‘Mr—uw) o2 " - dg+2 ‘42 ‘o
so[qods yupapod gqop 9w - - - cg g “1 A gugmed Apa
as amzpa ‘falajsoupal 00 yuaogesod azf 2 yowqop 4 qiyod joqau
g =au+2) - afdg +9) + 2dg+9) + 24 +2) >
| npods ®
Y=ad(1—u)+2) """ +a(dg+2) +a(d +9) F 20 <<s
puesdo woy nyaa wd viogsoad apng ‘4 o 2 qop z 9pguy A
[-9801 [v "2 ¥SA[g} OHRUEP 3SO[YAL yuReypRod [-ar O[S PANeA
uymsay w 1 apnq ¥ed ‘au = 3 Apey ‘megiazox ‘sel 2 gpzey
FIpm 2 H__sms QOA[UUI GUIWSan « A 7 ST Z1)0) 20§ AWASAR
“fuapasn oyggapayd myuyry (2 TAPPO A A apz Z{ms gAoxm
pepid jop ewmaznm nwacuawml nouapinyvz josidayur zfaf ‘fmjegoed
qosndz ﬁ:g pypoud fepyodpaidon  oypupauoysu nypod jsom
~yuz 2,_ waosids gyl ‘gofurpyisdy v yofyproeyoam waARp A
| 4

¥

i 2 maygod auzay
-uu 0y 98 yul v ‘uogwsqo wpilozyyopaid z p v g ‘g “I oymoy
npyd 4 380l w ‘6 ‘o upieA gowjoupoy qofyel ug vy
B WY,

w7 doy i =

s 390f 3ed
‘== ‘o =0 suwsod ‘sonyo nnouzepeu (y) ndmsfa nyghA

a0 wg . S
Ry doy e Apmy (zouws + 6) doy s
apng 9sef 0 = s 9 = a ud zoymal »
*(gamw 4 6) ao._.|=_ﬂm.||0 =% .
BARD ouyAordaiur god
. gt 6 2 T :
T T
1sal o oufid
(wh g2 —mn)by |_M.|> =l
wojodgu zogep z
A|1|u‘n|> afjouw —o I@”bw>| =3
w 1 i
3 3 jsa( ‘suramrzos
|I|> afjowm = o
W
1soqpry oxd ipyed v
% £ wli
.|E|>....3u.§“‘mb =05
. . huﬁuuauwu_.a”um_m :
]ll\*, A . aw—-0 $5i
6 bfyosp ——=_ __ LSRN s S
w /Lo0 : 0 e
) (8% ‘1 81 “A0x app u
oot F =
gt
99 (zow 4 ) — = ap {poy “eom — 6 — — &

388l zojoad ‘zodpo wagonpza as Juaqy 1 ame agn ualom yurp
nouguiden waganpza niojsoxd A NIMGZA NQIA mgurjoy g (8
“BUGIN Yagnoyz yofjezasspord z zroy ‘nsonagnyz
9z ual nfq azpm ‘apfy w Luprea o8 op IuDuAUDUZO T
(€5 W 2 = soqoy zopf 0 = 1w g
TP 0 = ¢ 1 0 =7 gpuaguod ‘yzim wmuwmsuoy ozepy

¥




46

VI. Upeotirebeni podin nekonedéného v geo-
metrik.

33.

DiileZitost poftu differencialného okazuje se zvldité v mé-
rictvi, kdeZ jim mnoZstvi dkold dle stdlych pravidel fesiti lze,
cof jinak bud velmi nesnadno neb zcela nemoino jest.

Nemohouce zde ob3frné o mérictvi zvld5té palk analytickém
jednati, musime hlavni zdsady z nélio co znamé predpoklidati;
z téch pak jsou nejdileZitéjsi nasledujici Casti:

a) Rovnice pfimky totif y — az + b, kdeZ a tangentu Ghlu
znamend, jej? dand pfimka nad osou abscis s jeji kladnou
stranou tvofi, b pak ordinata v poatku (pfi z = 0) jest;
tedy dle obrazce VIL. ¢ — tg MTP, b — AE, z = AP,
y-— ME

b) Rovnice kruhu (z — ¢)* + (y —w)* = r?, kdeZ jsou ¢, u
koordinaty stfedu a » polom&r. V obrazei VIIL jest tedy
=40 w="G0y v = MO

¢) Stfedové rovnice ellipsy (schodnice) &ili

2
m..n - w ﬁbn e Huu.

kdez a vEtd, b pak Emnmu poloosa jest.
d) Stfedova rovnice hyperboly (rozchodnice) &ili -
g ey

kdeZto a, b podobné poloosy jsou.

Vrcholovd rovnice paraboly (stejnice) y® — 2pz, u niZ p

poloviei parametru t. j. ordinatu v ohnisku znamena.

f) K ¢hrim témto pripojme jesté obylejnou cykloidu pro jejt
diilefitost co do poétu nekoneéného. Opisuje pak krivku tuto
bod M (obr. I1.) leZfei v periferii kruhu EGM, kdyz se kruh
ten po pfimce AX vall. ProtoZ jest AX vidy tangentou
kruhu opisujiciho, pak kolma EO = r jeho polomér, a piimka
AE rovna oblouku EM. Plati-li ndm dile @ za oblouk
Ghlu EOM pfi poloméru 1, bude oblouk dhlu

FMO = = — o,
kdyz MP ordinata bodu M jest. Z toho jde
2= AP = AE— PE—EM — FO = rp —rsin g
y= MP = EO + FM = r — r cos 9,

[.)

—
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pakli FO kolmd z bodu O na MP jest; &mi jsme nalezli
T =1rp —sing), y—=1r(l —cos ¢) = 2rsinfle
rovnice, z nichz cykloidu nejsndze rozpolitati lze. |Z druhé

rovnice jde
cos p = :H.Mlmin_ tedy sin g = —- ...\w@ Tyt
B @ = arc cos ...|”Im :
z tehoZ H—.spbcgﬂ._
T = r arc cos — H|.H.. D <\w.ww____|“.m

co rovnice cykloidy plyne.
Nejvétsf hodnotu y nalezneme dle &l. 24) z
dy = r sin @dp = 0,

pii ¢ ==, jez CD — 9 obudlf; cykloida tato mi tedy v C

vrehol, a jelikoZ jak ¢ tak 2x — @ ty samé hodooty pro y

dévi, a AD = BD — =, jest CD osou kiivky téfo, & obé

jeji piily totiz ACD a BCD se shoduji.

Poznamendni. Je-li opisujici bod M vnitf kruhu mezi stfe-
dem a periferii, povstivi zlriceni, a je-li vné, prodlouZeni cy-
Idoida. Otdéf-li se lkruh kolem kruhu vod, déva mE&__EoEP a déje-li

se to vnitf, hypocykloidu, které té zkricené neb prddlouZené
bjti mohou.

34.

MéHictyl podivi prede viim hojnost prikladé na njaxima a
EEES z nichZ zde nisledujici umistény budted: ¢

- Mime danou pfimku 4B (obr. IIL) a mimo ni bod: M N,

méd pak se naleznouti bod X, pfi némi 3 vzddlenpsti E..N

a NX co nejkratdi byly.

Zde jsou stilé velitiny MP = a, NQ = b, PQ = ¢, pak
proménnd PX = z; z pravothelniki MPX, NQX jde

MX =VYa =z, NX = Vi (c—a)t

tedy fe=Va* +z= 4+ Vi* 4 (c—2).
Dle 8. 24) jest tedy
0= o — % e N e O
V a® ] Vi Sy
col dévi s + =N
et e e . ot g
= T e jakof i c—zx = St
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koordinaty bodu M, a protoZ kdyz MN* & PI* rovuobéiné
jest, bude M* N* =dy. Body M, M’ mohou tak blizko sebe
vzaty byti, Ze téméf v jeden splyvaji, a protoZ se piimka
Jimi taZend, totiz TMM* kiivky pouze dotykd ¢ili jest jejt
taugentou. Je-li tedy dle &l. 33) y=ax -+ b rovamice tan-
genty této, bude téZ y + dy = a (x4 dz) +b. Z obou
rovnic téchto jde : o
dy
oz !
postavime-li pak MTP = v, tedy a = tg v, obdrZime hodnotu
trigonometrické tangenty jakého koliv bodu M z

Srene M
g e

a =

To samé plyne z podobnosti trojihelntkd A M TP a

A M MN‘; nebot
tgo= MP: PT= M'N': MN' = dy: dx.
Je-li dand kfivka lyuh s rovniel (z— €)% 4 (y — uw)? = »3,
obdriime : f
“I
x—f dz4+(y—uw) dy=0 tedy tgv=— eyt
Vezmeme-li zde z—¢—=0 tedy tgv—=0, jest v bodech
z =1, y = w-+r tangenta s osou abscis rovnobéina.
Podobné jde z . ;

x
Rt
a tangenta boddi z=—¢ 4+ r, y—=u stoji kolmo na AX.
Co se cykloidy tyce, jde z ;
dy=rsingdyp, dr=r(l— cosq)dp,

y—u=0, igv=oo ¢tili v=

___sng ., @ e
uha.l]lnuln&_.e Io&.. 5 tedy v=— 5 .
Mnoho-li obnddi tgv u ellipsy, mnoho-li u hyperboly a pa-
raboly? i
b) Ponévadz M P = M T sinv, bude
PR,
b . siny

Ale

& T tgv s dy

= Yitwe ~ VErop

Z toho obdriime, pro kratkost
ds = V dz* 4 dy*
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stavice, vyraz pro délku tangenty
— _yds
MT= dy
U cykloidy se nalezue
ds = 2r sin IMI .0, tedy MT = 2rsin I.M| (T |l
Jak dlouhd jest tangenta u ostatnich kiivek?
¢) Piimka PT v obr. VII. nazjvd se subt ¢ W hoduotu

jejl nalezneme pak z M P—= PT{gv; tedy jest dl

e ydzx

. P — 3

U paraboly obdriime PT = 2z; dle &ehoZ snadno |ku Liivee

té tangentu vésti.

d) Piimlka N kolmo v bodu M na tangentu postayend jme-
nuje se normala, a délka jeji plyne z rovnice :

MN=MTtgv tedy MN= LHM*.

U cykloidy nalezneme
MN= 2 sin m g
. e) Piimka NP slove subnormale, a ponévadi NMT pravy

tihel jest, jde z PT: MP= MP: NP ¢ili

SNydz e Yy

TR y=y: NP tedy NP — e

U cykloidy obndsi délka subnormaly r sin . Porovaime-li
hodnotu tuto a déllu normaly v d) nalezenou s obr. II. jest EM
normalou a EP subnormalou, z éehoz pak k bodu M suadno tan-
gentu najiti.

U paraboly jest NP = p, tedy subnormala velitiou stélou.

36.

. Juk znimo, lze kterymi koliv tfemi body, je nelezf v pimee
kruh vésti. Mime-li tedy v obr. VIII. obeenan kfivku BH a v of
body M, M, M, z nich# prvnf jest dfin koordinatami z, y, druhy
pak o' =z dr, y =y dy, a tietl podobné

2 = 2' -z’ = x4 20z 4 4° z

v'=y'+dy = y+42dy 4 41 y,
bude se Lkruh body témito vedeny kiivky pouze dotykati. Kruh
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V obrazci VI jest totiz MM u “kruhu a ‘kiivky BH
totéf; z

tyMOT = 4= (M OT = _ uHdy—u
jde pak dle &1 18. rov. 16), kdyZ pfi rozpotu v jmenovateli.na
¢l. 1. b) ohled vezmeme,

ty MOM = tg (MO — MOT) = —B5— ;.
tedy oblouk :
, s
MM —=Rigosr= T o B Loy,

R o
U paraboly bude dle &l 36) , . ¢

a".\.%&.<ﬁ||.ha.u|w.l

p 422

2z i)

Postavime-li zde

tedy
.|.||. P iz = k Hh_w_n
20 —1)° STy
obdrZime dle &. 29. rovn. 24)

5ds

e

7+ 1

ne e s 22
|!l.ﬂ.\.nun}|:u e #Ahu.lu |Tp3.__._n.,lu_.v+0...

a dosadime-li sem hodnotu =,
T yml p+22 + Viz
23 e — e
TRt 4 Vp+az — Viz '
rnmm sc konstanta nepfidiva, E_.E_ oblouk od vrcholu bereme.

m»gg—_iow“nzrEnn.4_§o€ammm§EaﬂEE%=§Em
toho pi :

z=4p, s=5[v2+2r0+v2].
U cykloidy jest dle ¢l 36)
. %H&.&a$.&.m_
tedy nésledkem &l 28. rovn. 13)
s = 0 — 4rcos $ i
a bereme-li oblouk od bodu A obr. IL, jest pfi @ = 0, 5 = 0,
protok Oadr g t.,ﬁw [noafrv

55

Polovice cykloidy obnasf pfi ¢ = =, AC = 4r; a délka
celé cykloidy 8r.

Oblouk __E:._&. a hyperboly lze jea nekouetnou Fadou udati.

39.

Znamendame-li pfsmenou P |lochu mezi obloukeém, abscisou z
a ordivatou y, jest v obr. VIL MM'PI* prvek plochy| &ili dF,
tedy 0P > PM . PP’ = ydz; a spolu
dP < MP'. PP = (y 4 dy)dz = ydz + dz .|dy;
protoZ obdriime (¢l 30) dP = ydz.
U ellipsy jest :
Yo=Yt —Nt,
tedy dle ¢l 28. forn. 25)
= I...~“|..\.n\na|hn dz — %—\\ﬁl—lrrhmlT Lab atec sin =E
i
kdez se konstanta nepripojuje, pakli 5 a z spolu mizejl. [Pondvads

! E.nm-: 1 I.|m-_
bude pro cllipticky mﬁ%ﬁu« Piiz = e, Q = !=xab; protoZ jest
plocha celé ellipsy rovna zab.
Znamend-li ¥ ordinatu lrubu nad vétsf osou ellipsy jopsaného,
jde z rovaic
.e_”llol a® — gt ¥ = Va=—z2

@
srovnalost y : ¥ = b :a. Jeli tedy F = ydz ck ellip-
tické a 0K = ¥dz prvek lkrubové plochy, bude JE: dK — b : -
tedy :

3 b i b

0 = -—dK ¢ili FE= — K
a a 5
apfi K = ma* jako svrchu E = =ab.
U hyperboly jde z

dle &l 29. form. 26)

b
HHMH—\H-'% dr = -Mh_—\Mn|am
a
— i@y @+ T —ai) 4+ C
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