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Anotace

Predmétem bakalatské prace ,, Kvadraticka funkce, kvadraticka rovnice a nerovnice* je
shrnout poznatky o uvedeném tématu. Zavérecnd prace obsahuje teoretickou Cast, jejiz
soucasti je 1 historicky ptehled. Zaobira se problémy, které se tykaji feSeni kvadratickych
rovnic, nerovnic a kvadratickych funkci. K feSeni zadanych problémii potiebujeme
rozebrat graf kvadratické funkce. Cast prace se zaobird realnym vyuzitim kvadratickych
rovnic a to s konkrétnim zaméfenim na fyziku. V zavéru bakalédiské prace je zminka o

moznostech pocitacovych appleti a softwarli s touto tématikou.

Annotation

The subject of the thesis "Quadratic Function, Quadratic Equation and Inequalitie" is to
summarize the findings about this topic. The final work is include a theoretical part, which
is also include a historical overview of the field. The thesis deals with issues related to
solving quadratic equation, inequality and quadratic function. For solving problems we
need to analyze graphs of quadratic functions. One part of this work focus on using real
quadratic equations, with particular emphasis on physics. The concluding part we talk

about the possibilities of computer software and applets related to this topic.

Résumé

Le sujet du mémoire ,,Fonction quadratique, équation du second degré et inégalité* est de
résumer les conclusions sur ce sujet. Le travail final comprendra une partie théorique qui
présentera également un aperqu historique. Il traite des questions liées a la résolution des
équations du second degré, des inégalités et des fonctions du second degré. Pour résoudre
ces problémes nous aurons besoin d'analyser les graphiques de fonctions du second degré.
Une partie du travail abordera le probleme des équations réelles du second degré, en
mettant un accent particulier sur la physique. La derniére partie parlera des logiciels et des

applets disponibles traitant de ce sujet.
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Uvod

Kvadratickéd funkce, kvadratickd rovnice a nerovnice je téma, se kterym se setkdvame na vSech
stupnich Skol. Jedna se o druhou nejzndméjsi funkci, hned po linearni funkci. Kvadraticka

rovnice je jedinou rovnici, jejiz absolutni hodnota kofenii rovnice miize byt stejné ¢islo.

Bakalafska prace ma Ctyfi hlavni ¢asti. Zacina historii vyskytu druhé mocniny a kvadratické
rovnice v riznych zemich a v riznych dobach. Kladu diiraz na kvadratické rovnice, a to zvlast' v
Egypté a v Mezopotamii. Porovndvam zde zptsob vypoctu kvadratické rovnice ve druhém stoleti
pfed nasim letopo¢tem a v dnesni dobé pomoci vzorcti. Popisuji vyvoj matematiky s ohledem na

kvadratické funkce a kvadratické rovnice.

Nasleduje kapitola, ve které uvadim souhrn vSech poznatkii zndmych do dnesSni doby o
kvadratické funkci, kvadratické rovnici a nerovnici. Zabyvam se feSenim prubehu kvadratické
funkce a sestrojenim grafu. Dale jsou zde pfedvedena feSeni kvadratickych rovnic a nerovnic

riznymi metodami.

Ptedposledni kapitola ma za ukol ukazat situace, kde se kvadraticka zavislost vyskytuje pfi
popisu fyzikalnich jevi. V kapitole jsou uvedeny piiklady z bézného zivota k jednotlivym

fyzikdlnim vzorclim, které obsahuji druhou mocninu proménné.

Stézejnim tématem prace je propojeni matematiky a fyziky pies kvadratickou zavislost. Jedna se
o shrnuti tématu tykajici se kvadratické zavislosti. Ukazuji, jak je dalezita znalost kvadratické
rovnice ve fyzice. Dokazuji, Ze kvadratickd zavislost je velice diilezita pii popisu pohybu téles.
Ukazuji, Zze bez znalosti feSeni kvadratickych rovnic nemtizeme pocitat konkrétni ptiklady ve

fyzice.

Ke konci priace je uvedeno né€kolik PC-aplikaci, které uméji sestrojit grafy zadanych
kvadratickych funkci. Popisuji klady a zapory téchto PC-aplikaci. Dale se zabyvdm vyhodami a

nevyhodami webovych aplikaci.
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1 Historie kvadratické rovnice

Uved'me si nejprve dvé zemé, kde matematické mysleni bylo na vysoké trovni. Jak v Egypte,
tak v Mezopotamii se poprvé setkavame s kvadratickou rovnici, kterd je posana pomoci slov (viz
déle). Nikde se s vyjadfenim kvadratické rovnice ax’>+bx+c=0 nesetkdme. Diivodem je, Ze
zaklady algebry spadaji priblizn€ k pfelomu 15. a 16. stoleti a ze v pfedchozich obdobich nebyly

k dispozici potfebné nastroje na vyjadreni.

1.1 Egypt

V polovin¢ 19. stoleti byl nalezen v Thébach papyrus, ktery je zndm pod ndzvem Berlinsky
papyrus. Pochazi z XII. dynastie Stfedni fiSe, tzn. 1994 — 1797 pt. n. 1. Berlinsky papyrus (viz
obr. 1) byl ulozen v Berlinském muzeu pod nazvem papyrus 6619. Papyrus je popsan
oboustranné a sklada se ze dvou vétsich ¢asti a dalSich mensich kouskd. Domnivame se, Ze jde o

Cast sbirky piikladd. Text piikladu z Berlinského papyru':

Jiny [vypocet mnozstvi.] Rekne-li se ti: [100 je (zadané) mnozstvi a % % z]

prvaitho mnozstvi je pro druhé. Nuze, udej mi [prvni a druhé mnozstvi.]

VWpocti pravouhelnik z prvniho a vypocti 2 % z jedné. [Vypocti]

Y% Y z prvntho mnozstvi pro druhé, vyjde % Y. Vypocitej to [pro druhé mnozstvi.]
Tedy prvni mnozstvi je 1 a druhé druhé 7: Y. Pridej celé prvni ke druhému, secti je,
vyjde 1 % Y 1/16°. Vypoclti odmocninu z toho, vyjde 1 Y. Vypocti odmocninu ze 100,
vyjde [10]. Pocitej s 1 Y, az najdes 10, vyjde 8-krat. [To je prvni mnoZstvi.]

Wpocti 2 Ya z 8, vyjde [6, to je druhé mnozstvi.]

Pozn.: Radky odpovidaji fadkim v papyru. V hranatych zavorkach je zapsan text, ktery neni
pfesny, jedna se o domnénky zaloZené na logickych ivahach, z €asti podpotenych zbytky znakt

hieroglyfli na papyru.

1 Viz [2], str. 165.

2 Spravny vysledek v Sestém fadku je 1 ' 1/16.
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V této tloze se setkavame s jednoduchou kvadratickou rovnici. Jeji feSeni je naznaceno v knize

J. Bedvaie’:
Slovni zadani se ptepiSe na soustavu dvou rovnic:

1
x*+y*=100, y= 54—2 “X.

Egyptsti matematici predpokladali, ze x = 1. Proto mohli pocitat:

2
. 1,1 1 1 _25 11_5
ol t Pt|z+—| P=12=—=22, 1= —==2
evou stranu rovnice >+2 > 16-16 1216 1
® pravou stranu rovnice v100=10.

Vratime se zpét k zadanému piikladu a vypocteme x, y:

x:10-£:8, y= l+l -8=6.
5 2 4

Vysledky porovname s vysledky, kterych bychom dosahli dnes my:

2 9 2
+2 =100
ST :

n -
55 in\?ﬁ}l
2
232
16x 00=0,
5 5
=x+10||=x—-10]=0
1" 4" ) ’ 19~ 425 29
iﬂjfﬂ@h
4
=—105=-8, =6,

x2:10%:8, y,=6.

Obrazek 1: Berlznsky papyrus, podle
J. Becvare.

Kofen rovnice v Egypt¢ mohl nabyvat jen kladnych hodnot, proto Egyptané nedospéli k
vysledku x,, y;.

3 Viz[2], str. 77.
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Dalsimi dilezitymi dokumenty ze starého Egypta jsou Kahunské papyry. Tyto papyry nalezl roku
1889 W. M. F. Petrie v Kéhtunu. Papyry pochazeji z doby XII. dynastie. Dnes je najdeme v
Britském muzeu v Londyné. Jedno feSeni slovni tlohy vedouci na kvadratickou rovnici, které

najdeme na Kahunskych papyrech, si zde ukazeme*:

1,1
10x-( ~+— |-x=120.
X 5 4 X

Jako v predchozim ptikladé predpokladame, ze x = 1:

® prava strana rovnice 120:10=12,
o lovi | 1,13
eva strana rovnice TalT T

ODb¢ strany rovnice dame opét k sob¢ a dostaneme x:

1 1

E+Z -xzzlz,i-xzzlz,

4

x2:12%:16, x=V16=4.

Dnes bychom dostaly x=44, ale jiz bylo fe€eno, Ze egyptSti matematici neuvazovali zaporny

kofen rovnice.

Oba uvedené priklady vedou na kvadratickou rovnici bez linearniho ¢lenu. V' Zadném
dochovaném materidlu pochdzejicim ze starého Egypta se nedocteme o uplné kvadratické

rovnici.

1.2 Mezopotamie

V Mezopotamii se psalo na hlinéné tabulky. Tyto tabulky mély velikosti od 2 x 2cm do pfiblizné
30 x 20 cm. Na vétsi desticky, o rozméru asi nas$i A4, se veSlo pfepsanim na na$ text témet

830 Fadki. Na hlinéné desti¢ce s malymi rozméry (2,2 x 2,6 cm) najdeme az 30 fadku.’

Stejné tak jako u linedrnich rovnic i u kvadratickych se pouzivd zejména geometrickd

terminologie. Se zndmymi 1 nezndmymi veli¢inami se zachdzelo naprosto stejné, vzdy

4 Viz [2], str. 77.
5 Viz[2], str. 189.
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matematici poc€itali pomoci ekvivalentnich aritmetickych Gprav. Za neznamé se povazuje délka a
Sitka a dale jejich soucin na plochu a obsah. Vysokd uroven matematického mysleni v
Mezopotamii nezabranila sc¢itani délek s obsahy. Matematici v Mezopotamii dobie znali

symboliku ndm znadmou spise jako vzorce:
(axb)’=da’+2ab+b>, a'—b'=(a—b)(a+b).

Mezopotamsti matematici ulohy ptevadéli na tzv. kanonické tvary, k nimiz dospéli metodami
jako jsou substituce a eliminace. K vzorci pro vypocet kvadratickych kofent jak jej zndme dnes
_—b= \/ b*—4dac

X o= 5| mezopotamsti matematici nikdy nedospéli. Divodem pro absenci
’ a

algoritmu je, Ze kofeny rovnice mohli byt pouze kladna ¢isla. Ulohy ve vétsing piipadech
obsahuji vice neznamych, dnes bychom je ptfevedli standardni tvar kvadratické rovnice. V
Mezopotamii se ulohy tohoto typu fesi nékolika zpisoby vedoucimi na jiz zminéné kanonické

tvary.
V nésledujicich podkapitolach si uvedeme kvadratické rovnice tfidéné podle historickych
souvislosti (tfidéni podle J. Becvare).

1.2.1 Kvadraticka rovnice typu x° = ¢4

V rovnici bylo g dané ptirozené Cislo, Sedesatinny zlomek nebo smiSené Cislo. Jednalo se o
ptiklady procvicujici Pythagorovu vétu a jeji feSeni se poté nachazelo v tabulkdch odmocnin a
ctvercl. Déle se jednalo o formulace: ,,Co musime ndsobit mezi sebou, aby ... ?, Jaky je

kvadraticky koren ... 7“°

1.2.2 Kvadraticka rovnice typu x° + g = px
Tento typ rovnice lze ptepsat jako soustava dvou rovnic o dvou neznamych x, y:
Xty=p, xy=4,

kde x > y a p, g jsou pfirozena Cisla, Sedesatinny zlomek nebo ¢islo smisené. Tuto soustavu také
muzeme oznacit jako prvni kanonicky tvar. Pokud z druhé rovnice vyjadiime y a dosadime do
prvni, dostaneme rovnici x’ + ¢ = px. Tabulky, na kterych jsou zachyceny dané typy

kvadratickych rovnic, jsou z obdobi Seleukovcii (3. stol. pf. n. I, nalezeny ve Warce) a

6 Viz [2], str. 266.
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starobabylonského (tabulka s 15 ptiklady o obdélnicich). Dalsi tabulka ze Senkeru také z doby

starobabylonské obsahuje Ctyti ptiklady zaméfujici se na pocitani délky, Sitky a plochy.
1.2.3 Kvadraticka rovnice typu x’ =px + ¢
I tato rovnice se ptrepise do tvaru dvou rovnic o dvou neznamych:

X—y=p, X¥y=4q,

kde x > y a p, g jsou pfirozena Cisla, Sedesatinny zlomek nebo ¢islo smiSené. Tuto soustavu
povazujeme za druhy kanonicky tvar. Snadnou Upravou mizeme od téchto rovnic ptejit k rovnici
kvadratické x* = px + ¢ (z druhé rovnice vyjadiime y a dosadime do prvni rovnice). Kvadratické
rovnice tohoto typu nalezneme na starobabylonské tabulce YBC 6967 (viz obr. 2). Obtizné&jsi

ptiklad je uveden na tabulce VAT 8520 (viz obr. 3).

Obrazek 3: Tabulka VAT 8520, podle J. Becvare



1.2.4 Kvadraticka rovnice typu x’ +px =¢
Text z tabulky AO 8862 (viz obr. 4) je uveden v knize Matematika ve starovéku [5]. Slovni uloha
zni takto’:

Délka, sirka. Délku a sirku jsem vyndsobil a vznikla plocha. Dale to, o¢ je délka vétsi nez Sirka,
Jjsem vynasobil souctem délky a Sirky. K tomu pridal jsem plochu. Obdrzel jsem (1, 13, 20). Dale

Jjsem secetl délku a sirku. Dostal jsem (1, 40).

(1, 40) (1, 13, 20)  soucet
(1, 0) délka
(40)  Sirka (40, 0) plocha.

Ty svym zpiisobem: (1, 40) , soucet délky a 5irky, vynasob (1, 40). (2, 46, 40). Od (2, 46, 40)
odejmi (1, 13, 20), plocha. Zde jsi urcil (1, 33, 20). Polovinu souctu (1, 40) odlom. (50) krat
(50) je (41, 40). K (1, 33, 20) pridej. (2, 15, 0) ma koren (1, 30). (1, 40) minus co da (1, 30)?
To je (10). (10) pridej k (50). (1, 0) je délka. (10) odejmi od (50). (40) je Sirka ...

Obrazek 4: Prepis tabulky AO
8862, podle J. Becvare

7 Viz[2], str. 277.
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Nastava zde otazka, jak pfevadét starobabylonska ¢isla do ndm znamych ,,arabskych ¢islic*.

Uvedu zde dvé ¢isla, na kterych si ukdzeme princip ptepisu Cisel:
¢islo (1, 13, 20) 4400=1-60"+13-60+20,
&islo (1, 57,46, 40)  424000=1-60 +57-60>+46- 60+ 40.

Ted’ je ndm jasné, Ze se jednd o Sedesatkovou pozi¢ni soustavu. Musime jeste¢ zminit, ze nulu
zacali pouzivat ve druhém tisicileti pt. n. 1. Ale az ve ¢tvrtém stoleti pf. n. 1. doslo ke kodifikaci
zapisu cisel. Jiz nenastal problém rozpoznat napiiklad ¢islo (8, 30) od (8, 30, 0) nebo od
(8, 0, 30). Pfed kodifikaci (pfidani nuly) se &islo ptizptsobilo poditanému piikladu. Cislo (8, 30)
se predtim dalo chapat jako:

1. (8, 30) 510=8-60+30,
2.(8,30,0)  30600=8-60°+30-60,
3.(8,0,30)  28830=8-60+30 aj.

Nas priklad jiz mame uveden s nulami, tudiZ nenastane problém s pfevodem do desitkové

soustavy a feSime:
Zapiseme soustavou rovnic ~ x-y+(x+y)-(x—y)=4400, (1)
x+y=100. )

Vezmeme b = (1, 13, 20) a a = (1, 40). Pti feseni nejspisSe byla provedena substituce a tim byla
zavedena nova neznama z: 2z=x—y. Nyni umocnime rovnice x+y=a, x—y=2z, které

od sebe odedteme a dostaneme: 4xy=a°—4z°, ziskanou rovnici vydé&lime Ctyfmi:

’

2

2
xy:(%) —z". Po dosazeni do rovnice (1) ziskame (%) —z"4+2az=b. Tuto rovnost

upravime pomoci druhé mocniny linearniho dvojélenu do tvaru —(z—a)’+a’+ =b.

2
Z posledniho zépisu vyjadiime z=g=+1 a’+ % —b. Takto by vypadal vzorec dnes, ale v

Mezopotamii musime zavrhnout znaménko +, protoze by poté vysSlo zaporné y. Vratime

substituci x=2z+y, kde y=a—x.
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x;%—i—

2 2
a— % +a2—b], x2=%—[a—\ % +a2—b].

V Mezopotamii nebylo ulohy, ktera by uvadéla dveé feseni kvadratické rovnice. Nemiizeme ani
fici, pro¢ tomu tak bylo. Zaroven nemliZzeme védét, jestli matematici druhé feSeni znali a pouze

ho nenapsali.

1.2.5 Kvadraticka rovnice typu ax’ + bx =c

Tyto rovnice nachazime na tabulce oznacované BM 13901. Jednd se o 24 prikladt, ne vsak
vSechny se dochovaly. Jen ne€které z nich vedou na kvadratické rovnice, které se daji rozdé€lit do

ti skupin®:
1. Kvadraticka rovnice s jednou neznamou

2 1 21 1 2 1
Fo A=t 1XC4+T =6
prs X 7y TyTyy X T NT0y

2. Soustava dvou rovnic o dvou nezndmych

pi.: x4 y2=28l, X—y=

4 .

1
7
3. Soustava tii rovnic o tfech neznamych (nebo soustava ¢ty rovnic o ¢tyf neznamych)

pf' x2+y2+22=612%, y:%'x, z=

Na starobabylonské tabulce YBC 6504 (viz obr. 5)se dochovaly ¢&tyii piiklady”’:
1. x-y—(x—y)’=500, x—y=10.
2. x-y—(x—y)*=500, x+y=50.
3. x-y—(x—y)*=500, x=30.
4. x-y—(x—y)’=500, y=20.

Vsechny uvedené ptiklady maji stejna feseni (x = 30, y = 20).

8 Viz[2], str. 281.
9 Viz[2], str. 283 — 284.
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YBC &aos
Obrazek 5: Prepis tabulky YBC 6504, podle J. Becvare

Uvedli jsme jen nékteré typy ptiklada a tabulek, na kterych jsou zapsany ptiklady vedouci na
kvadratické rovnice. DalSimi destickami jsou napiiklad VAT 7528, YBC 4695, YBC 4714 aj.

1.3 DalSi vyvoj matematiky

Jak vypadala matematika asi 2 tisice let pfed nasim letopoctem v Egypté a Mezopotamii jsme si
popsali v predchozi casti. Z uvedenych ptikladii je jasné, ze jak egyptsti, tak mezopotamsti
matematici uméli skvéle pocitat a fesit slozité slovni tlohy. V Babylonskych klinopisech z doby
195 pted n. L. jiz matematici znali algoritmus, ktery dnes odpovidéa vzorci pro koteny kvadratické
rovnice. Sedesatkova poziéni soustava je vytladovana po¢atkem 2. tisicileti desitkovou nepozi¢ni

soustavou, soucasné se zanikem klinového pisma.

Ctvrté stoleti pfed nasim letopoétem pfinasi revoluéni zménu matematiky, ktera se stava védou.
Tento zlom nastal diky Euklidovskym zdkladiim, jednd se o ucebnice matematiky ve 13ti
kapitolach. Kolem roku nula se vytvafi a zazivaji pojmy aritmetika a geometrie jako samostatné

rozvijejici se obory. Z téchto dob neexistuji zdznamy o matematickych dikazech.
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Chapani ctverce (x*) pouze jako geometrického terminu vedlo v Recku ke stagnaci az do doby
3.stol. n. 1. V této dob¢ vzniklo dilo Diofanta z Alexandrie s ndzvem Aritmetika. Traktat ma
13 dilt, ale do dne$ni doby se dochovalo pouze Sest. V knize je uvedeno na 130 numerickych
problémt, u vétSiny z nich se setkdvame s linedrni nebo kvadratickou rovnici. Diofantos byl
prvni, kdo pouzival algebraické symboly. Napiiklad psal v rovnicich specialni znaky pro
oznaceni mocniny (dynamis = ¢tverec). Jako jeden z prvnich zavedl proménou do rovnic a
zavedl pro ni znacku (arithmos). Ani on si ale neuvédomoval, Ze kvadratickd rovnice miize mit
dv¢ feseni, kladna hodnota feSeni davala smysl pro problémy redlného zivota. Nepocital ani s
nulou. Diofantovo dilo nebylo v Evropé znamo do konce 15. stoleti. V tomto stoleti se misto

slovniho popisu algebraickych operaci zavadi znaky.

Dne 31. 3. 1596 se narodil René Descartes (zemiel 11. 2. 1650), francouzsky filozof a
matematik. Descartes se zabyval zejména Ciselnou prezentaci riznych geometrickych tutvarg.
Diky témto zajmim dal vzniknout kartézské soustavé soufadnic (osy soustavy jsou navzajem
kolmé a protinaji se v jednom bod¢: pocatku), dodnes nejpouzivanéj$i soustava souiadnic.
S Pierrem de Fermatem vynalezli analytickou geometrii (aplikace algebraickych metod v
geometrii). Koncem 16. stoleti se objevuji znaky pro mocniny, odmocniny a zavorky. V této
dobé se vznikaji symboly pro aritmetické operace a Cisla. Stale jsou odmitana zaporna Cisla a
zejména zaporné hodnoty koient (kvadratickych) rovnic. V 16. stoleti je poprvé vyiesena
kvadratickd rovnice v obecném tvaru, objevuje se vzorec pro vypocet koteni kvadratické

rovnice.

U starofeckych matematikl se setkdvame s mysSlenkou zéavislosti riznych veli¢in. Na pfelomu
17. a 18. se matematika vyviji déle i do jinych obort. V 17. stoleti se rychle rozviji ptirodni védy,
pribyva potieba nabyté védomosti matematicky zpracovat, zafinaji se pouzivat pismena jako
oznaceni danych veli¢in. Pfi spolupraci G. W. Leibnize a I. Newtona se v jejich praci objevuje
poprvé termin funkce. Piesto definice funkce byla sepsana az J. Bernoullim roku 1967. Dlouhé
roky byla funkce brana jako pouhy vzorec, az J. Fourier a P. Dirichlet uvedli chapani funkce jako

zavislost mezi danymi veli¢inami. Déle se v tomto obdobi rozviji diferencialni a integralni pocet.

V prvni poloviné 19. stoleti se matematika ¢leni na dal$i discipliny. Matematici se zamétuji na
axiomatickou aritmetiku, axiomatickou geometrii a na teorii mnozin. Na zacatku 20. stoleti je

algebra na stejné urovni, jak ji zname dnes.
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2 Teoreticka c¢ast

V této kapitolce se budeme vénovat teorii kvadratické funkce, kvadratické rovnice a nerovnice.
Rozebereme jak ma spravné vypadat kvadratickd rovnice, jak miZeme znazornit kvadratickou

funkci a také jaké mame metody feSeni kvadratickych rovnic a nerovnic.

2.1 Kvadraticka funkce

Kwvadratickou funkci nazveme kazdou funkci ve tvaru:
f;y:axz-i-bx-i-c’ D(f) =R ,kde a,b,ceR; a#0.

V kazdé funkci je y zavisla proménna a x nezavisla proménna. Definiénim oborem jsou redlna
Cisla — pokud vSak neni uvedeno jinak. Obor hodnot H(f) se odviji od koeficientii a, b a c.
Grafem funkce je parabola. Osa paraboly je vzdy rovnobézné s osou y. Pro b, ¢ = 0 je vrchol
paraboly v poc¢atku soustavy soutadnic. Pro a > 0 je pro x < 0 funkce klesajici a pro x > 0 je
rostouci. Tato funkce je zdola omezend (neni omezena shora). Opacné plati, Ze pro a < 0 je
funkce rostouci pro x < 0 a klesajici pro x > 0. Kvadratickd funkce, pro kterou plati a < 0, je
omezend shora a neni omezend zdola. Pokud budeme ptedpokladat, ze koeficienty b, ¢ jsou
potad stejné, pak parabola, kde |a| > 1 je uzsi nez pro |a|] = I a naopak. Na urceni soutradnic

vrcholu ndm pomtiZou vzorce pro [Xo, Yol:

b dac—b*

22 0 4a

xO:_

Na uréeni soufadnic vrcholu se také pouziva ,,dopInéni na ¢tverec™:

y=ax2+b.x+c ,

y:a(x2+2x)+c,

a

b (b
=a|(x+2-) —| =] |+
y=allxto7) (2a <

2 2

b b
=a|x+-=| —a| | +
A R a(Za <
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2 2
b —b"+4ac
—a|x+—| +———.

Y=azx 2a 4a .

9

2 s

V= —_b . dac—b ' ?

2a da 5

5

Uved'me si tento vypocet na konkrétnim ptikladu:
2
y=x’—4.x+1; D(f)=R "
5 a5 2 A, 4\1 2 3fa 5 8 7 8 ¢

y=x"—4.x+4—4+1, 2

-3

5 -4

= —2 —3, =
y=(x=2) Obrazek 6: Graf kvadratické funkce
v=[2:-3] konkrétniho prikladu: doplnéni na
e ) ctverec, Microsoft Excel, viastni

animace
2.1.1 Prubéh funkce

Jak graf kvadratické funkce bude vypadat, jiz vime, ale k bliz§imu ur€eni paraboly miZeme
vyuzit extrémil funkce. Umime urcit definicni obor i obor hodnot, priseCiky s osami a

»otevienost/uzavienost™ paraboly v zavislosti na koeficientu a.

Dale se u kvadratické funkce urcuji limity v nevlastnich bodech, nulovy bod prvni derivace,

lokalni extrémy, intervaly monotonnosti a konkdvnost nebo konvexnost.
e Limity v nevlastnich bodech:

lim, ., f(x)=+c, proa>0,

lim __, f(x)=+c, proa> 0.
Pokud funkce bude mit koeficient a zaporny, obé limity budou rovny -co.
e Nulovy bod prvni derivace:

pi.. f(x):y=2x*+4x+3, pak [ (x)=4x+4. Odtud uré¢ime, kdy se funkce bude

rovnat nule, zjistime nulovy bod: x=—1.

e Lokalni extrém u kvadratické funkce urcuje vrchol paraboly. Pokud mame funkci, kde a > 0,
pak ma funkce lokalni minimum ve vrcholu. Pokud ma funkce a < 0, pak vrchol predstavuje

lokalni maximum.
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e Monoténnost se ur¢uje za pomoci nulového bodu prvni derivace, ktery osu x rozd€li na dva
intervaly. U paraboly staci ur¢it hodnotu koeficientu a, ktery ur¢i monoténnost. Pokud a < 0, pak

1,=(-o, xy) je rostouci a I,=(x,, +o) klesajici. Pro a > 0 je tomu naopak.

e K urceni konvexnosti nebo konkavnosti dané funkce opét vyuzijeme hodnoty kvadratického
koeficientu. Pokud a > 0, pak je parabola konvexni. Pro a < 0, je graf kvadratické funkce

konkavni.

2.2 Kvadraticka rovnice s realnymi koeficienty

Obecny tvar kvadratické rovnice je dan vztahem:

a.x’+b.x+c=0 , kde a,b,c€R; a#0.

a.x’ - kvadraticky &len

b.x - linearni ¢len

¢ - absolutni ¢len

a - koeficient kvadratického ¢lenu

b - koeficient linearniho ¢lenu

2.2.1 Kvadraticka rovnice v obecném tvaru
Tento typ rovnice feSime pomoci diskriminantu D, ktery si zde odvodime:

Kvadratickou rovnici doplnime na ¢tverec (obdobné jako u kvadratické funkce):

b

b\ _b—dac_
2a

X+
4a’

0,

Budeme chtit vyuzit vzorec A>—B*=(A—B)(A+B), proto upravime rovnici na tvar:

2
b Vb*—4dac
x+—|—-|——| =0,
2 2a
b \/b2—4ac b b*—4dac)_
x+-—————— || x+—+———|=0.
2a 2a 2a 2a

Reseni nastane pravé tehdy, kdyz se alespon jedna zavorka bude rovnat nule:
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= Vb 4ac —b+Vb 4ac

= 2a 2a
. _—b \/b —4ac —b \/b 4ac
=0 2a

Diskriminant je vyraz, ktery se nachazi pod odmocninou:
D=b"—4ac.

e Je-li D > 0, ma kvadraticka rovnice pravé dva rizné redlné koteny, které¢ ur¢ime ze vztahu,

ktery jsme si pravé odvodili:

:—bi\/ﬁ
1,2 2a

e Je-li D = 0, ma kvadraticka rovnice pravé jeden dvojnasobny koten, ktery dostaneme ze

vztahu:

_ b
Xl,z——g.

e Je-li D <0, ma rovnice feSeni pouze v mnozin¢ komplexnich ¢isel. Pak D
rozepiSeme jako soucin kladného ¢isla ( | D | ) a &isla i
VD=\|D|i*=+i|D| akoteny rovnice jsou &isla:

_ —b+iV|D|

2= 2 Jsou to ¢isla komplexné zdruzena.
’ a

2.2.2 Specialni pripady kvadratické rovnice
® Ryze kvadratickd rovnice

a.x2+c=0, kde a,c€RR; a#0.

. . L, . 2 C ;
Z rovnice ekvivalentnimi Upravami dostaneme X =T, odmocnime a dostaneme

c ¥ . C . v .
|x|=4/—=, za pfedpokladu ze ;< 0 jsou kofeny rovnice:
a
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_ C _ C
xl— -, xZ—_ - .
a a

e Kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu
a’.x+b.x=0 , kde a,b€RR; a#0.
Pro feSeni kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu vyuZzijeme vytykani:

x.(a.x+b)=0,
b
x=0 V a.x+b=0 tzn. XZ—E

Pozn.: Jak u ryze kvadratické rovnice, tak u rovnice bez absolutniho ¢lenu, 1ze pouZit vzorec pro
diskriminant. Zptsob feSeni pies vzorec pro diskriminant v§ak neni nejrychlejsi a nejefektivnéjsi,

proto se pouziva vyhradné u zékladniho typu rovnice.

Také rovnici v normovaném tvaru miizeme povazovat za specialni ptipad kvadratické rovnice.
Jedna se o tvar rovnice, kdy se kvadraticky koeficient rovna jedné. Dostaneme ji z obecného

tvaru rovnice vydélenim konstantou a. Jeji obecny zapis je ve tvaru:

b c
2 — = — = —
x+p.x+q=0 , kde p PR s

Pro vztah mezi kotfeny rovnice a koeficienty kvadratické rovnice se pouzivaji tzv. Viétovy vzorce

(podle Frangois Vieta):

c
X, tX,=—p, X.X,=q; X FX,=——, X|.X,=—
a a

Kde x,, x; jsou kofeny zadané kvadratické rovnice.

2.3 Kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty

Tvar kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty je ddn vztahem ax*+bx+c=0, kde a, b,
¢ jsou komplexni &isla, @ # 0. Pokud rovnici upravime do tvaru'® (2ax+b)’—(b’—4ac)=0
(obé¢ strany vynasobim ¢islem a, levou stranu upravime na druhou mocninu linedrniho dvojclenu

a vynasobime &tyfmi), miizeme oznalit y=2ax+b, D=b’—4ac, pro D # 0. Z rovnice

10 Viz [3], str. 85.
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dostaneme y*—D=0. Vyjadieni ¢isla D v goniometrickém tvaru |D|(cosx+isin «). Kofeny

+2k .. o+2k
Vi rovnice, ur¢ime vztahem yk=\/ﬁ'(coso‘ 2 T +isin& 5 Tr), k=0,1.

To jsou Cisla yOZJW(cos%ﬂ'sin%), ylz—JW(cos%Hsin%).

. . . +
Dosadime-li yy, y; do vztahu  y=2ax+b a vyjadiime-li x: x= 2ay dostaneme

x; (dosazenim y,) a x, (dosazenim y/):

—bi\/ﬁ(cos%owisin%(x)

X2~

2a

Tento vzorec plati i pro kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty."

2.4 Kvadratické nerovnice

Obecny tvar kvadratické nerovnice je urcen vztahem:

ax’+bx+c> 0, resp. ax’+bx+c<0, kde a,b,ceR; a+0.
Kvadraticka nerovnici mize mit tvar:

ax’+bx+c=0, resp. ax’+bx+c<0 kde a,b,ceER; a#0.

Kvadratickd nerovnice ma obdobné oznaceni ¢lent jako kvadratické rovnice, proto pro ni také

plati, ze:

a.x’ - kvadraticky &len

b.x - linearni ¢len

a - koeficient kvadratického ¢lenu
b - koeficient linearniho ¢lenu

¢ - absolutni ¢len

11 Dtikaz viz [3], str. 87.

26



2.4.1 ReSeni kvadratické nerovnice pro D > 0

Pokud D > 0, pak kvadratickad rovnice ma dva rtzné kofeny X, X,. Kvadraticky troj¢len

a-x’+b-x+c lze rozlozit na soutin a-(x—x,).(x—x,). Po vydéleni obou stran dané
nerovnice ¢islem a ma leva strana tvar (Xx—x,).(x—x,). Obecné plati, Ze pii nasobeni/déleni
kvadratické nerovnice zépornym c¢islem se méni znaménko nerovnice na opacné. Nyni staci uZzit
vétu o znaménku soucinu dvou redlnych Cisel. Necht’ x; <x.. Graf (parabola) kvadratické funkce

fiy=a-x*+b-x+c protini osu x ve dvou rliznych bodech a rozdéli osu x na tii intervaly

I,=(=o;x,), I,=(x, x,),I,=(x,+). Znaménka v jednotlivjch sousednich intervalech
jsou opacna. Staci zjistit hodnotu kvadratického troj¢lenu v jakémkoliv bod¢ v jednom intervalu
a odtud pak vyplynou znaménka v ostatnich dvou intervalech. Pro Uplnost se zamétime na
znaménko nerovnosti a ur¢ime, ktery z intervalll je danym vysledkem. Situaci popisujici tento
postup znazornime na obrazku 7. Piehledné zobrazeni zavislosti diskriminantu a koeficientu a

nalezneme na obrazku 8 (ke kapitole 2.3.1 obrazek 8a).

¥k Yh
y=ax?ebx+c y=axttbr+e
a) (0>0,a>0) b) (0>0,a<0)
) @
G |x1' | }x-
X X x i |
0 1 | & I 2 =) : | e
| | l
| | I |
|
@ | e | @, © [ €& | 9
{_mi x'l] .1',- (.If” x:} xz f.t*,,+nl:r} f—-ﬂﬂ, x'l..:l x-r {xslx;aj .'!'2 (xz i +t.'-‘3}

Obrazek 7: Metoda nulovych bodii — intervaly, podle J. Poldka

2.4.2 ReSeni kvadratické nerovnice pro D =0

Pokud D = 0, pak kvadraticka rovnice mé jeden dvojndsobny koten x;,. Pro kvadratickou rovnici
plati ax’+bx+c=a(x—x,)>. Pokud a > 0, pak a(x—x,)’20. Je-li a < 0, je
a(x—x,)’<0. Rovnost nule nastava pouze v piipadg, Ze x = x,. V grafu tak nastava situace,

kdy parabola déna ptedpisem f:y=ax’+bx+c se dotykd osy x pouze v jednom bodé& a
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vSechny ostatni body jsou bud’ nad nebo pod osou x. Na obrazku 8b najdeme znazornéni grafu

paraboly pro D=0,proa > 0aa < 0.

a0 o <{
g y / !
D50 ] g & 4
xﬁ[»/xz X
by ¥ / Ly
X=X,
D=0 . :

X4Ix= IU L G
5 T’ ’
| X
D<o ; ¢
|
o 7

Obrazek 8: Graf kvadratické funkce v zavislosti na velikosti D,
podle J. Poldka

2.3.3 Reseni kvadratické nerovnice pro D <0

Ptipad, kdy D < 0, zndzoriiuje piipad na obrazku 8c. Kvadratickd rovnice, kterd ma zaporny
diskriminant, nemd zadny redlny kotfen. Parabola takovéto funkce je pak celd pod osou x (pro
a < 0) nebo nad osou x (pro a > 0). K urfeni feSeni kvadratické nerovnice postaci urcit

znaménko kvadratického troj¢lenu v kterémkoliv bod¢ x.

K vypoctu teSeni kvadratické nerovnice, kdy D < 0 lze také pouzit ,,doplnéni na ctverec™.
Kvadratickou nerovnici upravime na normovany tvar vyd€lenim obou stran nerovnice
koeficientem . Diskriminant této normované rovnice x>+ px+¢g=0 ma tvar p°—4q.

Doplnénim kvadratického trojélenu x>+ px+¢ na &tverec dostdvame:

2 2 2

D
R

p

p
x+_
2

2

p
+_
A

x2+px+q: +q=
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Je-li p*—4q<0 , pak pro kazdé x€R je x4 px+¢>0. Tato kvadratickd nerovnice ma

nekoneé¢né mnoho feSeni.

Ur¢it feSeni mizeme ze znaménkové diskuze (znaménkové analyzy, podle O. Odvarko)
kotenovych Cinitell a kvadratického trojélenu v jednotlivych intervalech [, I, I;. Zakreslime si

osu x a na ni kofeny x,, x,. Nasledn¢ zapiSeme do tabulky 1 podle obrazku 9. Pozn.: x; <x..

% g Tabulka 1: znaménkova diskuze
L1 1
I1 I : |3 X (-00,' x1) (.XJ,' x2) (xg; +oo)
|
@ ?&_2 I X - X - + +
@ § X-X +
Obrazek 9: znaménkova analyza, 2
vlastni ilustrace (X - x1)(x - x2) + - +

Uved’'me si dva nazorné ptiklady vypoctu kvadratické nerovnice.

° Mame kvadratickou nerovnici
2x*+5<3x’+x—1,x€R. Anulovany tvar této
nerovnice —x’—x+6<0, piedpokldddme analo-

gickou rovnici —x’—x+6=0 a fedime ji. Pomoci

C 4 1y S
diskriminantu D = 25 dostaneme dva realné kofeny .4.—_.(::. /
x; = -3, x,= 2. Koeficient u x’ je zaporny, a proto
—_—
bude funkce omezena shora. ReSenim zadané =3 —2-1 | ; 2 3

Obrazek 10: Grafické reseni nerovnice,

kvadratické  nerovnice 2x’+5<3x’+x—1 jsou
podle O. Odvarka

vSechna

x€(—o00, =3)U(2,+ o).

e Nerovnice (x°—4x+3)=>0 lze upravitdo tvaru (x—1)(x—3)>0. Osax se rozdéli na &tyfi
intervaly: [,=(—o0,1), I,=(1,;3) I,=(3;+). Pro x < I maji viechny dvoj&leny zapornou
hodnotu (viz tabulka2). Jelikoz se pti kazdém projiti kofene méni znaménko, tak v intervalu 7,
bude vysledna diskuze znamének kladna, pro I, zaporna a pro /; kladnd. Mnozinou pravdivosti

nebo-li mnoZzinou viech feseni uvedené nerovnice je P=(—o0,;1)U(3;+0).

Tabulka 2: Diskuze znamének z prikladu

X I L VE
x-1 - +
x-3 - -

(x-1)(x-3) + - +

29



3 Vyskyt kvadratickeé zavislosti ve fyzice

S kvadratickou zavislosti ve fyzikdlnich vzorcich se mizeme setkat velice Casto. V této kapitole
se seznamime se zakladnimi situacemi, které se daji popsat fyzikdlnim vzorcem, kde se

vyskytuje kvadrat.

3.1 Mechanika

Mechanika je nejstarSim oborem fyziky. Zkouma zékonitosti nejjednodussiho pohybu téles,
pfemisténim. Zdakladni déleni mechaniky je na kinematiku a dynamiku. Kinematika popisuje
pohyb téles. Dynamika zkoumé pro¢ pohyb nastava, jeho pfi¢inu. Jinym délenim je napiiklad na

mechaniku tekutin a mechaniku tuhych téles.

3.1.1 Volny pad Kkuli¢ky v jedoucim vlaku

Predstavme si situaci, kdy sedite v jedoucim vlaku a nechéte padat volnym paddem duhovou
kulicku. Z fyzikélniho hlediska je kulicka hmotnym bodem, ktery kona trajektorii. Trajektorie je
souhrn vSech poloh, kterymi hmotny bod prochézi pii svém pohybu. Pohyby rozdélime podle
tvaru trajektorie na pfimocaré a kiivocaré. Tvar takové trajektorie je ovlivnén volbou vztazné
soustavy. V naSem piipadé mizeme uvazit dvé vztazné soustavy. Jedna je pevné spojend s
vagonem a druhd predstavuje povrch Zemé, vici, které se vlak pohybuje. Pti uvazovani prvni
vztazné soustavy se vlastné nic zvlastniho nedéje. Kulicka pouze spadne volnym padem. Tuto
situaci popisuje obrazek 11. Pro nas dulezity je pohyb vzhledem k Zemi. Padajici kulicka opiSe

Cast paraboly, obrazek 12.

y JI\. y ‘1‘
? O___\\
? O \\
L,
L — B L) N/ .
Obrazek 11: Volny pad kulicky, podle Obrazek 12: Pohyb vagonu vzhledem

E. Svobody k Zemi, podle E. Svobody
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Draha hmotného bodu volného padu je popsdna vztahem:

1 ) : o1
$=58 *, kde g je tihové zrychleni, které je rovno piiblizné hodnoté: 9,809980 m/s*. Z tohoto

vzorce je patrné, ze grafem drahy (zavisla na Case) padajici kupicky je ¢ast paraboly. Vrchol

paraboly je v bodé¢, kde kulicku pustime.

3.1.2 Draha rovnomérné se zrychlujiciho auta

Poucka, s kterou jsme se setkali vSichni jiz na zakladni Skole: ,,Draha rovhomérné zrychleného

pohybu pfi nulové pocate¢ni rychlosti je pfimo tmérnd druhé mocniné ¢asu.*", nam ¥ika, Ze se

zde také setkavame s kvadratickou rovnici:

1
s=—at
2
s S
1,42 3
e zat 3

Obrazek ,] 3: Zavislost drdhy na Case, Obrazek 14: Zavislost drdahy na case,
zrychleni, podle E. Svobody zpomaleni, viastni ilustrace, podle E.
Svobody

Grafem zavislosti drahy na Case je opét ¢ast paraboly (obr. 13).

Typickym piikladem ze Zivota je rozjizd&jici se auto. V case 0 [s] ma nulovou drahu — nic
neujelo. V Case se ¢ [s] bude jeho draha rovna jedné poloviné kvadratu casu nasobeného velikosti

zrychleni.

V Zivoté se setkdvame kazdy den i se situaci, kdy dané auto musime zastavit. Jedna se o tentyz

pohyb, jen musime uvazovat zapornou velikost zrychleni a pocatecni rychlost vy.

1
s:vOz‘—Eat2

12 Viz [10], str. 44.
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3.1.3 Vodorovny vrh kamenem a §ikmy vrh mi¢em

e Stojime-li v druhém patfe domu, mizeme vyhodit kaminek ven z okna. Leti-li kaminek
z pocatku rovnobézné s zemskym povrchem jednad se o vodorovny vrh. Trajektorii padajiciho
kamene bude ¢ast paraboly, obr. 15. Vodorovny vrh vznika slozenim pohybu pfimocarého a

volného padu.

My stojime v dobé 4, kaminek dopadne do bodu D a projde pii tom bodem B. Na zacatku mu
udélime rychlost vo. V bodé B mame uvedeny zakladni vztahy, které jiz zname, pro urazenou
drahu kamene ve sméru osy x a y.

Y h... vyska
A Yo

e d ... vzdélenost od paty domu

]

4

b

)
~

soufadnice bodu B:

B 'l“'-‘.h yzh—%g{g

Xp=Vyt, yB:h—lgz‘2
h % 2

O] =gt D =z
d
Obrazek 15: Vodorovny vrh, podle E. Svobody

1
Py tzDZ 0, odtud ¢ D:\/ 2 ﬁ Vzdalenost D od paty domu se nazyva také
8

V bodé D: y,=h— >

délka vrhu. Po dosazeni #p do vztahu pro xp dostaneme d:

Xp=Votp — d=vyy 2ﬁ.
g

Z tohoto vztahu vidime, Ze délka vrhu zavisi na udélené pocatecni rychlosti a vysce.

e Kdyz jsme na zahrad¢ a hdzime si mi¢em se sourozencem nebo kamarddem, vykonavame
Sikmy vrh. Mi¢ leti po zakfivené draze (obr. 16). Mi¢i udélime pocatecni rychlost v, tato

rychlost ma smér Sikmo vzhtiru. Uhlu, ktery svira zemé se smérem vrhu, se fika elevacni a znaci
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se a. V bodé¢ C je micek v nejvyss§im mozném bod¢, jedna se o vrchol paraboly. Soutadnice bodu

B jsou: Xp=VylCOSK, yB:votsina—%gtz.
V bodé D jsou souiadnice x,=d, y,=0. Pro osu y plati, ze y = 0. Vyjadiime-li yp v

soufadnicich a polozime rovnu nule, ziskdme cas #p:

_ 1 2v,sinx
yD=0=v0tDs1no<—EgtD - tDZT

Nyni ziskanou hodnotu ¢asu dopadu dosadime do xp:

2 .
2V;sIn X COS X

Xp,=d=Vvyt,cos0= 2

Tim jsme ziskali hodnotu pro délku vrhu, kterd zavisi na druhé mocniné velikosti v, a na
elevaénim uhlu a. Délka vrhu je nejdelsi pokud je elevacni thel roven 45°. Toto vSe ale
uvazujeme pii zanedbani veskerych vlivl, naptiklad odporu vzduchu. Obrazek 17 ukazuje rozdil
Sikmého vrhu ve vakuu a ve vzduchu. Ve vzduchu se parabola deformuje pilisobenim odporové

sily na tzv. balistickou kiivku, pti které je nejvétsi vzdalenost dopadu pii elevacnim thlu 42°.

=

vp Sin o

O=A

T = vptcos o

Obrazek 16: Sikmy vrh, podle E. Svobody

ve vakuu

/ _ ve vzduchu

Obrazek 17: Sikmy vrh ve vzduchu a
vakuu, podle E. Svobody
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3.1.4 Dostrediva sila na retizkovém kolotoci

Predstavme si situaci, kdy sedime na fet€zovém kolotoCi. V tu chvili ale zajisté nepfemyslime,
jaké sily na nas plsobi. V této casti se dozvime, Ze na nas na fet€ézovém koloto¢i plsobi
dostediva sila. Dostiediva sila F; je vyslednici vSech sil, které na téleso piisobi. V naSem ptipadée
se jednéd o vyslednici tihové sily Fg a tahové sily fetézu Fr. Dostiediva sila je pfimo imérna
dostredivému zrychleni a mé i jeho smér. Na obrazku 19 vidime dostfedivou silu F,, kterd vzdy
sméfuje k ose otafeni (do stiedu kruznice). Obrazek 18 predstavuje koloto¢ z boku a je zde

znazornén rozklad dostiedivé sily.

D N
&
. |
| '::f'_u
Fateb
Y 1
]
B \‘:'f FG
Obrazek 19: Pohled na koloto¢ Obrdzek 18: Pohled na kolotoc
z vrchu, podle E. Svobody z profilu, podle E. Svobody

Dostiediva sila se vypocte pomoci vztahu:
F,=ma,.

2
Pokud vezmu a, =Y =7, pak mohu psat:
r

2
F,=m Y —mw’r.
r
3.1.5 Kineticka energie pohybujiciho se vlaku

Kinetickou energii ziskavaji télesa, kterd se vzhledem k dané vztazné soustavé pohybuji.
Budeme uvazovat pohybujici se vlak (t€leso) vici Zemi (vztazna soustava). K uvedeni vlaku do

pohybu potiebujeme vykonat praci. Na zacatku situace je vlak v klidu vzhledem k zvolené
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vztazné soustavé a ma hmotnost m. Aby se vlak zacal pohybovat, udélime mu konstantni silu F.

Vlak se bude podle druhého Newtonova pohybového zidkona F =ma pohybovat stalym

. r W r r /4 1 r
zrychlenim a. Po ur€ité dob¢ urazi vagéon drahu s= 54 t* a bude mit rychlost v=at.

F=ma ¥
1 [
o p
g =%ﬂ.'|!2

Obrazek 20: Draha viaku v case t, k odvozeni Ex, viastni ilustrace

Vykonana prace pii uvedeni vlaku do pohybu je rovna W =Fs. Odtud:

1 - 1 221 o
W=ma—at"'=—m(at) =—mv".
2 2 (at) 2
Prace vykonana je mirou zmé&ny kinetické energie, neboli W=AE,. Jestlize byl vlak plivodné
v klidu miizeme fici, ze prace W je ptimo rovna kinetické energii E;. Kinetickd energie je dana

vztahem /JJ:

S kinetickou energii se dale mizeme setkat naptiklad pii hrani kule¢niku. Zde uvadime koule z
klidu do pohybu tagem. Méame vSak soustavu hmotnych bodu — vice kouli, proto musime urcovat
celkovou kinetickou energii soustavy. Celkova kineticka energie je rovna souctu jednotlivych

kinetickych energii.

3.2 Mechanické kmitani

Nejcastéji se s kmitanim setkame u tzv. mechanickych oscilatord, coz jsou zatizeni, kterd mohou
voln¢ kmitat. Piiklady takovychto zafizeni ukazuje obrazek 21. Jednou ze zakladnich veli¢in
popisujici harmonicky pohyb je zrychleni. Pfedstavme si kulicku umisténou na provazku a

zavé&Senou na drzaku. Rychlost v bude nejvyssi v rovnovazné poloze. Naopak v krajnich bodech
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je rychlost v nulovd a méni se jeji smér. Vektor zrychleni a, pohybu kulicky (po ¢asti kruznice)

sméfuje do stfedu S. Pro zrychleni a je dan vztah":

_ 2
a=—w"y.

e 7 r o r . 4 f— T P
Veli¢ina w se nazyva thlova frekvence a je dana vztahem: w=2 T 2r f.

£l

d -—_ e

Obrazek 21: Mechanickeé oscilatory, podle E. Svobody

3.3 Elektrina

Elektfina je souhrn elektrostatickych (pfitahovani a odpuzovani elektricky nabitych castic) a

elektrodynamickych jevl (proud jako ¢asové zavisla veli¢ina). Pro elektrickou praci plati vztah:
w=UQ.

Za cas t se premisti vodicem Castice s nabojem O, na spotiebici je napéti U a prace je vykondna
silami elektrického pole. Mame-li spotiebic, kterym prochéazi konstantni proud / a ma odpor R,
pak miizeme vyuzit vzorcu:

-2,

. elektricky proud

=

%. Ohmuv zakon

13 Odvozeni vztahu viz [10], str. 198.
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Pokud dosadime do vzorce pro praci:
UZ
W=UIt=RI*t nebo W:?t.
Odtud je jasné vidét, ze prace W je pfimo umérna druhé mocnin€ napéti U a nepfimo umérna

odporu R. Miizeme nyni odvodit i vztah pro vykon elektrického proudu. Vime, Ze:

P=—.
t

Za praci W dosadime vzorec, ktery jsme si odvodili pied chvili a dostaneme:

2

P=UI=% nebo P=RI>.

Zde je vidét, ze vykon elektrického proudu je ptimo umérny odporu R a kvadratu elektrického

proudu /.

3.4 Specialni teorie relativity

Obrdzk 22: A. Einstein, godle E. Svobody

Specialni teorie relativity je jednim z novéjSich obortu fyziky, které zacaly vznikat koncem
19. stoleti. Specidlni teorie relativity zménila pfedstavu o prostoru a ¢ase (kontrakce délek a
dilatace Casu). Hlavnim pfedstavitelem specialni teorie relativity byl A. Einstein (1879-1955),
obr. 22. A. Einstein vyslovil dva zakladni principy: princip konstantni svételné velikost rychlosti
a spec. princip relativnosti o rovnocennosti vSech inercidlnich systému. A. Einstein dale dokéazal,
ze pti zmeéné celkové energie télesa se zmeni také hmotnost tohoto télesa. Einsteindv vztah mezi

energii £ a hmotnosti m je:
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E=mc", kde c je rychlost svétla.

Tento vztah byl posléze ovéfen v jaderné fyzice. Vztah vystihuje kvadratickou zavislost, ale
velikost rychlost svétla ve vakuu je povazovana za konstantni, tudiZ se zde nejednd o druhou

mocninu neznamé veli¢iny. Pfesto se timto vztahem mutize rychlost svétla alespon ovéfit.
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4 PC-aplikace

V této kapitolce se seznamime s riiznymi softwary a aplikacemi, které maji né¢jakou souvislost s
kvadratickou funkei, kvadratickou rovnici nebo nerovnici. Toto téma jsem si do prace chtcla dat,
jelikoz mam velice blizko k praci s pocitaci. Diky mé druhé kombinaci stale setkdvam s riznymi
softwary. Ve fyzice velice Casto vyuzivdme rizné programy pro vypocty nebo vykresleni.
Seznamime se zde s témi zndméj$imi programy, které nam pfiblizi kvadratickou funkci a jeji

graf.

4.1 Microsoft Excel

Microsoft Excel je povazovan za jeden z nejzndméjSich programii, je soucasti placené¢ho balicku
Microsoft Office (nebo v dneSni dobé hodné pouzivanym balickem OpenOffice, kde Excel je
nahrazen Calcem). V Exelu miizeme zpracovat vlastni funkce v graf. J4 jsem ale vyuzila jiz
pfedem naprogramovany exel. V tomto naprogramovaném Excelu mizeme ménit koeficienty a,

b, c. Na obrazku 23 jsou zvoleny koeficienty: a=—-2, b=—1, c=4.

B Microsoft Excel - ménime koeficienty exell !l
ial] soubor Upeavy  Zobvazk  WhEE  Fomdt  Mistole Deta Okio  Mipawlda

RN - NEWETIE RN U W A R[N S SN - L AR R T
[ - 5 4

Al B C B E [ F ] &6 [HII J K[| NJo[Pr]a ] R ST ¥

i

2 | Graf kvadratické funkce

_:_ Graf kvadratické funkce

| obecny zapis funkce = ax® +bx + ¢ e

|6 | =

7| asl -2 s

e | b=|_-1 ’

9| e 4 :

10 5

|

12 ya( -2 )X+ 1 )x+( 4)

LS

14 | x|y x|y 2

15 | -10]-156 11 1

16 Gl.149 2|-6

7 Bl-116 |17 0.8 B .76 548,012 545678310

18 i L 4|-32 .

18 B|52 5|=1 2

il -51-41 6|-74 -3

|21 |24 7|-101 i

E [ FIEER

2| -2]-2 a|-167 m

24 113 10]-206 5

2 ols s

A1) 8

| 27 | D= 33 soniaduice vicholu: 5

2 ¥= 17 x= 025

2| | x=119 y= 4,125

Eal)

Obrazek 23: Excel, vlastni animace
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Z Exelu se hned dovime, jaké jsou koteny zadané funkce, soutfadnice vrcholu, hodnota
diskriminantu a jak vypada graf. Pouze pfi D < 0 ndm Microsoft Excel neudd hodnoty kofend,
presto vykresli graf. Pekné piipraveny program, ktery je velice ptehledny a vygeneruje také
»tabulku®, ktera udava hodnoty y v bodech x={—10,—-9,-8,...,8,9,10].

Jediné, co tomuto programu vytkneme, je, Ze pfi urcité kombinaci koeficientd se graf paraboly

lehce zkiivi (obr. 24) a vykresleni neni pékné. Zvolené koeficienty: a=6, b=5, c=—1.

E2 Microsoft, Excel - meénime koeficienty exell!!
2] Soubor Upravy Zobeask WhEE Fomd  Mistwie Doto Okno  Mipaufd

IO 1 (NI 1 T el P R R S T 0 R e W T 7 Ei*‘"ﬂ‘ g 14 Bt 1]k
[s - A& 5
& B i3 ] E [ F [ & [A[I] J [K[LIMIWM][O[P[G] R [S[TN ¥
4
2 Graf Kvadraticke funkce
? Graf kvadratické funkece
5| ohecny zapis fankee  y= axt = b + ¢ i
| & | ad
17 | a=|_6
|8 | b=| & 7
19 | e=_-1 8
10 5
T | 4
2
i = 6 + 3 x+{ -1
12 y=( 6 )X4( 5 )x+(-1) ;
|14 | HIY Ay 2
15| -10[543 1[i0 .
£ -5ldn 32 T T T T T T T T T + T T T T T T T T
[ e allee Ans 7B 543212348675 aih
18] 7|28 a[i1s .
K& EES 5[i74 2
Eil &[124 G245 3
21 a|7s 7[5 #
F e B[4z
= 5 [E alszn -
|24 | B0 10]E43 &
125 o1 7
%5 a
erd 0= 48 sonfadnice vicholu: ¥
2| | %=047 x= 0,42 L
2 ¥p= -1 y= 2,04
5 — - i

Obrazek 24: Excel, vlastni animace

Druhé naprogramovani v Microsoft Excel je vykreslovani grafu kvadratické funkce, ktera je ve
tvaru f:y=a-(x+b)*+c. Zde mizeme ménit pouze koeficienty a, b, c, ale uvédomujme si, Ze
se nejednd o standardni zaddni kvadratické funkce. Zmeéna koeficientl ndm velice usnadni
znazornéni nasledné zmény grafu kvadratické funkce (obr. 25). V Microsoft Excel vidime, jak se

posouva graf pii zméné koeficientu b, ¢ a pfi zmén¢ a se méni tvar paraboly.
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=y

2 f y=ax+bf+¢c

—

4

Obrazek 25: Excel, vlastni animace

4.2 Webové aplikace

Webova aplikace je sluzbou webového serveru pies pocitacovou sit’ internet. Webové aplikace
jsou oblibené kvili tomu, Ze si software nemusime instalovat do pocitace. Na internetu se da
vyhledat spousta aplikaci, které nam umozni vykresleni grafu kvadratické funkce. U vSech se
prakticky vzdy daji zménit v§echny koeficienty a aplikace nam vykresli graf kvadratické funkce.

Vybrali jsme jen webové stranky, které maji néco navic, nebo jim naopak néco chybi.
Nejprve si ukdzeme aplikaci z webové stranky:
http://www.analyzemath.com/quadraticg/quadraticg.htm

Jedna se o anglicky web, ktery ale mé spoustu nedostatkti. Aplikace jen ndhodné vykresluje
grafy. V programu se nic neda ménit. Jediné co mizeme ménit jsou méfitka jednotlivych os. Pti
odchodu z prohlizece si dejme pozor na nefunkéni ,.kiizek”. Z aplikace se dostaneme pouze
tlacitkem na ,,click here to close window . Jeden nahodny graf kvadratické funkce, zndzornény

touto webovou aplikaci, je zndzornény na obrazku 26.
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Obrazek 26: webova aplikace, viastni animace

Druhou aplikaci, kterou si zde ptiblizime, najdeme na strance:

http:// www.vichr.gsh.cz/default.aspx?pg=741ec374-2332-4226-83c0-491315183e83

v = awi+ bx+c

= = I

v = 0.B29xF + 213+ 0.96

Obrazek 27: webova aplikace, viastni animace
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¥y = ax‘+hx+c
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Coave]

¥ = 0820 + 213x+ 096

Obrazek 28: 4.2¢

V této aplikaci se mohou ménit koeficienty v uréitém rozsahu. Hodnota kvadratického
koeficientu je mezi (-5,04, 5,05), hodnota linearniho koeficientu je (6,31, 6,31) a absolutni ¢len
nabyva hodnot (-4, 4). Na obrazku 27 je vidét graf funkce f(x):y=0,829x*+2,13x+0.96.

Zapis funkce se nam ukédze. Hodnoty se daji ulozit, v dalSim kroku se graf uchova, ale uchovani
plati pouze pro jeden graf — pokud chceme ulozit dalsi, nebo pokracocat automaticky se vymaze.
Dulezité je, ze si mizeme zaskrtnou vykresleni jednotlivych ¢lenii kvadratické funkce (viz obr.
28), jedna se o fialovou, zelenou a modrou kiivku. Pokud zaskrtneme jen jednu, tak uvidime, jak

by vypadal graf, ktery ma zbylé koeficienty nulové.
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Z.aveér

Prace m¢la za ukol shrnout téma tykajici se kvadratické zavislosti. Dozvidame se, kdy se
matematici setkali s kvadratickou rovnici poprvé a jaky byl jeji dal$i vyvoj. Zabyvala jsem se
historii v zemich, které byly matematicky vyspélé. Zjistila jsem, ze vypocty vedouci k feSeni
kvadratické rovnice byly velice podobné t€ém dne$nim. Zaujalo m¢, Ze nepfipoustéli zaporny

kvadraticky koten.

Prace popisuje teoretickou podstatu kvadratické funkce, kvadratické rovnice a nerovnice. Byla
zde provedena feSeni kvadratické rovnice a rozebrano sestrojeni grafu kvadratické funkce a jeho

vyuziti pti feSeni kvadratickych nerovnic.

Poukézala jsem na redlné vyuziti matematiky ve fyzice. Pravé kvadratickd rovnice je ve fyzice
velice Casto pouzivana a bez znalosti feSeni bychom se daleko nedostali. Fyzikalni vzorce s
kvadratickou zavislosti miizeme pouzivat pfi procviceni kvadratické funkce, kvadratické rovnice
a nerovnice. Ukazuji zde zékladni fyzikdlni vzorce, které popisuji fyzikalni jevy. Chtéla jsem
zdaraznit, ze kvadraticka zavislost je dulezita pii popisu pohybu téles. Tyto zavislosti jsou pro

lepsi pochopeni uvedeny na ptikladech z bézného Zivota.

Ve fyzice se dale velice Casto vyuZivaji i pocitace, pro sestrojeni riiznych grafii funkei. Proto
jsem na zavér prace popsala nékteré PC-aplikace a webové aplikace, které jsou nécim piinosné a

kterym bychom se méli radéji vyhybat.
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Seznam priloh

Skolské vzdélavaci softwary
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Priloha

Skolské vzdélavaci softwary

Prakticky kazda skola ma zakoupeny né&jaky vyukovy program. Nejedna se vzdy o matematické
softwary. S jednim takovy softwarem se sezndmime nyni. Jednd se o vyukové CD, které se
pouzivd na Gymnéaziu Rumburk. Zdejsi ucitel Mgr, Jaroslav Koke§ sdm pro Zaky vytvofil
vyukové programy, které se zamétuji na procviceni probirané latky. Programy, které obsahuje
CD se nainstalovalo na Skolni pocitace a zde si zaci Skoly mohly procvi¢ovat své nabyté

védomosti.

Z CD, které obsahuje programy na procviceni celého uciva matematiky na ctytletém gymnaziu,
se podivame pouze programy, které obsahuji cviceni tykajici se kvadratickych rovnic, nerovnic a
funkci. Program po jeho absolvovani zhodnoti rychlost, spravnost a vyhodnoti procviceni

znamkou. Program chce pfedem nékolikrat vyzkouset, aby poZadovanéd zndmka byla nizka.

Uvedeme si zde n€kolik obrazkt, které se dotykaji naseho tématu.

= PoZet kofenii kvadratické rovnice vC DISKR2C (+1-5) viiv... = |[B]X]

dva komplexné sduzené koieny BOd lol .

| KVAROZK3 20 prikladia kladna Eisla do 19

Cas KONED DOBRE CHYE FRIKLAD -
ZRUSIT
=1 IE 1 1

Urcete a,b v rozkladu (x+a).(x+b)

%2427 .x+170=

w0 m I | 4 u 6 W w3 u

ENTER

N -11. N -13. H-15m N -17. o -19

Obrazek 30: urceni koeficientii podle zadani, viastni
animace
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B Kvadratickd funkce KVADFUN{ 20 prikladd EEX

priklad

. 2

B
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y:XZ + ’T.X +’7 Dobrych: 3

Obrazek 31: urceni koeficientui z grafu, vlastni animace

B Kvadratickeé rovnice v R (20 pr.) - rovkv2 E@@

Nema fegeni : "N" nebo "n" nebo ".
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1

Obrazek 32: urceni diskriminantu a
korenu, viastni animace
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