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Anotace

Soudoby vyvoj v aplikované a numerické linearni algebte stale vice sméruje, mimo
jiné, od maticovych vypoctu smérem k vypoctum tenzorovym. Tenzorové tlohy
se prirozené vyskytuji napi. ve vypoctech v kvantové chemii, ale i v jednodussich
problémech, napi. chceme-li fesit tlohu vedeni tepla zavislou na parametru tepelné
vodivosti (nebo nékolika parametrech) pro siroké spektrum hodnot parametru. Ijlohy
s tenzory se prirozené vyskytuji i v tilohéch zpracovani vicerozmérnych dat. Pouzivaji
se pii jejich efektivnim uklddani (napt. pii kompresi videa), nebo k identifikovani
informace, kterd je v néjakém smyslu dulezitd (napt. v ilohach data-mining), atd.

Ukolem této prace je seznamit Ctenafe s popisem tenzoru tak, jak je v tenzo-
rovych vypoctech chapén, tj. jakozto vicerozmérného pole éisel (vicein- dexové ma-
tice, hypermatrix). Zavadi znaceni tenzoru a popisuje zakladni operace a néstroje
pro praci s tenzory, tj. souciny tenzoru, rozvoj tenzoru v matici, atd. Poukazuje také
na rozdily a obtize, které vyvstavaji pti tenzorovych vypoctech, se kterymi se v kla-
sické linedrni algebie a maticovém poctu nesetkavame, zejména problém zavedeni
hodnosti tenzoru.

Klicovym nastrojem maticové algebry je singuldrni rozklad (SVD), ktery lze
pouzit prave v ulohach komprese dvourozmérnych dat (matice), pod nédzvem analyza
hlavnich komponent (PCA) se s nim setkdvame ve statistice, tfeba pravé v tlohdch
data-mining. Dulezité je s daty (matici) takto komprimovanymi pomoci singuldrniho
rozkladu umét provadét alespon nékteré zakladni maticové operace.

Jednim z moznych zobecnéni singularniho rozkladu pro tenzory vyssiho radu
je tzv. Tuckeruv rozklad (také nazyvany high-order SVD, HOSVD). Ten pfirozené
zobecnuje nékteré z vlastnosti singularniho rozkladu, které se vyuzivaji ve vyse uve-
denych aplikacich, pro vicerozmérna data. Zejména umoznuje dany tenzor dobie
aproximovat tenzorem nizsi hodosti. Stejné jako v pripadé matic je i zde dulezité
umét provadét s tenzory ve tvaru Tuckerova rozkladu zékladni tenzorové operace.

Kli¢ova slova:

multilinerani algebra; tenzor; hodnost tenzoru; singularni rozklad (SVD); tenzorové
rozklady; polyadicky rozvoj (CP rozklad); Tuckeruv rozklad; low-rank aritmetika,;
aproximace tenzoru tenzorem nizsi hodnosti



Abstract

Contemporary applied and numerical linear algebra is expanding from matrix to
tensor computations. Tensor problems naturally arise in, e.g., computational quan-
tum chemistry, but also in more common areas. For example while solving the heat
equation in a domain with parameter-dependent thermal conductivity for many
particular values of the parameter (or several parametres) in a wide range. Tensor
problems arise naturally also in multidimensional data processing. They are in the
background of effective storing of big data (e.g., in video compression), they arise in
problems of extracting important information hidden in data (e.g., in data-mining
problems), etc.

The goal of this thesis is to introduce a tensor as a multidimensional array (hy-
permatrix) to the reader. In this way tensors are understood, studied, and analyzed
in modern tensor computation. We summarize the standard notation, and introduce
some important parts of tensor arithmetic, such as tensor products, matricization,
etc. Differences between matrices and tensors are emphasized. In particular, we dis-
cuss difficulties linked with the concept of a tensor rank.

One of the most important tools in matrix algebra is the singular value de-
composition (SVD). It can be used, e.g., for compression of two-dimensional data (a
matrix). In statistics, the SVD is known as the principal component analysis (PCA),
which can also be interpreted as a data-mining problem. In many applications, it is
important to know how to do basic arithmetic with data compressed and stored by
the SVD.

One of possible generalizations of the SVD to higher-order tensors, is the so-
called Tucker decomposition (also known as high-order SVD, HOSVD). The Tucker
decomposition naturally generalizes some of the properties of the SVD, which are
used in applications mentioned above, to multidimensional data. In particular, it
allows to approximate a given tensor by another one with lower rank. Similarly to
the two-dimensional case, it is important to know how to do basic arithmetic with
multidimensional data compressed and stored by the Tucker decomposition.

Key words:

multilinear algebra; tensor; tensor rank; singular value decomposition (SVD); tensor
decompositions; CP decomposition; Tucker decomposition; low-rank arithmetic; low
rank tensor approximation
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Pouzité znaceni a zkratky

V textu znaéime

vektory (tenzory fddu 1) pomoci malych pismen
U1, Us, Uy, V1, Vg, Uy, T, atd.,

matice (tenzory fadu 2)  pomoci velkych pismen (latinskych i feckych)
A B, C,D, E F,U,V, 3%, atd.,

tenzory tadu k, k > 3 pomoci velkych pismen psanych kaligraficky
A B, C,D,E F,T,S, atd. (vyjimecne A),

mnoziny pomoci velkych pismen psanych Scriptem

9,7, 7, Z; atd.

Pomoci malych pismen (latinskych i feckych) také zna¢ime prvky matic a tenzoru a
také skalary (tenzory fadu 0). Specidlni vyznam pak maji pismena ¢, j, ¢, jimiz zpra-
vidla indexujeme prvky matic a tenzoru, a k, m, n, r, kterd pouzivame k oznaceni
fadu tenzoru, dimenze matice nebo tenzoru, resp. hodnosti (ranku) matice nebo
tenzoru.

Matice a vektory

Znaceni Vyznam

A e Rmm redlnd matice s rozméry n krat m, s prvky a;;

vec(A) € R™™ vektorizace matice A € R™*™

A® B Kroneckeruv soucin dvou matic

AT transpozice matice A

rank(A) hodnost matice definovand jako pocet linedrné
nazavislych radku, resp. sloupcu matice A

x|l = (32, 22)Y/? eukleidovskd norma vektoru

|A|| = maxz|=1 ||Az|  spektralni norma matice

[Allr = (32,22, a?,;)"/*  Frobeniova norma matice
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Tenzory

Znaceni

'A = (ail,ig,ig).., c Rn1><n2><n3
A = (a/i1,i2,...,ik),,, € R X X7,
IRPRPRS R™

A, € Ruxn2

vec(A) € Rminz—me

Al g Rrex(name—anggy )
A[tl,...,td]

A Xy M

A X,s B

A X (01,2),(s1,52) B
AoB

AT 5 =1,... k!
rank,(A)
rank(.A)

Al = (325,305, af, )

Vyznam

tenzor tretiho fadu o rozmeérech ny, ny, n3
tenzor k-tého radu o rozmérech nq, ..., ng
vldkno tenzoru tietiho fddu v médu 1

fez tenzoru tretitho rddu v médu (1, 2)
vektorizace tenzoru A € R™ > *"

rozvoj tenzoru do matice v /-tém modu
zobecnény rozvoj tenzoru do matice
nasobeni tenzoru matici v /-tém modu;
plati (A x, M)l = M Al

tenzorovy soucin v médech ¢ a s
tenzorovy soucin ve dvojici médu

vnéjsi soucin tenzoru

(IL,;)-t& transpozice tenzoru radu k
(-rank tenzoru; rank,(A) = rank(A“)
vektorovy rank tenzoru radu k, pro k > 3
plati rank(A) = (rank;(A), ..., rank;(.A))

norma tenzoru

Pouzité zkratky a akronymy

Zkratka Vyznam

QR QR rozklad matice, A = QR

SVD singuldrni rozklad matice (singular value decomposition),
A=UxVT

ek. SVD ekonomickd varianta SVD, A = Us¥ V1

PCA analyza hlavnich komponent, varianta SVD (principal
component analysis)

CanDecomp polyadicky rozvoj tenzoru (canonical decomposition)

ParaFac ditto (parallel factors, ev. factorisation)

CP ditto (CanDecomp-ParaFac)

HOSVD Tuckeruv rozklad tenzoru (high-order SVD)

MVp soucin matice s vektorem (matrix-vector product)

MMp soucin matice s matici (matrix-matrix product)

TMp souéin tenzoru s matici (tensor-matrix product)

13



Uvod

Jednémi ze zakladnich a klasickych objektu studia linearni algebry jsou vektory
a matice, které mohou byt chapany jako jednorozmérné, resp. dvourozmeérné sou-
bory dat (v tomto textu budeme pod pojmem data vzdy rozumét vyhradné redlnd
¢isla, vse vsak lze bez problému zobecnit na ¢isla komplexni). Pokud jsou ale data
usporadana, nebo je potfebujeme usporadat podle vice nez dvou parametru, s ma-
ticemi uz nevystacime. Matematické objekty, pomoci kterych muzeme takova vice-
rozmérna data interpretovat, jsou tenzory. Pod pojmem tenzoru tedy budeme ro-
zumét vicerozmeérné pole ¢isel, pocet téchto rozméru nazyvame rdd tenzoru, nékdy
se misto pojmu Tad tenzoru pouziva pojem stupen nebo dimenze tenzoru. My bu-
deme pojmem dimenze tenzoru oznacovat dimenzi prostoru jehoz je prvkem, tj. napf.
A € Rmxmex=Xnk je tenzor tadu k, dimenze nins - - - ng. Z tohoto thlu pohledu kla-
sickd linedrni algebra a maticovy pocet (matrixz calculus), ptipadné maticové vipocty
(matriz computations) pracujici se skalary, vektory a maticemi formalné pracuji
s tenzory nultého, prvniho, resp. druhého fadu. Rozsitime-li linearni algebru i na
praci s tenzory vyssich radu, hovorime také o multilinedrni algebre, tenzorovém
poctu (tensor calculus) a tenzorovijch vipoctech (tensor computations).

Ukolem tohoto textu je mimo jiné seznamit ¢tendare s terminologii a zakladnimi
operacemi s tenzory vyssich fadu, pficemz vychéazi predevsim z ¢lanku [28]. Jelikoz
pocet prvku tenzoru roste exponencialné s fadem tenzoru k (pocet prvku tenzoru je
ziejmé omezen ¢isly ming nf a max, n}), nastdva pti praci s tenzory problém s jejich
ulozenim a zpracovanim vicerozmérnych dat, které reprezentuji. Obtize vznikajici
pri praci s takovymi daty lapidarné shrnuje motto ,curse of dimensionality“ ¢asto
pouzivané pravé v kontextu préce s tenzory vysokych fadu (napt. k ~ 100), ale i pri
jinych prtilezitostech. Tyto problémy vedly ke snaze nalézt zpusob, jak data kompri-
movat, s cilem uloZit tenzor ve tvaru, ktery neni tak ndroény na pamét pocitace.
Vysledkem tohoto snazeni je hned nékolik zpusobu tenzorovych rozkladu, které po-
dobné jako singuldrni rozklad matic (singular value decomposition, SVD) umoznuji
vyjadrit dany tenzor jako soucin (pripadné soucet soucinu) nékolika jinych objektu,
tenzoru nebo matic (vyrazné) mensich dimenzi.

Zajimavosti je, ze potieba nalézt takovy aparat, aby se zmensil objem dat tenzoru
bez ztraty podstatnych informaci, se neobjevila jako prvni v matematice. Jak uvadi
T. Kolda [28], tenzorové rozklady byly vynalezeny poprvé v psychologii (konkrétné
v psychometrice zabyvajici se méfenim ruznych psychickych jevi, jako jsou napf.
osobnostni charakteristiky, postoje, schopnosti, atd.) a v chemii (ptesnéji v chemo-
metrii, tj. zpracovani a analyze chemickych dat). Prvni zpusob rozkladu tenzoru
popsal F. L. Hitchcock v pracich [22] a [23] uz v roce 1927. Dalsi ruzné zpusoby
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byly popsany ale az pozdéji v Sedesatych a sedmdesatych letech dvacatého stoleti
v pracich L. R. Tuckera, viz [43], [44] a [45], J. D. Carrolla a J. J. Changa , viz
8], a R. A. Harshmana, viz [21], a to prdvé v literatufe zabyvajici psychometrikou.
Nésledné tenzory a tenzorové rozklady zacala vyuzivat chemometrika a proto mnoho
praci o tenzorech vznikalo pravé v tomto odvétvi. V poslednich letech se tenzory
a tenzorové vypocCty pouzivaji i v mnoha dalsich disciplinach, napt. v analyze a
zpracovani signalu, v data-miningu, ve statistice, v neurovédach, atd., a pfirozené
také v (aplikované a numerické) linedrni algebte, kterd je svym zptusobem pfirozenym
prostorem i pro zakladni vyzkum v této oblasti.

Cilem tohoto textu je popsat zejména tzv. Tuckeruv rozklad tenzoru, ktery je
jednim z vicerozmérnych zobecnéni (ekonomické varianty) SVD. Proto se Tuckeruv
rozklad také nékdy nazyva HOSVD (high-order SVD). Tomu je podiizena struktura
textu a s ohledem na to je také veden vyklad. Latka neni vykladana encyklopedicky
(napf. ruzné typy soucinu tenzoru nejsou popisovany na jednom misté), ale po-
stupné, tehdy, kdy je dana latka potieba. Drobnou vyjimkou jsou podkapitoly 2.4.2
a 2.4.3, které rozviji diskuzi ohledné hodnosti tenzoru nad rdamec toho, co je pro
Tuckeruv rozklad tieba. Stejné tak podkapitoly 2.5 a 2.6 se zabyvaji operacemi
s tenzory, které nejsou pro vyklad klasického Tuckerova rozkladu primo potieba.
Jsou vsak v jistém smylu prirozenou soucasti svéta tenzoru.

Text je strukturovany nasledujicicm zpusobem. Po stru¢ném tvodu je v kapi-
tole 1 zaveden singularni rozklad, jeho ekonomicky tvar a je ukazéano jeho vyuziti
pri zakladnich operacich s velkymi maticemi malé hodnosti. Kapitola 2 je vénovana
tenzorum. Zavadi se zde znaceni a zakladni terminologie tenzoru a je také popsano,
jak provadét nekteré zakladni operace. V dalsi ¢asti je definovan rozvoj tenzoru v ma-
tici, ktery je uzite¢nym nastrojem pro préaci s tenzory. Velmi dulezitym tématem je
hodnost tenzoru, kde ukazujeme, ze hodnost tak jak ji zname z maticové algebry
nelze zobecnit pro tenzory. Ukazujeme dvé moznosti zavedeni hodnosti tenzoru, tzv.
vektorovy a polyadicky rank. Déle definujeme normu tenzoru a wvnéjsi soucin ten-
zort, abychom si nasledné mohli ukazat, jak je to s aproximaci tenzoru tenzorem
nizsi hodnosti ve smyslu polyadickéhoo ranku. V této kapitole se vénujeme také zo-
becnenému rozvoji tenzoru v matici, ¢imz se dostaneme zpét do svéta matic k tzv.
Kroneckerovu soucinu matic. Nakonec je definovan tenzorovy soucin a jsou popsany
vztahy mezi jednotlivymi souciny. V kapitole 3 je odvozen Tuckeruv rozklad jako
zobecnéni singularniho rozkladu matice a je ukazano, jak je mozné v tomto tvaru
provadeét zdkladni operace s velkymi tenzory malého (vektorového) ranku. V ka-
pitole 4 je ukazano vyuziti Tuckerova rozkladu pro aprozimaci tenzoru tenzorem
s nizsim vektorovym rankem.

Poznamenejme jeste, ze klasické ucebnice, at uz zabyvajici se primo tenzory (viz
napf. [27], [24]), nebo jen vyuzivajici aparat tenzorového poctu zpravidla vykladaji
latku v néjakém fyzikdlnim kontextu (napf. v rdmci teorie pruznosti, viz [1], [7], kde
m4 ostatné tenzorovy pocet i pojem tenzor puvod'; kvantové mechaniky, viz [24];

! Anglické slovicko tension (z lat. tensio) prekladdme jako napéti, pnuti; tenzory napéti a defor-
mace jsou ustfedni stavebni kameny teorie pruznosti.
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teorie relativity, viz [48], [31]; atd.). To vede k nutnosti rozlisovani tzv. kontrava-
riantnich a kovariantnich souradnic (sloZek, indezu) tenzoru (napt. druha kapitola
knihy [27] vénovand Zdkladim tensorového poctu zac¢ind § 11 Kontravariantni a ko-
variantni slozky vektoru, prvni kapitola je vénovana Zdkladum vektorového poctu;
obdobné v knize [24] se hned v tivodu po zavedeni zékladnich vektorovych operaci
dostavame na str. 23 ke kapitole 10 Das kovariante und kontravariante Grundsys-
tem). Rozlisovani kontra- a kovariantnich soutadnic je praktické, zejména pracuje-
me-li s tenzorem jako s multilinedrnim zobrazenim (viz napt. [6]), nebo kdyz pracu-
jeme v kiivocarych soufadnicich, coz je ve fyzice casty piipad (napft. v knize [7] je
celd prvni kapitola Kartézské tenzory (...) vénovanda vykladu tenzoru obdobné, jako
se mu budeme vénovat my; s kontra- a kovariantni souradnicemi se zde setkavame
az v druhé kapitole Tenzory v metrickych prostorech, v odstavei 2.1.% Krivocaré
souradnice (...); obdobny obrazek ziskdme napt. porovnanim vykladu tenzorovych
partii specidlni [48] a obecné [31] teorie relativity). To také casto vede k potiebé
rozliSovat napt. mezi tenzory druhého rddu (stupné) a maticemi a pod., tj. zkoumat
je jako ruzné matematické objekty; napt. Babuska et al. v knize [1, str. 35| pisi:
»Z tensorového poctu je zndmo, Ze uvazovand matice urcuje tensor 2. stupné (...)%.

Predklddany text prevéazné studuje vnitini strukturu tenzoru (napt. pravé pojem
hodnosti) a pravé proto s tenzorem pracuje jakozto s pevné danym wvicerozmeérnym
polem cisel (v literatufe se v této souvislosti muzeme setkat s pojmem viceindezovd
matice, viz [38, kapitola 11, § 4, str. 52], pipadné anglicky hypermatriz, viz [5, kapi-
tola 2.5.2, str. 318]). To ndm dovoluje nerozlisovat kontra- a kovariantni souradnice
a proto se ani tyto pojmy ani souvisejici rozlisujici znaceni (zpravidla realizované
pomoci hornich, resp. dolnich indext) v dalsim textu vubec nevyskytuji (souradnice
tenzoru jsou vzdy znaceny pouze pomoci dolnich indexu). Presnéji feceno, pro dalsi
vyklad je zcela lhostejné, zda jsou nékteré souradnice tenzoru kontra- ¢i kovariantni.
V pripadech, kdy se text vénuje interakci tenzoru s okolim, konkrétné jeho soucinu
(v klasické literatufe také nazyvaném uzend, viz [31, str. 70]) s jinym tenzorem (nebo
matici), prosime laskavého ¢tenédre aby indexy, pres které se s¢itd, vzdy vnimal jako
kontra- ¢i kovariantni u prvniho resp. druhého tenzoru (matice), nebo naopak, vzdy
viak tak, aby bylo mozné soucin v ocich ¢tendre provést (pripomenme prvni kapi-
tolu knihy [7], kde se s tenzory a jejich souciny pracuje stejné). Rozumime-li pod
pojmem tenzor pouze vicerozmérné pole ¢isel, muzeme také snadno tenzor nultého,
prvniho a druhého tadu ztotoznit ptimo se skaldarem, vektorem, resp. matici.

Tento (zjednoduseny) pohled na tenzory, tj. prace s nimi jako by byly pouze
vicerozmeérna pole ¢isel, je v soucasnosti velmi bézny zejména v oblasti aplikované a
numerické linearni algebry, jak lze snadno dolozit velkou fadou referenci, viz napf.
prehledovy ¢lanek [28] v prestiznim c¢asopise SITAM Review (ktery cituje 223 dalsich
¢lanku povétsinou z poslednich let), resersni clanek [18] (ktery cituje dalsich 272
obdobnych ¢lédlnka), knihy [14], [5], a mnoho dalsich. Proto se i v predklddaném
textu drzime jak tohoto pohledu na tenzor, tak i pojmu tenzor samotného a zamérné
se vyhybame napft. terminu vicerozmérna matice, ktery se v komunité zabyvajici se
(aplikovanou a linearni) algebrou pouziva zridka.
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1 Singularni rozklad

~ v/

guldrnimu rozkladu matice. Singularni rozklad (SVD, z anglického singular value
decomposition) vyuzivame pro vypocet hodnosti, normy matice, baze oboru hodnot
a nulového prostoru matice atd. Dulezitou roli hraje SVD také v ulohach komprese
matice nebo data-mining. Ve statistice se se singularnim rozkladem setkdvame jako
s analyzou hlavnich komponent (PCA, z anglického principal component analysis),
viz napf. [14, str. 66].

1.1 Zakladni tvar SVD

VVVVVV

Véta 1 (Singularni rozklad). Pro matici A € R™*™ hodnosti r = rank(A) existuji
ortogondlni matice U = [uy,...,u,] € R™" a V = [v1,...,v,] € R™"™ qa kladnd
¢isla

012092 2>0,>0

tak, Ze plati
A=UxVT, (1.1)

kde

Y= [ %A 8 } e R ¥, = diag(oy,...,0,) € R,

Sloupce matice U, tedy vektory u;, j =1,...,n, se nazyjvaji levé singuldrni vektory,
sloupce matice V', tedy vektory v;, 7 = 1,...,m, se nazyvaji pravé singuldarni vektory
matice A. Cisla o, j =1,...,7, se nazyvaji singuldrni ¢isla matice A.

Diikaz. Dukaz neprovedeme uplné, ale pouze naznac¢ime. Podle véty o spektralnim
rozkladu matice (viz napi. [11, str. 196], [12, str. 40]) pro matici B € R"*" hodnosti
r, kterd je symetricka pozitivné semidefinitni existuje rozklad

B = GAG?, GG =1, A = diag(\, ..., \y), (1.2)

pricemz
)\12>\22)\32"'2/\r>)\r+1:"':)\nzo-
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Rozklad (1.2) nazyvame spekralni rozklad matice. Véta o SVD ale pracuje s obecné
obdélnikovou matici A € R™ ™ proto se k odvozeni SVD vyuzivad matic AAT a AT A,
které vlastnosti predpokladajici spektralni rozklad spliuji (jsou ¢tvercové symetrické
pozitivné definitni). Je-li A = UXVT, resp. AT = VXTUT, potom plati

AAT =UsyUT, ATA=vTsvT, (1.3)

Srovndnim (1.2) a (1.3) vidime, Ze v prvnim ptipadé B = AAT, G =U a A = XX7.
Uvédomme si, ze 0; = y/Aj, 7 = 1,...,r. Pro aplny dukaz odkazujeme na skripta
[12, kap. 5], kde je proveden postupnym odvozenim. ]

Poznamenejme, ze SVD ma zajimavou geometrickou interpretaci, pokud se na matici
divame jako na linearni zobrazeni A : R™ —— R". Véta 1 tika, ze pro kazdou
matici A € R™™ hodnosti r existuje ortonormélni béze {vy,...,v,}, prostoru R™a
ortonormalni béze {uy,...,u,} prostoru R" a kladnd ¢isla 0y > 09 > --- > 0, > 0
tak, ze plati

oiu;, J=1,...,7,
Av; = A
Ui {0, j=r+1,....m "’

v, 7=1,...,7
AT o O-jvjv j ) s Iy .
Y {0, j=r+1,....n

1.2 Ekonomicky tvar SVD

Pro praktické pouziti je ale mnohem vyhodnéjsi tzv. ekonomicky tvar singularniho
rozkladu. Matice ¥ obsahuje nulové bloky, které nasobi prislusné sloupce, resp.
faddky matice U, resp. VT. Ekonomicky tvar spocivd ve vynechani téchto casti
matic, které vedou k nasobeni nulami. Ziskame tedy matice, které budeme znacit
Ua = [ug,...,u] € R aVy =[vy,...,0] € R™. Ekonomicky tvar singuldrniho
rozkladu se potom zapisuje

A=UsX4VSE. (1.4)

Pro lepsi predstavu muzeme teno tvar znazornit pomoci nasledujiciho schématu
(prevzato z [12, str. 127]):

A U > vT Uy X2 V}
| Y40 | VI
pu— UAE A\ ) >7771477< pu—
| 00

Disledek 1. Nespornym prinosem SVD v ekonomickém tvaru je moznost vyuziti
pri kompresi dat. Matici A o rozmeérech n x m jsme vztahem (1.4) vyjadrili pomoci
tri matic Uy € R™" X4 € R™" V4 € R™*". Rozméry téchto tri matic jsou (m +
n+r)xr. Vpripadé, Ze matice A md malou hodnost, r < min{m,n}, je vyjidreni
v ekonomickém tvaru SVD z hlediska objemu dat ispornéjsi, viz tabulka 1.1.
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Tabulka 1.1: Pocet prvku matice a jejtho ekonomického SVD (vpravo s vyuzitim
faktu, ze X4 je diagonalni); r = rank(A).

Matice ‘ Pocet prvki

AeR™™ |Im-n
Ua, 24, Va | (m+n+r)-r resp. (m+n+1)-r

Datova uspora muze hrat roli napt. kdyz m - n je prilis velké v porovnani s pameéti
pocitace (cache pamét, operacni pamet, ...). To se v piipadé matic nemusi zdat
relevantni, nicméné pozdéji uvidime, ze u tenzoru to bude hrat roli. Ekonomicky
rozklad matice A muzeme vyjadrit také jako soucet vnéjsich soucinu,

A= Zaguw'f = ZAK’ Ay = oy . (1.5)
=1 =1

Tento tvar nazyvame dyadicky rozvoj obecné matice A. Hodnost kazdé matice A; je
ziejmeé jedna, pro které plati

14511 = 11451l 7 = ;- (1.6)

Singuldrni ¢isla matice A byla usporadana od nejvétsiho k nejmensimu, proto jsou
i normy matic A; uspordddny || A;|| > [[As] > --- > ||A,] > 0.

1.3 Operace s matici uloZzenou v ekonomickém tvaru
SVD

V této podkapitole ukazeme, jak 1ze pracovat s maticemi ulozenymi v ekonomickém
tvaru SVD, pricemz budeme chtit i vysledek ziskat ve stejném tvaru. Konkrétné se
budeme zabyvat operacemi s¢itani a nasobeni. Poznamenejme, ze provadéni operaci
s maticemi timto zpusobem se nazyva low-rank aritmetika.

1.3.1 Séitani dvou matic v ekonomickém tvaru

Nejprve ukézeme jak sc¢itat dvé matice vyjadiené v ekonomickém tvaru SVD. Méjme
dvé matice A, B € R™™ jejichz hodnosti jsou

r =rank(A), p=rank(B), r, p<<min{m,n}
a singularni rozklady jsou

A=U2,V], Up € RV Y4 € RV € R™XT
B =UgXpVyE, Up € R™P Y5 € RP*P V€ R™*P,

Matici C' = A+ B v ekonomickém singuldarnim tvaru ziskame ve tfech krocich.
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Krok 1 (Sestaveni matic): Ozna¢me soucet téchto matic C' € R™*™ pak zfejmé

Ya 0

C:A+B:[UA,UB][ s,

| valr (17)

Pro hodnost matice C' plati
g = rank(C), kde 0<g<p+r.

Poznamenejme, ze soucet matic ve tvaru (1.7) nds nestoji Zidnou matematickou
operaci, ziskdme jej pouze ,poskladanim* prislusnych matic z rozkladu A a B matic
vedle sebe. Matice [Uga,Ug| a [V, Vp] uz ale nemaji ortonormalni sloupce. Tuto
vlastnost muzeme nékdy pozadovat. Ukazeme, jakym zpusobem ziskat matici C
v ekonomickém tvaru SVD.

Krok 2 (Ortogonalizace matic): Nejprve musime dosdhnout ortonormality. Prv-
nim krokem je tedy QR rozklad matic [Ua,Ug] a [Va, Vp]; pro detailni popis QR
rozkladu odkazujeme na [12, kapitola 3]. QR rozkladem ziskdme matici ve tvaru
sou¢inu matice s ortonormalnimi sloupci () a matice horni trojihelnikové R,

[UA7 UB] = QURU, QU c Rnx(r-"—p), RU c R(T+p)x(r+p),
Va, Vel = QvRy,  Qy € R™(*P) Ry, g RUFPx0+0)

Matici C' pak muzeme zapsat

c—qu (r| 5 o | RE) @b

[

w
Dostavame
= QuWaQl. (18)
V této fazi mame rozklad matice C', kde Qy a @y jsou matice s ortonormalnimi
sloupci. Poznamenejme, ze ziskani tohoto tvaru uz je narocnéjsi, stoji nas dva QR
rozklady matic velikosti n X (p +r) a m X (p+ r) a vypocet matice W (maticové
nasobent).

Krok 3 (SVD): Pokud chceme ziskat matici C' ve tvaru ekonomického SVD, tj. roz-
klad na dvé matice s orotonormalnimi sploupci a diagonédlni matici se singuldrnimi
cisly, jesté nejsme hotovi. SVD rozklad matice W € RU+P)X(4p) e

W =UwSwVii,  Sw € R rank(W) = q. (1.9)

Vyjadiime-li matici C' pomoci (1.8) a (1.9) a ziskavame SVD rozklad

C = (QuUw ) Zw (QuViw )" = UcZw V¢ (1.10)
Uc Ve

K cené vypoctu matice C' ve tvaru (1.10) musime k operacim, kterymi jsme ziskali
tvar (1.8), pridat jesté vypocet SVD matice W a dalsi maticovd nasobeni. Ceny
jednotlivych kroku jsou uvedeny v tabulce 1.2.

20



Tabulka 1.2: Vypocetni cena pii sc¢itani matic A, B € R™™; ceny vypoctu QR
rozkladu a SVD lze nalézt napt. v [12, kapitoly 3.5.6 a 5.2.3]. Zkratka MMp znaci
soucin dvou matic (matrix-matrix product).

Operace Vypocetni cena
klasicky m - n scitani
ek. SVD, krok 1 zdarma (sestaveni matic)

ek. SVD, krok 2 1 QR rozklad typu (n x (r + p))
+ 1 QR rozklad typu (m x (r + p))

+ 2 MMp typu ((r +p) X (r +p)) - ((r +p) X (r +p))
ek. SVD, krok 3 1 SVD typu ((r 4+ p) x (r +p))

+ 1 MMp typu (n x (r+p)) - ((r +p) x q),

+ 1 MMp typu (m x (r +p)) - ((r +p) X q)

1.3.2 Nasobeni matice v ekonomickém tvaru obecnou matici

Nyni popiseme, jakym zpusobem nasobit dvé matice, je-li jedna z nich ulozena ve
tvaru SVD. Necht A = U 3X4VE € R™™ a matice M € R™* je takovd, ze bud
k < min{m,n} nebo je M tidki. Podobné techniky se redlné pouzivaji v prak-
tickych vypoctech viz napt. [29, str. 670], odkazy na dalsi literaturu a aplikace je
mozné nalézt také v resersnim ¢lanku [18]. Stejné jako jsme v predchozi ¢asti hledali
tvar souctu matice v SVD, zde ukazeme jak takovy tvar ziskat v pripadé nasobeni.
Vysledek opét ziskame ve tiech krocich.

Krok 1: Soucin matic A a M je matice D € R™* hodnosti rank(D) = ¢ < r,

D =AM = US4 (MTV)T = UsS4K", K € RF™. (1.11)
K

Cena vypoctu matice D ve tvaru (1.11) je ddna pouze maticovym ndsobenim. Matice
K ale nema ortogonalni sloupce.

Krok 2 (ortogonalizace): Chceme-li dosdéhnout ortonormality, musime vypocitat
QR rozklad matice K. Ziskavame

K= QKRKa QK € kar’ Ry € R™". (112)
Dosadime (1.12) do (1.11) a dostaneme

D =Us(SARE) QL = U WQE, W eR™. (1.13)
W

Cenou za ziskéni (1.13) oproti tvaru v (1.11) je QR rozklad matice o rozmérech k x r
a maticové nasobeni.
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Tabulka 1.3: Vypocetni cena pii nasobeni matic A € R™™ a M € R™**; ceny
vypoctu QR rozkladu a SVD lze nalézt napi. v [12, kapitoly 3.5.6 a 5.2.3]. Zkratka
MMp znaéi sou¢in dvou matic (matrix-matrix product), MVp je soucin matice a
vektoru (matrix-vector product).

Vypocet Vypocetni cena

klasicky 1 MMp typu (n x m) - (m X k)
= n MVp typu (k x m)-m

ek. SVD, krok 1 1 MMp typu (k x m) - (m x )

ek. SVD, krok 2 1 QR rozklad typu (k x r)

+ 1 MMp typu (r x r) - (r x r)

ek. SVD, krok 3 1 SVD typu (r x r)

+ 1 MMp typu (n x r) - (r X q)

+ 1 MMp typu (m x r) - (r X q)

Krok 3 (SVD): Je ziejmé, ze matice W neni diagondlni matice se singularnimi
¢isly a tedy abychom ziskali matici D v ekonomickém SVD tvaru, budeme muset
ucinit jesté dalsi kroky. Vyuzijeme singuldarni rozklad matice W,

W = UpSwVii,, rank(W) = q. (1.14)

Pokud potom dosadime (1.14) do (1.13), ziskdme

D = (U Uw ) Sw (Qr Vi )T = UpSw V. (1.15)
Up Vb

Nasim cilem byl prave tvar (1.15). Narocnost jeho ziskani stoupla oproti (1.13) o
vypocet SVD matice velikosti » x r a dalsi maticova nasobeni. Ceny jednotlivych
kroku jsou prehledné uvedeny v tabulce 1.3.

1.4 Aproximace matice matici nizsi hodnosti

V této podkapitole ukdzeme, jakou roli hraje singularni rozklad matice, pokud
chceme aproximavat matici matici nizsi hodnosti. Uvazujme matici A hodnosti r,
ktera ma dyadicky rozvoj ziskany pomoci singularniho rozkladu

,

T

A= g Ty
=1

viz (1.5). Pokud se pokusime nalézt matici B takovou, ze

rank(B) < rank(A) = r,
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a zaroven ||A — Bl|r nebo ||[A — B|| je minimélni, pak

r—1
B = Z o), rtank(B) =71 —1

(=1

A= Blp = ||A= Bl = o,

tj. minimum je dané nejmensim singularnim ¢islem o, matice A. Plati tedy nasle-
dujici véta, kterou uvedeme bez dukazu.

Véta 2 (Schmidt, Eckart, Young, Mirsky). Necht A € R™™ je matice hodnosti r a
(1.4)-(1.5) je jeji singuldrni rozklad. Necht t je libovolné prirozené cislo, pro které
plati t < r. Potom matice

t t
T _ T
B = E oo, = g Ay, Ay = oy,

(=1 /=1

je nejlepsi aprorimaci matice A v nasledugicim smyslu:

min JA=X|| = | A Bl = 01
XeRmxm rank(X)<t

” 1/2
min t|\A—X||F:||A—B||F:<Za]2.> . (1.16)

XeRmXm rank(X)< .
Jj=t+1

Pro podrobnéjsi vyklad a dukaz odkazujeme napf. na knihu [40]. Puvodni dukaz lze
nalézt v élanku Schmidta [36]. Casto je piipisovan Youngovi a Eckartovi [13], kteff
vysledek dokézali pro Frobeniovu normu a Mirskému [33], ktery vysledek dokézal
pro spektralni normu. Predchozi véta ma nasledujici zajimavy dusledek.

Disledek 2. V prostoru matic R™™ existuje kolem kazZdé matice A hodnosti r
otevrena koule o polomeéru daném neymensim singuldarnim cislem o, uvnitt které se
nachdzeji pouze matice hodnosti r.

Poznamenejme jesté, ze v souvislosti s aproximaci matice matici nizsi hodnosti se
muzeme setkat s pojmem truncated SVD (TSVD), tedy ,ofiznuty* singuldrni roz-
klad. Obvykle se vsak pod timto pojmem skryvéd metoda feSeni soustav rovnic
Ax = b, resp. aproximac¢nich problému Az & b, kdy se matice A nahradi prave
matici B a vysledny problém se fesi metodou nejmensich ¢tvercu, jedna se o tzv.
regularizacni metodu, viz [20].
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2 Tenzory

V této kapitole se posuneme z linearni algebry do tzv. algebry multilinearni. Zatimco
linedrni algebra pracuje s maximélné dvourozmérnymi dtvary (tj. s maticemi, vek-
tory nebo ¢isly), my se nyni budeme zabyvat vicerozmérnymi objekty, tenzory. Za-
vedeme jejich znaceni a terminologii a popiSeme nékteré jejich vlastnosti a zakladni
operace s tenzory. Na uvod poznamenejme, ze za tenzor budeme povazovat viceroz-
meérné pole ¢isel. Tenzor k-tého fadu je tedy usporadand mnozina c¢isel

N1 Xng X---Xn
A = (Giyigiy)ip=1,.my, t=12, k € RMX™ k.

Pokud bude z kontextu jasné, jaké jsou rozsahy indexu, budeme psat jen

A - (ail,ig,..‘,ik> 11,82, s0k pfipadné jen A - (aihi%m,ik)

Specidlné tenzor nulého fadu je skaldr (¢islo), tenzor prvniho radu je vektor, tenzor
druhého tadu je matice, tenzory radu tii a vyse nemaji ustdlené pojmenovani.

Piiklad 1. Pro lepsi predstavu uwvddime jako priklad tenzor A € R¥3*2 Ltery
pouzijeme nasledné i pri vykladu terminologie tenzoru:
6% 61 o1
3 .3 |4
A= Tlg 1, 0, | e R (2.1)
9 -7 |4
! 0 ’ 7 % 6
0 8
O]

Tenzor A = (i, i,...i,).. k-tého fadu si muzeme také predstavit jako funkei k
proménnych
a(ry,...,xp) : RF— R, (2.2)

jejiz fukéni hodnoty jsou vSak znamé jen v nékolika malo diskrétnich bodech. Kon-
krétné pro
the{l'j,l,...l’j,nj}E% g=1,...k,

tedy na ,mrizce”, presnéji feceno kartézském soucinu 27 X - -+ x Z}. Tento pristup
muze v nékterych pripadech vyrazné zjednodusit zapis pii préaci s tenzory, viz napr.
prednasku [47] nebo praci [15, kapitola 1.2]. Velmi zajimavy a rozsahem i obsahem
neobvykly tivod do prace s tenzory lze také nalézt v pozoruhodné knize R. Sikorskiho
[38, kapitola II, §§ 4-10, str. 52-104], ktera je jinak vénovéna pravé analyze funkei
vice proménnych.
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2.1 Znaceni a terminologie

Znaceni a terminologii tenzoru zavedeme v této podkapitole pro jednoduchost a
nazornost nejprve pro tenzor radu 3, tj. A € R"*"2*"_ Nasledné ji zobecnime i pro
tenzory vyssich fadu. Vychdzet budeme predevsim z ¢lanku [28].

2.1.1 VIakna tenzoru

Pokud zafixujeme jeden nebo vice indexu, ziskame urcitou podmnozinu puvodniho
objektu (tenzoru). Napt. v pripadé matic hovoiime o fadcich a sloupcich. Analogii
radku a sloupcu jsou pro tenzory ,vldkna“, v anglictiné fibres. Obecné v tenzoru k-
tého fadu vznikne vlakno zafixovanim (k — 1) indext. Vldkna tenzoru tfetiho radu
znazornuje obrazek 2.1. Nasleduje formalni definice pojmu vlékno.

Definice 1 (V1dkno). Necht A = (i, iy i3 )iy inis € R™7™2%™ tenzor rddu 3. Vektory

a’:,iz,ig = (a'il,ig,i;;)il - [al,ig,ig y ey anl,iz,ig]T S Rnla
Ay iy = (ail,iz,ig)ig = [ail,l,ig, y ey ai1,n2,i3]T € R™,
Uiy ig: = (Qiyinig) is = [Qirsints -+ s ail,z'z,ns]T e R™

nazyvame vldkna v modu 1, 2, resp. 3.
Analogicky, pro tenzor k-tého Tadu A € R™ "2 X" predstavuji vektory

_ T ni
Qiig,..ify, = [a177427~--ﬂk LRI a”lﬂZv--»lk] eR )

_ T no
Qi iy, = [ai1,17~--,ik LRI ah,nzm-,ik] eR )

— T ng
iy jig,...t = [ail,im-wl )ttt ail,imwnk] €R

vldkna v modu 1, 2, resp. k.

(Poznamenejme, ze dvojtecka predstavuje vsechny prvky daného sméru a ma tedy
stejnou funkci jako v MATLABuU.)

Obrazek 2.1: Vldkna postupné v médu 1, 2, resp. 3, prevzato z ¢lanku [28].
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Priklad 2. Viyznam poymu vldkno si ukdZeme na tenzoru z prikladu 1. Vidkna
v médu 1 jsou proky R*

.11 = A:12= A:21 = G:22= dA:31 = A:32 =
6 6 6 4 2 1
7 3 1 3 0 4
71 9|’ 71’ 71 01’ 4
3 0 0 7 8 6
Vidkna v médu 2 jsou proky R3 :
a1,:1 = Q1:2= 0A2.1 = dg:2= a3:1 = Ga3:2= Q4.1 = 4.2 =
6 6 7 3 7 9 3 0
6|, (4|, |1, 3|, 7], |7, o], |7
2 1 0 4 0 4 8 6
Vidkna v mddu 3 jsou proky R? :
ayn,: = 1,2, = 1,3, — QA21.= Q22.= dA23. =
6] (6] [2] [7] [1] [O]
I 6 | J i 4 | 9 I 1 | 9 I 3 | J i 3 | 9 I 4 | ?
as1,: = az2.= a33:. = Aq1.= Q42:.=— a43. =
[ 7 ] [ 7 ] [0 ] [ 3] [0 ] [ 8 ]
S e A T O R L O I R R O

2.1.2 Rezy tenzoru

Zafixovanim (k — 2) indexu tenzoru k-tého Fadu, ziskdme ,Tezy“ tenzoru, v ang-
lické lierature oznacované slices. Rezy tenzoru tretiho fadu schematicky znazornuje
obrazek 2.2. Nésleduje formalni definice pojmu fez.

Definice 2 (Rez). Necht A € R™*"2%"s je tenzor radu 3. Matice

. — A n2XxXn3
A’Ll?:v: - (a11112713) 12,13 € R )
. = L . ni1xXng
A:7127: - <a11712al3) 11,23 E R I
.= L . n1XxXn2
A:7:77/3 - (a11722713) 11,22 e R

nazyvdme tezy v mddu (2,3), (1,3), resp. (1,2). Matice

AT = Rng’an, ATZQ : c ]Rngxrzl7 AT i c R72xn

B0y

Jsou fezy v mddu (3,2), (3,1), resp. (2,1).
Analogicky, pro tenzor k-tého tddu A € R™**" je matice

A CR™™, (<5
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rezem v modu A (¢, s). Matice

T Mg XNy
A; ;€ RM7M

Ul geees 0155500415y Ts— 155y Ts 150yl

je Tezem v modu (s, ).

Piiklad 3. Rezy tenzoru si opét ukdzeme na tenzoru A z prikladu 1. Rezy v mddu
(2,3) jsou proky R3**:

6 6 73 79 30
Al,:,: = 6 4 5 A27;7; = 1 3 , A37:7: = 77 , A47:7: — 0 7 ,
2 1 0 4 0 4 8 6

Fezy v mdédu (1,3) jsou proky R**? :

6 6 6 4 2 1
7 3 1 3 0 4
A:,l,: - 79 ’ A’4:,27 - 77 9 A:,3,: - 0 4 )
30 07 8 6
Fezy v mdédu (1,2) jsou proky RS :

6 6 2 6 4 1
710 3 3 4
A:,:,l - 7 7 0 ) A:,:,Q - 9 7 4
3 0 8 076

Transpozicemi téchto matic jsou Tezy v mddech (3,2), (3,1), resp. (2,1). Rezy v mddu
(3,2) jsou proky R?>3

6 6 2 710
T _ [
Alm‘{@’ 4 1}’ 4 _[3 3 4}’

770 308
A T
A&:v_{g 7 4]’ A‘“*_[O 7 6}’

(
(
(
(
(
(
(

Obrézek 2.2: Rezy tenzoru fadu tfi, pfevzato z clanku [28]. Rezy tenzoru tetiho
radu nékdy nazyvame také horizontalni, lateralni, resp. frontalni.

27



rezy v médu (3,1) jsou proky R**4

N SRS ]

Fezy v mddu (2,1) jsou proky R34 :

6773 6 390
Al =161 70|, Al,=14377
2008 1 446

2.1.3 Transpozice a symetrie tenzoru

Dalsim bézné pouzivanym nastrojem pii praci s maticemi je transpozice matice.
Transpozici matice (tj. tenzoru druhého tadu), kterd znamena zameénu radku a
sloupct, muzeme v kontextu tenzoru interpretovat jako zaménu vldken v médech 1
a 2. Analogicky potom muzeme za transpozici tenzoru povazovat libovolnou zadménu
(permutaci) jeho indexu. Uvazujme tenzor A = (aj, 4,. i, ). € R™MX™2X XM 4du k

a permutaci
1 2 ... k
- . |
HJ (71-1 m™ ... 7Tk>’ J 1,,]{}

Pak tenzor

A = (a
nazveme (II;)-tou transpozici tenzoru A. Transpozice tenzoru je tedy de-facto per-
mutace indezi tenzoru.

Stejné jako pfi praci s maticemi bézné pouzivame pojmy popisujici specifické
vlastnosti a tvary matice, napt. matice transponovana, symetricka, diagonélni, ¢tver-
cova apod., existuji takové pojmy i pro tenzory. Tenzor, ktery se nezméni pfi permu-
taci dvou nebo vice indexu, se nékdy nazyva symetricky tenzor, viz [28], nékdy je téz
oznacovany jako ¢astecné symetricky, viz [9]. Pokud se tenzor nezmeéni pii libovolné
permutaci indexu, nazyva se supersymetricky, viz [28], nékdy téz symetricky, viz
[9]. V tomto textu budeme pii préci s tenzory pouzivat vyhradné pojmy cdstecné
symetricky, resp. supersymetricky, bude-li to ovSem tieba; pojem symetricky bude
rezervovan pouze pro matice, aby nedoslo k nejasnostem.

o . ) € Ry XMimg X XMy,
Uy by seesybmy, /oee

Priklad 4. Tenzor A € R™*"2X"2 je symetricky v modech dva a tri, pokud pro
vSechny jeho horizontdlnd rezy, tj. rezy v mddu (2,3) jsou symetrické matice

Ail,:,: = Ag;’:,: le = 1,...,711.
O
Priklad 5. Tenzor tretiho radu A € R™ ™™ je supersymetricky pokud plati
iy igiz = Qiyjigyio = Qigyiyig = Qigjigiiy = Qigyiriz = Qig,ig,in
prot;=1,....,n,41,=2,...,n,13=1,...,n. Il
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Tenzor A € R™>"2X*" pro ktery plati a;, ;,..i, # 0 pouze pokud i; =iy = -+ =
in, nazyvame diagondlni. Tenzor A € R™"™**" ktery ma vSechny rozmeéry stejné,
nazyvame kubicky tenzor.

2.2 Zakladni operace s tenzory

Rada nastroju bézné uzivanych v maticovém poctu lze piimocaie zobecnit do ten-
zoru. Naptiklad muzeme tenzory stejného typu séitat a nasobit ¢islem; zfejmé tvori
linedrni vektorovy prostor. Necht

Nn1XNng X+ Xn
A = (i iy, iy) ig=1,...mq, 0=12,... ) € R g

)

N1 XN X XN,
B = (bi17i27---7ik)ileu-"7nf7€:1727"'1k" e R™7" "
a, B € R,

potom
aA+fB= <a i iy, T B bi17i27~-.7’ik> € Rrmxmexexne

Déle muzeme tenzory nasobit matici.

Definice 3 (Souc¢in v (-tém mdédu). UvaZujme tenzor A € R™*"2X X% g matici
M e R™ " Pak tenzor

ng
D=Ax,M = § Qi yoongipsigsiog1yensin ~ Thjic ; (2.3)

ig=1 /L'l7"'7i5717j7ié+17“'72’k

pricemz

N X XNyg_1 XmXn X Xn
D c R 1 £—1 0+1 ka

se nazyva soucinem tenzoru A a matice M v £-tém mddu (anglicky -mode product).
Tedy ndasobime-li tenzor matici v £-tém mddu, nasobime matici kazdé vldkno (-tého
modu.

Pozniamka 1 (Einsteinova notace). Casto se ndsobeni pise zjednodusené pomoct
tzv. Einsteinovy notace. Pokud

D=A Xy M,
pak jednotlivé prvky tenzoru D zapisujeme jako

iy, g giiesrrmis = Qv o sigrigsrmin * Mg

tedy vynechavame symbol sumy a v kazZdém soucinu sc¢itdme pres opakujici se indexy.
V tomto textu nebudeme Finsteinovu notaci pouzivat.
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Uvazujme souc¢in tenzoru radu k se dvéma maticemi ve dvou ruzngch moédech
(A X, M) X, P, MER™™ PpcRP™ (4s (2.4)

Vsimnéme si, ze v kazdém nasobeni stoji vzdy na levé strané tenzor a na pravé matice
tak, jak jsme zavedli v definici 3. Pti zachovani priority nasobeni zleva doprava
muzeme zjednodusené psat

(AXZM> %o P = Ax, M x,P. (2.5)

Poznamenejme, ze vysledny tenzor je z prostoru

Rnl X XM XMXNp 1 Xeo XMNg—1 XPXNgp1 X XN
)

je-li € < s,

pripadné

Rnl Koo XMg—1 XPRNg41 X XNy 1 XM XNpy1 X XN
Y

je-li s < 2.

Nasobeni tenzoru dvéma maticemi ve shodném moédu se bude vénovat véta 4 v na-
sledujici podkapitole.

2.3 Rozvoj tenzoru v matici

Nyni se dostdvame k popisu velmi dulezitého nastroje pro préci s tenzory, jehoz
podstatou je prevést tenzor do podoby matice. Tento proces je v anglické literatuie
pojmenovavan matricization, unfolding, nebo flattening.

Definice 4 (Rozvoj tenzoru v matici (matricization)). Rozvoj tenzoru
A E R?’LlXTLQX'”XTLk
podle modu ¢ je matice
Al ¢ Rrex(nanz - ne_1nepq "‘nk)’ (2.6)

jejiz sloupce jsou vlakna (-tého mddu tenzoru A indexovand usporddanou (k — 1)-
tict indexu, tzv. multiindexem (iq, ..., 01,9011, - - ., 0x), @ sefazend v lexikografickém
poradsi.

Je zjevné, ze pro tenzor k-tého tadu existuje k zpusobu rozvoje tenzoru, pricemz
matice, které ziskame, mohou mit rizné rozméry. Ukazeme si to na ptikladu 6.

Priklad 6. Uvazujme tenzor A € RY3*2 2 piikladu 1 (viz také priklad 2). Potom
je mozny rozvoj tohoto tenzoru tremi zpusoby

1
A[ = [a:,l,la a:.1,2, A:21, A:22, A:31, a:,3,2] =

W~ 1o
o © wo
o~ o
SN EEN JYUCRINS
0O O
o s
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66737930
AP=16 4137 707],
21040486
qm_ 662710770308
1641334974076

]

Poznamka 2. Rozvoj tenzoru v mddu £, tj. matici A, resp. jeho permutaci AVII,
kde 11 je permutacni matice, lze také ziskat zretézenim rezu v mddu (¢, ) pro libo-
volné pevné zvolené j. Zrejmé matici AN 2 prikladu 6 mizeme zapsat pomoct ez
(1,2) nebo (1,3) takto

A[H == [A:,:,lu A:,:,Q] H == [A:,l,:u A:,Z,:u A:,3,:]7
kde

o OO O O
SO o= O OO
O OO o= O
O = O OO OO
S oo~ OO
_— o O O o o

viz priklad 3.

Nésledujici véta ukazuje, jak lze intepretovat nasobeni tenzoru matici pomoci
rozvoje tenzoru.

Véta 3 (Soucin v (-tém médu (viz definici 3)). Uvazujme tenzor A € RmM>*m2xxmk
a matici M € R™* "™, Soucin tenzoru A a matice M je

D=Ax,M. (2.7)
Uvazujeme-li rozvoj tenzoriu A i D v matice, muZeme soucin zapsat

DI = prAlY, (2.8)
Dukaz véty je elementarni, stac¢i si uvédomit, ze pii nasobeni tenzoru A matici
M v f-tém moddu se touto matici ndasobi vSechna vldkna f-tého médu; prave tato

vldkna vsak tvoif sloupce matice A, Nyni muzeme vysetfit chovani souéinu tenzoru
se dvéma maticemi ve shodném modu.

Véta 4. Uvazugyme tenzor A € R™M > XM matici M € R™ ™ a matici P € RP*™,
Plati

(A X M) o P = Ax, (PM), (2.9)
kde PM € RP<m.
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Diikaz. Ozna¢me jednotlivé tenzory
D=Ax,M a E=(Ax;M)x P=DxP
Rozvinutim tenzoru do matic podle méodu ¢ dostaneme rovnosti
D — prald a EY = gD,
viz vztahy (2.7) a (2.8) z véty 3. Prostym dosazenim ziskdme rovnost
EY = ppl = ppr ALY, (2.10)

Ztejme tedy plati
E=Ax,(PM),

coz jsme chtéli dokazat. O

Véty 3 a 4 ukdzaly, jak lze ndsobeni tenzoru matici (2.7), piipadné dvéma maticemi
ve shodném mdédu (2.9), preformulovat pomoci maticového ndsobeni (s vyuzitim
rozvoje tenzoru v matici), viz (2.8) a (2.10). Nésobeni tenzoru dvéma maticemi
v ruznych moédech (2.4) lze také preformulovat pomoci maticového nasobeni, jak
ukazeme pozdéji (2.20) v podkapitole 2.5.

2.4 Hodnost tenzoru

Diilezitou charateristikou tenzoru je jeho hodnost. Hodnost (rank) matice je defino-
vand jako pocet nezavislych radku, resp. sloupet, tedy pro tenzor rddu dva (matici)
plati, Ze ma stejnou hodnost ve vSech mdédech, tj. sloupcich a fadcich. Definice hod-
nosti tenzoru vyssich radu je vsak mnohem komplikovanéjsi, vénujeme ji nasledujici
podkapitolu.

2.4.1 /-rank a vektorovy rank tenzoru

Pro urc¢eni hodnosti tenzoru vychdzime z jeho rozvoje v matici, zjistujeme vlastné
hodnosti téchto rozvoju.

Definice 5 (f-rank). Necht je A € RM>*m2x>xme g Al je rozvoj tenzoru A v (-tém
médu. Potom hodnost matice Al nazijvdme -rank tenzoru A a znacime rank,(A).

Definice 6 (Vektorovy rank). Oznaéme ry = ranky(A) pro ¢ = 1,... k. Uspordda-
nou k-tici (r1,rs, ..., ry) nazyvame vektorovym rankem tenzoru A. Piseme

rank(A) = (ry, 72, ..., 7%).

V literatute se misto pojmu vektorovy rank muzeme setkat také napf. s pojmem
multilinedrnd rank, viz [29], nebo multirank, viz [5, str. 321]. Pojem vektorovy rank
ukazeme opét na piikladu 1.
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Piiklad 7. Uvazujme tenzor A € RY3*2 » prikladu 1. Ddle uwvazujme jeho rozvoje
z prikladu 6. Zrejmé

rank(AM) =4, rank(AP) =3, rank(AP) = 2.
Tedy
rank(A) = (4, 3,2).
L]

Ze zakladniho kurzu linedrni algebry vime, Ze matice (které lze povazovat za tenozry
druhého rddu) maji vzdy stejny pocet linedrné nezavislych fadku a sloupcu. Vidime,
ze tuto vlastnost nelze zobecnit pro tenzory vyssich radu.

Pocet linedrné nezdvislych vldken tenzoru muze byt (narozdil od matic)
ruzny v ruznych médech. Proto zavadime pojem vektorovy rank tenzoru.

Tento jev lze ilustrovat i na jednodussich prikladech.

Priiklad 8. Uvazujme tenzor

2.11
.A: 1 é 0 0 €R2X2X2. ( )

Rozvoje tenzoru jsou matice AN, AR ABl € R2*4 jsou

1100
1] — [y =
A 001 1) rank(A%) = 2,
(1 1 0 0]
2 — 21y =
A 001 1) rank(A) = 2,
(10 0 1]
8 _ 8y —
A 100 1] rank(A") = 1.
Tenzor A md tedy vektorovy rank (2,2,1). ]

Hodnost tenzoru lze ale také zavést jinym zpusobem, napi. analogicky k (1.5) pomoci
tzv. polyadického rozvoje tenzoru. V této praci budeme nicméné hodnosti tenzoru
rozumét vyhradné vektorovy rank, pokud nebude explicitné uvedeno jinak.

2.4.2 Vnéjsi soucin tenzori, polyadicky rozvoj a polyadicky rank
tenzoru

Podobné jako dyadickym rozvojem vyjadiujeme matici jako soucet vnéjsich soucini
vektoru, muzeme to samé udélat i s tenzory. Nejprve definujeme tzv. vnéjsi soucin
tenzoru a rank-one tenzor.
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Definice 7 (Vnéjsi soucin tenzoru). Necht A € R™* ™ s proky a;, 4, .. je tenzor

radu k a B € R™>* %™ s proky b;, 4, je tenzor radu s. Pak tenzor

F 6 Rnl X XMy XM Xoos XMt

radu (k + s) s proky
Joriinde = Qir iy Ui (2.12)

nazyvame vnéjsi soucin tenzoru A a B, znacime F = Ao B.

Poznamenejme, Ze v nékterych textech se tento soucin oznacuje jako tenzorovy
soucin, viz napf. [38, str. 56]; my budeme pojem tenzorového soucinu pouzivat
v jiném kontextu (viz podkapitolu 2.6).

Vnéjsi soucin je tedy typem soucinu ,kazdy s kazdym*®; kazdy prvek tenzoru A je
nasoben kazdym prvkem tenzoru B. Vnéjsi soucin je ziejmeé asociativni (Ao B) o C =
Ao (BoC), neni tedy tfeba pouzivat zavorky. V dalsim textu, budeme-li vnéjsi
souc¢in potiebovat, budeme pséat prosté Ao B o C. Vnéjsi soucin tenzoru vsak neni
komutativni. Tenzory AoB a Bo A se lisi permutaci indexu. Ziejmé Ao B =

(flllkjljt) ;ale Bo A= (f_]ljtllzk) .

Definice 8 (Rank-one tenzor). Méjme k nenulovych vektoru

a; € R™, ... a; € R"™,
Tenzor k-tého tddu
Azaloago---oak GRTLIXMXTL}C (213)
nazyvdme rank-one tenzor.
Vektorovy rank rank-one tenzoru radu k je zrejmé (1,1,...,1).

Jakykoli tenzor A je mozné vyjadrit ve tvaru polyadického rozvoje, tj. jako soucet
rank-one tenzoru. Naptiklad pro tenzor fadu tii A € R™*"2*"3 plat{

A=) aoboc,  a€R™ b eR™, ¢ €R™, (2.14)
/=1

pro néjaké r < ningng (analogicky plati pro tenzor k-tého tadu). Pro tenzor rddu
tti je polyadicky rozvoj znazornén na obrazku 2.3.

S myslenkou vyjadreni tenzoru ve formé polyadického rozvoje prisel jako prvni
F. L. Hitchcock, viz [22], [23]. Pozdéji pfedstavili tuto formu i dalsi védci, napf.
J. D. Carrol and J. J. Chang zavedli ve ¢lanku [8] termin CanDecomp (canonical
decomposition), R. A. Harshman v [21] pouzivd ParaFac (parallel factors), H. A. L.
Kiers v [26] zavadi CP jako CanDecomp-ParaFac decomposition. Pro pirehled ndzvu
polyadického rozvoje véetné jejich datace viz [28, str. 462-463]. Hodnost tenzoru
potom lze definovat jako nejmensi mozné ¢islo r ze vztahu (2.14), tedy nejmensi
pocet scitancu polyadického rozvoje (rank-one tenzoru), pomoci kterych lze tenzor
zapsat, viz [28, str. 464] nebo [41, str. 18]. Hodnost zavedenou takovymto zpusobem
budeme nazyvat polyadicky rank.
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2.4.3 Norma tenzoru a aproximace tenzoru tenzorem nizsiho po-
lyadického ranku

Polyadicky rozvoj ale vede k tomu, ze nékteré vlastnosti matic lze obtizné zobecnit
na tenzory vyssich radu. Jednim z takovych problému je aproximace matice matici
nizsi hodnosti. Pro dalsi vyklad se nam bude hodit zavést pojem norma tenzoru.
Nejjednodussim zpusobem muzeme normu tenzoru zavést zobecnénim eukleidovské
normy vektoru, resp. Frobeniovy normy matice.

Definice 9 (Norma tenzoru). Necht A € R™> %" potom

M= ([ D> ad s (2.15)

=1 =1
tzn. norma tenzoru je druhd odmocnina souctu kvadrdtu vsech prvki.

U tenzoru lze najit priklady, kdy tenzor lze aproximovat tenzorem nizsiho polya-
dického ranku s libovolné malou chybou. Ukézeme piiklad uvedeny v ¢lanku [28],
puvodné z ¢lanku [34]. Necht maji matice

[(Il, ag] € RanQ’ [bl, bQ] € ]RHQXQ, [Cl, Cg] € R™*2
linedrné nezavislé sloupce, pak tenzor A € R™ *"2xn3
A=ajo0bjocy+a,o0byoc; +asoboc

mé polyadicky rank tfi, viz [28]. Tento tenzor muzeme libovolné presné aproximovat
tenzorem

1 1
B(e) = E(CL1 +eag)o(by+eby)o(cg+ecy) — Ealobl o

s polyadickym rankem dva, kde ¢ je libovolné malé kladné ¢islo. Potom

|A—Be)|]|=¢llagobyoci +asobyocy+a;obyocy+easobyocs,

Fe— e

= + ...+

Obrazek 2.3: Polyadicky rozvoj (ParaFac, CanDecomp, CP) tenzoru tadu 3.
Prevzato z [28].
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a tedy v limité plati
lim [|A = B(e)[| = 0,
E—

pricemz A a B(e) jsou tenzory s ruznym polyadickym rankem.

Vidime, ze tvrzeni z dusledku 2 (viz str. 23), které platilo pro matice, nelze
zobecnit do prostoru tenzoru fadu tii a vice, pracujeme-li s polyadickym
rankem.

2.5 Zobecnény rozvoj tenzoru v matici, vektorizace a
Kroneckertiv souc¢in matic

Rozvoj tenzoru v matici podle médu /, tak jak je zavedeny podkapitole 2.3, 1ze zobec-
nit na rozvoj podle vice nez jednoho médu. Méjme tenzor A € R™ > *™_ Mnozinu
modu tohoto tenzoru {1, ..., k} rozdélime do dvou disjunktnich podmnozin

{1,...,k} =T U, TN =0. (2.16)
Oznacme jejich prvky
T = {th...,td} a S = {81,...78k_d}. (217)

U rozvoje tenzoru A podle (-tého médu byla mnozina indexu (multiindex) slouzici
k indexovani sloupcti matice A vzdy usporadand, pricemz toto uspofadani bylo
dano usporadanim indexu puvodniho tenzoru, viz definici 4. Stejné tak i zde budeme
striktné predpokladat

b <ta<--- <ty a $1 < 89 < v+ < Sp_g. (2.18)

Seradime-li prvky puvodniho tenzoru A do matice tak, ze jako fadkové indexy bu-
deme volit multiindexy (i;,,...,i,) a jako sloupcové indexy budeme volit multiin-
dexy (i, ... ,1s, ,), 0boji setazené v lexikografickém poradi, ziskdme tzv. zobecnény
rozvoj tenzoru v matici, viz nasledujici definici.

Definice 10 (Zobecnény rozvoj tenzoru v matici). UvaZujme obecny tenzor A =
(@i, ). € RM*M% g qndexové mnoziny J a . spliugici (2.16)—(2.18). Matici

[t1yeeestal (M Mty =t )X (Mg Misoy = Mgy 1)
A c R\t d 5172 Sk—d/

kterd obsahuje prvek a;, .. ; tenzoru A na rddku s multiindexem (iy,, ..., 1,) a ve
sloupci multiindexem (is,, . .., is,_,) nazveme zobecnénym rozvojem tenzoru A v ma-
tici (matricization) podle modi (t1,...,tq).
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Pro zobecnény rozvoj tenzoru v matici zrejmé plati
(Alrtal) T = plstosi-al, (2.19)

Rozvoj tenzoru v matici médu ¢ z definice 4, viz (2.6), je zfejmé specidlni piipad,
kdy mnozina rddkovych indexu obsahuje pouze jeden prvek, tedy kdyz .7 = {(},
S =1, . —=10+1,....k }.

Dalsi specialni pripad nastane, kdyz je jedna z mnozin prazdna, tedy kdyz napft.

T =A1,...,k }, &/ = 0. Pak ziejmé
ALkl — (A[])T c R(mn2 - nk)x1
Vysledkem je tedy (sloupcovy) vektor, ktery se zpravidla znaci
vec(A)

a nazyva se vektorizaci tenzoru, viz [28, str. 460] (ptipadné vektorizaci matice, jedna-
li se o tenzor druhého tédu, viz [29, str. 667]).
Na nasledujicim prikladu si ukazeme dalsi vyuziti zobecnéného rozvoje.

Priklad 9. UvaZujme ndsledujici tenzor cturtého tadu, ktery je vnéjsim soucinem
dvou tenzoru druhého rddu (tedy matic),

T =Ao0D,

kde
AeRY™™  BeR"™,

Oznacme a;, 4, proky matice A a by, ;, proky matice B. Tedy T € R m>uxv,
Ukazeme si, jak vypadd rozvoj tenzoru podle mddi (1,3), analogicky lze ukdzat
pro ostatni mody. Timto rozvojem vznikne matice

T[l,?)} € RMuxmv,

Rddky této matice jsou indexovdny multiindexem (i1, 7,) a sloupce multiindezem
(2, J2), tj.

al,lbl,l cee Gl,lbl,u al,mbl,l ce al,mbl,v
al,lbu,l <. al,lbu,v al,mbu,l e al,mbu,v
T3] —
an,lbl,l o an,lbl,v an,mbl,l ce an,mbl,v
L a'n,lbu,l s an,lbu,v an,mbu,l ce an,mbu,v |
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Jelikoz tenzor T z predchoziho piikladu bylo mozné vyjadrit jako vnéjsi soucin dvou
tenzoru druhého fadu (matic), muzeme jeho rozvoj vyjadrit pomoci tzv. Kronecke-
rova soucinu téchto matic, viz nasledujici definici.

Definice 11 (Kroneckeruv soucin). Méjme matice A € R™™ a B € R**". Potom
matict
al,lB Ce al,imB
K=| .

aimlB ain,imB

kterou ziskame tak, Ze (iy,13)-ty prvek matice A nahradime blokem a;, ;, B, nazjvdme
Kroneckerovgm soucinem matic A a B, viz [46]. Tento soucin znacime

K=A®B~B

a jeho vysledkem je tedy matice o rozmérech nu X mu.

Vidime, ze Kroneckeruv sou¢in matic je speciadlnim ptripadem vnéjsiho souc¢inu ten-
zoru. Plati pro néj tedy také asociativni zdkon, tj. (A® B)@ C = A® (B® () =
A ® B ® C. Kroneckeruv soucin ale neni komutativni, vysledky sou¢ini A ® B a
B ® A se lisi permutaci tadku a sloupcu. V tomto kontextu je vhodné pozname-
nat, ze v nékterych textech se definice Kroneckerova soucinu lis{ poradim operandu.
Piikladem muze byt dnes jiz klasickd Fiedlerova ucebnice [16, str. 122], kde je navic
Kroneckeruv soucin nazyvan tenzorovym soucinem matic; my budeme pojem ten-
zorového soucinu pouzivat v jiném kontextu (viz podkapitolu 2.6).

Priklad 10. UkazZeme jesté priklad s konkrétnimi cisly. Méjme dva tenzory druhého
radu (matice) A a B, kde

17 19
(23 5 oz o | 2329 1o
A‘{? 11 13}6]1% B=1gr g | SR
41 43

Vnéjsim soucin téchto tenzori je tenzor c¢turtého radu
7- — Ao B c R2><3><4><2

Uvazugme rozvoj tenzoru T v mddech (1, 3).

34 38| 51 57| 8 95
46 58| 69 87| 115 145
62 74| 93 111|155 185
82 86| 123 129|205 215
119 133 | 187 209 | 221 247
161 203 | 253 319|299 377
217 259 | 341 407 | 403 481
287 301|451 473|533 559

T3l — c R8*6.
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Muzeme lehce ovérit, Ze plati rovnost

2B 3B 5B

[1’3] — fr
T A®B=\|"p 1B 138 |

]

V podkapitole 2.2, definici 3 jsme ukazali, jak lze nasobit tenzor matici v daném
moédu £ a nasledné v podkapitole 2.3, véte 3 jsme ukézali, jak je mozné toto ndsobeni
zapsat pomoci rozvoje tenzoru v daném modu. Nyni si ukazeme, jak lze pomoci
zobecnéného rozvoje vyjadrit nasobeni tenzoru maticemi ve vice ruznych maédech.

Véta 5. Meéjme tenzor A € R™> %" q matice M € R™*™ q P € RP*" pricemZ
pro ¢isla € a s plati 1 <0 <s <k, a soucin

D . A XZ M X P e RnlX---ng,1><m><n[+1><---><ns,1><p><n5+1><---><nk
= s ,
Pro zobecnéné rozvoje tenzori A a D v matice v mddech (¢, s) plati

D[é’s] _ (M Q P) A[é,s} c R(mp)x(m---nzq ne+1---n571ns+1'--nk)_ (22())

Dukaz véty je opét elementarni. Staci si uvédomit, jak jsou sefazeny prvky puvodnich
matic v jejich Kroneckerové soucinu a jak jsou serazeny prvky tenzoru v prislusnych
zobecnénych rozvojich.

Poznamka 3. V linedrni algebre se vyskytuje rada rovnosti zahrnujicich Kronec-

vvvvvv

wvadéni predpokladi, za kterych plati (a které jsou zreymé). Plati napr.
AT ® BT = (A® B)T,

A'®@Bt'=(A® B)™"

Nékteré maticové souciny muzeme prepsat s vyuzitim Kroneckerovijch soucini a
vektorizace matice. Toho lze vyuZit napr. pro reseni maticovych rovnic. Plati napr.

ABC =D <= (CT ® A)vec(B) = vec(D),
(A® B)(C ® D) = (AC ® BD)
a mnoho dasich; viz napt. [16], [46].

Poznamka 4. FEzistuji dalsi souciny matic, které maji blizky vztah ke Kronecke-
rovu soucinu a mohou byt interpretovdny jazykem tenzoru. Napriklad tzv. Khatri—
Rao product, viz [25], [32]; tzv. Tracy-Singh product, viz []2], [32]; nebo tzv. cross-
product, viz [40].
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2.6 Tenzorovy soucin a vztahy mezi jednotlivymi sou-
¢iny

V této podkapitole se budeme zabyvat ndsobenim tenzoru. Ukazeme, jak lze soucin
tenzoru a matice, ktery uz zname z podkapitoly 2.2, zobecnit na souc¢in dvou tenzoru.
Nékdy je takovy sou¢in nazyvéan také dzeni tenzoru, viz [31, str. 70], contracted pro-
duct, viz [2, str. 643] nebo také tensor-tensor contraction, viz [41, str. 31]. Nasobeni
tenzoru muzeme provést, podobneé jako v piipadé soucinu tenzoru s matici, v médech
shodné délky (dimenze). V piipadé soucinu tenzoru vyssich fadi muzeme nasobeni
provadét ve vice modech soucasneé.

Definice 12 (Tenzorovy soucin). Meéjme tenzory

A e RWXme B e R pricemz ng = mg = v

pro néjaké £, 1 <0 <k, as, 1 <s<t. Vtomto pripadé tedy mizeme tenzory A a
B ndsobit v modech € a s. Vysledkem bude tenzor radu k 4+t — 2

F=AxyB= (2.21)

v
iy ,.yig—q 008 i " Ojrde 1,007 j
1oyt —1,000415--450K J1ye5Js—150,]s+15--5]¢ ?
a=1 UL yeey 8015004 1y esbhesJ 1o nJs—1sJ 541505 Jt

f e Rnl XKoo XMy XMp1 Xoos XM g XM Xeos X Mg —1 XMeg 41 X+ XMt

kde

Poznamenejme, ze v jinych textech se pod pojmem tenzorovy souc¢in muze skryvat
jiny vyznam, viz [38, str. 56|, kde m4 vyznam vnéjsiho sou¢inu tenzoru, nebo [16, str.
122], kde mé vyznam Kroneckerova sou¢inu matic; my pouzivame pojem tenzorového
soucinu pro konzistentni rozsiteni maticového soucinu. Tenzorovy soucin lze opét
zapsat pomoci rozvoju tenzoru v matici; srovnej nasledujici vétu s vétou 3.

Véta 6. Méjme tenzory
A e RMX X B e RMXxme pricemz ny = my

pro néjaké £, 1 <l <k, as, 1<s<t, atenzor

M1 X XM X1 X XN XM X X Mg —1 X Mg 1 X XM
JT'.:AXASBERI 0—1XMp41 k 1 s—1 s+1 t

Pak plati
Fllef=141,k] (A[ﬂ)TB[s]'

Diukaz. Dukaz véty je opét elementarni, staci si uvédomit, ze pii ndsobeni tenzoru
A tenzorem B se provadi skalarni souc¢iny vldken ¢-tého modu tenzoru A s vldkny
s-tého médu tenzoru B. Tato vldkna jsou sloupce matic A a Bl a jsou indexovana
multiindexy (41,...,%0-1,%41,---,0k), T€SP. (J1,- -+, Js—1,Js+1s---,Jt) & sefazena le-
xikograficky stejné jako tadky, resp. sloupce matice F-=LE1k: Gy definice 4 a
10; viz také (2.19). O
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Nyni se jesté vratime k ndsobeni tenzoru matici v /-tém modu. Matici muzeme
chapat jako tenzor druhého tadu a tak zfejmé nasobeni, které jsme zavedli definici
3 v podkapitole 2.2, se od obecného nasobeni tenzoru, které jsme popsali nyni,
lisi pouze permutaci indexu vysledného tenzoru. Pro tenzor A € R™ > xmexxne g
matici M € R™ ™ tedy plati

(.A Xy M)H =A X2 M,
kde
A k
= ( L, ... 0—=1,0+1,....k, ¢ )
V definici 7 podkapitoly 2.4.2 jsme zavedli vnéjsi soucin dvou tenzoru. Ten lze
také zapsat pomoci klasického tenzorového soucinu. Uvazujme tenzory

AR o B R

Podobné jako lze vektor interpretovat jako matici s jedinym sloupcem, nebo napf.
matici jako tenzor tfetiho radu s jedinym frontdlnim fezem, Ize i tenzory A a B radu
k a t interpretovat jako tenzory fadu k + 1, resp. t + 1,

A e R Xy - B g R mexmitt - gplpujiel  npyq = myyq = L
Ztejme plati
F=AoB=A Xpi1:+1 B (2.22)
Toto pozorovani neni prekvapivé. Ze zakladniho kurzu linearni algebry vime, ze
vnéjsi soucin dvou vektoru a a b (zde zobecnénych na tenzory) lze zapsat pomoci
klasického maticového ndsobeni jako ab? (zde zobecnéného na tenzorovy soucin).

Na zavér jesté ukazeme, jak vypada tenzorovy soucin, pokud nasobime ve vice
modech soucasné. Méjme tenzory

A e R™W X B e R XXM Ney = Mg, =V, Mgy =My, = [i

kde napr. 1 </} < ly < kal<s; < sy <t Soucinem tenzoru A a B ve dvojici
modu (01, 02) a (s1,s2) je pak tenzor

F=A X (t1,62),(s1,52) B = (2.23)
voon

E E Qi) 1,000, 41 5erbly— 15850y 415k bj17~--7js1—1,a7js1+1,~~~,j52—17ﬁ7j32+1,-~~7jt

a=1 p=1 B

rfadu k +t — 4. Pro zobecnéné rozvoje tenzoru A, B a F plati

F[l,.‘.,fl—l,fl+1,...,€2—1,E2+1,‘..,k] — (A[fl,ég])T(B[sl,82]>.

Poznamenejme, ze je-li naopak /1 < l5 a sy < s1, jsou role indextu s; a sy prehozené;
piseme pak

F = .A X(él,ég),(@m) B =

v
: : : :ail,...,i21,1,a,ig1+1,...,’L'5271,ﬁ,ig2+1,...,ik ’ bjl7""j32—17/87j32+1""7j31—17a7j51+17"'7jt

a=1 p=1
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a plati
F[l,...,fl—1,@1+1,...,Zg—1,€2+1,...,k‘] — (A[ZI’ZQ])T(B[SQ’SI]).

Analogicky lze tenzory ndsobit v libovolném g¢-tici médua (¢4, ...,¢,) a (s1,...,5,)
pokud ng, =my,, j =1,...,q, kde ¢ < min{k, t}.

Poznamka 5 (Einsteinova notace). Pro zdpis tenzorového soucinu, napr. (2.21)
nebo (2.23), lze opét pouZit Einsteinovy notace. Pokud F = A x4 B, pak jednotlivé
proky tenzoru F zapisujeme jako

b

fil7~~~,izf1,iz+1,~~~,ik,j17~~~,]'5717J's+1,~~-,jt = Qiy,eig 1,000 15t 01,0 ds— 1,00 5541000t *

Pokud F = A X (4, 4,),(s1,5) B, pak jednotlivé proky tenzoru F zapisujeme jako
filw“viﬁl71’Z'Z1+17~~'7i2271)i22+17~~"ik7j1r“7j51*17j51+1r~~:j52*17j52+11'~~,jt -

-b

iy .. J1seesdisg =150 051 +15esds9 — 1,859+ 1530t *

'77;21717a7i£1+17"'7i[271767if2+17"'7ik

Opét tedy vynechdvame vsechny sumy a v soucinu s¢itdme pres vsechny opakujici se
indexy.

Vsimnéme si, Ze prepsanim vnéjsiho soucinu F = Ao B pomoci vztahu (2.22)
ziskame, s vyuzitim Einsteinovy notace,

fih---,imjhm,jt = Qiy,eig,o bj17~"7jt7a7
pricemz sc¢itdme pres opakugici se index o, ovSem o € {1} (soucet md jediny scita-
nec). Zrejmé tedy plati
fil?"'vik»jlz"'7jt = a/ilv"'zik: ’ bj17"'7jt’

¢imz dostdavame primo wvztah (2.12) z definice vnéjsiho soucinu. Vidime tedy, Ze
Einsteinova notace nam umoziuje snadno zapsat tenzorovy i vnéjsi soucin tenzori
jednim zpusobem (v predchozim vzorci se Zadny index neopakuje, tedy neprovddime
Zddné scitdni).

Poznamka 6. Pristupujeme-li k tenzorum jako k funkcim vice proménnijch, mizZeme
tenzorovy soucin, napr. (2.21), F = A X5 B, zapsat také s vyuzitim funkci. Od-
povidd-li tenzor A funkci a(xq, ..., xy), viz (2.2), a tenzor B funkci b(yy, ..., y:), pak
tenzor F odpovidd funkci

f(xlw"7$f—17xf+1a'"7Ik7y17"'ay8—1’y8+17'"7yt) =

/a(ﬂ:l, ey Tp—1, Oé7x€+17 L 7:6]6) b(y17 . 7ys—170573/s+17 s 7yt) dO[

Vyuzigeme-li navic Einsteinovy notace, je ddale mozné vynechat symbol integrdlu, viz

napt. [47].
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3 Tuckeruv rozklad

Z linearni algebry uz zname ruzné maticové rozklady, které nam ukazuji nékteré
vlastnosti matic nebo nam umoznuji ziskat matici ve tvaru vhodném pro urcité
vypocty. Podobné tomu je i u tenzoru. Je zfejmé, ze pocetni naroky budou oproti ma-
ticim mnohem vétsi. Presto ale uvidime, ze vyjadreni tenzoru ve tvaru zobecnénného
ekonomického SVD (1.4) pro tenzor muze byt velmi vyhodné.

3.1 Odvozeni Tuckerova rozkladu

V této podkapitole zobecnime SVD, ktery jsme popsali u matic, na tenzory. Ta-
kovému rozkladu fikdme Tuckeruv rozklad (podle L. R. Tuckera, ktery jej poprvé
popsal v [43]), tento termin je pouzivén napi. v élancich [28], [17]. Cim dél castéji
je tento rozklad nazyvan singuldrnim rozkladem wvyssiho radu, anglicky high-order
SVD (HOSVD). Tento pojem zavedli v clanku [10] L. De Lathauwer, B. De Moor a
J. Vandewalle. Existuji i dalsi ndzvy, viz napt. [28, str. 474].

Pti vykladu budeme vychazet z prikladu trojrozmérného tenzoru

n1Xng Xnsg
AeR ,

jehoz rozvoje (matricization) oznacime A, Singuldrni rozklady matic ziskanych
pomoci matricization jsou

A — OO (VO pank(A) =, (3.1)
kde matice
© © 770 © (f) 0 ) © 1,
v =y, U, uW= R VO =" viol.

Kulaté zévorky v hornfm indexu u matic U®), £ V) pouzivame proto, aby bylo
jasné, ze se narozdil od A nejednd o rozvoj (matricization) néjakého tenzoru. Roz-
klad z (3.1) pak muzeme psat v ekonomickém tvaru SVD

A0 U0 £ 0

viz (1.4). Déle oznaéime W soucin

W= A x, (UNT,
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viz (2.3). Pokud tenzory na obou strandch rozvineme do matice podle moédu ¢,
dostaneme

Wl = (®)T Al (3.2)
viz (2.8). Rozepsanim matice Al pomoci (3.1) dostaneme
wll — (U(f))TU(Z) () (V(@))T_

Protoze matice U je ortogonalni, mizeme psét

()
Wi = 500 (@) _ 20 0] [T ] _[=Qwir ]
0 oL 0

Tato matice W mé n, radku, z nichz poslednich ny, —r, je nulovych. (Poznamenejme,
ze tadky maji nerostouci normy dané singularnimi ¢isly v matici ng).) Tedy i vlakna
tenzoru W v moédu ¢ maji poslednich ny, — r, prvku nulovych.

Vynésobime-li tenzor A podobné jako v (3.2) ve vsech tfech médech maticemi
U®| ziskdme tenzor

S =Axy (UNT %y (UHT x5 (U
viz (2.5). Vlakna tenzoru S maji stejné jako v piipadé (3.2) v kazdém moédu po-
slednich n, — r, nulovych, k dosazeni nenulovych prvku tohoto tenzoru tedy ne-
potiebujeme celé matice U, ale pouze matice Uﬁf), tj.
Sa=Axy (UM 5y (U x5 (UP)T,  AcRmxmxm 5, g Rxrexrs,
Potom muzeme psat rozklad tenzoru A
A=8x, UM x, U x, UO)
resp. jeho redukovany tvar, ktery je analogicky k ekonomickému tvaru SVD matice,

A= SA X1 Uﬁll) X9 Uﬁf) X3 UEE)

Definice 13 (Tuckeruv rozklad (tvar) tenzoru). Necht A € R™*"2X >k je tenzor

s vektorovym rankem (ry,ra,...,11). Potom rozklad
A=8,x U 5, UQ -, UP Ul e Rrex (3.3)

nazyvame Tuckeruv rozklad tenzoru. Tenzor
S_A e RT‘1><T‘2><---><7'k

nazyvame Tuckerovo jadro tenzoru A.
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Tuckeruv rozklad znézornuje obrazek 3.1. Vsimnéme si podobnosti mezi ekono-
mickym tvarem SVD matice (1.4), tj. A = UsX4V{, a Tuckerovym tvarem ten-
zoru (3.3). Budeme-li matice A a ¥4 interpretovat jako tenzory druhého Fadu, pak
Al = A AR = AT a plati A = ¥4 X1 Ua X5 V4. Ekonomicky tvar SVD je tedy
specidlnim pripadem Tuckerova rozkladu tenzoru pro tenzory tadu dva. Tuckeruv
rozklad se z tohoto duvodu také nékdy nazyva high-order SVD (HOSVD).

Podstatnym rozdilem je ovsem to, ze Tuckerovo jadro, tj. tenzor Sy, je pro
tenzory fadu tfi a vice obecné husté, narozdil od matic (tenzoru fadu dva),
kde 1ze vzdy volit ¥4 diagonalni. To souvisi s tim, ze pro matici (tenzor radu
dva) vzdy plati rank; (A) = ranky(A).

Priklad 11. UkdzZeme si, jak vypada jadro tenzoru z prikladu 1.

217‘56 0.1 é‘; 0.2 é7
Su=Ax (UM %, (U x5 (UCHT =| 0.2 85 0.6

—05O 2713

2.2 n?08 015

Viypocet jsme provedli v MATLABu. O

Vidime, Ze v tomto pifkladu nedojde k redukei rozmért, nebot r, = n, pro viechna
0.V praxi (u vétsich tenzorn) ale k redukei dochézi, éehoz lze vyuzit, viz napf. [18,
obrézek 3.1]. Priklad vétsiho tenzoru, kde jadro ma mensi rozméry je v piiloze B.

Dusledek 3. Vime, Ze polyadicky rank obecného tenzoru A € R™M>"2X X" [ze ome-
zit ¢islem ning - - - ny, tj. dimenzi tenzoru. Pokud navic vime, Ze ma tenzor A vek-
torovy rank (ry,79,...,71), tj. Ze existuje jeho Tuckeriv rozklad ve tvaru (3.3), pak
lze jeho polyadicky rank urcite omezit ¢islem riry-- -1y, tj. dimenzi jeho Tuckerova
jadra.

3.2 ZAakladni operace s tenzory v Tuckerové tvaru

V této Casti se zaméiime na operace s tenzory v Tuckerové tvaru. Budeme chtit
takové tenzory scitat a nasobit matici tak jako v podkapitole 2.2. Vysledny tenzor

=

—f |

Obrazek 3.1: Tuckertuv rozklad (HOSVD) tenzoru fadu 3. Pievzato z [28].
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budeme chtit ziskat opét v Tuckerové tvaru. Postup bude analogicky k operacim
s maticemi v ekonomickém tvaru SVD, kterymi jsme se uz zabyvali v podkapitole
1.3. Pro nazornost budeme pracovat s tenzory radu tii, analogicky lze ale postupovat
pii praci s tenzory vyssich fadu. Podobné jako v ptipadé matic, provadéni operaci
s tenzory timto zpusobem se nazyvé low-rank aritmetika, viz [37], [29], nebo [18].

3.2.1 Sé¢itani tenzoru v Tuckerové tvaru

Méjme dva tenzory A € R™*"2%"3 g yektorovym rankem (71,79, 73) a B € R *n2%"3
s vektorovym rankem (pi, p2, p3). Zname jejich Tuckerovy rozklady

A:SA X1 Ugl) X9 U‘f) X3 U1(43), SAERHXTQXTS,

B=38sx; Ug) s Ug) X3 Ug))’ Sp € RPVP2¥Ps,

Soucet téchto tenzoru ozna¢me C = A + B. Oznac¢me (q1, ¢2, ¢3) hodnost tenzoru C,
podobné jako u matic plati

OSQZSPZ—i_TZ; ‘6217273

Tenzor C v Tuckerové tvaru ziskdme ve tirech krocich, analogicky jako v podkapi-
tole 1.3.1.

Krok 1 (Sestaveni matic a tenzoru): Ziejmé
C = Sas *1 [UgD,qu X3 [Uff),Ug)] X5 [Uﬁ,?’),US)} , (3.4)

kde tenzor Sz je blokové diagonalni tenzor s tenzory S, a S na diagondle, tj.

Sap =

’ . (3.5)

K vyjadreni tenzoru C nam stacilo pouze ,poskladat® prislusné ¢asti z Tuckerovych
rozkladu tenzoru A a B k sobé. Pokud ale chceme tenzor C zapsat v Tuckerové tvaru,
budeme muset ucinit jesté nékolik kroku.

Krok 2 (Ortogonalizace): Matice v rozkladu (3.4) nemaji ortogonélni sloupce,
proto nejprve spocitame jejich QR rozklady, tj.

-Uf(‘l), U}(Bl)_ = Q\R,, Q € RM*(nip)  p ¢ Retp)x(rten)
-U,Ef); U](;)- — QyRs, Q € R™*(24p2)  p ¢ Rr2tp)x(r24p2)
_Uﬁ{g), U](33)_ = Qy R, Qe RﬂgX(r3+p3)7 R e R(rs+p3)x(rs+ps)

Tenzor C je potom

C =8as X1 (Q1Ry) x2 (Q2R2) x5 (Q3R3),
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coz muzeme také zapsat

C = (Sas X1 Ry X9 Ry X3 R3) X10Q1 X2 Q2 X3 Q3.

N J/
-

w

Protoze matice @1, Q2 a (Y3 maji ortonormélni sloupce, tenzory C a YW maji stejnou
hodnost, tedy

rank(W) = (g1, q2, q3), kde W € RU1FP1)x(ratp2)x(ratps) (3.6)

Krok 3 (Komprese jadra): Zbyva nalézt Tuckerovo jadro tenzoru W, které je
zaroven jadrem tenzoru C. Uvazujme Tuckeruv rozklad

W =8 x1 U o UP x5 U, 8§y € Ruxaxas, (3.7)
Dosadime do (3.6) za tenzor W z (3.7) a ziskdme
C=(Sy x1 UY xa U x5 UP) x1 Q1 x5 Qs x5 Qs (3.8)
Oznac¢ime souc¢iny matic, kterymi nasobime tenzor Sy, v jednotlivych mdédech
U =y, U = Q.U U = QU

pripomenme, ze matice, kterymi nasobime tenzor ve shodném modu se mezi sebou
nasobi v opa¢ném poradi, viz vétu 4. Tyto matice maji ortonormélni sloupce a po
dosazeni do (3.8) ziskdvdame

C= SW X1 Uévl) X9 Ué?) X3 Uég),

tj. Tuckeruv rozklad tenzoru C.

3.2.2 Nasobeni tenzoru v Tuckerové tvaru matici

Dalsi operaci, kterou se budeme zabyvat, je nésobeni tenzoru v Tuckeroveé tvaru
matici v (-tém modu. Pro vyklad pouzijeme jako priklad nasobeni tenzoru tretiho
radu v prvnim modu, Ize ale zobecnit na tenzor radu k£ a nasobeni v /-tém méodu,
viz definici 3. Budeme chtit nasobit tenzor A € R™*"2x"2

A= SA X1 U1(41) X9 U1(42) X3 U,(43)7 SA € Rr1xr2xrs
a matici
M € R™*n1

Soucin dostaneme opét ve tiech krocich, analogicky jako v podkapitole 1.3.2.

Krok 1: Souc¢in tohoto tenzoru a matice v prvnim maodu je

D=Ax; M= (84x UV xy U x30P) %, M, (3.9)
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Tabulka 3.1: Vypocetni cena pii sé¢itani tenzoru fadu 3 v Tuckerové tvaru; cena
vypoctu QR rozkladu lze nalézt napt. v [12, kapitola 3.5.6]. Cena vypoctu HOSVD
tenzoru fadu k je imérnd k-ndsobku ceny vypotu SVD; tu lze nalézt napi. v [12,
kapitoly 5.2.3]. Zkratka TMp znad¢i soucin tenzoru a matice (tensor-matrix product),
MMp znaci souéin dvou matic (matrix-matrix product).

Vypocet Vypocetni cena
klasicky Ny - Ny - Ny scitani
Tucker, krok 1 zdarma (sestaveni matic a tenzoru)

Tucker, krok 2 3 QR rozklady typu (ny x (r¢+pe)), £ =1,2,3

+ 3 TMp typu ((r1 + p1) X (r2 +p2) X (r3+p3)) Xg ...
. Xy ((7‘4 —{—pg) X (’I“g —I—pg)), /= 1,2,3

Tucker, krok 3 1 HOSVD typu ((r1 +p1) % (r2 +pa2) X (r3 + p3))

+ 3 MMp (ng X (re+pe)) - ((re+pe) X qo), £ =1,2,3

hodnosti rank(D) = (¢1, ¢2, ¢3). Jinak muzeme psat

D=Ax, M=584x1 (MUP)x,UP x5 U, (3.10)
——
K
tedy
D=8y x1 KxaUP x3UP,  De R (3.11)

Pro ziskani tenzoru D ve tvaru (3.11) staci pouze vyndsobit matici, kterd nasobi
tenzor S v prislusném (v nasem piipadé prvnim) médu matici M.

Krok 2 (Ortogonalizace): Matice K ale zfejmé nemd ortonormalni sloupce. Pokud
chceme dosahnout rozkladu tenzoru D s ortogonalnimi maticemi, provedeme QR
rozklad matice K a dosadime jej do (3.11), dostaneme

K = QKRKa QK € Rmxn) RK € Rme’

D =84 x1 (QuRr) x2 U x5 UY. (3.12)

Pokud oznac¢ime soucin
W =S4 X1 Rk, W e RM>m2xrs,
muzeme psat rovnici (3.12) ve tvaru
D=W x1 Qg x2 U x5 U, (3.13)

Obecné ale tenzor W nemusi Tuckerovym jadrem tenzoru D a tedy ani rovnice (3.13)
neni Tuckerovym rozkladem tohoto tenzoru.
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Tabulka 3.2: Vypocetni cena pii nasobeni tenzoru matici v prvnim modu; cena
vypoctu QR rozkladu lze nalézt napt. v [12, kapitola 3.5.6]. Cena vypoctu HOSVD
tenzoru fadu k je imérnd k-ndsobku ceny vypotu SVD; tu lze nalézt napi. v [12,
kapitoly 5.2.3]. Zkratka TMp znad¢i soucin tenzoru a matice (tensor-matrix product),
MMp znaéi sou¢in dvou matic (matrix-matrix product), MVp znaci souc¢in matice
a vektoru (matrix-vector product).

Vypocet Vypocetni cena

klasicky 1 TMp typu (n1 X ng X n3) Xy (m x nq)
= (ny-ng) MVp typu (m x ny) - ny
Tucker, krok 1 1 MMp typu (m X ny) - (ny x 1)
Tucker, krok 2 1 QR rozklad typu (m x rq)

+ 1 TMp typu (ry; X ro X 13) X1 (11 X 77)
Tucker, krok 3 1 HOSVD typu (11 X 19 X r3)

+ 1 MMp typu (m x ry) - (r1 X q1)

+ 2 MMp typu (ng x rg) - (re X q¢), £ = 2,3

Krok 3 (Komprese jadra): Abychom ziskali tento tvar, provedeme nejprve Tuc-
keruv rozklad tenzoru W, tj.

W =Sy %1 Uy xa UiP x3 Uy, rank(W) = (a1, g2, 43),
ktery dosadime do rovnice (3.13). Dostaneme
D = (Sp x1 U x5 UP x5 UP) x1 Qi x2 U x5 U, (3.14)

Ptredchozi rovnici (3.14) muzeme ale také upravit tak, ze predtim nez provedeme
nasobeni tenzoru maticemi, vyndsobime nejprve odpovidajici matice, kterymi by-
chom nésobili jadro Sy, v prislusnych modech, tj. ziskame

Uy =QxUy), UY =vPul, vy =vdud.
Rovnice (3.14) ma potom tvar
D= SW X1 Ul(jl) X2 U(D2) X3 Ug)a

tedy Tuckeruv rozklad tenzoru D.
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4 Aproximace tenzoru pomoci Tuckerova
rozkladu

V podkapitole 2.4 jsme se zabyvali hodnosti tenzoru a mimo jiné jsme také dosli
k zavéru, ze poznatky o aproximaci matice matici nizsi hodnosti nelze zobecnit na
tenzory, pokud pracujeme s polyadickym rankem. V této kapitole ukazeme, ze pokud
budeme jako hodnost tenzoru uvazovat vektorovy rank, véta 2 o aproximaci matice
matici nizsi hodnosti lze zobecnit na tenzory. Tohoto faktu se vyuziva napi. v [37],
[29], nebo [18].

4.1 Zobecnéna Schmidtova—Eckartova—Youngova—
—Mirského véta

Nyni ukdzeme, jak vyuzit Tuckeruv rozklad k aproximaci tenzoru tenzorem s nizsim
vektorovym rankem. Klicovym néstrojem bude nasledujici véta, viz také [41, str.
20] a [10, str. 1267].

Véta 7 (Aproximace tenzoru pomoci tenzoru s nizsim vektorovym rankem). Necht
tenzor A € R™> > hodnosti (r1,79,...,rx) md Tuckeriv rozklad

A:SA X1 Ujgl) s X U(gk) c R”lx“'Xnk’

kde tenzor
71X XT
Sa=(Siy.ip)ig=t,rp, =12,k €R" k

predstavuje Tuckerovo jadro a sloupce matice Uﬁf) e R™*" jsou navzdjem orto-
normdlni levé smguldrm’ vektory tvorici bdzi oboru hodnot matice AY, ¢ =1,... k.
>

Oznacme dale 0§€ > 2> 07(«5) > 0 singuldrni ¢isla matice AY. Necht t, jsou ¢isla
splnugici
ty < 1y, gzl,...,k.
Pak tenzor
B=38zx; U o x, UP g Rrox-mk (4.1)
kde

— t1 XXt
SB - (Sil,...,’ik)’iZZL...,t[,EZ].,Q,...,]{: S R ! .
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je podtenzor tenzoru S a matice Ul(;) € R je tvorena pronimi t, sloupci matice
Uﬁf), ma zrejmé hodnost omezenou c¢isly t,, tj. rank(B) < (ty,...,tx) a aprorimuje
tenzor A tak, Ze plati

k - 1/2
IA - B| < (Z > <a§-”>2) . (4.2)

(=1 j=to+1

Diikaz. Protoze rozklad (4.1) tenzoru B ma strukturu analogickou Tuckerovu roz-
kladu, tedy rank(B) < (ti, ..., ) plati trividlné. Abychom dokazali nerovnost (4.2),
budeme uvazovat tenzory By, ziskané analogicky jako tenzor B, takové, ze

B, = Sp, x1 U,E;l)"' Xo—1 U,(fil) Xy Ug) Xo+1 UXH)"' Xk U,Sxk)a

kde tenzor
Sp, € R XTem1XbexXrep1 XXk
4

je podtenzor tenzoru S, a zaroven nadtenzor tenzoru Sp. Dale budeme uvazovat
tenzory

glg =B X1 (US))T cee X (UX“))T c Rr1><--~><rk’
Sp, = By x1 (U xp (UIHYT e R (=1, k.

tj. tenzory Sg a Sp, doplnéné nulami. Protoze tenzorova norma, kterou pouzivame,
je ortogondlné invariantni (stejné jako eukleidovska norma vektoru a Frobeniova
norma matice), pak zrejmeé

IA=B| = Sa=Ssl a [ A=Bill =54~ Szl (4.3)

Na levé strané nerovnosti (4.2) tak staci misto tenzoru A a B uvazovat tenzory Sy
a Sg. Nyni se podivame jak vypadaji rozdily tenzoru Ay, = Sy — ggz, C=1,... k.
Rozdily muzeme schematicky zndzornit nasledujicim zpusobem (tato ¢ast dukazu je
provedena kvuli ndzornosti pro tenzor tretiho fadu, z konstrukce je vsak ziejmé, ze
lze pouzit na tenzor obecného radu k; ¢arkované jsou znazornény bloky tenzoru, které
obsahuji pouze nuly, plnou ¢arou jsou pak znazornény bloky s obecné nenulovymi

prvky):
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Sy - Sg, - As.

] S — B R
| T
i r— I
| | —
| |
) )
! I |
| // \//
ke - - - — - L
Sa — Si = A.

Oznacime-li 2 a %, mnoziny obecné nenulovych prvku (tj. prvka lezicich v blocich
vyznacenych plnou ¢arou) tenzoru A a Ay, pak, s vyuzitim vztahu (4.3), dostaneme

JA=B|P=> 6 a [JA-B|*=)_ &,
0ED €Dy

prol =1,...,k. Protoze

k k
2=\J%2. vpak [A-B|*<> |A-B (4.4)
=1
pricemz rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz vsechny pruniky Yy N YDs, kde
(=1,....k,s=1,...k, { # s, obsahuji pouze nulové pruky.

Nakonec budeme uvazovat matice Al a B , tj. rozvoje tenzoru A a 3, v matice
v médu £. Pak

Zue) (e : Zue) (e

4

predstavuji singuldrni rozklady matic Al a Bé ve tvaru dyadickych rozvoju, viz

(1.5). Véta 2 iikd, ze matice ng je nejlepsi aproximaci matice A matici hodnosti
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ty, pricemz plati
Te

‘ ¢
|49 = B = > (o) (45)
Jj=te+1
S vyuzitim faktu, ze ||T|| = |71, tj. norma libovolného tenzoru je rovna Frobe-

niové normé rozvoje tohoto tenzoru v libovolném médu, a s vyuzitim vztahu (4.4)
a (4.5) ihned dostaneme

k k k Ty
JA=BIP<STIA-BlPP =3 149 - B2 =57 Y (012,
(=1

=1 (=1 j=t;+1

Po odmocnéni ziskame nerovnost

koo 1/2
IA-B| < (Z S <a§”>2) ,

l=1 j=te+1

kterou jsme chtéli dokazat. O

Poznamenejme, ze aproximace tenzoru tenzorem nizsi hodnosti se v praxi pouziva
velmi Casto, viz napf. [37], [29] nebo [18]. Kombinace vypoctu Tuckerova rozkladu
daného tenzoru spolu s jeho aproximaci tenzorem nizstho ranku se casto nazyva
truncated Tucker decomposition (ptip. truncated HOSVD), tedy ,ofiznuty“ Tuckeruv
rozklad, viz napt. [28, str. 477].

4.2 Rozbor zobecnéné véty na prikladech

Nyni se podivdme na ruzné situace, které mohou v souvislosti s vétou 7 nastat.
Zejména nas bude zajimat, jak moc je odhad (4.2) nadhodnoceny a kdy nastane
rovnost.

4.2.1 Nadhodnoceni odhadu

Nejprve se podivame na nasledujicim piikladu, jak moc muze byt odhad nadhod-
noceny.

Priklad 12. Uvazujme nasledujici kubicky, supersymetricky a navic diagondlni ten-
zor
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Protoze je supersymetricky, jsou vsechny jeho rozvoje identické. Ziejme

Al —

100000
000000
000000
000000
000000

000000
010000
000000
000000
000000
000000

000000
000000
001000
000000
000000
000000

000000
000000
000000
000100
000000
000000

000000
000000
000000
000000
000010
000000

000000 ]

000000
000000
000000
000000
000001

1 000000

pricems jeji singuldrni rozklad je A = U(E)E( )(V )T, kde

(1.0 0 0 0 0]
010000
UV =20=10 00100l VA=@AD =123
00 0O0T1Q0
(00000 1|

a tedy rank(A) = (6,6,6). Tenzor A je tedy sam svgm Tuckerovym jadrem. Po-
kud se pokusime tenzor aproximovat tenzorem B hodnosti (5,5,5) a tenzor budeme
konstruovat tak jak se postupuje v predchozim dukazu, pak dostaneme

(4.7)

Zrejmé || A — Bl =1, ale (Zz 123 tg-i—l(o-( )2)1/2 = (Zz 1(06 )2)1/2 = /3, O

7 predchoziho prikladu je zfejmé, ze obecné, pro analogicky tenzor tadu k, muze
dojit k nadhodnoceni az (v/k )-krét. Z konstrukce dikazu i predchoziho pifkladu se
zda, ze k horsimu nadhodnoceni nemuze dojit, tedy, ze plati

1/2
@)2) <VEA-B|. (1)

IA-B| < (Z > (o

(=1 j=t;+1

Druhd nerovnost ve vztahu (4.8) lze dokéazat obdobné jako nerovnost z véty 7, viz
také text psany kurzivou pod rovnici (4.4). Dukaz, s vyuzitim znaceni z dukazu
véty 7, jen naznacime. Konkrétné budeme potiebovat mnoziny 2 a %,. Pokud
mnozina 2 \ (N}_, %) obsahuje pouze nulové prvky, pak je kazdy nenulovy pr-
vek mnoziny Z obsazen ve vSech mnozinach %, tj. Tuckerovo jadro S4 je blokové
diagonalni tenzor. Kazdy nenulovy prvek ,ofizuny*“ z puvodniho jadra je pak do od-
hadu na pravé strané nerovnosti (4.2), resp. jejiho kvadrétu, zapocten préavé k-krat,
horsf situace ziejmé nastat nemtze. Pak je ale odhad prave (vE )-krat nadhodnocen.
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Libovolny tenzor druhého radu, tedy matice A hodnosti r (formélné (r,r); rad-
kova i sloupcova hodnost matice je vzdy stejnd), je takovym piikladem pro k = 2.
Tuckerovo jadro matice A je diagondlni matice ¥4 € R™" ze singularniho rozkladu
(1.4). Plati Al = A, AP = AT U = U,, UP = V4 a0l = 0'?. Budeme-li chtit
hodnost matice A snizit z r na néjaké t < r (formdlné (¢,t)) a aplikujeme-li odhad
(4.2), pak bude zapocitano kazdé singularni ¢islo matice dvakrat a celkovy odhad

bude pravé (v/2)-krat nadhodnocen.

4.2.2 Rovnost odhadu a hodnost vysledného tenzoru

Nyni za zaméiime na otdzku, kdy ve vztahu (4.2) nastane rovnost. Ta je v podstaté
jiz zodpovézena v dikazu v textu psaném kurzivou pod rovnici (4.4). Takovéa situace
ziejmé nastane napt. tehdy, kdyz ve vztazich t, < r, nastane ostra nerovnost jen
pro jedno ¢, napt. ¢ = 1, a ve vSech ostatnich pifipadech nastane rovnost, tj. t; < r;
aty=ry {=2,..., k. Pak se odhad (4.2) zredukuje na rovnost (1.16) z véty 2 pro
matice A a B, To vsak s sebou muze nést dalsi zajimavé jevy, které budeme
ilustrovat opét na tenzoru z predchoziho prikladu.

Piiklad 13. Uvazujme tenzor A (4.6) z prechoziho prikladu. Pokusme se nyni ten-
zor aproximovat tenzorem B napr. hodnosti (5,6,6). Necht tedy nyni plati t, =5 <
ry =06, ty =19 =6, t3 = r3 = 6. PouZijeme-li stejny postup jako dosud, dostaneme
tenzor B identicky s tenzorem (4.7). Opét tedy plati || A — Bl = 1, ale tentokrdt

>r, Z;‘:tﬁl(a](.e)f)l/z = aél) = 1. Odhad je tedy presny. Tenzor B, ktery jsme
ziskali vsak neni hodnosti (5,6,6), jak jsme si prali, ale hodnosti (5,5,5). Ziskali

jsem tedy tenzor hodnosti nizsi, nez bylo pozZadovano. [

Dalsi priklady aproximace tenzoru tenzorem nizsi hodnosti, kdy snizujeme hodnost
jen v jediném moddu nalezneme v piiloze C, v tabulce C.2, tadky 1-4, 5-9, 10—
11. Vsimnéme si, ze, podobné jako v prechozim piikladu, i v tabulce C.2 dochazi
v tadcich 4, 9 a 11 k tomu, Ze je hodnost ziskaného tenzoru nizsi nez hodnost
pozadovana. V téchto piipadech je tomu proto, ze zde tenzor tretiho fadu aproxi-
mujeme tenzorem, ktery ma f-rank v médu ¢ = 1, 2, resp. 3 roven jedné. Tenzor
tretiho radu tedy aproximujeme vnéjsim soucinem matice a vektoru. Matice vsak ma
stejny pocet linearné nezavislych vlaken v obou médech. Vysledny tenzor tak musi
mit v obou médech ruznych od ¢ stejnou hodnost. Obecné tedy mé nizsi hodnost nez
bylo pozadovano. Z podobného duvodu i pri aproximaci diagondiniho tenzoru tenzo-
rem, u kterého predepiSseme ruzné f-ranky v ruznych médech, dostaneme vysledny
tenzor hodnosti nizsi, nez byla predepsand, ne vyssi nez min, rank,(A).

Na zéakladé predchozich dvou piikladi by nas mohlo zajimat, zda je mozné nalézt
aproximaci tenzoru tenzorem nizsi hodnosti s ruznymi ¢-ranky tak aby pritom byla
zachovéna rovnost ve vztahu (4.2). V piiloze C, v tabulce C.2 vidime, ze takovéa
situace urcité nastala v radcich 1-3, 5-8 a 10. V této priloze vsak pracujeme s obecné
hustym tenzorem, ktery ma ruzné rozméry a ruzné ranky v ruznych moédech. Na
zakladé téchto pozorovani by se mohlo zdat, ze hraje dulezitou roli to, zda tenzor je
kubicky a supersymetricky, jako (4.6), nebo zda neni, jako tomu je v pfiloze. Toto
vsak nehraje roli, jak ukazuje néasledujici ptiklad.
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Priklad 14. Uvazuyme nasledujici kubicky a supersymetricky tenzor

A=

R

Il

1
1

-1

(4.9)

Protoze je supersymetricky, jsou vsechny jeho rozvoje identické. Ziejme

Al —
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000000
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pricems jeji singuldrni rozklad je Al = UX)E%)(VX))T, kde
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a tedy rank(A) = (6,6,6). Tenzor A je tedy sam svgm Tuckeroviym jddrem. Budeme-
li nyni aproximovat tento tenzor tenzorem hodnosti (5,6,6), dostaneme tenzor

BRI i
l 1t |
5o el oo
1 o
/LiAQ 7777:7/77‘
Snadno ovérime, Ze rank(B) = (5,6,6) a ||[A — B|| = 1, coz se primo rovnd odhadu

k r / 1
(2 Za‘itm(%(‘ D22 = o) = 1. O

Nyni se jesté podivame, co se stane, pokud se tenzor z predchoziho prikladu po-
kusime aproximovat tenzorem nizsi hodnosti ve vice nez jednom maodu.

Priklad 15. Uvazujme tenzor A (4.9) z prikladu 14. Pokusme se nyni tento tenzor
aprozimovat tenzorem B hodnosti (5,5,6). Dostaneme tak tenzor

I

B:

- (4.10)
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Prestoze jsme nyni modifikovali tenzor ve dvou mddech, ve vztahu (4.2) i naddle

plati rovnost, A~ Bl = V2, (S, X, 0 (0]))2 = (05") + (057 = V2
(viz text psany kurzivou pod rovnici (4.4)). Pokud se vsak podivame na hodnost
vysledného tenzoru, zjistime, Ze rank(B) = (5,5,5). Tim, Ze jsme z bdze prostoru
vlaken pruniho modu odebrali vektor uél) (Sesty sloupec matice US)) a zdrovern jsme
z bdze prostoru vldken druhého maodu odebrali vektor uéz) (Sesty sloupec matice UIS‘Q) ),

zmizel tim automaticky i vektor u:(;’) z bdze prostoru vldken tretiho modu (treti sloupec
matice Uf)). O

Ptedchozi priklad ukazuje, ze odebrani dvou nejmensich singularnich ¢isel ve dvou
ruznych médech, muze byt ekvivalentni odebrani velkého singularniho ¢isla ve zby-
vajicim moédu. To, ze singularni cisla jednotlivych rozvoju nejsou nezavisla, ale
provazana také ilustruje priklad v piiloze C v tabulce C.2, specidlné pak grafy na
obrazcich C.1, C.2 a C.3, které ukazuji pohyby singularnich ¢isel v jednotlivych
modech pri aproximaci tenzoru.

4.2.3 Optimalita aproximace

Na zavér se pokusime tenzor z predchozich dvou prikladu aproximovat tenzorem
s nizsi hodnosti ve vSech médech. Vysledek tohoto pokusu ndm umozni diskutovat
o optimalité takové aproximace.

Piiklad 16. Uvazujme opét tenzor A (4.9) z prikladu 14. Pokusime se tento tenzor
aprozimovat tenzorem B hodnosti (5,5,5). Dostaneme tak tenzor

~11--

Il

B:

i > e RO, (4.11)
1 |

/‘7A9'777777/7‘

Tenzor jsme nyni modifikovali ve vSech trech modech. Ve vztahu (4.2) i naddle plati
rovnost, A =Bl = V3, (3 57y, (o)) = (067) + (06”7 + (07)) /=

J
V3. Podivime-li se ale na hodnost visledného tenzoru, zjistime, Ze rank(B) =

(4,4,4). Tim, zZe jsme odebrali z baze prostoru vldken (-tého mddu vektor ué@ zdroven

pro vsechna £, { = 1,2,3, z bdze tohoto prostoru zmizel automaticky i vektor ui(f). ]

Vidime tedy, ze tento postup nevede k aproximaci tenzoru A (4.9) tenzorem hod-
nosti (5, 5,5), jak jsme pozadovali a které jsme doséhli v piikladu 14. Tenzor (4.10)
z piikladu 14 navic, narozdil od tenzoru (4.11), aproximuje puvodni tenzor s mensi
chybou.

Tenzor B (4.1) z véty 7 tedy obecné nend optimdlni ve smyslu minimality
normy, tak jak tomu bylo ve vété 2 (viz stranu 23).
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Na druhou stranu aproximace ptuvodniho tenzoru (4.9) tenzorem (4.11) muze byt

v

Tenzor (4.10) je sice lepsi aproximaci hodnosti (5,5,5) ve smyslu normy, je ale jen
castecné symericky.
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Zavér

Tato prace ma ¢tenafi slouzit jako ivod do problematiky prace s tenzory. S tenzorem
se zde pracuje vyhradné jako s vicerozmérnym polem c¢isel, diky cemuz je mozné
matici povazovat za tenzor druhého fadu. V textu jsme se snazili poukazovat na
analogie mezi maticemi a tenzory, ale také upozornit na takové vlastnosti matic,
které naopak na tenzory zobecnit nelze, nebo to lze obtizné. Pozornost jsme vénovali
zejména problému zavedeni hodnosti tenzoru tadu k, k > 3, kterd je prikladem
vlastnosti, kterd lze zobecnit jen s jistymi obtizemi. Ukézali jsme dva mozné ptistupy
pomoci tzv. polyadického a vektorového ranku tenzoru. Prvni piistup s sebou ptinesl
nepiijemnosti topologického razu (vzdy existuje tenzor v jehoz libovolné malém okoli
je tenzor nizstho polyadického ranku), druhy pak nepiijemnosti se strukturou ranku
jako takového (pocet linedrné nezavislych vldken muze byt v ruznych moédech ruzny,
vektorovy rank tenzoru tedy nenf ¢islo ale vektor).

Hlavnim cilem prace bylo zavedeni Tuckerova rozkladu tenzoru jako zobecnéni
singularniho rozkladu matic. Ukazali jsme, jak lze tento rozklad zkonstruovat a jak
je mozno s tenzory, mame-li je k dispozici pouze ve tvaru tohoto rozkladu, provadét
nékteré zakladni operace. To je dulezité napft. tehdy, jsou-li tenzory, se kterymi
pracujeme, prilis velké na to, abychom s nimi mohli pracovat v pocitaci primo, ale
jsou malého (vektorového) ranku, je mozné uchovévat jejich Tuckerovy rozklady a
provadét vypocty v tzv. low-rank aritmetice.

Dulezitym vystupem této préace je zformulovani véty o aproximaci tenzoru ten-
zorem nizstho vektorového ranku, ktera je jistym zobecnénim zndmé Schmidtovy—
Eckartovy—Youngovy—Mirského véty o aproximaci matice matici nizstho ranku, a
jeji dukaz (ktery jsme provedli nezavisle na existujici literatufe). Tato véta préve
vyuziva struktury Tuckerova rozkladu tenzoru. Na radé konkrétnich piiklada jsme
pak ilustrovali silu i nedostatky modifikovaného tvrzeni, zejména v porovnani s jeji
maticovou predlohou.
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A Software

V této priloze jesté zminime software, ktery je mozné pouzivat pii praci a vypoctech
s tenzory. Vychézet budeme mimo jiné z prehledu softwaru pro tenzory z clanku [28].
Prvni pokusy o programovani zakladnich operaci v prostoru tenzoru se objevily uz
v sedmdesétych letech dvacatého stoleti, viz ¢ldnek [35], dnes uz je ale dostupnych
mnoho mnoho programu a rozsitujicich toolbozu, které lze pro vypocty s tenzory
pouzivat.

A.1 MATLAB

Jednim z nejpouzivanéjsich programu v matematice je MATLAB® vyvijeny komercné
firmou MathWorks®. Z hlediska tenzori podporuje MATLAB tzv. vicerozmérné pole
(multidimensional arrays, MDAs), v ramci nichz je mozné provadét operace s prvky
(jako je napf. soucin tenzoru) samotny MATLAB nepodporuje, je ale mozné v ném
takové operace provadét pridanim externich toolboxu. Struény vycet nékolika ta-
kovych toolboxu nasleduje.

Podporu pro praci s tenzory maji kromé MATLABuU i dalsi matematické pro-
gramy. Takovymi programy jsou napi. MATHEMATICA firmy Wolfram Research,
Inc., nebo MAPLE firmy Waterloo Maple, Inc. (Maplesoft), kde lze s vyhodou pra-
covat predevsim s tenzory s fidkou strukturou.

A.2 TENSOR TOOLBOX

Dalsim nastrojem pro MATLAB je TENSOR TOOLBOX, jehoz autory jsou B. W. Ba-
der and T. G. Kolda, viz [2], [3] a [4]. Tento software rozsituje zakladni funkce
MATLABuU tak, aby bylo mozné provadét operace s tenzory jako je rozvoj ten-
zoru v matici nebo tenzorové nasobeni, obsahuje také programové tiidy pro po-
lyadicky tvar tenzoru (ktensor) nebo pro Tuckeruv tvar (ttensor). Tento nastroj
také umoznuje efektivné ukladat tzv. fidké tenzory, stejné jako tenzory s néjakou
specialni strukturou. Uzivatel zde ma moznost konsturovat také vlastni algoritmy.

Toolbox je volné dostupny, aktudlné (od 6. tinora 2015) ve verzi 2.6,
na adrese http://www.sandia.gov/ tgkolda/TensorToolbox.
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A.3 HIERARCHICAL TUCKER TOOLBOX

Dalsi rozsitujici programovou tfidou, inspirovanou praveé tiidami ktensor a tten-
sor, je tfida htucker, kterou vyvinula C. Tobler pro praci s tenzory v tzv. hierar-
chickém Tuckerové tvaru, viz [19]. Tento néstroj ale umoznuje provadét operace i
s tenzory, které ve tvaru hierarchického Tuckerova rozkladu nejsou. Pro popis hirear-
chického Tuckerova rozkladu rozkladu i nastroje htucker viz [41] a [30].

Toolbox je volné dostupna na adrese http://anchp.epfl.ch/htucker.

A.4 TENSORLAB

Pro praci s tenzorovymi rozkladu v MATLABu je vhodny také nastroj TENSOR-
LAB autoru L. Sorbera, M. Van Barela a L. De Lathauwera, viz [39]. Tento pro-
gram je nastrojem pro vypocty tenzorovych rozkladi, napt. polyadicky rozklad,
Tuckeruv rozklad atd., a naslednou praci s tenzory v téchto tvarech. TENSORLAB
nabizi algoritmy umoznujici definovat tenzory a matice, jejich souciny a rozklady,
pricemz ma uzivatel moznost navrhnout vlastni struktury nebo si vybrat ze seznamu
preddefinovanych struktur, véetné takovych, které splnuji napt. podminku ortogo-
nality. Také zde mimo jiné najdeme algoritmus pro vypocet hodnosti tenzoru a s tim
souvisejici aproximaci pomoci nizsiho vektorového ranku (low multilinear rank ap-
proximation). TENSORLAB umoznuje mnoho dalsich vypoctu tykajicich se problému
optimalizace apod., kterymi jsme se ale v této praci nezabyvali.

Toolbox je volné dostupny na adrese http://www.tensorlab.net.

A.5 N-way TooLBOX & CuBATCH

Nastroje N-wAy ToOOLBOX a CUBATCH jsou volné dostupné. N-wAYy TOOLBOX
obsahuje mimo jiné umoznuje vypocet tenzorovych rozkladu, véetné polyadického
rozvoje a Tuckerova rozkladu, které jsme popsali v této praci. CUBATCH je grafické
uzivatelské rozhrani, které v MATLABuU umoznuje analyzovat data ziskand v N-wAy
TooLBOXu.

N-wAYy TOOLBOX je volné dostupny na adrese
http://www.models.life.ku.dk/nwaytoolbox.

CUBATCH je volné dostupny na adrese
http://www.models.life.ku.dk/cubatch.

A.6 PLS TooLBOX

PLS TooLBOX je komercni software vyvyjeny firmou Eigenvector Research, Inc.,
konstruovany predevsim pro vyuziti v chemometrii.

Toolbox je k dispozici na adrese
http://www.eigenvector.com/software/pls_toolbox.htm.
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B Ptiklad tenzoru s malym Tuckerovym
jadrem

Vypocty v této a nasledujici pifloze C (stejné jako jadro v piikladu 11, viz str. 45)
jsou provedeny v programu MATLAB® 8.1.0.604 (R2013a) bez pouziti vyse toolboxi
zminénych v piedchozi pifloze, na pocitaci Dell Latitude 6430U s procesorem Intel®
Core™ i7-3687U, 2.10 GHz s 8.00 GB RAM a se 64 bitovym opera¢nim systémem
Windows® 7 Professional, SP1.

Tenzor A € R¥19*! hodnosti (5,6, 3)

A, 1) =
-0.7817 -0.6152 -0.5934 -0.1379 -0.5698 0.3926 -0.3953 -1.2317 0.5990 0.5995
-0.0559 -0.0433 -0.0408 -0.0100 -0.0406 0.0274 -0.0276 -0.0877 0.0400 0.0417
-0.5077 -0.3981 -0.3822 -0.0898 -0.3696 0.2537 -0.2563  -0.7992 0.3835 0.3869

0.6822 0.5392 0.5229 0.1200 0.4979 -0.3446 0.3472 1.0762 -0.5316  -0.5270

-0.6148 -0.4835 -0.4660 -0.1085 -0.4480 0.3084 -0.3106 -0.9685 0.4698 0.4709
-0.5373 -0.4235 -0.4093 -0.0947 -0.3919 0.2704 -0.2723 -0.8470 0.4143 0.4132
0.5367 0.4260 0.4153 0.0941 0.3922 -0.2726 0.2749 0.8476 -0.4251 -0.4175
-1.5256 -1.2040 -1.1654 -0.2685 -1.1130 0.7689 -0.7747 -2.4057 1.1819 1.1755
AC:,:,2) =
-0.2729 -0.0763 -0.4582 -0.0616 -0.1092 0.2426 -0.1919 -0.6477 0.8182 -0.0296
-0.0170 -0.0037 -0.0306 -0.0059 -0.0079 0.0195 -0.0121 -0.0467 0.0571 -0.0070
-0.1724 -0.0461 -0.2934 -0.0428 -0.0710 0.1617 -0.1215 -0.4214 0.5285 -0.0286
0.2459 0.0721 0.4065 0.0493 0.0950 -0.2053 0.1724 0.5641 -0.7186 0.0110
-0.2135 -0.0592 -0.3594 -0.0492 -0.0859 0.1918 -0.1503 -0.5096 0.6429 -0.0255
-0.1898 -0.0540 -0.3169 -0.0411 -0.0750 0.1649 -0.1333 -0.4449 0.5637 -0.0161
0.1994 0.0610 0.3249 0.0353 0.0746 -0.1565 0.1395 0.4428 -0.5689 -0.0029
-0.5438 -0.1570 -0.9039 -0.1138 -0.2128 0.4642 -0.3818 -1.2624 1.6035 -0.0363
AC:,:,3) =
-0.6973 0.2069 -1.1166 0.6581 -0.9868 0.1283 -0.0163 -0.2909 0.9948 0.6424
-0.0490 0.0171 -0.0794 0.0488 -0.0712 0.0085 0.0005 -0.0177 0.0697 0.0455
-0.4511 0.1388 -0.7241 0.4307 -0.6421 0.0822 -0.0074 -0.1831 0.6433 0.4163
0.6113 -0.1735 0.9762 -0.5691 0.8593 -0.1139 0.0193 0.2632 -0.8727 -0.5620
-0.5480 0.1638 -0.8780 0.5184 -0.7764 0.1006 -0.0120 -0.2274 0.7817 0.5049
-0.4801 0.1402 -0.7680 0.4509 -0.6778 0.0888 -0.0127 -0.2027 0.6851 0.4420
0.4831 -0.1311 0.7693 -0.4437 0.6745 -0.0911 0.0192 0.2143 -0.6901 -0.4432
-1.3649 0.3936 -2.1817 1.2768 -1.9232 0.2532 -0.0392 -0.5812 1.9481 1.2556
AC:,:,4) =
-0.6657 -0.6279 -0.3473 -0.1407 -0.5149 0.2861 -0.3207 -0.9633 0.1643 0.6349
-0.0490 -0.0452 -0.0243 -0.0095 -0.0365 0.0186 -0.0231 -0.0684 0.0095 0.0468
-0.4350 -0.4083 -0.2244 -0.0903 -0.3338 0.1824 -0.2086 -0.6247 0.1024 0.4148
0.5767 0.5473 0.3048 0.1246 0.4503 -0.2552 0.2794 0.8423 -0.1502 -0.5502
-0.5242 -0.4940 -0.2729 -0.1103 -0.4048 0.2242 -0.2523 -0.7574 0.1282 0.5000
-0.4564 -0.4314 -0.2392 -0.0972 -0.3542 0.1983 -0.2203 -0.6627 0.1149 0.4353
0.4504 0.4299 0.2412 0.0994 0.3549 -0.2051 0.2195 0.6639 -0.1235 -0.4298

-1.2931 -1.2244 -0.6803 -0.2771 -1.0062

o

5664 -0.6253 -1.8824 0.3306 1.2335
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Tenzor A x; (UM)T

AU1(C:,:,1) =
2.1493 1.6952 1.6397 0.3785 1.5678 -1.0825 1.0904 3.3886 -1.6613 -1.6544
0.0032 -0.0019 -0.0071 0.0013 0.0010 0.0021 -0.0026 0.0027 0.0143 0.0048
-0.0000 -0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0001 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU1(:,:,2) =
0.7628 0.2187 1.2705 0.1623 0.2998 -0.6568 0.5357 1.7789 -2.2570 0.0576
-0.0134 -0.0101 -0.0106 0.0087 0.0009 -0.0132 -0.0085 0.0048 0.0053 0.0281
-0.0000 -0.0001 -0.0001 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU1(:,:,3) =
1.9218 -0.5576 3.0729 -1.8010 2.7103 -0.3559 0.0530 0.8149 -2.7425 -1.7684
-0.0025 -0.0141 0.0013 -0.0125 0.0076 0.0031 -0.0096 -0.0164 0.0045 0.0001
0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0001 -0.0000 -0.0001
0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU1(:,:,4) =
1.8235 1.7253 0.9577 0.3896 1.4171 -0.7956 0.8811 2.6513 -0.4628 -1.7395
0.0107 0.0040 -0.0019 -0.0028 0.0004 0.0093 0.0021 0.0009 0.0123 -0.0100
-0.0000 0.0000 -0.0000 0.0001 0.0000 -0.0001 -0.0000 0.0001 0.0000 0.0001
-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2N\T
Tenzor A x, (U?)
AU2(:,:,1) =
1.9768 0.5673 -0.0374 0.0023 0.0029 0.0001 0 0 0 0
0.1387 0.0414 -0.0014 0.0014 0.0018 0.0001 0 0 0 0
1.2785 0.3701 -0.0218 0.0040 0.0049 0.0001 0 0 0 0
-1.7337 -0.4925 0.0366 0.0018 0.0024 0.0001 0 0 0 0
1.5535 0.4465 -0.0288 0.0023 0.0030 0.0001 0 0 0 0
1.3613 0.3892 -0.0268 0.0005 0.0006 -0.0000 0 0 0 0
-1.3705 -0.3854 0.0318 0.0045 0.0057 0.0002 0 0 0 0
3.8704 1.1033 -0.0786 -0.0012 -0.0015 -0.0000 0 0 0 0
AU2(:,:,2) =
1.0244 -0.0103 -0.6647 0.0089 0.0001 0.0001 0 0 0 0
0.0693 0.0003 -0.0502 0.0057 0.0000 0.0001 0 0 0 0
0.6576 -0.0048 -0.4367 0.0155 0.0001 0.0002 0 0 0 0
-0.9063 0.0121 0.5721 0.0076 -0.0000 0.0002 0 0 0 0
0.8039 -0.0076 -0.5240 0.0093 0.0000 0.0002 0 0 0 0
0.7077 -0.0080 -0.4546 0.0017 0.0000 -0.0000 0 0 0 0
-0.7226 0.0120 0.4439 0.0179 0.0000 0.0003 0 0 0 0
2.0172 -0.0247 -1.2857 -0.0049 0.0001 -0.0000 0 0 0 0
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AU2(:,:,3)

1.8251 -1.1522 0.1666 0.0018 0.0005 -0.0008 0 0 0 0
0.1274 -0.0857 0.0137 0.0011 0.0003 -0.0005 0 0 0 0
1.1793 -0.7545 0.1115 0.0030 0.0009 -0.0013 0 0 0 0
-1.6025 0.9957 -0.1401 0.0014 0.0005 -0.0006 0 0 0 0
1.4340 -0.9077 0.1318 0.0019 0.0006 -0.0007 0 0 0 0
1.2574 -0.7892 0.1130 0.0004 0.0001 -0.0002 0 0 0 0
-1.2683 0.7757 -0.1061 0.0034 0.0010 -0.0015 0 0 0 0
3.5760 -2.2345 0.3175 -0.0008 -0.0003 0.0004 0 0 0 0
AU2(:,:,4) =
1.5011 0.6601 0.3112 -0.0024 0.0030 0.0000 0 0 0 0
0.1067 0.0477 0.0250 -0.0016 0.0019 0.0000 0 0 0 0
0.9735 0.4297 0.2073 -0.0042 0.0052 0.0001 0 0 0 0
-1.3122 -0.5745 -0.2632 -0.0021 0.0026 0.0000 0 0 0 0
1.1803 0.5193 0.2460 -0.0026 0.0032 0.0001 0 0 0 0
1.0325 0.4533 0.2115 -0.0004 0.0006 0.0000 0 0 0 0
-1.0340 -0.4508 -0.2006 -0.0050 0.0061 0.0001 0 0 0 0
2.9328 1.2859 0.5953 0.0014 -0.0016 -0.0000 0 0 0 0
3INT
Tenzor A x3 (U®)
AU3(:,:,1) =
1.2615 0.5720 1.2945 -0.2017 1.1739 -0.5200 0.4585 1.5631 -1.2591 -1.0097
0.0896 0.0387 0.0904 -0.0151 0.0841 -0.0362 0.0310 0.1097 -0.0860 -0.0703
0.8180 0.3673 0.8363 -0.1323 0.7626 -0.3360 0.2943 1.0112 -0.8098 -0.6520
-1.1030 -0.5060 -1.1366 0.1739 -1.0241 0.4566 -0.4057 -1.3704 1.1113 0.8871
0.9919 0.4489 1.0172 -0.1590 0.9233 -0.4085 0.3599 1.2283 -0.9884 -0.7932
0.8678 0.3952 0.8918 -0.1380 0.8068 -0.3583 0.3168 1.0763 -0.8691 -0.6958
-0.8693 -0.4033 -0.8996 0.1352 -0.8055 0.3614 -0.3235 -1.0831 0.8840 0.7026
2.4651 1.1262 2.5365 -0.3906 2.2906 -1.0188 0.9030 3.0597 -2.4754 -1.9792
AU3(:,:,2) =
-0.0544 -0.6940 0.5013 -0.6427 0.3274 0.1812 -0.2878 -0.6885 -0.4889 0.0150
-0.0053 -0.0513 0.0363 -0.0471 0.0242 0.0124 -0.0217 -0.0513 -0.0360 0.0016
-0.0380 -0.4539 0.3265 -0.4196 0.2140 0.1165 -0.1891 -0.4511 -0.3195 0.0107
0.0432 0.6005 -0.4361 0.5574 -0.2835 -0.1599 0.2478 0.5947 0.4237 -0.0115
-0.0435 -0.5466 0.3945 -0.5060 0.2578 0.1422 -0.2269 -0.5425 -0.3850 0.0121
-0.0362 -0.4756 0.3442 -0.4408 0.2244 0.1251 -0.1969 -0.4715 -0.3352 0.0099
0.0307 0.4685 -0.3420 0.4358 -0.2213 -0.1273 0.1922 0.4630 0.3310 -0.0079
-0.1001 -1.3471 0.9764 -1.2493 0.6358 0.3563 -0.5568 -1.3348 -0.9499 0.0272
AU3(:,:,3) =
0.1430 0.1121 -0.0495 -0.1482 0.3005 0.0899 -0.0555 -0.1790 0.4697 -0.3954
0.0128 0.0092 -0.0019 -0.0125 0.0215 0.0092 -0.0028 -0.0140 0.0334 -0.0331
0.0978 0.0752 -0.0290 -0.0999 0.1951 0.0636 -0.0338 -0.1186 0.3046 -0.2660
-0.1169 -0.0941 0.0482 0.1235 -0.2624 -0.0701 0.0520 0.1526 -0.4106 0.3304
0.1136 0.0887 -0.0382 -0.1175 0.2363 0.0719 -0.0432 -0.1414 0.3694 -0.3132
0.0960 0.0760 -0.0355 -0.1002 0.2066 0.0594 -0.0392 -0.1220 0.3231 -0.2676
-0.0858 -0.0711 0.0419 0.0926 -0.2065 -0.0487 0.0436 0.1172 -0.3236 0.2486
0.2676 0.2133 -0.1040 -0.2808 0.5866 0.1634 -0.1135 -0.3442 0.9177 -0.7505
AU3(:,:,4) =
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tenzor A x; (UMW) x, (UPHT

AU12(:,:,1) =
-5.4490 -1.5555  0.1091 -0.0000  =0.0000  0.0000 0 0 0 0
0.0081 -0.0073 -0.0073 =-0.0073 =-0.0092 -0.0003 0 0 0 0
0.0000 =-0.0001  0.0000 -0.0001  0.0000  0.0001 0 0 0 0
-0.0000 -0.0000 -0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0 0 0 0
0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 -0.0000  0.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU12(:,:,2) =
-2.8366  0.0334  1.8147  0.0002 -0.0001  0.0000 0 0 0 0
0.0190  -0.0058  0.0178 =-0.0291 -0.0001  -0.0004 0 0 0 0
0.0001  0.0000 =0.0000 -0.0001 =0.0000  0.0001 0 0 0 0
-0.0000  0.0000 =-0.0000 =0.0000 =0.0000  -0.0000 0 0 0 0
0.0000  0.0000 =0.0000 =0.0000 =0.0000  0.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU12(:,:,3) =
-5.0339  3.1622 -0.4495 -0.0001  0.0000  -0.0000 0 0 0 0
0.0109  0.0232 -0.0106 -0.0056 -0.0017  0.0024 0 0 0 0
-0.0001 -0.0001 -0.0000 -0.0000  0.0001  0.0001 0 0 0 0
0.0000  -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000  0.0000 0 0 0 0
-0.0000 -0.0000  0.0000  0.0000 =0.0000  -0.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU12(:,:,4) =
-4.1308 -1.8123 -0.8422 -0.0001  0.0001  0.0000 0 0 0 0
-0.0020 -0.0056 -0.0170  0.0080 =-0.0098  =-0.0002 0 0 0 0
0.0000 -0.0001  0.0000 =-0.0001  0.0000  0.0000 0 0 0 0
-0.0000 -0.0000 -0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0 0 0 0
-0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 =0.0000  0.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
INT (BT
Tenzor A x, (UMW) x5 (U®)
AU13(:,:,1) =
-3.4719  -1.5837 -3.5705  0.5511 -3.2272  1.4342 -1.2698 -4.3078  3.4821  2.7858
-0.0012  0.0104  0.0078  0.0048 =-0.0054 =-0.0032  0.0087  0.0056 -0.0186 -0.0072
0.0000 -0.0000  0.0001 -0.0000  0.0000  0.0002  0.0001 =-0.0001 -0.0000  0.0000
-0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 =-0.0000 -0.0000  0.0000
-0.0000  0.0000 -0.0000  0.0000  0.0000 =0.0000 =-0.0000 =-0.0000  0.0000  0.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU13(:,:,2) =
0.1428  1.8999  -1.3761 1.7615 -0.8966 -0.5011  0.7859  1.8832  1.3395 -0.0389
0.0082  0.0124 -0.0046  0.0091 -0.0055  0.0027  0.0076  0.0145  0.0076 -0.0030
-0.0000 -0.0000 -0.0000  0.0000  0.0000 -0.0000 -0.0000 =-0.0000  0.0001  0.0001
-0.0000  0.0000  0.0000 =-0.0000 -0.0000 -0.0000  0.0000 =-0.0000 -0.0000  -0.0000
0.0000  -0.0000 =-0.0000 -0.0000 =0.0000 =-0.0000 =-0.0000  0.0000 -0.0000  0.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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AU13(:,:,3) =

-0.3803 -0.3021  0.1443  0.3981 -0.8264 -0.2337  0.1584  0.4864 -1.2926  1.0636
-0.0155 -0.0075 -0.0093  0.0116 =-0.0010 =-0.0160 -0.0064  0.0076 -0.0006  0.0292
0.0000  -0.0001 =0.0001 -0.0001 =0.0000  0.0000 =-0.0001 =-0.0000  0.0000 -0.0000
0.0000 =-0.0000  0.0000 =0.0000  0.0000  0.0000 =-0.0000  0.0000  0.0000  0.0000
-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000  0.0000 =0.0000 =-0.0000 =-0.0000  0.0000  0.0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AU13(:,:,4) =
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2N\T (30T
Tenzor A x, (U x5 (UB)
AU23(:,:,1) =
-3.2468  0.0013 -0.0039 -0.0041 =-0.0034  0.0003 0 0 0 0
-0.2272  0.0009 -0.0025 =-0.0025 =-0.0022  0.0002 0 0 0 0
-2.0989  0.0022 -0.0067 =-0.0071 =-0.0059  0.0006 0 0 0 0
2.8490  0.0011 -0.0033 -0.0033 =-0.0029  0.0002 0 0 0 0
-2.5613  0.0014 -0.0041 =-0.0042 =-0.0036  0.0002 0 0 0 0
-2.2363  0.0002 -0.0008 =-0.0008 =-0.0007  0.0001 0 0 0 0
2.2534  0.0026 -0.0078 -0.0081 -0.0069  0.0006 0 0 0 0
-6.3591 -0.0006  0.0021  0.0021  0.0018  -0.0002 0 0 0 0
AU23(:,:,2) =
0.0020  1.4440  0.0008 -0.0017  0.0021  0.0007 0 0 0 0
0.0013  0.1065  0.0005 =-0.0011  0.0013  0.0004 0 0 0 0
0.0035  0.9439  0.0013 -0.0029  0.0036  0.0012 0 0 0 0
0.0017 -1.2506  0.0006 =-0.0015  0.0018  0.0005 0 0 0 0
0.0022  1.1371  0.0008 -0.0018  0.0022  0.0007 0 0 0 0
0.0004  0.9899  0.0002 -0.0003  0.0004  0.0001 0 0 0 0
0.0041 -0.9765  0.0014 =-0.0034  0.0042  0.0013 0 0 0 0
-0.0010  2.8044 -0.0003  0.0009 -0.0011  -0.0004 0 0 0 0
AU23(:,:,3) =
-0.0049  0.0026 -0.7535  0.0086 =-0.0011  0.0002 0 0 0 0
-0.0030  0.0017 -0.0577  0.0055 =-0.0008  0.0002 0 0 0 0
-0.0084  0.0044 -0.4966  0.0150 -0.0020  0.0004 0 0 0 0
-0.0040  0.0021  0.6462  0.0073 -0.0011  0.0003 0 0 0 0
-0.0050  0.0027 -0.5944  0.0090 -0.0012  0.0003 0 0 0 0
-0.0010  0.0005 -0.5147  0.0016 -0.0002  0.0000 0 0 0 0
-0.0096  0.0051  0.4995  0.0174 -0.0024  0.0006 0 0 0 0
0.0025 -0.0013 -1.4541 -0.0047  0.0007  -0.0001 0 0 0 0
AU23(:,:,4) =
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tenzor S = A x; (UM)T x, (UPHT
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Ovéfeni presnosti || A — Sy x4

U

X9

Uy

X3

Uy

> norm(A(:)-kron(kron(U3(:,1:r3),02(:,1:r2)),U1(:,1:r1))*SA(:))
ans =

9.7434e-15
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C Aproximace tenzoru z ptilohy B tenzorem
nizSiho ranku

Spocteme nékolik aproximaci tenzoru A tenzorem hodnosti (t1,ts,t3), spocteme
normu chyby a porovname s odhadem (4.2) z véty 7. Vypocet aproximace a chyby
lze v. MATLABu provést néasledujicim zpusobem:

> truncSA = SA(1:t1,1:t2,1:t3);
> approxA = reshape (kron(kron(U3(:,1:t3),02(:,1:t2)),U1(:,1:t1))*truncSA(:), [n1,n2,n3]);

> norm(A(:)-approxA(:))

Tabulka C.1 obsahuje singuldrni éfsla rozvoji A, ¢ = 1,2, 3, tenzoru A, tabulka C.2
pak pozadované hodnosti aproximaci, skute¢né hodnosti aproximaci, odhady (4.2)
a spoctené skutecné chyby aproximaci. Z tabulky C.2 je vidét, ze pfi postupu po-
psaném ve vété 7 muze dojit ke snizeni hodnosti vice, nez jsme zamysleli. Dale
vidime, ze (4.2) je skuteéné pouze hornim odhadem chyby aproximace. V nékterych
pripadech vsak muze nastat rovnost. Specidlné se tak stane tehdy, pokud chce hod-
nost redukovat jen v jednom mdédu. Pak se nerovnost (4.2) redukuje na rovnost a
véta 7 na Schmidtovu—Eckartovu—Youngovu—Mirského vétu (véta 2). Z toho, ze se
pri aproximaci popsané vétou 7 muze snizit hodnost v nékterych médech vice nez
jsme zamysleli, Ize tusit, ze obecné mohou byt aproximaci zasazena ruznda singularni
¢isla v ruznych rozvojich. Tento jev ilustruji obrazky C.1, C.2 a C.3.

Tabulka C.1: Singulérni ¢isla aje), i =1,...,n, jednotlivych rozvoju A, ¢ =1,2,3,

j =
tenzoru A € R¥*104 hodnosti (5, 6, 3).

¢ | Singularni éisla aﬁ.@

1| 10.0000 0.0562 3.1623-10~* 1.7783-107% 1.0000-10~8
8.9522 3.9551 2.0536 0.0315 0.0136 0.0025
31 89522 3.9551 2.0538

IPfestoze vektorovy rank je vpodstaté vektor celych ¢isel a zapis v > w pro vektory v a w € ZF
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Tabulka C.2: Tenzor A hodnosti (5, 6, 3) aproximujeme tenzorem hodnosti (¢1, 2, t3)
uzitim véty 7, ziskany aproximant B ma vSak obecné hodnost (p1, pe, p3). V pripadé,
ze chceme hodnost tenzoru snizit jen v jednom mdédu, odhad (4.2) se redukuje na
Schmidtovu-Eckartovu—Youngovu-Mirského vétu (véta 2) a je presny, tj. identicky
(=) s chybou. Viz také poznamku pod ¢arou na str. 71 a obrazky C.1, C.2 a C.3.

(ti,t2,t3) > (p1,p2,p3) | Odhad (4.2) > Chyba |A - B]||
(4,6,3) = (4,6,3) | 1.0000-10~% = 1.0000-10~8 (¢{")
(3,6,3) (3,6,3) | 1.7783.100¢ = 1.7783-10~
(2,6,3) = (2,6,3) |3.1623-10* = 3.1623-104
(1,6,3) > (1,3,3)' |0.0562 = 0.0562

(5,5,3) = (5,5,3) | 0.0025 = 00025 (o)
(5,4,3) = (5,4,3) | 0.0138 = 0.0138

(5,3,3) = (5,3,3) |0.0344 = 0.0344

(5,2,3) = (5,2,3) | 20539 = 2.0539

(5,1,3) > (3,1,3) | 4.4566 = 4.4566

(5,6,2) = (5,6,2) | 2.0538 = 20538 (o3 obr. C.1)
(5,6,1) > (5,5,1) | 4.4565 = 44565 (obr. C.2)
(3,3,3) = (3,3,3) |0.0344 > 0.0344

(2,2,2) = (2,2,2) | 2.9046 > 2.0540

(1,1,1) = (1,1,1) | 6.3028 > 4.4566

(5,2,2) > (4,2,2) | 2.9046 > 2.0540 (obr. C.3)

témeér vyhradné znamend, ze v; > wj, tj. kazda slozka vektoru v je ostfe vétsi nez odpovidajici
slozka vektoru w, v tabulce C.2 pouzivame symbol ,,>“ v nepatrné jiném vyznamu. Napf. zapis
(1,6,3) > (1,3, 3) pouzivame pro to, Ze se jednd o hodnosti tenzoru a abychom zduraznili fakt, ze
hodnost tenzoru, ktery jsme ziskali, (vpravo) je ostte mensi nez hodnost pozadovand (vlevo).
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Obrézek C.1: Singuldrni ¢isla jednotlivych rozvoji A, ¢ = 1,2,3, tenzoru A (tlusté
cary) a jeho aproximace tenzorem hodnosti (5,6,2) (tenké cary).
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Obrézek C.2: Singuldrni ¢isla jednotlivych rozvoji A, ¢ = 1,2,3, tenzoru A (tlusté
¢ary) a jeho aproximace tenzorem hodnosti (5,6, 1) (tenké cary).
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Obrézek C.3: Singuldrni ¢isla jednotlivych rozvoji A, ¢ = 1,2, 3, tenzoru A (tlusté
¢ary) a jeho aproximace tenzorem hodnosti (5,2, 2) (tenké cary).
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