TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI

Fakulta mechatroniky, informatiky a mezioborovych studii

BAKALARSKA PRACE

Liberec 2011 Pavel Exner



TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI

Fakulta mechatroniky, informatiky a mezioborovych studii

Studijni program: B2612 - Elektrotechnika a informatika

Studijni obor: 2612R011 - Elektronické informacni a fidici systémy

Interpolacéni tridy pro funkce realné

proménné s aplikaci v hydrologii

Interpolation classes for functions of real

variable with application in hydrology

Bakalarska prace

Autor: Pavel Exner
Vedouci préce: Mgr. Jan Brezina, Ph.D.

V Liberci 19. kvétna 2011



Zadani



Prohlaseni

Byl jsem seznamen s tim, Ze na mou bakalaiskou praci se plné vztahuje
zékon ¢. 121/2000 o pravu autorském, zejména § 60 (Skolni dilo).

Beru na védomi, ze TUL ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy
o uziti mé bakalarské prace a prohlasuji, Ze sou hlasims pri-
padnym uzitim mé bakalarské prace (prodej, zapujceni apod.).

Jsem si védom toho, zZe uzit své bakalaiské prace ¢i poskytnout li-
cenci k jejimu vyuziti mohu jen se souhlasem TUL, ktera ma pravo ode
mne pozadovat priméreny prispévek na thradu nékladi, vynalozenych
univerzitou na vytvoreni dila (az do jejich skute¢né vyse).

Bakalarskou praci jsem vypracoval samostatné s pouzitim uvedené
literatury a na zakladeé konzultaci s vedoucim bakalarské prace a kon-

zultantem.

Datum

Podpis



Abstrakt

V oboru hydrologie se pfi modelovani nenasyceného proudéni vody
v poréznim prostiedi opakované pocitaji slozité funkce, kde je pro-
ménnou veli¢inou tlak. Tyto funkce lze aproximovat s urc¢itou chybou
a ziskat tak jejich jednodussi popis. Vyhodou aproximaci je snazsi vy-
hodnocovani funkéni hodnoty v bodé, coz by mélo vyrazné urychlit
béh programu.

Tato bakalarska prace se zabyva popisem funkci jedné proménné,
vypoctem jejich funkénich hodnot, derivaci a predevsim jejich inter-
polaci. Jsou zde popsany vybrané interpolac¢ni metody a zaroven navr-
zeny mozné zpusoby algoritmizace. Zakladni myslenkou je tvorba in-
terpolace pomoci spline funkce. V této praci se rozlisuje spline Lagran-
geova typu a spline Hermitova typu. Dilezitou soucasti je moznost
aplikace adaptivniho pristupu na tyto metody, tzn. umoznéni adap-
tivni volby uzli pfi minimalizaci chyby interpolace.

Ziskané teoretické poznatky se pak implementuji v jazyce C++.
Mezi hlavni charakteristiky programového feSeni patii pouziti Sablon
pro funktory k popisu funkce jako takové. Vypocet derivaci je prova-
dén metodou automatické diferenciace. Dtiraz je kladen na obecnost
navrhu a na rychlost predevsim téch c¢asti programu, které obsluhuji
vytvorenou interpolaci.

Navrzeny systém ma slouzit pro tvorbu interpolaci hydrologickych

funkci s velmi rychlym vyhodnocovanim.

Klicova slova:

interpolace, spline, Sablony, C+-+



Abstract

Very complicated functions in which the only variable is pressure are
repeatedly evaluated during the modeling of the unsaturated flowing
of water in the porous material. These functions can be approximated
with a specified tolerance. The main advantage of using the appro-
ximation is making the evaluation simpler and faster which should
speed up the main modeling algorithm.

This bachelor thesis is aimed at the description of the functions
depending on one variable, computing their values and derivates and
especially their interpolations. Selected methods of interpolation are
described and the algorithms of these methods are suggested. The
main idea is using the interpolations with spline functions. There are
two types of spline functions in the thesis — Lagrange and Hermit
spline. The possibility of making these two methods adaptive is very
important. Adaption means that one can change the nodes to minimize
the error of the interpolation.

The theoretical knowledge is then implemented in the C++ langu-
age. One of the main code features is the description of functions using
the templates on functors. The automatic differentiation algorithm is
used to compute the derivates of functions. Emphasis is placed on the
complexity of the code and the speed of evaluating the interpolations.

The system should be used for creation interpolations of hydrolo-

gical functions with very fast evaluations.

Keywords:
interpolation, spline, templates, C++
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1 Uvod

Bakalarska prace si klade za cil vytvorit nastroj pro tvorbu interpo-
laci funkci jedné realné proménné. Vybrané matematické metody k ur-
¢eni interpolace prevadi do programové implementace v jazyce C++.
Pouziva nékteré zajimavé programatorské pristupy a vytvari uceleny

systém trid a metod.

1.1 Motivace

Slozitost funkci v oboru hydrologie vede k velké ¢asové narocnosti vy-
poctil. Zejména pii modelovani nenasyceného proudéni vody v poréz-
nim prostiedi se vyhodnocuji funkce ve mnoha bodech a pravé rych-
lost ziskani funk¢énich hodnot je zde omezujici. Pocitané hydrologické
funkce zavisi na jedné proménné — na tlaku, coz je jednim z pfed-
pokladii této prace. Dalsim predpokladem je znalost predpisii téchto
funkci a moznost tyto funkce aproximovat. Dvé vybrané funkce — hyd-
raulickd vodivost a vodni saturace — byly nejprve prepsany z jazyka
Fortran do C++, aby poté na nich mohla byt vyzkousSena interpolace.

Vysledna knihovna by méla najit uplatnéni vsude, kde je potieba
vyhodnocovat velmi slozité funkce s dirazem na rychlost vypoctu
a kde je mozné danou funkci nahradit jejim piiblizenim. Neopome-
nutelnym cilem je i dostate¢na obecnost a moznost jejiho dalsiho roz-
Sitfovani, ¢i tprav, a to predevsim matematického aparatu, tj. inter-
polacnich nebo obecné aproximacnich metod bez nutnosti zasahu do

navrzeného systému.
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1.2 Struktura prace

Abychom ziskali predstavu, co by nam knihovna méla ve vysledku
umoznit, uvedeme si jiz na tomto misté struc¢ny ptiklad tvorby inter-
polace pomoci knihovnich t¥id (viz obr. 1). Konkrétni zapis piikazi
zde neni dilezity, podstatnéjsi je nyni schéma po pravé strané obr. 1,
které naznacuje, o co v jakém kroku jde. Na konci tohoto textu jiz

budeme védét, co se skryva pod jednotlivymi bloky schématu.

FunctorValue<MyFunction> myfunc; funkce —=MPE% o Gpiekt funktor

parametr

Lagrange *lag = new Lagrange();

Objekt interpolace

lag->SetDegree(3);

lag->SetStep(1.0); i Nastaveni parametr(
lag->SetInterval(0.0,10.0); interpolace |
lag->AddCond(lInterpolation::LeftBC,1,3.0); (krok,interval,pocatecni
lag->AddCond(lInterpolation::RightBC,2,5.0); podmmky,extrapolace)
lag->SetExtrapolation(3,3); navratova hodnota
InterpolantBase *interpolant; Objekt interpolant

interpolant = lag->Interpolate(myfunc);

double value = (*interpolant)(4.0); © Volani jako funkce

obr. 1: Ptiklad pouziti knihovny v programu

V prvni ¢asti si popiSeme jaké matematické postupy budeme imple-
mentovat do naseho systému. To bude zahrnovat pouzité interpolacni
metody splinu Lagrangeova a Hermitova typu. Dil¢i matematické me-
tody napf. pro vyhodnocovani chyby Feseni (vypocet norem), evaluaci
polynomu v bodé a jiné uvedeme na pfrislusném misté. V dalsich ka-
pitolach se potom budeme zabyvat implementaci jednotlivych metod

a popisem trid.
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Postup (implementa¢ni ¢ast) mizeme rozdélit do nékolika etap,
ve kterych jsme tesili dil¢i problémy. Zakladem bylo navrhnout ob-
jekt, ktery bude popisovat matematickou funkci, bude vhodné vyhod-
nocovat jeji hodnotu a derivaci v néjakém bodé (vyuziti knihovny
FADBAD++). Takovy objekt potom bude vstupem do systému zo-
becnénych funktort, ktery si priblizime v kapitole 3.

V dalsi etapé se zamérime na navrh trid, které budou vyhodnocovat
vlastni interpolaci. Vstupni i vystupni objekt bude potomkem obec-
ného funktoru. Vystupni objekt nazveme interpolant, popiseme jeho
metody a to pfedevsim vyhodnocovani hodnoty, derivace a integralu,
jeho extrapolaci a dalsi. PopiSeme i pomocné ttidy definujici okrajové
podminky, polynomy a také rozhrani s knihovnou CLAPACK, kterou
vyuzivame pfi interpolaci k vypoctu vzniklé pasové matice.

Po navrhu interpolacnich tfid, které braly v ivahu vypocet pouze
k implementaci adaptivity. V kapitolach vénovanych této etapé roze-
bereme, jakym zptsobem k adaptivni interpolaci pristupujeme, jak
vyhodnocujeme chybu interpolace a dosazeni zadané tolerance a jak
nasledné zjemriujeme sit uzli.

V posledni kapitole chceme ukazat ptiklad pouziti na vybranych
funkcich z oboru hydrologie a zhodnotit vysledky, které jsme s inter-
pola¢nim systémem dosahli. Porovnani provedeme z hlediska casové
narocnosti evaluace puvodni funkce oproti interpolantu s uvedenim
dosazené presnosti — chyby, které jsme se interpolaci dopustili.

VsSechny tiidy a metody jsou okomentovany stylem, umoznujicim

automatické generovani dokumentace systémem Doxygen.
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2 Matematicky popis interpolace

V této kapitole si priblizime problematiku interpolace z matematic-
kého hlediska a definujeme zakladni pojmy. Nejprve zavedeme obecny
pojem aproximace funkce, kterou rozumime hledani funkce jiné, ktera
je v néjakém smyslu jednodussi a kterou je mozné funkci ptivodni
za urcitych podminek nahradit. Aproximovanou funkci mtzeme znat
presné a hledame pouze jednodussi zptisob, kterym bychom ji mohli
s urcitou toleranci vyjadrit, nebo zname jen hodnoty v nékterych bo-
dech a prokladame jimi jinou funkci takovym zptisobem, abychom
minimalizovali odchylku od funkce ptivodni. Aproximace a interpolaci

definuje napt. E. Vitaska (viz publikace [2], kapitola 32, str. 620):

Definice. Zvolime predem konec¢nou mnozinu bod v defini¢nim oboru
aproximované funkce f a zddame, aby hodnoty aproximace a even-
tualné i hodnoty nékterych jejich derivaci v této mnoziné souhlasily
s prislusnymi hodnotami funkce f. V tomto pfipadé mluvime o inter-

polacni aproximaci nebo struéné o interpolaci.

2.1 Interpolace Lagrangeova typu

Uvedeme definici interpolace Lagrangeova typu klasickou spline funkci

(viz [3], kapitola 5.3, str.85-89)

Definice. Necht jsou dany body a = zy < 1 < ... < x, = b (nazy-
vame je uzly). Spline funkce ¥adu r s uzly z, ... ,x, nazveme funkci
S(x), ktera spliiuje nasledujici podminky:

(1) V kazdém intervalu (z;, x;11) je polynomem nejvyse fadu r.

(2) Funkce S ma spojité derivace az do fadu r — 1.
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Spline funkce 1. fadu je po ¢astech linearni, jejimz grafem je lomena
¢ara. V uzlech splituje podminku (1), tj. ma spojitou 0. derivaci, resp.
spline funkce je spojita. Konstantni aproximace této definici jiz nevy-
hovuje plné (derivace -1. fadu pro nas nebude mit smysl), ale uplat-
nujeme podminku (2). Nejéastéji pouzivané jsou kubické spliny (spline
funkce 3.fadu). V této préci jsme misto nékolika t¥id navrhli jedinou
obecnou tridu Lagrange, kterd implementuje Lagrangeovu metodu pro
libovolny ¥ad. Timto krokem jsme obétovali nékteré vyhody (prede-
v§im jednoduchost konstrukce interpolantu pro konstantni, linearni a
kubickou interpolaci), ale ziskali nové moznosti, zcela obecny pfistup
a usporili fadky kodu.

Uvedme nyni z ¢eho vychazime p¥i implementaci. Abychom teo-
rii propojili pfimo s kédem, budeme do nésledujiciho textu vpisovat
i ndzvy metod t¥idy Lagrange, ve kterych je dany problém zpracovan.

Méjme sit n + 1 uzla
Loy L1y ooy Ljy « ooy T, (1)

ve kterych zndme (miZeme vypocitat - metoda SetFunctionValues)

n + 1 funk¢énich hodnot

vafl;-'~7fi7"'7fn' (2)

Mezi uzly hleddme n polynomi radu r

P, P B, ..., P, (3)
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které maji derivace az do radu r — 1

P(z) = ¥ +ajx+aiz®+... +ala"
Pl(z) = of +2a%x+...+rajz"!

Pl(z) = 2a2+6air+...+r(r—1ajz"?

]

'k k+1 lr
(k) vk v 2kl r..r—k
P (x) = !O%—i_ % $+"'+!(r—k)aix
!
(r—1) r—1 Ty

Koeficienty polynomt o/ jsou neznamé, kterych je n(r+1). Z pod-
minky spojitosti (nulté derivace) neboli rovnosti funkce a interpolantu

v uzlovych bodech vyplyva 2n nasledujicich rovnic

Pi(z0) = fo
P2($1):P1($1) = fi

Pi(z;) = P—i(xi) = fi

Pn(xn—l) — Pn—l(ajn—l) — fn—l
P.(x,) = fa. (5)

Z podminky spojitosti r — 1 derivaci splinu v n — 1 uzlovych bodech

(bez krajnich) vyplyva (n — 1)(r — 1) rovnic

Pl(z;) = P_(zi)

]

PU) = PLV@)  poi=2..n (0

7
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Zatim uvedené rovnice plnime do matice v metodé PutEquations.
Nutno jesté zminit, Ze v ramci spline funkce omezujeme defini¢ni obor
polynomu P; na interval (x[i — 1], z[i]) a ten zaroven o —x[i — 1] po-
souvame (tzn. Ze jeho interval musime zapsat (0, xz[i] — z[i — 1]) ). To
ma samoziejmé vliv na hodnoty koeficientd a takovy tvar polynomu
nazyvame normalizovy.

Nyni nam zbyva jesté r — 1 rovnic, abychom mohli urcit vSechny
koeficienty. T'yto rovnice nam daji poc¢ate¢ni podminky. Na levé strané
strané i na pravé strané intervalu mame r — 1 nedefinovanych derivaci.
Mizeme si zvolit libovolny pocet podminek na libovolné strané, ale
dohromady jich musime mit definovano presné » — 1. Na levé mame

tyto moznosti:

P{(SL’()) = U

-1
P () = oy (7)
Podobné na pravé strané mitizeme definovat podminky:

Pl(z,) = v

Pér_l)(xn) = Up-1. (8)

Pokud je definovan mensi pocet podminek, zavola se metoda AutoAdd,
ktera urci pocet potiebnych podminek, rozdéli je rovnomérné na levou
a pravou stranu a od nejvyssich derivaci je vyplni nulami. Na poctu
okrajovych podminek zavisi rozmér matice, takze metoda AutoAdd
se vola jesté pred alokovanim matice, ale metoda PutBC, ktera plni

podminky do matice, se vola az pri plnéni matice.
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Na schematickém zdzornéni matice (obr. 2) je pfipad pro interpo-
laci splinem 3. ¥4du na intervalu (z[0], z[3]) . Carkovanou ¢arou jsou
oddéleny Fadky obsahujici okrajové podminky (z nich musime vybrat
jen 2, jinak by soustava byla pfeurcend). Pravou stranu tvoii funkéni
hodnoty a hodnoty okrajovych podminek. Za zminéni stoji také fakt,
ze submatice pro jednotlivé polynomy (v pfikladu o rozmérech 4x4), se

podél diagonaly opakuji, pouze krajni submatice se lisi dle okrajovych

podminek.
Xo X1 X, X3
Py P, P3
ay oy oy aylag ol o o |ag o o a
0 1 u,
0 0 2 u,
T e
1 1 1 1 0 f,
1 2 3|0 A
2 6|0 o0 -2 0
0 1 0 0 0 f
1 1 1 1 0 f,
1 2 3|0 A
2 6|0 o0 -2
0 1 0 0 0 f,
1 1 1 1 f;
S N A S
2 0 V2

obr. 2: Priklad sestaveni matice
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2.2 Interpolace Hermitova typu

Ackoli v systému zatim nebyla implementovana, popiSeme zde i me-
todu interpolace Hermitovym splinem. Je jednou z téch, ktera pro se-
staveni interpolantu predpoklada znalost derivace funkce, coz vedlo k
zavedeni moznosti urc¢ovat derivaci do tohoto systému pomoci knihovny
FADBAD++. Uvedme si definici E. Vitaska z publikace [2], kapi-
tola 32.9, definice (3):

Definice. Hermitovym splinem stupné 2k — 1 (k > 1 celé) pro uzly
a=x9<11<...<2,=0>
rozumime funkci, ktera je v kazdém intervalu
(xiyTiy1),1=0,...,n—1

rovna polynomu stupné nejvyse 2k — 1 a kterd ma v celém intervalu

(a,b) spojité derivace az do fadu k — 1 vCetné.

Uvazujme pro zjednoduseni kubicky hermitovsky spline, na inter-
valu s ekvidistantnim rozdélenim uzlovych bodi. Mizeme pak odvodit
konkrétni vztahy pro algoritmizaci. Budeme tvorit polynomy 3. radu
(k = 2) a v uzlovych bodech budeme pozadovat rovnost 1. derivace
polynomt (k — 1 = 1). Interval budeme délit konstantnim krokem h

a podintervaly budeme uvazovat normalizované (viz minula kapitola)
(i, zi +h) — (0,h).

Oznacime funkéni hodnotu f; a derivaci g; funkce v i-tém uzlu. Uva-

zujeme polynom (obdobné jako v (4) pro fad r = 3)

Pi(z) = &) + ajz + af2® + ala’. (9)
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Potom
F(0) = fi, Pi(h) = fin, P/(0) = gi,
Dosazenim (10) do (9) dostaneme

0 |
a; = fi, a; = fiy1,

18

P/(h) = gi+1. (10)

a@?h? +a?h* +ajh + ) = fiiq,

3a5h* + 202h + a) = gi41.

(11)

Ze soustavy (11) vypocitame vztahy pro vSechny koeficienty (12), které

poté pouzijeme do algoritmu.

w

fi— fix1 9+ giva

Y

5 fivi = fi  29i + gina
2 _ 3

Q; 7o + 3

Oézl = fi-i-l:

(12)

Tyto zjednodusené vztahy lze odvodit i pro proménny krok h, coz

by umoznilo pouziti adaptivni metody se zjemnovanim rozlozeni uzlo-

vevs

lichy, protoze r = 2k — 1). Potom bychom dosahli iplné univerzal-

nosti, je vSak otazkou, zda by viibec spliny vyssich radd mély smysl

pro realné pouziti.
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3 Tridy pro popis funkce

3.1 Funktor

Nejprve je potfeba uvést, jak budeme v programu pristupovat k ma-
tematické funkci. V objektovém programovani je velice vhodnym pro-
stfedkem tzv. funktor. To muze byt jakykoli objekt (jakkoli rozsahly,
s jakymikoli metodami a ¢leny) ale s pretizenym operatorem (), ktery
vraci hodnotu. Jednoduché funkce 2% pak miiZze vypadat obdobné, jak

je uvedeno v kédu 1.

Kéd 1: Ukézka jednoduchého funktoru pro funkci 23

class MyFunction

1

2 {

3 public:

4 template <class T>

5 T operator () (const T& x)
o

7 T z = x*x*X;

8 return z;

o)

10 };

Pro vypocet derivaci pouzivame knihovnu FADBAD-++, ktera de-
finuje své vlastni numerické typy (numericky datovy typ je takovy
typ, ktery ma definované matematické operace napt. +, -, * atd.).
Pti vypoctu derivace se prave tyto typy predvavaji jako parametry
(viz kap. 3.3). Funktor proto musime jesté upravit tim zpusobem, Ze
na metodu operator () pouzijeme Sablonu (template, viz manudl [8]).
Sablona oznacuje vseobecny typ, jehoz funkcionalita mtize byt adap-
tovana na vice nez jeden typ (tfidu), aniz bychom opakovali cely kéd

pro kazdy typ zv1ast.
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Prikladem mtize byt prave i tfida MyFunction v kédu 1. Za t¥idu
class T muzeme dosadit jakykoli numericky typ napt. double, int,
float, nebo pravé z knihovny FADBAD++ typ B<double>. Takto

definovany objekt bude vstupem do naseho systému.

3.2 Struktura funktorovych trid

Abychom mohli pouzit jakékoli obecné templatované funktory, definu-
jeme nad nimi rozhrani, které bude tvorit systém funktort. Uvedeme
na tomto misté strukturu funktorovych tfid (viz obr. 3, plné Sipky

oznacuji dédi¢nost).

A

FunctorValueBase FunctorValue<MyFunction>

T_‘

FunctorDiffBase

A

FunctorDiff<MyFunction>

« InterpolantEq

InterpolantBase

InterpolantAdapt

Polynomial

obr. 3: Struktura systému funktort

Nejobecnéjsim rozhranim je abstraktni tfida FuntorValueBase,
ktera definuje pouze to, ze potomek této tfidy musi mit pretizeny
operator operator(). To pro nas znamena, Ze za timto rozhranim
miize byt schovan jakykoli objekt, ktery umi vratit néjakou hodnotu

double pres tento operator.



3 TRIDY PRO POPIS FUNKCE 21

Kod 2 ukazuje, jak je implementovana tiida FunctorValue, ktera
je verejnym potomkem FuntorValueBase. Neni jiz abstraktni — slovo
virtual pouze tika, Ze je zde implementovana virtualni metoda
z predka. Z prvniho fadku vidime, zZe jde opé€t o Sablonu tridy, class
Func muze predstavovat jakykoli funktor (napiiklad vyse zminénou

funkci 23 — kéd 1).

Kéd 2: Trida FunctorValue

template<class Func>
class FunctorValue : public FunctorValueBase
{
private:
Func fce;

public:
FunctorValue (void) {} //constructor
“FunctorValue(void) {} //destructor

© 9] ~ =] ot - w (8] =
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//overloaded operator () returns value of the function
virtual double operator() ( const double &x )

{

return fce(x);

}

[un
[,

Jun
N

Jun
w

-
'S

Jun
<

b

Jun
=]

Obdobné jsou navrzeny tfidy FunctorDiffBase (viz priloha A.1)
a FunctorDiff, které vychazi ze tiid zalozenych na vraceni hodnoty.
Je v nich ale navic implementovan vypocet derivace, ktery rozebereme
podrobnéji v kapitole 3.3. Na tomto misté pouze zminime, Ze se deri-
vace vraci strukturou der, ktera obsahuje jak hodnotu derivace, tak
i funkéni hodnotu.

Ostatni tfidy zakreslené do schématu na obr. 3 ukazuji, jak jsou
zatazeny do struktury funktord. Ttidy Polynomial, InterpolantEq,

InterpolandtAdapt a InterpolantBase popiseme blize v kapitole 4.1.
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Tyto tridy nam umoznuji v kédu deklarovat nebo konstruovat ob-
jekt napriklad jednim ze zapisi v kédu 3. Konstrukce se mize zdat
slozita, ale umoznuje pouzivani obecné definovanych funktort a od-
stranuje také komplikaci virtualni metody, kterda nemtze byt zaroven

Sablonou.

Kéd 3: Moznosti tvorby funktoru

FunctorValue<MyFunction> f1;
FunctorValue<MyFunction> *f2

= new FunctorValue<MyFunction >();
//using abstract class as interface
FunctorValueBase xf3 = new FunctorValue<MyFunction >;
FunctorDiffBase %f4 = new InterpolantAdapt ();

=] ot - w (8] -

3.3 Derivace a knihovna FADBAD-+-+

Pro ziskani derivace pouzijeme volné dostupnou knihovnu s nazvem
FADBAD-++ [6] (Flexible Automatic Differentiation). Tato knihovna
implementuje techniku automatické diferenciace pomoci Sablon a pre-
tizenych operatorid. Nabizi metody dopfedné a zpétné diferenciace
a Taylortiv rozvoj. Jednotlivé metody jsme postupné vyzkouseli a pro-
toze potrebujeme zatim pouze prvni derivaci, rozhodli jsme se pouzit
zpétnou metodu. V pripadé, ze bychom potiebovali derivace vyssich
radi, lze pouzit Taylortv rozvoj nebo kombinaci vice metod alespon
pro druhou derivaci.

Knihovna pouziva templatovanou automatickou diferenci na funkce
implementované v C++. Abychom mohli pouzit automatickou dife-
renci, prepiSeme aritmetické typy v kédu (napft. double) za Sablonové
typy (tzv. AD-typy) F<double>, B<double>, T<double>. Misto ma-

nualniho prepsani zminénych typt je pouzita praveé template, ktera
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umoznuje zavolani operator() jak s parametrem typu double, tak
napr. s parametrem B<double>.

Uzivatel pak musi zadat vstupni a vystupni proménné, vzhledem
ke kterym se bude derivovat. Pti vypoctu se vytvori orientovany acyk-
licky graf, ktery popisuje vypocet funkce a ze kterého potom knihovna
urci jednou z metod derivaci. V nasledujicich podkapitolach popiseme

dva pristupy — zpétnou diferenci a Tayloriiv rozvoj.

3.3.1 Ziskani derivace zpétnou metodou diferenciace

V kédu 4 je zobrazena metoda Diff z tfidy FunctorDiff. Nejprve
je definovana struktura der, ktera je navratovou hodnotou. Obsahuje
funkéni hodnotu f a derivaci dfdx. Toho vyuzivame pii interpolaci,
kde vétsinou s derivaci potfebujeme i funkéni hodnotu a zaroven tim
dodrzujeme shodu s knihovnou FADBAD++, ktera také vraci obé

hodnoty najednou.

Kéd 4: Metoda vracejici 1. derivaci

struct der

1
2 {
3 double f;
4 double dfdx;
5}
6
7 virtual der Diff ( const double &i_x )
8
{
9 B<double> x(i_x); // Initialize arguments
10 Func func; // Instantiate functor
11 B<double> f(func(x)); // Evaluate function and record DAG
12 f.diff(0,1); // Differentiate
13
14 der d; //structure der

15 d.f = f.x(); // Value of function
16 d.dfdx = x.d(0); // Value of df/dx
17 return d; // Return function value

s}
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Ackoli by se opét hodilo pouzit template, pouzivime na pevno
dany typ double, protoze nase metoda je virtualni a nemtize byt tudiz
zéaroven templatovanéd (template kéd je generovan v ¢ase kompilace,
zatimco vybér zadané virtualni funkce je zalezitosti run-time).

Pii vypoctu derivace se nejdfive inicializuje proménna x (viz kéd 4,
radek 9). Poté vytvorime instanci funkce a zavolame ji. Tim se zkon-
struuje DAG diagram. Piikazem f.diff (0,1) se urci diference vzhle-
dem k dané proménné — (0,1) vyjadiuje proménnou na pozici 0 v jed-
noprvkovém poli, knihovna FADBAD++ umi totiz derivovat i podle
vice proménnych. Na dalSich fadcich se jen ziskané hodnoty vlozi do

struktury der, ktera je navratovou hodnotou.

3.3.2 Ziskani derivace z Taylorova rozvoje

Tato metoda byla vyzkousena, ale zde ji uvadime pouze jako obec-
nou ukazku, v nasi praci by bez tprav nemohla byt pouzita ze dvou
divodl. Prvnim je template parametr class U, ktery bychom mu-
seli odstranit a doprfedu pocitat s typem double, protoze metoda je
virtudlni (divod uveden vyse). A za druhé bychom museli vracet hod-
notu pres strukturu der a vlozit do ni za funkéni hodnotu prvni prvek
Taylorova rozvoje.

Implementaci, kterd pouziva Taylortv rozvoj k ziskani derivace
ukazuje kod 5. V této metodée pribyva vstupni paramter n, kterym
rikdme, jaky rad derivace zadame.

Nejprve deklarujeme proménné AD-typu T<U>, kde U muze byt
typicky double. Na tfadku 5 inicializujeme proménnou. Poté iniciali-

zujeme prvni stupen Taylorova rozvoje, abychom urcili vzhledem ke
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které proménné budeme funkci rozvijet. Na dalsim radku se napoci-
taji funkéni hodnoty a vytvori se DAG. Radek f.eval(N); napocita do
pole f[0] ... f[N] ¢leny Taylorova rozvoje do fd4du N. Matematicky je

Taylortiv rozvoj definovan takto:

f'(a) f"(a)
1! 2!

f"(a)

(x—a)*+- -+

(x—a)+

(z—a)" (13)

Abychom ziskali derivaci, musime vynasobit prislusnym faktoridlem
jednotlivé s¢itance (13), které odpovidaji f[0]... f[N]. To provadime

ve for cyklu a nasledné uz vracime zadanou n-tou derivaci.

Kéd 5: Metoda vracejici n-tou derivaci

template <class U>
U Der(U i_x, int n)
{

<U> x, f;

X = i_X;

x[1] = 1;

f = fce(x);

f.eval (N);

© 9] ~ =] ot - w (8] -
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for(int i = 0; i < N; i++)
{
f[i] = f[i] * this—>Factorial(i);

}

return f[n];
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4 Tridy pro tvorbu interpolace

4.1 Struktura interpolac¢nich trid

Schéma tfid ukazuje stavbu interpola¢ni ¢asti knihovny (plné Sipky

znaci dédi¢nost, prazdné Sipky tok dat — viz obr. 4).

linterpolation

x(]
Lagrange Adaptive
InterpolantAdapt

InterpolantEq InterpolantAdapt

obr. 4: Struktura interpolacnich t¥id

Rozhrani pro vsechny interpolace poskytuje abstraktni trida
IInterpolation (viz pfiloha A.5). Kazdy objekt tvofici interpolaci
musi obsahovat fad interpolace M, pole uzlovych boda (vector<double>
x), interval (double a,b) a okrajové podminky (BCondition lefcond,
rightcond). Proménnou double step definujeme krok mezi uzlovymi
body v pripadé ekvidistantniho déleni intervalu, u adaptivniho pfi-
stupu mizeme jeho prostfednictvim urcit pocatecni krok. V pripadé
urceni uzlovych bodt z vnéjsku (pfiznak bool x defined) je krok
potlacen — ve schématu je pole, ackoli se jedna o vektor, symbolicky
zapsano x[]. Extrapolace je definovana radem extrapolujiciho poly-

nomu na kazdé strané proménnou left_degree a rightt_degree.
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Vétsina vefejnych metod umoznuje nastaveni a spravu vyse zminé-
nych proménnych. Interpolace se pocita ve virtualni metodeé
Interpolate, kterd je implementovand v potomcich (Lagrange
a Adaptive). Jejim parametrem je reference na interpolovanou funkci.

Rozhrani také obsahuje metodu ComputeError, kterou dokazeme
urc¢it chybu interpolace, neboli rozdil mezi ptvodni funkci a interpo-
lantem (viz kapitola 4.4). Metoda GetPolynomialErrors vraci pointer
na tzv. prioritni frontu pq, ktera obsahuje chyby jednotlivych poly-
nomu (blize opét v kapitole tykajici se chyby 4.4).

Na levé vétvi diagramu (obr. 4) jsou tfidy, které implementuji kon-
krétni metody interpolace. Vyhodnocovani probihé dle zadanych para-
metri, a to bud s ekvidistantnim délenim nebo s definovanym rozloze-
nim uzlovych bodt — tomu odpovida i vystupni objekt InterpolantEq
nebo InterpolantAdapt (popsény v nasledujicich podkapitolach).
Lagrangeova metoda (Lagrange) je navrzena pro obecny fad splinu
a bude popsana v kapitole 4.2. Na stejné tirovni by se implementovala
i Hermitova metoda popsana v kapitole 2.2.

Trida Adaptive vyuziva jiz navrzenych implementaci a pouze ob-
sluhuje adaptivitu (neimplementuje zadnou interpola¢ni metodu). Po-

drobnéji bude popsana v samostané kapitole 4.5.

4.1.1 Tr¥idy popisujici vystupni objekt — interpolant

Nyni popiseme t¥idy definujici typ vystupniho objektu interpolace.
Zakladni prvky a metody obsahuje tf¥ida InterpolantBase (viz pii-
loha A.2), ktera je pfedkem konkrétnich interpolant. Drzi vektor po-

lynomti polynomials vytvorené interpolaci, dale polynomy extrapo-
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lace pro levou a pravou stranu a interval, pro ktery byla interpolace po-
¢itdna. Tato t¥ida je potomkem FunctorDiffBase (viz obr. 3), a proto
implementuje metody operator() a Diff. Dale umoziiuje pocitat in-
tegral a urcit extrapolaci z krajnich polynom.

Pti vyhodnocovani hodnoty v néjakém bodé probiha vyhledavani
prislusného intervalu, coz zatizuje metoda FindPolynomial, ktera vra-
ci pozici polynomu v poli (vektoru). Virtudlni je z divodu rtzného
vyhledavani ve dvou pripadech. V prvnim mutiZzeme mit interpolaci
ekvidistantni, kdy je pozice polynomu urcena krokem a hledani tak
trva konstani dobu (tfida InterpolantEq, viz pfiloha A.3). Ve druhém
pripadé se miize jednat o interpolaci adaptivni — InterpolantAdapt
(viz ptiloha A.3), ¢ili s obecnym rozlozenim uzlovych bodt, a polynom
se pak hledd metodou puleni intervalu (pfistupy vyhledavani v poli
blize uvedeny v Numerical Recipes [4], kapitola 3.4 How to Search an

Ordered Table).

4.1.2 T¥ida Polynomial — polynom

Ttida Polynomial popisuje polynom, ktery je zakladni stavebni jed-
notkou interpolantu (deklarace t¥id uvedeny v pifloze A.4). Clen degree
nese informaci o faddu polynomu. Velikosti vektoru coefs, ktery obsa-
huje koeficienty polynomu, odpovida ¢islo degree+1. Kazdy polynom
ma také pomoci a,b definovany interval, na kterém uvazujeme jeho
platnost v ramci interpolace.

Metody polynomu jsou viceméné ziejmé z dédicnosti — predkem je
FunctorDiffBase. Operator operator () vraci hodnotu, metoda Diff

derivaci v bodé. Integral spocita integral pro dany interval, nebo bez
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parametrd na intervalu definovaném polynomem.

Vypocty hodnot polynomu provadime tzv. Hornerovym schéma-
tem, které vyhodnoceni polynomu (s mocninami) pfevede na posloup-
nost nasobeni. V nasledujicich vztazich uvadime vypocet pro polynom
r-tého fadu, viz rovnice (14) pro hodnotu, rovnice (15) pro integral

a rovnice (16) pro derivaci.

p(:C) =, + ar_lx’"_l +...t+toxr+oayg=

=(..(yrt+a_1)r+a_2)...+a1)r+ a (14)
. Qy Qo o Qo
tydt = ——a" 4+ T 4 —a? =
/Op() e R
pgq Q. Qpr—1 aq
=1 ... — ceet+— 15
( <r+1x+7“)$+7“—1> —|—2>:E+ozo>x( )

d
ap(az) =ra, 2" P+ (r— Doy 2+ . 4 20+ a) =

=(..rapz+(r—Day_1)z+ (r—2)a,_2) ...
ot 20)x 4+ o (16)

Z téchto predpisi dostavame jednoduché rekurentni predpisy:

Po = Qp

p; = Dj_1T+ oy pro j=1,...,r; t=r—j (17)

Qi

I; = <1j1+t+1>x pro j=1,....r; t=r—j (18)

Dy = ra,

D; = Dj_1z+toy pro j=1,....r—1 t=r—j (19)
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4.1.3 Tr¥ida BCondition — okrajové podminky

Okrajové podminky splinti byly navrzeny co mozna nejuniverzalnéji
a nakonec si vyzadaly vlastni samostatnou t¥idu BCondition (viz pii-
loha A.8). Ta ma metody pro pfidani, odstranéni hodnot a také pro
automatické naplnéni. Samotné podminky jsou uklddany do vektoru
a to ve strukture defvalue, kterd mimo hodnotu derivace obsahuje
jesté bool proménnou udéavajici, zdali je dana derivace definovana
nebo ne.

Metoda automatického doplnéni okrajovych podminek AutoAdd by-
la implementovana primo do tfidy BCondition. Jejimi parametry jsou
pocet podminek k doplnéni a nejvyssi rad derivace v krajnim bodé —
ty jsou zadany z venku a jsou odvozené od radu interpolace. Metoda
prochazi vektor podminek od nejvyssiho fadu derivace a doplnuje ne-
definované nulami. Pfi nezadani okrajovych podminek vede tedy in-
terpolace na tzv. prirozeny spline, ktery mé napiiklad konkrétné pro

kubicky druhé derivace nulové.

4.2 Trida Lagrange - Lagrangeova interpolace

V této kapitole popiseme algoritmus tvorby interpolace Lagrangeovou
metodou (zédkladni pojmy a byly ukazany v kap. 2.1). Tfida Lagrange
(viz priloha A.6) je potomkem IInterpolation, takze dédi vSechny
¢leny, nastavovaci a dalsi metody. Interpolace je implementovana v me-
todé Interpolate, jejimz parametrem je interpolovany funktor.
Nejprve probiha kontrolni metoda Check, ktera oznami chybu, po-
kud nebyly definovany vSechny potfebné parametry. Nasledné se pro-

vede SetFunctionValues — napocitaji se uzlové body (pokud nejsou
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definovany a je k dispozici pouze krok déleni) a v nich funkéni hodnoty.
Poslednim uzlovym bodem je vzdy konec intervalu b.

Ze znalosti radu splinu, poc¢tu uzli a okrajovych podminek mtizeme
urcit parametry matice, a proto se miize zavolat CreateBandMatrix.
Pokud neni vlozen dostatecny pocet okrajovych podminek, doplni se
nulami symetricky na obé strany. Vytvorime objekt BandMatrixSolve
(rozhrani s knihovnou CLAPACK, viz kap.4.3) s parametry n — rozmeér
¢tvercové matice a rozmérem pasu ku — pocet superdiagonal, k1 —

pocet subdiagonal.

n = (fd&d+1)-(pocet uzla—1)
ku = fad — pocet levych okr. podminek

k1l = 1+ pocet levych okr. podminek

Vyjimkou je ¥fad 0 (konstantni), kdy je n rovno po¢tu uzli a parametry
ku=k1=0. Priklad matice byl uveden na obr. 2

Nyni za¢iname plnit matici. Metodou PutBC se vyplni radky tykajici
se okrajovych podminek, coz jsou rovnice (7) a (8) v kapitole 2.1.
Metodou PutEquations se napliuji rovnice (5) a (6) v téze kapitole.
Postupuje se po jednotlivych submaticich a zaroven se také plni prava
strana.

Kdyz je matice hotova, objekt band zavola metodu Solve a vy-
resi pasovou matici. Vysledkem jsou napocitané koefienty polynomi
« v poli bandres.

Pro vytvofeni objektu interpolantu se zavold metoda
CreateInterpolant, kterd nejprve vytvori vektor polynomi

polynomials s odpovidajicimi intervaly a koeficienty, a pak je preda
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konstruktoru interpolantu — bud InterpolantEq pro konstantni krok,
nebo InterpolantAdapt v opac¢ném pripadé€.

Pak zbyva dle zadanych hodnot zavolat u interpolantu metodu
SetExtrapolation pro extrapolaci a vratit pointer na interpolant.
Extrapolace se urci z krajnich polynomt, a to dle zadaného radu nebo
radu okrajovych podminek, maximalné vsak fadu splinu.

Pokud si nyni vzpomeneme na motivac¢ni priklad uvedeny v ttvodu
(obr. 1), méli bychom mit na tomto misté jasnou predstavu o tom, jak

zapsany kdéd funguje.

4.3 Knihovna CLAPACK

Pti vypoctu interpolace splinem, jak uz jsme naznacili vyse, poci-
tame pasovou matici. Ta je vytvorena ze soustavy rovnic, které zavisi
na podminkach dané interpolac¢ni metody a jejichz pocet se odviji
od poctu uzli. Rozhodli jsme se pouzit volné dostupny balik funkei li-
nearni algebry CLAPACK (Linear Algebra PACKage doplnény o kon-
verzi z jazyka Fortran do C). Vyuzivame jeho dvou metod — dgbtrf_,
kterd provadi nejprve faktorizaci (LU rozklad a pivotaci), a dgbtrs_,
kterda poté aplikuje zpétnou Gaussovu eliminaci pro libovolny pocet
pravych stran.

Pozn.: Vyssi pocet pravych stran by Sel vyhodné vyuzit i v nasi
praci, a to v pripadé, ze bychom pocitali interpolaci pro vice funkci
najednou pri neménném intervalu, pocatecnich podminkach a radu
interpolace a jediné, co by ztstalo proménné, by byla funkce, jejiz
hodnoty v uzlech tvori pravé pravou stranu matice.

Pti implementaci plnéni matice a vyuziti CLAPACKu jsme se po-
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tykali s nékolika nepiijemnostmi v zadavani parametrti zminénych
funkci. Bylo potfeba nastudovat uklddani prvkd pasové matice do
jednorozmérného pole, abychom mohli navrhnout rozhrani pro pri-
stup typickymi indexy A;;. Pfitom jsme museli brat v tvahu, ze CLA-
PACK vychazi z jazyka Fortran, kde je pole indexovano od 1, na roz-
dil od C/C++, kde je pole indexovano od 0. Vysledkem se stala tfida
BandMatrixSolve, ktera tvori rozhrani nad knihovnou. Jsou v ni za-
budované vyse zminéné funkce, které zaroven omezujeme pro nase
potfeby — uvazujeme jen matici ¢tvercovou (m = n), netransponova-
nou.

Knihovna je umisténa do adresafe CLAPACK-3.2.1, ze kterého se
v makefile linkuje. Dovolim si poznamku, ze zalezi na poradi téchto

knihoven pii linkovani, protoze na sobé postupné zavisi.

4.4 Vyhodnocovani chyby interpolace

Chybu interpolace pocitame jako vzdalenost dvou funkci v normé
L*(a,b), v ptipadsg, Ze chceme znat i chybu v derivaci po¢itdme normu
W12(a,b). Vzdélenost dvou funkci je definovdna pomoci normy L?(a, b)

takto (viz [1], kapitola 16.1, definice (2)):

Definice. Vzdalenosti dvou funkci f,g € L*(a,b) rozumime (nezi-
porné) ¢islo
12/l 220y = IF = 9ll 220y (20)

kde pro h € L*(a,b) plati

|Mb@@‘</kfm%h>~ (21)

N
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Soudet vzdalenosti funkei a jejich derivaci je dan v normé W12(a, b)

vztahem
1llwrzgasy = 1Al ogap) + 171 22y (22)

Strukturu vypoctu dokumentuje schéma na obr. 5. Dvé porovna-
vané funkce (funktory FunctorValueBase resp. FunctorDiffBase)
jsou parametry konstruktoru objekti norem LP_Norm resp. WiP_Norm,
které pocitaji druhou mocninu rozdilu funkci, resp. funkei a jejich de-

rivaci. Ttidy jsou navrzeny obecné pro p-tou mocninu.

FunctorValueBase

FunctorValueBase 1 I FunctorDiffBase
[

LP_Norm W1P_Norm
| | 1 FunctorDiffBase

L

AdaptiveSimpson

FunctorValueBase

v
(error)P

obr. 5: Struktura vypoctu norem

Integral spocitame statickou tiidou AdaptiveSimpson, kterd im-
plementuje adaptivni Simpsonovu metodu. Jako parametr vkladame
funktor odvozeny od FunctorValueBase — jeho potomky jsou i t¥idy
norem. Pro vypocet uzivame tribodového Simpsonova pravidla a re-
kurzivni déleni intervalu az do splnéni pozadované presnosti.

Simpsonovo pravidlo (kapitola 4 v [4]):

3
s [ fayde=h| gh+ gl 3h| +ORY) ()
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Kritérium ukonceni adaptivni metody S. pravidla (blize v [5]):
S gem| < 15, (24)

Pticemyz plati, ze S(™ f je hodnota Simpsonova pravidla (pro m bodi)
pred rozdélenim intervalu a S®™ f (pro 2m bodt) po rozdéleni inter-
valu. Chyba e odpovidd zadané maximalni pozadované chybé — ve
tfidé IInterpolation je definovana makrem SIMPSON_TOLERANCE.

Tiibodova formule je presna pro polynomy do fadu 3 vcetné. Po
integraci p-té mocniny nesmime zapomenout vysledek odmocnit. Tim
dostavame informaci o chybé interpolace — vzdalenosti funkce a inter-
polantu.

V implementaci vypoc¢tu chyby mezi funkci a interpolantem v me-
todé ComputeError tiidy IInterpolation vstupuji do normy ve for
cyklu jednotlivé polynomy (viz kéd 6, kde f je funkce, g je inter-
polant). Pocitaji se postupné mezi uzlovymi body dil¢i chyby p_err,
které jsou prepocitavany na relativni (déleny délkou intervalu, zatimco
absolutni jsou pficitany k celkové chybé tot _err) a spolu s indexem
polynomu vkladany do tzv. prioritni fronty. Ta je zaroven radi dle
zvolené podminky — sestupné dle velikosti chyby, a tak mame piehled
o tom, ktery polynom prispiva k celkové chybé nejvic. Prioritni fronty

pak vyuzivame pri adaptiviteé.

4.5 Trida Adaptive — adaptivni interpolace

Tiida Adaptive (deklarace metod viz priloha A.7) je stejné jako kazda
interpolacni trida potomkem rozhrani IInterpolation. Vyuziva ale

jiz navrzenych tfid k vypoctu interpolace a obsluhuje hlavné vypocet
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Kéd 6: Vypocet chyby v metodé ComputeError

© 9] ~ =] ot - w (8] -

I T Ut
L B YR O SR O

[
9]

for (unsigned long i = 0; i < g—>GetCount (); i++)

{

LP Norm norm(f,g—>GetPol(i),2);
p.err.i = i;

//absolute polynomial error

p_err.err = sqrt(AdaptiveSimpson :: AdaptSimpson( norm,
g—>GetPol(i)—>GetA (),
g—>GetPol(i)—>GetB (),
SIMPSON_TOLERANCE) );

//increase the absolute total error

tot_err += p_err.err;

)

//p-err.err convertion absolute —> relative
p-err.err /= (g—>GetPol(i)—>GetB()—g—>GetPol(i)—>GetA ());

pq.push(p-err); //puts in priority queue

chyby a tpravu rozlozeni uzlovych bodt. Umoznuje nastavit promén-

nou tolerance, kterou zadavame maximalni absolutni chybu inter-

polace a ktera je méritkem pro zjeminovani intervali. Na obr. 6 je

znazornén algoritmus adaptivity.

! Adaptive.Interpolate()

x(]

M
! <a, b>
Lagrange | step or x[]
SetNodes() : BCondition
Interpolate() | extrapolation

InterpolantAdapt

AdapttNodes() ComputeError() |

I

error > tolerance error error <= tolerance i
---------------- - InterpolantAdapt

Pq error > previous error -

obr. 6: Algoritmus adaptivni interpolace
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Na zacatku vytvori objekt ptislusné interpolacni metody (v kon-
krétnim piipadé Lagrange) se vSemi potfebnymi parametry (fad M,
interval <a,b>, atd.). Pokud jsou definovany pocatecni uzlové body
x[], jsou predéany, jinak se predava pocatecni krok step. Pocatecni
podminky jsou predany objektem BCondition a extrapolace rfadem
extrapolujiciho polynomu.

Poté zacina adaptivni cyklus. Interpolacni trida vrati vypocitany
interpolant (objekt InterpolantAdapt). Vyhodnoti se, zdali byla do-
sazena pozadovana presnost pomoci metody ComputeError a v po-
zitivnim pripadé vrati interpolant. V opac¢ném piipadé se metodou
AdaptNodes pridaji uzlové body a interpolace se opakuje odeslanim
adaptovanych uzld prislusné tridé, kterd znovu vypocita interpolaci.
Kontroluje se také rozdil s predchozi chybou, aby se v pripadé nartstu
iterace ukoncila.

Uzlové body se doplnuji do intervalii, kde je nejvétsi relativni chyba
(chyba pfepoctena na jednotkovy interval). Tuto informaci ziskdme
z prioritni fronty pq, kterd vraci polynomy (¢ili i intervaly) sestupné
podle vypoctené chyby. Direktivou #define P 0.05 je definovany po-
Cet intervall, ktery se bude pii iteraci délit. Hodnota 0.05 ik, ze 5%
intervaltl, kde je chyba nejvétsi, se rozdéli na polovinu. Konstantu
P lze v hlavickovém souboru zvétsit respektive zmensit a tato zména
zpusobi urychleni resp. zpomaleni hledani interpolace pro zadanou to-

leranci chyby.
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5 Testovani systému

5.1 Odladovani

Nejprve par poznamek k poznatkim ziskanych pti odladovani, které
muzeme povazovat Castecné za testovani systému. Byly pouzity jed-
noduché znadmé funkce z3 a x°. Vysledky interpolaci byly ocekavany
presné, koeficienty polynomi splinu rovné celym ¢islim (za predpo-
kladu déleni na intervaly o délce 1.0). Bohuzel tomu tak neni (jak
ukazuji vysledky — kéd 7) zfejmé v dusledku zaokrouhlovacich chyb
ve vypoctu pasové matice. Vypsané koeficienty néalezi prvnim 7 poly-
nomiim nahrazujicim funkci 2® na intervalech délky 1.0 (interpolace
pokracovala az do 30.0). Pti velkém mnozstvi délenych intervala (to
vede ke zvétSovani matice) se chyba déale sifi a narusta. To by pak
svédcilo o nestabilité algoritmu nebo Spatné podminénosti matice.
Nasledujici test ma za cil predev§im porovnat rychlosti vyhodno-
covani rtiznych interpolantt a zminéna numericka nestabilita nema na

méfeni ¢ast vyznamny vliv.

Kéd 7: Vypis koeficientt polynomi

. p[0]={0 | 5.55111512312578e¢—16 | 0 | 0.999999999999999}
2 p[l]={1 | 3 | 3 | 1}

s p[2]={8 | 12 | 6 | 1}

+ p[3]={27 | 27 | 9 | 0.999999999999995}

s pl4]={64 | 48 | 12 | 1.00000000000002}

o p[5]={125 | 75 | 15 | 0.999999999999921}

: p[6]={216 | 108 | 17.9999999999998 | 1.00000000000033}
s p[7]={343 | 147 | 21.0000000000008 | 0.999999999998756}
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5.2 Test funkci FK a FQ

Testovani funkce systému, jsme provedli na vybranych hydrologickych
funkcich FK (hydraulickd vodivost) a FQ (vodni saturace), které byly
prepsany z fortranového kédu do C++. Vysledkem testt je porovnani
chyb interpolaci, velikosti vektort s polynomy a doby trvani evaluace
n hodnot (n je volen4 proménna vétsi nez 107).

Pred samotnym testem bylo potteba zajistit, aby chyba interpolaci
byla srovnatelna. Proto byla pro interpolace s ekvidistantnim délenim
napsana funkce FindStep, kterd opakuje interpolaci se zmensujicim
se krokem, dokud chyba neklesne pod zadanou toleranci. Takto se
vytvofily objekty konstatni (spline 0.fddu), linearni (spline 1.fadu)
a kubické (spline 3.fadu) interpolace s konstantnim krokem. Stejna
tolerance pak byla parametrem adaptivni interpolace.

Pro méreni ¢asu vypoctu hodnot funkci a interpolantt byla napsana
funkce MeasureTime, jejimz vstupem je funktor FunctorValueBase

a pocet volani vypoctu n.

Kéd 8: Parametry testu

int n[] = {be+7, Te+7, 9e+7, le+8, 3e+8, 5e+8};

double a = —10.0;

double b = —0.126500012501607;

double step = 1.0;

double tolerance = 1.0e—T;

double tolerance 0 = 5.0e—4; //for constant interpolation
//boundary conditions

lag—>AddCond (IInterpolation :: LeftBC,2,fk.Diffn (a,2));
lag—>AddCond (IInterpolation :: RightBC,2,fk.Diffn (b,2));

© 4] ~ [=2] ot [ w [N -

V kédu 8 jsou uvedeny parametry testu. Interval konc¢i v bodé b,ve
kterém koné¢i hladkost interpolovanych funkci (od tohoto bodu jsou

funkce nahrazeny konstantou, a proto je nevhodné zatézovat inter-
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polaci timto nehladkym bodem). VSechny testované interpolace vy-
chazeji z Lagrangeovy metody. Pro konstatni interpolaci byla zvolena
vetsi tolerance, protoze pak by test trval neiimérné dlouho a pole
konstant by pravdépodobné prii n€jaké hodnoté prekrocilo moznosti
alokace paméti. Okrajové podminky pro kubicky spline tvori druhé

derivace v krajnich bodech spocitané knihovnou FADBAD++.

rad splinu chyba interpolace | pocet iteraci | pocet polynomu
FK

0 (konstantni) 4.54-1074 13 40442

1 (lineérni) 9.30-10°8 13 40442

3 (kubicky) 1.07-10°8 9 2528

FQ

0 (konstantni) 3.94-1074 15 161768

1 (linedrni) 6.16 - 1078 11 10111

3 (kubicky) 2.66- 1078 10 5056

Tabulka 1: Tvorba interpolace — ekvidistantni déleni

V tabulce 1 jsou vysledky tvorby interpolace s ekvidistantnim déle-
nim, kdy se krok hledal metodou FindStep. V levém sloupci je nazev
interpolované funkce a ¥ad splinu (0, 1 a 3). Ke kazdému typu je
uvedena chyba, pocet iteraci, kterymi jsme dosahli zadané tolerance
a velikost vektoru polynomi, coz odpovida poctu intervali.

Konstantni interpolace je zde uvedena, aby ukazala, Zze s ni roz-
hodné nelze vystacit — s chybou o 4 rady vétsi nez ostatni interpolace
musi mit i tak vektor konstant mnohonasobné vice polozek. Srovnat
miizeme lépe interpolaci linearni a kubickou. Velikosti poctu poly-

nomu vychazi kubicka 1épe a dostateéné jemné rozdéleni intervalu je
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také nalezeno v mensim poctu iteraci.

Tabulka 2 nam podava obdobné informace jako tabulka 1, zde
ovsem byla pouzita adaptivni metoda interpolace. Je nutné pripo-
menout, ze se béhem iterace v tomto pripadé déli na polovinu pouze
5% intervalt. Vyrazné se tak projevuje efektivnost déleni intervalt
pouze v mistech, ktera prispivaji nejvétsi chybou. Adaptivni pristup
ma obzvlasté pro kubicky spline dobré vysledky. Pocet polynomi po-

tfebnych k docileni chyby mensi nez 107 je oproti linedrni interpolaci

minimalni.
rad splinu chyba interpolace | pocet iteraci | pocet polynomu
FK
0 (konstantni) 4.89-1074 223 975206
1 (linearni) 9.81-10°8 156 37095
3 (kubicky) 8.95-1078 37 102
FQ
0 (konstantni) 4.89-1074 196 261201
1 (linearni) 9.69 - 1078 130 10426
3 (kubicky) 9.33-10°8 26 56

Tabulka 2: Tvorba interpolace — adaptivni déleni

V tabulkach 3 a 4 jsou shrnuta méreni ¢asti vypoctu hodnot funkci
a jejich interpolantt v n bodech. Jsou zde vzdy uvedeny casy evaluace
ptvodni funkce a pod nimi ¢asy jednotlivych interpolantii.

Vysledky v tabulce 3 patti interpolacim s ekvidistantnim délenim.
Zde stoji za zminku, ze Cas nalezici kubické interpolaci je vétsi nez

v pripadé linearnim, ackoli pocet polynomt je nékolikrat mensi.
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n 5-107 | 7-107 | 9107 108 3-10% | 5-108
FK 80.02 | 111.51 | 124.10 | 136.53 | 449.67 | 672.79
FK 0 (konstantni) | 2.46 2.58 3.60 3.76 13.07 | 18.49
FK 1 (linearni) 2.77 291 3.78 4.25 13.32 | 20.92
FK 3 (kubicky) 3.30 3.51 4.71 6.06 15.56 | 25.11
FQ 17.26 | 18.10 | 24.36 | 28.29 | 85.57 | 129.43
FQ 0 (konstantni) | 2.35 2.58 3.35 4.16 13.71 | 18.62
FQ 1 (linearni) 2.77 2.90 4.01 4.86 12.94 | 20.85
FQ 3 (kubicky) 3.35 3.51 4.80 5.70 16.74 | 25.12

Tabulka 3: Cas [s] vipoctu n hodnot — ekvidistantni déleni

n 5-107 | 7-107 | 9-107 108 3-10% | 5-108
FK 66.7 | 107.92 | 131.74 | 140.29 | 412.93 | 701.13
FK 0 (konstantni) | 8.75 | 15.95 | 15.50 | 17.36 | 54.29 | 102.23
FK 1 (linearni) 6.87 | 12.65 | 12.55 | 14.92 | 44.33 | 69.54

FK 3 (kubicky) 3.90 7.06 7.09 774 | 23.80 | 44.82

FQ 13.91 | 24.13 | 26.17 | 28.14 | 79.55 | 145.06
FQ 0 (konstantni) | 829 | 14.44 | 15.87 | 16.88 | 47.55 | 77.23
FQ 1 (linearni) 6.23 | 10.95 | 11.25 | 13.69 | 36.66 | 59.44

FQ 3 (kubicky) 3.76 6.15 6.29 7.30 | 21.23 | 35.40

Tabulka 4: Cas [s] vypoc¢tu n hodnot — adaptivni délent

Tabulka 4 tykajici se adaptivnich interpolaci je jiz zajimavejsi. Casy
evaluace kubickych splini jsou kratsi nez u linearnich, coz spolu s mno-
honasobné mensimi rozmeéry pole polynomi potvrzuje jejich vyznam.
Na druhou stranu pii porovnani obou tabulek mezi sebou vidime
u adaptivnich kubickych splinti, Ze i pfes mensi rozmér pole polynomii

vvvvv

dil od ekvidistantniho pristupu, kde staci dosazeni kroku do jediného
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vzorce a cas hledani je tak konstantni pro pole libovolného rozméru.
Rozdil ¢asti bychom mohli jesté snizit pouzitim sofistikovanéjsi metody
vyhledavani.

Bude tedy hodné zélezet na pozadavcich a obtiznosti dosahnout za-
dané tolerance pro danou funkci. Mtuzeme klast diraz na minimalizaci
narokt na pamét a potom zajisté vyhraje volba adaptivity i za cenu
ztraty casu potifebného na prochazeni polem polynomi. Vyznam mi-
nimalizace velikosti pole se projevi, vezmeme-li pfi realném vypoctu
v uvahu i velikost cache paméti. Pfedevsim pokud bude interpolace
pouzita v ramci jiného vypoctu, kdy se bude nacitat opakované celé
pole polynomti do paméti, coz miize zpomalit vyhledavani polynomi
a omezit i hlavni vypocet.

Pokud si muzeme dovolit plytvat pamétovym prostorem, pak mize
byt vyhodnéjsi rozdéleni na mensi, ale ekvidistantni intervaly a mi-
nimalizovat tak c¢as pristupu k zddanému polynomu v poli. To by se
projevilo predevsim u volani interpolace v nahodnych bodech.

Spravny vybér vhodné interpolace se bude lisit i podle vlastnosti

interpolované funkce.
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6 Zavér

Vysledkem prace je knihovna t¥id a metod umoznujicich praci s funk-
cemi a s jejich interpolaci. Ve struktutre funktorovych t¥id slouzi abs-
traktni tr¥idy jako rozhrani nad jednotlivymi objekty a davaji tak pri
psani dalsiho kédu Siroké moznosti. Stejnym zptisobem mizeme pii-
stupovat jak k vypoc¢tu hodnoty piivodni funkce, tak jejiho interpo-
lantu, ¢i jediného polynomu splinu. To samé plati i pro ziskani deri-
vace, ackoli se v jednotlivych pripadech pocita riznymi zptisoby.

Ve strukture interpolac¢nich trid se podarilo oddélit tiidy, které
piimo implementuji konkrétni matematicky postup, od trid definu-
jicich obecné vlastnosti a funkce interpolace. Vypocet chyby (roz-
dilu funkci) je univerzélni a lze ho pouZit pro libovolné dva funktory.
Adaptivita (zména rozlozeni uzlovych bodu v mistech nejvétsi chyby)
je nezavisla na pouzité interpolacni metodé. Tyto dilezité vlastnosti
umoznuji pod navrzené rozhrani pridat jakoukoli ttidu, ktera bude
umét vypocitat interpolaci (nebo obecné aproximaci), a zajistit tak

jeji okamzitou funk¢énost v ramci celého systému.

Aby bylo mozné pracovat s konkrétni interpolaci byla do systému
vybrana a vyzkousena jedna interpolac¢ni metoda — Lagrangeova. Byla
navrzena pro libovolny tad polynomi, libolvolné rozlozeni uzlovych
bodt a volitelné okrajové podminky.

Nedosahla vsak ocekavanych vysledkid u interpolaci vyssiho fadu.
Jednim z problémi je numericka nestabilita v feseni vzniklé pasové
3

matice. Dokumentuje ji test interpolace jednoduchych jednoclenti x

a x°, které by samoziejmé spline mél interpolovat presné. Tuto chybu
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lze odstranit zlepSenim podminénosti matice, ¢ehoz by slo pravdépo-
dobné dosdhnout uz prepocitanim intervalti mezi uzlovymi body na
jednotkové, ¢imz by se omezila velikost koeficienti polynomu a veli-
kost siteni chyby v ramci feSeni matice.

Druhy problém se tyka samotného principu zvolené metody. Pro
pouziti interpolace byl problém nahrazeni funkce zjednodusen na pro-
lozeni bodu splinem. Je mozné, ze lepsich vysledkti u obecnych funkci
by bylo dosazeno metodou, ve které by byla povolena i odchylka v uz-
lovych bodech. Podminkou by pak nebylo presné dodrzeni rovnosti

v uzlovych bodech, ale minimalizace chyby na jednotlivych interva-

lech.

Z testi vypoctu velkého mnozstvi hodnot vyplyva, zZe hledani zjed-
noduseného popisu funkce smysl ma. Cas, ktery je potfeba k vipoétu
hodnot splinu, je o 70 az 95% kratsi, neZ pri evaluaci pivodni funkce.
Je mozné pouzivat konstantni a linearni interpolaci. Adaptivitu lze
aplikovat na libovolnou interpola¢ni (i obecné aproximacéni) metodu.
U interpolace splinem vyssiho fadu jsme objevili nékolik tuskali a pou-
kazali na par kritickych mist. Jejich oSetteni ¢i zavedeni jinych slozitéj-
sich matematickych metod jiz presahuje ramec této prace a mize byt
tématem dalsich projekti. Jak vSak ukazal zavérecny test, jsou spliny
vyssiho Tadu pouzitelné a za vhodnych podminek mohou dosdhnout
dobrych vysledkt. Nejlepsi metodou se podle testu jevi linearni ekvi-
distantni interpolace. Pti nalezeni jiného algoritmu, 1ze vytvorit novou

aproximacni tfidu a jednoduse ji zahrnout do systému.
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A Zdrojové kédy vybranych trid

V nésledujicich prilohach nalezneme deklarace nejdilezitéjsich trid
systému, které nebyly zminény primo v textu. Metody jsou pouze de-
klarovany vzhledem k rozsahu zdrojového kédu a bez komentari. Pro

konkrétni implementace a popisy je nutné nahlédnout do zdrojovych

soubori.

A.1 FunctorDiffBase

struct der

1

2

3 double f;

4 double dfdx;

5}

¢ class FunctorDiffBase : public FunctorValueBase
m A

8 public:

9 virtual der Diff(const double &x) = 0;

10 virtual double operator() ( const double &x ) = 0;
no};

A.2 InterpolantBase

1 class InterpolantBase : public FunctorDiffBase
2

3 protected:

4 std :: vector<Polynomial> polynomials;

5 Polynomial left ;

6 Polynomial right;

7 unsigned long polynomialcount;

8 double a,b;

9

10 virtual unsigned long FindPolynomial(

1 const double &x) = 0;

12

13 public:

14 InterpolantBase (

15 std :: vector<Polynomial> &polynomials );
16 “InterpolantBase( void );

17

18 inline double GetA ();

19 inline double GetB ();

20 inline unsigned long GetCount ();

21 inline

Polynomial* GetPol( unsigned long i );
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22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

virtual double operator() ( const double &x );
virtual der Diff( const double &x );
double Integral( const double &u,

const double &v );

void SetExtrapolation (
const Polynomial &left |
const Polynomial &right );
void SetExtrapolation (
const unsigned char &left_degree ,
const unsigned char &right_degree );
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A.3

InterpolantEq a InterpolantAdapt

© 0 N9 o O A W N =

class InterpolantAdapt : public InterpolantBase

{

}s

private:
virtual unsigned long FindPolynomial(
const double& x);
public:
InterpolantAdapt (
std :: vector<Polynomial> &polynomials);

class InterpolantEq : public InterpolantBase

{

private:
double step;
virtual unsigned long FindPolynomial(
const double& x);
public:
InterpolantEq (
std :: vector<Polynomial> &polynomials ,
const double &step);

A.4 Polynomial

© 0 9 O gk W N =

{

class Polynomial : public FunctorDiffBase
private:
unsigned char degree;
double a,b;
std :: vector<double> coefs;
public:

Polynomial ();
Polynomial ( const unsigned char &degree );
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

28

Polynomial ( const double &a, const double &b,

const std::vector<double> &coefs );
Polynomial ( const Polynomial &pol );
“Polynomial ( void );

inline double GetA ();

inline double GetB();

inline std::vector<double> xGetCoefs ();
void WriteCoef( void );

void SetInterval( const double &a, const double &b );
void SetCoeficients( double xcoeficients ,
const unsigned int &size );

virtual double operator() ( const double &x );
virtual der Diff( const double &x );

double Integral( const double &u, const double &v );
double Integral( void );
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A.5

IInterpolation
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27
28
29
30
31
32

struct ErrorNum {
double err;
unsigned long i;
}s
class CompareErrorNum {
public: bool operator () (ErrorNum& errl, ErrorNum& err2);
}s

class IInterpolation

protected:

std :: vector<double> x;

bool x_defined;

double a,b;

double step;

unsigned int M;

bool leftcond_defined , rightcond_defined;

BCondition xleftcond;

BCondition *rightcond;

bool extrapolation_defined;

unsigned char left_degree;

unsigned char right_degree;

std :: vector<bool> checks;

std :: priority_queue< ErrorNum,
std :: vector <ErrorNum>,
CompareErrorNum> pq;

public:

enum BCkind {LeftBC, RightBC};

IInterpolation( void );

“IInterpolation( void );

inline unsigned int GetDegree();

inline std::vector<double> xGetNodes ();

inline double GetA ();
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33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57

inline double GetB ();
inline double GetStep ();
inline std:: priority_queue< ErrorNum,
std :: vector <ErrorNum>, CompareErrorNum>
*GetPolynomialErrors ();
void ClearPolynomialErrors ();
void SetDegree( const unsigned int& M);
void SetNodes ( const std::vector<double> &x );
void SetInterval ( const double &a, const double &b );
void SetStep ( const double& step );
void AddCond ( BCkind cond,
const unsigned int& derivate
const double& value );
void AddCond ( BCkind cond,
const BCondition& condition );
void ClearCondition ( BCkind cond );
void SetExtrapolation (
const unsigned char& left_degree ,
const unsigned char& right_degree );
double ComputeError( FunctorValueBasex f,
InterpolantBasex g);
virtual bool Check() = 0;
virtual InterpolantBasex Interpolate(
FunctorValueBase& f) = 0;
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A.6 Lagrange

class Lagrange : public IInterpolation

{

private:

std :: vector<double> f;
BandMatrixSolve xband;

virtual bool Check();

void SetFunctionvalues ( FunctorValueBase &func );
void CreateBandMatrix ();

void PutBC ();

void PutEquations ();

InterpolantBasex Createlnterpolant ( double xbandres);

public:

Lagrange ( void );

“Lagrange ( void );

virtual InterpolantBasex Interpolate(
FunctorValueBase& func);
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A.7 Adaptive

52

class Adaptive : public IInterpolation

{

private:
double tolerance;

virtual bool Check( void );
void FillNodes ();
void AdaptNodes ();
public:
Adaptive( void );
“Adaptive( void );
void SetTolerance( const double& tolerance );
virtual InterpolantBasex Interpolate (
FunctorValueBase &func );

A.8 BCondition

struct defvalue

¥

double value;
bool defined;

class BCondition

{

private:
std :: vector<defvalue> condition;
unsigned int count;
public:
BCondition( void );
BCondition( const BCondition& source );
"BCondition( void );
std :: vector<defvalue> xGetCond ();
unsigned int GetCount ();
void AddCond( const unsigned int &derivate
const double &value );
void ClearCondition ();
void AutoAdd( const unsigned int &number_of_conditions,
const unsigned int &highest_order_of_derivate );
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