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Abstrakt

Ptispévek se zabyva moznostmi vyuziti harmonické analyzy pro praktické zkoumani ¢asovych
fad ekonomickych ukazateld. Jde o koncepci, ve které je stézejnim faktorem faktor frekvencni,
nikoli Casovd proménnd. Tento piistup vyuziva predevSim matematickych metod z oblasti
Fourierovy analyzy, zadkladem je tzv. trigonometricky polynom, ktery umoziiuje popsat
periodické chovani Casové tfady. Vhodnym ndstrojem pro detekci periodickych slozek je
periodogram, diky némuz lze ziskat pfedstavu o intenzité zastoupeni jednotlivych frekvenci ve
zkoumané cCasové fad¢. Periody, jejichz vyznamnost se podafi exaktné prokézat
prostiednictvim nékterého z testl periodicity, mizeme oznacit za nositele periodicity v chovani
sledovaného ekonomického ukazatele. V tomto pfispévku byly metody harmonické analyzy
aplikovany na ¢asovou fadu mési¢nich udajii o mife inflace za roky 2003-2007.

Uvod

Vzhledem k mimotddnému vyznamu zkoumani dynamiky ekonomickych jevl a procest
zaujima analyza ¢asovych fad v ekonomii zcela nezastupitelné misto. Ekonomické ¢asové tady,
napiiklad ¢asové tfady makroekonomickych ukazateli jako je hruby domaci produkt, mira
inflace, mira nezaméstnanosti atd., se vyznacuji urcitymi specifickymi rysy, na které je pfi
zpracovani tifeba brat zietel. V soucasnosti existuje velmi Siroka paleta metod a postupt,
pomoci nichz Ize chovani ekonomickych ¢asovych tad popisovat a extrapolovat. Kromé
klasickych metod se postupem casu rozvijeji dalsi nastroje zkoumani Casovych tad, které jsou
Casto numericky dosti naro¢né a do zna¢né miry zavislé na pouziti vypocetni techniky. Ke
zpracovani Casovych fad je mozno pfistupovat rliznym zptisobem. Za prvé je to pomoci
klasického modelu, ktery v podstaté¢ popisuje jednotlivé formy pohybu s dlirazem na
systematickou slozku, pficemz ponechava stranou poznani vécnych pfic¢in. Dals§i moznosti je
Box-Jenkinsova metodologie, v niZ je pti konstrukci modelu kladen diiraz na slozku nahodnou.
Odlisnym pftistupem je harmonicka analyza, coz je koncepce, pii které neni stéZejnim faktorem
casova promeénnad, jako v predchazejicich dvou ptipadech, ale faktor frekvencni.

1. Principy harmonické analyzy

V harmonické analyze je zkoumana Casova faday,, t =1,2,...,n, povazovana za linearni
kombinaci sinovych a kosinovych funkci sriznymi amplitudami a frekvencemi. Pomoci
specialnich statistickych ndstroj, jako je napft. periodogram, je pak mozno ziskat pfedstavu o
intenzité zastoupeni jednotlivych frekvenci ve zkoumané casové fad€. Tato koncepce umoziuje
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explicitné popsat periodické chovani ¢asové fady a zejména identifikovat ty slozky periodicity,
které se vyznamnym zplsobem podileji na vécnych vlastnostech analyzovaného ekonomického
procesu. Harmonicka analyza vyuziva predev§im matematickych metod z oblasti Fourierovy
analyzy. Casovou fadu lze popsat goniometrickym zptisobem, a to za pomoci Fourierovy fady,
ktera je zndma z vys$Si matematiky a slouzi k vyjadieni rozvoje funkci prostfednictvim
goniometrickych funkci sinus a kosinus. Jinak feceno, Fourierova fada umoZziiuje zapis
jakéhokoli periodického pribéhu pomoci sinovych a kosinovych funkci. S jeji pomoci Ize
rozlozit 1 funkce zna¢né komplikované, které je jinak problematické zobrazit. Matematickym
zékladem vyse uvedené koncepce je tzv. trigonometricky polynom, bézn¢ uvadény ve tvaru

H H
Y, =,uo+2aj sina)jt+z,8j cosw;t+é, t=1,2,..,n, (1.1)

J=1 J=1

kde H :g pronsudéa H = nT—l pro n liché,

2 .
w,; = i) pro j=12,...,H jej-ta frekvence (tzv. thlova frekvence),
n

Hy> &, B; jsou parametry, jejichZ hodnoty je tfeba urcit.

Proces y, nemusi byt tedy vZdy vyjadien pouze v ¢asové doméné, tj. jako proces ménici
své hodnoty v zavislosti na ¢ase, ale 1ze ho vyjadtit také v doméné frekvenéni (spektralni). Oba
pfistupy je pfitom mozno povazovat za zcela rovnocenné, spektralni doména je vSak méné
obvyklym pojetim. Proces y,, vyjadieny vzorcem (1.1), je vysledkem sou¢tu / harmonickych

¢lend, tzv. ,,harmonik®. Jedna se v podstaté o ,,smés* vin o riznych frekvencich @ ;a riznych
amplitudach, tedy o proces tvofeny velkym poctem prolinajicich se goniometrickych kiivek.
Nékteré znich se pfitom ve svych Ucincich vzdjemné dopliiuji, jiné naopak eliminuji,
vysledkem ¢ehoz je pravé proces y, .

Frekvence @, je uddvéna v radidnech za Casovou jednotku, kterou predstavuje Casovy

interval mezi dvéma sousednimi pozorovanimi Casové fady. Frekvence 27 radianii za casovou
jednotku tedy znamena, Ze za tuto ¢asovou jednotku probéhne pravé jeden cyklus dané funkce,
pii frekvence 7 radianli za Casovou jednotku se cely cyklus uskutecni az za dvé Casové
jednotky. Cim je tedy frekvence v&tsi, tim Gast&ji se v priibdhu dané ¢asové fady cykly opakuji.
Délka periody, tj. doba, béhem niz probéhne jeden cyklus, ma rozmér ¢asu ¢ a je oznacovana

. . . 2r n . . , . ,
jako Fourierova perioda 7, =— =— . Prili§ vysoké frekvence mohou splyvat s jinymi a byt
@, J
J
tak nerozliSitelné, coZ je jev oznaCovany jako aliasing. Nejkratsi zjistitelna perioda, tedy doba,
za kterou prob&hne jeden cyklus, je 7 =2, to znamena dvé Casové jednotky. Tomu odpovida
tzv. Nyquistova frekvence @=7m, coz je nejvétsi frekvence, kterda umozZiluje zkoumat

periodické chovani casové fady.
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Vyraz (1.1) lze rovnéz zapsat ve tvaru
H

Vo =ty + 2 F(0)+e, (1.2)
Jj=1

kde F.(t): 4, sin{a)jt+go}, t=1,2,...,n, je harmonicky Clen j-t€ho fadu, 4, je amplituda

J
kmitu pro j-tou periodu, ¢, je fazovy posun. Vzhledem k tomu, Ze plati vztah

af+ﬁ’f:Af(sinzgoj+cos2g0j):Af, (1.3)

je mozno amplitudu kmitu 4, vyjadiit pomoci koeficientd harmonik «; a ;. Jednotlivé
harmonické ¢leny v (1.1) maji tedy pro celkovy popis ¢asové fady tim vétsi piinos, ¢im jsou
jejich koeficienty «;, 8, vice odlisné od nuly. Pak je totiz vétsi i amplituda kmitu pro j-tou

periodu 4;.

1. 1 Model skrytych period

Je tfeba si uvédomit, ze pouze nékteré z Fourierovych period jsou vyznamné, zatimco
ostatni nikoli. Ptfedpokladdme-li, Ze prvnich m (m <H ) Fourierovych period 7, je
vyznamnych a trend v ¢asové fad¢ je konstantni, tedy 7, = x,, je mozno vztah (1.1) zapsat ve
tvaru

Y =T +P :,u0+2aj sina)jt+z,8j cosw;t, t=12,..,n (1.4)

J=1 J=1

kde 7, je trendova slozka,

P je periodicka slozka (zahrnuje slozku sezonni a cyklickou).

Model, vyjadieny vztahem (1.4) oznacujeme jako model skrytych period s konstantnim
trendem. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o regresni model linedrni v parametrech, Ize tyto
parametry odhadnout pomoci metody nejmensich Ctverci. Po vyfeSeni soustavy normalnich
rovnic ziskdme vzorce

1 _
m, :_Zyt =V,
n =

2 .
aj:—nysma)jt , Jj=L2,....m,

t=1

b, =22y, cosw;t , j=L2,....m. (1.5)

t=1
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Pokud trend modelu skrytych period neni konstantni, to znamena, Ze se v ¢ase méni, lze
model (1.4) zapsat ve tvaru

Y, =T, +P =T+ asinwi+) f;coswi, t=12,..,n, (1.6)
j=1

J=1

* * . ;o .. . . v
kde parametry «;, B, jsou vazany na jinou trendovou situaci nez parametry «,, f, v modelu

(1.4). Trend 7, v tomto ptipad€ chapeme jako dominantni slozku a je tfeba provést jeho popis,

napf. analytické, mechanické ¢i jiné vyrovnani. Tvorba modelu skrytych period s ménicim se
trendem je zaloZena na myslence, ze lze provést jednoduchou transformaci takovéto casové
fady na tadu s konstantnim trendem a dale pak postupovat jako u modelu (1.4).

Pti popisu periodického chovani ¢asové fady modelem skrytych period je tfeba stanovit
rozptyl modelovych hodnot }A’, , ktery nam jednak umozni posoudit kvalitu modelu, jednak je

vyznamny pro konstrukci a analyzu periodogramu, kterymi se budeme zabyvat v dal§im textu.
Je mozno dokazat, ze pro tento rozptyl plati

Varf’,=li(af+bf)=li/lf. (1.7)
255 25

Na zaklad¢ znalosti regresni a korelacni analyzy je pak mozno stanovit hodnotu indexu
determinace, ktery udéava, kolik procent celkové variability lze vysvétlit pouzitym modelem
skrytych period, jinak feceno do jaké miry zkonstruovany model vysvétluje chovani zkoumané
empirické ¢asové fady. Vypocteme ho jako

2o vary, , (1.8)
vary,

kde vary, je rozptyl napozorovanych hodnot y,.

Vyse uvedena koncepce modelovani periodickych vykyva v ¢asové fadé predpoklada, ze
prislusna perioda (event. periody) je ndm znama a je v systému uvazovanych period vyznamna.
Tento predpoklad vsak v praxi neni vzdy naplnén, nebot’ ekonomicka realita byva znacné
komplikovana a k pfislusnému zavéru casto nelze dojit intuitivné nebo na zakladé
predchazejicich zkusenosti. Prioritou se pak stava otazka, zda dana Casova fada vyznamnou
periodickou slozku viibec obsahuje. Vzhledem k tomu, ze v ekonomické oblasti ¢asto zavisi na
spravné identifikaci periodického chovani zkoumanych procesti velmi zasadni rozhodnuti, jde o
velmi zavazny problém.

1. 2 Analyza periodogramu

Vyznamné misto mezi objektivnimi metodami zkoumani periodicity zaujima jiz zminéna
analyza periodogramu, ktera je G¢innym prosttedkem k detekci vyznamnych periodickych
slozek casové tady. Praktickd forma vyjadieni periodogramu byva nejéastéji graficka c¢i
tabulkovd. Samotnd metoda je numericky pomérné naroc¢nd, ovSem pii pouziti vhodného
statistického softwaru je tato skute¢nost nepodstatna. Periodogramem [ (a) j) dané Casové tady

Yi»Vys---»y, rozumime piehled vSech hodnot teoretickych rozptyld, vyjadienych

prostrednictvim amplitudy kmitu 4, a je definovén jako funkce Ghlové frekvence @, ve tvaru
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I(a)j):%(af+bf):%/1f, (1.9)

Zy, sinw;t, j=12,....H,

t=1

2
kde a,=—
n

2 .
b, =—Zyt cosw;t , j=12,.,H.

t=1

V odborné literatufe se lze setkat i s jinymi tvary explicitniho vyjadieni periodogramu,
nez je (1.9), napt. statisticky software STATGRAPHICS, pouZivany dale v této praci, jeste
nasobi jednotlivé j-té¢ Cleny periodogramu poctem empirickych pozorovani ». Podobné
modifikace vSak nemaji na konstrukci periodogramu ani na interpretaci ziskanych vysledka
zadny podstatnéjsi dopad.

1. 3 Testy vyznamnosti period

Vzhledem ke skute¢nosti, ze pifi konstrukci periodogramu apriori nerozliSujeme
vyznamné a nevyznamné frekvence, je dalSim tkolem urcit, které ze slozek periodogramu lze
povazovat za dostate¢né vyznamné pro vysvétleni celkové velikosti rozptylu hodnot y,.

Periody, jejichz vyznamnost se podafi exaktné prokéazat, miizeme pak oznaCit za nositele
periodicity v chovani zkoumaného ekonomického ukazatele. Kritérii vyznamnosti pro hledani
lokalnich extrému periodogramu je celd tada, avSak k nejzndméjSim z nichz patii Fishertv,
event. Siegellv test. Pravé testy periodicity piedstavuji objektivni metody, jak rozhodnout o
vyznamnosti jednotlivych periodickych slozek.

Fishertv test je zaloZen na testovani nulové hypotézy H,:y, =&, proti alternativni

hypotéze H, :non H,. Nulova hypotéza tik4, ze y,,»,,...,», je posloupnost nezavislych

ndhodnych veli¢in, které maji normalni rozdéleni se stfedni hodnotou rovnou nule, coz
znamend, ze dand casova fada vyznamnou periodicitu neobsahuje. Proti ni stojici alternativni
hypotéza tvrdi opak, tedy Ze se ve zkoumané casové fadé vyznamna periodicita vyskytuje.

Test vychdzi z hodnot periodogramu / (a)l) fady y,,»,,...,», vypoctenych pro vSechny

frekvence ;, j=1,2,...,H . Za pfedpokladu, Ze nulova hypotéza je pravdivd, Zadna z hodnot

periodogramu by neméla byt vyznamné vyssi nez ostatni. Nejprve se hodnoty periodogramu
normuji do tvaru

7, o) (1.10)

,ill(wj)
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Testové kritérium Fisherova testu ma tvar

W=maxn, , j=12,...,H. (1.11)
paiads

Nulova hypotéza se zamitd na hladin¢ vyznamnosti o, pokud W>g,. (a), kde g, (a)
predstavuje kritickou hodnotu Fisherova testu na zvolené hladin€ vyznamnosti « . Kritické
hodnoty g, (a) jsou pro riizna H tabelovany, napt. v [7]. Jestlize se pomoci Fisherova testu
prokdze vyznamnost nejvyss$i hodnoty periodogramu, pokracujeme testovanim vyznamnosti
druhé nejvyssi hodnoty atd. Test probihd analogicky, avSak nejvyssi hodnota periodogramu se
vzdy vynechd a H se snizi o jednotku. V praxi se ukézalo, Ze v ptipadé¢ tzv. slozené periodicity,
kdy v dané Casové tfad¢ existuje vice vyznamnych period, sila Fisherova testu klesd. Za
vhodnéjsi pak byva povazovan napi. Siegellv test, ktery je modifikaci testu Fisherova. Pouziva
jiné testové kritérium (podrobné&ji napt. v [8]) a kritické hodnoty pro Siegeliv test jsou
tabelovany, napf. v monografii [8]. Vzhledem k povaze nulové hypotézy obou vyse uvedenych
testll by empiricka data neméla obsahovat trend, nebot’ jeho pritomnost snizuje citlivost téchto
testd. Proto je doporuCovano alespont hrubé piedbézné odstranéni trendu, coz bézné ¢ini i
prislusny statisticky software.

2. Aplikace analyzy periodogramu na ¢asovou radu inflace v letech 2003 — 2007

Pro praktickou aplikaci vySe uvedenych metod byly pouZity mesi¢ni udaje o mife inflace
v % v CR v letech 2003 — 2007, které jsou znazornény na obrdzku 1.

»
o

Mira inflace v %
= N w
[0} (e)) ()]

o
o

o
~

Obrézek 1: Mira inflace (v %) v CR v jednotlivych mésicich let 2003-2007

Zdroj: vlastni, data z www.czso.cz

Za pomoci statistického softwaru STATGRAPHICS Centurion XV byla provedena
analyza periodogramu, kterd poskytuje jak vystup ve formé tabulky — viz tabulka 1, tak i
nazorné grafické vyjadieni — viz obrazek 2.

Hodnoty periodogramu jsou vypoCteny pro vSechny frekvence w,, j=1,2,....H, a je
proto tieba urcit, které z nich jsou statisticky vyznamné. Pravé periody, odpovidajici takovym
frekvencim, jsou nositeli periodicity ve zkoumané Casové tadé. Jako kritérium vyznamnosti
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pouzijeme Fishertv test. Nejvyssi hodnoté periodogramu 34,193 (pro j = 3) odpovida perioda

20 mésict. Podle (1.10) je hodnota 7, = ;3’;9)2 =0,3696301. V tabulce kritickych hodnot
Fisherova rozdéleni nalezneme pro H =30hodnotu g, (0,01)=0,241669. Protoze

W =0,3696301>0,241669 , zamitame hypotézu H . Na hladin¢ vyznamnosti 1 % jsme tedy

prokazali existenci periody 20 mésict.

Cetnost Ordinata Cetnost Ordinata Cetnost Ordinata
0,0166667 |10,7537 0,183333 |1,51176 0,35 0,435943
0,0333333 (12,777 0,2 2,24582 0,366667 10,331248
0,05 34,193 0,216667 [0,646831 [0,383333 |0,338161
0,0666667 |4,00002 0,233333  10,294907 (0.4 0,408515
0,0833333 |3,64421 0,25 0,563333 [0,416667 |0,130456
0,1 0,625176 [0,266667 |1,40096 0,433333 [0,0804686
0,116667 |2,85175 0,283333 [0,880338 (0,45 0,477748
0,13333 6,08561 0,3 0,347158 [0,466667 |1,08708
0,15 3,12663 0,316667 [0,490659 (0,483333 |0,225445
0,166667 1,993 0,333333 0,343 0,5 0,216

Tabulka 1: Periodogram &asové fady miry inflace (v %) v CR v letech 2003 — 2007
Zdroj: vlastni vypocet

Periodogram
407 3
30 - i
(U L
Tt
§20¢ ]
S |
10 ]
0; ‘ .
0O 01 02 03 04 05
Cetnost

Obrazek 2: Periodogram &asové fady miry inflace ( v %) v CR v letech 2003 — 2007

Zdroj: vlastni

Pokracujeme testovanim druhé nejvyssi hodnoty periodogramu 12,777 (pro j = 2), ktera

12’77; =0,2191109, kritickd hodnota g (0,01)

odpovida periodé¢ 30 mésicli. Hodnota 77, =

pro H =29, kterd byla urCena linedrni interpolaci, je 0,248852. Protoze
W =0,2191109<0,248852, nelze hypotézu H, zamitnout, takZe perioda 30 mé&sicti nebyla

indikovéna jako statisticky vyznamna. Fishertv test proto ukonc¢ime, nebot’ zkoumané casova
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fada neobsahuje sloZzenou periodicitu. Na zakladé provedené analyzy periodogramu je mozno
ucinit zaveér, ze v mésicni ¢asové fadé miry inflace v letech 2003 — 2007 existuje pouze jedina
statisticky vyznamna perioda, jejiz délka je 20 mésicu.
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DIE HARMONISCHE ANALYSE - AUSSERACHTGELASSENES
ANALYSEWERKZEUG DER ZEITREIHEN OKONOMISCHER
KENNZIFFERN

Der Beitrag handelt iiber die Nutzung harmonischer Analysen zur praktischen Forschung von
Zeitreithen Okonomischer Kennziffern. Es geht um ein Konzept, wo der Hauptfaktor die
Frequenz und nicht die Zeitvariable ist. Dieser Ansatz nutzt hauptsdchlich mathematischen
Methoden der Fourier-Analyse. Der Grund ist ein so genanntes trigonometrisches Polynom.
Das ermoglicht die Darstellung des Zeitreihenverhaltens. Ein geeignetes Werkzeug der
Detektion der periodischen Komponenten ist ein Periodogramm. Das ermoglicht die
Vorstellung der Intensitét einziger Frequenzen in der jeweiligen Zeitreihe. Die Perioden, deren
Signifikanz exakt durch einen Periodizititstest nachgewiesen wird, kann man als Tréger der
Periodizitit in der Darstellung der nachgefassten 6konomischen Kennziffer kennzeichnen. In
diesem Beitrag wurden die Methoden der harmonischen Analyse fiir die Zeitreihe der
Monatsinflation in den Jahren 2003 — 2007 angewendet.

ANALIZA HARMONICZNA - POMIJANE NARZEDZIE DO ANALIZY
SZEREGOW CZASOWYCH WSKAZNIKOW EKONOMICZNYCH

Artykut poswiecony jest mozliwosciom w zakresie wykorzystania analizy harmonicznej do
badania szeregéw czasowych wskaznikéw ekonomicznych w praktyce. Dotyczy to koncepcji,
w ktorej kluczowym czynnikiem jest czynnik czestotliwosci a nie zmienna czasowa. Takie
podejscie wykorzystuje przede wszystkim metody matematyczne z zakresu Analizy Fouriera.
Podstawe stanowi tzw. wielomian trygonometryczny, umozliwajacy opisywanie okresowego
zachowania szeregdw czasowych.. Odpowiednim narz¢dziem do wykrywania okresowych
elementow jest periodogram, dzigki ktéremu mozna uzyska¢ wyobrazenie o intensywnosci
wystepowania poszczegdlnych czestotliwosci w analizowanym szeregu czasowym. Okresy,
ktérych znaczenie uda si¢ wyraznie potwierdzi¢ za posrednictwem jednego z badan
okresowos$ci, mozna okresli¢ jako nosniki okresowosci w zachowaniu badanego wskaznika
ekonomicznego. W niniejszym artykule metody analizy harmonicznej zastosowano do szeregu
czasowego danych miesi¢cznych dotyczacych stopy inflacji w latach 2003-2007.

HARMONIC ANALYSIS — A NEGLECTED TOOL IN ANALYSING
TIME SERIES OF ECONOMIC INDICATORS

The paper focuses on possibilities of harmonic analysis usage for practical research into time
series of economic indicators. It is a method in which a frequency factor is the most important
one; it is not a time variable. This approach is based on mathematical methods like Fourier
analysis. The basic element is the so called trigonometric polynom, which enables descriptions
of periodical properties of time series. A suitable instrument for detection of such periodical
components is the periodogram. It allows us to get an idea about the occurence intensity of
particular frequencies in a time series. Periods the significance of which are proved exactly by
using some test of periodicity can be marked as holders of periodicity in a behaviour of a given
economic indicator. In this paper the methods of harmonic analysis were applied on the time
series of monthly data about inflation rate in the Czech Republic in 2003 — 2007.




