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STRATEGIE RESENI ULOH VYBRANYCH PARTIi V 7.TRIDE ZS

Resume

Prace se zabyva zakovskymi strategiemi pfi fe$eni kombinatorickych uloh v 7. tridé
ZS. Pro zaky to jsou problémové ulohy, protoze kombinatorika neni napini ucebnich
osnov ZS. Zkouma se tedy, jaky voli Zaci postup pfi feseni takovych uloh a jak jsou
pfi ném Uspésni. Dale se hodnoti Cetnost pouziti jednotlivych strategii a jejich
Uspésnost ve Gtyfech rlznych ulohach. Zjisténé vysledky jsou zachyceny celkem
v deviti tabulkach a grafech. Zviast jsou vyhodnoceny jednotlivé ulohy, po nichz
nasleduje celkovy prehled feseni uloh. Prilozen je seznam literatury vztahujici se ke
kombinatorice. V priloze jsou ukazky zakovskych praci.

Summary
This work deals with pupils’ strategies of solving combinatoric tasks in the 7" grade

on primary schools. Those tasks are for pupils problematic ones because they are
not taught in primary schools. Which strategy pupils choose when solving such tasks
and how successful they are is investigated. What else is examined is frequency of
every single strategy and its success in four different tasks. The known results are
shown in nine charts and graphs. The tasks themselves are assessed first then the
overall survey of solving task follows. A list of consulted literature dealing with
combinatorics is added. In the appendicitis there are examples of pupils’ works.

Resumee

Diese Studie umfasst die schulermassige Strategie, wie die kombinatorischen
Ubungsstucke durch die Schuler von 7-ten Klassen der Grundshule auflésen
werden. Das bedeutet fur die Schiler ein Problem, da die Kombinatorik keine
Grundschulethema ist. Man untersucht also, was fur eine Metode die Schuler
wahlen, um solche Ubungssticke aufzulésen und erfolgreich werden. Ferner
bewertet man eizeln die Strategie - Haufigkeit und den Erfolg bei der Auflésung von
vier verschiedenartigen Ubungssticke. Die festgelegten Angaben wurden in zehn
Tabellen und Diagramme eingetragen. Separat wurden einzelne Ubungsstiickedaten
verarbeitet und es folgt TotalUbersicht von der Ubungslésungen. Beigelegte Liste der
Literatur, die auf die Kombinatorik bezuglich ist. Die Schulerarbeiten als Vorbild
gelten — siehe Beilage.
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I. Cil a predmét prace
A. Kombinatorika na zakladni Skole

Cilem prace je prozkoumat v omezeném rozsahu strategie reseni
kombinatorickych Uloh zaky na zakladni $kole. Vyuka kombinatoriky neni obsazena v
osnovach zakladni skoly, ale Zzaci se s ni mohou presto setkat. Ulohy tohoto typu
olympiad, pythagoriad nebo se objevuji jako zajimavé uUlohy na konci hodiny ve
volném case nebo v suplovanych hodinach.

Obecné Ize tedy fici, ze i kdyz se zaci postup reseni téchto uloh neuci, obcas
je pocitaji a jsou vétSinou schopni dosahnout néjakého vysledku, at” uz logickym
postupem nebo intuitivnim chapanim problému. Je tedy jen na nich, jak se s nimi
vyporadaji a jaky postup zvoli. Pro nas muze byt zajimavé zkoumat, jaké postupy
reseni jsou nejcastéjsi a jak jsou pri nich zaci uspesni.

Ve své praci jsem se zaméfil na tuto zalezitost na Grovni sedmych trid ZS, kde
by méli byt zaci schopni resit uz i slozitejsi problémove ulohy. Predpokladal jsem
pouziti riznych metod feseni kombinatorickych uloh, prevliadat by mélo pouzivani

nazornych reseni, tj. vykreslovani a vypisovani kombinaci a variaci.

B. Kombinatorika — teorie

Predmetem kombinatoriky je fazeni prvki do mnozin ruznymi zpUsoby.
mnoziny a na jejich rozliseni, cehoz se dosahuje pomoci oznaéeni.

Slovnik spisovne cestiny pro skolu a verejnost, ktery vydalo nakladatelstvi
Academia r. 1978, vysvetluje kombinatoriku jako matematicky obor zabyvajici se
usporadanim danych prvku do skupin podle jistych pravidel.

Na skolské drovni se skutecné da fici, Ze se kombinatorika zabyva studiem
ruznych vybeéra (posloupnosti, skupin Ci sestav), jejichz ¢leny jsou prvky dané

(zpravidla kone¢né) mnoziny.



B. 1. Kombinace

Teoreticky ma pro nas samoziejmé nejvétsi vyznam obecné urceni poctu

vSech kombinaci k-té tfidy z n prvka.

Definice: Necht M je n prvkova mnozina a k, n (k < n) jsou nezaporna
cela cisla. Potom k-prvkové podmnoziny mnoziny M nazyvame kombinace k-té

tridy z n prvka (mnoziny M). Jejich pocet budeme oznacovat jako C.(n).

Nyni znazornime postup, jakym zjistime pocet v§ech téchto kombinaci C.(n).

1) Vytvorime vSechny mozné kombinace tfidy (k-1) z n prvku (k = n); jejich pocet je
Caln)

2) Dale ke kazdé takove kombinaci pridame  postupné kazdy
z n—(k—1)=n-k+1 prvkl, které kombinace neobsahuje (vzdy jen jeden).

3) Ziskame tak vSechny mozné kombinace k-té tridy, jejich pocet je C.(n) a kazdou
tuto kombinaci vezmeme k—krat.
Priklad tvoreni kombinaci k-té tridy podle vySe uvedeného vzoru:
ke kombinaci 23 ... (k- 1) k pridame Cislo 1,
ke kombinaci 13 ... (k-1) k pridame cislo 2,

ke kombinaci 124 ... (k-1) k pridame Cislo 3,

ke kombinaci 124 ... (k-1) pridame cislo k.

n

4) Z3) vyplyva, ze z kazdé kombinace tfidy (k — 1), jichz je celkem Ck-1(n) = ( | :
b

),

dostaneme n — k + 1 novych kombinaci k — té tridy, jejichz celkovy pocet je k.

n

Proto tedy plati : k. (;{ﬂ

)=(n=k+1).(," )

5) Pri opakovanem pouziti této rovnice dostavame vztah:



H

k(s =n—k+1).(, )

g=1
k=1).(," )=tn-k+2).(," )
(k=2) (," ==k +3).(,",)

2 () =(=-1.()
(s

Vynasobime zvlast' vSechny levé a zvlast vSechny pravé strany mezi sebou a

jako vysledek se objevi:

H n n

Jen 0= v =kce) (GRS

1,2,.,,.k.(1).(2)---,-( 1 k—1

£

H H

I/
Celou tuto rovnici vykratime cisly (1 J; (2 s (/b 1) a novy vztah se objevi ve

tvaru:

aotien (aall s g el
()= 12..... &

Dalsi upravy (naprf. pouziti symbolu pro faktorial, rozsifeni pravé strany) vyraz
zjednodusi:
p(r=1)...(n=Fk+t1) (n=Fkll = n!

£ " (n— A (n— k). £!

Nyni mUzeme pocet vSech kombinaci vyjadfit pomoci vztahu:

" #nl

& )= (H—@z

Ciln) = (



Z vyse uvedeného o kombinacich vyplyva:

1) Kombinace k-té tfidy z n prvk(i jsou skupiny o k prvcich. Pfitom prvky v kazde
takové skupiné musi byt r(izné. Protoze je to zfejmé jediny rozdil, plyne z toho, ze
pokud se dvé skupiny lisi pouze poradim svych prvk(, a nikoliv svym obsahem,
jsou stejné.

2) Kazda n-prvkova mnozina ma pouze jednu n-prvkovou podmnozinu, a to sebe
samu.

Cun) = (") =1

H
Protoze budeme pro dals$i zapis potiebovat zvlastni symbol, zavedeme ho uz nyni:
Je dano prirozené cislo n (n > 1) . Symbolem n! (¢teme "en faktorial") oznacCujeme
soucin vsech ¢isel mensich nebo rovnych n, tzn. n! =1.2.3. ... . n.

Pocet vSech kombinaci oznacujeme Ck(n).

B. 2. Permutace

V ramci kombinaci se konecna mnozina chape jako souhrn vUuci sobé nijak
neusporadanych prvka. Presto v8ak casto potfebujeme vysetiovat mnoziny, jejichz
prvky jsou urcitym zpusobem usporadany. Nékdy je nutné hovorit o usporadani prvku
v dané skupine. Napriklad usporadané dvojice Cisel [2,3] a [3,2], jestlize je chapeme
jako souradnice bodu v pravouhlé soustaveé soufadnic, reprezentuji dva ruzné body
roviny.

Uz z drive uvedeného je ziejmé, Ze mnozina M, ktera ma n prvku, ma jedinou
kombinaci n-té tfidy. Muzeme hledat v8echna mozna takova usporadani prvkd v
kombinaci n-té tridy mnoziny M, tj. vSech usporadanych n-tic. Tyto skupiny se
nazyvaji permutace mnoziny M. Pocet permutaci z n prvk( mnoziny M oznacujeme
symbolem P(n). Pocet vSech téchto permutaci n prvka z mnoziny M Ize vyjadfit jako

M={as, a ..., a,} kde ay, a,, ..., a, jsou prvky mnoziny M.
Predpokladame, ze existuji vSechny permutace k prvki mnoziny M a jejich pocet e

P(k). Necht a, a., a, ... ,a., a. je jedna z nich. Pro utvoreni permutace k+1 prvku



mnoziny M budeme prvek s indexem k+1 vkladat na véechna mozna mista v této
permutaci. Takovych mist je k+1, a proto z kazdé permutace , ktera mé k prvku,
vznikne k+1 permutaci s k+1 prvky, takze :

P(k+1) = (k+1) P(k)

Pfi postupném dosazovani za k= 1,2, ... , n-1 dostaneme rovnosti:
P(2) =2 P(1)
P(3) =3 P(2)

P(n-1)= (n-1)P(n-2)
P(n)=n.P(n-1)
Vynasobenim v§ech levych a vSech pravych stran dostaneme vztah :
P(2).P@3)....P(n-1).P(n)=2P(1).3P2)....(n1)P(n-2).n.P(n-1)
Cisla P(2), P(3), ..., P(n -1) se vykrati, takze nam vyjde konecny vztah
Plnmi=1.2.3.. _(p-1).n=n!

(Usporadanou n-tici prvkl chapeme jako synonymum s konec¢nou

posloupnosti.)

B. 3. Variace

Je dana mnozina M = {a,b,c,d} a mnozina N = {a,c,d}, ktera je podmnozinou
mnoziny M. Je to jeji triprvkova Cast. Pak acd, adc, cda, cad, dac, dca jsou vSechny
permutace ze tfi prvku této podmnoziny, tzn. vSechny skupiny ze tii prvki dané
mnoziny.

V kazdé skupiné jsou tytéz prvky, ale v rGzném poradi. Ziejmé nas bude
zajimat, kolik takovych permutaci mGzeme vytvorit.

Permutace kombinaci treti tfidy mnoziny M = {a,b,c,d} se nazyvaji variace

treti tfidy mnoziny M.



Mame danu mnozinu M s n prvky (n nalezi do oboru celych kladnych Cisel) a
k patfi do oboru pfirozenych &isel. Pritom k = n. Variace k-té tiidy z n prvku
(mnoziny M) jsou skupiny o k prvcich vybrané z n prvku mnoziny M tak, ze kazdé
dvé skupiny, které se lisi jen poradim prvkl, povazujeme za ruzné. Tzn., ze variace
k-té tridy jsou usporadané k-tice prvkl mnoziny M.

Pocet vs$ech téchto variaci k-té tridy z n prvki mnoziny M budeme oznacCovat
symbolem V,(n) . Jaky je pocet téchto variaci k-té tridy z n prvku mnoziny M
M={1,2, ..., k}) ?

Uvazujeme libovolnou kombinaci k-té tfidy mnoziny M. Pocet vSech moznych

permutaci k prvku kombinace 1,2, ... | kje k!. Jsou to variace vytvorené ze stejnych
]
prvky, lisi se jen jejich usporadanim. Ziejmé z kazdé z (;) kombinaci k-té tridy

dostaneme k! variaci k-té tfidy, které ovSem budou rtizné. Z toho tedy vyplyva, ze

pocet ruznych variaci k-té tfidy z n prvkt mnoziny M bude :

n nl. kl n!

,{c_)'klz((a—é)!.k!)z (n—&)!

Vik(n) = (

Pokud k = n , je Vn(n) = n! , coz je vlastné pocet permutaci z n prvku.
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Il. Testy

A. Podminky zadavani

V ramci pedagogické praxe jsem zakum trid 7.A, 7.B, 7.C ZS Husova ff,
Liberec, zadal k reSeni celkem &tyfi rizné kombinatorické ulohy formou domaciho
Ukolu, s tim, aby se co nejlépe snazili zachytit svuj postup reseni. Zadavani probihalo
bud béhem prestavky a presahovalo az do nasledujici hodiny, nebo primo na
zacatku vyucovaci hodiny. V kazdém pripadé se tak délo se souhlasem vyucujicich
a po predchozi domluvé s nimi. Zaci dostali zadani uloh na papirech formatu A4
s texty napsanymi na stroji a méli vzdy dostatek klidu k pfipadnému zapsani instrukci
nebo kladeni dotazl. Presto, ze jsem pokyny vzdy aspon jednou zopakoval a zaci
pusobili soustfedéné a tvrdili, Ze zadani rozumeji, vzdy se vyskytly pripady, kdy se
jako reseni na papiru objevil pouze vysledek. Tyto pripady jsem resil doplaujicimi

otazkami a poznamkami o postupu rfeseni.

B. Viastni testy

B.1. Texty uloh

Uloha é. 1: Mnohym lidem se zda prodej jizdenek na zeleznici velmi jednoduchy.
Nemaji ale tuseni, s jakym poctem jizdenek se pracuje i na malych
stanicich. Cestujici musi dostat listek z kazdé stanice do kterékoli jiné.
Predstavme si trat' s 25 stanicemi. Kolik ruznych druhl jizdenek

potrebuje zeleznice pro tuto trat”?
Uloha €. 2: Mame k dispozici pét latek riznych barev. Kolik riiznych tribarevnych

viajek z nich muzeme sesit, kdyz budeme kousky latek pouzivat jen

jako svislé pruhy?

11



Uloha €. 3: V cihelné jsou tfi vyrobni stfediska a Gtyfi sklady. Od kazdého strediska
ma vest Uzkokolejka ke kazdému skladisti. Mate urcit nejmensi pocet

krizovatek a navrhnout plan.

Uloha é. 4: Kolika zplsoby Ize prostipnout jizdenku s policky usporadanymi do

¢tverce 3x3, pokud budeme vzdy prostipovat jen 3 policka?

1 2 3
B 5 6
74 8 Z

B.2. Uprava testu

Zadavani uloh probihalo ve dvou etapach. V prvni - tfida 7.A - jsem vybral
ulohy ¢. 1 o poctu jizdenek, €. 2 o poctu vlajek a ¢. 3 o poctu kfizovatek v tovarné.
Tuto posledni jsem pak pro tiidy 7.B a 7.C nahradil ulohou o poctu moznosti
prostipnuti jizdenky, protoze uloha . 3 se nezdala byt dostatecné pfinosna pro mj
zamer. Pri jejim feSeni nebyli zaci nuceni vymyslet zadné strategie feseni. Myslim si,
ze nova uloha o kombinaci prostipovani je z hlediska zkoumani zakovskych metod

reSeni kombinatorickych uloh mnohem cennéjsi.

12



Dodateé¢né jsem si uvédomil, ze néktera zadani nebyla jednoznacna, i kdyz
jsem je prevzal z vy$e uvedené literatury. Napiiklad v uloze ¢. 2 nebylo vyslovné
uvedeno, ze Ize sestrojovat i "neexistujici" vlajky a ze zadnou barvu nelze pouzit
dvakrat. Presto si déti zadani vétsinou vysvétlily spravne.

Pro tfidu 7.A jsem ulohy na papiru rozdélil tak, aby vznikl urcCity prostor pro
feseni. Pozdéji bylo zfejmé, ze prostor nutny pro feseni je u kazdého zaka jiny a
navic ¢asto ani nestaci. Proto jsem pfi dalSim zadavani seradil texty uloh za sebe
bez vynechavani volnych mist. To zakim umoznilo vyuzit papir tak, jak potrebovali, a
kromé toho mohli uUlohy fesit v jakémkoli pofadi bez psychologického omezeni

prostorem urcenym k zachyceni postupu.

C. Vysledky uloh a jejich rozbor

C.1. Uloha &. 1

C. 1. a. Spravné reseni

Protoze mame 25 stanic, z kazdé z nich Ize zakoupit jizdenky do 24 jinych. To
muzeme udélat celkem 25x. Proto pocet moznych jizdenek ziskame tak, ze

vynasobime 25x24. Vysledek je 600 moznych jizdenek.

C. 1. b. Predpokladany postup

Od zaku jsem ocekaval v podstaté dvoji feseni. Jedno bylo pouhé vypisovani
moznych existujicich listklu, coz bylo jisté Casové narotné a pracné, ale ne tak

promyslené jako to druhé, vyse uvedené reseni.

C. 1. c. Zakovské strategie a jejich hodnoceni

Zaci se vétsinou dopracovali ke spravnemu vysledku. Z celkového poctu 34

déti jich 24 oznacCilo za vysledek 600 jizdenek, coz je 70,6% Uspésnost. Zbyvajici
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pocet 10 zaku (29,4%) zahrnuje i fe$eni, ve kterych zaci povazuiji jizdenku z A do B
za tutéz jako z B do A. Zahrnul jsem tato feseni do Spatnych, prestoze povazuji za
svoji chybu, Ze jsem détem piredem nevysvétlil, Ze to jsou dvé ruzna reseni. Mohu jen
poznamenat, Zze v této podobé je ona Uloha vytisténa i ve vy$se zminéné publikaci a
ze jsem se opét dopustil chyby v tom, Ze jsem spoléhal na odbornost tisténeho textu
I co se didaktické stranky tyka.

Z 24 spravnych reseni bylo 21 dosazeno Cisté od zacatku reseni pomoci
uvahy, zZe z kazdé stanice Ize zakoupit jizdenku do 24 jinych. Protoze to Ize provest
v kazdé stanici, je téchto stanic celkem 25. Z toho dostaneme prostym nasobenim
24x25 = 600. Prikladem tohoto postupu je feSeni zakyné Seifertove ze 7. A. (Viz
priloha P1).

Nekteri zaci dosli ktéto uvaze postupneé tak, ze =zacali vypisovanim
jednotlivych moznosti, a pak si uvédomili onu zakonitost. Takto si poc€inal napriklad
zak Baxa a dalsi dva zaci ze tfidy 7.C. (Viz priloha P2).

Neékteri dalsi z téch, co pouzili metodu vypisovani moznosti, chybovali v tom,
ze misto kombinaci pocitali variace. Tyto déti si bud fyzicky vypisovaly do sloupecku
moznosti 1-2...25, 2-3..25, ..., 23-24, 25, 24-25, ¢imz jim vySel vysledek 300, anebo
se k témuz vysledku dopracovaly tim, Ze jen na papife scitaly pocty variaci:
24+23+. +2+1=300 (zakyné Zohova). Celkem takto postupovalo pét déti. (Viz pfiloha
P3).

Pfi tomto scitani se Ize ovSem dopustit i numerické chyby (Zakyné Hiklova -
vysledek 210 jizdenek).

U nékterych zakul Ize jen tézko vérit tomu, co uvadéji na papife a co tvrdili i
mné pfi osobnim rozhovoru, totiz, ze vysledek neopsali, a Ze je to jen vysledek jejich
prace a naznaceného postupu reseni — napr. prace zakyné Mrazkové. (Viz pfiloha
P4).

Objevilo se i fe$eni 574 jizdenek (24%), zd(vodnéné tim, ze pry nelze zakoupit
jizdenku ze stanice 1 do stanice 1. Proto (25-1)2 = 576. Tento postup se vyskytl

celkem ve dvou pracich. Napriklad prace Patrného z tfidy 7.B.
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Reseni s vysledkem 576 se objevilo jeété jednou jako vysledek spravne
uvahy, ovéem s numerickou chybou.
Ve tfidé 7.A se objevilo jesté jedno nespravné feseni s vysledkem 250 druhu

Jizdenek .

C. 1. d. Srovnani skute¢nych a predpokladanych postupu a vysledku

Na pomérnou snadnost ulohy Ize usuzovat jednak z velkého poctu spravnych
reseni (24 ze 34), ale i z toho, ze zaci volili ve vétsiné pripadu spravnych reseni
podobné strategie (Uvaha 1, Uvaha 2). To muze naznacovat i to, ze se tyto strategie
nabizeji jako nejzrejméj$i a tudiz snad i pro zaky nejleh¢i. Srovnani jednotlivych
strategii co do uspésnosti pri feseni ulohy je shrnuto v nasledujici tabulkach a

grafech.

C. 1. e. Uspésnost jednotlivych strategii v uloze ¢. 1

Zde (v tabulce a grafu ¢. 1) se budeme zabyvat porovnavanim uspésnosti

jednotlivych strategii jednotlivych v pomeéru k celkovému poctu reseni.

TABULKA ¢. 1
uvaha1 | avaha2 | 300 576/1 | 576/2 210 250
pocet 21 3 |3 P 1 1 1
procenta 61,765 8,8235 14,7 5,88 2,94 294 | 294
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GRAF ¢. 1
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pocet
Bl procenta

uvaha 1 uvaha 2 "300" 576/1 576/2 210 250

w

C. 1. f. Uspésnost zakovskych feseni
V nasleduijici tabulce a poté i v grafu, ktery ji znazornuje, si ukazeme celkovou
Uspésnost feseni ulohy €. 1, tj. pocet Zzaku, ktery resil tuto Ulohu a tu cast, ktera se

dostala ke spravnému reseni.

TABULKA €. 2
celkem spravna reseni
pocet 34 24
procenta 100 70,6
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GRAF €. 2

Celkové vysledky ulohy 1
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celkem spravna feseni

C.2 Uloha&. 2

C. 2. a. Spravné reseni

Je dano 5 prvku (barev), ze kterych mame sestavovat trojice. V tomto pripade
zalezi na poradi, jedna se tedy o variace. Protoze nebudeme pouzivat jednu barvu
na jedné vlajce dvakrat, pouzijeme vzorec pro vypocet variaci bez opakovani

!

(n—R)!

V.(n) =

Pocet barev na vlajce k = 3, celkovy pocet barev n = 5. Po dosazeni Cisel do vzorce

dostaneme

5!

=m—31=60

V3(5)

Vysledek je 60 moznych (i "neexistujicich”) vlajek.

C. 2. b. Predpokladany postup

U této ulohy jsem si nebyl zcela jisty, co mam ocekavat, protoze uloha je

------

(pripadné kresleni).
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C. 2. c. Zakovské strategie a jejich hodnoceni

Tuto Ulohu feSilo opét 34 zaku, z nich 14 (41,2 %) dosahlo spravného
vysledku 60 vlajek, ale 20 zaku (58,8 %) vypocitalo nespravny vysledek. Je to tedy
zfejmé pro déti pomeérné tézka uloha. | presto se vSak objevila néktera prekvapiva
reSeni a bylo zajimavé je posuzovat. Velka ¢ast déti postupovala tak, ze si zkusmo
vypsala véechny moznosti u jedné barvy na prvnim misté, vyslo jim 12, a pak tento
pocet jen vynasobila péti a ziskala celkovy pocet vlajek - 60. Takto postupovali
Hampacher a Kleibl ze 7.A. (Viz priloha P5).

Myslim, ze tento postup je prekvapivé vyspély a ukazuje na jisté matematicke
mysleni onéch zaku.

Dalsi pouzitou strategii bylo vypisovani nebo dokonce vykreslovani vsech 60
moznosti (Hiklova, Wachova). (Viz priloha P6).

U nekterych se i pres nazornost této metody objevily chyby, napriklad
numericka v praci Kracmarové. (Viz priloha P7).

Nékolik zaku si opét neuvédomilo rozdil mezi variaci a kombinaci (presto, ze
tyto pojmy neznaji nebo je nepouzivaji, meéli by je pri reseni rozliSovat), a z tohoto
duvodu dosli k vysledku 30 vlajek, protoze vysledek 231 pro né byl tentyz jako 312.
Takto postupovaly napriklad Zohové a Seifertova. (Viz pfiloha P8).

Zrejmé proto, ze byla tato uloha pro zaky opravdu nezvykla, bylo pro vétsinu
z nich obtizné ji néjak vyresit. Zrejmé vubec nevédéli jak postupovat a volili
nesmysiné strategie, jako napfiklad"5.5.3=75" "3 .5=15" anebo vubec ani
nevédéli jak zacit. Objevily se také asi tfi pripady, kdy zaci korigovali své vysledky
podle svétového atlasu vlajek jen na existujici. (Viz priloha P9).

Tento posledni vysledek povazuji Cisté za svoji chybu proto, Zze jsem zadal
nejasné instrukce. Tato moznost mé totiz vubec nenapadla, protoze jsem se plné

spoléhal na spravnost zadani v knize.
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C. 1. d. Uspésnost feseni v tloze &. 2

Nejdrive si tedy ukazeme celkovou uspésnost zaku pri freseni této ulohy:

TABULKA é. 3 - Uloha é. 2

celkem spravna reseni
pocet 34 18
procenta 100 529

GRAF ¢é. 3 - Ulohaé. 2
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celkem

C. 2. e. Hodnoceni uspésnosti pouzitych postupt

spravna reseni

B pocet
B procenta

Nyni si v tabulce a grafu €. 5 nazorné ukazeme Cetnost pouziti jednotlivych

strategii v Uloze ¢. 2 a take jejich uspeésnost. Pro vysvétleni bych rad dodal, ze:
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o Poctu feSeni strategie ¢. 1 predstavuje postup, pfi kterém zéaci nejdrive
spoCitali mnozstvi vlajek v jedné typické skuping, které pak vynasobili

poctem téchto skupin.
« C. 2 je vykreslovani nebo vypisovani moznosti.

o C. 3 Jsou nesmysIna feseni. Z postupu zachyceného na papiru s resenim

neni vubec jasné, jak zaci postupovali.

e C. 4 je mné neznamy postup, ktery vypada ¢astecné jako vykreslovani a ve
kterém se najednou objevilo jako vysledek cislo 60. Mozna je to jen opsané.

Bohuzel jsem uz nemél moznost to zjistit.

o C. 5 predstavuje pocet "nulovych" feseni. Zaci vibec nezadali. Uvadim je

jen pro doplnéni do celkového poctu.

Heslo "pocet" znamena celkovy pocet takovych reseni.

"%" predstavuje procento vyskytu onéch strategii z celkového poctu reseni.

Nazev "spravné" je pocet spravnych feseni pomoci kazdé ze strategii.

e \ kolonce "% 1" se uvadi, jak byla ktera strategie uspésna, Cili kolik reseni

s pouzitim urcité strategie bylo spravnych.

e Radek "% 2" fika, jak byla ktera strategie celkové Uspésna, tedy procento

spravnych reseni vzhledem k celkovemu.
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TABULKA €. 4 - Strategie v uloze €. 2

strategie C. 1 2 3 4 5
pocet 13 9 7 1 4

B % 38,2 26,5 20, 6 2,9 11,8
spravne 1S 4 0 1 0
% 1 100 44.4 0 100 0
% 2 38,2 11:8 0 29 0

C. 2. f. Srovnani skutecnych a predpokladanych postupu

Je zfejmé, ze nejCasteji pouzivana a nejuspésnéjsi byla pri reseni strategie
¢. 1. Je to, myslim, trochu prekvapivé, ze byla tato strategie pouzita tolika zaky, spis
bych ¢ekal pouhé vypisovani.

Strategie ¢. 2, jiz je strategie €. 4 vlastné jakymsi ,poddruhem®, je druha
nejpocetnéjsi a vlastné uz i jedina dalsi uspésna. Vysvétlenim by mohlo byt, ze
matematicky zdatnéjsi zaci, ktefi vymysleli strategii ¢. 1, jsou lepsi i numericky, a
proto dokazi svuj postup dotahnout do cile spis. Tento postup je také narocny spis
na premysleni pred zapocetim feseni nez pfi samotném rfeseni, narozdil od strategie

¢. 2 - vypisovani nebo vykreslovani.
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GRAF €. 4 - Strategie v uloze &. 2
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Z uvedeneho je ziejme,ze postup €. 1 (5 x 12) je znacné uspésnéjsi nez
vykreslovani nebo vypisovani moznosti. Muze to byt proto, Ze vypisovani je
neprehledné a snadno se pii néem udéla chyba. Také se Ize domnivat, Zze pokud
nejaky zak dokaze prijit na postup ,5 x 12 je zfejmé v matematice na vy$si Urovni.
a proto neudéla chybu pfi fe$eni tak snadno nebo tak Gasto jako ten kdo fedeni

vypisuje jedno po druhém.

C.3 Uloha ¢ 3

C. 3. a. Predpokladany postup

Reseni se provadi graficky. Pfi primych tratich je pocet kfizovatek Sest,

v pfipadé, ze se mohou traté vést obloukem, jsou krizovatky pouze dvé.
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U této ulohy jsem ani nic jiného, nez grafické reseni, necekal.

C. 3. b. Zakovské strategie a jejich hodnoceni

Tuto udlohu resili jen Zaci tridy 7.A, protoze jsem ji pro pozdéjsi zadani ve
tfidach 7.B a 7.C nahradil Glohou €. 4 pro jeji vétsi zajimavost. Zadani ulohy €. 3
bylo bohuzel opét nejednoznacné, a tak dochazelo k tomu, ze zaci vyresili ulohu
dvéma ruznymi zpusoby, pricemz byly oba v podstaté spravné. Pokud totiz zvolili
pouze prime traté, bylo kfizovatek Sest, pokud ale pouzili pfi fesSeni i trati ve tvaru
oblouku, mohly byt krizovatky pouze dvé. V této uloze $lo vlastné o nazornost
a predstavivost. Zaci si tedy méli uvédomit, ze nejlepsi je zrejme resit ulohu graficky.
Témeér vSichni ji zvladli Uspésné - az na jednoho zéka, ktery si s ni zfejmé vlbec

nevédel rady.

C. 3. c. Uspésnost zakovskych reseni

Z celkovych 16 feseni bylo dobrych 15 (93,8%), Spatné pouze jedno
(6,2%). Z toho vyplyva, ze to byla pro zaky zcela jednoznacné nejlehci uloha ze

vsech ¢tyr zadanych. (Viz priloha P10).
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TABULKA &. 5 - Uspésnost v uloze €. 3

celkem spravna reseni
pocet 16 15
procenta 100 938

GRAF ¢&. 5 - Uspésnost v tloze é. 3
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C. 4. Uloha ¢&. 4

C. 4. a. Spravné reseni

V této Uloze nezalezi na poradi, protoze napr. reseni ,147" je totéz jako feseni
,174“. Jedna se proto o kombinace . Jelikoz nemuzeme ze ziejmych duvodu jedno
&islo pouzit dvakrat, jsou to navic kombinace bez opakovani. Vzorec pro vypocet je:

!

Ol

Po dosazeni ¢iselnych hodnot k = 3, n = 9 dostaneme ze vzorce vyraz

91
GO = 5 3a
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Po vypoCtu ziskame vysledek 84 kombinaci. Jizdenku Ize tedy prostipnout 84
zpusoby.

C. 4. b. Pfedpokladany postup

U této ulohy Ize jako moznou strategii celkem logicky oéekavat vypisovani
kombinaci, ale pfi chybném postupu i variaci. Dal$i postupy nejsou dost dobre

predvidatelné, jako napfiklad vykreslovani tvarl, které vytvorily prostipnuté otvory

v jizdence.

C. 4. c. Zakovské strategie a jejich hodnoceni

Tato uloha se zda byt nejtézsi z celého souboru fesenych uloh. Z 18 zaku
dosahlo spravného feSeni jen sedm (38,8 %), jedenact reseni (61,1 %) bylo
nespravnych. Protoze ostatni ulohy dopadly ve vsech tfidach podobné, domnivam
se, ze by procento uspesnosti reseni teto ulohy bylo stejné i v pripadé tridy 7.A.

Nékteré déti si vypisovaly mozna reseni jako kombinace tri Cisel, coz se jevi
nejsnadnéj$im zpusobem feseni. Zfejmé tento postup napadne vétsinu déti nejdrive,
ale ¢asto pfi ném chybuji. Casto je pro né feseni ,147" rlzné od fe$eni ,174"
a pocitaji tyto kombinace jako dvé reseni.

Jiné déti (bylo jich podstatné méné) zvolily odlisSny postup: nakreslily si nékolik
¢tvercovych siti 3x3 a do nich postupné zaskrtavaly feseni, jez je zrovna napadla.
Vznikaly jim tak v téchto sitich obrazce ve tvaru razné natoCenych pismen ,L* V*
%, atd. (Viz priloha P11).

Tento postup zcela automaticky sam o sobé vyluCuje moznost dvojiho pocitani
jedné kombinace, pokud si ovéem doty¢ny peclivec zachova prehled, ktera feseni jiz
pouzil, a ktera jesté ne. Je bohuzel dost obtizne to dodrzet, coz se i projevilo ve
vysledcich. Kromé toho je toto feseni dost tézkopadné, pomalé a pracné. Pres
veskerou snahu se v ném déti mohou snadno ztratit, protoze pro takovy postup se

asi jen obtizné bude volit néjaky systém.
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Pres tyto nevyhody ma zminény postup |

svou kladnou stranku ve své

nazornosti a myslim, Ze stoji za to ukazat détem oboji.

C. 4. D. Uspésnost zakovskych feseni

Podil spravnych feseni na jejich celkovém poctu zachycuje nasledujici tabulka

a graf.

TABULKA €. 6 - Uloha ¢. 4

celkem spravna reseni
pocet 18 7
procenta 100 38,8

GRAF ¢&. 6 - Uloha ¢&. 4
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TABULKA €. 7 - Strategie ulohy €. 4

fﬂ_ﬁ vykreslovani, vypisovani | zadné | nesmysiné | uvaha
pocet celkem 11 1 4
tj. % 61,1 56 222
spravna reseni 3 0 0
tj. % - 2 27 8 0 0

e ,pocet celkem*
e ,tj. %“ znamena procentualni zastoupeni uréitého feseni v jejich celkovém poctu
e  spravna reseni“

* 1. % -2 vyjadiuje, kolik procent z celkového poétu feseni bylo spravné reseno

prislusnou metodou

je prosty pocet reseni daného typu

opét predstavuji prosty pocet téchto reseni

GRAF €. 7 - Strategie ulohy €. 4
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B pocet celkem

|0 spravna reseni

vykreslovani,
vypisovani

Je vidét, ze vypisovani a vykreslovani bylo nejcastéji pouzitym postupem pri
feeni Ulohy. Ziejmé kvuli uz drive zminené zaméné kombinaci a variaci nebyla vsak

tato strategie tak uspésna, jako kdyz se zaci snazili dojit k vysledku Gvahou. Mozna

zadne nesmysiné

27




proto ze tento u ouz
' postup pouzily déti epsi na m m a2 ned
Obé reSeni v§ak byla sp a\,fnay e |
y] ' ' atematiku s i
r lali pri reseni
. eni chyby.
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IIl. Shrnuti vysledku

Vzhledem k malému poctu zucastnénych zaki pii reseni dloh nelze dost
dobre tuto praci vydavat za statisticky platnou, nicméné bych se chtél pokusit o jisté
porovnani zjistenych vysledkl. Predevsim bych se chtél zaméfit na srovnani
obtiznosti jednotlivych uloh mezi sebou tak, jak to Ize vypozorovat z Uspésnosti

zakovskych reseni.

A. Uspésnost Feseni jednotlivych dloh

Pri srovnavani je treba jesté brat v Uvahu, ze razné tridy resily do jisté miry rizné
soubory uloh. Nékteré byly pro véechny tidy stejné (ulohy &. 1,2), jiné se lisily. Ulohy
¢. 1, 2 resili zaci ve vSech trech tfidach, uloha €. 3 byla zadana jen ve tridé 7.A (16
zaku), ulohu €. 4 resili zaci ve tfidach 7.B a 7.C, to je tedy celkem 18 zaku. Z tohoto
duvodu je 1 procentualni srovnani uspésnosti reseni jednotlivych uloh trochu

zkreslené. Prehled o tom nabizi nasledujici tabulka a graf.

TABULKA €. 8 - Obtiznost uloh

uloha €. 1 2 3 4
pocet zak 34 34 16 18
 spravna feseni 70.6 52 9 938 38.8
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GRAF ¢. 8 - Obtiznost uloh

B pocet zaki

O spravna reseni

.....

asi zplsobeno obecné tim, Ze ulohy Ize fesit rGznymi, a tedy ruzné tézkymi zpusoby,
nebereme-li v Gvahu srozumitelnost zadani.

V tloze & 3 ,staéi“ reseni kreslit, a neni treba vymyslet zadny postup. Také
vysledek neni tak abstraktni, jako u ostatnich uloh, kde figuruji jen Cisla. Prakticky
vznam vidim napriklad vtom, Ze zaci nemuseli vymyslet zviastni postup, aby
zachytili véechna feseni, protoze to bylo dostatecné zrejmé z obrazku.

Tento princip (kresleni) mohl zakim pomoci i pfi feSeni pomerne slozité ulohy
¢ 2. kde si zaci bud vykreslili véechny vlajky, nebo alespon nejakou typickou
skupinu.

Pomérné dobry vysledek pii feseni ulohy C. 1 si vysvétluji jako dusledek toho,
ze se zde pocitaji (vypisuji) pouze dvojice. Jejich postupnym vypisovanim prisli
alespor néktefi na zakonitost jejich vytvareni a dosli ke spravnému zaveru timto
zplsobem. Pokud by ovsem museli tvorit napfiklad trojice, uloha by se znacné

zkomplikovala, coz se projevilo napriklad v Uspésnosti reseni ulohy ¢. 4. Krome
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tvoreni trojic mnohym zakum ztizil situaci problém rozliSeni kombinaci a variaci.
Mnozi z nich to nezvladli, z ¢ehoZ plyne i pomérné nizka Gspésnost Feseni této
dlohy - viz tabulka a graf ¢. 6.

B. Uspésnost reseni tloh — hodnoceni podle tid

Srovnani uspesnosti feseni podle jednotlivych tfid je dost poznamenano
nizkym poctem zucCastnénych zakl (napriklad ve tfidé 7. B pouhych 8 zaku), a proto
se sebemensi odchylka od primeéru projevila velmi vyrazné pfi procentualnim
srovnavani spravnych reseni.

Zaci véech tii tfid pracovali na zadanych ulohach doma a podle vysledku to
vypada, ze vétsinou | samostatné.

Ve tfidé 7.A fesilo 16 zakl ulohy ¢. 1, 2, 3. Pri feseni ulohy ¢. 1 dosahli 12
spravnych vysledkd, coz predstavuje 75 % uspésnost. V Uloze & 2 dosahli 7
spravnych reseni - 43,8 % a v uloze €. 3 dosahli 15 spravnych reseni, coz je 93,8 %.

Ve tfidé 7.B fesilo Ulohy 8 zak(. Ulohu &. 1 vyresili spravné 4 zaci (50 %),
ulohu ¢. 2 vyresili spravné 3 zaci, neboli 37,5 % a stejné tak i v uloze ¢. 4 dosahli
spravneho reseni 3 zaci, Cili opet 37,5 %.

Ve tfidé 7.C se feseni zucastnilo 10 zaku, a to takto: ulohu & 1 vyresilo
spravné 8 zaku (80 %), ulohu €. 2 Sest zaku (60 %) a ulohu C. 4 vyresili spravne 4
zaci, coz je 40 %.

Vysledky srovnani uspésnosti feSeni vsech uloh v jednotlivych tridach jsem

shrnul do nasledujici tabulky.

TABULKA ¢. 9 - Srovnani tiid

uloha ¢islo 1 2 3 4 pramér
trida
7. A 75 44 94 nereseno 71
. B 50 38 nereseno 38 42
0 nereseno 40 60
. C 80 6
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Rozdily v uspésnosti jednotlivych tfid pri feseni uloh Iépe vyniknou na
nasledujicim grafu.

GRAF €. 9 - Srovnani tiid
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Jak je vidét, kromé dvou pripadl (Ulohy ¢. 1 - niz$i Uspésnost tiidy 7.B a
dlohy €. 2 - vyrazné lepsi vysledek tfidy 7.C) se od sebe procenta spravnych reseni
prilis nelisi.

Pomineme-li riznou uroven matematického nadani nebo mysleni, mohou byt
Vetsi rozdily v téchto dvou pripadech kromé jiného zpusobeny také tim, ze ve tiidé
7.B fesilo ulohy pouhych osm zakul. Je tedy ziejmé, ze zvlasté v takovém pripadé uz
vySe uvedené,ze se kazdé chybné fes$eni vyrazné promitne do procentualniho
vyjadreni.

Dalsim moznym duvodem je, ze ve tfidé 7.A vyucuje matematiku nékdo jiny

nez ve tfidach 7.8, C.
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IV. Srovnani kone¢nych vysledku a predpoklad

Pres nizky pocCet zucastnénych zakl Ize ziskané vysledky vyuzit k néjakému
Zaveru.

Pro konecné posuzovani vyuzijeme predevsim tdajl z tabulek a grafu ¢. 7, 8,
ve kterych se porovnava uspésnost reseni uUloh jak véeobecné tak i s prihlédnutim
obecnych vysledku ve véech tfidach dohromady. Vyjdeme z tabulky a grafu ¢. 8. Na
jejich zakladeé je mozné urcCit poradi obtiznosti reSenych uloh - tak, jak vyplyva
z Uspésnosti zakovskych reseni.

Jisté plati, ze obtiznost ulohy zavisi na Uspésnosti feseni a obé tyto véci
souviseji s rlznymi postupy, jichz byli zaci nuceni pouzivat. Pokud jim napfiklad
stacilo spojovat body v roving, byli uspésnéjsi, nez kdyz museli vymyslet postupy na
ur€ovani poctu dvojic nebo trojic v néjaké mnoziné prvku. Jako priklad nam poslouzi
srovnani uloh cislo 2 a 3.

Jednoznacné nejjednodussi je uloha €. 3, ve které zaci jednak spojovali pouze
sedm bodu v roviné mezi sebou a dale meéli pfi feseni neustalou kontrolu, které body
jiz spojili a které jesté spojit zbyva. Kromeé toho, v této uloze pracovali s malymi Cisly:
dvojice ze sedmi prvku.

Druhou nejlenéi ulohou byla uloha €. 1 - o pocCtu jizdenek. Zde se jiz sice
pracuje s vétsim poctem prvkl (25), ale stale se vytvéareji pouze dvojice, coz neni
prili§ slozité na to, abychom si udrzeli prehled, ktera spojeni jiz byla vytvorena. Z&ci
si mohli také pomoci grafickym rfesenim. U této ulohy je mozné vyuzit ho bud vylucne
nebo spolu s poéetnim fesenim, jak to i nékteri udelali. Pospojovali jednu stanici
s ostatnimi, uvédomili si podle obrazku, ze takovych situaci je dalSich 23 a prostym
nasobenim 25 . 24 dostali spravny vysledek 600 listku.

Podobny postup vyuzili néktefi zaci také u ulohy ¢. 2, ktera byla podle
hodnoceni zachyceného v tabulce ¢. 7 druhou nejobtiznéjsi. Tuto ulohu Ize resit
podobné, tedy spocitat moznosti u jedné typické skupiny a pak je vynasobit poctem
téchto skupin. Velka ¢ast zaka tak skutecné postupovala. Na druhé strané se pracuje

jiz s trojicemi, coz feéeni znaéné ztézuje. Proto zfejmé spravneho vysledku dosahla
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mensi Cast zaku, nez v Uloze ¢. 1. Kromé toho je pocet kombinaci dost vysoky, takze
pfi vykreslovani nebo vypisovani muze diky nepfehlednosti snadno vzniknout chyba.

Uloha ¢. 4 byla jisté pro zaky nejtézsi, jak to i ukazuje tabulka a graf ¢. 6. Je to
ciste teoreticka uloha, objevuiji se v ni pouze ¢isla, zadné vlajky ani planek tovarny.
Co se tyka pouzitych strategii reseni, Z tabulky a grafu ¢. 7 vyplyva, ze nejCastéji
pouzitou, ale ne nejuspésnéjsi strategii bylo vypisovani. Tento vysledek se dost
podoba hodnoceni vSech uloh.

Celkove nejCastéji pouzivali Zaci pro feseni postupy jako vypisovani nebo

vykreslovani (alespon Castecné). Objevilo se v 58,8 % Feseni. Srovnani - viz tabulka,

graf €. 10.
TABULKA €. 10 - Vyskyt riznych postupi pfi feseni uloh
typ postupu kresleni uvaha nulova
pocet 60 47 19
procenta 58,8 46,1 18,7

e Pojem ,nulova“ feSeni znamena Spatna nebo zadna reseni.
» Dale je ziejme, Ze soucet procent presahuje 100. Je to proto, ze tyto
postupy se Casto prolinaly a kombinovaly, takze v jedné uloze mohly byt

pouzity oba dva.

GRAF ¢. 10

70

B kresleni

B uvaha
Onulova

pocet procenta
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Lepsi zaci ho pouzivaji jako pomocny krok, ze kterého odvozuiji dalsi feseni
Nékdy vsak byli pri feseni Uspésnéjsi pomoci néjaké Uvahy - viz Gloha &. 1 a 2. kde
zaci dosahli nejvice spravnych vysledki pomoci tvahy (tab., graf & 1). V ostatnich
ulohach previada zminéné vypisovani. V lloze & 2 dokonce tyto dve strategie
(kresleni a uvaha) splyvaji a kombinuji se v jeden postup. V dloze &. 3 je kresleni
dokonce jedinym pouzitym postupem, a tudiz je také nejuspésnéjsim.

Prace potvrdila mé predpoklady co se tyka &etnosti a uspésnosti pouziti
metody vypisovani a vykreslovani, ale ponékud mne prekvapila Uspésnost zak( pri
reseni téchto dloh. Spravnych feseni bylo 62,8 % pfipadu, coz je celkem priznivé

Cislo vzhledem k tomu, Ze se jedna o problémové ulohy.
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