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Shodni zobrazeni v roviné (konstruktivni ulohy)

Plane congruent projection (constructive tasks)

Vedouci:
prof. RNDr. Jana Privratska, CSc. Ph.D.

Uvod: A ) .
Jednou z dilezitych souddsti u¢iva na zékladnich a stfednich Skolach jsou pravé kapitoly za-

byvajici se geometrickymi zobrazenimi v roviné. Problémem je, Ze jim neni vénovan f:losta:
teény prostor. Je to hlavné zplisobeno nedostatecnym mnozstvim tloh k samostatn¢ priprave

zéku.

Cil:
Vytvofit ucelenou sbirku feSenych tiloh se zaméfenim na shodna zobrazeni.

Pozadavky:
Podrobné seznameni se s vlastnostmi jednotlivych shodnych zobrazeni.

Literatura:

Brozova N.: Vytvateni pojmu shodné zobrazeni v jednotlivych ro¢nicich ZS. Liberec. 1998,
V156/98P (dipl. prace TUL).

Hulka B.: Grupa shodnych zobrazeni v roviné. Liberec 1998, V47/98P (dipl. prace TUL).

VySin J.: Vybrané staté z elementédrni geometrie. Praha, SPN., 1959,

Fabianova H. - Ocmanova B.: Opakovdni geometrie. Liberec, 1996, ISBN 80-7083-204-5.
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Anotace

Cilem této diplomové prace je sestavit sbirku aloh, ktera by mohla pomoci pfi vyuce
tématu ,.Shodna zobrazeni v roving* na stfednich §kolach. Prace se sklada ze sedmi kapitol:
shodna zobrazeni, stfedova soumérnost, osova soumérnost, posunuti, otoCeni, identita a
skladani shodnych zobrazeni. Na za¢atku kazdé kapitoly je definice spolu se stru¢nou
charakteristikou daného zobrazeni. Dale nasleduji feSené priklady, u kterych je vzdy uvedeno
zadani, fedeni, nacrtek, popis konstrukce, grafické feseni a diskuse. Pfiklady jsou fazeny od
nejjednoduddich po nejtézsi. Byly vybrany z u¢ebnic a sbirek uloh, které jsou pouzivany na

stfednich Skolach. Piiklady jsou voleny tak, aby byly fesitelné v programu Cabri Geometry.

Anotation

The aim of this thesis is to make the collection of the tasks which could help the
~ teachers during their teaching the topic ,,Plane congruent projection” at the high schools. The
work consists of 7 chapters: plane congruent projection, arithmetic symmetry, axial
symmetry, displacement, rotation, identity and composing of identical figures. At the
~beginning of each chapter there is a definition together with the brief characteristic of given
es. Then following solving tasks show the problems, solution, sketch, structure
';i_iescription, graphical solution and discussion. The tasks are from the easiest ones to the most

difficult ones. They had been chosen the way they could been solved in Cabri Geometry
_programme.

Die Anotation

s Ziel dieser Diplomarbeit ist eine Aufgabensammlung zusammenzusetzen, die beim
Unterricht des Themas ,Ubereinstimmende Darstellungen in der Ebene* auf den
Mittelschulen helfen konnte. Die Arbeit setzt sich aus sieben Kapiteln zusammen:
Ubereinstimmende Darstellungen in der Ebene, Zentralsymmetrie, Achsensymmetrie,
;'erschiebung, Drehung, Identitdt und Zusammensetzung tbereinstimmender Darstellungen.
Anfang jeder Kapitel befindet sich Definition gemeinsam mit kurz gefasster
eristik entsprechender Darstellung. Weiter folgen geloste Beispiele, bei denen immer
Aufgabe, Losung, Skizze, Beschreibung der Konstruktion, graphische Losung und
ssion angefihrt ist. Die Beispiele sind von den einfachsten zu den schwierigsten
ingeordnet. Sie wurden aus Lehrbuchern und Aufgabensammlungen, die auf den
dittelschulen verwendet werden, ausgewahlt. Die Beispiele wurden in Hinsicht auf

arkeit im Programm Cabri Geometry ausgewihit.
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Uvod

Cilem diplomové prace je sestavit sbirku uloh, kterd by mohla pomoci pfi vyuce
tématu ,,shodnd zobrazeni v roviné* na stiednich Skoldch. Price by méla rozsifit znalosti
z planimetrie. Text v3ak neni ucebnice a proto neobsahuje dlouhé teoretické vyklady, ale
ukazuje, jak fesit ilohy na téma ,,Shodna zobrazeni v roviné®.

Mimo dvod, seznam pouzitych symboli a seznam pouZité literatury je prace ¢lenéna
do 7 kapitol: shodna zobrazeni, sttedova soumérnost, osova soumérnost, posunuti, identita,
otoceni a sklddani shodnych zobrazeni.

Na zacdtku kazdé kapitoly jsou uvedeny jen nejnutnéjsi pojmy a véty, které uvadeji
zdkladni vlastnosti daného zobrazeni. Definice a véty jsou pifebirdny z ucebnice
,Planimetrie pro gymndzia®“ viz seznam pouzité literatury. Dulezité pojmy jsou vzdy
zvyraznény tuénym pismem a definice jsou dany do ramecku.

Po stru¢né teorii nasleduji vzdy fesené piiklady, které se tykaji daného zobrazeni. U
téchto piikladi je uvedeno zaddni, feSeni, nacrtek, zapis konstrukce, grafické feSeni
a diskuse. Nacrtek a popis konstrukce se objevuji jen u prikladu, u kterych neni hned jasné
feSeni. Pokud ma dana dloha vic jak jedno feSeni, zobrazuji jej ve vice obrazcich. Pro
prehlednost ke kazdému grafickému feSeni uvadim i zépis konstrukce.

Piiklady jsem volila tak, abych je mohla narysovat v programu Cabri Geometry,
ktery je pouZivan na vétSiné Skol. Funkce tohoto programu jsou zaméfeny na shodna
zobrazeni v roviné. Jsem si védoma toho, Ze popisky objektii by mély byt psany kurzivou,
kterd mi oviem chybi v grafickém feSeni. Jako kazdy jiny program, ma Cabri nedostatky.
Objekty lze popsat, malymi ¢i velkymi pismeny, oviem nelze je napsat potiebnou
kurzivou. Dile nelze napsat dolni index, proto u piikladi volim spiSe popisky typu X “nebo
zvolim jin€ pismeno. Napf. pokud kruZnice protne piimku ve dvou bodech, ozna¢im je A,
X, misto A, A,. Také se vyhybam popiskim s feckymi pismeny. Tento program je jinak
velkym piinosem pro Skoly, nebot’ roziifuje détem geometrické chapani a dobfe se s nim

pracuje na interaktivni tabuli.
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Seznam pouzitych symbol

bod 4, B, ...

primka a, b, ...

pfimka ur¢ena body AB

polopiimka 4B (s poc¢atkem A a vnitinim bodem B)

usecka AB

orientovana usecka AB s pocate¢nim bodem A a s koncovym
bodem B

polorovina pC' s hrani¢ni pfimkou p a vnitfnim bodem C
polorovina 4BC s hrani¢ni pfimkou 4B a vnitinim bodem C
konvexni uhel 4VB s vrcholem V' a rameny v polopfimkach VA,
VB

rovinny pas a, b ohrani¢eny rovnobézkami a, b

trojihelnik 4BC s vrcholy 4, B, C

téznice vedena vrcholem A4 trojuhelniku

vyska ke strané a trojuhelniku

polomér kruznice

kruznice k se sttedem S a polomérem r

Thaletova kruznice s primérem AB

bod 4 lezi (nelezi) na piimce p

usecka AB je (neni) ¢asti pfimky

Bod 4 je totozny s bode B (rizny od bodu B)

Bod C lezi v prusec¢iku primek a, b

pfimka a je kolma k piimce b

usecka AB je shodna s useckou C'D

délka asecky AB

délka orientované tsecky 4B

vzdalenost bodu A4 od pfimky p

vzdalenost rovnobéznych piimek

stupen

velikost konvexniho thlu A VB



Z: X-> X’
0(0)

S(S)
T(AB)
R(S, ¢)
2,07,

zobrazeni Z

bod X’je obrazem bodu X v zobrazeni Z
0SOVaA SOuUmMErnost s 0sou o

sttedova soumeérnost se stitedem S
posunuti ur¢ené orientovanou useckou 4B
otoceni se stiedem S a uhlem otoceni ¢

zobrazeni slozené ze zobrazeni Z, a Z, v tomto poradi



1 Zobrazeni v roviné

Zobrazeni Z v roviné je piedpis, ktery kazdému bodu X roviny pfifazuje prave

jedno X Bod X se nazyva vzor a bod X obraz. Zapisujeme takto Z: X — X",

Mnozinu obrazt vSech bodua atvaru U ozna¢ime U ’a nazveme obraz utvaru U.
Bod X, ktery se zobrazi sam na sebe, tj. X”= X se nazyva bod samodruzny. Pokud

U’= U, pak atvar U se nazyva samodruzny ttvar zobrazeni. Zobrazeni, ve kterém je

kazdy bod samodruzny, se nazyva identita.




1.1 Shodné zobrazeni v roviné

Prosté zobrazeni Z mnoziny A se nazyva shodné, pravé kdyz pro kazdé dva body

X, Ye A a jejich obrazy Z(X) = X', Z(Y) = Y'plati XY '= XY.

Vlastnosti shodného zobrazeni:

Obrazem piimky XV je pfimka XY,

obrazem rovnobéznych ptimek x|| y jsou rovnobézné piimky x| y*,
obrazem polopfimky XV je polopfimka X",

obrazem opa¢nych polopfimek jsou opa¢né poloptimky,

obrazem poloroviny pX je polorovina p X",

obrazem opaénych polorovin jsou poloroviny opa¢né,

obrazem thlu XV'Y je thel X7"Y”shodny s uhlem X777,

orientace uhli X7'Y a X7V’ je v daném zobrazeni bud’ stejnd, nebo opa¢na
pro kazdy orientovany uhel a jeho obraz; podle toho délime zobrazeni na
pfimé nebo nepiimé,

obrazem kruznice k(S; r) je kruznice k(S; r"=r).

Kazdé shodné zobrazeni je prosté.

Shodnéa zobrazeni se déli:

stredova soumeérnost,
0S0Va soumernost,
posunuti,

otocent,

identita.
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1.2 Stredova soumeérnost

Je dan vroviné bod S. Stiedova soumérnost se sttedem S (obr. 1)je shodné
zobrazeni S(S), které pfifazuje:

1. Kazdému bodu X # S bod X"tak, Ze bod S je stiedem usecky XX,

2. bodu S bod S’=§, tj. bod je samodruzny.

>

Obr. 1 Obr. 2

Bod § se nazyva stfed stiredové soumérnosti.

Utvary U, U”% znichz jeden je obrazem druhého ve stiedové soumérnosti se
stfedem S, se nazyvaji Gtvary soumérné sdruzené podle stiedu S.

Je-1i U = U, pak utvar U’ je sttedové soumérny podle stiedu S s utvarem U.

Stfedovou soumérnost se stfedem S zapisujeme S(S).

Zobrazeni dtvaru U (vzoru) do utvaru U’ (obrazu) zapisujeme ve stiedové

soumérnosti S(S): U — U

11




Vlastnosti S(S):

e Stiedova soumérnost je oto¢eni o thel 180°,

e viechny piimky, které prochazi stfedem soumérnosti S, jsou slabé
samodruzné (obr. 2),

e obrazem piimky p. ktera neprochazi stiedem soumérnosti S, je piimka p’
(obr. 2),

e stfedova soumérnost je prima shodnost.

Stredova soumérnost je vhodna pro feseni v Cabri Geometry, proto vechny tilohy

volim pro feSeni v tomto programu.

12




Priklad 1
Za pomoci kruzidla sestrojte uhel AVB o velikosti 30°. Déle sestrojte jeho obraz
ve stredové soumeérnosti se stitedem S. Stred zvolte tak, ze

a) je vrcholem,
b) lezi mimo uhel AVB,
c) S=A.

Reseni’:
Pomoci kruzidla sestrojime thel AVY o velikosti 60° a to tak, Ze sestrojime

libovolnou kruznici k se stiedem V. Bod X € k n — AV. Déle sestrojime kruznici

I(X; r = |XV]). Hledany bod Y € / n k. Nyni sestrojime osu uhlu 4V} a vysledny thel

AVB ma velikost 30°, kde bod B lezi na ose uhlu AV}, ktera je druhym ramenem thlu
AVB.

Ad a)

Bod S je stiedem stredové soumérnosti, dle zadani V' = S. Bod 4’ sestrojime ve

sttedové soumérnosti se stiedem S tak, Ze bod S je stied 44 tj. S(S): 4 - A" Bod B’

sestrojime obdobné; S(S): B —» B’ kde S je stied tsecky BB

" Pro tento priklad neuvadim zapis konstrukce, protoze si myslim, Ze to neni nutné.

13



Obr. 3

AdDb)
Stfed soumérnosti S je mimo dany uhel. Sestrojime obrazy bodu A4, V. B a to tak,

A SS): A~ A’
B* S(S): B~ B’

Ci8(8):C-»C!

14




Obr. 4

Adc)
Tentokrat je bod 4 = S. Bod 4 bude vtomto piipadé bodem samodruznym.
Sestrojime obrazy bodu B, V' tak, ze:

B* S(S): B B’

Vi S©S): V-V

Obr. 5

Diskuse:

Kazda Gloha ma jedno fedeni, které je zvyraznéno silnéjsi ¢arou.

15




Priklad 2
Je dan obdélnik 4ABCD o stranich a = 4 ¢cm, b = 3 cm a bod K, ktery s obdélnikem
nema zadny spoleény bod. Sestrojte mnozinu vsech bodu X takovych, ze bod K je

stiedem tusecky XY a Y lezi na obdélniku ABCD.

Reseni:
Zvolime si body Y, K, M atd., které¢ lezi na obdélniku ABCD. Sestrojime obrazy X

téchto bodi ve stredové soumérnosti se sttedem K. Mnozinou vsech bodid X bude

obdélnik 4 B'CD’, ktery bude obrazem ptivodniho obdélniku.

Zapis konstrukce:
1. AB;|AB|=a=4cm

.pspla;Aep

. q;qla;Beg

. ki k(A4; re, =3 cm)
.D;DekNp

.C;CemNg

. Obdélnik ABCD

. K;KNABCD=0
10.Y; Y € ABCD
1LX;S(K): Y > X
12.0; O € ABCD
13.P; S(K): O—> P
14.M; M € ABCD
15.N; S(K): M—> N
16.0bdélnik 4 'BC'D’

2
3
4
3
6. m;m(B; r,=3cm)
7
8
9

16



Obr. 6
Diskuse:

Uloha mé ve zvolené poloroviné pravé jedno feSeni a tim je ¢tverec A BCD”.
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Priklad 3

Sestrojte trojuhelnik, pokud znéte 1, = 5 cm, vy, = 6 cm, a = 50°.

Reseni:

Nejprve sestrojime £ XAY tak, Ze |£ XAY| = a = 50°. Vime, ze bod B musi byt
vzdalen 6 cm od polopfimky X4, vyska je kolmé na stranu, proto sestrojime kolmici.
Bod B vznikne prinikem polopiimky A} a primkou ¢, ktera je kolma na v,. Dale vime,

Ze téznice jde do stfedu

Q‘) strany. Najdeme obraz bodu
k\ A tak, Ze [44] = 2f.
L, T Sestrojime kruznici o tomto

poloméru a hledany bod

1 nam vznikne pranikem
|
|

piimky ¢ a této kruznice.

| ﬂyb: G ) Stred soumérnosti S lezi ve
| stredu usecky 44" Bod C je
l: i obrazem bodu B ve stiedové
J( soumeérnosti se sttedem S.

Obr. 7

Zapis konstrukce:
1. £XA4Y; |£ XAY)= a=50°

Vb, Vp L — AX, vy =6 cm
q; 4 L v; [gX] =6 cm;
B;Be AY N gq

k; k(A; r = |2t,))
AiA’eqgNk

S; s je stred 44’
C;8(S):B->C

A ABC

- SR e e TSl T

18




' B \A' q
S
: Vb
A G X

Obr. 8

Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroviné jedno feseni, které ziskame pomoci bodu 4 Bod
A”sice spliiuje pozadované vlastnosti (je od bodu 4 vzdalen 10 cm, leZi na pfimce g),

avak pfi vrcholu 4 neni thel o velikosti 50° (obr. 9). Resenim je tedy A 4BC.

I ; /—\Bf
q
k
c A

Obr. 9




Priklad 4
Sestrojte viechny trojuhelniky KLM, kde k= 3.5 cm, / =5 cm, |MS| =3 cm a MS

je téznici fp,.

Reseni:
Nejprve sestrojime téznici #,,. Bod K lezi od bodu M ve vzdalenosti 5 cm a bod L
ve vzdalenosti 3,5 cm. Sestrojime proto dvé soustiedné kruznice a, b, se sttedem M a
poloméry r, = 3,5 cma r, = 5 cm. Bod K je obrazem bodu L a naopak, proto bod K musi
bl lezet na kruznici b, ktera je
obrazem kruznice b ve
sttedové soumérnosti  se
sttedem S Bod Lje

obrazem bodu K v této

soumernosti.

Obr. 10

Zapis konstrukce:

1. MS; [MS|=3cm
2. a;a(M; ra=3,5 cm)
3. b; b(M, rp =5 cm)
4. b4 8(S):b—> b’
5
6
Z

. K;Keanbd’
L SS): K-> L
. AKLM

20



Obr. 11

Druhé reseni:
Zapis konstrukce:

1. MS; |MS]=3cm
a, a(M; r,= 3,5 cm)
b; b(M; r, =5 cm)
b4 8(S):b6->b’
KiK’eanbd’
LYS(S):K'> L’
AKLM

= LA T

ol



Obr. 12

Diskuse:

Kruznice b, ktera je obrazem kruznice b, nam kruznici a protne ve dvou bodech
L, L’. Oba body spliuji pozadované vlastnosti, proto ma uloha v dané roviné dve feseni.
Pro piehlednost uvadim feSeni ve dvou obrazcich a ke kazdému uvadim zapis
konstrukce. Prvnim feSenim je trojihelnik KLM (obr. 11) a druhym je
A KL'M (obr. 12).

22



Priklad 5

Jsou dany dvé kruznice k(K; r = 3) a m(M; r = 5 ¢cm), které se protinaji ve dvou
bodech 4, B a |[KM| = 5,5 cm. Sestrojte trojuhelnik XYB pro néz plati, ze bod X € &,
Y € mabod 4 je sttedem usecky XV.

Resenti:

N BodXek Yem A
je stiedem X7, je tedy bod ¥
obrazem X a naopak, proto
musi bod Y lezet také na

8} o obrazu kruznice kve

sttedové  soumérnosti  se
sttedem 4. Bod X je tedy

obrazem Y.

Obr. 13

Zapis konstrukce:

1. KM;|KM|=5,5cm
k; k(K; r =3 cm)
m; m(M, r =5 cm)
A;AekNm
B;BekNm
k% S(A): k—> k’
:YemNk’
X.S(A): Y>> X
A XYB

© ® N LR W N
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Obr. 14

Diskuse:

Uloha mé v poloroviné jedno feseni a tim je trojuhelnik BXY.
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Priklad 6

Je ddna kruznice k(K; r = 4 cm), bod M a pfimka p tak, Ze kruznice, bod ani
piimka nemaji spolu Zadny spole¢ny bod. Sestrojte usecku XY tak, aby X e kaY e pa
bod M byl jejim stiedem.

Reseni:
Bod M je stredem usecky

R | /V XY, je tedy bod Y vzor a X
obraz ve stiedové soumérnosti

se sttedem M, proto bod Y bude

=

lezet také na obrazu kruznice

v této soumérnosti.

Obr. 15

Zapis konstrukce:

l. k& KK;r=4cm)
Mp,MNpNk=0
k% S(M): k —> k’
Y;YepnNk’
ViVepNk’
X;S(M):. Y > X
U, S(M): V> U
Usecka XY
Use¢ka UV

© P N v kWP
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Obr. 16

Diskuse:
Kruznice k£ nam primku p protnula ve dvou bodech Y, V. Oba tyto body spliiuji

vlastnosti, proto ma tloha v roviné dvé feseni, kterym jsou usecky XY, UV.
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Priklad 7
Jsou dany body 4, B, B’ Ve stiedové soumérnosti se stiedem S sestrojte
pravidelny Sestithelnik ABCDEF a jeho obraz A’B'C'D’EF’(pfi sestrojeni Sestitthelniku

vyuzijte sttedovou soumeérnost).

Resent:

Vzhledem k tomu, Ze zname bod B a jeho obraz B’ muzeme najit i stfed
soumérnosti S, ktery bude lezet ve stredu tUse¢ky BB’ Sestrojime rovnostranny
trojihelnik ABO, kde O bude stredem soumérnosti Sestithelniku. Bod D je obrazem
bodu 4, bod E je
obrazem B. Bod C
lezi na priniku dvou
kruznic m a obrazem
kruznice k&’ v této

soumeérnosti. Bod F

je obrazem bodu C.
Ve stfedove

soumernosti se

sttedem S sestrojime

obraz Sestithelniku.

Obr. 17

Zapis konstrukce:

1. 4,8, 8
S; S je stied BB’
k; k(4; r = |AB|)
m; m(B; r = |AB|)
O;:0ekNm
D; 8(0):4A—-> D
E; S(O):B—> E
k' S(O): k- k’

® N L AW N



9 C:CenmE

10.F; S(0): C > F
11.Sestiuhelnik ABCDEF

I ASIS) A

18.6 8(8) G >

T4 8083 D Dt

15 EnS(8) k= E/

16.F; S(S): F - F’
17.Sestithelnik A BCDEF’

m // 5T

Obr. 18
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Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroviné pravé jedno feseni a tim je pravidelny
Sestithelnik A BC'DEF".

Pokud body 4, B, B’lezi na pfimce, potom tloha ma jedno feseni (obr. 19). Pokud
body 4, B, B’nelezi na piimce a bod B’= E, pak je stiedem soumérnosti bod O, podle
kterého je pravidelny Sestithelnik ABCDEF soumérny (obr. 20). Vysledkem je tudiz

identita.

Obr. 19
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Obr. 20
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Priklad 8

Jsou dany dvé soustfedné kruznice ki(K; r; = 5 ¢cm), k(K; > = 3 c¢cm) a bod S,
ktery lezi na k,. Sestrojte rovnobéznik ABCD se stiedem S, jehoz vrcholy lezi na danych
kruznicich.

Reseni:
Predpokladame, ze takto zadana uloha ma feSeni. Vzhledem k tomu, Ze bod S je
stted rovnobézniku, bude leZzet na useckach AC, BD. Ztoho vyplyvd, Ze bod 4 je

obrazem bodu C a B je obrazem D ve stiedové soumérnosti se stredem S. Pokud bod 4

PSL lezi na kruznici k>, musi bod
. C lezet na kruznici k>', ktera
I
&> Rt b je obrazem kruznice
i M
’\‘S\N\h‘ ' N ERE E k (Ce ki N k').Obdobné to
e A w b
' ' bude platit i pro body B, D.
\ / { &
: A

Obr. 21

Zapis konstrukce:

1. ki; ki(K; rp = 5¢cm)
ka; ko(K; r2 =3 cm)
S;S €k
ka's S(S): ky > k'
B;Bek Nk’
C.CekhNk'’

A; 8(S): C—> 4
D; S(S):B—> D
Rovnobéznik ABC'D

© ® N R WwoN
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Obr. 22

Diskuse:

Uloha mé v roviné jedno feseni a tim je obdélnik 4BCD.
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Priklad 9
Je dana téZnice 7, = 5,5 ecm a f; = 7 ecm. Sestrojte viechny pravouhlé trojihelniky

KLM s pravym thlem pii vrcholu M.

Reseni:
Body L, M jsou krajnimi body usecky, jejiz stied je bod K, ktery je obrazem bodu
K. Abychom dostali stied 7" téZnice #;, musime ji rozdélit v poméru 2 : 1. Vzhledem
k tomu, ze pii vrcholu M
bude pravy uthel, bude lezet
na Thaletové kruznici, jejiz
2 primér bude mit délku
téznice 1. Protoze bod L je
obrazem bodu M, bude bod
M jesté lezet na kruznici ki,
ktera je obrazem kruznice
kse stiedem 77 ktery je
obrazem bodu 7 ve stredové

soumeérnosti K/,

Obr. 23

Zapis konstrukce:
1. KK |[KK*|= =55 cini
S; S je stred KK’
KK’
T: T KK\ KT IK=2:1
T 8K):T>T
ki ki(T" r = |2/31)
M, Me Nk
L;S(K: M- L
A KIM

s B O e R R
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Obr. 24

Druhé reseni:

Zapis konstrukce:
1. KK% |KK’|==5,5cm

S; S je stred KK’

KK’

T:Te KK KT:TK=2:1
T:SK):T->T

ki ki(T" r = |2/30)
MiM e tN k

L S(K):M—>L’

A KL'M’

o T e S T
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Obr. 25

Diskuse:
ProtoZze nam kruznice k; protnula kruznici 7 ve dvou bodech M, M’, které splnuji
pozadované vlastnosti, ma tloha v rovin¢ dvé feSeni, ktera pro pfehlednost uvadim ve

dvou obréazcich. Prvni feseni je A KLM (obr. 24) druhé feSeni je A KL’M’(obr. 25).
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Priklad 10
Sestrojte trojuhelnik 4BC, je-li dano 1, = 5 cm, = 50°, y= 60°.

Reseni:

K feSeni pouzijeme vétu o obvodovém uhlu, tj. obvodovy thel k pfislusSnému
oblouku ma vzdy poloviéni velikost neZ piislusny stiedovy thel. Vzhledem k tomu, Ze
zname dva uhly, vypocteme si i tieti tj. 180° — 50° — 60° = 70°. Sestrojime téZnici /,.
Vime, Ze pfi vrcholu B je uhel o velikosti 50°. To znamena, ze uhel sttedovy bude 100°.
Bod, u kterého je stredovy uhel 100°, ozna¢ime S. Dale vime, Ze thel y = 60° tj.
sttedovy tuhel bude 120°.
Vznikly bod si oznacime L.
Sestrojime kruznice
k(S; r = |S4]),
I(L; r = |LA|). Bod C nélezi
pruniku kruznice | a obrazu
k' kruznice k ve stiedové
soumérnosti se stiedem A,

ktery je krajnim bodem

téznice #,. Bod B je obrazem

bodu C ve stiedové

soumernosti se stredem A4,.

Obr. 26

Zapis konstrukce:

1. AA;;|A4)|=1t,=5cm
£ A\AX; | £ A1 AX] = 40°
L AAY; |£ AA, Y] = 40°
S;Se >AXN > A4)Y
K; k(S; rq = |SA])

L AAV; | £ A4 V) = 30°
L AAZ; | £ A\AZ) = 30°
LiLe >AVN—>AZ

- e, S St T
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9. L; (L, ri=|LA)|)
10.k% S(4)): k> k’
11.C; € ek’
12.B; 5(4,): C > B
13.A ABC

Obr. 27

Diskuse:

Uloha mé v roviné jedno feseni a tim je A ABC.
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Priklad 11

Jsou dany kruznice k(K; » =4 cm) a I(L; r = 2 cm) tak, Ze |[KL| = 11 cm. Sestrojte
¢tyiuhelnik ABCD tak, Ze body A, D lezi na kruznici k a body B, C lezi na kruznici /.
Pro bod O plati, ze O € KL a |[KO| =7 cm.

Reseni:

V nacrtku je znazornéné predpokladané feSeni. Bod O bude zaroven stiedem
tsecky KL. Ctyfihelnik bude soumémy podle tsecky KL. MnoZinou moznych bodii 4,
D je kruznice ka mnozinou bodu B, C je kruznice /, kterou pomoci stiedové
'3 soumé&rnosti se stiedem

0 prevedeme na

_____ 1 m na kruznici /7 Body 4, D

m I, ‘\.,\1 jsou  prvky  priniku

kruznice ka /” Body B,

D
. P = mnozinu bodu 4, D, tj.

(' budou  soumeérné
sdruzené podle stiedu O.

Obr. 28

Zapis konstrukce:

1. KL;|KL| =11 em
2. k; (K;r=4cm)
3. LIL;r=3cm)
4. 0,0 € KL, |\KO|=T7cm
5. 158(0):1-> 1"
6. A;AeknNl’
7
8
9

A Deknl

. B:S(O):D—> B

. C;8(0):4->C
10.Ctyfuhelnik ABCD
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Obr. 29

Diskuse:

Uloha mé v roviné jedno feseni a tim je obdélnik 4BCD.
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1.3 Osova soumeérnost

Je dana vroviné piimka o. Osova soumérnost sosou o (obr. 30) je shodné
zobrazeni O(0), které piifazuje:

1. kazdému bodu X ¢ o bod X"tak, Ze pfimka XX je kolma k pfimce o a stied
usecky XX’lezi na piimce o,

2. kazdému bodu Y € o bod Y’= Y, tj. samodruzny bod.

X’
obr. 30

Pfimka o se nazyva osa osové soumérnosti.
Utvary U, U’ z nichzZ jeden je obrazem druhého v osové soumérnosti s osou o,
nazyvame utvary soumérné sdruzené podle osy o.

Je-li U = U’ pak atvar U je osové soumérny podle osy o.

Osovou soumérnost s osou o zapisujeme Q(0).

Zobrazeni tGtvaru U (vzoru) do utvaru U’ (obrazu) zapisujeme v osové

- soumérnosti O(o): U — U,
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obr. 31

Vlastnosti O(0):

e Osova soumérnost je nepfima shodnost, tj. v osové soumérnosti piimce AB
odpovida ptimka B'A (4B je vzor a B'4 'je obraz),

e mnozina viech samodruznych bodi v osové soumérnosti je osa 0 = o,
ktera tvofi jedinou silné samodruznou piimku (Obr. 31),

e invariantni jsou viechny pfimky kolmé k ose o (Obr. 31),

e obrazem piimky p rovnobézné sosou soumérnosti o je piimka p’
rovnobézna s osou o (Obr. 31),

e obrazem piimky ¢, kterd neni rovnobézna s osou o a neni k ni kolma, je

primka ¢, ktera se s pfimkou q protina na ose o (obr. 31),

Osovou soumérnost pouzivame pii konstrukei trojahelniku, je-li jednim z danych

prvki soucet nebo rozdil jeho stran.
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Priklad 1
Narysuj dvé soustiedné kruznice o polomérech riizné délky a zvolte osu o, kterd
bude jedné kruznici te¢nou a druhé se¢nou. Sestrojte obraz kruznic v 0osové soumérnosti

S 0sou 0.

Reseni’:

Soustiedné kruznice jsou takové, které maji spoleény stied. Sestrojime kruznice £;
k(S; r= & )al; I(S; r = dy). Body, které budou leZet na ose o, budou samodruzné. Bod S’
bude obraz bodu S podle osy o. Te¢na se dotyka kruznice v jednom bodé a se¢na ji

protina.

Obr. 32

Diskuse:

Uloha mé jedno feSeni, které zélezi na umisténi osy o. Vzdy jsou obrazem

- soustfedné kruZnice k', I’ se stiedem S,

- ? Zapis konstrukce v tomto piipadé neni nutny.
¥ Pismena d, d; ndm urcuji délku poloméru kruznice.
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Priklad 2
Za pomoci kruzidla sestrojte thel AVB o velikosti 30°. Déle sestrojte jeho obraz
V 0s0v€ soumérnosti s osou 0. Osu zvolte tak, aby
a) prochédzela vrcholem V a neméla s tthlem AVB jiny spole¢ny bod,
b) lezela mimo uhel AVB,

¢) jedno rameno bylo osou thlu AVB.

Resent”:
Pomoci kruzidla sestrojime uhel AVY o velikosti 60° a to tak, Ze sestrojime

libovolnou kruznici k se stiedem V. Bod X € k n — AV. Déle sestrojime kruznici

I(X; r = |XV]). Hledany bod Y € / n k. Nyni sestrojime osu uhlu AV} a vysledny uhel

AVB ma velikost 30°, kde bod B lezi na ose thlu AVY, ktera je druhym ramenem thlu
AVB.

ad a)
Bodem V vedeme osu o, ktera nema s danym thlem AVB Zadny jiny spoleény

bod. Bod 4 sestrojime v osové soumérnosti s osou o tak, ze osa o je stiedem A4, tj.

0(0): A - A’ Bod B’sestrojime obdobné; O(0): B - B’. Bod V' bude samodruzny.

4 pFiklad je na tolik jednoduchy a jasny, Ze neuvedla zépis konstrukce. Z feseni je ziejmé, jak se uhel
~ rysuje.
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ad b)

Osa 0 nema s danym thlem AVB Zadny spole¢ny bod. Proto zadny bod nebude
samodruzny. Sestrojime obrazy bodi A, V, B tak, Ze:

A50(0):A—> A’

B% 0(0): B— B’

C50(0):C—->C’

Obr. 34

ad ¢)

Osou soumérnosti je jedno rameno thlu 4VB. Body, které lezi na ose o, jsou body

': samodruzné. Hledany bod A ’je obrazem bodu A4 v osové soumérnosti s osou o.
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Obr. 35

Diskuse:

Pro kazdé zadani existuje jedno feSeni. V uloze ¢ feSeni zavisi na volbé osy o.
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Priklad 3
Sestrojte obraz mnohothelniku ABCDEF, v osové soumérnosti s osou o tak, aby

C € 0 A B € 0. Mnohouhelnik zvolte podle obrazku 36.

Obr. 36

Reseni:
Body, které lezi na ose o, coz jsou bod B, C, jsou samodruzné. Ostatni body

zobrazime v 0s0vé soumeérnosti s 0sou o.

Zapis konstrukce:
1. Mnohouhelnik ABCDEF

2. 0,CeonBeo
3. 4, 0(0):4 >4’

4. D; O(o): D - D’

5. E; O(0): E > E

6. F; O(o): F > F’

7. Mnohothelnik A BCDEF’
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Obr. 37

Diskuse:

Uloha ma v roviné jedno feseni a tim je mnohothelnik A B'C'D'EF’.
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Priklad 4

nekolinearni body 4, B, B’.

Reseni:

Obr. 38

Zapis konstrukce:

1 Al B
0; 0 je osa usecky BB’
doplnit na ¢tverec ABCD
A50(0). A—> A’
Cilar C 0
D% 0(o): D—> D’
Ctverec ABC'D’

o . U S S PR

48

Vosové soumérnosti sestrojte obraz ¢tverce ABCD, jestlize jsou dény tfi

Osa tsecky BB’ bude osou
soumérnosti 0. Kbodu 4
sestrojime obraz A4’ v osové
soumérnosti s osou o. Jiz zname
stranu Ctverce, proto ho mizeme
sestrojit a knému 1 pfisludny

obraz.



Druhé reSeni:

Zapis konstrukce:

1.

e S~ L VAR O M

A; B; B’

0; 0 je osa use¢ky BB’
doplnit na étverec ABCD
A% 0(0): 4> A’
C50(0):C>C’

D’ O(o): D — D’
Ctverec ABC'D’

Obr. 39
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Obr. 40

Diskuse:

Uloha ma v dané roviné dvé feSeni a to ¢tverec 4’B'C’D’ (obr. 39) a &tverec

"AB'C'D’(obr. 40). Pro prehlednost uvadim feseni ve dvou obrazcich.
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Priklad 5

Je dan trojuhelnik 4BC, kde ¢ =7 ecm, b = 5 cm, a = 60°. Na strané AB sestrojte
- bod P tak, Ze [4P| = 3 cm. Dale sestrojte piimku PC a oznaéte ji 0. Sestrojte trojihelnik
~ A'B'C” soumérné sdruzeny podle osy o.

Resent:

PonévadZ osa prochazi bodem C, je tedy
samodruzny. Bodem A sestrojime kolmici k ose
0. Jeji patu si ozna¢ime U. Bod 4’ je soumérné
sdruzeny sbodem A4 podle U. Obdobné

sestrojime dalsi body trojuhelniku.

Obr. 41

Zapis konstrukce:

1. AB;|AB|=c=7cm
BAX; |.£ BAX| = a = 60°
ki k(A; r, =15 cm)
C;Ce—>AXNk
A ABC
P; P € AB, |AP|=3 cm.
o;PeonCeo
A5000). A—> A’
B% 0(0): B—> B’
10.AABC’

© ™ N R W
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Obr. 42

Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroving pravé jedno fedeni a tim je trojihelnik 4 BC".
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Priklad 6

| Do ¢tverce KLMN o strané k = 4 cm vepite rovnostranny trojuhelnik LXY tak,
“aby X e MN, Y € NK.

Reseni:

Jelikoz se jedna o rovnostranny trojuhelnik,
osa o bude pulit jeho stranu ale i thel. Proto
k vrcholu naneseme uhel o velikosti 30° na jednu

M stranu od osy a 30° na druhou stranu od osy.

L RBodhey b

Obr. 43

Zapis konstrukce:
1. KL; |KL|=4 cm

2. pp LKL ke p

3. sqLKL;Legq
4. K: K(K:r=4cm)
5. NNepnk

6. ;rLp;Ner

7. M\MegNr

8. Ctverec KLMN

9. O;LeonNeo
10.£ NLA; |£ NLA| = 30°
11.X; Xe > LAN MN
12.Y; 0(0): X > Y
13.A LXY

53



Obr. 44

3:

Diskuse:

- Uloha ma ve zvolené poloroviné jedno fedeni a tim je trojihelnik LXY.
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Priklad 7

Jsou dany dvé riznobézky a, b a kruznice k, které nemaji spolecny bod. Sestrojte

usecku XY tak, aby platilo ¥ € k, X € a, Gsetka XY byla kolma na piimku b a stied
e¢ky lezi na primce b.

Reseni:
Narysujme ruznobézky a

kruznici tak, aby spolu nemély

& Zadny spolecny bod. Sestrojime
obraz  pfimky a  vosové
soumérnosti s osou b. Hledané
body nam vzniknou prinikem
kruznice k a piimky a’, ktera je

obrazem piimky a.

Obr. 45

Zapis konstrukce’:

1. a; b; k;

2. P,Peanbd

3. A;A€a
4. A;0(b): 4> A’
6

5 atAea’'APea’
.Y, YekNa’
7. Yu Y ekNa’
8. X;0():Y—>X
9. X;, O(b): Y, = X
10.XY

11.X1Y,

dértku je ukazano jak se zobrazuje pfimka v osové soumérnosti. Cabri Geometry viak umi pfimku
azit v 0sové soumérnosti bez toho, aniz bychom zobrazovali dva body, které¢ lezi na této primee.
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Obr. 46

Diskuse:

ProtoZe nam piimka a’protnula kruznici k£ ve dvou bode Y, Y; a tyto body spliiuji

dované vlastnosti, ma uloha dvé fedeni a tim jsou usecky XV, X;Y,.

| Pokud se kruznice k bude nachéazet vlevo o ruznobézky a, budeme hledat obraz
b" v osové soumérnosti sosou a. Vysledkem budou opét dvé usecky, které

lou spliiovat poZzadované vlastnosti.
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Priklad 8

;-._ piimky m.

Reseni:

Obr. 47

Zapis konstrukce:

1. k, I, m; k|| m, k neni rovnobézna s |
k', O(m). k —> k’

LiLelRNk’

K, O(m): L > K

n; n(K; r=|KL|)

M,MemNn

A KLM

e T~ N S N PO N

o

Jsou dany piimky k, I, m (k || m, kneni rovnobézna s /). Sestrojte viechny

- rovnostranné trojihelniky KZM tak, aby platilo Ke k, L e /, jejichz vyska v, je soucasti

Vzhledem k tomu, Ze se
jedna 0 rovnostranny
trojihelnik,  vyska  bude
zaroven osou strany KL.
Sestrojime  obraz  pfimky
kv osové soumérnosti s osou
m. Bod L vznikne prunikem
piimky / a £’ ktera je obrazem
primky 4 v osové soumérnosti
s osou m. Dale sestrojime bod

K. O(m): L - K.



IIIIIIIIIIII s
Kk i )
= K
,_\_\-\
\\
,‘%‘,‘
X ' x
K =
J
Obr. 48
Druhé reSeni:
Zapis konstrukce:
1. k, 1, m; k|| m, k neni rovnobézna s |
2. k', 0(m): k— k'
3. L;LelNk’
4. K:0(m): L > K
5. n;n(K; r=|KL|)
6. M M emNn
7. A KLM’
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wnies]ile
k "'\__.
\\
m "\,‘
X 111 X
|
K L
|
/
IllII
/
/
.-'I;
.-'{;
’ -
Obr. 49

Diskuse:
kruznice n protnula pfimku m ve dvou bodech M, M’ které spliuji pozadované
nosti, ma tloha v dané roviné dvé feseni. Redeni pro piehlednost uvadim ve dvou

Vzdélenosti mezi jednotlivymi pfimkami si musime zvolit podle uvazeni. Protoze
ich. Prvnim je trojuhelnik KLM (obr. 48) a druhym trojihelnik KLM’(obr. 49).
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Priklad 9

Sestrojte trojihelnik ABC, je-li a = 9 ¢m, v, = 6 cm, y = 45° (bez pouZiti
_'?ﬁhloméru). Trojuhelniku opi§ kruznici ka ve vrcholu 4 k ni ved te¢nu 1. Dale sestroj
trojuhelnik 4BC’ soumérnd sdruzeny s trojuhelnikem ABC podle teény ¢ jako osy
SOuUMErnosti.

Reseni:

Uloha bude mit jen jedno feSeni, nebot’ bod 4 bude lezet v priniku vysky v,
a — CX, ktera je ramenem thlu BCX. Vzhledem k tomu, Ze bod 4 bude leZet na te¢né ¢,
ktera bude zarovenn osou
soumernosti, bude
samodruzny. Bod S’
soumérné sdruzeny s bodem

S, ktery je stred kruznice

opsané,  sestrojime  na
kolmici tak, ze AS = S4.
Dalsi  body  sestrojime
obdobné.

Obr. 50

Zapis konstrukce
1. BC;|BC|=a=9cm

pip L BC

P;PepnBC

va, P € vy va=6cm
q:9Lp

Y;YeqNp

Z BCX: | £ BCX| = y=45°
A;Ae >CXNg

A ABC

10.0,; 0 je osa usecky CA4

° P N v R WD
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11.02; 0; je osa usecky BA
12.5,S € 01 N 0,

13.k; k(S; r = |SA4|)
14.6;t104; A et

15.B% O(1): B— B’
16.C% O(r): C - C’
I7AABE"

18.8%0(f): S > S’

19.k% k(S% r'=|SA|)



Obr. 51

Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroviné pravé jedno feSeni a tim jeAABC"
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Priklad 10

| Je dana pfimka a, kruznice & a bod M tak, Ze a N k N M = . Sestrojte viechny
&tverce ABCD tak, aby platilo 4 € kA C e an BD XM, kde X € a.

Reseni:

Sestrojime  obraz  kruznice
v 0sové soumernosti s osou g (X' A M
€ ¢). Kruznice k£’ nam protne pfimku
a ve dvou bodech, u nichz sestrojime
obrazy v osové soumernosti s osou g.

L
Sestrojime ¢tverec ABCD.

Obr. 52

l. a;kkMaNkNM=0

X Xea
g:XeqnMegq
k% O(q): k >k’
C;Cealk’
A;0(q): C > 4
L;LeqNCA4

I I(L; r=|CA|)
B:BelNg
10.D;DellNg

S = T S S N

03
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11.Ctverec ABDC

Druhé feseni:

_ Zépis konstrukce:

1.

© PN AW N

akMaNkNM=0
X;Xea

g XeqnMegq

k% O(q): k— k'
HHeaNk’
F,0(@q):.H->F

N; Ne gN HF

n; n(N; r = |HF))
E;Eenig

Obr. 53
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100G, Genn q
11.Ctverec EFGH

Obr. 54

use:

- ProtoZze nam kruznice k' protnula pfimku a ve dvou bodech H, C a tyto body
* pozadované vlastnosti, ma uloha v roviné¢ dvé feSeni, kterd pro prehlednost
im ve dvou obrazcich. Prvnim je ¢tverec ABCD (obr. 36) a druhym je ¢tverec
7H (obr. 37).
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Priklad 11

Sestrojte vSechny trojihelniky ABC:, je-li dén jejich obvod o = 15 cm a thly
a=170°, = 50°.

Reseni:

Prodlouzenim usecky 48 sestrojime za bod 4 bod .Y a za bod B bod Y, aby platilo
AX = AC a BY = BC, potom je XY obvod. Vzniknou ndm dva rovnoramenné
trojihelniky  CAX a CBY. Zwty o vngj§im  uhlu v trojuhelniku  plyne
6="a,e=" [, kde ¢ je thel pfi vrcholu X a ¢ je uhel pii vrcholu Y,

q Nejprve sestrojime
/ /‘{3; trojthelnik XYC. Bod A
C'/_ 4 lezi na priseciku osy
g usecky XC a usecky XV
~ D'b a bod B na pruseciku
\‘/\ W Y ) osy usecek YC a X7.
W f ' N
S v ) RN L
ANeTTg e
¥- 4% o <

Zapis konstrukce:

1. XY;|XY] =0o=15¢cm
LYXZ, |LYXZl=0=Y2a
LXYV; |£LXYV=e=%f
C;Ce>XZN->YV
01; 0 je osa tsecky XC
A:Ae o NXY
0,; 07 je osa tsecky YC
B:Beo,NXY
A ABC

A - - I
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iskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroviné praveé jedno feseni a tim je A ABC.
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Priklad 12

Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, znate-li b+ ¢c| =15 cm, a=60°, f=55°.

Reseni:

Obr. 57

Zéapis konstrukce

1.

e - O S R

BX,|BX|=|b+¢|=15cm

Z BXY;|ZBXY|=p=Y% a

Z XBZ; |£ XBZ) = §=55°
C;Ce—-BZN—-XY
0; 0 je osa usecky XC
A,Ae BXNo

A ABC

68

Sestrojime usecku
[BX] = 15 cm. Hledany bod
A € BX. Pro sestrojeni uhlu
ZBXY pouzijeme vétu o vnéjdim
uhlu trojuhelniku, takze
ZBXY = ¢ = % a. Po sestrojeni
ABXC sestrojime osu usecky XC.
Bod 4 € BXNo.



Diskuse:

Uloha mé v dané poloroviné BXC pravé jedno fedeni a tim je trojihelnik ABC.
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Priklad 13

Sestrojte viechny trojuhelniky ABC, znate-li latc¢|=15cm,b=6cm, a= 75°.

Reseni:

Predpokladdme, Ze trojihelnik ABC spliiuje podminky ulohy. Na prodlouzeni
usecky 4B za bod B sestrojime bod X tak, aby platilo [BX] = |BC|, potom |4X] = 15 cm.

Obr. 59

Zépis konstrukce
l. AX;|4X]=15cm
2. £LXAY, |£ XAY)|= a=T5°
3. kKA r=6cm)
4. C;:Ce—AYNE
5
6
7

. 0; o je osa usecky XC
. B;BeoNAX
. INABC

70

P

Sestrojime uhel « tak, ze
|£ XAY]) = 75° a kruZnici
k(A; » = 6 cm). Hledany
bod C lezi na praseciku
polopfimky AY a kruznice
k. Bod B lezi na ose
useCky XC a na useCce

AX.



Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroving pravé jedno feseni a tim je trojuhelnik 4BC.
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1.4 Posunuti

Usecka, u které je urcen krajni bod tzv. pocate¢ni bod a druhym krajnim bodem je
koncovy bod, se nazyva orientovana tsecka. Orientovanou usecku zna¢ime AB. kde 4
je pocatecni bod a B je bodem koncovym. Graficky znazortiujeme tuto usecku se Sipkou

u koncového bodu (obr. 61 ).

>

A

Obr. 61
Délku (velikost) orientované usecky AB znacime |AB|.

Bod je orientovana tUsecka, kde poc¢atecni i koncovy bod splyvaji. Takova usecka
se nazyva nulova orientovana usecka, jeji délka je nula.

Orientované usecky AB a MN jsou souhlasné orientované, pokud

1. lezi na téze pfimce a poloprimka AB je ¢asti polopfimky MN ¢i naopak,
pfipadné ob¢ polopfimky splynou (obr. 62), nebo

2. lezi na ruznych rovnobézkach a koncové body lezi ve stejné poloroviné

s hrani¢ni pifimkou AM (obr. 63).

N
B
d
by N
A B
B
A=M
N
A
M
Obr. 62 Obr.63



Je dana orientovana tise¢ka AB. Ke kazdému bodu X sestrojime Y tak, Ze useCka
XY je shodna a souhlasné orientovana s Gise¢kou AB. Vzniklé shodné zobrazeni T (AB)

se nazyva posunuti neboli translace (obr. 64).

Y

Obr. 64

Délkou orientované usecky AB je urena délka posunuti a jeji smér uréuje smér
posunuti.

Posunuti T o délku danou orientovanou useckou 4B zapisujeme T(AB).

Vlastnosti 7(AB):

e Posunuti je pfima shodnost,

e posunuti nema zadné samodruzné body,

e obrazem piimky p, ktera neni rovnobézna se smérem posunuti je pifimka p’
rovnobézna s piimkou p,

e piimky, které jsou rovnobézné se smérem posunuti, jsou samodruzné.
Jsou dany dva razné body A4, B. Posunuti, které zobrazi bod 4 do bodu B, je

uréeno orientovanou use¢kou AB. Posunuti, které zobrazi bod B do bodu 4 je ur¢eno

orientovanou useckou BA. Obé posunuti maji stejnou délku, ale opa¢nou orientaci.
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Priklad 1

Jsou dany rovnobézné piimky p, ¢ a bod K. Sestrojte kruznici m, ktera se dotyka

piimky p, g a prochazi bodem K.

Reseni:

Piedpokladame, ze bod K, lezi v pasu (p.
q). Stred kruznice, ktera se dotyka piimky p. ¢,
lezi na ose tohoto pasu. Sestrojime pomocnou
kruznici m’, ktera se sice bude dotykat primek,
ale nebude prochazet bodem K. Bodem
K povedeme piimku ktak, aby & | p. Jeji
pruse¢iky sm’ oznaCime K’', K” Hledané
kruZnice jsou obrazem kruznice m’ v posunuti

T(K'K) a T(K'K).

Obr. 65

Zapis konstrukce:

—~

-pa:pllg

K; K lezi uvniti pasu (p, q)
M M’lezi uvniti pasu (p, q)
m’,m(M’r=":pql|)

kik|l g Kek
K:K'em'Nk

m; T(K'K):m"—> m

o R - S R
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Obr. 66

Druhé reSeni:

Zapis konstrukce:

L. pagplq
2. K; K lezi uvnitf pasu (p, q)
3. M’ M’lezi uvniti pasu (p, q)
4. mim(M’r="|pql|)

5. kkl|lg Kek

6. K" K”em’'Nk

7. n; TIIK"K): m"—> n
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Obr. 67

Diskuse:

Aby tuloha méla dvé feSeni, musi bod K lezet uvnitt pasu (p, ¢), potom jejim
feSenim jsou dvé kruznice m (obr. 66), n (obr. 67). Pro piehlednost uvadim feSeni ve
dvou obrazcich.

Pokud K € p v K € g uloha ma pouze jedno feSeni (obr. 68). A pokud bod K lezi

mimo pas (p, ¢), uloha nema reSeni.
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Obr. 68

T




Priklad 2
Jsou dana dveé kruznice m(M: r =2 cm) a /(L; r = 3,5 cm), pficemZ |ML| = 6,5 cm,
a usecka OP ma délku 4 cm. Sestrojte Gse¢ku XY shodnou a rovnobéznou s useckou OP

tak, aby bod X lezel na kruznici m a bod ¥ na kruznici /.

Reseni:
Vnacrtku je vyznaceno predpokladané feSeni. Usetka XY o délce 4 cm je
rovnobézna s orientovanou useckou OP. Podminkou ulohy je, aby bod X lezel na
kruznici m (kruznice m je mnozina

moznych boda X); obdobné je
o’\“\) kruznice / mnozinou moznych bodu
> Y. Bod Y je obrazem bodu X

* N"J
Vv

‘\\K 3%_,
w .

v posunuti 7(OP). Timto posunutim
prevedeme kruznici m v kruznici m’,
bod M v M’ Hledany bod Y vznikne
m’( /. Bod X je pak obrazem bodu Y

4
1

L

P
%,
6,5 ) \
y! v opa¢ném posunuti T{PO).

U

Obr. 69

Zapis konstrukce:

1. ML; |ML|= 6,5 cm

. m; m(M; r=2cm)
. L I(L; r=3,5cm)
. m-T(OP): m —>m’

. U:Uem’'NI
 X: T(PO): Y > X
.V T(PO):.U->V

2

3

4

5 T Emini
6

7

8

0. AY; ¥
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Obr. 70

Diskuse:
Pii provadéni konstrukce jsme zjistili, Ze m“a / maji dva spole¢né body Y, V, jimz
v posunuti T{P0O) odpovidaji body X, U, proto ma uloha dvé feseni a tim jsou usecky

L UV,

9




Priklad 3

Sestrojte trojuhelnik ABC, kde |4B| = 6 cm, |AC| = 4,5 cm, a = 65°. Daéle sestrojte

stfedni pricku rovnobéznou se stranou BC a oznacte J1 XY (X € AB, Y €AC). Sestrojte

obraz A’B'C” trojuhelniku ABC v posunuti T(XY) a obraz A”B"C” trojuhelniku ABC

v posunuti 7'{¥X). Co vznikne prinikem obou obrazii a vzoru?

Reseni:

Zapis konstrukce:

I
2z,

o % N S W

AB; |AB| = 6 cm

Z BAZ; |Z BAZ) = a= 65°
k; k(4; r = 4,5 cm)
C:CekN->4Z

A ABC

X; X je stied AB

Y; Y je stted AC
XY

AL TXY): A > A

80

Nejprve sestrojime trojuhelnik
ABC, dle véty sus. Bod X je stiedem
usecky 4B a bod Y usecky AC.
Sestrojime obraz 4" bodu 4 v posunuti
T(XY). 4 — A'. Obdobné sestrojime
obrazy bodi B, C. V opatném
posunuti sestrojime obraz 4” bodu 4
v T1YX). Obdobné sestrojime obrazy
pro zbylé body.



10.B% I(XY): B— B’

Oy 56
IZNHRL"

13.4% T(YX): A > A4
14.B" T(YX): B — B”
RCIHYXEC 7
10 A4 BT"

Obr. 72

Diskuse:

Uloha ma jedno feseni. Pranikem obou obrazi a vzoru je stfed usecky BC.
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Priklad 4
Sestrojte ¢tverec ABCD o strané ¢ = 4.5 ¢m a kruznici k(K r = 4 cm) tak, aby bod
A byl stredem usecky KC. Dale sestrojte kruznici m, kterd je obrazem kv posunuti

T(4B), a kruznici /, kterd je obrazem m v posunuti T(BD). Co je obrazem kruZnice
k v posunuti 7(A4D).

Reseni:
Sestrojime ¢tverec ABCD a kruznici k podle zadani. Posuneme kruznici k o délku

orientovan¢ useCky AB, vzniklou kruznici pojmenujeme m a posuneme ji o délku

orientované useCky BD. ktera je uhlopfickou v daném ¢tverci.

Zapis konstrukce:

1. 4B;|AB|=4.,5 cm
p:plAB;Aep
q:q9q LAB; Begq
n; n(B:r=4,5cm)
C:CeqgNn
0;0(A;r=4,5cm)
D;Depfo
Ctverec ABCD
K: T(CA):A—> K
10.k; k(K, r =4 cm)
11.m; T(AB): k —> m
12.1; T(BD): m — [

© ® N L AW N



.."‘.

Obr. 73

Diskuse:
Uloha ma ve zvolené poloroviné jedno feSeni. Obrazem kruznice k v posunuti

T(AD) je kruznice /, ktera je obrazem kruznice m v posunuti T(BD).
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Priklad 5

Je dana tsecka |4B| = 7 cm, kruznice k(A4; r = 3 cm) a piimka p, p L AB A B € p.
Sestrojte bod X tak |4X] = 7.5 ¢m a |£BAX| = 30°. Sestrojte viechny rovnobézniky

XAKL tak, aby K e kA L € p.

Reseni:

Obr. 74

Zapis konstrukce:
1. AB;|AB| =7 cm
2. k; k(A; ry, =3 cm)
3. p;pLAB;Bep
4. I;1(A; n=17,5 cm)
5. £ BAZ; |£ BAZ)= 307
6. X;XelN—AZ
7. k% TAX): k> k'
8. LyLek’'Np
9. K: T(XA): L > K
10.Rovnobéznik AXLK

84

Sestrojime obraz k’ kruznice
k v posunuti 7(A4X). Obraz k’ kruznice
knam protne piimku p ve dvou
bodech, kter¢ ozna¢ime L, L’
V opacném posunuti 7(XA) sestrojime
obrazy bodu L, L’a pojmenujeme je K,
K’ Vznikly ndm dva rovnobézniky

AXLK, AXLK"



Obr. 75

Druhé reSeni:

Zapis konstrukce:

1.
2. k3 k(A;r=3cm)

3. p;plAB;Bep

4, I, l(4A; r;=17,5 cm)

8. &£ BAZ; |£ BAZ| = 3(0°
6.
B
8
9

AB; |AB|=7cm

X;XelN—AZ

.kt TAX): k> k’
LYl te P
L KETORA ) L= K"

10.Rovnobéznik AXL'K’
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Obr. 76

Diskuse:
Uloha ma dvé feeni. Pro prehlednost je uvadim ve dvou obrazcich. Prvnim

feSenim je rovnobéznik AXLK (obr. 75) a druhym je rovnobéznik 4AXL K’ (obr. 76).
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Priklad 6

Jsou dany dvé rovnobézky a, b, kde lab| = 3,5 ¢m, mezi nimi bod K a tGsecka
OPtak, ze OP = 4,5 cm. Sestrojte étverec ABCD se stranou o velikosti usecky OP tak,
aby dva jeho vrcholy leZely na primkach a, b a bod K lezel na strané &tverce.

Reseni:

Nejprve sestrojime pomocny
Ctverec A'B'C'D' se stranou o
velikost usecky OP, jehoz dva
vrcholy, napi. 47 B’ lezi na danych
rovnobézkach. Sestrojime pfimku ¢,
kterd je rovnobézna s piimkou a tak,
zebod Ke qg. Bod K'e g N AB’a
bod K” € ¢ N AB’ V posunuti
T(K’K) sestrojime obraz Ctverce
ABC'D’,  ktery  pojmenujeme
ABCD a vposunuti T(K'K)
sestrojime obraz ctverce A BCD’,

ktery nazveme UVXY.

Obr. 77

Zapis konstrukce:
1. a, b; al| b; lab|=3,5cm
. K,Ke(ab)
. OP;|OP|=4,5¢cm

. AB%|AB1=45cm;A’eanB’e b

2
3
4
5. Doplnéni na ¢étverec A’ B'C'D’
6. ¢:qllanKeq

7. K‘K’egNAB’

8 KiK' e gl AB'

 A: T(KK): A" 4

b=
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10.B; T(K'’K): B’ B
11.C; T(KK): C'— ¢
12.D; T(K'K): D'~ D
13.Ctverec ABCD

Druhé rFeSeni:

Zapis konstrukce:
1. a, b;all b;|abl=3,5cm

2. K,Ke(a,b)
3. OP;|0OP|=4,5cm
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4. AB%51AB1=45cm;A’eanB’eb
5. Doplnéni na ¢tverec A’BC'D’

6. g:qllanKeq

7. KiK’egNAB’

8. K%Z“K”eqgNAB’

9. Ctverec ABCD

10U, T(K"K):. A’> U

11.V; TKK): B'> V

12X, (K'K):C'> X

13.Y, T(K’K): D'—> ¥

14.Ctverec UVXY
k : a
/
/ >
P |

/

/

/
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Diskuse:

Protoze nami sestrojeny pomocny ¢tveree A’B'C D’ protnul pimku ¢, na které lezi

bod K a ktera je rovnobézna s primkou a, ve dvou bodech K/, K”,
poloro

ma uloha ve zvolené
vin¢ dvé feSeni, ktera spliiuji dané vlastnosti a tim je ¢tverec ABCD (obr. 78) a
- Ctverec UVXY (obr. 79). Pro piehlednost je uvadim ve dvou obrézcich.
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Priklad 7

Je dana piimka p, kruznice k(K, r = 3 cm) tak, Ze p N k = & a tsecka XY o

velikosti 7 cm. Sestrojte usecku 4B, kterd je rovnobézna s iseckou XY a velikosti téchto

Reseni:

Obr. 80

Zapis konstrukce:

ki k(K;r =3 cm)
pipNk=0

XY; |XY] =d=T7cm
B TXY):k—> k'
A;AepnNk’

A A’ep Nk’

B; T(YX):A—> B
Usecka AB

B T(YX):A’> B’
10.Usecka 4B’

I I T T N

GseCek se rovnaji a zaroven musi platit 4 € p A B € k.

Jelikoz je bod 4 obrazem bodu B, musi lezet
na obrazu kruznice k v posunuti 7(XY) a ze zadani
na pfimce p. Obraz kruznice k" nam piimku p
protne ve dvou bodech, které¢ pojmenujeme A4, 4"
Bod B je obraze m bodu 4 v posunuti 7(¥X). Bod
B’je obrazme bodu 4 ’v posunuti T(¥X).
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Obr. 81

Diskuse:

A¢ tato uloha vypada velmi jednoduse, mize nastat situace, kdy bude mit jedno,
dvé nebo zadné feSeni. Zélezi na poloze orientované ise¢ky OP vzhledem ke kruznici
k a na jeji délce vzhledem k umisténi kruznice k a ptimky p.

Aby tloha méla feSeni, musi byt vzdalenost mezi kruznici k a pfimkou p mensi
f; nez je délka zadané usecky a piimka p nesmi byt rovnobézna s orientovanou tse¢kou
OP, potom bude mit tloha dvé feeni. V naSem pripad¢ jsou reSenim dvé usecky 4B,
A'B’, protoZe nam kruZnice kprotnula pfimku p ve dvou bodech(obr. 81).

Pokud oviem vzdalenost mezi kruznici k£ a pfimkou p bude vetdi nez je délka

orientované usecky, uloha nebude mit feSeni (obr. 82)



Pokud bude orientovana tsetka X¥ rovnobézna s piimkou p, uloha nebude mit
feSeni, protoze kruznice k', kterd je obrazem kruznice k v posunuti 7(OP), nam primku
p neprotne (obr. 83).

Pokud bude orientovana tse¢ka kolma na primku p a vzdalenost mezi kruznici k a

ptimkou p bude stejnd, jako délka orientované usecky, potom tloha bude mit jedno
feSeni.

Obr. 82

Obr. 83
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Priklad 8
Jsou dany riznobézky a, b a Gsecka |XY| = 5 cm. Sestrojte Gsecku 4B, kterd je

shodna a rovnobézna s Giseckou XY abod 4 € a, B € b.

Resenti:
Sestrojime obraz piimky a v posunuti T(XY). Bod, ktery vznikl prinikem primky

a’, b, oznaC¢ime B. V opa¢ném posunuti 7(¥X) sestrojime obraz bodu B a oznac¢ime ho

A.

Zapis Konstrukce:

1. a, b; aneni rovnobézna s b
2. XY, | XY]=5cm
3. a" T(XY):a—a’
4 B;BebNa’

5. A; I(YX): B> 4
6. Usecka AB
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Obr. 84

Diskuse:
Uloha ma v dané roviné jedno feSeni, které zalezi na volbé orientované tsecky
XY. Pokud by byla orientovana usecka XV rovnobézna sriznobézkou a, musime

posunout riiznobézku b. V nasem piipadé bylo jedno, zda posunu riznobézku a ¢i b.
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1.5 Otoceni

Orientovany uhel je takovy uhel, u kterého je urCeno tzv. pocateéni rameno
a koncové rameno.

Polopfimky VX a VY mohou vytvaiet dva orientované uhly, které v zapise
rozliSujeme poradim pismen: XV, YVX, kde bod V je spole¢ny. Poc¢ate¢ni rameno je
uréeno polopfimkou VX" a koncové polopiimkou VY. Orientaci oznacujeme Sipkou
(obr. 85).

Pfi ota¢eni mize polopfimka vykonat libovolny pocet otaéek. Otacky mohou byt
proti sméru pohybu hodinovych ruéicek, oto¢eni pak nazyvame v kladném smyslu,
nebo ve sméru tedy vzaporném smyslu. Toto je zdkladem pro zavedeni velikosti
orientovaného uhlu.

Zakladni velikost orientovancho thlu XVY je velikost, ktera je vytvofena
polopiimkou VX otofenim do poloptimky FY vkladném smyslu (proti sméru
hodinovych rucicek). Je to vzdy ¢islo z intervalu (0, 27), piipadné (0, 360°).

Jestlize pocatec¢ni rameno splyva s koncovym, vznikne tzv. nulovy orientovany

whel, jehoz velikost je nula.

Obr. 85

Je déan orientovany thel ¢ a bod V. Oto€eni neboli rotace (obr. 85) je shodné

zobrazeni R(V, @), které pfitazuje:
1. kazdému bodu X #V bod X'tak, Ze |XV1 = |XV] a orientovany thel XTX” ma

velikost ¢,
2. bodu ¥ bod V= V, 1j. samodruzny bod.
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Bod V' se nazyva stied otoCeni, orientovany uhel ¢ uhel otoéeni.

Vlastnosti R(V, ¢):
e Otoceni je pfima shodnost,
e otoc¢eni ma jediny samodruhy bod; je jim stfed otoceni V,
e otoceni o uhel ¢ #180° nema invariantni piimky,

e otoceni o Ghel ¢ # 180° kazdé piimee p pritadi piimku p’s danou pfimkou

ruznobéznou.
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Priklad 1
Sestrojte trojihelnik ABC, je-li déna strana |AB| = 6 cm, téZnice 1, = 6,5 cm a uhel
f=75°V otoCeni R(4, 75°) sestrojte jeho obraz 4'B'C".

Reseni:

Zname vrcholy 4, B. Bod S je
sttedem strany BC a muzeme ho
sestrojit  jako prisec¢ik  kruznice
k(A; r = |t,]) a poloptimky BX. Pro
hledany bod C plati, ze lezi na
polopiimce BS a |BS| = |SC].

Stfedem otoceni je bod 4, tedy
A = A’ Kktery je. samodruznym

bodem. Uhel otogeni je ¢ = 75°.

1. AB;|AB|=6 cm

2 L ABX L ARX| == 10°
3. k; k(4;r=6,5cm)

4, S,Se—»BXﬂk

C;8S):B->C

A ABC

ASd’=4
CiR(4;75°):C—>C"’

v - i N

B R(4;75°): B—> B’
10.A ABC’
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Diskuse:

Uloha ma v dané poloroviné jedno feseni.
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Priklad 2

Je dana usecka 4B, kde |4B| = 3 cm Pomoci stiedové soumérnosti sestrojte

pravidelny Sestitthelnik ABCDEF a potom dany $estitihelnik otocte v R(S; 30°), kde S je

stfed soumernosti Sestiuhelniku.

Reseni:

Sestrojime rovnostranny trojihelnik 4BS, kde S bude stiedem soumérnosti
Sestithelniku. Bod D je obrazem bodu 4, bod E je obrazem B. Bod C lezi na priniku
dvou kruznic m(B; r = 3 cm) a kruznice k(D; r = 3 cm), ktera je obrazem kruznice
k(A: r = 3 cm) vtéto soumérnosti Bod F je obrazem bodu C. V pravidelném
Sestiuhelniku je kazdy jeho tihel roven 120°. Stiedovy thel pii stiedu S je 60°. Najdeme
stied usecky 4B, pojmenujeme ho P. Uhel ASP ma velikost polovi¢ni neZ thel ASB, t.
@ =|Z ASP| = 30°. Pomoci tohoto thlu oto¢ime Sestiuhelnik tak, ze oto¢ime kazdy jeho
bod 0 30°. Vzhledem k tomu, Ze jde o otaceni v kladné smyslu ota¢ime proti hodinovym

ruc¢ickam.

Zapis konstrukce:
1. AB; |AB|=3cm
2. k; K(A; r=14B|)
3. m;m(B; r=|4B|)
4. §;SekNm
5. D; 8(S):A—> D
6. E;S(S):B—>E
7. k- S(S): k> k'
8 C;CemNk’
9 F,8S:C—>F
10.Sestithelnik ABCDEF
11.P; P je stred AB
12.4% R(S; 30°): A > A’
13.B% R(S; 30°): B—> B’
14.C4R(5: 30°: C=C”°
15.D'; R(S; 30°): D= D’
16.E*% R(S; 30°): E—> E’
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17.F% R(S; 30°): F — F’
18.Sestitthelnik 4 BCDEF"

Obr. 88°

Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroving jedno reseni.

5 Takové obrazce umi Cabri Geometry rysovat bez pouziti otoeni.
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Priklad 3

Isou dany dvé rovnobezné pimky P> q amino né bod O. Sestrojte rovnoramenny

trojuhelnik OPQ tak, aby jeho vicholy P, O lezely po fadé na pfimkach p, ¢.

Reseni:

Vime, Ze v rovnostranném trojuhelniku je velikost vnitinich uhla 60°. V otoceni
R(O, -60°) je obrazem
piimky ¢ piimka ¢’7 .
Bod P € p n ¢

~ o/ Obrazem bodu P je bod
0, proto oto¢ime piimku

p o 60° a tudiz bod
QegNnyp.

Obr. 89

Zapis konstrukce:
1. p,q,0
2. 4" R(O,-60°):q— q’
3. ,Pepng’
4. p " R(O,60°):p > p”’
5. 0,Qep'Ng
6. A OPQ

/ “abri | | iz by byl n¢jaky bod na této pfimce. V matematice

Program Cabri geometrie umf oto¢it pfimku, aniz by byl n¢jaky e
otdﬂgrc pfimku tgk. Ze oto¢ime nékteré dva body, které lezi na dané prim§e. \' f‘eSe.n[ ukazuji zptusob
otaceni pomoci dvou bodii na pfimce ¢. Piimku p jiz ota¢im pomoci Cabri geometrie.
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Obr. 90

Druhé reSeni:

Zapis konstrukce:
1.0, 4,0
2. ¢ R(O,60°):q—>q’
3.A;Aepng’
4. p: RO, -60°):p—>p’
5. B;Bep'Ng
6. AABO
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Obr. 91

Diskuse:
Pro pfehlednost uvadim feSeni ve dvou obrazcich. Prvnim feSenim je trojihelnik
OPQ (obr.) a druhym je trojuhelnik 4BO (obr. 63), kde 4 € p, B € q. protoze piimku p

Ize oto¢it kolem bodu O také o -60. Uloha mé tedy dvé feseni.
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Priklad 4
Jsou dény tii soustfedné kruznice k(S: r, = 3 cm), [(S; /=5 cm), m(S; r,, =6 cm) a

bod X" € /. Sestrojte rovnostranny trojthelnik XVZ tak, aby Y e k, Z € m.

Reseni:
. V oto¢eni R(X, -60°)
piejde bod X do bodu Z,
tedy musi lezet na kruZnici
k% ktera je obrazem
' kruznice k v tomto otoceni.
Zek’'Nm BodYem'N
k, kde kruznice m’ je

obrazem  kruznice @ m
m | B A v otoceni
R(X. 60°).
Obr. 92

Zapis konstrukce:

1. k; k(S; rx=3 cm)
L I(S; r;=5 cm)
m; m(S; r,, = 6 cm)
X;Xel
k% R(X, -60°): k — k’
Z.Zek'Nm
m” R(X, 60°): m—>m’
Y;Yem'ek
AXYZ

TR0 S IS SR s e T
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Obr. 93

Druhé reSeni:

Zapis konstrukce:

1. k; k(S; rv=3 cm)
LIS r1=5cm)
m; m(S; r,, = 6 cm)
X Xel
k% R(X, -60°): k > k'
LZrLiek’iim
m” R(X, 60°): m—>m’
YiYem'ek
AXTYZ'

o . 3 o Gk W
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Obr. 94

Diskuse:

Protoze kruznice m’ protnula kruznici kve dvou bodech Y, Y, které spliuji
pozadované vlastnosti, ma uloha dvé fedeni a tim je trojuhelnik XYZ (obr. 93) XYZ’
(obr. 94).
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Priklad 5
Sestrojte trojthelnik ABC, kdyz znéte |IBC| =5 em, b = 7 cm, B = 70°. Dile

sestrojte kruznici opsanou se stiedem S. Sestrojte trojithelnik 4BC", ktery je obrazem

trojuhelniku ABC' v otoceni R(S, -60°).

Reseni:

Nejprve sestrojime  trojuhelnik
podle véty sus. Stied kruznice opsané
lezi na osach stran daného trojihelniku.
Jednotlivé body budeme otacet kolem

sttedu a to o -60°. Jedna se otoceni

v zaporném smyslu, tj. budeme otacet po
sméru hodinovych rucic¢ek. Bod 4 piejde
do bodu 4’ bod B piejde do bodu B’
a bod C do bodu C".

Obr. 95

1. BC;|BC|=a=5cm

2. LCBX;|£CBX|=8=70°
3. k; (C; ry="17 cm)
4, A;Ae-BXNk

A ABC

0; 0 je osa usecky AB
0,; 0] je osa usecky BC
0.0e€o0 o

I; (O, r = |OA|)

10.4% R(O, -60°): A —> A’

- S e B8 A

11.B% R(O, -60°): B— B’
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12.C% R(O, -60°): C - C”
13. 44 BE"

- "‘

., -
-

-----
_____

Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroviné jedno feseni a tim je trojihelnik 4 BC",
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Priklad 6

Jsou dany dvé soustiedné kruznice k(K; rx = Sem), I(K; r; = 3 cm) a bod 4, kde

|KA| = 2.5 em. Sestrojte viechny ¢tverce ABCD tak, abyBe knDel

Reseni:
VSechny thly ve ¢tverci jsou pravé, jedna se
tedy o otoceni o 90°. Sestrojime obraz /” kruznici /

tak, ze kruznici / oto¢ime v R(A4, 90°). Bod B lezi na

pruniku kruznice /’ a kruznici k. Bod D nam
f,.:".,. \ y vznikne oto¢enim bodu B v R(A4, -90°). Bod C je
O
k obrazem bodu 4 v otoc¢eni R(B, -90°).
L
D

Obr. 97

Zapis konstrukce:

1. & KK; ry=5 cm)
2. LIK;r;=3cm)
3. 4;]4AK] =2,5cm
4. 1" R(A4,90°):1—>1’
5. B;BekNnl’
6
7
8

. D; R(4,-90°): B> D
. C:R(B,-90°): 4> C
'~ Ctverec ABCD
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Obr. 98

Druhé FeSeni:
Zapis konstrukce:

1. &k k(K; riy="5cm)
2. LIK;ri=3cm)
3. 4;|4K}=2,5cm
4. 1" R(A4,90°):1> 1"
S ByB el F
6. D" R(4,-90°): 8'> D’
7. CR(B',-90°): 4> C’
8. Ctverec ABC'D’
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Obr. 99

Diskuse:
Uloha ma v roviné dvé fedeni. Je to &tverec ABCD (obr. 98) a ctverec A BTC'D’
(obr. 99).
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Priklad 7
Jsou dany dvé kruznice k(K; ry = 4 cm) a I[(L; r; = 4,5 cm), které se protinaji ve

dvou bodech C, . Sestrojte viechny rovnoramenné trojihelniky ABC tak, ze 4 € k,
Bela|£ACB| =120°.

Reseni:
Sestrojime
p o) kruznici [ ktera je
obrazem  kruznice [
) I

¢, Vvototeni R(C, -120°).

R 3
\ /753‘\-» Bod 4 ném vznikl

¥/ . protnutim kruznice /'

| : 7 i a kruznice k. Bod B je
FL o e b obrazem bodu 4
A v otofeni
R(C, 120°).

Obr. 100

Zapis konstrukce:

1. k; k(K; r=4 cm)
I I(L; r;=4,5 cm)
C,CekNnl
l“ R(C,-120°): 1> I"
A;AekNl’
B; R(C,120°):A—> B
A ABC

N A AW
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Obr. 101

Druhé feSeni:
Zapis konstrukce:
1. k; k(K; ry =4 cm)
B L =45 cm)
Gt D i D

. 1% R(C, 120°: 1> 17

s
3
4
5, ALA ek
6. B% R(C,-120°): 4’= B’
7

, AP
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Obr. 102

Diskuse:

Uloha ma v dané roviné dvé fedeni, ktera spliuji pozadované vlastnosti. Pro
piehlednost uvadim feSeni ve dvou obrazcich. Zalezi na tom, ktery vrchol si ozna¢ime
jako C. Prvnim fe$enim je trojuhelnik ABC (obr. 101) a druhym trojihelnik 4 BC”
(obr. 102).
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Priklad 8

Je dan rovnobéznik 4BCD, kde |4B| = 6 cm, |BC| = 6,5 cm, |AC| = 10 em. Do
n¢ho vepiste ¢tverec KLMN tak, aby K € AB, I e BC,M e CD, N € DA.

Reseni:

Sestrojime trojihelnik 4BC podle véty sss. Bod Sje stied usecky AC. Dale
sestrojime bod D, ktery je obrazem bodu B ve stiedové soumérnosti se stiedem S.
Vzhledem k tomu, Ze v zadani neni dano, jestli se ma jednat o otogeni v kladném ¢&i
zaporném smyslu, zvolim si otoceni v zaporném smyslu. Cely rovnobéznik proto
oto¢ime v R(S, -90°), protoze
vSechny uhly ve Ctverci jsou

pravé. Bod N nam vznikne

protnutim usecky DA a usecky
/Q_ A'B’, ktera je obrazem usecky
- AB v tomto otoceni. Dale vime,
Ze)
Me CDNAD/
L e BE N CD;
Ke ABN BT

Obr. 103

Zapis konstrukce:

1. AB;|AB|=6cm
2. k; k(A4; r«=10 cm)
3. I; I(B; r,=6,5cm)
4. C:Ceklnt
5. S; S je stied AC
6. D;8(S):B—>D
7
8
9

" Rovnobéznik ABCD
A% R(S, -90°): 4> A’
. B% R(S, -90°): B—> B’
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10.C% R(S, -90°): C > C”’
11.D% R(S, -90°): D —» D’
12.Rovnobéznik 4 BC D’
13.K; Ke ABN BTC’
14L;L e BCNCD’
I5.M; Me CDN D4’
16 N;Ne DANAB’
17.Ctverec KLMN

Obr, 104

Diskuse:

JelikoZ neni ze zadani jasné o jaké oto¢eni se bude jednat, zvolila jsem si otogeni

v zaporném smyslu. Redenim je ¢tverec KLMN (obr. 104).
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K feSeni Glohy mizeme pouzit i oto¢eni v kladném smyslu, ovsem vznikne nam

stejny Ctverec jako v oto¢eni v zaporném smyslu (obr. 105).

Uloha ma tedy v dané poloroviné jedno fesent.

Obr. 105
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Priklad 9

Jsou dany kruznice k(K, ry =4 em) a I(L; r; = 2 cm), |[KL| = 4 cm. Bod T je jednim
zbodu, ve kterych se kruZnice protinaji. Sestrojte viechny rovnostranné trojthelniky

ABC tak, aby platilo 4 € k, B e [ a T byl t&zigtém tohoto trojthelniku.

Reseni:

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o rovnostranny trojuhelnik, jsou vsechny jeho

Obr. 106

Zapis konstrukce:

1. KL;|KL|=4 cm
k; k(K; ry =4 cm)
L I(L;r;=2cm)
T;TekNl
k% R(T: 120°): k —> k’
B;BelNk’
A; R(T,-120°): B—> 4
C; R(T,-120°: B> C
A ABC

. o 5 RN NUL e Lt gkl
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vnitini  thly rovny 60°, Vyuzijeme
vlastnosti pro thel stiedovy, tj. jestlize
je obvodovy uhel 60° je jeho stiedovy
120°. Bude se tedy jedna o otoceni o
120°. Sestrojime obraz k’ kruznice
k v otodeni R(T, 120°). Bod B lezi tedy
na praniku kruznic k£, /. Bod 4 je
obrazem bodu B v otoceni R(7. -120°).



Obr. 107

Druhé reSeni:
Zapis konstrukce:

l. KL; |KL|=4 cm
k; k(K; ry, =5 cm)
L I(L; ry=3 cm)
ekl
k” R(T;-120°): k > k”
B B’elNk”
A% R(T, 120°): B’'—> A’
C " R(T; -120°):B' > C'
o b

LB e T - s TR




Obr. 108

Diskuse:
Uloha méa v dané roviné dvé feSeni. Pro prehlednost uvadim feSeni ve dvou

dzcich. Redeni jsou zdvisld na volbé bodu 7. Jednim feSenim je trojuhelnik 4BC

(obr. 107) a druhym trojuhelnik 4 BC'’"(obr. 108).



1.6 Identita
Mnozinu obrazi viech bodi utvaru U oznac¢ime U’a nazyvame obraz ttvaru U.

Body X, pro jejichZ obrazy plati X”= X, e nazyvaji samodruzné body. Je-li U’=U,
nazyvame U samodruznym utvarem. Zobrazeni, kde je kazdy bod samodruzny,
nazyvame identita.

122




1.7 Skladani shodnych zobrazeni

Jsou dana dvé shodna zobrazeni Z,, Z, a libovolny bod X; Z, : X —» X/,

. ’ ’ 4 4 Y, w r - 4
Zy: X' = X' Zobrazeni Z: X — X”se nazyvé sloZené zobrazeni ze zobrazeni Z; a Zs.

Operaci sklddani je zvykem znacit o. Zapisujeme takto: Z= 20 Z,.
Skladani zobrazeni neni komutativni.

Sklidanim dvou osovych soumérnosti O(0;) a 0(0,).

Vzajemna poloha téchto os muze bvt:

® 0] ao0;jsou totozné,
® 0] a 03 jsou rovnobézné,
® 0] ao0;jsou riznobézné.
A je libovolny bod jehoz obraz v osové soumérnosti O(o;) je A", A" je obraz bodu
A’v osové soumérnosti 4(03).
1. 0, =07 0(02) 0 0(0)) =1
V tomto pfipadé je slozenim dvou osovych soumérnosti identita.
2. 01|l 02: 0(02) 0 O(01) =T
Zobrazenim je tedy posunuti, jehoz délka je rovna dvojnasobku vzdalenosti os.
3. 01202 0(02)00(0,)=R
Zobrazeni je tedy otofeni, kde stredem je prusecik danych os a velikost uhlu

otoéeni je dvojnasobek thlu velikosti os.

Slozenim dvou osovych soumérnosti vznikne vzdy jedno ze shodnych

zobrazeni: identita, otoCeni ¢i posunuti.




Skladani tif a vice soumernosti.

Zobrazeni, které je slozené ze tii osovych soumérnosti, je bud’ osova

soumérnost, nebo posunuta soumérnost.

Vzhledem k tomu, ze pii dalsim skladani neobjevime zadné shodné zobrazent,
muzeme tvrdit:

Libovolné shodné zobrazeni se da slozit z jedné, dvou nebo tFi osovych
soumérnosti. Existuji pouze nasledujici shodna zobrazeni: osovid soumérnost,

identita, posunuti, otoceni a posunutia soumérnost popf. stfedova soumérnost jako

zvlastni pripad otoceni.



Priklad 1

Je dan pravidelny Sestiuhelnik ABCDEF, kde |4B| = 2,5 cm. Zobrazte tento

Sestiuhelnik v zobrazeni, které je slozenim stiedové soumérnosti se stiedem S a osové
soumeérnosti s osou 0. Bod S ¢ o.

Reseni:

Pravidelny Sestithelnik miZeme sestrojit pomoci stredové soumérnosti nebo tak,
ze sestrojime kruznici o poloméru [4B| = 2,5 e¢m. Tuto délku postupné nanasime na
kruznici. Hledané¢ body wvznikaji prinikem kruznic. Sestrojime Sestiuhelnik
ABC'DEF’, ktery je obrazem S3estithelniku ABCDEF ve stfedové soumérnosti se

stftedem S. Dale sestrojime Sestitthelnik 4”B"C”D"E"F”, ktery je obrazem Sestitthelniku
MBCDET,

Zapis konstrukce:

1. 4B;|AB|=2,5cm
sestrojeni Sestitthelniku
Sestitthelnik ABCDEF
S,o
A S8S):A-> A4’

B% S8(S): B—> B’
Ci808):.Co»C

D% S(S): D—> D’

E S©S):E—->E'

10.F% S(S). F—> F’
11.Sestithelnik A BCDEF’
12.4% 0(0): A’> A"

13.B" 0(0): B'—> B”

© % N U A W N

14.C"% 0(0). C'—> C”
15.D* O(o0): D’— D”
16.E” O(0): E'> E”
17.F” O(o). F’> F”
18.Sestithelnik A”B"C"D"E"F"
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Diskuse:

Uloha mé ve zvolené poloroviné jedno feseni a je jim pravidelny SestiGhelnik
ST 'DEF”,
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Priklad 2
Je dan ¢tverec KLMN. Zobrazte tento ¢tverec v zobrazent, které vznikne sloZenim

tii osovych soumérnosti s osami o, p, ¢ v tomto pofadi: piitom o || p,o # p. o }f q.

Reseni:

Nejprve sestrojime Gtverec KZ'M'N’, ktery je obrazem &tverce KLMN v 0sové
soumernosti s osou o. Dale sestrojime &tverec K”L“M"N” ktery je obrazem C&tverec
K'L'M'N’ v osové soumérnosti s osou p. Nyni sestrojime &tverec ABCD, ktery je
obrazem Ctverec KL "M”N”v 0sové soumérnosti s osou ¢.

Zobrazeni 0, 0 0, je posunuti T. Je tedy Z = O(o03) o T. Odtud plyne nazev:

posunuti soumérnost (posunuté zrcadleni).

Zapis konstrukce:
1. KT
Doplnéni na ¢tverec KLMN

o,p;oflp

q: q4fo

K: O(0o): K—> K’
L:0():.L->L’
M: O(0o): M —> M’
N: O(0): N> N’
Ctverec KL'M'N’
10.K% O(p): K’'—> K”
1LL O0(p):L'=> L"
12.M"% O(p): M'> M"
13.N% O(p): N> N”
14.Ctverec K"L"M"N”
15.K% Kg): K" A
16.L7 0(q): L"—> B
17.M” O(q): M"— C
18.N” 0(q): N"= D
19.Ctverec ABCD

= MR T S = LT R el O IR )
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Obr. 110

128

Uloha ma ve zvolené poloroviné jedno feseni a je jim Ctverec ABCD.

Diskuse:




Priklad 3

Pro trojuhelnik 4BC ovéite, zda slozenim dvou posunuti v libovolném pofadi
vznikne posunuti nebo identita.

Reseni:
Sestrojime trojuhelnik ABC podle véty sss. Sestrojime trojuhelnik A BC’

vposunuti T(OP), ktery je obrazem A ABC vtomto posunuti. Déle sestrojime
A A"B"C” ktery je obrazem A A’B'C’v posunuti T(QR).

Zapis konstrukcee:

1. A ABC podle véty sss
. OP;|OP| =d®
A T(OP): A —> A’
B, T(OP): B—> B’
CoNO0P):C L/
AA'B'C’
OR; |OR|=d
A" T(OR): A"> A"
B” T(QR): B"—> B”
10.C*% T(OR): C'> C”
1LAABR"

LTI e

¥jelikoz neni v zadani uréeno, jak velkd ma byt orientovana L’lse(flfa or, zvplila jsem pismenko d, které
ptedstavuje libovolné pFirozené &islo. U orientované usecky @R jsem zvolila talgé ptsmgnko d, oviem za
tyto dvé nezname nemusime dosadit stejné &islo. Usecky OP, QR nemusi mit ani stejny smér.
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Obr. 111

Druhé reSeni:

Zapis konstrukce:
1. A ABC podle véty sss

OP;|OP|=d

A% T(OP): A~ A4’
B T(OP): B— B’
CiNOP):C~»C
AABTC’

A% TPO): A’ A"
B”. T(PO): B’ B”
CARPO: C'5C”

o R B0 R TR

“Jelikoz neni v zadéni uréeno, Jak velka ma byt orientovand usecka OP, zvolila jsem pismenko d, které
pfedstavuje libovolné pfirozené ¢islo.
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10.A A"B7C7

oA
o

Obr. 112

Diskuse:

| Uloha ma dvé feseni. Pro prehlednost je uvadim ve dvou obrazcich, V prvnim
pfipadé (obr. 111) jsme trojahelnik 4BC zobrazili ve dvou riznych posunuti a to T(OP),
j"‘T(QR), kde OP a QR jsou orientované usecky, které¢ nemaji stejny smér ani stejnou
'délku. Vysledkem tohoto zobrazenti je posunuti T(ST).

V druhém piipadé (obr. 112) jsme A ABC nejprve posunuli v posunuti 7(OP) a
0 obraz A’BC’’v opatném posunuti T7(P0). Vysledkem je tedy identita.
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Priklad 4

Je dan trojahelnik ABC, kde b = 4 cm, B= 60°, y= 72°. Zobrazte trojihelnik ABC
v zobrazeni, které vznikne sloZenim posunuti dané orientovanou useckou AT, kde 7' je

teziste tohoto trojihelniku, a otoceni R(O, - 60°), kde O je stied AB.

Reseni:

Sestrojime trojuhelnik podle véty wsu. Jelikoz zname whly B, » miZeme si
spocitat zbyly thel a tj. a = 180° — 60° - 72° = 48°. Hledany bod 7 lezi v priseéiku
 t&Znic. Sestrojime A A'B'C", ktery je obraz A ABC v posunuti T(AT). Dale sestrojime

A A”B"C”, ktery je obrazem A 4’B'C"’v otoCeni R(O, -60°), kde O je stied usecky 4B.

Zapis konstrukce:
1. AC;|ACl=b=4cm
2. LACKX; |£L ACX]|=y=1T72°
3. £ CAY; |4 CAY|= a=48°

4. BBe - CXN =AY

A ABC

T:Tet,Nty

A T(AT): A > A’

B, T(AT): B—> B’

C " T(AT): C > C’
10.AABTC’

11.0; O je stied AB
124" R(O,-60): 4"—> A"
13.B” R(O, -60): B"—> B”
14.C% R(0, -60). C'—> C”
150 ABR"T

20 NS
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Obr. 113

Diskuse:

Uloha ma ve zvolené poloroviné jedno feseni. Je jim trojuhelnik 4 B"C".
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Priklad 5
Pro ¢tverec ABCD, kde a = 3 cm, ovéite, zda slozenim stfedové soumérnosti se

sttedem S, kde Snelezi na ¢&tverci ABCD, a posunuti vznikne stredova soumérnost.

Pokud ano, najdéte stied soumérnosti.

Reseni:
Sestrojime ¢tverec 4’BCD’, ktery je obrazem &tverce ABCD ve stiedové

soumérnosti se stredem S, kde S nelezi na hranach ¢tverce ABCD. Sestrojeny obraz

posuneme v posunuti 7(OP), kde OP je libovolna orientovana usecka.

Zapis konstrukce:

1. AB; |AB|=3 cm
r,rlAB Aer
q:9q L AB,Be g
k; k(4; r=3 cm)
D:Dernk
[ [(B; r=3cm)
C.Cegnl
Ctverec ABCD
S
10.A% 8(S): A > A’
11.B% 8S(S). B—> B’
12.C%4 8(S): C—> C’
13.D% 8(S): D> D’
14.Ctverec A'B'C'D’
15.0P; |oP| = d"
16.A” T(OP): A'—> A"
17.B” T(OP). B’> B”
18.C% T(OP).C’' > C"
19.D% I(OP). D'— D"
20.Ctverec A"BC"D”

o T T R S T o

Jelikoz nenf v zadani urceno, jak velka ma byt orientovand secka OP, zvolila jsem pismenko d, které
edstavuje libovolné pfirozené ¢islo,
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Obr. 114
Diskuse:

Uloha mé ve zvolené poloroviné jedno feSeni a tim je ¢tverec ABCD. SloZenim

oveé soumérnosti S(S) a posunuti T(QP) vznikla stiedova soumérnost SY).
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Priklad 6
Sestrojte lichobéznik 4BCD, kde b =4 cm, v=35¢cm, e = 7 cm, f = 6 cm.

Zobrazte tento lichob&znik v zobrazeni, které je sloZenim tif stfedovych soumérnosti se

sttedy S, 7, U v tomto pofadi, pfitom S je stted 4B, Te e N f, U= D.

Reseni:

Sestrojime dveé rovnob&ézky a, b, které budou od sebe vzdaleny 3.5 cm, tj.
vzdalenost mezi témito rovnob&zkami je vyska lichob&Zniku. Na jedné rovnobézce
zvolime bod B, napi. B € a. Hledany bod C € b N k, kde k(B; ry = 4 cm).
Bod De bN [l kde I(B; r;=6 cm)abod 4 € a N m, kde m(C; r,, = 7 cm). Nyni
sestrojime lichob&éZnik 4B C'D’, ktery je obrazem lichobéZzniku ABCD ve stiedové
soumernosti S(S), kde S je stted 4B. Dile sestrojime lichobéznik 4”B”C"D”, ktery je
- obrazem lichobéznika 4 BC'D’ ve stiedové soumérnosti S(7), kde 7" € e N f. Hledany

lichobéznik KLMN je obrazem lichobéznika A "B "C'"D” ve stfedové soumérnosti S(U),
Skde U= D.

1. a,b;allb

B.Beb

k. k(B; ry =4 cm)
C;CebNk

[; (B, r;=6cm)
D;DebNl

m;, m(C; r,=7cm)
A;Aealm
Lichobéznik ABCD
10.5; S je stied AB
11.A4%8(S):A—>A’
12.B% S(S): B—> B’
13.C-8(5). C=-C’
14.D" 8(S): D—> D’
/5. Lichobéznik A'BC'D’
16T, Teenf

P NS M A W N
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174" 8(T): A'—> 4"
18.B% S(T): B’ B"
19.C% S(T): C'—~ C”
20.D% S(T): D'—> D"
21.Lichobéznik 4"B"C D"
2.U,U=D

23.K; S(U): A" K
24.L;S(U): B”"—> L
25.M;S(U): C"> M
26.N; S(U): D”—> N
27.Lichobéznik KLMN
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Obr. 115

Diskuse:

Rovnobézku b nam kruznice k protnula ve dvou bodech C, C'. Tento bod spliuje
adované vlastnosti. Kruznice | ma rovnobézku b také protnula ve dvou bodech, tj.
znikly nam dva body D, D'. I tyto body spliuji pozadované vlastnosti. Bod A" nam
vznikl protnutim kruZnice m a rovnobézky a, ale tento bod nespliuje vSechny

pozadované vlastnosti (obr. 116), proto ma uloha v dané roviné ur¢ené rovnobézkami a,

b jedno fedent.

|38




Obr. 116
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Priklad 7
Je dana kruznice (K, r = 4 cm). Jaké zobrazeni vznikne slozenim péti stfedovych

soumernosti, jejichz stiedy nelezi na pfimee?

Reseni:

Sestrojime kruznici A&(K; r = 4 cm). Sestrojime kruznici /, kterd je obrazem
kruznice k ve stiedové soumeérnosti S(4). Dale sestrojime:

m:S(B): [ — m

n, S(C): m — n,

0.8(D):n— o,

p;S(E): 0 > p.

Stiedy soumérnosti nelezi na pfimce. Abychom zjistili, co vznikne sloZenim
téchto soumérnosti, sestrojime bod 7" € k, ktery budeme zobrazovat ve stiedové

soumérnosti s danymi stiedy.

Zapis konstrukce:
1. k; K(K; r=4 cm)
L. LTek
3. A, B, C, D, E; A, B, C, D nelezi na piimce
4. I,S(A):. k—>1
5. U;S(A):T->U
6. m:S(B):l—>m
-
8.
9.

V. SB:U->V
n; S(C):m-—>n
X, SO V-oX

10.0; S(D):n— o0
11.; S(D): X—> Y
12.p; S(E):0 > p
13.Z; S(E): Y > £

14.0; 0 € KPn TZ
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Obr. 117

Diskuse:
Uloha mé jedno feSeni a tim je kruznice p(P; r = 4 cm). SloZenim péti sttedovych
osti vznikla opét stfedova soumérnost S(Q), tj. p; S(Q): k — p.
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Priklad 9
Je dan trojuhelnik ABC, kde 1, = 4,5 cm, v, = 4 cm, ¢ = 6 cm.. Zobrazte
trojihelnik 4BC v zobrazeni, které vznikne slozenim osové soumérnosti s osou o, ktera

" teCnou ke kruznici opsané trojahelnika 4BC, a stfedové soumérnosti se stfedem S,

kde S je stied kruznice opsané.

Reseni:

Trojuhelnik A7V je pravouthly s pravym thlem pii vrcholu ¥, proto bod V lezi na
' haletoveé kruznici s polomérem 70. Odvésna AV ma délku v,. Bod B lezi na piimee TV
je od bodu A4 vzdalen délkou ¢. Bod T je stied usecky BC. proto bod C' je obrazem
od B ve stfedové soumérnosti se stiedem 7. Trojihelnik 4 BC’ je obrazem A ABC
 0s0Vé soumémosti s osou 0. A A”B"C” je obrazem A A'B'C’’ ve stiedové soumérnosti

e sttedem S.

Zapis konstrukce:

1. AT;|[AT1=4,5cm
O, O je stied AT
k: k(A; r =4 cm)
I I(O0; n=104])
ViVeknl
m; m(A; ry, = 6 cm)
VT
B;Be e VIiNm
C.;S(T):B—~»C
10.A ABC

" NN s W N

11.0y; 0y je osa AC
12.0,; 0 je osa BC
13.5:Seo No;
14.n; n(S; r, = |SA|)
15.P;PEn

TR RE SR
1742 0(): A > A’
18.8%0(1): B— B’
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19.C% O(t): C - C”
20.A A'BC’

21.A% S(©S): A"— A"
22.B" S(S): B’— B”
PEL G L0 R o Y ol
24AA"BC”

Obr. 118

Diskuse:

Uloha méa v dané poloroviné ATV jedno feseni.
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