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Abstrakt

Tato prace si kladla za cil nalézt, systematizovat a zobecnit postupy pouZzitelné pro
nalezeni optimalni matematické interpretace informace o koncentracich latek
rozpusténych ve vodnych roztocich. Systemati¢nost a obecnost hledaného postupu
mély zajistit jeho SirSi pouZitelnost v porovnani s obvykle heuristicky postavenymi
metodami, zalozenymi na pfesné znalosti problému na jednom konkrétnim misté.
Optimalnost zminéné matematické interpretace byla hodnocena primarné z hlediska
mista v paméti informaci obsazeného se zfetelem branym na pfesnost uchované
informace. Spravny pomér mezi velikosti a pfesnosti zpracovavané informace je
dllezity z hlediska rychlosti prace s rozsahlymi soubory dat.

Pfedchozi odstavec znamena v jednoduchosti nasledujici véc. V praci jsme se
prestali na roztok X divat jako na vodu, ktera obsahuje na jeden litr 30 mg latky A,
50 mg latky B, ... az 35 mg latky Q. Misto toho jsme na roztok pohlédli takovym
zpusobem, ktery fika: ,V roztoku X naméfime pfiblizné stejné koncentrace, jako ve
smeési tvofené 50 ml znamého roztoku 1 a 37 ml znamého roztoku 2.

Znamena to, Zze s urCitou chybou je mozné popsat roztok X dvéma Cisly misto

puvodnich €isel v poctu Q. Pficemz predpokladame ze Q>2.

Abstract

The main goal of this work was to find a general way for an optimal matematic
description of chemical contamination, which is contained in underground water
nearby the hill Ralsko. Generality was required to make the searched way usable for
other aplications and sites. Optimal description should not take to much memory and
it should store enough information. The right ralation betwen size and stored
information can dramatically speed up the work with huge sets of data.

Simply said. We stopped to regard the solution X as a water containing 30 mg/l of the
substance A, 50 mg/l of the substance B, ... and 35 mg/l of the substance Q. We
started thinking so that: ,Concentrations mesured in the solution X are similar to
concentrations in the mixture containing 50 ml of solution 1 with 37 ml of solution 2."
That means, we need only 2 numbers to describe the solution X containing Q

substances. We suppose Q>2.
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Znaceni
Na tomto misté jsou uvedeny symboly a pojmy, které jsou pro zjednodusSeni popisu

predstavovanych postupl v této praci hojné pouzivany. VétSina zavedenych znacek
identifikuje vektorové prostory, které se vzajemné liSi bud svymi dimenzemi,
rozdilnymi bazemi a nebo obojim. Pro prehlednost jsou zminéné znacky umistény

v nasleduijici tabulce.

V=[viv,..V,l] V' je orthonormalni vektorovy prostor, ve kterém jsou
zobrazena poskytnuta data o chemickych analyzach.
Prostor ¥ ma dimenzi n (5, 6, nebo 22). Jednotlivé slozky

vektoru (napf. vektoru @ ) v prostoru ¥ odpovidaji
koncentracim chemickych latek ve vektorem
reprezentovaném roztoku. Koncentrace maji fyzikalni
rozmér mg/l. Pro dale €asto pouzivanou dimenzi prostoru
) V' rovnou 6-ti odpovidaji slozky vektoru @ chemickym
ag ... fluoridovy aniont ||atkam zapsanym v levém sloupci této tabulky. Symboly
Vi oznaduji jednotkové vektory standardni baze prostoru
V' s jedni¢kami na i-té pozici vektoru.

acVv, a=la, a,..a,|
a, ... vsechny latky
a, ... siranovyaniont
a, ... amonny kationt
a, ... hlinity kationt
as ... kationty Zeleza

eV m, je vektor obsahujici data z i-té provedené chemické
’ analyzy.

.- o B je matice sestavena ze sloupcovych vektort optimalni
Bf[#l bz,:’bn] orthonormalni baze prostoru ¥V . Tyto vektory jsou
B=[b, b,...b], i<n |nalezeny za pouZiti Analyzy hlavnich komponent. Matice
iV:[*] ;__,Ei]w i<n | B obsahuje prvnich i vektor(i z matice B a jeji linearni

obal je i-rozmérnym podprostorem ;¥ prostoru V .
) Pojem hlavni podprostor dimenze k prostoru ¥ s bazi
Hlavni podprostor [v, v, ..,7,] byl definovan, pro potfeby této prace, jako
prostoru V urCeny bazi . , 1% .
[V, 7, .., 7 kazdy podprostor dimenze k prostoru generovany

libovolnou k-tici vektort z baze prostoru V' .

P, jsou vektory lezici v pruniku podprostoru ;V

ﬁ_,:( Py P, pjn)T a vybraného hlavniho podprostoru prostoru 4 uréeneho
bazi [vv,..,v,] .Mezivektory 7, jehledana nova baze

redukovaného prostoru ;V .

Toto oznaceni reprezentuje vektor 7, jako prvek prostoru
PP; ;V se soufadnicemi vyjadfenymiv bazi ;B . Ma i slozek.
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Poznamka k obrazkim

Obrazky obsazené v této praci maji za ukol dokreslit na konkrétnich, jednoduchych
pfikladech ctenafovu pfedstavu o popisované problematice. Jedna se vyhradné o
nactrky, které vzhledem k technickym mozZnostem a znalostem autora mohou

obsahovat drobné faktické a také zejména geometrické nepfresnosti.

1. Uvod

Tato prace navazala na projekty [1] a [2], které jsou uvedené v seznamu literatury.
Projekt [1] se zabyval redukci dimenze vektorového prostoru, ktery obsahuje
vektorové interpretované informace o chemickych analyzach koncentraci
kontaminantd ve vodnych roztocich. Ukolem projektu [2] bylo potvrzeni hypotéz, které
se tykaly vybranych metod pouzZivanych v souvislosti se zminénou redukci dimenze
ve firmé DIAMO s.p. Samotna diplomova prace si kladla za cil nalézt postupy
pouzitelné k uréeni ,vhodné“ (optimalni) baze znamého prostoru s redukovanou
dimenzi (prostoru uréeného jinou ,nevyhovujici“ bazi). Pozadavky na ,vhodnost‘ baze
vychazeji z potfeby interpretovat vysledné bazové vektory jako roztoky urcitych
chemickych latek. Slozky jednotlivych bazovych vektord predstavuji koncentrace
zminénych latek.

Z této interpretace pfirozené plynou dva zakladni pozadavky:

1. Slozky bazovych vektord nemohou byt zaporné.

2. Poskytnuta data o chemickych analyzach by mélo byt mozné aproximovat jako
linearni kombinace vektoru zvolené ,vhodné® baze, pfiCemz v onéch linearnich
kombinacich mohou vystupovat pouze nezaporné koeficienty.

Oba dva z uvedenych pozadavkl plynou z jednoduchych pfedstav. Pozadavek 1) fika
asi tolik, Ze roztok je popsan nezapornymi koncentracemi chemickych latek v ném
pfitomnych a nikoli uréenim toho, co v ném chybi. Pozadavek 2) ma podobny vyznam,
ktery je posunut o uroven ,vySe“. Predpoklada totiz, Zze vysledny roztok muze
vzniknout smichanim nékolika roztoki bazovych a Ze naopak nikdy nevznikne
vyjmutim urcitétho mnozstvi latek v plvodnim roztoku obsazenych. Tedy nevznikne

odebranim roztoku.
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Na cile této prace se je mozné divat také nasledujicim zpisobem. Mé&jme n-rozmérny

vektorovy prostor ¥ . Vektorovy prostor ¥ necht obsahuje vektory, které nesou
informace o ur&itém druhu provadénych chemickych analyz. Ukolem této prace bylo
nalezeni postupu vedouciho k urCeni ,nejlepSi“ baze znamého k-rozmérného

podprostoru WV prostoru ¥ . Hledana baze podprostoru WV

musela splfiovat vySe
stanovené pozadavky.

K hledani zminéné baze poslouzily algebraické a statistické metody implementované
do jazyka GNU Octave. GNU Octave je vy$Si programovaci jazyk urCeny k provadéni
numerickych vypoctu a je freeware-ovou obdobou jazyka Matlab.

Prakticky vysledek diplomové prace predstavuje spustitelny skript napsany v jazyce
GNU Octave. Tento skript poskytuje mozZnost nalézt zminénou bazi v kratkém Case a
s minimalnimi pozadavky na chemické znalosti jeho uzivatele. Dvéma podminkami
pro uspésny prubéh celého vypocltu jsou vyhovujici format vstupnich dat a zadana

dimenze redukovaného prostoru W

2. Pouzivané matematické postupy

V praktické casti této diplomové prace byly hojné vyuzivany zejména algebraickeé
a statistické postupy, které jsou predstaveny v této kapitole. Prvni podkapitola je
vénovana vysvétleni vektorové interpretace chemickych analyz koncentraci
chemickych slozek zkoumaného roztoku. Poté je zde zminéna Analyza hlavnich
komponent, ktera byla z hlediska této prace naprosto nepostradatelna. Dale je tu
kratce predstaven QR-rozklad, ktery byl pfi vypoltech &asto pouzivan k uréeni

psoudoinverznich matic a k feSeni pfeuréenych soustav metodou nejmensich ¢tverca.

2.1 Data reprezentovana vektory chemickych analyz, redukce
dimenze
Data zpracovavana v ramci této diplomové prace byla poskytnuta firmou DIAMO s.p.

Z hlediska formy méla tato data podobu tabulek, jejichz fadky odpovidaly vzdy pravé
jedné chemické analyze koncentraci latek rozpusténych v podzemni vodé na lokalité

blizké Strazi pod Ralskem. Kazda sada dat o chemické analyze se vztahovala
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k jednomu konkrétnimu vrtu a k ¢asu kdy byla tato analyza provadéna. Sloupce
zminénych tabulek s daty by bylo moZno nadepsat vzorci chemickych latek, jejichz

koncentrace jsou v téchto zaneseny.

Latek, jejichz koncentrace byly v podzemnich vodach promérovany, bylo celkem 22
a koncentrace Sesti nejdulezitéjSich byla analyzovana ve vSech pripadech.
Nepracovali jsme se vSemi daty, ale zvlast pouze s mnozinami dat, které mély
zméfené koncentrace vSech Sesti (resp. 22, resp. 5) chemikalii. Jinymi slovy,
z tabulek s daty jsme vybrali bud pouze prvnich 6 vzdy zaplnénych sloupctd nebo

v8echny zcela zaplnéné radky.

Chemické analyzy zkoumajici koncentrace latek rozpusténych v podzemnich vodach
jsou nakladné. Cena analyzy koncentrace jedné latky se pohybuje v fadu tisict korun.
Z toho duvodu je pred zapocetim analyzy na konkrétnim vrtu vhodné zvazit, které
latky je nutné ,hlidat®. Zakladni analyza koncentraci chemickych latek se provadi
vzdy a pro kazdé misto (vrt) a Cas. Tato zakladni analyza poskytuje informace
o celkové koncentraci vSech rozpusténych latek a jednotlivé o koncentracich péti
chemikalii, které je nutné sledovat kvdli jejich pfipadnym negativnim dopadim na

zdravi ¢lovéka nebo na zivotni prostredi.

Usporadani poskytnutych dat do zcela zaplnénych tabulek umoznilo analyzami
ziskana data matematicky interpretovat a tim je pfipravilo pro vyuziti vypocetni
techniky pfi jejich zpracovani. V tabulkach uspofadané podmnoziny poskytnutych dat
je mozno vnimat jako matice tvofené radkovymi vektory téchto dat. Jednotlivé slozky
vektorl zkoumanych dat jsou koncentracemi pfitomnych a sledovanych chemickych
latek.

Obrazek 1 ukazuje princip pfechodu od baze tvorfené Sesti plivodnimi vektory k bazi
se 3 vektory. Snizeni poctu bazovych vektorl je spojeno se snizenim dimenze

vektortd chemickych analyz koncentraci (dimenze = pocet sloupct matice).

Jinymi slovy. Vektor 7, ma v plvodni podobé Sest sloZek. Tyto slozky jsou nasobky
vektor(l standardni baze V,, i€(l,...,6] |, které maji vzdy pravé jednu nenulovou
sloZzku na své i-té pozici. Zakladni princip redukce dimenze vektoru 7i; spodiva ve
vyjadieni jeho soufadnic jakoZto nasobku jinych vektorl, kterych je méné a které
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mohou mit vSechny slozky rizné od nuly. Rozklad dat z chemickych analyz do jiné
baze je pfirozené zatizen chybou a bazi je nutné volit takovym zplsobem aby byla
tato chyba co nejmensi. Velikost chyby muze byt pfirozené kvantifikovana napfriklad
normou rozdilu pavodniho vektoru s analyzovanymi daty a aproximativniho
k-rozmérného vektoru zobrazeného zpét do Sestirozmérného (n-rozmérného)

prostoru.

Pokud bychom se chtéli zamé&fit na pfesnou aproximaci urcité slozky analyzovanych
dat, potom by bylo vhodné jednotlivé slozky vektorl pfed zpracovanim preskalovat
takovym zpusobem, aby koncentrace chemikalie, ktera nas zajima, méla z hlediska

uréovani k-rozmérné aproximace, vétsi vahu.

Byly ucinény pokusy dokladajici vliv Skalovani na na zménu sméru bazovych vektoru
hledanych tymiz postupy jako v pfipadé neSkalovanych dat a bylo potvrzeno, ze
,Spravné“ Skalovani snizi chybu jim zvyraznéné slozky. Tyto pokusy byly nejprve
provadény pouze s jednou slozkou a ukazaly, Ze na ukor prfesnosti Skalované slozky

se snizi pfesnost slozek ponechanych bez upravy. Viz Kapitola 7.1 .

Baze Nové baze
vl v2  v3 | v4 V>  v6 pl | p2 | p3
vie || vie || vse || vie || vse || vSe vse || vie |[vse
s0Z |[s0? |[s0: ||sof||soi ||soF SO; | |s0z (|soZ
NH; | [NH; |[NH; [ NH; [|NH; || NH; NH; |[|NH; [[NH;
A|3+ A|3+ AI3+ A|3+ AI3+ AI3+ A|3+ AI3+ A|3+
Fe3+ Fe3+ Fe3+ Fe3+ Fei+ Fei+ Fe3+ Fe3+ Fe3+
F F ‘ F F | F F F F il

v2 || v3 || v4 || v5 || v — | Pl |[pP2 |[p3

Legenda

l nenulova koncentrace
nulové koncentrace

Obrazek 1: Princip redukce dimenze
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2.2 Analyza hlavnich komponent
Analyza hlavnich komponent je standardni statisticky algoritmus slouzici k nalezeni a

odstranéni existujicich linearnich funkénich zavislosti mezi riznymi slozkami znamého
souboru dat, chemickych analyz, vektor(i, atp. Po odstranéni takovychto funk&nich
zavislosti je mozné v datech transformovanych do nového orthonormalniho
soufadného systému vysledovat rozdilnou dulezitost smér jednotlivych bazovych
vektord. Tyto sméry odpovidaji sméridm maximalizujicim smérodatné odchylky
naméfenych dat v puvodnim prostoru a ve vSech jeho podprostorech vznikajicich
postupnym odstrafiovanim dfive nalezenych sméru bazovych vektord. RUzna
,<dulezitost® jednotlivych bazovych vektori je zakladem pro redukci dimenze

zkoumaného prostoru.
Postup analyzy hlavnich komponent je nasledujici:

1. Data, na kterych si pfejeme analyzu provést je tfeba usporfadat do matice.
V naSem pfipadé predstavovaly sloupce matice koncentrace chemickych
slozek zkoumanych roztokl a kazdy rfadek odpovidal vzdy jedné provedené

chemické analyze.

2. Data usporadana v matici mohou byt pfi standardnim postupu dale upravena
odectenim prumért vSech naméfenych koncentraci jednotlivych chemickych
sloZzek od pfisluSnych komponent kazdého ze znamych vektord chemickych
analyz. Jinymi slovy, provedeme-li n chemickych analyz koncentraci Sesti
chemickych latek, pak je ukolem tohoto kroku nejprve vypocet Sesti-slozkového
vektoru primérné koncentrace kazdé jedné latky a poté nasleduje odecteni
vypocteného vektoru po slozkach od prvniho az n-tého Fadku
zaznamenavajiciho chemické analyzy. Tento postup se zdal nejdfive
nevhodny, protoze nevedl k nalezeni linearniho vektorového podprostoru,
ve kterém by spolu s kazdymi dvéma vektory leZela také jejich libovolna
linearni kombinace. Z tohoto dlvodu jsme nejprve pouzivali upravenou
»<Analyzu hlavnich komponent bez odecteni priméru“. Vysledkem aplikace
LAnalyzy hlavnich komponent s odecteni praméru“ by bylo nalezeni
podprostoru afinniho. Prace s afinnim podprostorem byla pozdéji také
provedena a méla charakter zobecnéni postupl prace s daty v linearnim
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podprostoru. Casti textu, které jsou vy$e vymezené ovozovkami, pfedstavuji
pojmy na které je dale v praci odkazovano. Dopad odeéteni priméru je
zachycen na Obrazku 2.

3. Z dat ziskanych pouzitim predchozich dvou krokd byly vypocteny dvé
kovarian€ni matice pfisluSejici po fadé puavodni matici a matici s odectenymi

priméry.

Kovarian¢ni matici je Ctvercova matice vznikla nasobenim transponované matice
upravenych poskytnutych dat s matici netransponovanou (viz Obrazek 3). Vysledek
zminéného nasobeni matic je standardné vydéleny konstantou (n-1). V této praci jsme
vzhledem k povaze dalSi manipulace s kovarian¢nimi maticemi neprovadéli zminéné
déleni. NaSim cilem bylo totiz nalezeni smérd urCenych vlastnimi vektory
kovarianCnich matic (viz dale). Vydéleni matic realnymi Cisly by se podepsalo pouze
na velikosti vlastnich Cisel matice a nikoli na sméru jejich vlastnich vektora. Viz
vzorce.

Je patrné, Ze jak matice € matice (k-C) maji stejné vlastni vektory X

4. U kazdé kovarianéni matice jsme vypocetli jeji vlastni Cisla A, ...,A

a jednotkoveé vlastni vektory l;lb;l; . Kovarian¢ni matice, ktera je pocCitana
z matice s linearné nezavislymi sloupci, je symetricka a positivné definitni,
takze vSechna jeji vlastni Cisla jsou kladna. S timto védomim jsme viastni
vektory usporadali do fadkda transformacni matice v poradi odpovidajicim
klesajici velikosti pfislusnych vlastnich Cisel. Nalezené vlastni vektory tvofi

novou orthonormalni bazi B zkoumaného prostoru V .
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Obrazek 2 odhaluje vliv odecteni (resp. neodecteni) prlimérnych koncentraci od

kazdého jednoho fadku analyzovanych dat ze zkoumané mnoziny na smér vektoru

nové baze B prostoru V . Z Obrazku je zfejmé, ze Analyza hlavnich komponent

s odeCtenim priméru ,respektuje“ orientaci souboru dodanych dat v grafu a po

redukci dimenze vektord s daty odebranim nékolika jejich sloZzek si redukované

vektory uchovaji maximalni miru nesené informace.

Analyza hlavnich komponent Analyza hlavnich komponent
bez odelteni prumeru s odectenim prumeru

b2

c2 c2

bl

b2™

cl cl

E Oblast s merenimi

Obrazek 2: Vliv odeéteni praméru

5. DalSim krokem byla redukce rozméru nové nalezeného prostoru. Samotné

snizeni dimenze prostoru jsme realizovali vybérem prvnich k vlastnich
(bazovych) vektorl odpovidajicich k nejvétSim vlastnim cislim kovariancni

matice (tj. k prvnich fadkua transformacni matice).

Po redukci transformacni matice jsme provedli samotnou transfomaci

naméfenych a upravenych dat do redukovaného prostoru. Tento krok byl
realizovan nasobenim transpozice redukované transfomacni matice ,B"

s transponovanou matici obsahujici upravena data.

Navrat do puavodniho, neredukovaného prostoru, jsme pozdéji uskutecnili
nasobenim pseudoinverze transfomacéni matice s matici transformovanych dat
a pripadné jesté naslednym pfictenim dfive vypocétenych pramért koncentraci
jednotlivych slozek. Pouzita pseudoinverze orthogonalni transfomacni matice

se v tomto pfipadé rovna jeji transpozici.

Maticové znazornéni vySe popsanych operaci je piehledné zachyceno

na nasledujicim obrazku.
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listice = daty

upravens datal

4 sloiky upravena data
pifpadng dprany

vlastni vektory

redukce . —

8 méfeni

Kovarianéni matice:

S
s

S
Y
upravens datal o /

4

bl

transformaini matice  transformovansd dats

L1l

wektor primérd

transformovand dats

Ll

Zpétna transformace

tramstormatni maticel

upravens datal (aproximace)

Obrazek 3: Postup analyzy hlavnich komponent
Prvni z tabulek, které zachycuje Obrazek 3, predstavuje matici s osmi sadami dat
o koncentracich Ctyf chemickych latek rozpusténych v osmi proméfovanych roztocich.
Pocty roztokl a chemickych slozek byly zvoleny pouze kvuli vyhovujici velikosti
a nazornosti obrazku. Tato Ccisla nemaji Zadnou souvislost se skutecné

zpracovavanymi sadami dat.

Z celé sady dat je vypocten fadkovy vektor primérnych koncentraci, ktery mize byt
volitelné odecten od vSech ze sad zkoumanych dat. Upravenymi daty jsou mysSlena

pravé data s odectenymi priméry.
Usporadani tabulek do tvaru ,horizontalné obraceného L znazorfiuje nasobeni matic.
'"T' za jménem matice znaci, Ze jde o transpozici matice, ktera je jménem urcena.

Operace pojmenovana jako redukce spocCiva na Obrazku v uchopeni a dalSim pouziti
pouze prvnich dvou ze Ctyf predpokladanych vlastnich vektorld spocétené c&tvercové

kovarian¢ni matice.

2.3 Metoda nejmensich ¢tvercu, QR-rozklad
QR-rozklad je algebraicky postup k feSeni pfeurCenych soustav linearnich rovnic

zavyuziti metody nejmenSich  Ctvercl  (resp. takzvané pseudoinverze).

Pfedpokladejme, ze mame fesit pfeurenou soustavu linearnich rovnic danou matici
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e

A s rozméry mXn | kde m=n . Déle predpokladejme, Ze soustava ma
nenulovou pravou stranu. Protoze uvazovana matice soustavy neni Ctvercova, nelze ji
fesit s pomoci nasobeni soustavy inverzni matici 4~' zleva. Misto toho je mozné
rozlozit matici soustavy na soucin orthonormalni matice O o rozmérech mXn a
horni trojuhelnikové matice R srozméry nXn (f. A=0Q-R ). Soucin transpozice
matice O s matici O samotnou je jednotkova matice (tedy Q"-0=1 ). Cisla na

diagonale matice R jsou kladna.

Volba pouziti QR-rozkladu vyplynula z poZzadavku na rychlost provadénych vypocta.

Popsany postup je zakreslen na nasledujicim obrazku.

EFEEEE EFEEEE E
T e —_—
EEEEEE o EEEREE GPREEEE - E
FEEAEE o FEOEE IR Y =k
R ER O EENEEEALENNEE /A —E
EEEEEE © BREEEEE FEEEEE 0 K
EEEEEE  RREREEE FEEEEE © L
EEREEE EEEEEE P
EELEEL EEEEEE P
D EEEEEE Memmmmmmmn .
= EERERE mmmmmmemmm | mneznams
=it REl XEEBBEEEBEXET]I
] EEEEEE Mmemmms===s |
5 EENENE meemmesess

P

P

L

Obrazek 4: Vyuziti QR rozkladu pro pseoudoinverzi

3. Linearni vektorovy podprostor

K praci s linearnimi vektorovymi podprostory bylo pfistoupeno na zacatku
vypracovavani praktické Casti této diplomové prace z dlvodu prfedpokladané vyssi
obtiznosti prace s afinnimi podprostory. Navic existoval pfedpoklad, Ze nalezené
postupy pujdou ve vétsiné pfipadl zobecnit tak aby byly pouzitelné i v afinnich
podprostorech a to proto, Ze linearni podprostor je specialnim pfipadem podprostoru

afinniho. Tento pfedpoklad se potvrdil.
Nalezené postupy pro praci s linearnim podprostorem jsou nasledujici:

) Samotnému hledani ,vhodné“ baze i-rozmérného podprostoru ;V , ktery je
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podmnozinou n-rozmérného prostoru V , predchazelo uréeni ,optimalni*
orthonormalni baze B prostoru V , provedené za pomoci ,Analyzy hlavnich
komponent bez odedéteni priméru“. Ziskanou orthonormalni bazi B (1) si je

mozné s urcitym zjednodusSenim predstavit jako bazi puvodni, pootocenou
okolo pocatku.

[

(1)

—_
S

w

™
Il
S
9
ST
3
S
b
ST
&

S S S S S
bt
@Q‘@‘@@@Q‘
w

lI) Z prvnich i vektorl nové ziskané baze B byly vypoéteny vektory 7, ,
na které byly kladeny takové pozadavky, aby bylo mozno kazdy vektor p;
z alterantivni baze podprostoru ;B prohlasit za urcity roztok analyzovanych
chemickych latek (vektor 7, mél mit nezaporné slozky) a aby $lo do baze

tvofené vybranou k-tici z vektorl p; rozlozit pozadovanym zpusobem

(s nezapornymi slozkami rozkladd) maximalni pocCet vektord chemickych
analyz.

Zminéné pozadavky jsme preformulovali do matematické podoby. Zadali jsme
aby vektory p; lezely zaprvé v nékterém z (n-i+1)-rozmérnych hlavnich
podprostord prostoru V' uréeného standardni bazi [v|...V,] a zadruhé v
podprostoru ;¥ ur€eném vektory z matice ;B . Hlavnim podprostorem
dimenze (n-i+1) prostoru ¥ uréeného bazi [v)..,V,] je minény libovolny (n-
i+1)-rozmérny podprostor prostoru V takovy, ktery je definovan (n-i+1)-tici
vektorli z baze V .

Déle jsou slozky takto uréenych vektorl 7; znaceny nasledovné.

- T

P;=\Py Pp Pz Pjs Pjs Pjs

Dimenze vyslednych vektorl p; odpovida rozméru prostoru V (tj. n).
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Realizace zminénych vypoctu vektorl 7, bylo dosazeno za pomoci feSeni

soustav schematicky shodnych s nasledujicim pfikladem.
Priklad:

VypocCet vektord p; vychazi z feSeni soustav podobnych té, kterou ukazuje

vzorec (2). Popis soustavy je uveden za vzorcem (2).

Dby Dby 2by 2by 2bslle| [4]
bn bzl b31 b41 b51 © _ g 5
bl2 bzz b32 b42 bsz % 0 ( )
b13 b23 b33 b43 b53 €4 0
b14 b24 b34 b44 b54 .CS. -

Pro osvétleni vyznamu soustavy (2) uvazujme, Ze redukujeme 6-ti rozmérny prostor
o jednu dimenzi. ProtoZze pozice vektoru v matici B odpovida ve své podstaté
relativni mife informace nesené prisluSsnou slozkou primétu korelovanych dat do
prostoru touto matici ureného, provadéli jsme z dlivodu minimalizace celkové chyby
zminénou redukci vzdy prostfednictvim vybéru prvnich i (nyni i = 5) vektord (resp.

sloupcll) z matice B .

V pfikladu je rozmér redukovaného prostoru 5 a proto ma soustava (2) pravé 5
neznamych. Ponechme prozatim stranou vyznam, zdiraznéme ZzZe velmi dulezité,
prvni rovnice. Druha az pata rovnice jsou kombinacemi vzdy &tyf (i-1) ze Sesti (n)
slozek bazovych vektorll soustfedénych v matici B a spole¢né definuji 4
(v obecném pripadé i-1) slozky novych bazovych vektord p; , které maji byt rovny

nule. V uvazovaném pfipadé tak budou rovny nule soufadnice p;;. P2 P Py .

Na pozicich druhé az paté (tj. i-té) rovnice se mize vyskytnout C:(ii/ll) riznych

kombinaci sloZek vektorl z matice ;B a index j vektord p; tak mlze nabyvat
hodnot z intervalu (1,..,c)eIN . Neni to sice zcela zfejmé, ale pfi vypoctech se
ukazalo, Ze pocet vektori 7, je ve vétSiné pfipadu vyrazné vyssi nez i (tj. dimenze
podprostoru) a fada z téchto vektor( je tedy zbytnych.

,LOpomenuta“ prvni rovnice soustavy urCuje, v kontrastu k popsanym ¢tyfem rovnicim,
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ty soufadnice vektoru 7, , které rovny nule byt nemusi. Soucet slozek bazovych

vektorU b; je proveden z toho duvodu, aby nebylo nutné pro rizné zvolené &tvefice
nulovych slozek p; pfimo urCovat také zbyvajici, obecné nenulovou dvojici.
Vychazelo se pfi tom ze skuteCnosti, Ze pficteme-li k nenulovému souctu dvou slozek
vektorQ I;i, i€(1,..,5) linearni kombinace C¢&tyf slozek zbyvajicich, pficemz tyto
linearni kombinace jsou vSechny rovny nule, dostaneme tentyZz vysledek jako
kdybychom linearni kombinace nepficitali. Tento postup vyrazné zjednodusil

programovani celého problému. Vyjadifena vzorci, vypada myslenka konstrukce prvni
rovnice soustavy (2) takto:

5 6 5 6
Z ch'bij:z Z C['b[jzl, y.:

i=1 1 i=1j

Il
w

J J
VA
[(b15+bl6) (bastbyg) (bystbyg) (bystby) (b55+b56)]*[cl C, G Gy cs] =1 (3)
Ve vzorci na prvnim fadku se u sum s indexem j liSi vychozi hodnoty od kterych je
sumace provadéna. Z toho plyne nasledujici skute¢nost
5
;c[-b,.jzo, YV je(l,.4),4.:
bll b21 b31 b41 bSl

T
-[cl c, ¢ ¢, 05]2

oS O O O

Cimz se dostavame zpét k soustavé (2) protoze

4 5 6 5 6

5 6 5
zcz"bij:O = chi'bﬁzZci’by:ZZCi'byzzzci'by=1

1j=1 i=1 j=5 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=5

Sh, The Sby Tb, Sole] Ty ®)

1

i by, b, by, by bs, _ zz
N b, by b3, by, bs, 3
by by, b b bs, €4
by, by, by, b b .CS.

54

5

1

Il
e e =

JedniCka na pravé strané prvni rovnice je nami zvolena hodnota. Na jeji misto je

mozné dosadit libovolné kladné Ccislo. Velikost vybraného Ccisla ovlivni pouze
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eukleidovské normy vektord 7,

Samotny vypocet bazovych vektorl 7, ma tvar:

P/=B*¢; (6)
s koeficienty ziskanymi FeSenim soustav (2).

Je tedy patrné, Ze P, jsou linearnimi kombinacemi bazovych vektort z baze ;B
ll1) Z vypoctenych vektort

nabizi

P, , jez jsou ,kandidaty“ na vektory nové baze, byly
vybrany ty, které mély vSechny slozky nezaporné. Tim doslo misty sice k
otazka:

vyznamné avSak nikoli dostate¢né redukci poctu nalezenych vektor. Pokud se
,Pro¢ nevyhovuje vektor se samymi zapornymi (resp.
nekladnymi) slozkami?“, odpovéd je nasnadé. Soustava (2) nam fika o vektoru
D; ve své podstaté nasledujici:

. ﬁj:[pjl’pﬂ’pﬁ’pﬂ’pj5’pj6]T
; pi=1, p;=0, p,=0, p;=0, p,=0

(7)

Pokud by byly vSechny slozky vektoru p; nekladné, jejich suma by nikdy
nemohla byt rovna jedné. Z toho plyne spor s prvni rovnici soustavy (2).
IV) Souradnice vybranych vektorl 7,

transpozice.

s vyhradné nezapornymi slozkami byly
transformovany zpét do prostoru s bazi B . Transformace méla charakter
nasobeni matic. Matice B je orthonormalni a jeji inverze je rovna jeji

transpozici. Pseudoinverze submatice ;B byla také provadéna jako prosta jeji

oD, =B"*p,;, dimenze |ix1]

=[iXn|*x[nXx1
L o RSP (8)
o =;B *mi,, dimenze [iX1|=[iXn|*[nX1]
V) Souradnice potencidlnich bazovych vektorli ,7; byly vyjadieny v soufadnicich
sférickych a tim promitnuty na kouli se stfedem v pocCatku. Tento krok byl
pfipravou pro zamyslenou redukci poctu zbyvajicich vektori ,p, s vyuzitim
konstrukce konvexniho obalu. Konvexni obal byl
k vyraznému snizeni poctu ,pouzitelnych®

zkonstruovan, ale
bazovych vektoru

nedoslo.
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V pfipadech redukci prostoru o dimenzi n=6 jsme nepozorovali dokonce zZadny

ubytek. Dokladem této skuteCnosti je nékolik nasledujicich grafd. Prvni ze

»P,; taktéz ve sférickych souradnicich.

sloupct zachycuje pocet vektord »p; zobrazenych ve sférickych soufadnicich
a sloupec druhy nese informaci o poc¢tu vektorl v konvexnim obalu vektor(

Obrazek 6: Redukce na 4 ze 6

Oobrézoék 5:1 Recfukce2 na zé ze a6
Pfi redukci prostoru s dimenzi n=22 byl Ubytek poctu vektorl ,p; sice
pozorovan, ale byl o nékolik fadu niz8i nez jejich plvodni poCet a nemél tedy
praktického vyznamu. Pro dokumentaci
nasledujici grafy.

této skuteCnosti jsou pfilozeny

o

Obrazek 7: Redukce na 8 ze 22

Obrazek 8: Redukce na 7 ze 22
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VI) Po neuspésnych pokusech s konvexnim obalem jsme se rozhodli vybrat
vhodnou bazi z mnoziny vektorl {JD,} za pomoci statistiky. Z m
,pouzitelnych“ vektord ,P; o dimenzi n jsme proto vybrali vzdy pravé k
a zkouseli jsme do takovéto baze rozlozit sadu naméfenych dat. Pfitom jsme
sledovali, kolik rozkladl zkoumanych sad dat (fadkd) ma vSechny slozky
nezaporné. Logickym vyusténim tohoto kroku je volba baze s nejvétsim poctem

rozkladu, které neobsahuji zaporné slozky.

VIl)Taktéz bylo prozkoumano, zda je mozné promitnout do vice bazi stejné
dimenze vSechny sady analyzovanych dat (fadky) tak, Ze vSechny slozky
prumétl jsou nezaporné. S vyjimkou pfipadu redukce dimenze ze 6 na 4

k niCemu podobnému nedoslo.

Prace s linearnim podprostorem méla pouze charakter hledani postupl pro praci
s podprostorem afinnim. Z tohoto duvodu tu také nejsou uvedeny jeji konkrétni
Ciselné vysledky. Vyjadfeni soufadnic sad analyzovanych dat 7i; a potencidlnich
bazovych vektord 7; jako nasobkl bazovych vektord z matice ;B nebylo pro
afinni vektorové podprostory pouzito. Stejné se ukazalo zbyteCnym pouziti

konvexniho obalu k redukci poétu vektord 7, .

4. Afinni vektorovy podprostor

Po vyzkouSeni prace s linearnimi podprostory jsme presli ke zobecnéni nalezenych
postupu pro podprostory afinni. Afinni podprostor dimenze k je jednoznacné uréeny
(k+1) afinné nezavislymi vektory pfiCemz je nékolik moznosti jak mohou byt tyto
vektory vzajemné orientovany.

Uvazujme napfiklad trojrozmérny prostor a jeho afinni podprostor s dimezi 2.
Nasledujici dva obrazky ukazuji po fadé za prvé obvykly a za druhé v diplomové praci
pouzity zplUsob uspofadani vektort, které urluji afinni podprostor (v pfikladu jde

O rovinu).
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Obrazek 9: Obvyklé usporadani

Afinni nadrovina, jiz zachycuje Obrazek 9, je ur€ena obvyklym zplUsobem, tj. tfemi
vektory se spoleénym pocatkem a podminkou, podle které soufadnice bodu v ni
leZicich jsou realna Cisla se souctem rovnym jedné. Viz niZze zapsané vzorce.
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Obrazek 10: Pouzité usporadani

V diplomové praci bylo k ur€ovani afinnich podprostora vyuzito jinych vektort nez
které je k tomuto ucelu zvykem pouzivat. Ukazuje je Obrazek 10. Vektor byl sice
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pouzit stejny pocet, ale mély mirné odliSny vyznam. Koncovy bod jednoho z vektort
totiz predstavoval spoleény pocatek vSech vektorl zbyvajicich. Vektor posunu
pocatku mél pro vSechny rozklady sad analyzovanych dat stejnou velikost a proto
nebylo tfeba tuto informaci zanaset do kazdého jednoho rozkladu, ale bylo mozné ji
uchovat separatné. To znamena, Ze vektory aproximativnich rozkladd do afinniho
podprostoru nemusely mit (k+1) slozek, ale vystaCili jsme s k slozkami. ZmenSeni

dimenze rozkladl vedlo ke zrychleni vypoctu a k uspofe paméti.

Cislice 1, 2 a 3 oznaduji na obou obrazcich v této kapitole tytéZ body, které lezi

ve zkoumaném afinnim podprostoru uréeném obéma zobrazenymi zpusoby.

Nasleduje matematicky popis souvislosti mezi rozklady sad analyzovanych dat
do obou typl graficky predstavenych bazi. J-t4 sada dat 7, zobrazena do
k-rozmérného afinniho vektorového podprostoru V' prostoru V je popsana vzorci:

k+1 k+1

k
nﬁ’j=p0_§un+2(xi-p’i=z B:q. Zﬁl:l 9)
i=1 i=1 i=1

Vzorce (9) fikaji, Ze k uréeni polohy bodu v k-rozmérném podprostoru .V je potreba
bud jeden vztazny bod s polohou definovanou vektorem posun a k-tice linearné
nezavislych vektorti p,, i€(l,...,k] s po&atky v bod& uréeném vektorem posun

nebo (k+1) libovolnych linearn& nezavislych vektorli ¢, takovych, Ze koeficienty jejich

nasobku daji dohromady soucet rovny jedné.
Dalsi vzorec (10) ukazuje vztah mezi vektory p, a ¢, .

4= p.+ posun,i€(l,... k|, G,, =posun (10)
Posledni skupina vzorcq, které posuzuji vztah (resp. ekvivalenci) mezi obéma
uvazovanymi bazemi, porovnava velikosti nasobku jednotlivych bazovych vektort
v rozkladech téchtyz dat do obou bazi.

k k k k
n'ij—pois'unzz B, =2 B-G.+ posun-(B,,—1)=2. B-G.+ posun-(1—_ B.—1)
i=1 i=1

i=1 i=1

k k k k k
Z Bi‘§i+P0§un'(1—z Bi_l):z Bi.(ﬁi—i_po_‘s:un)_pogun.z B,-:Z Bi.ﬁi
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

o,=B,, i€{l,.. k|

(11)
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Ze vzorcl je vidét, ze navzdory zdanlivé vyrazné odliSnosti obou sad vektord,
se shoduji dokonce i koeficienty, které urCuji nasobky bazovych vektortu ve slozkach
rozkladu jednotlivych sad dat a oba popisy jsou pIlné ekvivalentni. Dlvod shodnosti
koeficientll je ukryty v charakteru vztahu mezi vektory p, a ¢, , kde jedny jsou

pouze specialni linearni kombinaci druhych.

Hlavnim ukolem této Casti prace bylo nalezeni (resp. urCeni) vektoru posunu pocatku

baze tvofené vektory (7)., j=l,.,n . Kritéria pro pfijeti vektoru posun byla

nasledujici:
1)Vektory vzniklé rozdily vektord sad dat a vektoru posunu pocatku mély byt
rozloZitelné do baze (j3,}, j=L....n tak, aby v8echny slozky rozkladi byly
nezaporné. Duvodem pro tento pozadavek byla snaha interpretovat jednotlivé
sady nam dodanych dat, které predstavuji roztoky chemickych latek, jako
smési bazovych roztokt (7;/, j=1,..n a to za predpokladu, Ze pfi
uvazovaném miseni bazovych roztokl nedochazi k chemickym reakcim,

ale pouze kK jejich ,slévani®.

2)Vektor posunu pocatku mél mit vyhradné nezaporné slozky. Vysvétleni je
podobné jako v pfedchozim bodé. Vektor posunu pocatku doplfiuje bazi. Jde
ve své podstaté o roztok, ktery je obsazen v kazdém analyzovaném roztoku.
Jak bylo fe€eno jiz dfive, roztok je v pojeti této prace predstavovan vektorem

nezapornych koncentraci rozpusténych chemickych latek.

Ukazalo se, Ze oba dva poZzadavky nebylo s poskytnutymi soubory dat
o analyzovanych roztocich mozné splnit. Pfi zachovani druhého, silnéjSiho pozadavku
jsme museli upustit od umyslu rozlozit do zvolené baze pozadovanym zpusobem
vSechna data. Druhy pozadavek je silnéjSi z toho duvodu, ze jim reprezentovany
roztok je soucasti vSech analyzovanych roztokll. Nezaporné slozky rozklad zlstaly

viwv s

souboru 638 chemickych analyz roztoku s Sesti slozkami. Viz dale.

Postup ur€eni ,nejlepSiho” vektoru posunu pocatku (tj. posunu predchazejicimu
rozkladu do navrhované baze) vyuzival Casti dfive navrzenych algoritm( doplnéné
o vypocet vektoru posun
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Kroky pouzitého postupu jsou nasleduijici:
e Nacteni namérenych dat

e Provedeni ,Analyzy hlavnich komponent s odedétenim praméru“, ktera
poskytuje jako vysledek vlastni Cisla a vlastni vektory kovarianéni matice
pfisluSejici matici dat s upravenymi daty a vraci taktéz data transformovana do
systému s bazi B=[b, b,..,b,] - Vztah standardni baze [, 7}...V,] s bazi

B ukazuje, pro n = 3, Obrazek 11.

fiv3

A
/' iz

b3,

w3

1

vl

vl
Obrazek 11: Baze ziskana pomoci Analyzy
hlavnich komponent

V soufadném systému s osami V,,i€1,2,3 jsou zobrazena poskytnutd data
o provedenych chemickych analyzach. Oblast ve které data lezi je v obrazku

ohraniCena pferusovanou zelenou Carou. V dalSim textu bude tato oblast misty
oznacovana jako ,mrak dat".

Cervené zakreslené vektory jsou spojeny s ,Analyzou hlavnich komponent
s odectenim praméru“. Vektor sméfujici do stfedu mraku dat ma soufadnice rovné

prumérnym hodnotam koncentraci chemickych slozek roztoki popsanych
zpracovavanym souborem dat. Vektory Bl., i€1,2,3 tvofi novou bazi prostoru V

a jsou vystupem ,Analyzy hlavnich komponent s odec¢tenim priméru®.
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Vektory baze //V,,i€1,2,3 jsou na Obrazku pouze pro lepsi predstavu orientace
vektord 1;[, i€l,2,3 a zdvojena lomitka v jejich nazvech naznaCuji rovnobéznost
s vektory V,,i€l,2,3 |
e Z baze B byly vybirany k-tice vektord tak, Ze jich vzdy bylo vzato pravé
prvnich k (tj. baze byla zredukovana na ,B=[b, ..,b,] ). Na daldim Obrazku

jde o redukci dimenze ze tfi na dva odebranim vektoru 1;3 a k-tice tak existuje

pouze jedna.

3

pl

T

TNT

Obrazek 12: Prunik podprostoru s
hlavnimi nadrovinami

e Byly vypocteny vektory, které lezi v pranicich ,V a hlavnich podprostoru
dimenze (n-k+1) prostoru V s pocatkem posunutym o vektor pruiner (viz
Obrazek 11). Pro lepSi pfedstavu tohoto kroku je zde Obrazek 12. Zdvojena

lomitka v oznacCeni nékterych os na pfedchozich dvou obrazcich znaci

rovnobéznost s osami urenymi zbytkem lomitky uvedeného jména.

Obrazek 12 ukazuje podprostor V' , ktery je kvdli v pfikladu provadéné redukci

dimenze prostoru V' ze tfi na dva uréeny dvojici vektord (b b,| -

Vektor p, lezi v praniku rovin uréenych vektorovymi souciny Elxz;z a /Iv,xIlv, .
Vektor 7, je pranikem roviny b xb, s rovinou //¥,X/IV,; . Roviny urEené
vektorovymi soudiny dvojic vektortt //¥,, i€1,2,3 jsou hlavnimi podprostory dimenze

2 prostoru V s pocatkem posunutym o vektor pruiner . Vektory 5 i€(l,.. k)
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definuji podprostor V , ktery stejné tak muze definovat jina k-tice (pokud existuje)
linearné nezavislych vektorl v ném lezicich, jako napfiklad nami nalezené a pouzité
vektory [7,...P,] . Pro jednozna&né ureni podprostoru ,V je zvolenou k-tici
samoziejmé nutné doplnit jesté vektorem po3un (tj. jednim pevnym bodem). Viz
dale.

e Z nalezenych vektord p;, j>k lezicich na popsanych pranicich byly dale

vybrany pouze ty s vyhradné nezapornymi slozkami.

e Poté nasledoval algoritmus urcujici vektor posun a spolu s nim definitivné
také bazi, ktera k vektoru posun patfi“. Tento algoritmus popisuje kapitola

4.1 Vypocet posunu pocatku.

4.1 Vypocet posunu pocatku
Funkci k vypoCtu posunu pocatku jsou jako argumenty poskynuta data o chemickych

analyzach, potencialni bazové vektory p,, j€(l,..,m| a dimenze zamyslené
redukce (k). Navraci se jednak vektor posun a pak také identifikatory bazovych

vektord p; , kterych je pravé k a které tvofi novou bazi.

Vyb&r béazovych vektord p, i€(l,..,k} probiha nasledovné: Z m potencialnich
bazovych vektord 7. j€(1,...m] jsou sestaveny k-tice. Do kazdé z takto ziskanych
k-tic jsou postupné rozloZzena data o chemickych analyzach od kterych jsou pfedtim
odeéteny primérné koncentrace. Z rozkladl jsou uréeny vektory minim minima .
Tyto jsou transformovany z podprostoru ,V do prostoru V=[v, ...V, (vdal§im
textu je predpokladano, e minimacV ) a je provéfena nezapornost slozek soudtu
takovéto transformace minim s vektorem pramérnych koncentraci. Pokud jsou
vSechny slozky vektoru souctu minim a prGmérl nezaporné, prace s vybranou k-tici
konCi zjisténim a pfipadnym uloZenim poctu fadku v matici s daty o chemickych
analyzach (tj. zjisténim poctu rozlozitelnych sad dat). K uloZeni dojde ve chvili, kdy je
poCet rozlozZitelnych sad dat vySSi nez pro kteroukoli z ostatnich doposud

provérovanych k-tic (viz dale). Povahu vektoru posun ukazuje Obrazek 13.

Modfe vyznalena oblast spolu s hvézdiCkami téZe barvy predstavuje sady dat
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(reprezentované fadky), ktera se podafilo rozlozit do baze |[p, p,] dopinéné
vektorem posun tak, Ze slozky rozkladd jsou nezaporné. Konetna baze spolu
s vektorem posun je na Obrazku zakreslena zelenou barvou. Zlutd hvézdiéka na
obrazku symbolizuje data, ktera neni mozné do nové baze transformovat tak, aby byly
vSechny slozky vektoru posun nezaporné. Je také tfeba zduraznit, Ze Obrazek
ukazuje idealni pfipad poctu vektord p; , a to z toho ddvodu, Ze z nich Ize vytvofit
pouze jednu k-tici (tj. dvojici, m=k ). Pfipoménme si, Ze obycejné je

m
k

>1

k-tic je velké mnozZstvi a je z nich nutné vybrat tu ,nejvhodné;si“.

[ILE]

A
vz

v3

3
vl

Obrazek 13: Nejde roz\igiit vSechna dodana data
V pfipadé, Ze soudet vektor(l minima a priimer ma zaporné slozky, potom jsou
identifikovany ty fadky matice s daty, které tuto situaci vyvolavaji. Nalezené fadky jsou
dale zkoumany a je zjisténo, které slozky jejich rozkladl se vyskytuji v rozkladu
vektoru minima . To znamena, Ze jsou vytvoreny jakési ,uspofadané dvojice*, které
Fikaji: ,Prvni slozka rozkladu vektoru minima patfi k rozkladu sady dat na Fadku
s &islem i. Druha slozka rozkladu vektoru minima patfi k rozkladu sady dat na radku

Cislo j. ... K-ta slozka rozkladu vektoru minima patii k rozkladu sady dat na
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fadku y.“

Nasledné je zjisténo, jak velké nasobky o, vektord p, je nutné pficist k vektoru

minima , aby mél takovy soudet pouze nezaporné slozky. Rozepsany po slozkach

ukazuji tento postup vzorce (12).

minima ;+o;p; = 0, jE(1,.., n] (12)
o, =max ()

Nalezeni takovychto nasobki «, vektorG P, umozni Zzjistit, kolik rozkladi sad
zkoumanych dat do baze P, i€(l,.. k| lezi v ,pasech ohraniéenych dvéma
(k-1)-rozmérnymi podprostory. Zminéné podprostory vznikaji redukcemi prostoru
.V odstranénim jednoho z vektor( baze p, i€{l,...k] . Jeden z této dvojice
podprostorli vzdy obsahuje rozklad vektoru minima , zatimco ve druhém pokazdé

lezi rozklad vektoru minima+o,-p,

Pocet rozkladu sad poskytnutych dat, které lezi v jednotlivych pasech, je rozhodujicim
kritériem pfi volbé jedné sady dat, ktera bude z ,mraku dat* vyClenéna a odstranéna.
Pro pfipomenuti zopakujme, Ze rozklad kazdé ze sady poskytnutych dat, ktera ma byt

odstranéna, musi obsahovat slozku, ktera je zaroven na stejné pozici v rozkladu
vektoru minima . Ze sad zpracovavanych dat (koncentraci), které se svymi rozklady
podili na rozkladu minima , je k odstranéni vybrana ta, kterd nabyva minima ve
sméru vektoru s néjméné rozklady lezicimi v jemu pfisluSejicim pasu.
Ve chvili, kdy jsou provéfeny vSechny k-tice vytvofené z m poskytnutych vektorl
p;. j€ll,..,m} |, je do hlavniho programu navracen vektor posun spolu s bazi
zvektorl p, i€(l,...k} . Zvolend baze se vyznaduje nejvétSim podtem
proveditelnych a ,vyhovujicich* rozkladl. Vektor posun je pro kazdou k-tici z 7,

totozny s prvnim nalezenym vektorem minima takovym, ktery ma vSechny slozky

nezaporne.
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5. Vysledky pouziti nalezeného algoritmu

Pata kapitola obsahuje konkrétni a okomentované Ciselné vysledky pfedstavenych
postupl aplikovanych na tfi rGzné mnoziny zpracovavanych dat. Jde po fadé
o mnoziny dat zanesené do matic o rozmérech 638x6, 2515x6 a 90x22. Prvni
a posledni ze zminénych mnozin byly ziskany v pribéhu jednoho roku provadéni
chemickych analyz koncentraci rozpusténych latek. Data zanesena do matice

s rozmérem 2515x6 jsou zaznamem chemickych analyz v trvani péti let.

5.1 Prace s matici 638x6
Nasledujici tabulka ukazuje porovnani poctu rozlozitelnych sad poskytnutych dat do

konkrétnich ,nejlepSich nalezenych bazi tvofenych vzdy K vektory, kde kazdému K

od dvou do Sesti nalezi jeden fadek.

K |Pocet1 |Procenta1l |Pocet2 Procenta2
2 547 85,7% 587 92,0%
3 552 86,5% 587 92,0%
4 586 91,8% 587 92,0%
5 621 97,3% 636 99,7%
6 638 100,0% 638 100,0%

Tabulka 1: Pocty tspésnych rozkladi
Druhy a tfeti sloupec ukazuji pocet a procentualni zastoupeni vektort rozdilu sad dat
m,

1

a posun takovych, které maji jenom nezaporné slozky. Tyto dva sloupce jsou
sice uvedeny pouze proto, aby bylo skute¢né vysledky s ¢im porovnat. Druhy a tfeti
sloupec vlastné nesou informaci o tom, kolika z poskytnutych sad dat by zlstaly
nezaporné slozky, pokud by doslo k pouhému presunuti poCatku soufadné soustavy

prostoru  V=[V, ..,V,], ovektor posun |

O skute¢ném vysledku nas informuji Ctvrty a paty sloupec. Tato ¢ast tabulky totiz fika,
kolik z rozdila #7i,— posun Ize rozlozit na soucet nezapornych nasobkl( bazovych

vektortl p,,i€{l,.., k|

V tabulce jsou zfetelné dva trendy. Zda se, Zze pocet rozlozZitelnych sad dat neklesa
s ristem dimenze redukovaného prostoru a dokonce roste s upusténim od pozadavku
vzajemné orthogonalnosti bazovych vektorl (ij. roste s rozkladem do nalezené baze).

Prvni z téchto jevd by mohl znamenat tfeba tolik, Ze s klesajici dimenzi redukovaného
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prostoru roste norma vektrou posun | protoZe se ale jedna pouze o nepodloZenou
domnénku a zahy dojde k popfeni tohoto ,prvniho jevu“ nebudeme se jim zabyvat.
Zajimaveéjsi pro zamysleni je jev druhy. Vysvétleni toho, Zze po rozkladu do baze, jejiz
vektory nejsou nutné orthogonalni je situace pfiznivéjsi, nemusi byt ale nijak sloZité.
PFi provadéni rozkladd (spojenych s redukci dimenze) bylo vyuzito feSeni pfeurCenych
soustav rovnic pomoci metody nejmenSich ¢tvercli a z toho plyne, Ze vysledky jsou
zatizeny chybou a tedy nepfesné (minimalné nepresné). V dusledku zaneseni chyby

je €ast zapornych slozek pravdépodobné odstranéna.

Na druhou stranu si je ale také nutné uvédomit, Ze pokud by mél vektor posun
takové souradnice, aby vSechna data leZzela v prvnim oktantu (resp. 2"—tantu )

posunuté soustavy soufadnic, potom by zadné ,zaneseni chyby“ nemohlo vyvolat

zvySeni mnozstvi rozlozitelnych dat.

Z dale uvadénych vysledkd vyplyne, Ze i druhy pozorovany jev je s nejvysSi
pravdépodobnosti vyvolan pouze specialnimi (blize neur€enymi) vlastnostmi baze
B uréené ,Analyzou hlavnich komponent s odeétenim priméru“ aplikovanou na

mnozinu dat 638x6.

Kratce shrnuto, nezapornost slozek porovnavame u dvou raznych sad dat ze kterych
jedna sada jsou poskytnuta data o chemickych analyzach koncentraci chemickych

latek v roztocich a sada druha jsou poskytnuta data cilené zatizena chybou.

Dale je z tabulky mozné usoudit, Ze pokud se nebudeme ptat na chyby aproximaci
sad dat s redukovanou dimenzi, potom je nejvhodné&jsi pouzivat redukci na dimenzi 2,
protoze redukci ze 6-ti na 5 se mnoho paméti pocitaCe neusSetfi a ostatni provadéné

redukce poskytuji v nejlepSim pfipadé stejné kvantitativni vysledky.

Chyba provadénych aproximativnich rozkladd (tj. kvalita vysledkd), ktera byla
vyvolana redukcemi dimenze vektorl sad dat, byla v ramci této prace posuzovana
pouze okrajové, zato vSak dvéma zpusoby. Ptat se totiz muzeme bud na chybu

celého vektoru nebo na chyby jednotlivych slozek. Viz Kapitola 7.1 .
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Obrazek 14 Prvni slozka Obrazek 15 Druha slozka

Predpokladejme, Ze vysledné pravdépodobnosti zapsané v tabulce nemohou nabyvat

libovolné malych, nezapornych hodnot. Pokud jsou soufadnice dat o chemickych

- - -

analyzach vyjadieny jako nasobky vektord ,B=[b b,..,b,] , potom maji slozky
téchto vektoru pfiblizné normalni rozdéleni. Toto zjisténi dokladaji Obrazky 14-17.
Rozdéleni paté a Sesté slozky zde neni zobrazeno. Svym charakterem se obé

rozdéleni podobaji rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu hodnot druhé az ¢tvrté slozky.

160 T T T T T T T
180 |- -
140 |- -
160 |- -
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100 - u 120 -
/ 100 | i 4
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Y= L, I I | [ 0 I 10 | 1 L S
-1000 -500 0 500 1000 1500 2000 2500 -2000 -1500 -1000 -500 500 1000
Obrazek 16: Treti slozka Obrazek 17: Ctvrta slozka

Jak je vidét, vyjimku v charakteru rozloZeni pravdépodobnosti vyskytu hodnot tvofi
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pouze prvni ze slozek. Je tomu tak proto, ze prvni slozka odpovida nasobkdm prvniho
vektoru, ktery byl nalezen ,Analyzou hlavnich komponent s odectenim praméru®, a z
tohoto dlivodu nese tato slozka nejvétsi mnozstvi informace. V tomto smyslu vykladu,
obsahuji dalSi slozky ¢im dal tim vétsi podil ,Sumu“ ku uzite€né informaci. Vyjimku,
kterou predstavuje prvni sloZzka, nebudeme pro jednoduchost dale uvazovat. Pokud
tedy pfistoupime k tomuto zjednoduSeni a slozky vektorl sad dat prohlasime,
z hlediska popisu pravdépodobnosti nabyvani hodnot jednotlivych slozek, za
nezavislé, muzeme spoditat pravdépodobnost vyskytu roztoku (vektoru), ve kterém
jsou ,dil¢i pravdépodobnosti® rovny X%, jako sou€in takovychto ,dilCich
pravdépodobnosti“. Zvolime-li si pro v8ech Sest sloZzek P(X)= 0,975 (nepokryje pouze
2,5% pfipadul), dostaneme
6
P(B)=]] P(b,)=0.859 (13),
1

i=

coZ je méné nez minimalni pravdépodobnost zapsana v tabulce a z tohoto hlediska je

tedy tato hodnota vyhovuijici.

5.1.1 Vypoctené bazové vektory
Na tomto misté jsou zapsany konkrétni vysledky, tj. nalezené vektory posun a baze

D, i€(l,..,k} ziskané pfi raznych redukcich 6-ti rozmérného prostoru, ktery
obsahoval data ziskana béhem jednoletého obdobi provadéni chemickych analyz
koncentraci kontaminantd v podzemni vodé. U redukce na dimenzi 3 jsou pro
srovnani zapsany také posun a baze pouzivané v podniku DIAMO s. p. Prvni z

vektorl reprezentuje vzdy urCeny posun. Zbylé sloupce jsou vektory samotné baze.

Pfi zmensSeni rozméru prostoru ze 6-ti na 2 byly urCeny vektory:

Posun2 P1 P2
1229,757 | 0,000 | 0,914
688,334 | 0,949 | 0,000
1,901 0,001 | 0,013
176,791 | 0,039 | 0,057
70,946 | 0,011 | 0,013
1,841 0,000 | 0,003
Tabulka 2: Posun a baze,

dimenze prostoru 2
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Redukce na dimenzi 3 méla vysledek:

Posun3
1162,918
688,283
0,185
177,537
59,142 | 0,000 | 0,000 | 0,058
2,351 0,001 | 0,004 | 0,000
Tabulka 3: Posun a baze,
dimenze prostoru 3

Baze poskytnuta ing. Wasserbauerem je takovato (dimenze 3):

P1
0,000
0,955
0,000
0,044

P2
0,921
0,000
0,012
0,063

P3
0,891
0,000
0,016
0,035

wo

w1 w2 w3
216,000 | 75838,800 | 121705,000 | 113803,000
15,000 | 43314,600 | 77639,200 | 76371,200
0,030 886,721 1222,190 3208,140
0,250 5494,920 | 10736,200 | 10095,900
0,460 4483,170 327,274 888,792
0,050 182,600 512,400 415,000

Tabulka 4: baze ing. Wasserbauera
Sloupec WO je posunem. Ostatni z vektorl se stanou vektory baze (ve smyslu
postupu pouzitého v této praci) afinniho podprostoru po odec¢teni WO po slozkach

od kazdého z nich. Vektory WI totiz urCuji afinni podprostor vySe popsanym

,0bvyklym zplsobem?®.

Po upravé odectenim WO vypada baze nasledovné.

PosunW P1 P2 P3
216,000 | 75622,800 | 121489,000 | 113587,000
15,000 | 43299,600 | 77624,200 | 76356,200
0,030 886,691 1222,160 3208,110
0,250 5494,670 | 10735,950 | 10095,650
0,460 4482,710 326,814 888,332
0,050 182,550 512,350 414,950

Tabulka 5: upravena baze

ing. Wasserbauera
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Podrostor o dimenzi 4 je definovan vektory posunu a baze:

Posun4 | P1 P2 P3 P4
1064,498 | 0,000 | 0,773 | 0,979 | 0,923
692,017 | 0,955 | 0,000 | 0,000 | 0,000
1,411 | 0,000 | 0,000 | 0,017 | 0,018
96,406 | 0,045 0,223 | 0,000 | 0,000
17,142 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,059
4,457 | 0,001 | 0,004 | 0,004 | 0,000

Tabulka 6: Posun a baze,
dimenze prostoru 4

Redukce o jednu dimenzi, tj. ze 6-ti na 5 skoncila vysledkem:

Posun5 | P1 P2 P3 P4 P5
69,660 | 0,000 | 0,000 | 0,995 | 0,932 | 0,866
13,800 | 0,000 | 0,999 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,024 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,134
0,248 | 0,998 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,053 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,068 | 0,000
0,200 | 0,002 | 0,001 | 0,005 | 0,000 | 0,000

Tabulka 7: Posun a baze, dimenze
prostoru 5

Bez redukce je nejvhodnéjSim posunem vektor ninim a baze je tvofena linearné

nezavislymi, orthogonalnimi vektory, které maji vzdy pravé jednu nenulovou slozku.

Posun6 | P1 P2 P3 P4 P5 P6

121,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 1,000
13,800 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 1,000 | 0,000
0,030 | 0,000 | 0,000 0,000 | 1,000 | 0,000 | 0,000
0,250 | 0,000 | 0,000 | 1,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,030 | 0,000 | 1,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,050 | 1,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000

Tabulka 8: Posun a baze, dimenze prostoru 6

Pfi porovnani vektoru posunu pocCatku neredukované baze s prvnim vektorem baze
ing. Wasserbauera je zjevné, Ze vektor tvofeny minimalnimi koncentracemi
jednotlivych slozZek je blizky (alespon v fadech) cenomanské vodé, kterou praveé prvni

vektor ing. Wasserbauera predstavuje.

5.2 Prace s matici 2515x6
Vzhledem ke skuteCnosti, ze k ,pétiletym datim“ nebyla dodana ani baze vyuzivana

v DIAMO s.p. ani tamtéz nalezené rozklady, nejsou v této kapitole zapsany nalezené

posuny a bazové vektory, protoZe by tyto nebylo s ¢im porovnat. Uvadime zde tabulku
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s poCty uspésné provedenych rozkladu.

K |Pocet1 |Procental |[Pocet2 |Procenta2
2 2223 88,4% 2515 100,0%
3 2368 94,2% 2499 99,4%
4 2512 99,9% 2420 96,2%
5 2513 99,9% 2482 98,7%
6 2515 100,0% 2515 100,0%

Tabulka 9: Pocty uspésnych rozkladd
Tabulka jasné vyvraci platnost obou trend popsanych v pfedchozi podkapitole. PocCet
rozlozitelnych sad dat nemusi pfi pouziti navrzenych postupd rist spolu s dimenzi
a nemusi dokonce rust ani

redukovaného prostoru v pfipadé prechodu

od orthogonalni soufadné soustavy k obecnéji definované soufadné soustavé.

Co se tyCe volby dimenze redukovaného prostoru, je vidét, Zze jednoznacnym
favoritem je dimenze 2. Do podprostoru této dimenze jdou totiz rozlozit v8echna
analyzovana data. Zaroven je ale pfed redukci vzdy nutné kvantifikovat miru
zachovani nesené informace. Z principu analyzy hlavnich komponent totiz vyplyva,
Ze ¢im menSi je dimenze redukovaného prostoru, tim meéné uziteCné informace

v upravenych datech zbyva.

5.3 Prace s matici 90x22
Prace s daty o dimenzi 22 dala podnét k modifikaci Analyzy hlavnich komponent

s odectenim prumeéru. Jednalo se o to, ze po odedteni priméru a vypocteni vlastnich
vektor pfislusné kovarianéni matice mél prvni z téchto vektori nékolik zapornych
slozek. Tato skuteCnost vyvolavala chyby v navrzenych algoritmech a taktéz

znemoznovala nalezeni bazovych vektor( splfujicich stanovené pozadavky.

Vysledky prace s daty o dimenzi 22 jsou pravdépodobné zatiZzeny velkou chybou,
protoZe analyz koncentraci vSech dvaadvaceti chemickych latek je v poméru k jejich

poctu malé mnozstvi. Pro porovnani nasleduje nékolik podilu:

pocet mereni _%:4,091; £68:106,330;

2515
dimenze prostoru 22

=419,170

Reeni vySe nastinéné situace se zapornymi slozkami vektoru b, spogivalo

v odecteni jiného vektoru nez byl vektor primérnych koncentraci. Odecitany vektor
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byl nasobkem vektoru primérnych koncentraci a byl hledan za pomoci metody puleni
intervalu tak, aby lezel vektoru primérd co mozna nejblize a jeho eukleidovska norma
byla mensi nez norma vektoru praméru. ,Blizkost* obou vektoru je pozadovana proto,
aby byla po pfipadné redukci nalezené nové baze zachovana maximalni mira nesené
informace. Odecitani jiného vektoru nez je vektor primérnych koncentraci (jeho
nasobku) je v popsaném pfipadé pozvolnym pfechodem od podprostoru afinniho k

podprostoru linearnimu.

Jako potvrzeni pfechodu od afinniho k linearnimu podprostoru je dale vypsano nékolik
sloupcovych vektord uspofadanych do tabulky. Prvni ze sloupctl, které ukazuje
Tabulka 10 obsahuje pouze pofadova Cisla pfifazena vzdy jedné konkrétni chemikalii,
jejiz koncentrace byla analyzovana. Ve druhém sloupci je zaznamenany vektor

odecet , ktery byl v Analyze hlavnich komponent odeéteny namisto vektoru
primérnych koncentraci. Treti sloupec pfedstavuje (k+7). bazovy vektor afinniho
podprostoru. Tomuto vektoru fikejme posZmZZ . Ctvrty sloupec zachycuje vektor
minimalnich analyzami zjiSténych koncentraci jednotlivych v podzemni vodé
rozpusténych latek. A konecné paty sloupec popisované tabulky nese doplhkovou
informaci o tom, zda je konkrétni jedna slozka vektoru posun22, vétsi nebo mensi

nez prislusna slozka vektoru minimalnich koncentraci.

Prechod k linearnimu podprostoru je patrny na slozkach vektoru odecet , které jsou
ve vétSiné pripadd (vyjimka je 11.slozka) menSi nez slozky vektoru minimalnich
koncentraci. Pro lepSi pfedstavu plynouci z podstaty hledani vektoru odecitaného v
Analyze hlavnich komponent poznamenejme, Ze odecet je presné padesatinou

vektoru pramérnych koncentraci.
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K |Odecet |[Posun |Minima |Indikator
1380,76| 10997,8| 44760
841,98/ 6890,18/ 25450
19,73 155,59 477
122,42 1009,24 3930
29,23 254,15 631
4,92 37,84 152,6
1,42 10,92 45,68
0,44 3,73 15,12
0,02 0,15 0,47

10 5,95 52,12 177,2
1 11,19 111,05 1,58
12 5,24 48,37 33,2
13 0,26 2,18 10,04
14 50,69 170,79 337
15 1,16 10,03] 35,14

O RNON DA WN =

RS QPR N [N N R\ (AE N (U N U\ L N UL\ UK NG UL NG AR G K G [ N U N U N U N (U N [ N [ ) UL N O

16 0,44 4,1 6,72
17 0,75 6,79 12,14
18 0,36 2,41 2,2 -

19 1,22 10,7 28,36
20 0,25 2,14 8,29
21 0,13 1,07 1,3
22 0,31 2,66 9,4
Tabulka 10: Porovnani odectu s
minimem a prdmérem

Tabulka 11ukazuje pocCty rozlozitelnych sad dat a jejich procentualni zastoupeni

v celkem devadesati sadach dat s dvaceti dvéma slozkami.

K |Pocet1 |Procental |[Pocet2 |Procenta2
2 72 80,0% 84 93,3%
3 77 85,6% 87 96,7%
4 85 94,4% 72 80,0%
5 86 95,6% 78 86,7%

Tabulka 11: Pocet uspéSnych rozkladi
Podobné jako vysledky prace s ,pétiletymi daty“ o dimenzi Sest, tak i ,jednoro¢ni data“
o dimenzi dvacet dva ukazuji skuteCnost, Ze pfi vyuzitych postupech nema maximaini
poCet rozlozitelnych sad dat zfetelnou souvislost s dimenzi redukovaného prostoru

a zaneseni chyby nemusi nutné znamenat kvantitativni zlepSeni vysledku.

Z provéfovanych dimenzi afinniho podprostoru se zda byt nejleps$i volbou redukce na
dimenzi 3. Pfiemz zdlraznéme, Ze dimenze puUvodniho prostoru byla 22 a jeji

zmenseni tak €ini plnych 19D.
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5.4 Souhrnné stanovisko k vysledkim

Z vySe zapsanych vysledkU je jasné patrné, ze navrzené postupy aplikované na rizné
sady dat vedou k sadam vysledkl s rGznymi vlastnostmi. Na misté je otazka: ,Jaké
musi soubor dat splhovat pozadavky aby bylo pro redukci dimenze vektorové
reprezentace téchto dat mozno vyuzit nalezené postupy?“. Z porovnani zkusenosti
ziskanych redukcemi Sesti- a dvaadvacetirozmérného prostoru je mozno usoudit, Ze
dat v poméru k dimenzi redukovaného prostoru by mélo byti co mozna nejvice. Cim
vice bude analyzovanych dat, tim spiSe se projevi korelace mezi jejich slozkami a to

povede k pfesné&jSimu urCeni vektorl nové baze B prostoru p .V idealnim pfipadé
ma vektor 51 pouze nezaporné slozky a pokud tomu tak neni, potom je nutné

Analyzu hlavnich komponent upravit takovym zpusobem, aby se nezapornosti slozek
docililo. Upravu jsme provadéli prostfednictvim odeéteni jiného vektoru nez priiner .
Je ale nutné mit na paméti, ze podobnymi modifikacemi se zhorSuje presnost

aproximaci jednotlivych sad méfeni.

6. Kritéria optimalnosti baze

ProtoZe jako bazi vektorového prostoru dimenze k je mozné vybrat jakoukoli k-tici
linearné nezavislych vektor(, bylo na zacatku prace nutné stanovit vlastnosti, které
ma spliiovat ,pfijatelna“ baze. V prdbéhu vypracovavani diplomové prace byly tyto
pozadavky zpfesfiovany a rozSifovany takovym zplsobem, aby nas dovedly k vybéru
jedné, ,optimalni“ baze. Na ,optimalnost® baze je nutno hledét s urcitou rezervou.
S velkou pravdépodobnosti nejde o nejlepSi moznou, ale pouze o nejlepsi nalezenou

(k+1)-tici bazovych vektoru.

Spole¢nym pozadavkem kladenym na vSechny vektory byla nezapornost jejich slozek.
NejlepSi (k+1)-tice byla vybrana na zakladé nejvétsiho poctu dodanych dat, ktera byla
do ni pozadovanym zpUsobem rozlozitelna. Pozadavek na nezapornost slozek
bazovych vektorl vyplynul ze zaméru interpretovat promérené roztoky jako smési

roztokd bazovych.

Nasleduje prehled dalSich kritérii uvedenych v pofadi, které odpovida jejich

prubéznému pfidavani.
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1. (k+1) bazovych vektord afinniho podprostoru (v pfipadé linearniho
podprostoru k) ma mit takovy smér, aby v primétech dat do podprostoru jimi
uréeného byla zachovana maximalni mira celkové, plivodné nesené informace.
To znamena, Ze aproximativni vektor nema lezet daleko od plvodniho vektoru
odpovidajiciho zvolené sadé chemickych analyz. Spinéni tohoto pozadavku

vyplyva z pouziti analyzy hlavnich komponent.

2. Bazové vektory p,...p, zvoleného afinniho podprostoru plvodniho
n-rozmérného prostoru ¥ maiji mit pouze nezaporné slozky. ZpUsob nalezeni

takovych vektoru je popsan v Kapitole 4.

3. Pfipadny (k+1). bazovy vektor fixuje polohu“ k-rozmérnéno podprostoru
v puvodnim n-rozmérném prostoru. Z tohoto hlediska ma podobny vyznam jako
v pfipadé pfimky bod, kterym pfimka se znamou smérnici prochazi. Na tento
vektor je kladen takovy pozZadavek, aby leZzel v prvnim kvadrantu (oktantu,

resp. 2"—tantu ) puvodniho prostoru (tj. aby mél vSechny slozky nezaporné).

4. Vybrana k-tice bazovych vektord p,...p, se vyznaCuje tim, Ze pfi jejim
,whodném® umisténi, urCeném pfislusSnym (k+1). vektorem posun , do
pavodniho n-rozmérného prostoru, lze do ni provést nejvice rozkladu
poskytnutych sad dat takovych, Ze v téchto rozkladech figuruji pouze a jenom
nezaporné nasobky v bazi obsazenych vektord. ,Vhodné* umisténi ma pozici

(k+1). bazového vektoru.

Krom kvantitativnich méfitek pro vybér baze je, jak bylo uz zminéno, pfirozené
Zzadouci sledovat také kvalitu vysledku. To se projevilo pfi srovnavani vysledku
naseho postupu s vysledky dosazenymi v DIAMu s. p. (viz Kapitola 7). Béhem vétSiny
prace jsme predpokladali, Zze kvalita vysledku je zajiSténa analyzou hlavnich
komponent. Ukazalo se vSak, ze PCA preferuje uchovani informace o nejsilngji
zastoupenych slozkach na ukor informace o slozkach pfitomnych v roztoku v
marginalnich mnozstvich. Tento problém je mozZno feSit Skalovanim dodanych dat,
pfedchazejicim jejich dalSimu zpracovani. Po pfeSkalovani neni nutné nalezena

kritéria vybéru bazovych vektord ménit.
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7. OdliSnosti od existujicich postupli

Jedinym nam znamym postupem (krom nami narhovaného) k redukci dimenze
vektorového prostoru obsahujiciho informace o provednych chemickych analyzach je
metoda pro toto vyuzivana ve firmé DIAMO s.p. ing. Wasserbauerem. Vzhledem k
odliSnému pristupu k problému se v této praci pfedstaveny a v DIAMu s.p. pouzivany
postup od sebe navzajem ponékud liSi. Zatimco v této praci je k urCeni baze vyuzito
algebraickych vypocta, v podniku DIAMO s.p. je pfi redukci dimenze prostoru z 22 na
2 (resp. na 3) vyuzit vektor reprezentujici cenomanskou vodu, dale 2 vektory, které
predstavuji vtlaCené technologické roztoky a nakonec vektor takovy, ktery je
dopocteny tim zpusobem aby soulet koeficientd rozkladd analyzovanych dat byl

roven jedné.

Prvnim krokem postupu ing. Wasserbauera (v DIAMu s.p.) je prohlaseni roztok
s malym mnozstvim rozpusténych latek za cenomanskou vodu. Malé mnozstvi je
v tomto pfipadé stanoveno na 2500 mg/l. Pro srovnani uvedme limit pro pitnou vodu,
ktery Cini 250 mg/l. Ve vtlaCenych technologickych roztocich je koncentrace

rozpusténych latek blizka 40000 mg/l.

Nahrazeni slabych roztokli vodou ma vyznam z hlediska dopocitavaného vektoru
(v naSem pfipadé vSech). Po takovéto zaméné se v matici s daty mize vyskytnout
cenomanska voda na ,velkém“ mnozstvi mist (fadka). Jestlize vSechny fadky
predstavujici vodu vyjmeme a zapomeneme, znamena to, ze uchovame pouze
informaci o oblasti do které se kontaminant rozsifil. Jde-li nam o popis rozlozeni
chemickych latek v horninovém prostfedi, potom zmenSeni zkoumané oblasti

znamena obvykle kvalitativni zlepSeni tohoto popisu.
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Priklad:

Priklad osvétluje mozné duvody pfipadného vyfazovani analyz roztokd s malymi
koncentracemi vSech rozpusténych latek. Méme vysledky chemickych analyz
koncentraci latek rozpusténych v podzemni vodé na hypotetické lokalité Valsko.
Zkoumana oblast v lokalit¢ Valsko necht ma pudorys obdélniku, ktery ukazuje
Obrazek 18. Ve zkoumané oblasti at jsou ekvidistantné rozlozeny vrty majici

soufadnice A1 az F7. Vrtem se soufadnici D3 byl v minulosti do podlozi vtlacen urcity
technologicky roztok.

=
N
w
NN
(9
(o)}
~

>

o O

I kontaminace
Obrazek 18: Kontaminovana oblast

VtlaCeny technologicky roztok se za dobu provadéni chemickych analyz rozsifil
do urcité oblasti. Tvar kontaminované oblasti, zvoleny Cisté pro pfiklad, na vlozeném
obrazku ukazuje, Ze kontaminace se v zavisloti na vlastnostech horniny v podlozi
nemusi Sifit vSemi sméry stejné rychle. Kontaminovana oblast tedy nemusi

bezpodminecné miti tvar kruhu nebo elipsy.

Jestlize tedy chceme popsat co nejpfesnéji rozloZzeni kontaminantu v oblasti, ve které
se vyskytuje, potom neni ucelné pracovat s informacemi z vrtd v mistech, kam
kontaminant nedoputoval v dostateCném mnozstvi. Vrty, ve kterych nebyla vyznamna
pfitomnost kontaminantu zjiSténa, jsou na obrazku nakresleny €ernou barvou. Naproti
tomu informace, se kterymi si pfejeme pracovat, pochazi z vrtd nakreslenych modrou,
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pfipadné Cervenou barvou.
- - konec prikladu - - -

Pokud jsou nase priority jiné nez pfesné vymezeni a popis kontaminované oblasti,
napfiklad popis rozloZeni chemikalii na celém vrty ,prodéravélém” uzemi, potom
se muze zdat, Ze odstranéni informace o vodach je nespravny postup. Dale je

ukazano, Ze i v takovém pfipadé ma tento krok své opodstatnéni.

Vyznamnou skute€nosti, kterou musime brat v uvahu pfi snaze o co nejpfesnéjsi
popis zkoumané lokality, je fakt, Zze vrty nejsou s nejvysSi pravdépodobnosti
rozmistény ekvidistantné. Situaci s rozlozenim vrtd ukazuje Obrazek 19. Nejvétsi
pocCet vrtl je pfirozené v mistech, kde byla expertnimi odhady pfedpovézena
a prubézné mefenimi potvrzovana nejvétsi mira kontaminace podzemni vody
chemickymi latkami. Takové uzemi je v relativnim méfitku k velikosti zkoumané
lokality pravdépodobné velmi malé. Vzdalenost mezi krajnimi vrty v kontaminované
oblasti a vrty na hranicich celé zkoumané lokality mize byt znaéné vySSi nez
prumérna vzdalenost vrtl na samotném kontaminovaném uUzemi. Odstranéni vod ze
sady dodanych dat vychazi z pfedpokladu, Ze v podzemi je od mista poklesu
koncentrace rozpusténych latek pod stanovenou mez az k hranici prozkoumané
oblasti pfitomna plus-minus Cistd cenomanska voda a uchovavat tuto informaci na
velkém mnozstvi mist neni tfeba. Na druhou stranu, pokud chceme popsat rozlehlé
uzemi potom neni mozné informaci o vodé ,zahodit” a vzhledem Kk relativni velikosti
Casti lokality, kde se voda podle pfedpokladi nachazi, je nutné pfisoudit informaci

0 vodé patficnhou vahu.

Za pfedpokladu, Ze bychom z mnoziny poskytnutych dat neodstrafovali sady
odpovidajici vodé blizkym roztokim a méfeni by byla na celé lokalité provadéna
v ekvidistantné rozmisténych vrtech, potom by se vaha informace o vodé sama
pfirozené projevila v dusledku majoritniho zastoupeni vodu zachycujicich analyz.
Protoze ale vrty ekvidistantné rozmistény nejsou, proto je nutné pfisoudit vodé vahu
uméle. V limitnim pfipadé, kdy by se poCet analyz vody z ekvidistantné rozlozenych
vrtd blizil 100% tak by priamérné koncentrace chemickych latek rozpusténych

v podzemni vodé byly blizké koncentracim latek v cenomanské vodé. S primérnymi
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koncentracemi pracuje Analyza hlavnich komponent (viz pfislusna kapitola). To
znamena, ze pfisouzeni velké vahy cenomanské vodé je mozno provést Upravou
»<Analyzy hlavnich komponent s odecétenim praméru“ na ,Analyzu hlavnich komponent

s odecCtenim cenomanské vody*.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

o a8
o aBea
& a8

I o

Legenda

hypoteticky vrt, neexistuje
Fkontaminovany vrt

vrt bez kontaminace

| oblast kontaminace
Obrazek 19: Dlvod dulezitosti vody

Ing. Wasserbauer postupoval pfi vazeni vyznamu vody jinak. Nevyuzival totiz analyzy
hlavnich komponent a namisto toho do baze podprostoru rovnou zahrnul vektor

koncentraci chemickych latek rozpusténych v cenomanské vodé.

Pro pfipomenuti, naSim postupem, stejné jako postupem ing. Wasserbauera se
predchazi zaneseni vyrazné chyby do aproximaci roztokl blizkych cenomanské vodé.
Spolu se zpfesnénim aproximaci koncentraci ve vodé zmenSi pfesnost aproximaci
vSech ostatnich proméfenych roztok(l. Pozadavek na pfesné pfiblizeni koncentraci
v cenomanské vodé plyne, krom uz napsanych davod(, také ze snadné uvahy, ktera

je pfedstavena v nasledujicim pfikladu.
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Priklad:

Méme sadu dodanych chemickych analyz koncentraci latek rozpusténych
v podzemni vodé. Obrazek 20 ukazuje zelenou barvou vyznafenou oblast (oblast
v grafu, nikoliv uzemi) s analyzovanymi daty ke kterym nalezi navic také analyza

cenomanské vody zachycena na obrazku v podobé modré hvézdicky.

Chyby vody po redukci dimenze

c2

b2

_—-"_/ |}
— ’ich ;

»<-dcl

cl
Obrazek 20: Chyba vody

Analyza hlavnich komponent s ode€tenim pridméru vede Kk nalezeni baze

B=(b,,b,] . Po vyjadieni soufadnic analyzovanych dat v bazi B a po nasledné

-

redukci dimenze prostoru ,zapomenutim*“ slozek soufadnic pfislusejicich vektoru b,
bude do vektoru analyzy cenomanské vody zanesena chyba. MiUze dojit napfiklad
k tomu, Ze chyba koncentarce jedné z latek (c1) je pfijatelna, zatimco chyba
koncentrace jiné latky (c2) je napfiklad vlivem jeji zdravotni zavadnosti
neakceptovatelna. Zjednodusené feceno, z analyzované pitné vody muize redukce

z pohledu hygienika udélat uc¢inny prostfedek pro hubeni hlodavcu.

Jestlize tedy chceme aby byl urCity roztok vyjadfen naprosto prfesné, potom je
moznym feSenim odecist v analyze hlavnich komponent namisto vektoru primérnych
koncentraci vektor pfedstavujici vybrany roztok. Pro pfipad, kdy je vybranym

roztokem cenomanska voda vyvola jeji odecteni zménu sméru vektorll baze

B=[b,,b,} . Tato zména bude mit charakter podobny tomu, ktery ukazuje Obrazek
21. Je patrné, ze v tomto pfipadé voda a ji blizké roztoky nebudou redukci dimenze
Zadnou vyraznou chybou zatiZzeny. Stejné dobfe je, ale vidét skuteCnost, ze vektory

baze B:{EI,EZ} nemaji sméry, které by maximalizovaly smérodatné odchylky
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v ostatnich dodanych datech (viz PCA) a z toho duvodu nebudou minimalizovany

chyby aproximaci vektoru pfislusnych ostatnim roztokam.

Odecteni vody

c2

cl
Obrazek 21: Modifikace
PCA

- - - konec prikladu - - -

To, Ze uvedeny pfiklad predstavujici chybu cenomanské vody neni fikci odtrZzenou
od reality, je doloZzeno nékolika nasledujicimi obrazky. Tyto grafy zachycuji data
z analyz roztoku vyjadiena v pododobé& 2D aproximaci plvodnich vektorl se Sesti

slozkami.

Barvy jednotlivych bodu v grafu signalizuji, jestli chyba aproximace pFekrocCila 25%.

PfiCemz relativni chyba aproximace analyzy j-tého roztoku byla poCitana podle vzorce:

6000 ~

4000 -

2000

—2000 -

=4000 |

-6000

,8000 1 1 1 1 1 1 1
—60000 -40000  -20000 0 20000 40000 60000 20000

Obrazek 22: Koncentrovani chyb v grafu
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Citatel zlomku pro vypoéet relativni chyby pfedstavuje normu rozdilu j-té analyzy a jeji

aproximace a jmenovatel je normou vektoru provedené analyzy roztoku.

Detail na oblast (ne prostorova oblast, ale oblast v grafu) roztok( blizkych vodé
ukazuje Obrazek 23. Je na ném vidét, Ze roztoky aproximované s chybou vysSi nez
stanovena hranice se opravdu koncentruji na jednom misté a tato oblast se zda byti

disjunktni s oblasti ve které lezZi roztoky s mensi chybou aproximace.

100
T
#
Fo
=L
&
o
0Fr g =
o *
o
20 *®
o
8 * *
@ * ¥ *
o =3 #* * #* #* *
* #
-20 + o
* *
@ * .
—40 - #*

-54300 -54000 53500 =-53000 -52300 =52000

Obrazek 23: Rozhrani dané chybou 25%

Duvod pro sledovani relativni chyby aproximace prameni z faktu, ze absolutni chyby

=55000

by vzhledem k velkému rozsahu norem vektorlli koncentraci analyzovanych roztoku
nebylo mozné vlbec srovnavat. Srovnani by nebylo proveditelné z toho divodu,
Ze zanedbatelna procentualni chyba aproximace koncentrovaného roztoku muze byt
nez norma vektoru predstavujiciho

v absolutnich Cislech vétsi roztok blizky

cenomanské vodé.

Volba meze relativni chyby (25% ) pro barevné rozliSeni bodl v grafu byla u€inéna
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na zakladé posouzeni histogramu Cetnosti vyskytu relativnich chyb aproximaci
zkoumané sady dat.

Chyby v aproximacich

600

00

N
=
=

]
=
=

pocet mereni

]
=
=

100 F

1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

chuyba v procentech

Obrazek 24: Cetnost vyskytli relativnich chyb
Po vyzkouSeni navrzeného postupu s odectenim vody a s redukci souboru méfeni
se povedlo do pfislusnych bazi v8ech dimenzi rozlozit vSechna zbyla data. Rozmér
bazovych vektorl jsme na doporuceni ing. Wasserbauera zmenSili ze Sesti na pét.
Jinymy slovy, odebrali jsme z vektori chemickych analyz slozku s informaci
o koncentraci rozpusténého fluoru. V pfipadé matice s rozmérem 638x5 (jednoleta
data) doslo vlivem odstranéni vody k redukci rozméru na 570x5 zatimco data v matici
o velikosti 2515x5 (pétiletd data) se podafilo rozlozit vSechna. Pétiletd data
se podairilo rozlozit vdechna z toho dlvodu, Ze jsme z jejich souboru jiz dfive vody

odstranili. Pivodni poCet vSech analyz provedenych v prubéhu péti let byl 3055.

7.1 Srovnani chyb obou predstavenych pristupt
U nami navrzené metody aproximace dat (s odecétenim primérnych koncentraci,

pfipadné se S8kalovanim) jsme posoudili stfedni chyby aproximaci jednotlivych
chemickych slozek roztokl. Tyto chyby byly vyjadfeny v procentech zplisobem, ktery
ukazuje vzorec (15).
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Kde j znadi slozku, jejiz chybu posuzujeme, a i probiha pfes vSechna méfeni, ktera
k posouzeni takové chyby vyuzZivame. Oznaleni X; ma vyznam stfedni hodnoty

pocitané z koncentraci j-té slozky.

Ing. Wasserbauer nam dal k dispozici jim vypocétené hodnoty, které ziskal zkoumanim
souboru pétiletych dat. Nasledujici tabulka obsahuje pro porovnani jak hodnoty

vypoctené ing. Wasserbauerem, tak chyby ur€ené na stejné sadé dat nami.

RL | SO4-a NH4 Al Fe-c
Err Wass | 59% | 7,5% | 13,8% | 82% | 3,7%
Err Zed | 0,04% | 0,04% | 21,05% | 7,20% | 34,28%

Tabulka 12: Procentualni chyby apromace
Je vidét, Zze v nejvice zastoupenych slozkach jsme dosahli nékolikaradové lepSi
presnosti, ale stalo se tak na ukor pfesnosti aproximace slozek, které jsou v roztoku
pritomny v marginalnich mnozstvich. Citelné zhorSeni je patrné u Zeleza (posledni

sloupec). Tento negativni vysledek nas dovedl ke dvéma novym postupum.

Prvni se tykal pfeSkalovani puvodnich dat takovym zplsobem, aby se informace
o marginalné zastoupenych chemikaliich spolu s redukci neztracely. Pokud totiz
vynasobime vybrané slozky vektort spravnymi Cisly, projevi se to zfetelnou zménou

sméru vektort baze B={1;1,..,5n} a to s sebou nese pravé zpresnéni aproximace

vybranych slozek.

Skalovani jsme prakticky realizovali nasobenim matice s daty $kalovaci matici se
specialné zvolenymi diagonalnimi prvky. Diagonala Skalovaci matice obsahuje
prevracené hodnoty velikosti stfednich hodnot téch slozek vektord dodanych dat,
které maji byt pfisluSnym Ccislem pfenasobeny. Vyznam naSi volby velikosti
diagonalnich prvki spociva v jistétm ,zrovnopravnéni® koncentraci vSech
proméfovanych slozek roztokd. Po pFeSkalovani je stfedni hodnota koncentrace

kazdé slozky rovna jedné. KdyZz jsme data pfenasobili Skalovaci matici

skala =

2.13e—005
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000

0.00e+000

0.00e+000
3.51e—005
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000

0.00e+000
0.00e+000
1.49¢—-003
0.00e+000
0.00e+000

0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
2.41e—004
0.00e+000

0.00e+000
0.00e+ 000
0.00e+ 000
0.00e+ 000
9.57e—004
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bazové vektory se zménily nasledujicim zplsobem.

B1 B2 B3 B4 B5
0,85 -0,52 0,01 -0,06 0,02
0,52 0,86 0,01 -0,04 0
0,01 -0,01 0,07 -0,04 -1
0,07 0 -0,41 0,91 -0,06
0,02 0 0,91 0,41 0,04
Bisk B2sk B3sk B4sk B5sk
0,44 0,21 -0,24 -0,01 -0,84
0,44 0,21 -0,3 -0,73 0,38
0,46 0,23 0,85 0,03 0,05
0,43 0,26 -0,35 0,69 0,39
0,45 -0,89 -0,01 0,03 0,02

Tabulka 13: Vliv Skalovani na smér bazovych vektort
Pokud by se na diagonale Skalovaci matice nachazelo pouze jedno Cislo rdzné od
10°az 10"

pro zelezo, tj. pata slozka), potom by se to projevilo tim, Ze z vektoru B1 by se stal

jedné a toto by nabyvalo vyrazné fadové vysSi hodnoty (testovano na

vektor jednotkovy s jednickou na misté slozky Skalované velkym Cislem.

Druhy nové pouzity postup se tykal posouzeni miry uchovani nesenych informaci
o jednotlivych chemickych sloZzkach v aproximativnich vektorech. Namisto doposud
k tomuto pouzivané procentualni chyby jsme tentokrat vyuzili koeficientd korelace

mezi dodanymi daty a jejich aproximacemi.

Nejprve jsme vypocetli matici korelacnich koeficintd jednotlivych dvojic slozek dat
s neredukovanou dimenzi (dodanych dat). Kazdy jeden z prvk( této matice vypovida
o tom, nakolik hodnota i-té slozky vektoru, ktery predstavuje analyzu konkrétniho
roztoku, zavisi na hodnoté jeho j-té slozky. Tuto zavislost je mozné vnimat tak, ze
s odebranim jedné ze dvou silné korelovanych sloZzek (korelacni koeficient blizky

jedné) se ztrati minimum informace.

1,00

0,99

0,95

0,99

0,87

0,99

1,00

0,94

0,99

0,87

0,95

0,94

1,00

0,94

0,84

0,99

0,99

0,94

1,00

0,85

0,87

0,87

0,84

0,85

1,00

Tabulka 14: Korelace slozek
Pozornost si zaslouzi posledni sloupec, ktery ukazuje Tabulka 14. Z duvodu symetrie
(tabulky), Fadek. Cisla

v poslednim fadku se vyznacuji tim, ze v porovnani se vSemi ostatnimi jsou zfetelné
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mensi. Jestlize jsou korelaéni koeficienty jedné ze sloZek vyrazné mensi nez pro
vSechny slozky ostatni, projevi se to vyrazné vyssi chybou aproximace, provedené za
pomoci redukce dimenze (pfi pouziti PCA). Toto doklada Tabulka 12. Bez upravy dat
Skalovanim, byly s nejvétSi chybou opravdu aproximovany nejméné s ostatnimi

korelované slozky (Zelezo, amonné kationty).
Priklad:

Pfedstavme si zaznamenané koncentrace dvou chemickych latek. Tyto koncentrace
necht’ jsou zobrazeny v grafu. Body v grafu necht’ je mozné s pfijatelnou pfesnosti
nahradit pfimkou. Slozky soufadnic takto ,nahraditelnych® bodu jsou silné korelované
(koeficient korelace je blizky jedné) a pokud budeme schopni nalézt pfedpis pfimky,
kterou tyto body obklopuji, potom nam postaci uchovat informaci pouze o jedné

slozce (je jedno kterée).
--- konec prikladu ---

V pfipadé posuzovani korelace mezi slozkami vektoru a pfislusnymi slozkami jejich
aproximaci nam koeficienty fikaji, jak vyrazné je sepjeti mezi skuteCnou a

aproximativni hodnotou.

Vztah puvodnich, neSkalovanych dat s jejich aproximacemi je zaznamenan

v nasleduijici tabulce.

Ve S04-a NH4 Al Fe
1,0000 1,0000 0,9504 0,9932 0,8686

Tabulka 15: Korelace neSkalovanych dat

Za povSimnuti stoji v porovnani s ostatnimi mala mira korelace koncentrace

a aproximace koncentrace paté slozky (zeleza).

PreSkalovani dat vySe uvedenou matici zméni tabulku s korelaénimi koeficinty

nasledujicim zpusobem.

Ve S04-a NH4 Al Fe
0,9950 0,9931 0,9720 0,9916 0,9999

Tabulka 16: Korelace Skalovanych dat

Je naprosto zifejmé, ze preSkalovani matice s daty vySe uvedenym zplsobem vedlo
zejména ke zduraznéni ,dalezitosti“ informace o rozpusténém Zeleze a mirné také o

amonném kationtu. Pohledem na ostatni sloupce tabulky zjistime, Ze zbylé slozky
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vektor( a jejich aproximaci Skalovani nijak vyrazné nedekorelovalo.

Pro uplnost zbyvalo provést posouzeni stfednich kvadratickych chyb aproximaci

presSkalovanych dat. Tyto byly vypocteny s pouzitim vzorce (15). Vypoctené hodnoty
ukazuje Tabulka 17.

RL S04-a NH4 AL FEC
Err_Wass 5,9% 7,5% 13,8% 8,2% 3,7%
Err_Zed 6,0% 7,4% 15,8% 8,1% 0,3%

Tabulka 17: Procentualni chyby Skalovanych dat

Oproti Tabulce 12 doslo ke snizeni chyb aproximaci koncentraci amonnych kationtt a
Zeleza. Naopak relativni chyba sirant se o dva fady zhorsila. Vzhledem k tomu, Ze
hodnoty koncentraci sirant se pohybuji v fadu 10 mg/l, neni moZno povaZovat

tuto relativné (procentualné) stale malou chybu za zanedbatelnou.

Konrétnimi dopady nami provedeného S$kalovani se ovdem neni mozné nikterak
vazneé zabyvat, protoze Skalovaci matice byla zkonstruovana pouze na zakladé

usudku a nikoliv s vyuzitim promyslené metodiky.
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8. Zaveér

Teoreticka cast diplomové prace nabizi seznameni s problematikou pocitatové
interpretace dat ziskanych chemickymi analyzami koncentraci jednotlivych sloZzek
vodnych roztokud. Pfedstavené metody se liSi svou presnosti a délkou trvani vypoctu.
Pfi zpracovavani dat je tak nutné brat do uvahy jejich mnozZstvi, Cas, ktery je

na vypocet k dispozici a akceptovalnou chybu aproximace.

Pfi vyhotovovani praktické Casti této diplomové prace byl identifikovan postup, ktery
umoznuje nalézt v relativné kratkém Case bazi vektorového podprostoru stanovené
dimenze. Oproti postupu pouzitému k témuz ve firmé DIAMO s.p. maji zde navrzené
metody nékolik vyhod. Prvni z vyhod plyne z pouZiti metod vektorové algebry, diky
kterému neni navrzeny postup natolik Uzce svazan s chemickym vyznamem
poskytnutych dat. Tato volnéjsi vazba pfimo vybizi k vyuziti v praci s namérenymi daty
ziskanymi i v jiném oboru lidské Cinnosti nez v chemii. Druhou vyhodou je skuteCnost,
Ze lze nalézt baze pro riznou zamyslenou miru redukce (obecné od dimenze 2
do n-1). Na zakladé rozkladu dat do téchto bazi Ize posoudit jak velka redukce
dimenze je s ohledem na kombinaci zachovani maximalni miry informace a dosazeni

co nejjednodussi prace s vektory redukované dimenze nejvhodnéjsi.

Otazka, ktera nebyla v praci do detailu dofeSena, se tyka chyb aproximaci

koncentraci jednotlivych slozek aproximovanych roztoku.
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